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Instructions aux auteurs :
Les textes ou projets peuvent être soumis directement à l’un des membres du comité de lecture avec
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sous format LATEX2e.



Nathalie Caspard
Bruno Leclerc

Bernard Monjardet

Ensembles
ordonnés finis :

concepts, résultats
et usages

123



Nathalie Caspard

Laboratoire d’Algorithmique, Complexité et Logique
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75634 Paris cedex 13

France
courriel: Bernard.Monjardet@univ-paris1.fr

Library Congress Control Number: 2007931192

Mathematics Subject Classification (2000): 06A, 68R, 68T30, 90B, 91

ISSN 1154-483X
ISBN-10 3-540-73755-3 Springer Berlin Heidelberg New York

ISBN-13 978-3-540-73755-1 Springer Berlin Heidelberg New York

Tous droits de traduction, de reproduction et d’adaptation réservés pour tous pays.
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Avant-propos

Les notions d’ordre, de classement, de rangement sont présentes dans de
multiples activités ou situations humaines : hiérarchies administratives ou
sociales, organigrammes, ordonnancements de tournois sportifs, ordres de pré-
séance, de succession ou de préférences, motions d’ordre, ordres du jour, clas-
sements scolaires ou audiovisuels, ordre alphabétique, lexicographique, etc., on
n’en finirait pas d’énumérer toutes les situations où interviennent des ordres.

Il n’est donc pas étonnant, compte tenu du développement de l’utilisation
des mathématiques dans la modélisation de multiples phénomènes, de trou-
ver de nombreux domaines où les mathématiques de l’ordre sont présentes.
Toutefois, celles-ci sont relativement récentes. Certes, en mathématiques, la
notion d’ordre des grandeurs est connue depuis longtemps et c’est au sei-
zième siècle qu’apparaissent pour la première fois les symboles > et < pour
désigner « plus grand que » et « plus petit que » 1. Mais la notion abstraite
d’ordre défini comme un type particulier de relation transitive n’a été éla-
borée qu’entre les années 1880 et 1914 par des mathématiciens et/ou logi-
ciens comme Peirce, Peano, Schröder, Cantor, Dedekind, Russel, Huntington,
Scheffer et Hausdorff, dans le contexte de la formalisation de l’« algèbre de
la logique » (i.e. de l’algèbre de Boole) et celui de la création de la théorie
des ensembles (avec l’étude des « types d’ordre »). Les ordres particuliers, car
définissables algébriquement, que sont les treillis, avaient été aussi considé-
rés dès la fin du dix-neuvième siècle par Schröder et Dedekind, puis étaient
tombés dans l’oubli avant de renaître dans les années trente du siècle der-
nier grâce à Birkhoff, Öre et une pléiade d’autres mathématiciens. Ce furent
longtemps les principaux ordres étudiés, et la théorie des treillis ainsi que
l’« algèbre universelle », qui en est son prolongement naturel, sont toujours
extrêmement actives. Ainsi, le résultat sans doute le plus fondamental dans la
théorie des ordres finis, à savoir le théorème de Dilworth, n’a été montré qu’en
1950 et d’ailleurs à l’occasion d’un problème posé sur les treillis. Cependant,
1 Dans une oeuvre, l’« Artis Analyticae Praxis ad Aequationes Algebraicas Resol-

vendas », du mathématicien Thomas Harriot.
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depuis les années soixante-dix du siècle dernier, la situation a considérable-
ment évolué. Les travaux sur les structures d’ordres se sont multipliés pour
répondre aussi bien à des motivations internes de « mathématiques pures »
qu’aux problèmes soulevés à l’occasion de l’usage de ces structures par des
« mathématiques appliquées » (dans des domaines comme la recherche opé-
rationnelle, la microéconomie, l’analyse et la fouille des données, la biologie,
la robotique, l’informatique théorique, l’algorithmique, etc.)2. Aujourd’hui, il
faudrait un traité d’au moins 1000 pages pour présenter seulement une syn-
thèse des résultats obtenus.

Ce n’est évidemment pas ce que vise cet ouvrage qui se limite à certains
aspects et à trois buts principaux dont nous discutons après leur énoncé :

– Donner les concepts et résultats fondamentaux sur les ensembles ordon-
nés finis,

– Présenter leurs usages dans des domaines variés,
– Signaler un certain nombre de résultats et de recherches en cours.
Le fait de se limiter aux ensembles ordonnés finis n’est pas simplement

justifié par le souci de garder une taille raisonnable à cet ouvrage. Il le situe
dans le champ des « mathématiques discrètes », dont l’importance n’est plus à
démontrer de nos jours. Dans ce cadre, déjà très large, nous avons privilégié les
notions et résultats qui nous paraissent essentiels, notamment du fait de leurs
usages dans de très nombreuses modélisations : extensions linéaires d’un ordre,
isotonies, fermetures et familles de Moore, applications résiduelles et corres-
pondances de Galois, chaînes et antichaînes avec les théorèmes de Dilworth et
de Sperner, dualité entre ensembles ordonnés et treillis distributifs, codages
et dimensions d’un ordre, ordres d’intervalles et ordres quasi-forts, résultats
Arrowiens sur les ordres, etc. En effet, dans tous les chapitres de ce livre,
le lecteur trouvera des exemples d’utilisation des structures d’ordre dans des
domaines variés. Le dernier et plus long chapitre développe quelques-uns de
ces usages dans des contextes souvent interdisciplinaires, comme celui de la
modélisation des préférences.

Enfin pour pallier le fait de ne présenter que les résultats les plus fonda-
mentaux, chaque chapitre comprend une section intitulée « Compléments et
références », où l’on signale de nombreux thèmes qui n’ont pu être évoqués
dans le corps du chapitre et où l’on donne éventuellement quelques éléments
d’ordre historique, jamais inutiles pour la compréhension d’un sujet.

Ajoutons une motivation plus générale pour l’écriture de cet ouvrage. On
a mentionné l’important développement de la théorie des treillis sur laquelle
il existe actuellement plusieurs dizaines de volumes. Au contraire, les livres
portant sur les ensembles ordonnés quelconques sont très rares, et ne portent le
plus souvent que sur des aspects particuliers (voir l’annexe D documentaire).
Une conséquence de cette situation (ainsi, du moins dans certains pays, que
du peu de place consacré à l’enseignement des structures d’ordres dans les
2 Un autre signe de ce développement est la création en 1985 du journal Order par

Ivan Rival
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cursus universitaires) est que des résultats sont trop souvent inutilisés ou
redécouverts, ce qui va à l’encontre du bon usage de ces mathématiques.

Nous continuons cet avant-propos par une description du contenu des cha-
pitres et annexes.

Le but du chapitre 1 est d’abord de donner et d’illustrer les notions fonda-
mentales utilisées pour décrire, étudier, raisonner sur les ensembles ordonnés,
notions qui seront utilisées et/ou développées dans les autres chapitres. En
conséquence, ce chapitre contient peu d’énoncés de résultats et ne comporte
aucune démonstration. On y trouvera aussi un florilège d’usages d’ensembles
ordonnés dans des domaines allant des mathématiques à la recherche opéra-
tionnelle en passant par la biologie, l’informatique ou les sciences sociales.

Si les ordres sont des relations binaires vérifiant des propriétés fortes, il
n’en reste pas moins qu’il existe assez peu de résultats portant sur des ordres
quelconques. En fait, comme dans d’autres théories mathématiques, on s’in-
téresse souvent à des classes d’ordres définies par des propriétés particulières.
Le chapitre 2 décrit les classes d’ensembles ordonnés les plus importantes :
ensembles ordonnés rangés, semimodulaires et bipartis, ensembles ordonnés
définis par des configurations exclues, demi-treillis et treillis, ensembles tota-
lement ordonnés.

Le chapitre 3 est consacré à l’importante question des morphismes entre
ensembles ordonnés, c’est-à-dire des applications entre deux ensembles ordon-
nés conservant ou inversant leur ordre. Parmi ces morphismes, on trouve les
codages, les fermetures et les ouvertures, les applications résiduées, résiduelles
ou galoisiennes. Ces dernières sont les composantes des correspondances de
Galois, outil fondamental permettant d’établir la dualité entre deux ensembles
ordonnés et en particulier de définir un treillis de Galois dont l’usage va de la
recherche d’« échelles de Guttman »(en analyse des questionnaires) à la géné-
ration de « concepts » (en analyse de données ou en intelligence artificielle).
C’est aussi dans ce chapitre que sont approfondies les importantes notions
d’éléments irréductibles d’un ensemble ordonné et de relations flèches entre
ces éléments.

Le théorème de Dilworth (1950) établit l’égalité pour un ensemble ordonné
quelconque du nombre maximum d’éléments incomparables de cet ensemble
ordonné et du nombre minimum de chaînes en lesquelles on peut partition-
ner l’ensemble de ses éléments. C’est un résultat central car, d’une part, il
porte sur un ensemble ordonné arbitraire et permet d’y résoudre un problème
rencontré dans des situations variées (par exemple, en recherche opération-
nelle, informatique ou géométrie du plan) et, d’autre part, il est relié (en fait,
souvent équivalent) à beaucoup d’autres résultats célèbres de la combinatoire
(comme les théorèmes de König–Hall, de Menger et de Ford et Fulkerson). Le
chapitre 4 est consacré à ce théorème de Dilworth, ainsi qu’à la descendance
d’un autre résultat fameux dû à Sperner, résultat donnant le nombre maxi-
mum de parties incomparables (pour l’inclusion) d’un ensemble. Les ordres de
Sperner étudiés dans ce chapitre sont ceux pour lesquels le nombre maximum
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d’éléments incomparables de l’ordre s’obtient à partir de la considération de
ses niveaux.

Le théorème de représentation des treillis distributifs dû à Birkhoff four-
nit une représentation ensembliste d’un treillis distributif au moyen de ses
éléments irréductibles. On en déduit une dualité fondamentale entre la classe
des treillis distributifs et celle des ensembles ordonnés, qui implique que tout
résultat sur un treillis distributif peut se traduire en un résultat sur un en-
semble ordonné, et inversement. Cette dualité est étudiée au chapitre 5, où
l’on montre qu’elle est la conséquence d’une correspondance de Galois entre
relations binaires et familles de parties. On y présente aussi une autre dua-
lité entre ordres et fuseaux d’ordres totaux, notion introduite à l’occasion de
problèmes d’analyse des préférences.

Un résultat déjà ancien de Szpilrajn (1930) permet de montrer que tout
ordre peut être étendu en un ordre total (dit extension linéaire de l’ordre) et
qu’il est l’intersection de toutes ses extensions linéaires. La dimension d’un
ordre est alors le nombre minimum de ses extensions linéaires dont il est
intersection. Ce paramètre de dimension a été intensivement étudié pour des
raisons théoriques, mais aussi parce qu’il a servi dans certaines modélisations.
C’est ainsi qu’on a pu l’utiliser comme modèle explicatif d’une relation de
préférence, l’ordre partiel de préférence d’un agent économique (par exemple)
sur un ensemble de biens étant interprété comme résultant de la prise en
compte de plusieurs critères pour chacun desquels sa préférence est un ordre
total. De plus, rechercher la dimension d’un ordre revient aussi à rechercher
le nombre minimum d’ordres totaux dans le produit desquels il peut être
codé (c’est-à-dire dans lequel on peut en trouver une image isomorphe). Plus
généralement, on peut chercher à coder un ordre dans un produit de chaînes
de longueur donnée. Si ces chaînes sont de longueur deux, ceci revient à coder
l’ordre par des parties d’un ensemble (i.e. par des suites de 0 et de 1), et
on parle alors de codage et de dimension booléens, ces notions ayant été
introduites et étant très étudiées en informatique. Le chapitre 6 donne les
résultats fondamentaux sur ces codages et dimensions.

Les chapitres précédents contiennent tous des exemples d’utilisations d’en-
sembles ordonnés dans des contextes variés. Notre dernier chapitre
développe certains de ces usages. Les deux premières sections du chapitre 7
portent sur le thème des préférences dont on sait qu’il concerne, entre autres,
les sciences cognitives, la microéconomie, la recherche opérationnelle, l’intel-
ligence artificielle ou encore les bases de données (pour définir des langages
de requêtes performants). On traite d’abord la modélisation d’une relation
de préférence, par exemple, celle d’un agent économique, lorsqu’on ne fait
plus l’hypothèse forte que la relation d’indifférence est transitive ; les modèles
adéquats sont alors ceux des ordres d’intervalles et des ordres quasi-forts. On
considère ensuite le problème d’agréger plusieurs relations de préférence en
une relation de préférence globale qui soit un ordre et on établit quelques
théorèmes « Arrowiens » montrant la difficulté d’obtenir une solution satis-
faisante. On continue par la présentation des modèles ordonnés utilisés en
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taxonomie mathématique : hiérarchies, hiérarchies indicées, demi-treillis à mé-
dianes, treillis des partitions. La section suivante est consacrée à l’utilisation
des treillis de Galois en analyse de données relationnelles. On y montre com-
ment, à partir d’un tel treillis ou de la fermeture qui lui est associée, on peut
déduire un système d’implications permettant de répondre à des questions
du type : les sujets ayant telles caractéristiques ont-ils – ou n’ont-ils pas –
telles autres caractéristiques ? La cinquième section expose la problématique
de l’ordonnancement et quelques outils ordinaux utilisés pour la traiter.

Suite à sa section « Compléments et références », chacun des sept chapitres
du livre contient pour dernière section une liste d’exercices, qui illustrent les
notions présentées dans le chapitre et dont il est indispensable de chercher
la solution si l’on veut arriver à une pratique réelle de la mathématique des
ensembles ordonnés. Pour la plupart de ces exercices, les solutions seront trou-
vées facilement à partir des résultats donnés dans le chapitre. Pour les autres,
des indications ou des références seront donnés.

L’utilisation en pratique des notions et résultats présentés dans ce livre
nécessite de pouvoir répondre à des questions posées sur un ensemble ordonné
modélisant telle ou telle situation, ce qui passera en général par le recours à
un programme informatique implémentant un algorithme de résolution. Notre
première et plus longue annexe donne quelques notions de base sur la théorie
de la complexité algorithmique, et de nombreux résultats de complexité pour
l’algorithmique des ordres. Les deux annexes suivantes portent sur les petits
ordres et le dénombrement des ordres. La dernière annexe fournit des repères
documentaires variés, tandis que la liste de références permettra au lecteur de
pouvoir accéder aux résultats mentionnés dans les compléments des chapitres.
Comme il se doit, une liste de notations et symboles et un index terminent
l’ouvrage.

Les définitions, théorèmes, propositions, corollaires, lemmes, exemples et
remarques de chaque chapitre sont numérotés n.p où n est le numéro du cha-
pitre et p le numéro d’apparition dans le chapitre. Par exemple, la définition
4.14 est le 14ème item numéroté du chapitre 4.

Les figures (respectivement, les tableaux) de chaque chapitre sont
numérotées Fig. n.p (respectivement, Tableau n.p) où n est le numéro du
chapitre et p le numéro d’apparition dans le chapitre. Par exemple, Fig. 3.6
est la 6ème figure du chapitre 3 et le Tableau 7.3 est le 3ème tableau du
chapitre 7.



1

Concepts et exemples

Ce premier chapitre présente les notions de base de la théorie des ensembles
ordonnés finis et donne une idée de la variété des domaines où on les rencontre.
Il n’est pas destiné à une lecture suivie, mais à servir de texte de référence
pour la définition et l’illustration de notions utilisées dans les autres chapitres.
En particulier, il ne contient pas les démonstrations des quelques résultats qui
y sont énoncés (on trouvera ces démonstrations dans d’autres chapitres et/ou
dans des exercices). Dans la première section nous donnons les concepts et le
vocabulaire permettant de définir, représenter et décrire un ensemble ordonné,
et nous introduisons plusieurs graphes – de comparabilité, d’incomparabilité,
de couverture et de voisinage – qui lui sont naturellement associés. La seconde
section présente des ensembles ordonnés apparus dans divers champs discipli-
naires, des mathématiques elles-mêmes aux sciences sociales en passant par la
biologie et l’informatique. Nous définissons les notions de sous-ensemble or-
donné, de chaîne, d’antichaîne et d’extension d’un ensemble ordonné dans la
section 1.3 et les notions de supremum, d’infimum, d’éléments irréductibles et
de parties commençantes ou finissantes dans la section 1.4. La section 1.5 dé-
crit des procédés fondamentaux de construction (substitution, produit direct,
etc.) qui, à deux ou plusieurs ensembles ordonnés, en associent un nouveau.

1.1 Ensembles ordonnés

Au tout début était l’ordre . . . ou l’ordre strict ! Cette section commence
donc par la définition de ces deux notions d’ordre et du vocabulaire de base
qui leur est associé. On présente ensuite différents graphes (de comparabi-
lité, d’incomparabilité, de couverture, de voisinage) associés à un ensemble
ordonné. La section 1.1.1 suivante est consacrée à une représentation extrême-
ment utile d’un ensemble ordonné, appelée son diagramme. Enfin, on termine
cette section par la notion (traditionnelle en mathématiques) d’isomorphisme
de structures d’ordres à laquelle s’ajoute dans ce cas la notion tout aussi
importante d’anti-isomorphisme (ou de dualité).



2 1 Concepts et exemples

1.1.1 Ordres et ordres stricts

Qu’est-ce qu’un ordre ? Cette question posée par Russel en 1903 a reçu
essentiellement deux réponses qui portent (le plus souvent) les noms d’ordre
et d’ordre strict (cf. les compléments de la section 1.6 pour l’histoire de ces
notions). D’autre part, les notations et termes utilisés pour désigner les mêmes
notions ordinales ont été et sont toujours très variées. Toutefois l’influence de
Bourbaki [73] (1956) a permis qu’en français existe un relatif accord sur la
terminologie de certaines notions de base (cf. à ce sujet la fin de la section
2.6). Dans cet ouvrage nous ne nous priverons pas d’utiliser plusieurs termes
pour désigner la même notion ; l’expérience montre en effet que se contraindre
à utiliser un système unique de notations dans des situations extrêmement
diverses a plus d’inconvénients que d’avantages. Toutefois et pour pallier les
incontestables inconvénients de notations multiples, nous détaillons dans cette
section de façon précise – et donc quelque peu fastidieuse – les deux notions
fondamentales d’ordre avec les différents systèmes et conventions de notations
que nous utiliserons.

Une relation binaire sur un ensemble X est une partie R de l’ensemble X2

des couples de X . La notation (x, y) ∈ R (ou xRy) signifie que le couple (x, y)
appartient à la relation R. On écrit (x, y) �∈ R (ou xRcy) dans le cas contraire.

Définition 1.1 Une relation binaire O sur un ensemble X est un ordre sur
X si elle vérifie les trois propriétés suivantes :

1. Réflexivité : pour tout x ∈ X,xOx,
2. Antisymétrie : pour tous x, y ∈ X, (xOy et yOx) impliquent x = y,
3. Transitivité : pour tous x, y, z ∈ X, (xOy et yOz) impliquent xOz.

L’ordre O est dit total s’il est tel que, pour tous x, y ∈ X, xOcy implique yOx.
Un ensemble ordonné est un couple P = (X,O) où X est un ensemble et O

un ordre sur X (dans certains cas et pour éviter toute ambiguïté, il pourra être
utile de noter OP l’ordre de l’ensemble ordonné P ). Si O est un ordre total,
P = (X,O) est alors appelé un ensemble totalement ordonné (ou ensemble
linéairement ordonné ou chaîne). Les symboles Cn et n désigneront une chaîne
à n éléments.

Exemple 1.2 Soit X = {a, b, c, d, e} et P = (X,O) l’ensemble ordonné où O
est l’ordre suivant sur X :

O = {(a, b), (a, e), (c, b), (c, d), (c, e), (d, e), (a, a), (b, b), (c, c), (d, d), (e, e)}

On peut représenter l’ensemble ordonné P par un « réseau » dans le plan
dont les points correspondent aux éléments de X et les arcs fléchés aux couples
de O, les boucles représentant les couples de la forme (x, x) (cf. la figure 1.1).
On peut aussi le représenter au moyen de tables (cf. le tableau 1.1 ci-dessous).
Cependant nous verrons à la section 1.1.3 une manière beaucoup plus écono-
mique de représenter un ensemble ordonné : le diagramme (de Hasse).
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c

b

a

d

e

Fig. 1.1. Un ensemble ordonné P représenté par un réseau dans le plan.

Tableau 1.1. Deux sortes de tables pour l’ensemble ordonné P de l’exemple 1.2.

a b c d e

a × × ×
b ×
c × × × ×
d × ×
e ×

a b c d e

a 1 1 0 0 1
b 0 1 0 0 0
c 0 1 1 1 1
d 0 0 0 1 1
e 0 0 0 0 1

Définition 1.3 Soit O une relation sur un ensemble X.
– O est un ordre strict si elle est irréflexive (pour tout x ∈ X, xOcx) et

transitive. Un ensemble strictement ordonné est un couple P = (X,O) où
X est un ensemble et O un ordre strict sur X.

– L’ordre strict O est dit strictement total s’il est tel que x �= y et xOcy
impliquent yOx. On dit alors que P est un ensemble strictement totale-
ment ordonné. Si |X | = n, P ou l’ordre strict correspondant pourra être
noté ns.

N.B. Un ordre strict O sur X est également une relation asymétrique,
c’est-à-dire telle que yOcx pour tous x, y ∈ X vérifiant xOy (le démontrer).

Puisqu’il existe une bijection évidente entre l’ensemble des ordres et l’en-
semble des ordres stricts définis sur X (laquelle ?), on a deux manières équi-
valentes de formaliser la notion d’ordre (cf. la section 1.6 des compléments et
références). Il s’ensuit qu’à toute classe particulière d’ordres correspond une
classe particulière d’ordres stricts (par exemple les ordres strictement totaux
correspondent aux ordres totaux). Afin de ne pas alourdir le vocabulaire, il
sera parfois préférable d’utiliser les mêmes termes pour désigner les ordres de
ces deux classes. Ainsi, au chapitre 7 où l’on considérera différents modèles or-
dinaux de la préférence stricte, le qualificatif « strict » sera systématiquement
omis.
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Nous avons utilisé la notation O pour désigner un ordre mais, dans un
grand nombre de situations, cette notation est avantageusement remplacée par
le symbole « ≤ », qui se lit « inférieur ou égal ». On utilise ainsi pour un ordre
quelconque le symbole traditionnel de l’ordre entre les nombres. Un ensemble
ordonné est alors noté P = (X,≤P ) ou, plus simplement, P = (X,≤).

De la même manière, un ordre strict sera fréquemment symbolisé par «< »
qui se lit « inférieur » ou « strictement inférieur », et les notations P = (X,<P )
ou, plus simplement, P = (X,<) seront utilisées pour désigner un ensemble
strictement ordonné.

Pour un ensemble ordonné P = (X,≤) (ou P = (X,O)), l’expression « x
appartient à P » signifiera x ∈ X , et on notera indifféremment x ∈ X ou
x ∈ P . Le nombre d’éléments de X sera indifféremment noté |P |, |X |, ou
simplement n selon le contexte. Enfin le fait que (x, y) appartient à l’ordre de
P s’écrit, suivant les notations utilisées pour P , x ≤P y, x ≤ y, xOP y ou sim-
plement xOy. Le nombre de ces couples se note |O|, m(P ) ou simplement m.

Soient x, y deux éléments d’un ensemble ordonné P = (X,≤).
– Si x ≤ y, on dit que x est inférieur ou égal à y, ou que y est supérieur

ou égal à x. On dit aussi que x est un minorant de y et que y est un majorant
de x. L’ensemble {t ∈ P : t ≤ x} des minorants de x se note (x] ou Px.
L’ensemble {t ∈ P : x ≤ t} des majorants de x se note [x) ou xP .

– Si x ≤ y n’est pas vérifié, on dit que x n’est pas inférieur ou égal à y, ce
qu’on note x �≤ y. La relation ainsi définie est aussi notée ≤c (puisque c’est la
relation complémentaire de la relation ≤).

– Si x ≤ y et x �= y, on dit que x est inférieur à y, ou que y est supérieur à
x, ce qu’on note x < y. On dit aussi que x est un minorant strict de y et que y
est un majorant strict de x. La relation < est la relation d’ordre strict associée
à la relation ≤. L’ensemble des minorants (respectivement, majorants) stricts
de x se note (x[ (respectivement, ]x)).

– Si x ≤ y ou y ≤ x, on dit que x et y sont comparables. Dans le cas
contraire, i.e. si x �≤ y et y �≤ x, on dit que x et y sont incomparables, ce que
l’on note x||y.

Dans l’exemple 1.2, a et b sont comparables alors que a et c sont incom-
parables.

On remarquera que y �≤ x est équivalent à (x < y ou x||y). Il résulte des
définitions précédentes qu’une chaîne est un ensemble ordonné dans lequel
deux éléments quelconques sont toujours comparables. A l’inverse, on définit
la notion d’antichaîne comme suit :

Définition 1.4 On appelle antichaîne tout ensemble ordonné dans lequel deux
éléments (distincts) sont toujours incomparables. Le symbole An désignera une
antichaîne à n éléments.
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a e

d

c

b

Comp(P )

e

db

Inc(P )

c

a

Fig. 1.2. Les graphes de comparabilité et d’incomparabilité de l’ensemble ordonné
de l’exemple 1.2.

1.1.2 Graphes associés à un ensemble ordonné

A un ensemble ordonné sont naturellement associés différents graphes1, tels
notamment les graphes de comparabilité, d’incomparabilité, de couverture et
de voisinage. Chacun de ces graphes correspond à des aspects particuliers de
l’ensemble ordonné et intervient dans l’étude de celui-ci. Nous définissons et
illustrons ci-dessous ces graphes.

Définition 1.5 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné. On appelle graphe
de comparabilité de P le graphe non orienté Comp(P ) = (X,CompP ) dont
les sommets sont les éléments de P , et les arêtes les paires {x, y} d’éléments
comparables dans P . Si {x, y} est une arête de ce graphe, on note xy ∈ CompP

ou xCompP y (ou, plus simplement, xy ∈ Comp ou xCompy), et CompP est
appelée la relation de comparabilité de P .

Le graphe Inc(P ) = (X, IncP ) d’incomparabilité de P est défini de ma-
nière semblable, ses arêtes étant les paires {x, y} d’éléments incomparables
dans P . On note alors xy ∈ IncP ou xIncP y (ou, plus simplement, xy ∈ Inc
ou xIncy) et IncP est appelée la relation d’incomparabilité de P .

La figure 1.2 représente les graphes de comparabilité et d’incomparabilité
de l’ensemble ordonné de l’exemple 1.2.

Les graphes Comp(P ) et Inc(P ) étant évidemment complémentaires (au
sens où la paire {x, y} est une arête de l’un si et seulement si elle n’est pas
une arête de l’autre), l’étude de l’un se ramène à celle de l’autre.
1 Un graphe non orienté est un couple G = (X, E) où X est un ensemble et E un

ensemble de paires d’élements distincts de X, appelées les arêtes de G ; un graphe
orienté est un couple G = (X, A) où X est un ensemble et A un ensemble de
couples de X, appelés les arcs de G.
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Nous définissons à présent la relation de couverture associée à un ensemble
ordonné. Cette relation qui, en général, n’est pas un ordre, est en revanche la
manière la plus économique (en nombre de couples) de se donner un ordre.
Elle sera constamment utilisée tout au long de l’ouvrage.

Définition 1.6 La relation de couverture d’un ensemble ordonné P = (X,≤),
notée ≺P ou simplement ≺, est définie par x ≺ y si (x < y et x ≤ z < y)
impliquent x = z. On dit alors que x est couvert par y ou que y couvre x. On
pose xP+ = {t ∈ P : x ≺ t} et P−x = {t ∈ P : t ≺ x}.

Le graphe Couv(P ) = (X,≺) associé à la relation de couverture s’appelle
le graphe de couverture de P .

Autrement dit, x est couvert par y dans P si x < y et il n’existe pas dans
P d’élément z supérieur à x et inférieur à y.

L’ensemble ordonné P de l’exemple 1.2 (page 2) a cinq couples de couver-
ture : a ≺ b, a ≺ e, c ≺ b, c ≺ d et d ≺ e.

La relation de couverture d’une chaîne sur un ensemble à n éléments s’écrit
x1 ≺ x2 ≺ · · · ≺ xn, ce que l’on notera plus simplement x1x2 . . . xn. Cette
écriture particulièrement économique des ordres totaux sera souvent utilisée.
Inversement, toute suite de n éléments distincts (ou, de façon équivalente,
toute permutation de ces éléments) peut être considérée comme définissant
un ordre total sur ces éléments, à savoir l’ordre d’occurrence dans la suite. Il
s’ensuit que le nombre d’ordres totaux sur un ensemble à n éléments est égal
à n !.

A la relation de couverture de P est également associé un graphe non
orienté, son graphe de voisinage, noté V ois(P ) = (X,V ), où la paire {x, y} ∈
V si (x ≺ y ou y ≺ x). Dans ce cas, on note xy ∈ V ou xV y. Pour l’ensemble
ordonné de l’exemple 1.2, ce graphe est donné par la figure 1.3.

Certaines notions sur les ensembles ordonnés peuvent être définies par
l’intermédiaire du graphe de voisinage. Il en est ainsi de la notion de connexité :

V ois(P )

a

c

b d

e

Fig. 1.3. Le graphe de voisinage de l’ensemble ordonné P de l’exemple 1.2.
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Définition 1.7 Un ensemble ordonné P est connexe si son graphe de voisi-
nage est un graphe connexe i.e. si, pour toute paire de sommets distincts {x, y}
de P , il existe une suite de sommets x = x0, x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xp = y véri-
fiant xiV xi+1, pour tout i = 0, . . . , p− 1.

Un ensemble ordonné non connexe est partitionné en sous-ensembles or-
donnés (définition 1.26) connexes maximaux appelés ses composantes connexes.
Un problème sur un ensemble ordonné non connexe se ramenant le plus sou-
vent à des problèmes sur ses composantes connexes, il suffit en général de
considérer des ensembles ordonnés connexes pour traiter ce problème.

1.1.3 Diagramme d’un ensemble ordonné

On a vu au début de ce chapitre qu’on pouvait se donner un ensemble
ordonné par un réseau, qui en est une représentation « géométrique » (cf.
la figure 1.1). Toutefois, dès que l’on considère un ensemble ordonné un peu
grand, ce réseau risque d’être passablement inextricable. Peut-on faire mieux ?
La notion de diagramme d’un ensemble ordonné répond positivement à cette
question et en permet une représentation beaucoup plus économique. On
remarque d’abord que se donner les couples de couverture de P = (X,≤)
permet de « retrouver » tous les couples de l’ordre ≤ : on a x < y si et seule-
ment si il existe une suite x0, x1, . . . , xi, xi+1, . . . , xp d’éléments de X tels que
x = x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xi ≺ xi+1 ≺ · · · ≺ xp = y. On peut donc représenter un
ensemble ordonné à l’aide de ses seuls couples de couverture, ce que l’on fait
au moyen d’un graphique appelé traditionnellement diagramme (de Hasse).

Définition 1.8 Le diagramme (ou diagramme de Hasse) d’un ensemble or-
donné P =(X,≤) est une représentation de son graphe de couverture dans
laquelle les éléments x de P sont représentés par des points p(x) du plan, de
telle sorte que les deux règles suivantes soient respectées :

1. Si x < y, (l’horizontale passant par) p(x) est au dessous de (l’horizontale
passant par) p(y),

2. p(x) et p(y) sont joints par un segment de droite si et seulement si x ≺ y.

Evidemment, il existe une infinité de diagrammes possibles du même en-
semble ordonné (cependant nous parlerons généralement, comme dans la dé-
finition ci-dessus, « du » diagramme d’un ensemble ordonné P au lieu de
préciser « l’un des diagrammes » de P ). Le choix de la position des points
permet d’obtenir certains diagrammes d’un ensemble ordonné plus « lisibles »
que d’autres. La figure 1.4 représente deux diagrammes possibles pour l’en-
semble ordonné de l’exemple 1.2, et la figure 1.5 donne des diagrammes de
la chaîne C4, de l’antichaîne A4 et du « cube » B3 (la lettre « B » signifiant
« booléen », cf. l’exemple 1.12 donné plus loin).

Dans la suite, les figures représentant un ensemble ordonné seront toujours
celles d’un diagramme d’icelui. On remarquera que, puisque le diagramme
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b

d

c

d

e

a

a

e

c

b

Fig. 1.4. Deux diagrammes de l’ensemble ordonné de l’exemple 1.2.

C4

A4

B3

Fig. 1.5. Les diagrammes de la chaîne C4, de l’antichaîne A4 et du cube B3.

d’un ensemble ordonné ne représente pas les couples de réflexivité, il peut
tout aussi bien représenter l’ensemble strictement ordonné correspondant.

1.1.4 Isomorphisme et dualité

En mathématiques la notion d’isomorphisme entre deux structures est
fondamentale. Elle permet de montrer que deux ensembles d’objets de nature
totalement différente peuvent vérifier les mêmes propriétés. Dans le cas de
structures d’ordre, s’y ajoute la notion d’anti-isomorphisme (ou de dualité)
tout aussi importante.

Définition 1.9 Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P ) et Q = (Y,≤Q) sont
dits isomorphes (ou de même type) s’il existe une bijection f de X sur Y
vérifiant :

x ≤P y ⇐⇒ f(x) ≤Q f(y)

La bijection f est appelée un isomorphisme (d’ordre) entre P et Q et on écrit
P ≡ Q (dans le cas où P = Q, on dit que f est un automorphisme de P ).
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Fig. 1.6. Deux ensembles ordonnés P et Q duaux.

En d’autres termes, deux ensembles ordonnés sont isomorphes s’ils sont
identiques à la dénomination près de leurs éléments. Ainsi, on obtient un
ensemble ordonné isomorphe à celui de l’exemple 1.2 en remplaçant a, b, c, d, e
par 1, 2, 3, 4 et 5.

La relation d’isomorphisme entre ensembles ordonnés est une relation
d’équivalence dont les classes, conformément à la définition 1.9, s’appellent
les types d’ensembles ordonnés. Deux ensembles ordonnés isomorphes sont
dits de même type. Pour illustrer la distinction entre ordre et type d’ordre, on
peut noter qu’il y a 130 023 ordres distincts sur un ensemble à six éléments
contre seulement 318 types d’ordres différents sur un tel ensemble2 (pour des
dénombrements simples, voir l’exercice 1.1). L’annexe B permet d’obtenir les
diagrammes des 58 types d’ordres connexes à au plus cinq éléments.

Définition 1.10 Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P ) et Q = (Y,≤Q)
sont dits anti-isomorphes (ou duaux) s’il existe une bijection f de X sur Y
vérifiant, pour tous x, y ∈ X :

x ≤P y ⇐⇒ f(x) ≥Q f(y)

La bijection f est appelée un anti-isomorphisme (d’ordre) entre P et Q et on
écrit P ≡d Q.

Un cas particulièrement intéressant d’anti-isomorphisme est obtenu en
considérant l’ensemble ordonné P d = (X,≤d) dual d’un ensemble ordonné
P = (X,≤) et défini par :

x ≤d y ⇐⇒ y ≤ x

2 D’une manière générale, dénombrer tous les ordres (respectivement, tous les types
d’ordres) sur un ensemble à n éléments est très difficile et la réponse n’est ac-
tuellement connue que pour n allant jusqu’à 18 (respectivement, jusqu’à 16). Ces
nombres croissent très vite (cf. l’annexe C).
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P P d

a b

dc

e

e a b

dc
f

f

Fig. 1.7. Un ensemble ordonné P et son ensemble ordonné dual P d.

(Le lecteur vérifiera que ≤d est bien un ordre et que P et P d sont anti-
isomorphes). L’ordre ≤d est appelé l’ordre dual (parfois l’ordre opposé, réci-
proque, inverse) de l’ordre ≤, et on le note aussi ≥. Un diagramme de P d

s’obtient en « renversant » un diagramme de P (figure 1.7).
On remarquera que, dans le cas d’un ensemble totalement ordonné L

qui s’écrit L = x1x2 . . . xn, l’ensemble totalement ordonné Ld s’écrit Ld =
xn . . . x2x1.

De l’existence de l’ordre dual pour tout ordre découle ce qu’on appelle le
principe de dualité pour les ensembles ordonnés, qui s’énonce comme suit :

Si une propriété faisant intervenir les symboles ≤ et ≥ est vraie dans tous
les ensembles ordonnés, la propriété duale obtenue en échangeant ces symboles
l’est également.

Par exemple, dans tout ensemble ordonné, tout élément est inférieur ou
égal à au moins un élément maximal (voir page 24). Dualement, dans tout
ensemble ordonné, tout élément est supérieur ou égal à au moins un élément
minimal (voir même page).

Plus généralement, la classe duale Ed d’une classe E d’ensembles ordonnés
est formée de tous les ensembles ordonnés P d avec P ∈ E . Si une propriété
est vraie dans tout ensemble ordonné de E , sa propriété duale l’est dans tout
ensemble ordonné de Ed.

Une classe E d’ensembles ordonnés est dite ipsoduale (ou auto-duale) si
tout ensemble ordonné de E a son dual dans E , i.e. si E = Ed (la classe
des ensembles totalement ordonnés d’une part, et celle de tous les ensembles
ordonnés d’autre part, sont deux exemples de classes ipsoduales). Pour une
telle classe, le principe de dualité s’énonce alors :

Si une propriété est vraie pour tout ensemble ordonné d’une classe ipso-
duale d’ensembles ordonnés, la propriété duale l’est également.

1.2 Exemples d’usages

Les activités de classement et de hiérarchisation étant consubstantielles
à l’activité cognitive, il n’est pas surprenant que le modèle mathématique
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de l’ordre soit présent dans de très nombreux domaines, des mathématiques
elles-mêmes aux sciences sociales, en passant par exemple par la biologie et
l’informatique. Nous présentons dans cette section un échantillon d’ordres
apparaissant dans ces domaines. Le chapitre 7 développera certains de ces
usages.

1.2.1 Mathématiques

Exemple 1.11 La notation ≤ utilisée pour un ordre quelconque est la nota-
tion classique de l’ordre sur l’ensemble N des entiers naturels.

Un autre ordre sur N
∗ joue un rôle important en théorie des nombres, celui

de divisibilité entre entiers, noté | et défini par : a|b si a divise b (le lecteur
vérifiera que cette relation est bien un ordre). Tout ensemble d’entiers est
un ensemble ordonné pour cet ordre de divisibilité (voir l’exercice 1.9 de la
section 1.7).

Exemple 1.12 On note P (E) l’ensemble de toutes les parties d’un ensemble
E. Pour désigner l’ensemble (P (E),⊆) des parties de E ordonnées par l’in-
clusion, la notation 2E sera souvent utilisée3. Si |E| = n, ce même ensemble
ordonné pourra aussi être noté Bn (« B » pour booléen, voir la figure 1.5 et
la définition 2.18 du chapitre 2) ou 2n (voir la note de bas de page). Il n’est
totalement ordonné que pour n = 1.

Lorsque E est égal à l’ensemble X2 de tous les couples d’un ensemble
X , on obtient l’ensemble ordonné (P (X2),⊆), donc également noté 2X2

, de
toutes les relations binaires sur X . Pour R,S ∈ P (X2) avec R ⊆ S, on dit
aussi que la relation R implique la relation S (ou que S est compatible avec R).

Lorsque E est égal à l’ensemble P (X) de toutes les parties deX , on obtient
l’ensemble ordonné (P (P (X)),⊆), également noté (P 2(X),⊆) ou 2P (X). Ses
éléments, qui sont donc les sous-ensembles de P (X), seront appelés les familles
de parties de X (une famille est donc dans cet ouvrage un ensemble). Une
correspondance fondamentale entre les deux ensembles ordonnés 2X2

et 2P (X)

sera étudiée au chapitre 5.

Exemple 1.13 On note OE (ou On) l’ensemble de tous les ordres définis sur
un ensemble E à n éléments. Pour deux ordres ≤ et ≤′ de OE , on dit que ≤
implique ≤′ si, pour tous x, y ∈ E, x ≤ y implique x ≤′ y. Cette relation – qui
n’est autre que la relation d’inclusion entre ordres – est un ordre. On notera
aussi OE l’ensemble ainsi ordonné de tous les ordres sur E (il sera considéré
au chapitre 5).
3 Cette notation est classique : il est bien connu que l’ensemble ordonné (P (E),⊆)

est isomorphe à l’ensemble ordonné des applications isotones de E dans 2, en-
semble ordonné noté 2E (cf. la définition 3.4 et son commentaire).
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1.2.2 Biologie

Exemple 1.14 Une partition P = {C1, C2, . . . , Cp} d’un ensemble E est un
ensemble de parties non vides de E, appelées classes, deux à deux disjointes et
dont l’union est E. Sur l’ensemble PE des partitions de E, la relation définie
par P ≤ P′ si toute classe de P est incluse dans une classe de P′ est un ordre
(total pour |E| < 3) et l’on dit que « P est plus fine que P′ ». Cet ordre est ap-
pelé ordre de finesse entre partitions. La recherche d’un partitionnement d’un
ensemble en classes apparaît dans de multiples domaines, notamment dans
des problèmes de discrimination. Par exemple, la reconnaissance de plusieurs
souches microbiennes liées à une maladie infectieuse (aux voies de contami-
nation de laquelle on s’intéresse) va conduire à l’étude du rattachement de
l’agent infectieux trouvé sur chaque malade à l’une de ces souches, d’où un
partitionnement de l’ensemble de ces observations. Une nouvelle distinction
entre des souches jusque-là identifiées correspondra à une partition plus fine
des données.

Exemple 1.15 Une famille H de parties d’un ensemble E est un arbre de
parties si E ∈ H et si A,B ∈ H implique A ∩ B ∈ {∅, A,B}. Un arbre H
de parties est une hiérarchie sur E si, de plus, {e} ∈ H pour tout e ∈ E. Si
H est une famille de parties de E ordonnée par l’inclusion ensembliste, alors
H est un arbre de parties si et seulement si E ∈ H et, pour tout A ∈ H,
l’ensemble des éléments de H contenant A est une chaîne (on dit que H est un
ensemble ordonné arborescent, voir la définition 2.12). H est une hiérarchie si
et seulement si E ∈ H et si, pour tout A ∈ H ayant au moins deux éléments,
l’ensemble des parties couvertes par A (dans l’ordre d’inclusion) constitue une
partition de A. Les hiérarchies sont le modèle de base des arbres de classifica-
tion considérés en phylogénie (et, plus généralement, en analyse de données).
Par exemple, si E est un ensemble d’espèces actuelles, un élément A de H
qui est une partie de E à au moins deux éléments correspond à un ensemble
d’espèces de E admettant un ancêtre commun et représente alors cet ancêtre
hypothétique. La hiérarchie H représente donc un ensemble d’espèces, ac-
tuelles ou hypothétiques, muni d’un ordre de filiation (dual de l’inclusion).
L’ensemble des ancêtres d’une espèce donnée est totalement ordonné par filia-
tion. Les hiérarchies ainsi que d’autres modèles classificatoires ordinaux seront
étudiés au chapitre 7, section 7.3.

Exemple 1.16 On sait reconnaître la présence de gènes homologues sur les
ADN correspondant à deux espèces suffisamment voisines. Toutefois ces gènes
communs se présentent souvent dans un ordre différent. Une hypothèse cou-
ramment admise est que la transformation élémentaire faisant passer d’un
ADN à un autre est le retournement d’un intervalle de cet ordre. Pour éva-
luer la « distance » entre les deux ADN, on cherche donc le nombre minimum
de transformations élémentaires, donc de retournements d’intervalles, néces-
saires pour passer d’un ordre total à un autre sur le même ensembleX de gènes
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(on parle de reversal distance ; notons que l’on retrouve les commutations de
l’exemple 1.17 suivant si l’on se restreint aux intervalles à deux éléments).
Evidemment, la situation biologique est bien plus complexe. Tout élément de
X est affecté d’un signe + ou − selon le brin sur lequel il est situé (rappelons
que l’ADN se présente comme une double hélice) et l’inversion d’un intervalle
s’accompagne du changement de signe de ses éléments. En revanche, la com-
plexité algorithmique de ce dernier problème « signé » le situe comme tout à
fait traitable (linéaire), alors que le problème « non signé » est NP-difficile
(cf. l’annexe A).

1.2.3 Informatique

Exemple 1.17 OnnoteΣn l’ensembledesn!permutationsde{1, . . . , i, . . . , n}.
On dit qu’on opère une inversion (ou encore une commutation montante) sur la
permutation s = s1 . . . si . . . sn deΣn si l’on échange deux éléments consécutifs
si et si+1 de s vérifiant si < si+1 (avec i < n). On pose s < s′ si la permutation
s′ peut être obtenue à partir de s par une suite d’inversions. On obtient ainsi un
ordre (total pour n < 3) sur Σn, appelé ordre permutoèdre ou ordre (faible) de
Bruhat, défini à partir de la notion d’inversion. Cette notion sert naturellement
pourmesurerledegréd’ordreoudedésordred’unesuited’élémentsconstituantune
informationàtrier.Denombreuxalgorithmesdetrisontainsiintrinsèquementliés
au nombre d’inversions présentes dans cette information, souvent représentable
sousformed’unepermutationd’éléments(voirKnuth[250](1973)pour l’étudede
tellesméthodes).Lanotation (Σn, <)ou,s’iln’yapasd’ambiguïté,Σn,désignera
l’ensemble des permutations sur {1, . . . , i, . . . , n} muni de l’ordre permutoèdre
définici-dessus.Onadéjàremarquéàlasection1.1.1qu’ilexisteunebijectionentre
permutationsetordrestotauxdéfinissurunmêmeensemble.Cettebijectioninduit
sur l’ensemble de ces ordres totaux un ordre isomorphe à l’ordre permutoèdre.
Des propriétés de cet ordre sont données dans le chapitre 5 (sections 5.5 et 5.6) et
à la toute fin de la section 6.5.

Exemple 1.18 Dans les langages de programmation orientés objets avec hé-
ritage multiple, on dispose d’une hiérarchie de types qui est un ensemble
ordonné. Notons T l’ensemble des types et ≤ l’ordre d’inclusion entre types.
Pour implémenter efficacement cette hiérarchie de types, on utilise un « co-
dage » de l’ensemble ordonné (T,≤) dans l’ensemble ordonné des parties d’un
ensemble S. Un type est représenté par une partie de S et est inclus dans
un autre si et seulement si la partie de S codant le premier type est conte-
nue dans la partie de S codant le second ; autrement dit, les parties images
des types constituent un sous-ensemble ordonné de 2S (ensemble des parties
de S ordonné par l’inclusion) isomorphe à (T,≤). Un tel codage s’appelle
un codage booléen, puisque (T,≤) est codé dans 2S (cf. l’exemple 1.12). On
cherche d’autre part à obtenir un codage booléen « optimal » au sens où la
cardinalité de l’ensemble S est minimum. Cette cardinalité minimum s’appelle
la 2-dimension de (T,≤). Plus généralement, on définit la 2-dimension d’un
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ensemble ordonné (P,≤) comme le cardinal minimum d’un ensemble S tel
qu’on puisse coder P dans 2S , notion qui sera étudiée au chapitre 6.

Exemple 1.19 Certains systèmes d’exploitation multiprogrammés tiennent
à jour un graphe dynamique appelé graphe d’allocation des ressources, qui
décrit l’état d’utilisation des ressources du système (processeur(s), mémoires,
périphériques, sémaphores, etc) par les processus et détecte l’apparition éven-
tuelle de situations « bloquantes ». Dans ces systèmes où les processus se
trouvent en concurrence sur toutes les ressources non partageables (i.e. ne
pouvant être utilisées à un instant donné que par un processus au plus) et où
le système n’est pas censé réquisitionner une ressource utilisée par un proces-
sus, on dit qu’un ensemble de processus est en interblocage si chacun d’eux
utilise à l’instant courant certaines ressources et est bloqué dans son exécution
en attente d’une autre ressource, elle-même utilisée par un processus de cet
ensemble (l’exemple le plus simple est illustré par le cas de deux processus P0

et P1 tels que Pi utilise (et donc détient) la ressource Ri et attend R1−i pour
continuer son exécution, pour i = 0, 1).

Le graphe G d’allocation des ressources du système sert à repérer une
telle situation. Ses sommets sont de deux types : un sommet de G est soit
un processus P soit une classe de ressources R du système (c’est-à-dire un
ensemble de ressources « équivalentes » pour les processus, e.g. la classe des
imprimantes, celle des bandes magnétiques, etc). Les arcs de G sont de deux
types : un arc de requête P −→ R apparaît dans G dès que l’exécution de P
nécessite une instance de la ressource de classe R et cet arc est transformé
en un arc d’affectation R −→ P dès que cette requête est satisfaite par le
système. L’arc d’affectation disparaît quand R est « libérée » par P après
utilisation.

Régulièrement, un programme du système s’assure que la fermeture réflexo-
transitive de G – cf. l’exemple 1.20 suivant – est un ordre, en y vérifiant l’ab-
sence de tout circuit (voir à ce sujet le théorème 2.22). Si tel n’est pas le cas,
les processus impliqués dans le circuit sont en interblocage et le système lance
alors son programme associé de correction.

1.2.4 Sciences sociales

Exemple 1.20 On appelle préordre sur X toute relation transitive et ré-
flexive définie sur un ensemble X . Le lecteur montrera que, si R est un pré-
ordre sur X , la relation O définie sur X par (x, y) ∈ O si [(x, y) ∈ R et
(y, x) �∈ R] est un ordre strict, et que la relation I sur X définie par (x, y) ∈ I
si [(x, y) ∈ R et (y, x) ∈ R] est une relation d’équivalence. Par définition, les
classes du préordre R sont les classes de l’équivalence I associée. Pour deux
classes C et C′ de R, on pose C ≤R C′ s’il existe x ∈ C et y ∈ C′ tels que
(x, y) ∈ O. Le lecteur montrera que ≤R est une relation d’ordre sur l’ensemble
des classes (en montrant d’abord que l’on a C ≤R C′ si et seulement si, pour
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tout x ∈ C et tout y ∈ C′, (x, y) ∈ O). L’ordre ≤R s’appelle l’ordre quo-
tient du préordre R. Lorsque ce préordre est total, l’ordre quotient ordonne
totalement ses classes.

La construction d’un ordre quotient à partir d’un préordre est extrêmement
fréquente. En particulier, siU est une relation binaire quelconque, on lui associe
un préordreR en posant xRy si x = y ou s’il existe un chemin de x à y dans U ,
c’est-à-dire une suite x0, x1, . . . , xp d’éléments distincts de X tels que x = x0,
y = xp et x0Ux1, x1Ux2,. . . , xp−1Uxp. (X,R) est la fermeture réflexo-transitive
du graphe orientéG = (X,U). Un couple (x, y) est un arc de cette fermeture si
x = y ous’il existeunchemindexàydansG.LesclassesdupréordreR s’appellent
les classes fortement connexes du graphe G. Ces classes sont donc ordonnées
par l’ordre quotient associé. Cette construction est utilisée, par exemple, dans
l’étude d’un réseau social modélisé par un graphe. Elle permet de décomposer
l’ensemble des individus du réseau en un ensemble de classes d’équivalence muni
d’unestructureordinale.Si,parexemple, legraphe (X,U)représenteunerelation
de « domination » entre individus, une classe d’équivalence est alors supérieure à
une autre si tout individude cette classe domine – directement (par la relationU)
ou indirectement(par la relationR)– tout individude l’autreclasse (la réciproque
n’étant jamais vraie).

Exemple 1.21 Dans l’exemple précédent, on a vu qu’à tout préordre était
associé un ordre strict. L’ordre strict O associé à un préordre total R s’appelle
un ordre (strict) fort. Cette catégorie d’ordres apparaît dans de nombreuses
situations. En effet, toute fonction numérique f définie sur X induit un ordre
fort O sur X défini par xOy si f(x) < f(y). Ainsi en microéconomie, la pré-
férence d’un agent économique sur un ensemble de biens est généralement
décrite au moyen d’une fonction d’utilité numérique u : le bien y est préféré
au bien x si u(x) < u(y). La préférence de l’agent est alors un ordre fort, et
sa relation d’indifférence (qui n’est autre que la relation d’incomparabilité de
l’ordre fort) est une relation d’équivalence. Cette modélisation implique que la
relation d’indifférence de l’agent est transitive, ce qui, en réalité, n’est pas né-
cessairement vérifié. On verra à la section 7.1 du chapitre 7 des modélisations
ordinales de la préférence n’impliquant pas que la relation d’indifférence est
transitive (cf. aussi l’exemple 1.22 ci-après) et on reviendra dans ce contexte
sur les ordres forts.

Exemple 1.22 On considère un ensemble fini d’intervalles sur R. On pose
[i1, i2] < [j1, j2] si i2 < j1. Le lecteur vérifiera qu’on obtient une relation
d’ordre strict sur l’ensemble des intervalles considérés. Les ordres qu’on peut
définir ainsi et qui sont appelés ordres d’intervalles sont apparus dans des
contextes extrêmement variés (estimation statistique, psychophysique, théorie
de l’utilité, décision multicritère, sériation, ordonnancement, logique tempo-
relle, combinatoire, entre autres). Leur origine remonte à un article de Wiener
de 1914 [425], où il introduit (sous un autre nom) les ordres d’intervalles
pour répondre à une question de Russel sur la possibilité de définir la notion
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d’instant temporel à partir de la notion d’intervalle temporel. Ils ont été re-
découverts dans les années 1950 à propos des problèmes de modélisation des
préférences évoqués dans l’exemple précédent. On les retrouvera sous une
autre forme au chapitre 2 (cf. la définition 2.12) et ils seront étudiés dans
la première section du chapitre 7 dans le contexte de la modélisation des
préférences.

1.2.5 Recherche opérationnelle

Exemple 1.23 On considère une situation où une collectivité dispose d’un
budget pour des investissements pris dans un ensemble X = {1, . . . , i, . . . , n}
d’investissements possibles. Chaque investissement i présente un coût ci et
une utilité potentielle pi. La collectivité recherche un ensemble A d’investis-
sements dont le coût (Σci, i ∈ A) ne dépasse pas la capacité totale C d’inves-
tissement et qui maximise l’utilité (Σpi, i ∈ A). Ce problème d’optimisation
n’est autre que le fameux problème du sac à dos, dont on sait qu’il est très
difficile à résoudre (il est NP-difficile, cf. l’annexe A). Si, de plus, on est dans
une situation où certains investissements ne peuvent être faits que si d’autres
l’ont déjà été (par exemple, aides à l’installation d’entreprises après l’amé-
nagement d’une zone industrielle), on a un ordre de précédence < sur les n
investissements. L’ensemble A doit alors vérifier la contrainte : i ∈ A, j ∈ X
et j < i impliquent j ∈ A. Un tel ensemble A est ce que nous appellerons
une partie commençante de l’ensemble ordonné (X,<) (cf. la définition 1.42).
Le problème d’optimisation devient alors le problème du sac à dos ordonné,
en général aussi difficile que le problème sans contraintes d’ordre. Toutefois,
pour certaines classes d’ensembles ordonnés tels ceux de dimension 2 (cf. la
section 6.3) ou les bipartis (définition 2.6), on peut trouver de bonnes procé-
dures d’approximation ou même d’obtention de la solution4. Ce problème a
aussi des liens avec les problèmes d’ordonnancements tels que ceux évoqués
dans l’exemple 1.25 ci-dessous.

Exemple 1.24 Le projet de budget d’une collectivité territoriale est généra-
lement préparé par un comité composé de représentants des différentes com-
munes. Pour une liste de n projets possibles à budgétiser, chaque représentant
a son ordre de priorité pour la réalisation de ces projets. L’ordre de priorité
finalement proposé va donc devoir réaliser un consensus entre ces différents
ordres. On peut supposer (à plus ou moins juste titre) que chaque représen-
tant est capable de donner un ordre total de priorité sur les projets. Pour
obtenir l’ordre consensus, une procédure possible consisterait à rechercher un
ordre total L (dit médian) qui maximise la somme des « accords » entre L
et les différents ordres des représentants ; le couple (y, x) constitue un accord
entre l’ordre L et l’ordre d’un représentant si le projet x est préféré au pro-
jet y dans ces deux ordres. Ce problème d’optimisation, facile à poser et qui,
4 Cf. Kolliopoulos et Steiner [253] (2002).
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dans un contexte différent, a été cru facile à résoudre, est en fait très difficile
(NP-difficile au sens de l’annexe A) dans le cas général où les ordres des repré-
sentants peuvent être quelconques. Il peut toutefois se ramener à l’application
de la règle majoritaire d’agrégation et donc devenir facile, si les ordres à agré-
ger respectent une certaine structure, ce qui peut être le cas dans l’exemple
considéré. Nous reviendrons sur ces problèmes de consensus d’ordres et sur
les procédures majoritaire et médiane dans les sections 7.2 et 7.35.

Exemple 1.25 On considère un ensemble de tâches pouvant être effectuées
sur plusieurs machines fonctionnant en parallèle et identiques, c’est-à-dire
telles que chacune consacre le même temps à l’accomplissement de la même
tâche. D’autre part, il existe un ordre de précédence entre les tâches, résul-
tant de ce que certaines ne peuvent être effectuées qu’après que d’autres l’ont
été. Un ordonnancement de ces tâches consiste à les affecter aux différentes
machines en respectant les contraintes de précédence. On cherche un ordon-
nancement optimal, c’est-à-dire un ordonnancement qui va minimiser la durée
totale d’exécution des tâches. On verra à la section 7.5.2 comment la modéli-
sation ordinale de ce problème permet de trouver un algorithme efficace pour
résoudre certaines de ses instances.

1.3 Sous-ensembles ordonnés et extensions

Trois types de problèmes se posent fréquemment lorsqu’un ensemble or-
donné modélise une certaine situation.

On peut d’abord rechercher une partie de cet ensemble vérifiant certaines
conditions. Soit, par exemple, un ensemble ordonné représentant un ensemble
de projets de création d’entreprise ordonné selon plusieurs critères, ce qui
définit un ordre, généralement non total, sur ces projets. On est amené à
rechercher un ensemble de projets deux à deux incomparables, séparant les
projets « positifs » (i.e. jugés acceptables par un organisme de crédits) des
projets « négatifs » (jugés non acceptables).

Dans d’autres situations, on cherchera au contraire dans un ensemble or-
donné un ensemble d’éléments deux à deux comparables (donc une chaîne) et
de cardinalité maximum.
5 Le problème de recherche d’ordres médians est un cas particulier du problème

connu dans la littérature anglo-saxonne sous le nom de « linear ordering pro-
blem ». Ce dernier est équivalent au problème classique d’opimisation combi-
natoire consistant à rechercher dans un graphe orienté pondéré un sous-graphe
sans circuit de poids maximum. Ces problèmes sont apparus sous des formes di-
verses et dans des domaines variés, par exemple, en économie dans le problème
dit de la « triangularisation des tableaux d’échanges inter-industries » (matrices
input–output). Le livre de Reinelt [355] (1985) est une référence de base sur ces
problèmes.
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On peut aussi, dans de nombreux problèmes d’ordonnancement de tâches,
rechercher un ordre total sur les tâches, compatible avec les contraintes d’ordre
temporel données initialement sur ces dernières : telle tâche doit être achevée
avant que telle autre puisse commencer (par exemple, tel fichier doit être
compilé avant tel autre). Nous aborderons certains aspects de ces problèmes
dans la section 7.5.

Dans cette section, nous précisons les notions permettant de modéliser ces
types de problèmes.

1.3.1 Sous-ensembles ordonnés

Définition 1.26 Soient P = (X,≤) un ensemble ordonné et Y une partie de
X. La restriction de l’ordre ≤ à la partie Y est un ordre, noté ≤Y et appelé un
sous-ordre de ≤. On dit alors que Q = (Y,≤Y ) est un sous-ensemble ordonné
de P , noté Q � P .

Si, de plus, x ≺ y dans Q implique x ≺ y dans P , on dit que Q est un
sous-ensemble ordonné couvrant de P .

Le sous-ensemble ordonné restreint à la partieX\x (respectivement,X\A)
de X est noté P \ x (respectivement, P \A).

Dans la section 1.3.2, nous définissons deux types importants de sous-
ensembles ordonnés d’un ensemble ordonné, ses chaînes et ses antichaînes.
D’autres exemples également importants sont ses intervalles et ses parties
convexes.

Soient x et y deux éléments de l’ensemble ordonné P = (X,≤) avec x ≤ y.
On pose :

[x, y] = {z ∈ X : x ≤ z ≤ y}

P
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Fig. 1.8. Q1 est un sous-ensemble ordonné couvrant de P et Q2 en est un sous-
ensemble ordonné non couvrant.
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Cet ensemble – ou le sous-ensemble ordonné correspondant – est appelé
l’intervalle entre x et y (dans P ). Un élément z de cet intervalle est dit in-
termédiaire entre x et y. Une partie Y de P est dite convexe si elle contient
l’intervalle [x, y] dès qu’elle contient x et y tels que x ≤ y.

1.3.2 Chaînes, antichaînes et paramètres fondamentaux

Définition 1.27 Soit Q un sous-ensemble ordonné d’un ensemble ordonné
P . Si Q est totalement ordonné, on dit que Q est une chaîne de P . On note
x0 < x1 < · · · < xp une chaîne de P ou, simplement, x0x1 . . . xp. L’élément
x0 est l’origine de la chaîne, xp son extrémité, et sa longueur vaut le nombre
de ses éléments moins un (donc p pour la chaîne x0 < x1 < · · · < xp).

Une chaîne Q = x0x1 . . . xp de P est dite :
– couvrante si elle vérifie x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xp (où ≺ est la relation de

couverture de P ) avec p ≥ 1,
– maximale si elle n’est contenue (strictement) dans aucune autre chaîne

de P ,
– étendue si elle contient un élément minimal et un élément maximal de
P (cf. la définition 1.38).

Remarque 1.28 On observera que dans la terminologie utilisée, le mot
chaîne peut désigner soit un ensemble totalement ordonné (la chaîne n de
la définition 1.1) soit, comme ci-dessus, un sous-ensemble totalement ordonné
d’un ensemble ordonné. Le contexte permet de distinguer ces deux accep-
tions, d’ailleurs non contradictoires (un ensemble étant un sous-ensemble de
lui-même). La même remarque s’applique au terme antichaîne (définitions 1.4
et 1.29).

Une chaîne maximale est couvrante mais l’inverse n’est pas vrai en géné-
ral. Toutefois, si Q est une chaîne étendue d’un ensemble ordonné P , Q est
maximale si et seulement si elle est couvrante.

Ces notions s’appliquent à tout sous-ensemble ordonné de P . Ainsi dans
le cas d’un intervalle [x, y] de P , une chaîne de x à y est maximale (pour le
sous-ensemble ordonné [x, y]) si et seulement si elle est couvrante. L’ensemble
ordonné de l’exemple 1.2 admet quatre chaînes maximales, ab, ae, cb, cde
(les trois premières étant de longueur 1 et la dernière de longueur 2) et huit
chaînes non maximales dont deux couvrantes (le vérifier). Les chaînes 0acf1,
0bf1 et 01 sont trois chaînes étendues de l’ensemble ordonné T représenté à
la figure 1.10.

Définition 1.29 Soit Q un sous-ensemble ordonné d’un ensemble ordonné
P . Si les éléments de Q sont deux à deux incomparables, on dit que Q est une
antichaîne de P .
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Une antichaîne de P est maximale si elle n’est contenue dans aucune autre
antichaîne de P . L’ensemble ordonné de l’exemple 1.2 contient quatre anti-
chaînes maximales (dont {a, d}) et cinq autres antichaînes.

On remarquera que les seuls sous-ensembles ordonnés de P qui sont à
la fois chaîne et antichaîne de P sont les singletons de P . D’autre part, les
antichaînes de P sont évidemment convexes (qu’en est-il de ses chaînes ?).

Aux notions de chaîne et d’antichaîne d’un ensemble ordonné P sont as-
sociés quatre paramètres fondamentaux :

Définition 1.30 Soit P un ensemble ordonné. Le nombre maximum d’élé-
ments d’une antichaîne de P s’appelle la largeur de P et est noté α(P ).
L’étendue κ(P ) de P est le nombre maximum d’éléments d’une chaîne de
P . Par ailleurs, on note γ(P ) le nombre minimum d’antichaînes dans une
partition de P en antichaînes et θ(P ) le nombre minimum de chaînes dans
une partition de P en chaînes.

N.B. Dans les définitions de θ(P ) et γ(P ), on entend par « partition de P
en chaînes » (respectivement, en antichaînes) une partition de l’ensemble des
éléments de P en chaînes (respectivement, en antichaînes).

Au lieu de l’étendue de P , on considère aussi sa longueur λ(P ) = κ(P )−1.
Ce paramètre est donc la longueur maximum d’une chaîne de P .

Dans l’exemple 1.2 (page 2), {ae, cb, d} constitue une partition en trois
chaînes et {ac, d, be} une partition en trois antichaînes de P (on rappelle qu’ici,
pour alléger l’écriture, ae (par exemple) désigne l’ensemble {a, e}). Le lecteur
vérifiera que dans cet exemple, κ(P ) = γ(P ) = 3 et que θ(P ) = α(P ) = 2.

Les égalités obtenues dans cet exemple ne sont pas fortuites. On montre
en effet que tout ensemble ordonné P vérifie :

– γ(P ) = κ(P ),
– θ(P ) = α(P ).
La première de ces égalités est facile à démontrer. L’obtention de la seconde

est l’objet du plus fameux théorème de la théorie des ensembles ordonnés, le
théorème de Dilworth [120] (1950). Celui-ci admet de nombreuses applications
et sera démontré au chapitre 4 (théorème 4.2). On peut cependant noter dès
maintenant que les inégalités κ(P ) ≤ γ(P ) et α(P ) ≤ θ(P ) sont évidentes
(pourquoi ?).

N.B. Il est immédiat de remarquer que les chaînes (respectivement, les
antichaînes) de P correspondent aux cliques (respectivement, aux stables) du
graphe de comparabilité de P . Les paramètres κ(P ), α(P ), θ(P ) et γ(P ) défi-
nis ci-dessus coïncident donc avec quatre paramètres fondamentaux du graphe
de comparabilité de P . Par exemple, γ(P ) est le nombre chromatique de ce
graphe. Puisque κ(P ), α(P ), θ(P ) et γ(P ) ne dépendent que de Comp(P ),
on dit que ce sont des invariants de comparabilité. On verra ultérieurement
d’autres exemples, beaucoup moins évidents, de tels invariants (cf. les com-
pléments de ce chapitre en section 1.6).
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1.3.3 Extensions

Nous allons dans cette partie considérer les possibilités d’extension d’un
ordre O en un ordre O′ (nous utilisons les notations littérales O et O′ pour
des raisons de commodité).

Définition 1.31 Soient O et O
′
deux ordres sur un même ensemble X. On

dit que O
′

est une extension de O si O ⊆ O′(en d’autres termes, pour tous
x, y ∈ X, xOy implique xO′y).

Une extension O′ de O est dite linéaire si O′ est un ordre total.

Lorsque O
′

est une extension (respectivement, extension linéaire) de O,
on dira aussi que l’ensemble ordonné Q = (X,O

′
) est une extension (respec-

tivement, extension linéaire) de l’ensemble ordonné P = (X,O). Par abus de
langage, on dira parfois aussi que O′ est une extension de P . Les couples de
P sont des couples de l’extension Q, ce que l’on repère par la notation P ⊆ Q
(qui est à bien distinguer de la notation P � Q qui, elle, signifie que P est un
sous-ensemble ordonné de Q).

On montrera au chapitre suivant (théorème 2.29) que tout ordre admet au
moins une extension linéaire (le lecteur pourra s’en assurer par lui-même au
moyen de l’exercice 1.6). La recherche d’extensions linéaires quelconques ou
vérifiant des propriétés particulières intervient dans de multiples situations
et notamment dans des problèmes d’ordonnancement (cf. la section 7.5 du
chapitre 7). On note L(O) (respectivement, L(P )) l’ensemble de toutes les
extensions linéaires de l’ordre O (respectivement, de l’ensemble ordonné P =
(X,O)). La détermination de cet ensemble n’est généralement pas simple (cf.
l’annexe A).

Une extension linéaire de l’ensemble ordonné de l’exemple 1.2 (page 2) est
acbde (i.e. a < c < b < d < e). Le lecteur vérifiera qu’il y en a sept autres.

Définition 1.32 Soit L = x1x2 . . . xn une extension linéaire d’un ensemble
ordonné P à n éléments. On dit que le couple (xi, xi+1) est un saut de L si xi

et xi+1 sont incomparables dans P . On note s(P,L) le nombre de sauts de L
et on appelle nombre de sauts de P l’entier s(P ) = min{s(P,L), L extension
linéaire de P}.

On peut aussi considérer le nombre o(P,L) de couvertures de L, c’est-à-
dire le nombre de couples (xi, xi+1) de L tels que xiPxi+1, et appeler nombre
de couvertures de P l’entier o(P ) = max{o(P,L), L extension linéaire de P}.
Il est clair que s(P,L) + o(P,L) = n− 1 et donc que s(P ) + o(P ) = n− 1. En
utilisant le fait que α(P ) = θ(P ) (cf. la section 1.3.2 précédente), le lecteur
montrera qu’on a toujours s(P ) ≥ α(P ) − 1. Il pourra vérifier cette inégalité
pour l’ensemble ordonné de la figure 1.4.

Dans un problème d’ordonnancement d’un ensemble de tâches muni d’un
ordre (partiel) d’antériorité, il peut être intéressant de trouver une extension
linéaire de cet ordre minimisant le nombre de sauts, lorsque ces sauts ont un
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coût. On reviendra sur ces problèmes d’ordonnancement à la section 7.5 du
chapitre 7.

Il sera montré au chapitre 8 (théorème 2.29) qu’un ordre O est l’inter-
section de toutes ses extensions linéaires, c’est-à-dire que l’on a : pour tous
x, y ∈ X,xOy si et seulement si xLy pour tout L ∈ L(O). Ceci se note :

O =
⋂

{L : L ∈ L(O)}

Pour P = (X,O), on écrit aussi que P =
⋂
{L : L ∈ L(P )}.

Définition 1.33 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné. Tout ensemble
d’ordres totaux sur X dont l’intersection est l’ordre O s’appelle une réalisation
de O (ou de P ). On appelle dimension de O (ou de P ) le nombre minimum
d’ordres totaux dont l’intersection est O (ou P ). Ce nombre est noté dimP .
Une réalisation de P formée de dimP ordres totaux s’appelle une base de P .

La dimension d’un ensemble ordonné est un paramètre qui a été intensi-
vement étudié. Le chapitre 6 lui est en grande partie consacré.

Le lecteur montrera que, pour l’exemple 1.2 (page 2), les deux extensions
linéaires acbde et cdaeb constituent l’unique base de P et qu’on a donc dimP =
2. Il montrera aussi que l’ensemble ordonné B3 donné à la figure 1.5 est de
dimension 3 (on a plus généralement dimBn = n, cf. le chapitre 6).

Toute extension linéaire d’un ordre O est une extension maximale (en
termes de nombre de couples ajoutés). Dans l’optique de présenter la notion
symétrique d’extension minimale d’un ordre (en un ordre), nous définissons
la notion de couple critique :

Définition 1.34 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné et x, y ∈ X. Le
couple (x, y) est dit P -critique (ou O-critique, ou simplement critique) si
(x, y) �∈ P et P + (x, y) est encore un ensemble ordonné.

Autrement dit, un couple (x, y) est P -critique si P + (x, y) est une extension
minimale de P (puisqu’on ajoute un unique couple à P ). Des résultats simples
montrent que tout ensemble ordonné différent d’une chaîne admet au moins un
couple critique ; ces résultats utilisent les notions supplémentaires de relation
de forçage et de relations flèches.

Définition 1.35 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné. La relation de for-
çage associée à P est la relation binaire FP définie sur les couples d’éléments
incomparables de P par (x, y)FP (z, t) si zOx et yOt.

Autrement dit, on a (x, y)FP (z, t) si (z, t) appartient à la fermeture tran-
sitive de P + (x, y).

Il est immédiat de constater que la relation de forçage associée à un en-
semble ordonné est toujours un ordre, ce qui implique notamment qu’elle
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admet toujours des éléments maximaux (cf. la définition 1.38 pour les notions
d’éléments maximaux et minimaux).

Rappelons que P−x (respectivement, yP+) désigne l’ensemble des élé-
ments couverts par x (respectivement, couvrant y) dans P , et Px (respecti-
vement, xP ) celui des minorants (respectivement, majorants) de x.

Définition 1.36 Soient x, y deux éléments d’un ensemble ordonné P =
(X,≤). On dit que :

– x et y sont en relation flèche inférieure, ce qui est noté x ↓ y, si x
est minimal parmi les éléments z de P tels que z �≤ y. De manière
équivalente, on a x ↓ y si et seulement si (x �≤ y et P−x ⊆ Py).

– x et y sont en relation flèche supérieure, ce qui est noté x ↑ y, si y
est maximal parmi les éléments z de P tels que x �≤ z. De manière
équivalente, on a x ↑ y si et seulement si (x �≤ y et xP ⊆ yP+).

– x et y sont en relation double flèche, ce qui est noté x � y, si x ↓ y et
x ↑ y.

Exemple 1.37 Dans l’ensemble ordonnédonnéà la figure 1.9,{a, d, e, g, h, i, j}
est l’ensemble des éléments qui ne minorent pas f . Comme a et g sont les
éléments minimaux de cet ensemble, on trouve a ↓ f et g ↓ f . L’ensemble
des éléments qui ne majorent pas a est {b, c, f, g} et f et g sont maximaux
dans cet ensemble, d’où a ↑ f et a ↑ g. On obtient par conséquent a � f .
Des relations flèches de cet ensemble ordonné sont données dans le tableau 3.3
présentée dans le chapitre 3 (page 100).

Le fait – mentionné plus haut – qu’il existe toujours un couple P -critique
pour P différent d’une chaîne, résulte du fait suivant, dont nous laissons au
lecteur la vérification : un couple (x, y) est P -critique si et seulement si (x, y) ∈
MaxFP , si et seulement si x � y. Ces deux équivalences s’inscrivent dans un
ensemble plus large de conditions équivalentes, qui font l’objet de l’exercice
1.2. Quant aux relations flèches, elles s’avèrent un outil particulièrement utile
que nous retrouverons intensivement tout au long du chapitre 3.

b

h i j

ca

d e f g

Fig. 1.9. Exemple 1.37.
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1.4 Éléments et sous-ensembles particuliers

Soit un ensemble ordonné P modélisant, par exemple, la structure hiérar-
chique observée dans une certaine société animale, une tribu, une entreprise,
etc. Existe-t-il un ou plusieurs chefs ? Plus généralement, si deux individus
se trouvent à un même niveau hiérarchique, existe-il des supérieurs communs
et, dans ce cas, en existe-t-il un unique « plus proche » pour trancher leurs
éventuels différends ? Répondre à ces questions nous amène à considérer des
éléments particuliers de l’ensemble ordonné P . Cette section définit un certain
nombre de tels éléments ainsi que certaines parties d’un ensemble ordonné,
comme ses parties commençantes ou finissantes, qu’on retrouvera constam-
ment dans la suite.

1.4.1 Infimums, supremums, éléments irréductibles

Définition 1.38 Un élément x d’un ensemble ordonné P = (X,≤) est :
– le minimum de P si x ≤ y pour tout y ∈ P ,
– le maximum de P si y ≤ x pour tout y ∈ P ,
– un élément minimal de P s’il n’existe pas y ∈ P avec y < x,
– un élément maximal de P s’il n’existe pas y ∈ P avec x < y.

Au lieu du minimum (respectivement, maximum), on parle aussi du plus
petit élément (respectivement, du plus grand élément) de P . Ces éléments,
nécessairement uniques lorsqu’ils existent, sont souvent notés respectivement
0P et 1P (ou simplement 0 et 1) et on dit alors que P est borné.

L’ensemble des éléments minimaux (respectivement, maximaux) de P est
noté MinP (respectivement, MaxP ).

Ces définitions s’étendent à n’importe quel sous-ensemble ordonné Q de P .
Par exemple, x ∈ Q est un élément minimal de Q s’il n’existe pas y ∈ Q avec
y < x. Si Q admet un minimum (respectivement, un maximum), il pourra
être noté 0Q (respectivement, 1Q).

L’ensemble ordonné de l’exemple 1.2 (page 2) a deux éléments minimaux,
a et c, et deux éléments maximaux, b et e. Le sous-ensemble ordonné défini
par {a, c, e} a un plus grand élément, e, mais pas de minimum. L’ensemble
ordonné B3 de la figure 1.5 admet un minimum et un maximum.

Si Y est une partie de P = (X,≤), un minorant (respectivement, un
majorant) de Y est un élément m de P tel que m ≤ x (respectivement, m ≥ x)
pour tout x ∈ Y . La partie Y est dite minorée (respectivement, majorée) si
elle admet au moins un minorant (respectivement, un majorant).

Etant donnée une partie Y de P , on note MinoY l’ensemble des minorants
de Y et MajoY celui de ses majorants.

Les notions suivantes permettent de définir d’importantes classes
d’ensembles ordonnés :
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Définition 1.39 Soit Y une partie d’un ensemble ordonné P . On dit que
r ∈ P est l’infimum de Y (ou sa borne inférieure) si Y est minorée et si
l’ensemble de ses minorants admet r pour maximum. On le note infY ou∧
Y . De même, Y a un supremum (ou une borne supérieure) t si Y est

majorée et si l’ensemble de ses majorants admet t pour minimum. On le note
supY ou

∨
Y .

Ainsi, par exemple, on a r =
∧
Y si les deux conditions suivantes sont

vérifiées :
– r ≤ z pour tout z ∈ Y ,
– si x vérifie x ≤ z pour tout z ∈ Y , alors x ≤ r.
Si Y = {x, y}, on note x ∧ y (respectivement, x ∨ y) son infimum (respec-

tivement, son supremum).
L’infimum et le supremum d’une partie quelconque Y d’un ensemble or-

donné P n’existent pas toujours (par exemple, quand l’ensemble des minorants
de Y admet plusieurs éléments maximaux, Y n’a pas d’infimum). Lorsque Y
a un infimum

∧
Y (respectivement, un supremum

∨
Y ), on dit qu’elle est

bornée inférieurement (respectivement, bornée supérieurement). Y est bornée
si elle est bornée inférieurement et supérieurement. Lorsque toute partie Y de
P est bornée inférieurement (respectivement, supérieurement), P est appelé
un inf-demi-treillis (respectivement, un sup-demi-treillis). Un treillis est un
ensemble ordonné qui est à la fois inf- et sup-demi-treillis.

On peut montrer que
∨
∅ existe dans un ensemble ordonné P si et seule-

ment si P a un minimum 0. On a alors
∨
∅ = 0. De même,

∧
∅ existe dans

P si et seulement si P a un maximum 1 et on a dans ce cas
∧
∅ = 1 (voir la

preuve de ces résultats donnée au chapitre 3, exemple 3.2).

Exemple 1.40 Tout ensemble totalement ordonné est un treillis. D’autre
part, pour tout ensemble E, l’ensemble ordonné 2E de ses parties est un
treillis avec l’infimum égal à l’intersection et le supremum égal à l’union. Un
tel treillis appartient à la classe des treillis dits booléens (voir le chapitre 2,
définition 2.18).

La classe des (demi-)treillis est présentée à la section 2.3 du chapitre 2.
Le cas particulier très important des treillis dits distributifs est présenté dans
cette même section et est ensuite développé au chapitre 5 dans le contexte
d’un théorème fondamental établissant une bijection entre les ensembles or-
donnés et les treillis distributifs (voir au chapitre 5 le corollaire 5.29 et les
commentaires de la section 5.6).

Toutes les définitions précédentes s’étendent d’une manière évidente au
cas où un même élément peut apparaître plusieurs fois dans Y .

Il résulte de ces définitions que si Y admet un minimum 0Y (respective-
ment, un maximum 1Y ), on a

∧
Y = 0Y (respectivement,

∨
Y = 1Y ). En

particulier :

x = y ⇐⇒ x∧y = x∨y = x x ≤ y ⇐⇒ x∧y = x ⇐⇒ x∨y = y
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Fig. 1.10. P est un ensemble ordonné non treillis ; T est un treillis.

Une partie Y de P est dite inf-fermée (respectivement, sup-fermée) si, pour
toute partie B de Y admettant un infimum (respectivement, un supremum),
celui-ci appartient à Y .

Dans l’ensemble ordonné P de la figure 1.10, on a e ∧ f = c, d ∧ f =
0 =

∧
{d, c, f}. En revanche, e ∧ d n’existe pas (pourquoi ?), ni d ∨ e ou a ∨ b.

Par ailleurs, b ∨ c = e =
∨
{a, b, c}. Les parties {d, e} et {0, c, d, e, f} sont

inf-fermées, mais non la partie {d, f}.

Définition 1.41 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné.
1. x ∈ P est sup-irréductible s’il n’est supremum d’aucune partie ne le conte-

nant pas. De manière équivalente, x est sup-irréductible s’il n’est pas su-
premum de la partie (x[.

2. x ∈ P est inf-irréductible s’il n’est infimum d’aucune partie ne le conte-
nant pas. De manière équivalente, x est inf-irréductible s’il n’est pas infi-
mum de la partie ]x).

3. x ∈ P est dit irréductible s’il est sup- ou inf-irréductible ; il est dit dou-
blement irréductible s’il est sup- et inf-irréductible.

Tout élément non sup-irréductible de P est donc le supremum d’une partie
de P ne le contenant pas. Il est alors dit sup-réductible. De même, si un élément
est infimum d’une partie de P ne le contenant pas, on le dit inf-réductible. On
notera que si P admet un minimum, celui-ci est sup-réductible car on montre
qu’il est supremum de la partie vide (cf. la preuve donnée à l’exemple 3.2 page
73). De la même manière, si P a un maximum, ce dernier est inf-réductible
en tant qu’infimum de ∅.
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Pour l’ensemble ordonné P de la figure 1.10, tous les éléments sauf 0
et e sont sup-irréductibles tandis que 0 et c sont les seuls inf-réductibles.
Pour l’ensemble ordonné T de cette même figure, les sup-irréductibles sont
a, b, c, e, les inf-irréductibles sont c, e, f, g et les doublement irréductibles sont
c et e. L’exemple de l’élément d de P montre qu’un élément sup-irréductible
peut couvrir plusieurs éléments. En revanche, un élément x couvrant un seul
élément, noté alors x−, est nécessairement sup-irréductible (pourquoi ?). De
même, si x est couvert par un seul élément, noté alors x+, il est nécessairement
inf-irréductible.

Les éléments irréductibles peuvent également être caractérisés par les rela-
tions flèches (cf. la définition 1.36 et les propositions 3.8 et 3.17 du chapitre 3).

On notera respectivement SP ou S(P ), IP ou I(P ), IRP ou IR(P ) et
DIRP ou DIR(P ) l’ensemble des éléments sup-irréductibles, inf-irréductibles,
irréductibles et doublement irréductibles d’un ensemble ordonné P .

En notant Sx l’ensemble des sup-irréductibles inférieurs ou égaux à x et Ix

l’ensemble des éléments inf-irréductibles supérieurs ou égaux à x, on montre
que tout élément x de P vérifie x =

∨
Sx =

∧
Ix (voir la proposition 3.11 du

chapitre 3 pour la preuve).
On dit qu’une partie Y de P est sup-génératrice si tout élément de P est

supremum d’un sous-ensemble de Y . Puisqu’il est clair qu’une telle partie doit
contenir tous les sup-irréductibles de P , on obtient qu’une partie de P est sup-
génératrice si et seulement si elle contient tous les éléments sup-irréductibles
de P . Dualement une partie Y de P est inf-génératrice si tout élément de
P est infimum d’éléments de Y ou, de manière équivalente, si elle contient
tous les inf-irréductibles de P . Ces notions seront largement étudiées dans le
chapitre 3.

1.4.2 Parties commençantes, parties finissantes

Les parties d’un ensemble ordonné que nous présentons ici jouent un rôle
fondamental, explicité notamment au chapitre 5.

Définition 1.42 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné. Une partie C de P
est une partie commençante si, pour tous t ∈ P et y ∈ C, t ≤ y implique
t ∈ C. Une partie F de P est une partie finissante si, pour tous t ∈ P et
y ∈ F , y ≤ t implique t ∈ F .

On note C(P ) (respectivement, F(P )) l’ensemble des parties commen-
çantes (respectivement, finissantes) de P (le lecteur cherchera quelles sont
les seules parties à la fois commençantes et finissantes d’un ensemble ordonné
P ). Une partie commençante (respectivement, finissante) de P et différente
de ∅ ou de P est appelée une partie commençante (respectivement, finissante)
propre.

La section commençante de base x est la partie commençante (x] formée
des minorants de x. Dualement, la section finissante de base x est la partie
finissante [x) formée des majorants de x.
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Les parties commençantes et finissantes sont évidemment convexes. D’autre
part, les parties convexes d’un ensemble ordonné P sont les intersections d’une
partie commençante et d’une partie finissante de P (pourquoi ?).

Bien que faciles à montrer (ce dont le lecteur s’assurera), les propriétés
suivantes sont importantes :

– l’union et l’intersection de parties commençantes (respectivement, finis-
santes) sont des parties commençantes (respectivement, finissantes),

– toute partie commençante (respectivement, finissante) est union de sec-
tions commençantes (respectivement, finissantes),

– le complémentaire dans un ensemble ordonné P d’une partie commen-
çante (respectivement, finissante) est une partie finissante (respective-
ment, commençante).

Le lecteur pourra utiliser ces propriétés pour montrer que l’ensemble
ordonné de l’exemple 1.2 (page 2) admet dix parties commençantes (par
exemple, {a, c, d} est une telle partie) et autant de parties finissantes (mais
il se gardera de croire que la détermination de ces parties soit toujours aisée
pour un ensemble ordonné quelconque).

N.B. Comme nous l’avons dit dans l’introduction, la terminologie des en-
sembles ordonnés est loin d’être fixée. Ainsi, comme synonyme de partie com-
mençante (respectivement, partie finissante), on trouve souvent idéal (respec-
tivement, filtre) mais aussi idéal d’ordre, segment (ou partie) initial(e), partie
cohéréditaire (respectivement, filtre d’ordre, segment (ou partie) final(e), partie
héréditaire), etc.

De même, pour le terme section commençante (respectivement, finissante)
de base x, on trouve parmi les synonymes section initiale (respectivement,
finale), ou idéal (respectivement, filtre) principal de base x, etc.

1.5 Opérations entre ensembles ordonnés

Si P = (X,O) et Q = (X,O′) sont deux ensembles ordonnés sur le même
ensemble X , on notera P ∩ Q l’ensemble X muni de la relation O ∩ O′. Le
lecteur vérifiera que O∩O′ est une relation d’ordre, et donc que P ∩Q est un
ensemble ordonné. Il n’en est évidemment pas de même pour l’union de P et
de Q dès que |X | ≥ 2 (le lecteur pourra s’en assurer).

Nous allons dans cette section considérer des cas plus généraux d’ensembles
ordonnés construits à partir d’autres, n’ayant pas nécessairement les mêmes
éléments. En fait, ces opérations servent fréquemment à résoudre le problème
inverse de décomposition : comment ramener un ensemble ordonné complexe à
des composantes qui sont des ensembles ordonnés plus simples (ce qui permet
d’y résoudre certains problèmes, cf. la section 1.6).

Toutes les opérations définies ci-dessous sont illustrées dans la figure 1.11
en fin de section.
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Fig. 1.11. Exemples d’opérations sur quatre ensembles ordonnés Q, P , P ′ et P ′′.

1.5.1 Substitution, sommes cardinale et ordinale, produit
lexicographique

Nous considérons d’abord l’opération fondamentale appelée substitution et
dont des cas particuliers sont les opérations de somme cardinale, de somme
ordinale et de produit lexicographique. Soit Q = (Y,≤Q) un ensemble ordonné
et considérons h ensembles ordonnés Pi = (Xi,≤i) (avec i = 1, . . . , h ≤ |Y |)
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tels que les ensembles Y , X1, . . . , Xh soient mutuellement disjoints. Etant
donnés h éléments y1, . . . , yh distincts de Y , on note :

P = QP1...Ph
y1...yh

l’ensemble ordonné obtenu en « substituant » à chaque élément yi de Y l’en-
semble ordonné Pi. De façon précise, en posant P = (X,≤P ) on a :

X = (Y \ {y1, . . . , yh}) ∪ (
⋃

1≤i≤h

Xi)

et

a ≤P b ⇐⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a, b ∈ Y \ {y1, . . . , yh} et a ≤Q b, ou

∃i : a ∈ Xi, b ∈ Y \ {y1, . . . , yh} et yi <Q b, ou

∃ i : a ∈ Y \ {y1, . . . , yh}, b ∈ Xi et a <Q yi, ou

∃ i : a, b ∈ Xi et a ≤i b, ou

∃ i �= j : a ∈ Xi, b ∈ Xj et yi <Q yj

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ≤P est bien un ordre
sur X .

Cette opération de substitution est aussi parfois appelée X-joint, somme
lexicographique, etc. Le diagramme de P s’obtient de la manière suivante :
pour i = 1, . . . , h, on substitue au point représentatif de yi le diagramme de
Pi. Si yj est couvert par yi dans Q, les (points représentatifs des) éléments
maximaux deXj sont reliés aux (points représentatifs des) éléments minimaux
de Xi dans P . De même, si y ∈ Y \ {y1, . . . , yh} est couvert par yi dans Q, y
est relié aux éléments minimaux de Xi dans P . On opère dualement si yi est
couvert par y.

Un premier cas particulier de l’opération de substitution est obtenu en
supposant que Q est l’antichaîne Ah à h éléments. On dit alors que l’ensemble
ordonné P est la somme cardinale (ou la somme parallèle) des h ensembles
ordonnés Pi, ce que l’on note :

P =
∑

1≤i≤h

Pi

(ou, plus simplement, P =
∑

h Pi).
En posant P = (X,≤P ) , on a donc :

X =
⋃

1≤i≤h

Xi

et
a ≤P b ⇐⇒ ∃i tel que a, b ∈ Xi et a ≤i b



1.5 Opérations entre ensembles ordonnés 31

Le diagramme de P est obtenu simplement en « juxtaposant » ceux des Pi.
On remarque que, si les Pi sont connexes, ils forment les composantes

connexes de P et, qu’inversement, tout ensemble ordonné est somme cardi-
nale de ses composantes connexes. La somme cardinale des deux ensembles
ordonnés P1 et P2 est notée P1 + P2. La notation

∑
hR désigne la somme

cardinale de h ensembles ordonnés isomorphes à l’ensemble ordonné R.
Supposons maintenant que Q soit la chaîne Ch = y1 < · · · < yh à h

éléments. On dit alors que P est la somme ordinale (ou la somme en série)
des Pi, ce que l’on note :

P =
⊕

1≤i≤h

Pi

soit, avec P = (X,≤P ) :
X =

⋃

1≤i≤h

Xi

et

a ≤P b ⇐⇒
{
a ∈ Xi, b ∈ Xj et a ≤i b si i = j,
a ∈ Xi, b ∈ Xj et yi <Q yj sinon.

Au niveau des diagrammes, la somme ordinale revient à mettre les dia-
grammes des Pi les uns au-dessus des autres dans l’ordre de Q, en reliant,
pour tout i < h, chaque élément maximal de Pi à chaque élément minimal de
Pi+1.

La somme ordinale de P1 et P2 est notée P1 ⊕ P2, tandis que la nota-
tion ⊕hR désigne la somme ordinale de h ensembles ordonnés isomorphes à
l’ensemble ordonné R.

Remarque 1.43 Lorsque P1 a un maximum u1 et P2 a un minimum 02,
on utilise aussi la variante suivante, appelée somme ordinale fusionnée, de
la somme ordinale : P1 ⊕′ P2 désigne l’ensemble ordonné obtenu à partir de
P1 ⊕ P2 en identifiant les éléments u1 et 02.

Nous définissons à présent l’opération de substitution particulière construi-
sant le produit lexicographique de plusieurs ensembles ordonnés. Nous com-
mençons par le cas de deux ensembles ordonnés Q = (Y,≤Q) et R = (Z,≤R).
Le produit lexicographique de Q par R est l’ensemble ordonné P = (X,≤P ),
que l’on note :

P = Q⊗R

et défini par :
X = Y × Z

et
(y, z) ≤P (y′, z′) ⇐⇒ [y <Q y′ ou (y = y′ et z ≤R z′)]
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Ceci est bien une opération de substitution ; en effet, si Y = {y1, . . . , yn},
construire Q ⊗ R revient, à l’isomorphisme près, à opérer la substitution
QR,...,R

y1,...,yn
où l’on substitue une copie de R à chaque élément yi de Y .

Nous définissons à présent ce produit dans le cas général d’un nombre quel-
conque d’ensembles ordonnés. Le produit lexicographique de h ensembles or-
donnés P1 = (X1,≤1), . . . , Ph = (Xh,≤h) est l’ensemble ordonné P = (X,≤P ),
que l’on note :

P = ⊗1≤i≤hPi

et défini par :
X = Π1≤i≤hXi

et

(x1, . . . , xi, . . . , xh) ≤P (x′1, . . . , x
′
i, . . . , x

′
h)

si et seulement si
(x1 < x

′
1 ou il existe i ∈ {1, . . . , h} tel que x1 = x′1, . . . , xi−1 = x′i−1 et

xi ≤i x
′
i).

évidemment, puisque P = (⊗1≤i≤h−1Pi) ⊗ Ph, ce produit peut être défini –
récursivement – à partir de l’opération de substitution.

1.5.2 Produit direct

Nous définissons maintenant un autre produit qui, contrairement au pré-
cédent, n’est pas dérivé de l’opération de substitution. Pour des ensembles
ordonnés P1 = (X1,≤P1), . . . , Ph = (Xh,≤Ph

), on appelle produit direct des
Pi et l’on note

P = Π1≤i≤hPi

l’ensemble ordonné P = (X,≤P ) défini par :

X = Π1≤i≤hXi

et

(x1, . . . , xi, . . . , xh) ≤P (x′1, . . . , x
′
i, . . . , x

′
h) ⇐⇒ ∀i = 1, . . . , h, xi ≤Pi x

′
i

Là encore, le lecteur vérifiera que ≤P est bien un ordre sur X . Le produit
direct de P1 et P2 est noté P1×P2. On a (x1, x2) ≺P (x′1, x′2) si et seulement si
x1 = x′1 et x2 ≺ x′2 ou x1 ≺ x′1 et x2 = x′2. Le diagramme de P1×P2 s’obtient
donc en remplaçant chaque élément x1 de P1 par {x1} × P2 et en reliant les
couples (x1, x2) aux couples (x′1, x2) avec x1 ≺ x′1. Le lecteur généralisera
cette construction au cas d’un nombre quelconque d’ensembles ordonnés. Le
produit direct de n fois l’ensemble ordonné P est noté Pn.

La notion d’ordre produit direct est utile dans de multiples situations.
Considérons, par exemple, le cas d’ « objets » de nature quelconque repérés
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par un ensemble de descripteurs (par exemple, les notes obtenues à différents
examens par des étudiants). Dès que chacun de ces descripteurs induit un
ordre sur les objets (par exemple, dès qu’il leur attribue des valeurs numé-
riques), ceux-ci sont naturellement ordonnés par l’ordre produit direct de ces
différents ordres. C’est ainsi que, dans une étude pour classer 65 insecticides
d’après leur degré de dangerosité pour l’homme ou la nature (Carlsen [86],
1984), ceux-ci ont été d’abord partiellement ordonnés par l’ordre produit de
plusieurs descripteurs (comme leur durée de vie ou leur toxicité). Pour obtenir
un rangement (i.e. un préordre total) des insecticides, l’auteur a ensuite consi-
déré les extensions linéaires de cet ordre produit direct et utilisé une formule
(approximative) donnant la moyenne des rangs (définition 2.1) obtenus dans
ces extensions linéaires par chaque insecticide.

Remarque 1.44 1. Une autre opération importante entre ensembles ordon-
nés, appelée l’« exponentiation », sera considérée à la section 3.1 du chapitre
3 (définition 3.4).

2. Les opérations définies dans cette section l’ont été en termes d’opérations
entre des ensembles ordonnés, munis d’un ordre réflexif. Il va de soi qu’on
pourrait les définir en termes d’ensembles ordonnés munis d’un ordre strict, et
nous les utiliserons parfois dans ce cas. D’autre part, s’il n’y a pas d’ambiguïté,
on pourra parler, par exemple, du produit direct de deux ordres plutôt que
de celui de deux ensembles ordonnés.

1.6 Compléments et références

A la question « qu’est-ce qu’un ordre ? » posée par Russel en 1903, nous
avons apporté deux réponses. La première, celle de la vulgate bourbakiste
(anticipée par Peirce [338] en 1880) veut qu’un ordre soit une relation transi-
tive, antisymétrique et réflexive. La seconde veut qu’un ordre soit une relation
transitive et irréflexive (donc asymétrique) appelée alors généralement ordre
strict. Cette deuxième conception apparaît d’abord dans le cas d’un ordre
strictement total chez Russel et Huntington qui, sous le nom de « série » ou
d’« ordre simple », la dégagent au début du vingtième siècle des travaux de dif-
férents auteurs (tels Cantor, de Morgan, Peano, etc.). Elle est ensuite étendue
au cas général par Hausdorff [219] (1914), souvent considéré comme le premier
auteur à avoir défini une notion abstraite d’ensemble ordonné, qu’il dénomme
« teilweise geordnete Menge6 ». En fait, si la réflexivité de l’ordre peut être
commode (par exemple, pour considérer ordres et équivalences comme deux
cas particuliers des préordres), elle est souvent inutile. D’autre part, et contrai-
rement à ce que l’on pourrait croire, les deux notions d’ordre et d’ordre strict
6 Une histoire de l’origine des notions d’ordre et, plus généralement, des notions

de la théorie des ensembles, peut être trouvée dans un article de Cegielski [91]
(1987).
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ne sont pas tout à fait équivalentes. Certes, il suffit d’ajouter (respective-
ment, de retrancher) la réflexivité à un ordre strict (respectivement, à un
ordre) pour en faire un ordre (respectivement, un ordre strict). Mais le cas
des ordres stricts d’intervalles, étudiés à la section 7.1 du chapitre 7, montre
que certaines caractérisations simples de ces ordres ne subsistent pas dans le
cas des ordres (non stricts) d’intervalles.

Historiquement, l’étude des ensembles ordonnés a commencé par celle des
treillis, d’abord à la fin du dix-neuvième siècle puis à partir des années trente
du siècle dernier (cf. la section 2.5 du chapitre 2). Ce n’est que vers le début
des années soixante que la théorie des ensembles ordonnés, notamment finis,
commence à se développer considérablement sous des impulsions diverses :
liens avec la combinatoire et les mathématiques discrètes, relations avec l’al-
gorithmique et l’informatique théorique, applications variées notamment en
recherche opérationnelle et en sciences sociales (cf. par exemple, Barbut et
Monjardet [33], 1970). On trouvera les témoignages de ce développement dans
les comptes-rendus des nombreuses conférences consacrées aux ensembles or-
donnés depuis 1980 : Ordered Sets (Rival [362], ed. 1982), Orders : Descrip-
tions and Roles (Pouzet et Richard [344], ed. 1984), Graphs and Orders (Rival
[363], ed. 1985), Combinatorics and Ordered Sets (Rival [364], ed. 1986), Al-
gorithms and Orders (Rival [365], ed. 1989), Combinatorics of ordered sets
(Aigner et Wille [4], ed. 1991), ainsi que, depuis 1984, dans la revue spéciali-
sée Order.

En ce qui concerne les liens avec les mathématiques discrètes, on notera
d’abord que certaines propriétés ou certains outils d’étude des ensembles or-
donnés peuvent être valables sur des structures plus générales. C’est ainsi que
certaines propriétés des graphes de comparabilité résultent de ce qu’ils sont
des « graphes parfaits » (cf. la section 4.5), et que l’opération de substitu-
tion de la section 1.5 peut être définie pour de nombreuses autres structures
discrètes. On notera aussi que des propriétés d’ensembles ordonnés peuvent fa-
ciliter l’étude de certains graphes. C’est, par exemple, le cas pour les « graphes
d’intervalles », qui sont les graphes d’incomparabilité des ordres d’intervalles
(cf. le chapitre 7, sections 7.1 et 7.6). Et on remarquera enfin que de nombreux
ensembles de structures combinatoires d’un type donné (par exemple, les par-
titions d’un ensemble ou les partages d’un entier) sont naturellement munis
d’un ordre qui peut jouer un rôle important dans leur étude, ce point de vue
étant excellemment présenté dans l’ouvrage Combinatorial Theory d’Aigner
[3] (1979).

Il est naturel de chercher le nombre de structures finies d’un genre prescrit.
L’exercice 1.1 propose de dénombrer les types d’ordres sur un ensemble de car-
dinal n au plus égal à 4. Mais, pour n croissant, ces dénombrements deviennent
de plus en plus difficiles. On trouvera dans l’annexe C les tables donnant les
nombres actuellement connus d’ordres et de types d’ordre, ainsi que des bornes
asymptotiques pour le nombre d’ordres à n éléments. Ce dernier problème est
un cas particulier du problème du calcul du nombre |L(P )| des extensions li-
néaires d’un ensemble ordonné P (ici l’antichaîne An), problème généralement
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difficile (cf. Rival [359], 1984 et Brightwell et Winkler [79], 1991). Il peut tou-
tefois être résolu pour certains ordres particuliers (cf. Atkinson [17], 1989).
Dans certains cas, le problème est équivalent à d’autres problèmes classiques
de dénombrements combinatoires. Ainsi, lorsque P est une partie commen-
çante de (N2,≤), son nombre d’extensions linéaires est le nombre de tableaux
de Young standards associés ; on consultera à ce sujet le chapitre 3 du livre
d’Aigner [3] (1979) ou le livre de Stanley [388] (1986), ces deux ouvrages étant
des références de base pour tout ce qui concerne l’utilisation des ensembles
ordonnés (notamment la théorie des fonctions de Möbius) dans les problèmes
de dénombrements. Les problèmes d’énumérations d’ordres particuliers sont
présentés dans Quackenbush [348] (1982).

Un problème classique de tri consiste à déterminer un ordre total inconnu
sur un ensemble d’éléments en posant une série de questions du type « l’élé-
ment x est-il inférieur à l’élément y » ? Ce problème et d’autres similaires ont
conduit à de nombreux travaux sur la proportion d’extensions linéaires conte-
nant un (ou des) couple(s) d’incomparabilité(s) d’un ensemble ordonné ; on
trouvera sur ce thème des exposés généraux et des conjectures dans Graham
[191] (1982), Saks [368] (1985), Winkler [429] (1986) et Atkinson [17] (1989).

Aux sections 1.1.2 et 1.1.3 nous avons défini plusieurs graphes associés à un
ensemble ordonné. L’exercice 1.5 fournit une caractérisation du graphe orienté
de couverture d’un ordre. Mais il n’existe pas de caractérisation des graphes de
voisinage d’un ensemble ordonné, c’est-à-dire des graphes non orientés qu’on
peut orienter de façon à ce qu’ils deviennent des graphes de couverture d’un
ensemble ordonné. La condition nécessaire évidente d’être sans triangles est
loin d’être suffisante, comme le montre l’exemple de la figure 1.12 ci-dessous,
qui est le plus petit graphe sans triangles qui n’est pas un graphe de voisinage.
Ce problème de caractérisation reste donc ouvert (cf. Rival [360], 1985).

On appelle graphe de comparabilité un graphe (non orienté et sans boucles)
dont on peut orienter les arêtes de façon à ce que l’ensemble des arcs ainsi dé-
finis soit l’ensemble des couples d’une relation d’ordre (strict). Une telle orien-
tation des arêtes s’appelle une orientation transitive du graphe. Par exemple,
les graphes complets et les graphes bipartis sont des graphes de comparabilité
(pourquoi ?), de même que tout graphe à moins de 5 sommets. Les graphes de
comparabilité ont été caractérisés par Ghouila-Houri [182] (1962) et Gilmore

Fig. 1.12. Le plus petit graphe sans triangles qui n’est pas un graphe de voisinage.
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Fig. 1.13. Deux graphes qui ne sont pas de comparabilité.

et Hoffman [183] (1964) ; une suite de sommets x0, . . . , xi, . . . , xp = x0 d’un
graphe G non orienté où deux sommets consécutifs xi et xi+1 forment une
arête de G est un pseudo-cycle de longueur p de G, dit impair si p est impair ;
une corde triangulaire de ce pseudo-cycle est une arête de la forme xixi+2

(l’addition d’indices se faisant modulo p). Les auteurs mentionnés précédem-
ment ont montré qu’un graphe G non orienté est un graphe de comparabilité
si et seulement si tout pseudo-cycle impair de G admet une corde triangulaire.
La figure 1.13 montre deux exemples de graphes ne vérifiant pas cette condi-
tion (dans le second, le pseudo-cycle sans corde triangulaire est abcdcefeba,
de longueur 9).

Une autre caractérisation des graphes de comparabilité, par sous-graphes
exclus, a été donnée par Gallaï [176] (1967). Les liens entre ces caractérisations
ou d’autres, ainsi que les problèmes de reconnaissance de ces graphes, sont
traités dans l’ouvrage de Golumbic [186] (1980) – cf. aussi Golumbic, Rotem
et Urrutia [187] (1983) et les exposés de Kelly [240] (1985) et de Möhring [300]
(1984).

Étant donné un graphe de comparabilité, on peut se poser la question de
caractériser les ensembles ordonnés correspondant à ses orientations transi-
tives. La réponse est fournie au moyen de l’opération de substitution définie à
la section 1.5. On a en effet le résultat suivant (Dreesen, Poguntke et Winkler
[128], 1985, Kelly [241], 1986), conséquence des résultats de Gallaï [176] (1967)
sur la décomposition par substitution des graphes de comparabilité : deux en-
sembles ordonnés P et Q ont même graphe de comparabilité si et seulement si
Q peut être obtenu par une suite finie de transformations de P dont chacune
consiste à substituer à un sous-ensemble ordonné homogène H de P son dual
Hd. Un tel sous-ensemble ordonné est celui défini par une partie P -homogène,
i.e. par un sous-ensemble H d’éléments de P ayant même « comportement »
par rapport à tout élément extérieur (formellement, pour tous x, y ∈ H et
tout z �∈ H , z est inférieur (respectivement, supérieur, incomparable) à x si
et seulement si z est inférieur (respectivement, supérieur, incomparable) à y.
Dire que l’on substitue Hd à H signifie que l’on inverse dans P toutes les
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relations d’ordre entre éléments de H et que l’on conserve toutes les autres
relations d’ordre de P . Une conséquence de ce résultat est que le graphe de
comparabilité de P n’admet que deux orientations transitives (correspondant
à P et à son dual P d) si et seulement si P n’admet comme sous-ensembles
ordonnés homogènes que lui-même et des antichaînes.

On peut formuler autrement le résultat précédent de caractérisation des
ensembles ordonnés ayant même graphe de comparabilité. Appelons paramètre
d’ensemble ordonné une application π définie sur la classe de tous les types
d’ensembles ordonnés, et propriété un paramètre qui prend ses valeurs dans
l’ensemble {vrai, faux}. En généralisant quelque peu la définition donnée à
la page 20, on dit qu’un tel paramètre est un invariant de comparabilité si
sa valeur ne dépend que du (type du) graphe de comparabilité Comp(P ) de
l’ensemble ordonné P . Autrement dit, si Comp(P ) est isomorphe à Comp(Q),
on a π(P ) = π(Q). Le résultat précédent devient alors : un paramètre π
d’ensemble ordonné est un invariant de comparabilité si et seulement si pour
tout couple (P,R) d’ensembles ordonnés et pour tout élément x de P , on
a π(PR

x ) = π(PRd

x ) (où PR
x est l’ensemble ordonné obtenu en substituant

l’ensemble ordonné R à l’élément x de P ).
En utilisant ce résultat, on montre sans difficulté que la dimension et le

nombre d’extensions linéaires d’un ensemble ordonné sont des invariants de
comparabilité (résultats dûs respectivement à Arditti [12], 1978 et Trotter,
Moore et Sumner [411], 1976, Habib [208], 1984 et Stanley), de même que
les propriétés d’être un ensemble ordonné série-parallèle, sans N couvrant ou
d’intervalles (cf. la définition 2.12, chapitre 2), ainsi que la propriété de point
fixe définie à l’exercice 3.2 (Dreesen, Poguntke et Winkler [128], 1985, Kelly
[241], 1986).

A chacune des opérations sur les ensembles ordonnés définies à la section
1.5 correspond une notion de décomposabilité. Nous décrivons la plus impor-
tante, liée à la substitution et souvent appelée décomposition modulaire. Un
ensemble ordonné P est dit décomposable (pour la substitution, ou modu-
lairement) s’il existe h + 1 ensembles ordonnés Q,P1, . . . , Ph, avec |Q| > 1
et |Pi| > 1 pour au moins un i, et des éléments y1, . . . , yh de Q, tels que :
P = QP1...Ph

y1...yh
(dans ce cas, Q est appelé un quotient de P ). Sinon, P est dit

indécomposable ou premier (par exemple, A2 est premier mais non C2).
On montre que, si P est décomposable, on a l’un (et l’un seul) des trois

cas suivants :
1. Q est une antichaîne, ce qui revient à dire que P est la somme cardinale

des Pi,
2. Q est une chaîne, ce qui revient à dire que P est la somme ordinale des Pi,
3. Q est un ensemble ordonné premier (uniquement déterminé) : P est dit

« de type premier » et Q est appelé l’ensemble ordonné premier associé
à P .
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En réitérant l’opération de décomposition sur ceux des Pi obtenus qui
sont décomposables, tout en prenant les quotients Q de taille maximum s’ils
sont des chaînes ou des antichaînes, on obtient finalement un arbre canonique
de décomposition. La racine de cet arbre (qui est en fait une arborescence),
correspond à P et ses sommets terminaux aux éléments de P . Le nombre
maximum de sommets couverts par un sommet de cet arbre est appelé le
diamètre de décomposition de P . Pour certaines classes d’ensembles ordonnés,
notamment celle des ensembles ordonnés dont le diamètre de décomposition
est borné, l’utilisation de cet arbre canonique de décomposition permet de
résoudre efficacement plusieurs problèmes de nature algorithmique (voir sur
ces points les excellentes synthèses de Möhring [300] (1984) et [301] (1989),
ainsi que l’annexe A, section A.2.3).

L’opération de substitution, définie ici pour des ensembles ordonnés, peut
se définir pour de nombreuses structures discrètes et conduit donc à une théo-
rie de la décomposition de ces structures qui a notamment d’importantes
applications algorithmiques. Une théorie plus générale de la décomposition
des structures discrètes a été introduite par Cunningham et Edmonds [109]
(la « split décomposition ») en 1980 et appliquée aux ensembles ordonnés par
Wagner [419] (1990).

Les possibilités de simplification pour les opérations sur les ensembles or-
donnés ont fait l’objet de nombreux travaux. On a ainsi montré les résultats
suivants :

– P ×Q ≡ P ×R implique Q ≡ R,
– P non antichaîne et PQ ≡ PR impliquent Q ≡ R,
– P et Q connexes tels que PP ≡ QQ ou PQ ≡ QP impliquent P ≡ Q,
– PR ≡ QR implique P ≡ Q,

(cf. les articles de synthèse de Jónsson [231], 1982, Jónsson et McKenzie [232],
1982, Davey et Duffus [111], 1982, Duffus [131], 1984, ainsi que l’article de
McKenzie [293], 2000).

Signalons pour finir que, si les opérations étudiées dans la section 1.5
conduisent toujours à un ordre, la réunion ensembliste d’ordres peut conduire à
une relation quelconque. Fishburn et Spencer [164] (1971) ont étudié le nombre
minimum d’ordres (stricts) dont la réunion est une relation (irréflexive) donnée
ainsi que le maximum de ce nombre pour les relations définies sur un ensemble
à n éléments.

1.7 Exercices

Exercice 1.1 [Dénombrement de petits ordres] Dénombrer en les
représentant par des diagrammes tous les types d’ordres à 1, 2, 3, 4 éléments
(l’annexe B permettra au lecteur de trouver la réponse).

Montrer que deux ensembles totalement ordonnés à n éléments sont iso-
morphes.
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Montrer qu’il existe 5 (respectivement, 16) types d’ensembles ordonnés à
3 (respectivement, 4) éléments non isomorphes.

Exercice 1.2 [Couples P -critiques] Soient x, y deux éléments incompa-
rables d’un ensemble ordonné P et F l’ordre de forçage associé à P (cf. la
définition 1.35). Montrer l’équivalence des points suivants :

– (x, y) est P -critique,
– (x, y) ∈MaxF ,
– (y, x) ∈MinF ,
– (x[ ⊂ (y[ et ]y) ⊂ ]x) (i.e. x � y),
– P−x ⊂ (y[ et yP+ ⊂ ]x).

En notant Crit(P ) l’ensemble des couples P -critiques de P , en déduire les
inclusions suivantes : (MaxP ×MinP )∩ IncP ⊆ Crit(P ) ⊆ (I(P )× S(P ))∩
IncP .

Montrer que dans l’ensemble On de tous les ordres à n éléments, ordonné
par l’inclusion (cf. l’exemple 1.13), P est couvert par Q si et seulement si
|Q| = |P | + 1.

Montrer enfin que, sauf si P est totalement ordonné, il existe au moins
deux ensembles ordonnés le couvrant.

N.B. Ce dernier point revient à montrer que, dans ce cas, P admet au
moins deux couples P -critiques.

Exercice 1.3 [Ordres sur les mots] Soit (V,≤) un ensemble totalement
ordonné. Un mot (de longueur p) sur V est une suite a1a2 . . . ap de p éléments
de V . On note V ∗ l’ensemble des mots sur V et l’on définit une relation ≤1

sur V ∗ en posant a1a2 . . . ap ≤1 b1b2 . . . bq s’il existe i avec 0 ≤ i ≤ p tel que
a1 = b1, . . . , ai = bi et tel que (i = p ≤ q ou (i < p et ai+1 < bi+1)). Montrer
que ≤1 est un ordre total – appelé ordre lexicographique – sur l’ensemble des
mots (c’est l’ordre usuel des dictionnaires).

On définit une seconde relation ≤2 sur les mots en posant a1a2 . . . ap ≤2

b1b2 . . . bq si p < q ou si (p = q et a1a2 . . . ap ≤1 b1b2 . . . bq). Montrer que ≤2

est un ordre total (c’est l’ordre des dictionnaires de mots croisés).
On définit une troisième relation ≤3 sur les mots en posant a1a2 . . . ap ≤3

b1b2 . . . bq si p ≤ q et si, pour j = q−p+1, on a a1a2 . . . ap = bjbj+1 . . . bj+p−1.
Montrer que ≤3 est un ordre, appelé ordre facteur droit sur V ∗. Comment
définirait-on un ordre facteur gauche sur V ∗ ? Même question pour un ordre
facteur.

On pose V = {a < b} et V ∗
3 = {mots de V ∗ de longueur au plus égale à

3}. Représenter les diagrammes de V ∗
3 muni de chacun des ordres précédents.

Exercice 1.4 [Ordres sur les partages, Aigner [3]] Un partage de l’entier
n est une suite décroissante de n entiers n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nn ≥ 0, appelés les
parts du partage, tels que leur somme égale n. Montrer que les trois relations
suivantes définissent trois ordres sur l’ensemble des partages de n. Soient μ =
(m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mn) et ν = (n1 ≥ n2 ≥ · · · ≥ nn) deux partages de n.



40 1 Concepts et exemples

– μ est lexicographiquement inférieur ou égal à ν si μ = ν ou si, pour
i = 1, 2, . . . , k (k < n), mi = ni, et mk+1 < nk+1.

– μ est plus fin que ν s’il existe une partition des parts de μ telle que les
sommes des entiers dans les classes de cette partition soient les parts
de ν.

– μ est dominé par ν si, pour i = 1, 2, . . . , n, on a m1 + m2 + · · ·mi ≤
n1 +n2 + · · ·+ni (ce dernier ordre, appelé ordre de dominance ou aussi
ordre de majoration, est important en combinatoire et dans bien d’autres
domaines, comme la théorie des inégalités).

Représenter les diagrammes de ces ordres pour l’ensemble des partages des
entiers 5, 6 et 7.

Exercice 1.5 [Graphe de couverture] Dans un graphe orienté irréflexif
G, le chemin x0x1 . . . xp (avec p ≥ 2) est un circuit s’il vérifie x0 = xp ; c’est
un quasi-circuit si c’est un chemin tel que x0xp est un arc de G (il suffit donc
d’inverser cet arc pour obtenir un circuit). Montrer qu’un graphe orienté G est
le graphe de couverture d’un ordre si et seulement si G ne contient ni circuit,
ni quasi-circuit tel que p ≥ 2.

Exercice 1.6 [Fermeture réflexo-transitive] Montrer que la ferme-
ture réflexo-transitive d’un graphe orienté G = (X,U) (voir la définition à
l’exemple 1.20) est le plus petit graphe de préordre (X,R) « contenant » G
(i.e. tel que xUy implique xRy).

Montrer que, si G est sans circuit, sa fermeture réflexo-transitive est un
ensemble ordonné. Montrer que le graphe de couverture d’un ensemble or-
donné P est le plus petit graphe orienté dont la fermeture réflexo-transitive
est égale à P .

Soient x, y deux éléments incomparables d’un ensemble ordonné P . Mon-
trer que la fermeture réflexo-transitive du graphe de P+(x, y) est un ensemble
ordonné extension de P . En déduire qu’il existe une extension linéaire de P
contenant le couple (x, y) et que l’intersection de toutes les extensions linéaires
de P est P (cf. le théorème 2.29).

Exercice 1.7 [Parties commençantes et finissantes] Représenter
l’ensemble ordonné par inclusion des parties commençantes de l’ensemble or-
donné de la figure 1.4, des trois ensembles ordonnés de la figure 1.5 et de P
dans la figure 1.7 (les nombres de ces parties commençantes sont respective-
ment 10, 5, 16, 20 et 15).

Même exercice en remplaçant « partie commençante » par « partie finis-
sante ». Que remarquez-vous ?

Montrer qu’il existe une bijection entre parties commençantes et parties
finissantes d’un ensemble ordonné. Définir une bijection entre les parties com-
mençantes et les antichaînes d’un ensemble ordonné. En déduire une relation
d’ordre entre antichaînes d’un ensemble ordonné.
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Exercice 1.8 [Construction d’une extension linéaire d’un ordre]
Montrer que tout ensemble ordonné a (au moins) un élément minimal. On
définit un ordre total x1x2 . . . xn sur l’ensemble ordonné (X,≤) à n éléments
en prenant pour x1 un élément minimal de X1 = X et, pour tout xi (avec
1 < i ≤ n), un élément minimal de Xi = Xi−1 \{xi−1}. Montrer que cet ordre
total est une extension linéaire de l’ordre ≤ et que toute extension linéaire de
(X,≤) peut s’obtenir de cette manière.

Exercice 1.9 [Ordre de divisibilité entre entiers] Montrer que la re-
lation de divisibilité définie sur l’ensemble des entiers positifs est une relation
d’ordre.

Tracer les diagrammes des ensembles d’entiers suivants ordonnés par
l’ordre de divisibilité (i ≤ j si i est un diviseur de j) :

– {Entiers de 1 à 10},
– {Entiers diviseurs de 16},
– {Entiers diviseurs de 30},
– {Entiers diviseurs de 36}.
Quels sont parmi ces ensembles ordonnés ceux qui sont produits directs de

chaînes ? Généraliser ce résultat.

Exercice 1.10 [Préordres des sections] Soit R une relation binaire sur
un ensemble X et x un élément de X . On pose xR = {z ∈ X : xRz}
et Rx = {z ∈ X : zRx}, ces deux ensembles étant respectivement appelés
section finissante et section commençante de base x. On définit trois préordres
sur X , appelés respectivement trace à droite, trace à gauche et trace, en posant
xTdy si xR ⊇ yR, xTgy si Rx ⊆ Ry, et T = Td ∩ Tg.

Une relation binaire R sur X est un tournoi si elle est totale et antisymé-
trique (définition 2.24). Montrer que, pour un tournoi R, les deux préordres
Td et Tg sont deux ordres identiques contenus dans R. Montrer que x est un
élément maximal de l’ensemble ordonné (X,T ) si et seulement si, pour tout
y ∈ X , il existe z ∈ X tel que (x, z) ∈ R et (z, y) ∈ R (z s’appelle alors un
centre du tournoi). Que deviennent ces résultats si R est un tournoi transitif ?
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Classes particulières d’ensembles ordonnés

Ce livre contient des résultats, comme les théorèmes de Dilworth (au
chapitre 4) ou d’Hiraguchi (au chapitre 6), valables pour tout ensemble or-
donné. Toutefois ce type de résultat est assez rare. La notion d’ordre, bien
que fort restrictive relativement à celle de relation quelconque, reste en effet
très générale comme en témoigne l’immensité du nombre d’ordres différents
que l’on peut obtenir sur un ensemble de cardinal peu élevé (plus de deux
millions de types d’ordres sur un ensemble à 10 éléments ! Voir l’annexe C).
Mais, en pratique, les ordres apparaissant dans la « nature » appartiennent le
plus souvent à une classe particulière d’ordres. Ces classes peuvent être défi-
nies de très nombreuses manières. Elles s’obtiennent, par exemple, en fixant
la valeur d’un paramètre (comme les ordres de dimension 2 étudiés à la sec-
tion 6.3), en interdisant la présence de certaines configurations (comme les
ordres d’intervalles de l’exemple 1.22 et de la section 2.2), en construisant la
classe par itération de certaines opérations sur une famille d’ordres initiaux
(les ordres séries-parallèles définis à la section 2.2). Nous donnons ci-dessous
quelques-unes des classes d’ordres les plus courantes et que l’on retrouvera
constamment dans cet ouvrage. Bien que nous ne les définissions ici que d’une
seule manière, on verra dans les exercices ou ultérieurement que ces classes
ont souvent plusieurs définitions alternatives, ce qui explique qu’elles aient pu
apparaître indépendamment dans des contextes variés et renforce leur intérêt.

La première section développe le cas des ensembles ordonnés rangés et,
en particulier, ceux des ensembles ordonnés semi-modulaires et des ensembles
ordonnés bipartis. Dans la section 2.2, nous présentons un certain nombre
d’ensembles ordonnés définis par configurations exclues, c’est-à-dire tels que
leur ordre – ou un graphe associé – ne contient pas une certaine sous-structure
déterminée. La section 2.3 consiste en une introduction aux treillis et demi-
treillis, appelés aussi ensembles ordonnés « latticiels ». Nous y donnons les
définitions de base mais également certains résultats issus du caractère ip-
sodual de la classe des treillis. Au sein de cette classe, la sous-classe des
treillis distributifs s’avère particulièrement importante (cf. le chapitre 5) et
nous en présentons rapidement certains aspects. La section suivante présente
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les liens existant entre les ensembles totalement ordonnés et les relations dites
de « tournois »(appelées ainsi car elles modélisent les résultats de certains
tournois sportifs comme le tournoi de rugby des 6 nations).

2.1 Ensembles ordonnés rangés, semi-modulaires
et bipartis

Définition 2.1 Un ensemble ordonné P = (X,≤) est rangé (ou gradué) s’il
admet un rang (on dit aussi une graduation), i.e. une application r de X dans
l’ensemble ordonné des entiers (N,≤) conservant la relation de couverture :

x ≺ y =⇒ r(y) = r(x) + 1

Autrement dit, si y couvre x, son rang est supérieur d’une unité à celui
de x.

Tout ensemble ordonné rangé admet une infinité de rangs, puisque l’ad-
dition d’une constante entière à un rang détermine encore un rang. Le rang
de P est dit normé si r(x) = 0 pour au moins un élément minimal de P , i.e.
si la plus petite valeur possible du rang est atteinte. On peut montrer que, si
P est connexe, le rang normé est unique. En particulier, si P est rangé et a
un minimum 0P , P admet un rang normé unique, celui-ci vérifiant r(0P ) = 0.
Dans le cas d’un ensemble ordonné P rangé admettant un unique rang normé,
noté r, on pose :

r(P ) = maxx∈P r(x)

r(P ) s’appelle alors le rang de P .
N.B. Le terme « rang de P » peut désigner tantôt le paramètre r(P ) tantôt

l’application rang définie sur P , le contexte permettant de déterminer son sens.
La figure 2.1 donne les rangs normés de trois ensembles ordonnés rangés.

Le lecteur vérifiera par ailleurs que l’ensemble ordonné de la figure 1.4 (page 8)
n’est pas rangé.

Désormais et sauf mention contraire, on assimilera « rang » et « rang
normé ».

On remarque que, si P est rangé, son rang n’est pas toujours égal à sa
longueur – c’est-à-dire à la longueur maximum de ses chaînes (trouver un
exemple).

Les ensembles ordonnés 2E , On, Σn et PE (exemples 1.12, 1.13, 1.17 et
1.14) présentés au chapitre 1 sont rangés, leurs (applications) rangs normés
étant, respectivement, le cardinal d’une partie de E, le nombre de couples
(x, y) avec x �= y d’un ordre, le nombre de commutations montantes opérées
pour passer de la permutation d’origine (i.e. la plus petite relativement à
l’ordre permutoèdre sur les permutations) à une permutation s, le cardinal de
l’ensemble E diminué du nombre de classes d’une partition de E. Les treillis
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Fig. 2.1. Trois ensembles ordonnés rangés avec indication de leur rang normé.

distributifs présentés à la section 2.3 sont également rangés (on trouvera une
expression de ce rang à la proposition 5.13 du chapitre 5).

Si P est rangé et k est un entier positif ou nul, on pose Nk = {x ∈ P :
r(x) = k}. Les Nk non vides s’appellent les niveaux (de rang k) de P . On
remarque qu’ils forment une partition en antichaînes de P (pourquoi ?). On
pose, pour tout ensemble ordonné P rangé :

ν(P ) = maxk≤r(P )|Nk|

ν(P ) est donc le nombre maximum d’éléments d’un niveau de P et puisque
ces niveaux sont des antichaînes, on a (en rappelant que α(P ) est la largeur
de P , voir la définition 1.30) :

ν(P ) ≤ α(P )

Remarque 2.2 Un ensemble ordonné P rangé est dit de Sperner s’il vérifie
ν(P ) = α(P ). Ce terme sera justifié au chapitre 4, dont une grande partie est
consacrée à l’étude de ces ensembles ordonnés.

Pour tout élément x d’un ensemble ordonné P , on définit la hauteur de x,
notée h(x), comme la longueur maximum d’une chaîne d’extrémité x. L’ap-
plication hauteur ainsi définie de P dans N vérifie :

x ≺ y =⇒ h(y) ≥ h(x) + 1

(pourquoi ?), mais h n’est pas en général un rang, même si P est rangé (cf. la
figure 2.1(b)). On remarquera que l’entier h(P ) = maxx∈Ph(x) est égal à ce
que nous avons appelé la longueur de P au chapitre 1 (page 20).
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La définition et le résultat suivants vont permettre d’obtenir une classe
d’ensembles ordonnés où la hauteur est un rang.

Définition 2.3 Un ensemble ordonné P vérifie (la propriété de) Jordan–
Dedekind si, pour tous x, y ∈ P avec x < y, toutes les chaînes maximales
de x à y ont même longueur (dépendante uniquement de x et y).

Théorème 2.4 Soit P un ensemble ordonné. Chacune des conditions ci-
dessous implique la suivante :
1. La hauteur h définie sur P est un rang,
2. P est rangé,
3. P vérifie Jordan–Dedekind.

Si de plus, P a un minimum, les trois conditions sont équivalentes.

Preuve. L’implication de (2) par (1) est immédiate. Montrons que (2) entraîne
(3). Soient x et y deux éléments comparables de P rangé (avec x < y) et soit
x = x0 ≺ x1 ≺ ... ≺ xp = y une chaîne maximale de x à y. La longueur p
de cette chaîne est égale à r(y) − r(x) et est donc indépendante de la chaîne
considérée (puisqu’elle ne dépend que des rangs de x et de y). Il en résulte
que toutes les chaînes maximales de x à y ont cette même longueur. Ceci
étant vrai pour toute paire d’éléments comparables, on obtient la propriété
de Jordan–Dedekind.

Supposons à présent que P possède un minimum 0P . On montre qu’alors
(3) implique (1). Soient x et y deux éléments de P avec x ≺ y. D’après Jordan–
Dedekind, toutes les chaînes maximales entre 0P et x ont même longueur, qui
est donc égale à la hauteur h(x) de x. Une chaîne maximale particulière entre
0P et y est constituée d’une chaîne maximale entre 0P et x prolongée de l’arc
de couverture (x, y). Or, cette chaîne maximale entre 0P et y a pour longueur
h(x) + 1 ce qui, toujours par Jordan–Dedekind, implique h(y) = h(x) + 1, et
h est bien un rang de P . ��

Remarque 2.5 1. Les implications inverses de ce théorème ne sont généra-
lement pas vérifiées, comme l’illustrent les ensembles ordonnés P et P ′ de la
figure 2.2 ci-dessous. En effet, l’ensemble ordonné P (qui n’est autre que celui
de l’exemple 1.2) vérifie « trivialement » Jordan–Dedekind (entre toute paire
d’éléments comparables, il n’existe qu’une chaîne maximale) mais n’est pas
rangé. Quant à P ′, il est rangé mais sa hauteur n’est pas un rang.

2. Le théorème 2.4 admet une version duale où, dans son premier point, on
remplace la hauteur par la fonction f de P dans N définie par f(x) = |P |−p(x)
(avec p(x) la profondeur de x, définie comme la longueur maximum d’une
chaîne d’origine x) et où l’on remplace « minimum » par « maximum ».

3. Enfin, le lecteur pourra démontrer que la hauteur h d’un ensemble
ordonné P est un rang de P si et seulement si tous les éléments minimaux de
P ont même rang (donc égal à 0).
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Fig. 2.2. Contre-exemples aux réciproques du théorème 2.4.

Dans les ensembles ordonné rangés, on trouve des sous-classes particulières
dont, parmi les plus importantes, la classe des ensembles ordonnés bipartis et
celle des ensembles ordonnés semi-modulaires, que nous définissons ci-dessous.
Alors qu’il est évident que les ensembles ordonnés bipartis sont rangés, le fait
que les ensembles ordonnés semi-modulaires le sont aussi (théorème 2.10) est
la conséquence de deux lemmes non triviaux.

Définition 2.6 Un ensemble ordonné P est biparti si l’étendue κ(P ) de P
est égale à 2, c’est-à-dire si P est de longueur 1.

Un tel ensemble ordonné est évidemment rangé, l’ensemble A de ses élé-
ments minimaux et l’ensemble B de ses éléments maximaux constituant ses
deux niveaux, respectivement, de rang 0 et de rang 1. Un tel ensemble ordonné
sera généralement noté (A + B,≤). La figure 2.3 donne trois exemples d’en-
sembles ordonnés bipartis. Le premier est l’ensemble ordonné biparti complet
K4,3 – plus généralement, on note Kp,q l’ensemble ordonné biparti où chacun
des p éléments minimaux est inférieur à chacun des q éléments maximaux.
Le second exemple est la couronne CR4 – plus généralement, on appelle cou-
ronne CRp l’ensemble ordonné formé de p éléments minimaux a1, ..., ap et de
p éléments maximaux b1, ..., bp vérifiant ai ≺ bi−1, bi pour tout 1 < i ≤ p
et a1 ≺ bp, b1. Le dernier exemple est un cas particulier d’ensemble ordonné
chaînes-alternées dont la classe constitue une autre classe importante d’en-
sembles ordonnés bipartis (voir, par exemple, le début de la section 3.6 du
chapitre 3).

Définition 2.7 Un ensemble ordonné P = (X,≤) est semi-modulaire supé-
rieurement (SMS) si, pour tous x, y, z ∈ P avec z ≺ x et z ≺ y, il existe
t ∈ X tel que x ≺ t et y ≺ t. De la même manière, P est semi-modulaire
inférieurement (SMI) si le dual de P est semi-modulaire supérieurement, i.e.
si, pour tous x, y, z ∈ P avec x ≺ z et y ≺ z, il existe t ∈ X tel que t ≺ x
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(a) K4,3 (b) CR4 (c)

Fig. 2.3. (a) K4,3, (b) CR4 et (c) un ensemble ordonné chaînes-alternées.

et t ≺ y. Enfin, P est modulaire si P est semi-modulaire inférieurement et
supérieurement.

L’ensemble ordonné de la figure 2.1(c) est semi-modulaire inférieurement
mais pas supérieurement.

Afin d’établir le théorème 2.10 sur les ensembles ordonnés SMS, nous
commençons par démontrer les deux lemmes suivants :

Lemme 2.8 Soit P un ensemble ordonné semi-modulaire supérieurement. Si
P est connexe, alors P admet un maximum 1P .

Preuve. Soit P SMS et connexe. Supposons que P possède deux éléments
maximaux distincts x et y. P étant connexe, il existe une suite x = x0, ..., xi,
xi+1, ..., xk = y d’éléments de P tels que, pour tout i < k, on a soit xi ≺
xi+1 soit xi+1 ≺ xi. De plus, puisque x et y sont maximaux dans P (donc
incomparables), il existe au moins un entier 0 < i < k pour lequel xi ≺ xi+1

(sinon, on aurait y < x). Si i0 est le plus petit entier vérifiant cette propriété,
on a xi0 ≺ xi0−1 et xi0 ≺ xi0+1 ce qui entraîne (car P est SMS) l’existence
d’un élément z1 de P couvrant xi0−1 et xi0+1. On ne peut avoir xi0−1 = x car x
est maximal dans P , donc il existe – toujours par semi-modularité supérieure –
un élément z2 de P couvrant les éléments xi0−2 et z1. A nouveau, on doit avoir
xi0−2 �= x. En itérant ce raisonnement, on aboutit à l’existence d’un élément
z de P couvrant x, ce qui contredit la maximalité de x dans P . Finalement,
P a bien un maximum 1P . ��

Lemme 2.9 Soit P un ensemble ordonné semi-modulaire supérieurement. Si
P est connexe, alors il est rangé.

Preuve. Nous démontrons que P vérifie Jordan–Dedekind ce qui, d’après le
lemme 2.8 et la version duale du théorème 2.4 (cf. le point (2) de la re-
marque 2.5), entraînera que P est rangé. Dans un premier temps, on prouve
par récurrence Jordan–Dedekind sur tout intervalle [x, 1P ] de P . Pour ce faire,
considérons, pour tout m > 0, la propriété P (m) suivante :

Pour tout x �= 1P de P , s’il existe une chaîne maximale de longueur m entre
x et 1P , alors toutes les chaînes maximales entre x et 1P ont pour

longueur m.
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P (1) est clairement satisfaite (puisque s’il existe une chaîne maximale C
de longueur 1 entre un élément x et 1P , c’est que x est couvert par 1P et C
est alors l’unique chaîne reliant x à 1P ). Supposons maintenant P (m) vraie
pour m > 1 et soit x ∈ P tel qu’il existe une chaîne maximale C = x ≺ x1 ≺
... ≺ xm ≺ 1p de longueur m+1 entre x et 1P . Trois cas peuvent se produire :
(a) si C est l’unique chaîne maximale entre x et 1P , P (m+ 1) est vraie pour
x ; (b) Si toutes les chaînes maximales entre x et 1P passent par l’élément x1,
elles sont alors constituées de l’arc de couverture (x, x1) prolongé d’une chaîne
maximale entre x1 et 1P , de longueur m par application de P (m). Toutes les
chaînes maximales entre x et 1P sont ainsi de longueur m+ 1. (c) S’il existe
au moins une autre chaîne maximale entre x et 1P , qui ne contienne pas x1,
notons C′ = x ≺ x

′
1 ≺ ...x

′
q ≺ 1P cette chaîne, dont la longueur vaut q + 1 et

montrons que q = m. Puisque P est SMS et que x ≺ x1, x
′
1, il existe y ∈ P

avec x1, x
′
1 ≺ y. Notons Cy une chaîne maximale entre y et 1P . La partie

de C entre x1 et 1P est une chaîne maximale entre x1 et 1P de longueur m
donc, par hypothèse de récurrence, toutes les chaînes maximales entre x1 et
1P ont cette longueur. La chaîne maximale constituée du couple de couverture
(x1, y) prolongé de Cy est ainsi de longueur m, impliquant que la longueur de
Cy est m−1. Par conséquent, la chaîne maximale entre x

′
1 et 1P constituée du

couple de couverture (x
′
1, y) prolongé de Cy est de longueur m et, à nouveau

par hypothèse de récurrence, la partie de C′ entre x
′
1 et 1P est de longueur

m. Finalement, la longueur de C′ est bien m+ 1 et P (m+ 1) est satisfaite.
Nous pouvons alors conclure que Jordan–Dedekind est satisfaite sur P .

En effet, soient deux éléments x et y de P avec x < y. Toutes les chaînes
maximales entre x et 1P ont même longueur – égale à la profondeur de x (voir
page 46). Il en va de même pour les chaînes maximales entre y et 1P – dont
la longueur égale la profondeur de y. Toute chaîne maximale entre x et y a
ainsi pour longueur la différence de ces deux profondeurs, qui ne dépend que
de x et de y. ��

Le théorème suivant est obtenu comme corollaire direct du lemme 2.9 et
en observant qu’un ensemble ordonné est rangé (respectivement, SMS) si et
seulement si toutes ses composantes connexes le sont.

Théorème 2.10 Tout ensemble ordonné P semi-modulaire supérieurement
est rangé.

Remarque 2.11 1. Les lemmes 2.8 et 2.9 et le théorème 2.10 admettent des
résultats duaux obtenus en remplaçant « semi-modulaire supérieurement » par
« semi-modulaire inférieurement » et « maximum »par « minimum ».

2. On verra au chapitre 5 que les treillis distributifs sont semi-modulaires
supérieurement (et inférieurement), et qu’ils sont donc également rangés. De
plus, comme ils ont un minimum, la hauteur y est un rang.
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Fig. 2.4. Un ensemble ordonné semi-modulaire supérieurement à 2 composantes
connexes.

2.2 Ensembles ordonnés définis
par configurations exclues

Il existe d’importantes classes d’ensembles ordonnés définies par le fait que
leur ordre (ou un de leurs graphes associés) ne contient pas un sous-ordre (ou
un sous-graphe) d’un type donné.

La figure 2.5 contient les 7 types d’ensembles ordonnés à 2 ou 3 éléments
(C2, A2, C3, A3, A2 ⊕A1, A1 ⊕A2 et C1 +C2) ainsi que 3 types particuliers
d’ensembles ordonnés à 4 éléments (C1 + C3, C2 + C2 et N4). On dira qu’un
ensemble ordonné ne contient pas l’un de ces types s’il n’admet aucun sous-
ensemble ordonné de ce type.

Il est immédiat de constater qu’un ensemble ordonné P ne contient pas C2

(respectivement, A2) si et seulement si P est une antichaîne (respectivement,
une chaîne). De même, P ne contient pas C3 si et seulement si P est une
antichaîne ou est biparti.

Les classes d’ensembles ordonnés que nous considérons à présent sont dé-
finies par configurations exclues au moyen des ensembles ordonnés précisés
dans la figure 2.5.

C2 A2 C3 A3

C1 + C2

C1 + C3

C2 + C2 N4

A2 ⊕A1 A1 ⊕A2

Fig. 2.5. 10 types particuliers d’ensembles ordonnés à 2, 3 ou 4 éléments.
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Définition 2.12 Soit P un ensemble ordonné.
1. P est une bichaîne si P ne contient pas A3 et n’est pas une chaîne.
2. P est dit multi-arborescent si P ne contient pas A1 ⊕ A2 ou ne contient

pas A2 ⊕A1. Si, de plus, il est connexe, P est dit arborescent (et dans ce
cas, il contient nécessairement un minimum ou un maximum).

3. P est un ensemble fortement ordonné si P ne contient pas C1 + C2.
4. P est un ensemble ordonné d’intervalles si P ne contient pas C2 + C2.
5. P est un ensemble quasi-fortement ordonné (on dit aussi semi-ordonné)

s’il ne contient ni C1 + C3 ni C2 + C2.
6. P est dit sans N s’il ne contient pas de N4.
7. P est dit sans N couvrant (SNC) s’il ne contient pas N4 comme sous-

ensemble ordonné couvrant.

La figure 1.4 du chapitre 1, l’ensemble ordonné P ′ dans la figure 2.2 et
les figures 2.3(a), 1.4, 2.1(b), 2.3(a) et 2.1(b) fournissent respectivement, des
exemples de bichaîne, d’ensemble ordonné arborescent, fortement ordonné,
d’intervalles, quasi-fortement ordonné, sans N , et sans N couvrant.

P est un ensemble ordonné forestier si son graphe de voisinage ne contient
pas de cycle (les figures 2.1(b), 2.3(c), et tout ensemble ordonné de la figure 2.5
en donnent des exemples). Si, de plus, P est connexe, on l’appelle un ensemble
ordonné arboré (en théorie des graphes, un graphe sans cycles s’appelle une
forêt et un arbre s’il est de plus connexe).

Les appellations de ces ensembles ordonnés sont justifiées par certaines
de leurs propriétés qui seront étudiées dans les exercices, ainsi que dans des
chapitres ultérieurs. Ces ensembles sont munis d’ordres réflexifs auxquels cor-
respondent des ordres stricts (irréflexifs) ; par exemple, un ordre (strict) d’in-
tervalles est un ordre strict ne contenant pas 2s + 2s (cf. la définition 1.3).
L’ordre strict dit ordre fort (respectivement, dit ordre d’intervalles), corres-
pondant à un ensemble fortement ordonné (respectivement, à un ensemble
ordonné d’intervalles) a déjà été introduit à l’exemple 1.21 (respectivement,
l’exemple 1.22) sous une autre forme. Le chapitre 7 développera des applica-
tions des ordres (stricts) d’intervalles et des ordres (stricts) forts ou quasi-forts
pour la modélisation des préférences.

Notons en outre les faits suivants, dont certains sont évidents et où les
autres seront démontrés ultérieurement ou proposés en exercice :

1. Une bichaîne est un ensemble ordonné de largeur 2.
2. Un ensemble ordonné est fortement ordonné si et seulement si c’est une

somme ordinale d’antichaînes.
3. On définit la classe SP des ensembles ordonnés série-parallèle de la ma-

nière suivante :
– L’ensemble ordonné à 1 élément est dans SP ,
– Si P1 et P2 sont dans SP , P1 + P2 et P1 ⊕ P2 le sont aussi.
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La classe SP est ainsi obtenue à partir des deux opérations particulières
de substitution que sont les sommes cardinale et ordinale.
On peut alors montrer qu’un ensemble ordonné est sans N si et seulement
si il est série-parallèle.

4. Les classes suivantes d’ensembles ordonnés satisfont les inclusions indi-
quées (le lecteur montrera par des exemples que ces inclusions sont bien
strictes) : {chaînes} ⊂ {ensembles fortement ordonnés} ⊂ {ensembles
quasi-fortement ordonnés} ⊂ {ensembles ordonnés d’intervalles} et, par
ailleurs, {chaînes} ⊂ {ensembles fortement ordonnés} ⊂ {ensembles or-
donnés série-parallèles} ⊂ {ensembles ordonnés sans N couvrant}.

5. Notons aussi qu’un ensemble ordonné arborescent avec un maximum (res-
pectivement, un minimum) est semi-modulaire supérieurement (respecti-
vement, inférieurement) et série-parallèle (pourquoi ?).

2.3 Ensembles ordonnés latticiels : demi-treillis et treillis

Ces ensembles ordonnés ont déjà été évoqués au chapitre précédent, après
la définition 1.39 des notions d’infimum et de supremum.

Définition 2.13 Un ensemble ordonné P est un inf-demi-treillis si toute
paire {x, y} de ses éléments admet un infimum x ∧ y. C’est un sup-demi-
treillis si toute paire {x, y} de ses éléments admet un supremum x ∨ y. C’est
un treillis si toute paire de ses éléments admet un infimum et un supremum,
donc s’il est à la fois inf- et sup-demi-treillis.

Un treillis sera souvent noté T = (X,≤,∧,∨) et le terme « demi-treillis »
pourra désigner un inf-demi-treillis ou un sup-demi-treillis selon le contexte.

Fig. 2.6. Un treillis.
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z t u
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Fig. 2.7. Un inf-demi-treillis.

Les ensembles ordonnés des figures 2.1 et 2.3 ne sont pas des demi-treillis
(seul le cas de la figure 2.1(a) n’est pas évident). Chacune des composantes
connexes de l’ensemble ordonné de la figure 2.4 est un sup-demi-treillis et
l’ensemble ordonné de la figure 2.6 est un treillis (notons que ce dernier n’est
pas rangé).

Définition 2.14 Soit D = (X,≤,∧) un inf-demi-treillis. Une partie A de X
est un sous-inf-demi-treillis de D si elle est inf-fermée, c’est-à-dire si x, y ∈ A
implique x ∧ y ∈ A.

Considérons l’inf-demi-treillis D de la figure 2.7. Sa restriction à {x, z, t}
est un sous-inf-demi-treillis de D. On remarque par ailleurs que sa restriction
à {0, z, t}, qui n’est pas un sous-inf-demi-treillis de D, est cependant un inf-
demi-treillis (avec z ∧ t = 0 alors que dans D, z ∧ t = x). Les deux notions
« sous-inf-demi-treillis de D » et « sous-ensemble ordonné de D qui est un
inf-demi-treillis pour l’ordre de D » ne coïncident donc pas.

On définit de même la notion de sous-sup-demi-treillis d’un sup-demi-
treillis D comme une partie de D stable pour l’opération supremum de D,
donc comme une partie sup-fermée dans D. Un sous-treillis d’un treillis T est
une partie de T stable pour les opérations infimum et supremum de T .

On a déjà vu dans l’exemple 1.40 que l’ensemble ordonné 2E = (P (E),⊆)
des parties d’un ensemble E ordonnées par inclusion, est un treillis, puisqu’il
est clair que, si A et B sont deux parties de E, on a :

A ∧B = A ∩B A ∨B = A ∪B

Il n’est pas toujours aussi simple de montrer qu’un ensemble ordonné
est un treillis. Le lecteur pourra notamment comparer les cas de l’ordre
sur les permutations (exemple 1.17), de l’ordre de finesse entre partitions
(exemple 1.14 et section 7.3) et des ordres de dominance et de finesse entre
partages (exercice 1.4) qui définissent tous des treillis. Toutefois un résultat
général sur les demi-treillis permet de caractériser ceux d’entre eux qui sont
des treillis. On obtient ainsi le résultat important du théorème 2.16, dont la
démonstration résulte immédiatement de la proposition suivante :

Proposition 2.15 Soit A une partie d’un inf-demi-treillis. A a un supremum
si et seulement si elle est majorée.
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Preuve. Le supremum d’une partie A d’un inf-demi-treillis étant – lorsqu’il
existe – un majorant particulier de A, la condition nécessaire est immédiate
(ceci est vrai plus généralement dans tout ensemble ordonné P ).

Inversement, soit A une partie majorée d’un inf-demi-treillis T . Si A ne
possède pas de supremum, l’ensemble non vide des majorants de A n’a donc
pas de minimum. Il existe ainsi deux majorants distincts t1 et t2 de A, mini-
maux parmi les majorants de A. T étant un inf-demi-treillis, t1 ∧ t2 existe et,
t1 et t2 étant incomparables, t1 ∧ t2 leur est strictement inférieur. Or, t1 ∧ t2
est un majorant de A (en effet, tout x de A minore t1 et t2). Ainsi t1∧t2 est un
majorant de A, strictement inférieur à t1 et t2, ce qui contredit la minimalité
supposée de t1 et t2 parmi les majorants de A. D’où l’on déduit que A possède
un supremum dès lors qu’elle est majorée. ��

Théorème 2.16 Un inf-demi-treillis ayant un maximum est un treillis.

Preuve. Soit T un inf-demi-treillis de maximum 1T . Toute partie de T étant
majorée par 1T , on déduit de la proposition 2.15 que toute partie de T a un
supremum. T est par conséquent un sup-demi-treillis et donc un treillis. ��

Remarque 2.17 La proposition 2.15 et le théorème 2.16 admettent des ver-
sions duales, à savoir :

– Une partie d’un sup-demi-treillis a un infimum si et seulement si elle
est minorée.

– Tout sup-demi-treillis admettant un minimum est un treillis.

Comme l’illustre cette remarque, la classe des sup-demi-treillis est duale
de celle des inf-demi-treillis. En effet, si P = (X,≤,∧) est un inf-demi-treillis,
alors P d = (X,≥,∨d) est un sup-demi-treillis avec ∨d = ∧. Il en résulte qu’on
peut appliquer le principe de dualité entre ces deux classes (section 1.1.4) :
si une propriété faisant intervenir les symboles ≤, ≥ et ∧ est vraie pour tous
les inf-demi-treillis, la propriété obtenue en remplaçant ≤ par ≥, ≥ par ≤ et
∧ par ∨ est vraie dans tous les sup-demi-treillis. Autrement dit, on peut se
contenter d’étudier les propriétés de l’une de ces classes d’ensembles ordonnés
et l’on déduit alors celles de l’autre classe par dualité. Ce principe de dualité
s’applique aux treillis – qui forment une classe ipsoduale – où il s’énonce
comme suit :

Si une propriété est vraie dans tout treillis, la propriété obtenue par échange
des symboles ≤ et ≥ d’une part, et ∧ et ∨ d’autre part, est aussi vraie dans

tout treillis.

Par exemple, dans tout treillis T , x ≤ y implique x ∧ z ≤ y ∧ z pour tout
z ∈ T (pourquoi ?). Par dualité, on en déduit que x ≥ y implique x∨z ≥ y∨z
pour tout z ∈ T .

Soit A un sous-ensemble à 3 éléments d’un inf-demi-treillis (X,≤,∧). Il
est facile de vérifier que

∧
A existe et est égal, pour un élément quelconque t
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de A, à (
∧

(A \ t)) ∧ t. En itérant ce procédé, on en déduit que toute partie
A (non vide) de X admet un infimum – en particulier X admet un plus petit
élément (égal à

∧
X). D’autre part, si A = {x, y, z}, on peut écrire :
∧

{x, y, z} = (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)

Ainsi l’opération qui, à deux éléments d’un inf-demi-treillis, associe leur
infimum est associative. Elle est également commutative (x ∧ y = y ∧ x) et
idempotente (x∧x = x). Il est facile de voir qu’inversement, tout ensemble X
muni d’une opération ⊥ associative, commutative et idempotente peut être
muni d’un ordre ≤ pour lequel il est un inf-demi-treillis, avec x ∧ y = x⊥y
(exercice 2.6). Les inf-demi-treillis peuvent donc être définis comme des struc-
tures algébriques particulières, ce qui permet de les étudier avec les méthodes
de l’algèbre. Tous ces résultats s’étendent aux sup-demi-treillis par dualité,
puis aux treillis. Ainsi, un treillis admet un minimum et un maximum et pos-
sède une définition algébrique faisant intervenir deux opérations (exercice 2.7).

Soient p+ q éléments x1, x2,..., xp et y1, y2,..., yq d’un treillis T , tels que,
pour tous 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q, on ait xi ≤ yj . On a alors

∨
1≤i≤p xi ≤∧

1≤i≤q yj (pourquoi ?). On en déduit que trois éléments x, y, z quelconques
d’un treillis vérifient toujours les inégalités suivantes :
1. x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),
2. (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ≤ x ∧ (y ∨ z),
3. (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x) ≤ (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x).

Le résultat suivant, dont on trouvera la démonstration à la section 5.1 du
chapitre 5, est particulièrement important :

Dans un treillis, l’inégalité (1) est toujours une égalité si et seulement si
l’inégalité (2) est toujours une égalité, et si et seulement si l’inégalité (3) est
toujours une égalité.

Définition 2.18 Soit T un treillis de minimum 0T et de maximum 1T .
– T est distributif si tout triplet (x, y, z) de T vérifie x ∨ (y ∧ z) = (x ∨
y) ∧ (x ∨ z),

– T est complémenté si tout x ∈ T admet au moins un complément, i.e.
un élement x′ ∈ T vérifiant x ∧ x′ = 0T et x ∨ x′ = 1T ,

– T est booléen s’il est distributif et complémenté.

D’après ce qui précède, un treillis est donc distributif si l’une des inégalités
(1), (2) ou (3) (et donc les trois) est toujours une égalité. La dénomination
de ces treillis s’explique aisément par le fait qu’en leur sein, chaque opération
est distributive par rapport à l’autre :

x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z)

Dans le cas d’un treillis distributif, l’identité (x ∧ y) ∨ (y ∧ z) ∨ (z ∧ x) =
(x∨y)∧(y∨z)∧(z∨x) indique que l’élément obtenu en prenant le supremum
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des infimums deux à deux des trois éléments est le même que celui obtenu en
prenant l’infimum de leurs supremum deux à deux. Cet élément particulier
est appelé la médiane des trois éléments x, y, z, appellation qui sera justifiée à
la section 7.3 du chapitre 7, où l’on étudiera plus généralement les médianes
d’un nombre quelconque d’éléments d’un « inf-demi-treillis à médianes ».

L’étude des ensembles ordonnés ne peut être séparée de celle des treillis
distributifs du fait de l’existence d’une correspondance bijective entre ces deux
classes de structures. Cette correspondance sera présentée au chapitre 5 avec
de nombreuses propriétés des treillis distributifs. Nous en donnons ici simple-
ment quelques propriétés assez évidentes.

On vérifie sans peine qu’une chaîne k est un treillis distributif. D’autre
part le lecteur montrera aisément la propriété suivante :

Proposition 2.19 Le produit direct de treillis distributifs est un treillis dis-
tributif.

Tout produit direct de chaînes est donc un treillis distributif ; il en est
en particulier ainsi du produit direct kn de n chaînes toutes isomorphes à la
chaîne k, produit dans lequel on codera un ensemble ordonné quelconque au
chapitre 6 (le treillis T de la figure 1.10 représente le diagramme de 32). Si
k = 2, on obtient 2n et on retrouve ainsi la notation de l’ensemble ordonné
2E = (P (E),⊆) des parties d’un ensemble E à n éléments (cet ensemble
ordonné étant isomorphe au produit direct de n chaînes à 2 éléments). De
plus, 2E est naturellement complémenté (par l’application qui associe à tout
A ⊆ E la partie E \ A de E), ce qui en fait un treillis booléen (cf. également
l’exercice 5.13 du chapitre 5).

Le fait que 2n soit distributif se traduit par la distributivité bien connue
des opérations d’union et d’intersection ensemblistes :

A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩C)

Les identités de distributivité restant valables dans tout sous-treillis d’un
treillis distributif, le résultat suivant est immédiat :

Proposition 2.20 Tout sous-treillis d’un treillis distributif est un treillis dis-
tributif.

En particulier, tout sous-treillis de 2E , c’est-à-dire tout ensemble F de
parties de E telles que, si A et B sont dans F , A ∩ B et A ∪ B le sont
aussi, constitue un treillis distributif. Un tel ensemble F de parties de E est
appelé une famille distributive de parties (de E). Si, de plus, les parties ∅ et
E appartiennent à F , on dit que F est une topologie. A la section 1.4.2, nous
avons remarqué que l’intersection ou la réunion de parties commençantes d’un
ensemble ordonné P est une partie commençante ; il en résulte que l’ensemble
C(P ) de ces parties commençantes est une topologie (il en est de même pour
l’ensemble F(P ) des parties finissantes de P ). Au chapitre 5, le résultat de
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représentation de Birkhoff (théorème 5.9) montrera que tout treillis distributif
est isomorphe à une topologie.

On définit d’autres classes de demi-treillis (ou de treillis) en imposant
des propriétés supplémentaires déjà considérées plus haut pour des ensembles
ordonnés quelconques. Dans certains cas, les définitions résultantes se simpli-
fient : ainsi, puisqu’un inf-demi-treillis a un plus petit élément, il est rangé si
et seulement si x ≺ y implique h(y) = h(x) + 1, ou si et seulement si, pour
tout x < y, les chaînes maximales de x à y ont même longueur.

L’expression de la semi-modularité se simplifie également dans le cas lat-
ticiel : un inf-demi-treillis est semi-modulaire inférieurement si et seulement
si, pour tous x, y tels que x ∨ y existe, x ≺ x ∨ y et y ≺ x ∨ y impliquent
x∧y ≺ x et x∧y ≺ y. De même, un treillis est modulaire (i.e. semi-modulaire
inférieurement et supérieurement) si et seulement si (x ≺ x ∨ y et y ≺ x ∨ y)
est équivalent à (x ∧ y ≺ x et x ∧ y ≺ y ).

Diverses caractérisations des demi-treillis et treillis semi-modulaires ou
modulaires sont données aux exercices 2.9 et 2.10. En particulier, un treillis
modulaire T peut être défini par le fait que, pour tout triplet (x, y, z) d’élé-
ments de T , x ≤ z implique x∨ (y ∧ z) = (x∨ y)∧ z. Il en résulte alors immé-
diatement que tout treillis distributif est modulaire. Une autre caractérisation
des treillis modulaires (donnée à l’exercice 2.9) s’obtient par « exclusion » du
treillis N5 représenté à la figure 2.8. Si l’on y ajoute l’« exclusion » du treillis
M3 représenté à la même figure, on obtient une caractérisation classique des
treillis distributifs (mais plus difficile à montrer ; cf. par exemple Barbut et
Monjardet [33], 1970). On peut donner une forme typique à ces caractérisa-
tions par exclusion, en remarquant (ce que le lecteur vérifiera) que M3 est
le plus petit treillis (pour le nombre d’éléments) modulaire non distributif et
que, de même, N5 est le plus petit treillis non modulaire. Quant au treillis
de la figure 2.8(c), c’est le plus petit treillis semi-modulaire inférieurement et
non modulaire. On remarque qu’il contient un sous-treillis du type N5, donc
non semi-modulaire inférieurement, ce qui montre que cette propriété n’est
pas conservée par passage au sous-treillis.

(c)(a) M3 (b) N5

Fig. 2.8. Trois treillis particuliers.
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2.4 Ensembles totalement ordonnés et tournois

Dans cette section, nous nous concentrons sur les ensembles totalement
ordonnés définis sur un ensemble X , et nous étudions leurs liens avec les
relations binaires dites de tournoi.

On rappelle que, pour une relation R définie sur X , un élément x ∈ X
est maximal pour R s’il n’existe aucun y ∈ X distinct de x et tel que xRy.
On rappelle également qu’un chemin de x1 à xp de R est une suite (x1, ..., xp)
d’éléments distincts (sauf éventuellement x1 et xp) de X tels que x1Rx2,...,
xiRxi+1, ..., xp−1Rxp, et qu’un circuit de R est un chemin (x1, ..., xp) de R
avec x1 = xp. Un chemin (respectivement, un circuit) de R est dit hamiltonien
si tout élément de X apparaît une fois et une seule dans ce chemin (respecti-
vement, à l’exception de son origine et de son extrémité qui sont identiques).
Le lemme ci-dessous s’obtient sans difficulté en invoquant l’antisymétrie et la
transitivité des ordres.

Lemme 2.21 Si O est un ordre sur un ensemble X, O n’a aucun circuit.

Le théorème suivant est d’importance et intervient, en outre, dans la dé-
monstration du théorème 2.26, qui caractérise les ordres totaux parmi les
tournois.

Théorème 2.22 Soit R une relation binaire sur un ensemble X. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :
1. R est sans circuit,
2. la fermeture réflexo-transitive de R est un ordre,
3. R est contenue dans un ordre total sur X,
4. pour toute partie Y de X, l’ensemble des éléments maximaux de R|Y est

non vide.

Preuve. (1) =⇒ (2) : on montre que si la fermeture réflexo-transitive π(R) de
R n’est pas un ordre, alors R a un circuit. Si π(R) n’est pas un ordre, elle
n’est pas antisymétrique. Il existe donc un couple (x, y) d’éléments distincts
de X vérifiant conjointement x(π(R))y et y(π(R))x. On a alors :

(a) Soit xRy et yRx,
(b) Soit xRy et y(π(R) \R)x,
(c) Soit yRx et x(π(R) \R)y,
(d) Soit enfin x(π(R) \R)y et y(π(R) \R)x.

Dans le cas (a), la suite (x, y, x) est un circuit de R. Dans le cas (b), y(π(R) \
R)x entraîne l’existence d’un chemin (y, t1, ..., tp, x) dans R qui forme avec le
couple (x, y) un circuit de R. Le cas (c) est symétrique à (b). Enfin, le cas
(d) entraîne l’existence de deux chemins (x, t1, ..., tp, y) et (y, t′1, ..., t′q, x) de R
qui, concaténés, forment un circuit dans R.
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(2) =⇒ (3) : notons O = π(R) la fermeture réflexo-transitive de R, qui
est supposée être un ordre. Si O est un ordre total, l’implication est im-
médiate. Sinon, il existe deux éléments x et y incomparables dans O. Soit
O

′
= π(O + (x, y)) la fermeture réflexo-transitive de O + (x, y). Nous allons

montrer que O+ (x, y) est sans circuit, ce qui, d’après ce qui précède, permet
de montrer que O

′
est un ordre contenant O ; le résultat s’obtiendra alors en

itérant le raisonnement. S’il existe un circuit C dans O + (x, y), C contient
nécessairement le couple (x, y) et, donc, aussi un chemin de y à x dans O. Par
transitivité de O, on obtient yOx, une contradiction avec l’incomparabilité de
x et y pour O.

(3) =⇒ (1) : l’absence de circuit étant une propriété stable par passage à
une sous-relation de R, cette implication est immédiate au regard du lemme
2.21.

(1) =⇒ (4) : d’après l’argument invoqué pour le point précédent, il nous
suffit ici de montrer que si R n’a pas de circuit, l’ensemble de ses éléments
maximaux est non vide. Soit x1 ∈ X . Si x1 n’est pas maximal dans R, il existe
x2 ∈ X , distinct de x1 et tel que x1Rx2. En itérant le raisonnement, soit on
trouve un élément de X maximal pour R, soit on obtient que, pour tout i < n
(avec |X | = n), il existe xi+1 ∈ X , distinct de xi et tel que xiRxi+1, ce
qui implique nécessairement l’existence d’un circuit (par finitude de X), une
contradiction avec l’hypothèse.

(4) =⇒ (1) : si R a un circuit (x1, ..., xk, x1) alors la restriction de R à la
partie {x1, ..., xk} n’a aucun élément maximal. ��

Remarque 2.23 Ce théorème a de nombreuses applications. Par exemple,
en informatique, un tri topologique sur un ensemble X muni d’une relation
binaire R sans circuit est une numérotation (bijective) f des éléments de X
telle que xRy implique f(x) < f(y). Autrement dit, un tel tri topologique
définit un ordre total sur X contenant R. En micro-économie, la théorie des
fonctions de choix « rationalisables » utilise l’équivalence des conditions (1)
et (4) du théorème 2.22 (voir à ce sujet la section 2.5 page 66).

Définition 2.24 Une relation binaire R sur un ensemble X est un tournoi
sur X si elle est totale (i.e. si, pour tous x, y ∈ X, xRcy implique yRx) et
antisymétrique. On définit sur tout tournoi T sur X l’application rang rT par
rT (x) = |{y ∈ X : y �= x et yTx}|.

Le terme « tournoi » utilisé pour désigner une telle relation provient de
ce qu’elle peut modéliser les résultats d’un tournoi sportif, où toute équipe
rencontre toute autre équipe une fois et une seule sans qu’il y ait de match
nul (c’est souvent le cas du tournoi de rugby des 6 nations). Si, dans une telle
situation, yTx signifie que l’équipe y a été battue par l’équipe x, on voit que
le rang rT (x) de x apparaît comme le nombre d’équipes qu’elle a battues (et,
dans le graphe orienté G = (X,T ) associé au tournoi, rT (x) vaut donc le degré
intérieur d−G(x) de x).
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Il est également judicieux de noter que cette application de rang définie sur
un tournoi T se confond avec celle donnée à la définition 2.1 si et seulement
si T est un ordre (total). Nous allons donner au théorème 2.26 des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’il en soit ainsi. Le lemme suivant servira
dans la preuve de ce théorème.

Lemme 2.25 Le nombre de 3-circuits (i.e. de circuits à trois éléments) d’un
tournoi T défini sur un ensemble X de cardinalité n est égal à :

n(n− 1)(2n− 1)
12

− 1
2

∑
(rT (x))2

Preuve. Notons c3(T ) le nombre de 3-circuits de T , c’est-à-dire le nombre de
triplets (x, y, z) vérifiant xTy, yT z et zTx. En notant c3(T ) le nombre des
triplets transitifs de T (c’est-à-dire le nombre de triplets (x, y, z) d’éléments
distincts vérifiant yTx et zTx), on a donc :

c3(T ) + c3(T ) =
(
n

3

)
=
n(n− 1)(n− 2)

6

Or, pour un élément x fixé, le nombre de triplets transitifs avec yTx et
zTx étant égal à

(rT (x))(rT (x) − 1)
2

(pourquoi ?),

on a :

c3(T ) =
∑

x∈X

[(rT (x))(rT (x) − 1)]
2

=
1
2

∑

x∈X

(rT (x))2 − 1
2

∑

x∈X

rT (x)

On a d’autre part :
∑

x∈X rT (x) = n(n−1)
2 (pourquoi ?)

Donc :
c3(T ) =

1
2

∑

x∈X

(rT (x))2 − n(n− 1)
4

Finalement :

c3(T ) =
n(n− 1)(n− 2)

6
+
n(n− 1)

4
− 1

2

∑

x∈X

(rT (x))2

=
n(n− 1)(2n− 1)

12
− 1

2

∑

x∈X

(rT (x))2

��

Théorème 2.26 Soit T un tournoi sur un ensemble X de cardinalité n. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est un ordre total sur X,
2. T n’a aucun 3-circuit,
3. T n’a aucun circuit,
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4. T admet un unique chemin hamiltonien,
5. les rangs des n éléments de X sont les entiers de 0 à n− 1.

Preuve. (1) =⇒ (2) : immédiat par le lemme 2.21.
(2) =⇒ (1) : immédiat puisque xTy et yT z impliquent zT cx et donc xTz.
(2) =⇒ (3) : supposons que T ait un circuit, mais aucun 3-circuit. T étant

par définition antisymétrique, ce circuit est au moins de longueur 4. Soit
C = (x1, x2..., xp, x1) un circuit de T de longueur minimum (donc p ≥ 4). T
étant totale, on a – par exemple pour x1 et x3 – soit x3Tx1, soit x1Tx3. Si
x3Tx1, (x1, x2, x3, x1) est un 3-circuit de T , une contradiction. Sinon, C′ =
(x1, x3, x4, ..., xp, x1) est un circuit de T de longueur p − 1. En itérant ce
raisonnement autant de fois que nécessaire, on obtient un 3-circuit de T , ce
qui contredit à nouveau l’hypothèse.

(3) =⇒ (1) : si le tournoi T n’est pas un ordre total, il possède nécessai-
rement un triplet (x, y, z) non transitif, donc tel que xTy, yT z et xT cz. La
totalité de T implique alors zTx et T a un circuit.

(3) =⇒ (4) : par récurrence sur n. La condition (3) est vraie pour n = 1, 2.
Supposons la condition vérifiée pour tout tournoi de cardinalité n − 1. Soit
maintenant n ≥ 3 et T un tournoi à n éléments ne possédant aucun circuit.
D’après le théorème 2.22, T a au moins un élément maximal. De plus, il ne
peut en avoir qu’un puisque T est total. Si l’on note x1 cet élément, on a x1Ty
pour tout y ∈ T (totalité de T ). Or, T \ x1 étant un tournoi sans circuit de
cardinalité n − 1, il possède par hypothèse de récurrence un unique chemin
hamiltonien, que l’on note (x2, ..., xn). La suite (x1, x2, ..., xn) est donc un
chemin hamiltonien de T . Son unicité vient de ce que tout chemin hamiltonien
de T commence nécessairement par x1 et que, s’il existait plusieurs chemins
hamiltoniens dans T , il en existerait autant dans T \ x1.

(4) =⇒ (5) : par récurrence sur n. L’implication (4) est vraie pour n = 1, 2.
Supposons la condition vérifiée pour tout tournoi de cardinalité n − 1. Soit
maintenant n ≥ 3 et T un tournoi à n éléments, admettant un unique chemin
hamiltonien (x1, x2, ..., xn). Il nous suffit de montrer que xjTxn pour tout
j ≤ n et d’appliquer alors l’hypothèse de récurrence sur T \ xn car alors,
les rangs des éléments x1, ..., xn−1 sont les entiers de 0 à n − 2 et, puisque
xjTxn pour tout j ≤ n, le rang de xn dans T est n− 1. Or, x1Txn (sans quoi
(x1, x2, ..., xn, x1) serait un circuit hamiltonien de T , qui aurait ainsi plusieurs
chemins hamiltoniens). De même, x2Txn (car, sinon (x1, xn, x2..., xn−1) serait
un second chemin hamiltonien de T ). Cet argument appliqué de proche en
proche nous permet de déduire que T vérifie xjTxn pour tout j ≤ n.

(5) =⇒ (2) : si les rangs pour T des n éléments de X sont les entiers de 0
à n− 1 alors le lemme 2.25 donne

c3(T ) =
n(n− 1)(2n− 1)

12
− 1

2

n−1∑

i=0

i2 = 0.

��
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Remarque 2.27 A la section 1.1.2 du chapitre 1, nous avons introduit la no-
tation x1x2...xn pour représenter un ordre total sur un ensemble à n éléments
où, pour tout i < n, xi est couvert par xi+1. On voit que ceci revient à écrire
le chemin hamiltonien de l’ordre total. D’autre part, ceci revient également
à écrire les éléments de X dans l’ordre croissant de leurs rangs, en utilisant
comme indice d’un élément son rang normé augmenté d’une unité (le rang
normé de x1 est 0 !), ce qui est généralement plus naturel et plus pratique.

Les définitions de rang données aux définitions 2.1 pour un ensemble or-
donné rangé P et 2.24 pour un tournoi T se confondent lorsque P = T est
un ensemble totalement ordonné par l’ordre total L et l’on a alors le résultat
suivant :

Corollaire 2.28 Si L est un ordre total sur X, alors on a xLy si et seulement
si rL(x) ≤ rL(y).

Nous terminons cette section par un théorème important, puisque le point
(1) de ce théorème (déjà énoncé au chapitre 1) conduit au concept de dimen-
sion d’un ensemble ordonné (cf. la définition 1.33 et le chapitre 6). Nous le
démontrons en utilisant une partie de la preuve du théorème 2.22 :

Théorème 2.29 1. Tout ordre admet une extension linéaire et est l’inter-
section de toutes ses extensions linéaires.

2. Si un préordre total contient un ordre, il en contient une extension linéaire.

Preuve. (1) La première assertion de ce point s’obtient grâce à l’implication
de (3) par (2) dans le théorème 2.22. La preuve de cette même implication
entraîne en outre que lorsque x et y sont incomparables pour l’ordre O, il
existe une extension linéaire de O contenant le couple (x, y) et une extension
linéaire contenant le couple (y, x). On en déduit immédiatement que O est
intersection de toutes ses extensions linéaires.

(2) Soit R un préordre total contenant l’ordre O et x, y deux éléments
incomparables pour cet ordre. Puisque R est totale, on a xRy ou yRx. Si, par
exemple, xRy, on considère alors la fermeture réflexo-transitive π(O+ (x, y))
de O + (x, y), qui est un ordre (toujours par la preuve de l’implication de (3)
par (2) dans le théorème 2.22). Il suffit ainsi de montrer que cet ordre est
lui aussi dans R, puis d’itérer le raisonnement. Or (z, t) appartient à π(O +
(x, y)) \ (O+ (x, y)) si et seulement si on a zOx et yOt. Mais alors on a aussi
zRx, xRy et yRt et, par transitivité de R, zRt. ��

2.5 Compléments et références

Les classes d’ensembles ordonnés présentées dans ce chapitre sont très
souvent apparues dans des contextes et sous des appellations différentes, ceci
provenant notamment des nombreuses définitions équivalentes qu’on peut en
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donner. Il en est par exemple, ainsi des ordres série-parallèles (voir page 51) et
de la sous-classe de ces ordres constituée des ordres à seuil ; un ordre à seuil est
défini par la propriété suivante : il existe n = |P | nombres réels p1, p2, ..., pn

et un nombre réel s tel que A est une antichaîne maximale de P si et seule-
ment si Σi∈Api ≤ s. Les ordres à seuil sont aussi des ordres d’intervalles et
leurs graphes de comparabilité sont les « graphes à seuil » intensivement étu-
diés en théorie des graphes (cf. Mahadev et Peled [284], 1995). Les ordres
série-parallèles et, en particulier les ordres à seuil, ont été notamment utilisés
pour l’étude de circuits électriques, dans des problèmes d’ordonnancement, ou
dans des modélisations en parallélisme (cf. par exemple Lawler [262], 1978,
Faigle, Lovász, Schrader et Turàn [147], 1986 ou Möhring [301], 1989). De
même, les ordres forts, quasi-forts, ou d’intervalles, sont apparus dans de mul-
tiples contextes et sous différentes formes ; leur usage dans la modélisation des
préférences sera étudié au chapitre 7 (section 7.1) mais on trouvera dans les
compléments en section 7.6.1 d’autres situations où on les rencontre. Un autre
cas intéressant est celui des ordres sans N couvrant. Plusieurs définitions équi-
valentes en sont données à l’exercice 2.3, dont celle ( »toute chaîne maximale
rencontre toute antichaîne maximale ») qui les avait fait appeler initialement
« Chain-Antichain-Complete » par Grillet [202] (1969). Mais on les obtient
aussi par une construction généralisant celle des ordres série-parallèles, d’où
le nom d’ordres « quasi-série-parallèles » (Habib et Möhring [211], 1987). Ces
ordres sont utiles aussi bien dans des techniques d’analyse de tâches à l’aide
de réseaux PERT (cf. par exemple, Syslo [396], 1984 ou Radermacher [353],
1986) que dans des problèmes de représentations planaires de graphes (de
Fraysseix et de Mendez [170], 1997).

Outre les classes d’ensembles ordonnés présentées dans ce chapitre, il en
existe bien d’autres intéressantes et nous allons en évoquer quelques-unes ci-
dessous, avant de revenir sur celle des treillis.

Ainsi, le souci d’obtenir une représentation géométrique « parlante » du
diagramme d’un ordre a notamment conduit à définir la classe des ensembles
ordonnés planaires et celle des ensembles ordonnés démantelables (ainsi que
d’autres classes pour lesquelles on pourra consulter Rival [361], 1989). Un
diagramme d’un ensemble ordonné est planaire si ses lignes ne peuvent se
rencontrer qu’en les points du plan représentant les éléments de l’ensemble.
Un ensemble ordonné est dit planaire s’il admet un diagramme planaire. C’est
le cas de celui de l’exemple 1.2 du chapitre 1 dont deux diagrammes, l’un
planaire, l’autre non, sont représentés à la figure 1.4. L’ensemble ordonné P
de la figure 2.9 est planaire (pourquoi ?) mais ne l’est plus si on lui adjoint un
élément maximum.

L’ensemble ordonné biparti complet K3,3 n’est pas planaire mais le de-
vient si on lui enlève un couple (chercher un diagramme planaire pour cet
ensemble ordonné). La première observation faite sur ces ensembles ordonnés
(Birkhoff [50], 1940) est qu’un ensemble ordonné planaire ayant un minimum
et un maximum est nécessairement un treillis. Tout treillis n’est évidemment
pas planaire et ceux qui le sont ont été caractérisés par l’absence de certains
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sous-treillis (Kelly et Rival [243], 1975). On a une caractérisation analogue
pour les treillis modulaires planaires (Wille [427], 1974, Kelly [238], 1980) et
de multiples caractérisations pour les treillis distributifs planaires (Monjardet
[305], 1976). Les treillis planaires forment une sous-classe des treillis déman-
telables. Ces derniers peuvent être définis par le fait qu’on peut passer d’un
tel treillis au treillis à un seul élément en supprimant à chaque étape un élé-
ment doublement irréductible du treillis précédemment obtenu. On peut aussi
les caractériser par l’absence de couronne CRn, pour n ≥ 2 (Kelly et Rival
[242], 1974). Un ensemble ordonné démantelable est défini de la même façon
que pour un treillis, en remplaçant les éléments doublement irréductibles par
ceux qui sont couverts par un seul élément ou n’en couvrent qu’un seul. Les
ensembles ordonnés sans couronne sont démantelables, mais la réciproque est
fausse (Duffus et Rival [132], 1976).

Comme on l’a déjà mentionné à l’exemple 1.12, toute famille de parties
d’un ensemble, ordonnée par inclusion ensembliste, constitue un ensemble or-
donné. Celui-ci peut être quelconque. En effet, en utilisant la bijection qui, à
tout élément d’un ensemble ordonné, associe sa section commençante, on voit
que n’importe quel ensemble ordonné est représentable par (i.e. isomorphe à)
une telle famille. Différentes motivations, et notamment l’essor de la géométrie
algorithmique, ont amené à étudier les ensembles ordonnés représentables par
différentes familles d’ensembles géométriques : intervalles de la droite réelle
ou, plus généralement, pavés de R

n, polygones convexes quelconques ou régu-
liers du plan, disques ou angles du plan, sphères de R

n, etc. Si tous les ordres
sont représentables par des polygones convexes et si ceux représentables par
des pavés de R

n sont les ordres de dimension 2n (cf. la définition 1.33), les
autres familles conduisent à de nouvelles classes d’ordres telles que celles des
ordres « circulaires », « angulaires » ou « sphériques ». Le lecteur trouvera un

P

P ′

Fig. 2.9. P est planaire, mais P ′ ne l’est pas.
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panorama sur ces ordres « géométriques » dans Urrutia [414] (1989) et dans
Fishburn et Trotter [165] (1999). Toujours dans le champ de la géométrie al-
gorithmique, on s’est aussi intéressé aux ordres « directionnels » engendrés
par la relation « d’obstruction » entre objets plans (cf. la présentation de
Rival [361], 1989 et, par exemple, Bouchitté, Jégou et Rampon [71], 1993).
Finalement, avec le développement récent de l’algorithmique des ensembles
ordonnés, l’attention a été portée vers ceux pour lesquels on dispose d’algo-
rithmes « efficaces » (cf. l’annexe A) de reconnaissance et/ou d’obtention de
certains paramètres, ce qui est le cas de tous les ensembles ordonnés que nous
avons définis par configurations exclues à la section 2.2. Cette préoccupation a
conduit à considérer, entre autres, les classes d’ordres suivantes : ordres de di-
mension 2 (cf. la section 6.3), ordres de largeur bornée (i.e. tels que α(P ) ≤ k,
pour un certain entier k), ordres de Dilworth (i.e. pour lesquels le nombre de
sauts s(P ) est égal à α(P ) − 1), ordres sans W couvrant (i.e. dont la relation
de couverture ne contient pas l’ordre sur 5 éléments dont le diagramme peut
être représenté par la lettre W), ordres sans cycles alternés (un exemple de
tel cycle est donné par CR4 à la figure 2.3), ordres gloutons (cf. la section
6.5). Toutes ces classes d’ensembles ordonnés sont présentées de manière dé-
taillée dans Möhring [301] (1989) et Bouchitté et Habib [69] (1989). Signalons
aussi qu’on dispose pour certaines d’entre elles de résultats d’énumérations
(cf. notamment El Zahar [142], 1989).

La troisième section de ce chapitre a été consacrée aux demi-treillis et
treillis. En fait, l’étude des ensembles ordonnés a pendant longtemps été
presque exclusivement celle des treillis, c’est-à-dire de ces ensembles ordon-
nés qui ont la particularité – avantageuse – d’être aussi des structures al-
gébriques « fortes ». La notion de treillis définie par Schröder et Dedekind
à la fin du dix-neuvième siècle, puis pratiquement oubliée, connut à partir
des années 1930 du siècle dernier une renaissance due à de nombreux ma-
thématiciens dont particulièrement Birkhoff, Öre et Klein. On s’aperçut en
effet que des treillis étaient présents dans de nombreux – nouveaux ou anciens
– champs mathématiques (topologie, algèbre générale, théorie de la mesure,
géométrie, combinatoire, etc.) aussi bien qu’en logique mathématique ou en
physique théorique (mécanique quantique et ondulatoire). Dès lors, la théorie
des treillis a connu un développement considérable et qui n’a pas cessé, d’au-
tant plus qu’elle s’est prolongée dans la théorie dite « algèbre universelle ». Les
références de base sur la théorie des treillis sont les ouvrages de Birkhoff [50]
(1940) et Grätzer [195] (1998), tandis que ceux de Szasz ([397], 1971 pour la
version française) et de Davey et Priestley [112] (2001) sont d’excellentes in-
troductions. Même si le présent ouvrage n’est pas consacré aux treillis, il faut
noter que ceux-ci y apparaissent maintes fois. Il existe, en effet, de nombreux
liens entre ensembles ordonnés quelconques et treillis. D’abord, la dualité entre
ensembles ordonnés et treillis distributifs qui sera étudiée au chapitre 5. En-
suite, le passage d’un ensemble ordonné au treillis appelé sa « complétion de
MacNeille » (cf. la section 3.5.3) et, inversement, le passage d’un treillis à l’en-
semble ordonné biparti de ses éléments irréductibles (cf. la table d’un treillis
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dans la section 3.5.2) Cette dualité et ces passages permettent de traduire des
propriétés d’ensembles ordonnés en des propriétés de treillis et inversement.

Ce chapitre se termine par la caractérisation des ordres totaux parmi les
relations de tournois et contient à ce sujet la formule donnant le nombre de
3-circuits d’un tournoi (lemme 2.25). Cette formule a été obtenue par Kendall
et Babington Smith [245] (1940) à propos de la méthode dite des comparaisons
par paires utilisée en psychosociologie. On demande à un sujet d’exprimer ses
préférences entre diverses modalités (par exemple, à un enfant entre les mé-
tiers qu’il voudrait exercer) en lui demandant pour chaque paire de modalités
celle des deux qu’il préfère. Si le choix est « forcé » (pas d’ex-aequo et de non
choix), le résultat de toutes les comparaisons par paires est un tournoi sur l’en-
semble des modalités. On constate que, dans un nombre non négligeable de
cas, le tournoi T obtenu n’est pas un ordre total, c’est-à-dire qu’il contient des
3-circuits. Pour évaluer son degré d’intransitivité, Kendall et Babington Smith
[245] ont alors proposé l’indice d’intransitivité suivant : nombre c3(T )/Maxc3,
où c3(T ) est le nombre de 3-circuits du tournoi T et Maxc3 le nombre maxi-
mum de 3-circuits sur tous les tournois de même cardinalité que T . Comme
on dispose de formules simples donnant la valeur de ce maximum, cet indice
est facilement calculable. Toutefois, il peut prendre une valeur relativement
importante pour un tournoi dans lequel il suffit d’inverser un arc pour obtenir
un ordre total. D’où la proposition par Slater [379] (1961) d’un autre indice
d’intransitivité : le nombre minimum d’arcs à inverser dans le tournoi T pour
le rendre transitif rapporté au nombre maximum de ce minimum sur tous les
tournois de même cardinalité que T . Ces nombres sont toutefois difficiles à
calculer de même que les ordres totaux, dits « ordres de Slater », (ou, par-
fois, à tort « ordres médians ») obtenus en effectuant un nombre minimum
d’inversions (cf. à ce sujet Bermond [42], 1972, Charon-Fournier, Germa et
Hudry [95], 1992).

En microéconomie, le choix effectué par un agent économique sur un en-
semble X de biens est décrit par sa fonction de choix . Celle-ci associe à toute
partie Y de X le choix c(Y ), avec ∅ ⊂ c(Y ) ⊆ Y . Dans la théorie classique
des fonctions de choix, le choix de l’agent est dit rationalisable si l’agent a une
relation R de préférence sur X « expliquant » son choix au sens suivant : pour
toute partie Y de X , le choix c(Y ) est constitué de l’ensemble des éléments
maximaux de la relation R restreinte à Y . Le théorème 2.22 montre donc que
la relation R de préférence de l’agent doit être sans circuits. Les fonctions de
choix rationalisables par une relation (sans circuits), ou par divers types de re-
lations d’ordres, peuvent être caractérisées axiomatiquement (cf. par exemple
Aleskerov, Bouyssou et Monjardet [7], 2007, où est aussi considéré le cas où
le choix peut être vide).

Nous terminons ces compléments par une remarque terminologique.
L’influence de Bourbaki a permis d’avoir un vocabulaire français unifié pour
les notions de préordre, de préordre total, d’ordre et d’ordre total. Il n’en
est plus nécessairement de même pour des classes particulières d’ordres. Par
exemple, pour ce que nous avons appelé ordre fort (respectivement, ordre
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quasi-fort) on peut trouver le terme d’ordre total affaibli (respectivement, de
semiordre). En anglais, la diversité des termes utilisés pour désigner la même
notion d’ordre est beaucoup plus grande. Par exemple, un ordre total peut
être appelé « simple order », « complete order », « strong ordering », « chain »,
« linear order »ou encore « total order ». De plus, le même terme peut être
utilisé dans des sens différents suivant les auteurs. C’est ainsi que le terme
« weak order » peut désigner aussi bien un préordre total que ce que nous
avons appelé un ordre fort (c’est-à-dire la partie asymétrique d’un préordre
total). Cet échange, apparemment étrange, qui fait passer de fort en français à
faible en anglais s’explique en fait parce que, contrairement au terme français
ordre, le terme anglais « order » désigne souvent un ordre total.

2.6 Exercices

Exercice 2.1 Montrer que si l’ensemble ordonné P a au plus 4 éléments, il
est rangé. Montrer qu’il existe deux types d’ensembles ordonnés à 5 éléments,
non rangés et qui sont des ensembles quasi-fortement ordonnés.

Exercice 2.2 [Rang, sommes et produits] Montrer que si les ensembles
ordonnés P et Q sont rangés, il en est de même de leur somme cardinale P+Q
et de leur produit direct P ×Q. Qu’en est-il de leur produit lexicographique
P ⊗Q et de leur somme ordinale P ⊕Q (cf. les définitions données en section
1.5 du chapitre 1) ?

Exercice 2.3 [Sans N-couvrants] Montrer qu’un ensemble ordonné P
sans N couvrant peut être défini par chacune des conditions équivalentes
suivantes :
1. P ne contient pas de sous-ensemble ordonné {a, b, c, d} avec a < b, c ≺ b,
c < d et a ‖ d,

2. toute chaîne maximale de P rencontre toute antichaîne maximale de P ,
3. P−x ∩ P−y �= ∅ implique P−x = P−y (où P−x = {z ∈ X : z ≺ x}),
4. xP+ ∩ yP+ �= ∅ implique xP+ = yP+ (où xP+ = {z ∈ X : x ≺ z}).

Exercice 2.4 [Sans N-couvrants rangés, Leclerc et Monjardet [273]]
Montrer qu’un ensemble ordonné P est SNC (sans N couvrant) rangé si et
seulement si tout sous-ensemble ordonné de P défini par deux niveaux consé-
cutifs est somme cardinale de bipartis complets.

Montrer que la classe des ensembles ordonnés SNC rangés et connexes
contient les ensembles fortement ordonnés et les ensembles ordonnés arbores-
cents. Caractériser les treillis SNC rangés. Quand sont-il distributifs ? Donner
des exemples de treillis SNC non semi-modulaires.

Exercice 2.5 [Arborescents] Soit P un ensemble ordonné admettant un
minimum 0. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
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1. P est arborescent,
2. tout élément différent de 0 est sup-irréductible,
3. pour tout x de P , l’intervalle [0, x] est une chaîne,
4. pour toute partie {x, y} majorée de P , x et y sont comparables,
5. pour tous x, y de P comparables, il existe une chaîne unique entre ces

deux éléments.
Montrer qu’un tel ensemble ordonné est un inf-demi-treillis.

Montrer qu’un inf-demi-treillis P est arborescent si et seulement si, pour
tous éléments x, y, z de P , on a |{x ∧ y, y ∧ z, z ∧ x}| < 3.

Montrer que les ordres facteurs gauche et droit entre mots définis à l’exer-
cice 1.3 sont des inf-demi-treillis arborescents.

Exercice 2.6 [Algèbre de demi-treillis, Davey et Priestley [112]] Soit X
un ensemble sur lequel est défini une opération ⊥ associative, commutative et
idempotente. Montrer que si l’on pose x ≤ y ⇐⇒ x⊥y = x (respectivement,
x ≤ y ⇐⇒ x⊥y = y), alors (X,≤) est un inf-demi-treillis avec x ∧ y = x⊥y
(respectivement, un sup-demi-treillis avec x ∨ y = x⊥y).

Exercice 2.7 [Algèbre de treillis] Montrer que dans un treillis T , on a
toujours x ∨ (x ∧ y) = x = x ∧ (x ∨ y) (lois d’absorption).

Montrer que si un ensemble X est muni de deux opérations ⊥ et �,
associatives, commutatives et idempotentes et telles que, pour tous x, y,
x⊥(x�y) = x�(x⊥y), on peut le munir d’un ordre de treillis avec x⊥y = x∧y
et x�y = x ∨ y.

Exercice 2.8 [Filtrants inférieurement] Un ensemble ordonné P est fil-
trant inférieurement si pour tous x, y ∈ P , l’ensemble des minorants communs
à x et y est non vide. Montrer que cette condition équivaut à l’existence d’un
minimum dans P .

Montrer que P est un inf-demi-treillis si et seulement si il est filtrant
inférieurement et n’admet pas de sous-ensemble ordonné de type A2 +A2 (i.e.
la couronne CR2).

Exercice 2.9 [Demi-treillis semi-modulaires, Birkhoff [50]] Soit T un
inf-demi-treillis rangé tel que, pour tous x, y, z avec z majorant de x et y,
r(x)+r(y) ≤ r(x∧y)+r(z). Montrer que T est semi-modulaire inférieurement.

Montrer réciproquement que, si T est semi-modulaire inférieurement (donc,
s’il est rangé, cf. le théorème 2.10), son rang vérifie l’inégalité ci-dessus (ce qui
revient à dire que la longueur de l’intervalle [x ∧ y, y] est inférieure ou égale
à celle de l’intervalle [y, z], et se montre en considérant l’image d’une chaîne
maximale y ≺ t1 ≺ ... ≺ z par l’application ti → ti ∧ x).

Enoncer le résultat dual caractérisant les sup-demi-treillis semi-modulaires
supérieurement.
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Montrer qu’un treillis est semi-modulaire inférieurement (respectivement,
supérieurement) si et seulement si il est rangé, le rang vérifiant pour tous x, y,
r(x)+r(y) ≤ r(x∧y)+r(x∨y) (respectivement, r(x)+r(y) ≥ r(x∧y)+r(x∨y)).

En déduire qu’un treillis est semi-modulaire inférieurement (respective-
ment, supérieurement) si et seulement si, pour tous x, y tels que x ≺ x∨y, on
a x∧y ≺ x (respectivement, pour tous x, y tels que x∧y ≺ x, on a x ≺ x∨y).

Exercice 2.10 [Treillis modulaires, Birkhoff [50]] Montrer que si x, y, z
sont trois éléments d’un treillis avec x ≤ z, on a x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y) ∧ z.
Montrer que, pour tout treillis T , les conditions suivantes sont équivalentes :
1. T est modulaire,
2. T est rangé avec, pour tous x, y ∈ T , r(x) + r(y) = r(x ∧ y) + r(x ∨ y),
3. pour tous x, y, z de T avec x ≤ y, on a x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z,
4. pour tous x, y ∈ T , les applications t  −→ x ∨ t et s  −→ s ∧ y définissent

deux isomorphismes inverses de [x ∧ y, y] dans [x, x ∨ y],
5. T ne contient pas de sous-treillis de type N5.

(Indication : montrer (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (1) et utiliser les
résultats de l’exercice 2.9).

Montrer qu’un treillis distributif est modulaire.
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Morphismes d’ensembles ordonnés

Soit P un ensemble ordonné modélisant, par exemple, un problème d’or-
donnancement (cf. la section 7.5 du chapitre 7). Le calcul de caractéristiques
de l’ensemble ordonné lié au problème, par exemple celui d’extensions linéaires
de P , nécessite l’implémentation d’un algorithme où P sera représenté par une
structure appropriée de données. En particulier, on peut utiliser une représen-
tation des éléments de P par des suites composées de r symboles 0 et 1. Il faut
pour ceci que, si (et seulement si) x et y sont deux éléments de P vérifiant
x < y et que c(x) et c(y) sont les r-suites représentant ces éléments, on ait
c(x) < c(y), où < est l’ordre du produit direct 2r. L’application c de P dans ce
produit direct doit donc conserver l’ordre de P . On a ainsi un exemple parmi
bien d’autres où l’on est amené à considérer les applications d’un premier en-
semble ordonné dans un second, conservant ou inversant l’ordre du premier. Ce
chapitre est consacré à l’étude de telles applications, appelées morphismes1.
On en définit différents types fondamentaux, comme les codages (ou plonge-
ments), les fermetures et les ouvertures, les applications résiduelles, résiduées
et galoisiennes. On s’intéresse aux liens entre ces divers types d’applications,
à des exemples canoniques, ainsi qu’à des développements naturels.

On définit à la section 3.1 différents types de morphismes entre ensembles
ordonnés, à savoir les applications isotones (ou strictement isotones), les ap-
plications antitones et les codages, qui font apparaître dans l’ensemble d’ar-
rivée une copie de l’ensemble de départ. De telles applications apparaîtront
fréquemment dans le reste de l’ouvrage. Ainsi le chapitre 6 est consacré aux
codages des ensembles ordonnés dans des produits directs de chaînes, ce qui
conduit aux importantes notions de dimensions d’un ordre.

Un codage canonique, et particulièrement opérationnel, de tout ensemble
ordonné P dans un treillis booléen est fourni par la représentation par sup-
irréductibles des éléments de P , présenté en section 3.2. Dans beaucoup de si-
tuations où P est un ensemble d’objets à étudier, les éléments sup-irréductibles
1 Pour certains auteurs, le terme de morphisme doit être réservé aux applications

isotones.
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sont les objets « élémentaires » et on dispose alors d’un outil puissant pour
réduire tout élément de P à un ensemble de tels objets. Dans cette même
section, on établit diverses propriétés et caractérisations des éléments irréduc-
tibles, l’utilisation des relations flèches permettant d’en donner des démons-
trations particulièrement simples.

La section 3.3 est consacrée aux fermetures (et aux ouvertures). Les théo-
ries et les modèles mathématiques faisant appel à des fermetures sont nom-
breux : fermetures logiques, inductives, topologiques, algébriques, convexes,
de Kleene, fermeture transitive sur des relations binaires, etc. En étudiant les
fermetures dans des ensembles ordonnés quelconques, on les situe dans leur
cadre le plus général et l’on montre ce qu’elles ont en commun. Toutefois, le
cas particulier des fermetures dans le treillis des parties d’un ensemble est le
plus fréquemment rencontré. On leur associe les familles de Moore, qui sont
leurs treillis de fermés. On y reviendra à la section 7.4 en les liant aux rela-
tions d’implication qui correspondent aux règles d’association que l’on cherche
à mettre en évidence dans des domaines comme l’intelligence artificielle ou les
bases de données.

Les applications résiduées se définissent de diverses manières, par exemple,
par le renforcement d’une propriété liée à l’isotonie. L’existence d’une résiduée
(ou d’une résiduelle) entre deux ensembles ordonnés P et Q entraîne celle d’un
sous-ensemble ordonné « commun » (en fait, deux sous-ensembles ordonnés
isomorphes) à P et à Q. Cette structure commune s’obtient comme image
d’une fermeture sur P aussi bien que d’une ouverture surQ. Dans de nombreux
contextes, et notamment ceux de la représentation des connaissances ou de
l’analyse des données, une dualité d’ordre fait apparaître ces applications sous
la forme équivalente (et fondamentale) d’une correspondance de Galois. Divers
aspects des applications résiduées, résiduelles et galoisiennes font l’objet de
la section 3.4. Un usage direct et inattendu des applications résiduelles en
classification sera présenté à la section 7.3.

Les correspondances de Galois associées aux relations binaires, et les treillis
de Galois (ou de concepts) qui en résultent, ont été particulièrement popula-
risés. Ceci provient du fait que ces treillis apparaissent dans les domaines
extrêmement variés où des objets sont décrits par des attributs binaires (ou
rendus binaires). Ils se sont révélées particulièrement riches en applications. La
section 3.5, organisée en trois sous-parties, est consacrée à ce type essentiel de
correspondances. On y utilise des notions issues de chacune des sections pré-
cédentes. La section 3.5.1 présente le treillis de Galois d’une relation binaire.
La section 3.5.2 établit que tout treillis T s’obtient, à l’isomorphisme près,
comme le treillis de Galois d’une relation entre ses sup- et inf-irréductibles,
appelée la table du treillis T ; les relations flèches complètent cette dernière en
une table fléchée. Enfin, la section 3.5.3 expose le procédé de complétion d’un
ensemble ordonné en un treillis, qui est précisément un codage canonique de
tout ensemble ordonné dans un treillis.
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3.1 Applications isotones et antitones : exponentiation

Nous considérons d’abord plusieurs types d’applications entre ensembles
ordonnés, compatibles à des degrés divers avec ces structures ordonnées.

Définition 3.1 Soient P = (X,≤P ) et Q = (Y,≤Q) deux ensembles ordon-
nés et f une application de P dans Q. L’application f est dite :
1. isotone si elle vérifie : pour tous x, x′ ∈ P , x ≤P x′ =⇒ f(x) ≤Q f(x′),
2. strictement isotone si elle vérifie : pour tous x, x′ ∈ P , x <P x′ =⇒
f(x) <Q f(x′),

3. un codage de P dans Q si elle vérifie : pour tous x, x′ ∈ P , x ≤P x′ ⇐⇒
f(x) ≤Q f(x′).

Au lieu d’application isotone, on parle aussi d’application croissante. La
propriété (2) ci-dessus implique la propriété (1). Elle est notamment véri-
fiée lorsque f est isotone et injective. Si f est un codage (on dit aussi un
plongement ou une représentation), elle est strictement isotone, donc (3) im-
plique (2). Si f est un codage bijectif de P dans Q, on retrouve la notion
d’isomorphisme d’ordre du chapitre 1 (définition 1.9). En fait, un codage
f est un isomorphisme entre P et le sous-ensemble ordonné de Q induit
par f(X).

Le cas du codage « booléen », c’est-à-dire du codage de P dans le treillis
des parties d’un ensemble, a été illustré dans le cas d’une hiérarchie de types
à l’exemple 1.18. Plus généralement, les codages d’un ensemble ordonné dans
un produit direct de chaînes seront étudiés au chapitre 6.

En reprenant les conditions précédentes pour les applications de P dans le
dual Qd de Q, on obtient des définitions duales. Par exemple, une application
f de P dans Q est antitone (ou décroissante) si elle est isotone de P dans
Qd, c’est-à-dire telle que x ≤P x′ implique f(x) ≥Q f(x′). Une application
f de P dans Q est dite monotone si elle est isotone ou antitone. Les anti-
isomorphismes introduits au chapitre 1 (définition 1.10) sont des applications
antitones particulières.

Par la suite, on omettra en général les indices de référence à un ensemble
ordonné particulier, en écrivant simplement ≤ au lieu de, par exemple, ≤P .

Exemple 3.2 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné. Pour toute partie Y
de X , notons MajoY l’ensemble des majorants de Y dans P . Il est clair que
l’ensemble MajoX des majorants de X est réduit au plus grand élément de
P , s’il existe, et est vide sinon. A l’opposé, observons que, pour la partie
vide, on a Majo∅ = X car, sinon, il existerait x ∈ P et y ∈ ∅ avec y �≤ x
(évidemment, un tel y ne peut exister !). Avec cette précision, on vérifie que
Y ⊆ Y ′ entraîne MajoY ′ ⊆MajoY , pour tous Y, Y ′ ⊆ X , et donc que Majo
est une application antitone sur 2X . Une seconde application antitone Mino
sur 2X associe à toute partie Y de X l’ensemble MinoY des minorants de
Y dans P , avec des propriétés analogues. On déduit de ce qui précède que le
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supremum
∨

∅ existe dans P si et seulement si P a un minimum 0P , auquel cas
on a

∨
∅ = 0P . De même,

∧
∅ existe dans P si et seulement si P a un maximum

1P , et on a alors
∧
∅ = 1P . A la section 3.5.3, les applications Majo et Mino

seront utilisées pour définir le treillis « complété » d’un ensemble ordonné P .

Le lecteur vérifiera que les types d’applications dont les définitions suivent
sont isotones, donc des morphismes d’ordre. Mais il n’est pas vrai qu’une
application isotone entre deux treillis soit toujours un morphisme de treillis
ou de demi-treillis (chercher un exemple).

Définition 3.3 Soient P et Q deux ensembles ordonnés et f une application
de P dans Q.
1. Si P et Q sont des inf-demi-treillis, f est un inf-morphisme si elle préserve

l’infimum, i.e. si, pour tous x, x′ ∈ P , f(x ∧ x′) = f(x) ∧ f(x′).
Si de plus, f est injective, c’est un inf-codage de P dans Q.

2. Si P et Q sont des sup-demi-treillis, f est un sup-morphisme si elle pré-
serve le supremum, i.e. si, pour tous x, x′ ∈ P , f(x ∨ x′) = f(x) ∨ f(x′).
Si de plus, f est injective, c’est un sup-codage de P dans Q.

3. Si P et Q sont des treillis, f est un morphisme de treillis si elle est à la
fois un inf- et un sup-morphisme.

Définition 3.4 On appelle exponentiation l’opération qui associe à un couple
(P,Q) d’ensembles ordonnés l’ensemble de toutes les applications isotones de
P dans Q, ordonné par l’ordre usuel ≤ sur les applications, à savoir :

f ≤ g ⇐⇒ ∀x ∈ P, f(x) ≤ g(x)

Cet ensemble ordonné sera noté QP , et son ordre sera appelé ordre
d’exponentiation.

Nous réservons donc dans cet ouvrage la notation QP à l’ensemble de
toutes les applications isotones d’un ensemble ordonné P dans un ensemble
ordonné Q. Nous nous écartons donc là de l’usage le plus courant où cette
notation correspond à l’ensemble de toutes les applications de P dans Q. On
remarque que, si P est une antichaîne (x ≤ x′ si et seulement si x = x′), QP

est alors égal à l’ensemble de toutes les applications de P dans Q.
L’exercice 3.3 consiste à montrer que, si Q est un inf-demi-treillis (respecti-

vement, un sup-demi-treillis, un treillis), QP est également un inf-demi-treillis
(respectivement, un sup-demi-treillis, un treillis).

3.2 Parties sup-génératrices et inf-génératrices

La recherche de « bons » codages d’ensembles ordonnés dans d’autres
appartenant à un type connu est un problème classique et nous rencontre-
rons dans cet ouvrage un certain nombre de résultats de cette nature. Dans
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l’immédiat et pour illustrer ce type de problème, considérons le codage d’un
ensemble ordonné P quelconque dans un treillis booléen 2E (cf. l’exemple
1.18 du chapitre 1), E étant un ensemble fini à déterminer. A cette fin, nous
commençons par définir les parties sup-génératrices de P et, en dualité, ses
parties inf-génératrices. Dans le cas d’un treillis, la notion plus générale de
partie génératrice apparaîtra au chapitre 5 (définition 5.16).

Définition 3.5 Une partie G d’un ensemble ordonné P est dite sup-
génératrice si tout élément de P est supremum d’une partie de G, et elle
est inf-génératrice si tout élément de P est infimum d’une partie de G.

Dans la suite, nous développons principalement le cas d’une partie sup-
génératrice. Nous montrons d’abord qu’à une telle partie est associé un codage
de l’ensemble ordonné conservant les infimums existants (proposition 3.6). Le
résultat principal de cette section est alors que l’ensemble des sup-irréductibles
de P est la seule partie sup-génératrice minimale de P (proposition 3.11 et
corollaire 3.12). Il est établi à partir de résultats préliminaires sur les éléments
sup-irréductibles et la relation flèche inférieure ↓ (proposition 3.8 et lemme
3.10), auxquels s’ajoutent des résultats supplémentaires dans le cas d’un inf-
demi-treillis (proposition 3.15). La section se termine par l’énoncé des résultats
duaux pour les parties inf-génératrices et les éléments inf-irréductibles.

Si G est une partie sup-génératrice de P , toute partie G′ de P contenant G
en est aussi une partie sup-génératrice. Tout ensemble ordonné P a au moins
une partie sup-génératrice, à savoir P lui-même, car on a toujours x =

∨
(x].

Pour une partie G de P , notons Gx l’ensemble des éléments de G majorés
par x.

Proposition 3.6 Soit G une partie sup-génératrice d’un ensemble ordonné
P . Pour tous x, y ∈ P , on a :
1. x =

∨
Gx,

2. x ≤ y si et seulement si Gx ⊆ Gy,
3. si x et y ont un infimum x ∧ y, alors Gx∧y = Gx ∩Gy.

Preuve. (1) Puisque G est une partie sup-génératrice, il existe A ⊆ Gx tel
que x =

∨
A. Tout majorant de Gx est aussi un majorant de A. Alors, le fait

que l’élément x est le plus petit majorant de A entraîne qu’il est aussi le plus
petit majorant de Gx, c’est-à-dire x =

∨
Gx.

Pour la propriété (2), Gx ⊆ Gy implique MajoGy ⊆ MajoGx, qui im-
plique à son tour y ∈MajoGx et finalement, x ≤ y. La réciproque est immé-
diate.

La propriété (3) est également immédiate car, pour tout g ∈ G, on a
g ∈ Gx∧y si et seulement si g ≤ x ∧ y, si et seulement si (g ≤ x et g ≤ y), si
et seulement si g ∈ Gx ∩Gy. ��
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Fig. 3.1. Le treillis M3.

Remarque 3.7 Lorsque le supremum x ∨ y de x et y existe, l’égalité Gx ∪
Gy = Gx∨y n’est pas vraie en général. Dans le treillis T , de type M3 et dont
le diagramme est donné par la figure 3.1, on a, en prenant comme partie
génératrice G = T , Gz∨t = G, avec Gz = {0, z} et Gt = {0, t} :

A toute partie sup-génératrice G d’un ensemble ordonné P correspond
donc, d’après la propriété (2) de la proposition 3.6 ci-dessus, un codage
x  −→ Gx de P dans 2G. De plus, d’après la troisième propriété de cette
même proposition, ce codage préserve tous les infimums existant dans P . En
particulier, pour un inf-demi-treillis, il s’agit d’un inf-codage de P dans 2G.
Pour trouver des codages « économiques » de ce type, il convient d’identifier
les parties génératrices minimales. Remarquons d’abord qu’une partie sup-
génératrice de P contient nécessairement l’ensemble SP des sup-irréductibles
de P (chapitre 1, définition 1.41), puisque ceux-ci ne s’obtiennent pas comme
supremums d’autres éléments. Nous allons montrer qu’en fait, SP est lui-même
une partie sup-génératrice (proposition 3.11), donc la plus réduite possible.
Nous commençons par donner deux caractérisations des sup-irréductibles d’un
ensemble ordonné. L’une d’elles est fondée sur les très importantes relations
flèches, définies au chapitre 1, définition 1.36 (rappelons que P−x désigne
l’ensemble des éléments couverts par x dans P ) :

Proposition 3.8 Soient P un ensemble ordonné et s ∈ P . Les trois condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1. s est un élément sup-irréductible de P ,
2. s n’est pas le supremum de P−s,
3. il existe un élément y de P tel que s ↓ y.

Preuve. (1) =⇒ (2) : évident.
(2) =⇒ (3) : si s est un élément minimal de P , on a P−s = ∅. Si s était

minimal unique, c’est-à-dire minimum, on aurait s =
∨
∅ =

∨
(P−s) (cf.

l’exemple 3.2), ce qui contredirait (2). Donc P a un autre élément minimal
y et on a clairement s ↓ y. Si s couvre un élément unique y, il vérifie bien
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(2) avec P−s = {y}, et l’on a s ↓ y. Enfin, si s couvre au moins deux éléments
et vérifie (2), il n’est pas le seul majorant minimal de P−s. Il existe donc un
tel majorant y de P−s incomparable à s et on trouve encore s ↓ y.

(3) =⇒ (1) : si s est minimal, il n’est pas minimum, puisqu’il n’est pas
majoré par y. Alors la partie vide n’a pas de supremum et {s} est la seule
partie A de P vérifiant s =

∨
A, ce qui entraîne que s est sup-irréductible.

Autrement, si l’on a s =
∨
A avec A non vide et ne contenant pas s, tous les

éléments de A sont strictement inférieurs à s et, comme y est par hypothèse
un majorant de A, donc de s, ceci contredit l’hypothèse s ↓ y. ��

Remarque 3.9 Dans la démonstration précédente, on a fait apparaître une
classification des éléments sup-irréductibles d’un ensemble ordonné P en trois
types. Pour s ∈ SP , on a :
1. soit |P−s| = 0, avec s minimal non minimum de P ,
2. soit |P−s| = 1 ; dans ce cas, s couvre un unique élément, noté s−,
3. soit |P−s| ≥ 2, avec P−s qui n’admet pas de supremum.

Les sup-irréductibles appartenant aux deux premiers types sont immé-
diatement repérables dans le diagramme de P , tandis que la reconnaissance
de ceux du troisième type est moins immédiate, nécessitant par exemple la
recherche des majorants minimaux de P−s. Dans l’ensemble ordonné de la
figure 3.2, a, b et c sont sup-irréductibles parce que minimaux, g parce qu’il
couvre un élément unique, d, e et f parce que, pour s ∈ {d, e, f}, l’ensemble
des majorants de P−s a deux éléments minimaux (par exemple, d et j sont
les éléments minimaux majorant P−d = {a, b}). Les éléments h, i et j ne sont
pas sup-irréductibles.

La proposition 3.11 ci-après est un résultat essentiel, qui implique que
l’ensemble SP des sup-irréductibles de tout ensemble ordonné P constitue
une partie sup-génératrice de P . Sa démonstration simple va s’appuyer sur le
lemme 3.10 suivant. On rappelle que Sx = {s ∈ SP : s ≤ x}.

b

h i j

ca

d e f g

Fig. 3.2. Un ensemble ordonné à 7 éléments sup-irréductibles.
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Lemme 3.10 Soit P un ensemble ordonné. Pour tous x, y ∈ P tels que x �≤ y,
il existe s ∈ SP tel que s ≤ x et s ↓ y.

Preuve. Supposons x �≤ y et considérons l’ensemble A = {z ∈ P : z ≤ x et
z �≤ y}. Celui-ci est non vide car il contient au moins x. Un élément minimal
s de A est aussi minimal dans {z ∈ P : z �≤ y} car z < s entraîne z < x
donc, avec z �∈ A, z ≤ y. On a ainsi s ↓ y d’où, d’après la proposition 3.8,
s ∈ SP . ��

Proposition 3.11 Pour tout élément x d’un ensemble ordonné P , on a x =∨
Sx. ��

Preuve. Si x est sup-irréductible, il est le maximum de Sx et la propriété est
vraie. Sinon, il est clair que x est un majorant de Sx. Supposons qu’il existe
un autre majorant y de Sx, avec x �≤ y. D’après le lemme précédent, il existe
s ∈ SP tel que s ≤ x et s ↓ y. Donc s ∈ Sx et s �≤ y, ce qui contredit le fait que
y majore Sx. Finalement, x est le plus petit majorant – donc le supremum –
de Sx. ��

De la proposition précédente et de la proposition 3.6, on déduit aisément
le corollaire suivant :

Corollaire 3.12 Soit P un ensemble ordonné.
1. Une partie G de P est sup-génératrice si et seulement si elle contient

l’ensemble SP des sup-irréductibles de P .
2. Si P est un treillis, l’application x  −→ Sx de P dans le treillis des parties

de SP est un inf-codage.

Définition 3.13 Lorsque l’ensemble ordonné P a un minimum 0P , on ap-
pelle atome tout élément couvrant ce minimum. L’ensemble ordonné P est dit
atomistique si tout sup-irréductible de P est un atome.

Un atome a est en effet toujours un élément sup-irréductible (avec P−a =
{0P}, cf. la remarque 3.9) et, d’après la proposition et le corollaire précédents,
un ensemble ordonné est atomistique si et seulement si tout élément y est
supremum d’atomes.

Exemple 3.14 Soit F ⊆ 2E une famille de parties d’un ensemble E telle
que, pour tout e ∈ E, on a {e} ∈ F . A partir de l’égalité F =

⋃
{{e} :

e ∈ F}, vérifiée par tout F ∈ F , on voit que les parties de E réduites à
un élément sont les sup-irréductibles de l’ensemble ordonné (F ,⊆), et que
celui-ci est atomistique si et seulement si il contient la partie vide. Ainsi,
dans le cas particulier où E est l’ensemble des couples d’un ensemble I, et F
l’ensemble Os

I des ordres stricts sur I, on voit que l’ensemble ordonné (Os
I ,⊆),

est atomistique et que ses atomes sont les ordres stricts sur I contenant un
unique couple d’éléments distincts.
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De même, pour la famille F ′ = {F ∪ K : F ∈ F}, où K est une partie
fixée de E, les sup-irréductibles sont les éléments de la forme {e} ∪ K, avec
e �∈ K. Dans le cas où F ′ est l’ensemble OI des ordres sur I (la partie K étant
la diagonale D = {(i, i), i ∈ I}), les sup-irréductibles sont donc les ordres sur
I contenant un unique couple d’éléments distincts. Ce sont tous des atomes
de l’ensemble ordonné (OI ,⊆), qui est atomistique.

Dans un inf-demi-treillis T , où, donc, toute partie majorée admet un su-
premum (chapitre 2, proposition 2.15), on a une caractérisation très simple des
sup-irréductibles à partir de la relation de couverture, car les sup-irréductibles
sont tous du type (2) de la remarque 3.9. Il en découle aussi une caractérisation
simple de la relation flèche inférieure.

Proposition 3.15 Un élément s d’un inf-demi-treillis T est sup-irréductible
si et seulement si il couvre un élément unique, noté s−, de T . De plus, pour
tout x ∈ T , on a s ↓ x si et seulement si s ∧ x = s−.

Preuve. Soit s un sup-irréductible d’un inf-demi-treillis T . Ce dernier a un mi-
nimum qui, on l’a vu, n’est pas sup- irréductible, et donc |T−s| ≥ 1. Supposons
|T−s| ≥ 2. Comme T−s est une partie majorée par s, elle a un supremum y,
avec y ≤ s. On a alors, pour tout x ∈ T−s, x ≤ y ≤ s. Puisque x ≺ s (i.e. x est
couvert par s), on a soit x = y, soit y = s, mais la première égalité est exclue
dès lors qu’il existe un élément autre que x et nécessairement inférieur à y
dans T−s. Donc s = y =

∨
T−s, ce qui contredit l’hypothèse selon laquelle s

est un sup- irréductible. On a donc bien |T−s| = 1. L’implication inverse est
le point (2) de la remarque 3.9.

Soit x ∈ T vérifiant s ↓ x. Par définition, on a s− ≤ x et, clairement,
tout minorant commun de s et de x est majoré par s−, d’où s ∧ x = s−.
Réciproquement, si s∧ x = s−, alors on a s �≤ x, tandis que tout minorant de
s− est un minorant de x, d’où s ↓ x. ��

En appliquant le principe de dualité aux parties inf-génératrices (définition
3.5) et aux éléments inf-irréductibles (définition 1.41), on obtient les propriétés
et notions suivantes, duales de celles présentées de la proposition 3.6 à la
proposition 3.15 (on note Hx l’ensemble des majorants de x dans H) :

Proposition 3.16 Si H est une partie inf-génératrice d’un ensemble ordonné
P , on a, pour tous x, y ∈ P :
1. x =

∧
Hx,

2. x ≤ y si et seulement si Hy ⊆ Hx,
3. si x et y ont un supremum x ∨ y, alors Hx∨y = Hx ∩Hy.

Soit IP l’ensemble des éléments inf-irréductibles de P , Ix l’ensemble des
éléments de IP supérieurs ou égaux à x (et rappelons que xP+ est l’ensemble
des éléments couvrant x dans P ).
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Proposition 3.17 Soient P un ensemble ordonné et i ∈ P . Les trois condi-
tions suivantes sont équivalentes :
1. i est un élément inf-irréductible de P ,
2. i n’est pas l’infimum de iP+,
3. il existe un élément x de P vérifiant x ↑ i.

Lemme 3.18 Soit P un ensemble ordonné. Pour tous x, y ∈ P avec x �≤ y,
il existe i ∈ IP tel que y ≤ i et x ↑ i.

Proposition 3.19 Pour tout élément x d’un ensemble ordonné P , on a x =∧
Ix.

Nous obtenons alors qu’une partie H de P est inf-génératrice si et seule-
ment si elle contient l’ensemble IP des inf-irréductibles de P (nous laissons
au lecteur le soin moins évident de dualiser le point (2) du corollaire 3.12).
Finalement, la remarque 3.9 se dualise comme suit : un élément i de P est
inf-irréductible s’il est maximal mais non maximum, ou bien couvert par un
élément unique, alors noté i+, ou encore si, avec |iP+| ≥ 2, il n’est pas le seul
majorant minimal de iP+.

Définition 3.20 Lorsque l’ensemble ordonné P a un maximum, on appelle
coatome tout élément couvert par ce maximum. L’ensemble ordonné P est dit
coatomistique si tous ses inf-irréductibles sont des coatomes (et dans ce cas,
tout élément de P est infimum de coatomes).

Proposition 3.21 Un élément i d’un sup-demi-treillis T est inf-irréductible
si et seulement si il est couvert par un élément unique i+ de T . De plus, pour
tout x ∈ T , on a x ↑ i si et seulement si x ∨ i = i+.

3.3 Fermetures et ouvertures

Comme il a été dit dans l’introduction, les applications fermetures et ou-
vertures définies sur un ensemble ordonné sont partout présentes en mathé-
matiques (pures ou appliquées). Ces deux notions étant duales, nous étudions
ici les fermetures, laissant au lecteur le soin de dualiser les résultats. Ceux-ci
portent sur l’équivalence entre fermetures et « réseaux de fermeture » et sur la
caractérisation de ces derniers (propositions 3.24 et 3.25). Cette caractérisa-
tion est ensuite particularisée dans le cas d’un treillis (proposition 3.26), puis
dans le cas du treillis des parties d’un ensemble où elle conduit à l’importante
notion de famille de Moore (définition 3.27).

Soient P , Q et V trois ensembles ordonnés. On note gf la composition de
deux applications f : P  −→ Q et g : Q  −→ V . Ainsi, pour tout x ∈ P ,
gf(x) = g(f(x)) ; si P = Q = V , f2 désigne ff , f3 désigne f2f , etc. Une
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application ϕ sur P (i.e. une application de P dans P ) est dite idempotente si
ϕ2 = ϕ, c’est-à-dire si ϕ(ϕ(x)) = ϕ(x) pour tout x ∈ P ; dans ce cas l’image
ϕ(P ) de P par ϕ est l’ensemble des points fixes de ϕ, éléments de P tels que
ϕ(x) = x. En notant idP l’application identité sur P , l’application ϕ est dite
extensive si idP ≤ ϕ, c’est-à-dire si x ≤ ϕ(x) pour tout x ∈ P . A l’inverse,
elle est dite contractante si ϕ ≤ idP .

Définition 3.22 Une application ϕ sur un ensemble ordonné P est une ré-
traction si elle est isotone et idempotente. Une rétraction ϕ sur P est une
fermeture si elle est extensive. Les points fixes d’une fermeture ϕ, c’est-à-dire
les éléments ϕ(y) pour y ∈ P , sont appelés les fermés de ϕ. La rétraction ϕ
est une ouverture si elle est contractante. Les points fixes d’une ouverture ϕ
sont appelés les ouverts de ϕ.

Exemple 3.23 On vérifie que l’application ϕ définie sur l’ensemble ordonné
P dont le diagramme est donné par la figure 3.3 est une fermeture : ϕ(a) =
ϕ(c) = c, ϕ(b) = b, ϕ(d) = ϕ(f) = f et ϕ(e) = ϕ(1) = 1.

Dans la suite, nous établissons des propriétés des fermetures et les pro-
priétés duales s’appliquant aux ouvertures. Notons Φϕ (ou simplement Φ)
l’ensemble des fermés d’une fermeture ϕ définie sur un ensemble ordonné
P = (X,≤). Un réseau de fermeture – ou partie de Moore – de P est un
sous-ensemble Φ de P tel que, pour tout x ∈ P , l’ensemble {h ∈ Φ : x ≤ h}
a un minimum, noté ϕΦ(x). A un réseau Φ de fermeture est donc associé une
application ϕΦ.

Notons F l’ensemble des réseaux de fermeture de P = (X,≤) et G l’en-
semble des fermetures sur P . Munissons F de l’ordre d’inclusion (F est alors
un sous-ensemble ordonné de 2P (X)) et – puisque les fermetures sont iso-
tones – munissons G de la restriction de l’ordre d’exponentiation PP défini
sur de telles applications (définition 3.4). La proposition suivante montre
que l’on obtient un anti-isomorphisme entre ces deux ensembles ordonnés.
Autrement dit, les notions de fermeture et de réseau de fermeture sont en fait
équivalentes :

b d

e

c

f

a

1

Fig. 3.3. Une fermeture sur un ensemble ordonné P .
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Proposition 3.24 Les applications ϕ  −→ Φϕ et Φ  −→ ϕΦ sont des anti-
isomorphismes entre l’ensemble G des fermetures sur P et l’ensemble F des
réseaux de fermeture de P .

Preuve. Soit ϕ une fermeture sur P . Pour tous x ∈ P , h ∈ Φϕ, on a x ≤ h
implique x ≤ ϕ(x) ≤ ϕ(h) = h, donc ϕ(x) est le minimum du sous-ensemble
{h ∈ Φϕ : x ≤ h} de P , et Φϕ est un réseau de fermeture de P . Réciproque-
ment, si Φ est un réseau de fermeture de P , l’application ϕΦ définie ci-dessus
est une fermeture : elle est extensive et idempotente par définition, et aussi
isotone car, pour tous x ≤ y, le minimum ϕΦ(y) de {h ∈ Φ : y ≤ h} appar-
tient à l’ensemble {h ∈ Φ : x ≤ h}. Enfin, partant d’un réseau de fermeture
Φ de P , on vérifie que l’on retrouve bien celui-ci comme ensemble des fermés
associés à la fermeture ϕΦ.

Soient ϕ et ϕ′ deux fermetures sur P et montrons que ϕ ≤ ϕ′ implique
Φϕ′ ⊆ Φϕ. Soit h′ ∈ Φϕ′ un fermé de ϕ′. On a par hypothèse ϕ(h′) ≤ ϕ′(h′) =
h′, et aussi h′ ≤ ϕ(h′) puisque la fermeture ϕ est extensive. On a donc h′ =
ϕ(h′), et tout fermé h′ de ϕ′ est un fermé de ϕ, d’où Φϕ′ ⊆ Φϕ.

Soient Φ et Φ′ deux réseaux de fermeture de P et montrons que Φ ⊆ Φ′

implique ϕΦ′ ≤ ϕΦ. Pour tout x ∈ P , Φ ⊆ Φ′ implique {h ∈ Φ : x ≤ h} ⊆
{h′ ∈ Φ′ : x ≤ h′}, d’où ϕΦ′(x) = min{h′ ∈ Φ′ : x ≤ h′} ≤ ϕΦ(x) = min{h ∈
Φ : x ≤ h}. On a donc bien ϕΦ′ ≤ ϕΦ pour l’ordre d’exponentiation. ��

On vérifie aussi que, pour tout x ∈ P , ϕ(x) est le maximum de l’ensemble
{x′ ∈ P : ϕ(x′) = ϕ(x)}. Rappelons (voir la section 1.4.1) qu’une partie Q de
P est dite inf-fermée si h ∧ h′ ∈ Q chaque fois que h et h′ sont des éléments
de Q et ont un infimum h ∧ h′ dans P . Un réseau de fermeture Φ possède les
propriétés suivantes :

Proposition 3.25 Si Φ est un réseau de fermeture d’un ensemble ordonné
P , alors Φ est une partie inf-fermée de P contenant tout élément maximal
de P .

Preuve. Soient h et h′ deux éléments d’un réseau de fermeture Φ. Si h ∧ h′
existe, alors, par isotonie de la fermeture ϕ associée à Φ, on a ϕ(h ∧ h′) ≤
ϕ(h) = h ; de même, ϕ(h∧h′) ≤ h′. Par conséquent, ϕ(h∧h′) est un minorant
de {h, h′}, d’où ϕ(h∧h′) ≤ h∧h′, ce qui, par extensivité de ϕ, donne ϕ(h∧h′) =
h∧h′, i.e. h∧h′ ∈ Φ. La seconde partie est évidente : h ≤ ϕ(h) avec h maximal
implique h = ϕ(h). ��

Le lecteur s’interrogera sur la validité de la réciproque de ce résultat.
On définit dualement la notion de réseau d’ouverture de P = (X,≤) (sous-

ensemble Ψ de P tel que, pour tout x ∈ P , l’ensemble des minorants de x
appartenant à Ψ a un maximum), équivalente à celle d’ouverture sur P .

La proposition 3.25 entraîne qu’un réseau de fermeture Φ d’un treillis T
est un sous-inf-demi-treillis de T et contient le plus grand élément 1T de T .
Réciproquement, si Φ est une partie de T vérifiant ces conditions, alors, pour
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tout x ∈ T , l’ensemble {h ∈ Φ : x ≤ h} est non vide, minoré par x et a un
minimum. En utilisant le théorème 2.16 du chapitre 2, on obtient alors :

Proposition 3.26 Une partie Φ d’un treillis T est un réseau de fermeture si
et seulement si elle est inf-fermée et contient le maximum de T . Alors, Φ est
un treillis, sous-inf-demi-treillis de T .

L’opération infimum du treillis Φ est simplement la restriction à Φ de celle
de T mais, en général, le supremum (dans T ) h ∨ h′ de deux fermés h et h′
n’est pas un élément de Φ. En notant � l’opération de supremum du treillis
Φ, on a h�h′ =

∧
{x ∈ Φ : h ∨ h′ ≤ x} = ϕΦ(h ∨ h′).

Cette caractérisation des réseaux de fermeture correspond, quand T est le
treillis 2E des parties d’un ensemble E, à une classe importante de familles
de parties, celle des familles de Moore :

Définition 3.27 Une famille de Moore sur un ensemble E est un sous-
ensemble F de 2E vérifiant les deux conditions suivantes :

– E ∈ F ,
– F, F ′ ∈ F implique F ∩ F ′ ∈ F .
Si F est une famille de Moore sur E, on lui associe la fermeture ϕ = ϕF

sur 2E, définie par A  −→ ϕ(A) =
⋂
{F ∈ F : A ⊆ F}.

Une famille de Moore est un treillis pour l’ordre d’inclusion avec, pour tous
A,B ⊆ E, A∧B = A∩B et A∨B = ϕ(A∪B). Dualement, les ouvertures sur
2E correspondent aux familles de parties stables pour l’union et contenant la
partie vide.

Exemple 3.28 Soit T un treillis et G une partie sup-génératrice de T . On
considère la famille de parties G = {Gx, x ∈ T } (avec Gx = G∩(x]). D’après la
propriété (3) de la proposition 3.6, la famille G est stable pour l’intersection ;
de plus, pour le maximum 1T de T , on a G1T = G. La famille G est donc
une famille de Moore sur G et il est immédiat que les treillis (G,⊆) et T sont
isomorphes. On a donc montré que tout treillis s’obtient, à l’isomorphisme
près, comme un treillis de fermés, qui en constitue donc une représentation
ensembliste. La fermeture ϕ associée à G est donnée, pour tout H ⊆ G, par
ϕ(H) = {g ∈ G : g ≤

∨
H}.

En particulier, on a intérêt à prendre pour une telle représentation en-
sembliste d’un treillis T celle utilisant sa plus petite partie sup-génératrice,
i.e. l’ensemble ST de ses sup-irréductibles. On retrouvera la famille de fermés
ainsi obtenue et la fermeture correspondante au théorème 3.49.

Exemple 3.29 Soient E un ensemble fini et D une famille quelconque de
parties de E. On déduit de D une famille F = {

⋂
B : B ⊆ D}, que l’on

note m(D). Cette dernière est une famille de Moore car elle est clairement
stable pour l’intersection et elle contient E (prendre B = ∅). Comme D est
une partie inf-génératrice du treillis F , elle contient tous ses inf-irréductibles.
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On constate alors que restreindre D à l’ensemble de ces inf-irréductibles ne
change pas la famille de Moore F obtenue.

Exemple 3.30 Si P = (X,≤) est un ensemble ordonné et Y une partie de
P , on pose, par extension de notations, (Y ] = {x ∈ P : il existe y ∈ Y tel
que x ≤ y} et [Y ) = {x ∈ P : il existe y ∈ Y tel que y ≤ x}. On vérifie que
les applications Y  −→ (Y ] et Y  −→ [Y ) sont des fermetures sur 2X , dont les
fermés sont respectivement les parties commençantes et les parties finissantes
de P . On les appellera la fermeture commençante et la fermeture finissante de
P (ces fermetures seront obtenues d’une autre manière dans l’exercice 3.13).

3.4 Applications résiduées, résiduelles, galoisiennes

Chacun des trois types d’applications entre deux ensemble ordonnés que
nous étudions dans cette section peut servir à définir les deux autres (cf. la dé-
finition 3.32 basée sur les résultats du théorème 3.33). Ces applications sont
tout aussi importantes que les fermetures ou les ouvertures, que d’ailleurs
elles induisent (proposition 3.34). En particulier, elles sont consubstantielles
à la notion – fondamentale – de correspondance de Galois (la définition 3.37).
Après avoir étudié leurs propriétés dans le cas d’ensembles ordonnés quel-
conques, on se consacre au cas des treillis (proposition 3.39 et corollaire 3.40),
cas qui, particularisé à la section suivante, conduira à la notion de treillis de
Galois d’une relation.

Soient P et Q deux ensembles ordonnés, et f une application de P dans Q.
Pour toute partie Y de Q, l’image inverse de Y par f est la partie f−1(Y ) =
{x ∈ P : f(x) ∈ Y }. Les applications isotones se caractérisent bien en termes
d’images inverses ; la démonstration du résultat suivant est très simple et nous
la laissons au lecteur :

Proposition 3.31 Soit f une application d’un ensemble ordonné P dans un
ensemble ordonné Q. Alors f est isotone si et seulement si elle vérifie l’une
des conditions équivalentes suivantes :
1. l’image inverse f−1(A) de toute partie commençante A de Q est une partie

commençante de P ,
2. l’image inverse f−1((y]) de toute section commençante (y] de Q est une

partie commençante de P ,
3. l’image inverse f−1(A) de toute partie finissante A de Q est une partie

finissante de P ,
4. l’image inverse f−1([y)) de toute section finissante [y) de Q est une partie

finissante de P .

Il est alors naturel pour une application de P dans Q d’introduire la condi-
tion (1) du théorème ci-dessous, plus restrictive que la condition (2) de la
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proposition précédente. En la dualisant ou en considérant le dual de Q, on
définit ainsi trois classes particulièrement intéressantes d’applications.

Définition 3.32 Une application f d’un ensemble ordonné P dans un en-
semble ordonné Q est dite :
1. résiduée si, pour tout y ∈ Q, l’image inverse f−1((y]) de toute section

commençante (y] de Q est une section commençante de P ,
2. résiduelle si, pour tout x ∈ P , l’image inverse g−1([x)) de toute section

finissante [x) de P est une section finissante de Q,
3. galoisienne si elle est une application résiduée de P dans le dual Qd de Q.

Théorème 3.33 Soit f une application d’un ensemble ordonné P dans un
ensemble ordonné Q. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est résiduée,
2. il existe une application g de Q dans P telle que, pour tous x ∈ P et
y ∈ Q, on a x ≤ g(y) si et seulement si f(x) ≤ y,

3. l’application f est isotone et il existe une application isotone g de Q dans
P telle que l’application ϕ = gf est extensive et l’application ψ = fg est
contractante.

Preuve. (1) =⇒ (2) : en définissant g par g(y) = maxf−1((y]) pour tout
y ∈ Q, on obtient immédiatement (2).

(2) =⇒ (1) : si (2) est vraie, on a, pour tout y ∈ Q, f−1((y]) = (g(y)],
c’est-à-dire (1).

(1) =⇒ (3) : Si f vérifie (1), donc (2), elle est isotone d’après le point
(2) de la proposition 3.31, tandis que, pour g, on a g−1([x)) = [f(x)) pour
tout x ∈ P , et g est isotone d’après le dernier point de la proposition 3.31.
On obtient alors le reste du point (3) en prenant successivement y = f(x) et
x = g(y) dans l’implication double de (2).

(3) =⇒ (1) : supposons que f vérifie (3), et soient y ∈ Q et x ∈ f−1((y]),
donc vérifiant f(x) ≤ y. Comme gf est extensive et g isotone, on a x ≤
gf(x) ≤ g(y), d’où f−1((y]) ⊆ (g(y)]. Pour tout x′ ∈ P tel que x′ ≤ g(y), on
a f(x′) ≤ fg(y) ≤ y, donc (g(y)] ⊆ f−1((y]), ce qui complète la preuve. ��

L’application g de Q dans P , associée à f par les conditions (2) et (3)
précédentes vérifie la condition (1’) suivante, duale du point (1) dans le théo-
rème 3.33 et restriction de la condition (4) de la proposition 3.31, ainsi que les
conditions équivalentes (2’) et (3’), analogues à (2) et à (3) dans le théorème
3.33 :

1’. g est résiduelle,
2’. il existe une application f de P dans Q telle que, pour tous x ∈ P et

y ∈ Q, on a l’équivalence x ≤ g(y) si et seulement si f(x) ≤ y,
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Fig. 3.4. f est résiduée et g est résiduelle.

3’. l’application g est isotone et il existe une application isotone f de P dans
Q telle que l’application ϕ = gf est extensive et l’application ψ = fg est
contractante.

En utilisant les conditions du théorème 3.33, on peut maintenant montrer
que la composée d’une application résiduée et de sa résiduelle associée est une
fermeture tandis que la composée de cette résiduelle et de la résiduée est une
ouverture.

Proposition 3.34 Soient P et Q deux ensembles ordonnés, f une application
résiduée de P dans Q et g l’application résiduelle associée. Les propriétés
suivantes sont satisfaites :
1. fgf = f et gfg = g,
2. l’application composée ϕ = gf est une fermeture sur P et l’application

composée ψ = fg est une ouverture sur Q,
3. le sous-ensemble ordonné Φ = ϕ(P ) des fermés de ϕ dans P est égal à
g(Q) et le sous-ensemble ordonné Ψ = ψ(Q) des ouverts de ψ dans Q est
égal à f(P ). Φ et Ψ sont isomorphes par les restrictions de f et de g à,
respectivement, Φ et Ψ .

Preuve. (1) Si f est une application résiduée et g l’application résiduelle asso-
ciée, on a les inégalités suivantes : gf(g(y)) ≥ g(y) puisque gf est extensive,
fg(y) ≤ y puisque fg est contractante, et g(fg(y)) ≤ g(y) puisque g est
isotone. Donc, gfg = g et, de même, fgf = f .

(2) L’application ϕ = gf est isotone, comme composée de deux applica-
tions isotones, extensive et idempotente, car, d’après le point (1) précédent,
ϕ2 = gfgf = gf = ϕ ; c’est donc une fermeture sur P . De même, ψ = fg, qui
est isotone, contractante et idempotente, est une ouverture sur Q.

(3) D’après le point (1), pour tout x ∈ P , ψ(f(x)) = f(x) et donc f(P ) ⊆
Ψ ; puisque tout ouvert h′ de Ψ vérifie h′ = ψ(h′) = fg(h′), on a Ψ ⊆ f(P ),
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d’où Ψ = f(P ). De même, g(Q) = Φ. Les égalités h = gf(h) et h′ = fg(h′)
pour tous h ∈ Φ, h′ ∈ Ψ entraînent que les restrictions de f à Φ et de g à Ψ
sont des bijections inverses. ��

Exemple 3.35 On donne dans la figure 3.5 ci-dessous deux ensembles or-
donnés P et Q ainsi qu’un couple (f, g) d’applications, où f est résiduée de
P dans Q et g est la résiduelle correspondante de Q dans P (les tableaux 3.1
décrivent ces applications). On y indique également la fermeture ϕ = gf sur
P , l’ouverture ψ = fg sur Q, ainsi que l’isomorphisme entre ϕ(P ) et ψ(Q). La
fermeture d’un élément de P est représentée en fléchant l’arc de couverture
si cette fermeture couvre l’élément, ou par un arc fléché d’origine cet élément
et d’extrémité sa fermeture sinon. Il en va de même pour l’ouverture d’un
élément de Q. Les flèches en pointillés correspondent à l’isomorphisme entre
ϕ(P ) et ψ(Q). Les fermés de P , comme les ouverts de Q, sont repérés par des
boucles et des points noirs.

D’après la définition 3.32, une application f de P dans Q est galoisienne
si l’image inverse par f de toute section finissante de Q est une section com-
mençante de P . Le théorème 3.33 se reformule alors comme suit :

Théorème 3.36 Soient P et Q deux ensembles ordonnés et f une application
de P dans Q. Alors f est galoisienne si et seulement si elle vérifie l’une des
trois conditions équivalentes suivantes :

e
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Fig. 3.5. La fermeture gf sur P et l’ouverture fg sur Q.

Tableau 3.1. Les tables des applications f et g.

x ∈ P 1 2 3 4 5 6 7 8 9
f(x) a e a d a j k a k

y ∈ Q a b c d e h i j k

g(y) 1 2 6 4 2 7 7 6 7
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Fig. 3.6. f est galoisienne.

1. pour tout y ∈ Q, l’image inverse f−1([y)) de toute section finissante de Q
est une section commençante de P ,

2. il existe une application g de Q dans P telle que, pour tous x ∈ P et
y ∈ Q, x ≤ g(y) si et seulement si y ≤ f(x),

3. l’application f est antitone et il existe une application antitone g de Q
dans P telle que les applications ϕ = gf et ψ = fg sont extensives.

L’équivalence formulée dans la condition (2) ci-dessus est appelée relation
de Pickert. Elle met en évidence le fait que les applications f et g ont des rôles
symétriques. L’application g du théorème 3.36 est donc également galoisienne,
et on dit que c’est l’application galoisienne associée à f . Dans ce cas, f est de
même l’application galoisienne associée à g.

Définition 3.37 Une correspondance de Galois entre deux ensembles ordon-
nés P et Q est un couple (f, g), où f est une application antitone de P dans
Q, g une application antitone de Q dans P et où les composées gf et fg sont
extensives.

D’après le point (3) du théorème 3.36, une correspondance de Galois est
caractérisée par le fait que f est une application galoisienne de P dans Q ;
g est alors l’application galoisienne de Q dans P associée à f (c’est aussi la
résiduelle de Qd dans P associée à la résiduée f de P dans Qd). La proposition
3.34 (et, dans le cas des treillis, la proposition 3.26) permet alors d’énoncer :

Théorème 3.38 Soit (f, g) une correspondance de Galois entre deux en-
sembles ordonnés P et Q. Les propriétés suivantes sont vérifiées :
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1. fgf = f et g = gfg,
2. les applications composées ϕ = gf et ψ = fg sont des fermetures, respec-

tivement sur P et sur Q,
3. les réseaux de fermeture ϕ(P ) et ψ(Q) sont deux ensembles ordonnés anti-

isomorphes par les restrictions à ces sous-ensembles ordonnés de f et de
g. Si, de plus, P et Q sont deux treillis, ϕ(P ) et ψ(Q) sont deux treillis
duaux.

Il ressort de ce qui précède que les notions d’application résiduelle, rési-
duée, galoisienne et de correspondance de Galois entre deux ensembles ordon-
nés sont équivalentes. Il est plus commode d’employer l’une ou l’autre d’icelles
suivant les situations, très fréquentes, où on les rencontre. Par exemple, il est
facile de voir que la composée de deux applications résiduées (respectivement,
résiduelles) est encore une application résiduée (respectivement, résiduelle) –
cf. l’exercice 3.8 –, alors qu’il n’y a pas de propriété analogue pour les appli-
cations galoisiennes. D’un autre côté, dans une correspondance de Galois, les
deux applications ont un rôle symétrique. On verra plus loin que ces corres-
pondances ont un rôle majeur pour la mise en évidence de classes d’objets
induites par des propriétés communes.

On peut se demander s’il existe toujours des applications de l’un des types
décrits ci-dessus entre deux ensembles ordonnés P et Q quelconques. La ré-
ponse est négative : si, par exemple, Q a un plus grand élément 1Q, on a
(1Q] = Q et, pour toute application f de P dans Q, f−1(Q) = P . Alors, si P
a plus d’un élément maximal, la partie (1) de la définition 3.32 ne peut être
vérifiée et il n’y a pas d’application résiduée de P dans Q. Nous allons voir
que la situation est différente si P et Q sont des treillis.

Proposition 3.39 Soient T et T ′ deux treillis, et f une application de T
dans T ′. Alors f est résiduée si et seulement si elle est un sup-morphisme
vérifiant f(0T ) = 0T ′ .

Preuve. Supposons f résiduée. Le minimum 0T de T appartient à f−1((0T ′ ]) =
f−1(0T ′), d’où f(0T ) = 0T ′ . Soient x, x′ ∈ T et y = f(x)∨f(x′) ; l’isotonie de f
donne f(x) ≤ f(x∨x′) ainsi que f(x′) ≤ f(x∨x′), d’où y ≤ f(x∨x′). Montrons
maintenant f(x∨x′) ≤ y. Par l’isotonie de l’application résiduelle g associée à
f et l’extensivité de gf , f(x) ≤ y entraîne x ≤ gf(x) ≤ g(y), et de même pour
x′, d’où x∨x′ ≤ g(y). Ainsi, par isotonie de f et puisque fg est contractante,
f(x ∨ x′) ≤ fg(y) ≤ y. On a donc bien l’égalité f(x ∨ x′) = f(x) ∨ f(x′).

Réciproquement, supposons que l’application f est un sup-morphisme vé-
rifiant f(0T ) = 0T ′ . Elle est alors isotone car x ≤ x′ entraîne f(x ∨ x′) =
f(x′) = f(x) ∨ f(x′), d’où f(x) ≤ f(x′). Soit y ∈ T ′, et posons g(y) =

∨
{x ∈

T : f(x) ≤ y} =
∨
f−1((y]). On a, par définition, f−1((y]) ⊆ (g(y)]. Comme

f est un sup-morphisme, on a aussi fg(y) =
∨
{f(x) : x ∈ T, f(x) ≤ y} ≤ y.

L’ensemble {x ∈ T, f(x) ≤ y} n’est jamais vide car, par hypothèse, il
contient au moins l’élément 0T . D’où g(y) ∈ f−1((y]) et, par isotonie de f ,
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(g(y)] ⊆ f−1((y)]. Finalement, (g(y)] = f−1((y)] pour tout y ∈ T ′, et f vérifie
la propriété (1) du théorème 3.33. ��

Corollaire 3.40 Soient T et T ′ deux treillis et f une application de T dans
T ′. Alors f est :

– résiduelle si et seulement si elle est un inf-morphisme vérifiant
f(1T ) = 1T ′ ,

– galoisienne si et seulement si (f(0T ) = 1T ′ et, pour tous x, x′ ∈ T ,
f(x ∨ x′) = f(x) ∧ f(x′)).

A partir du théorème 3.38, on voit qu’une correspondance de Galois (f, g)
entre deux treillis T et T ′ définit deux treillis duaux de fermés f(T ) =
fg(T ′) ⊆ T ′ et g(T ′) = gf(T ) ⊆ T . En notant � et �′ les opérations de
supremum dans ces deux treillis, et ∧ et ∧′ les opérations d’infimum dans T
et T ′, on a, pour tous fermés h, k de T :

f(h ∧ k) = f(h)�′f(k) et f(h�k) = f(h) ∧′ f(k)

Exemple 3.41 Soient E et E′ deux ensembles et une relation R ⊆ E×E′ (et
Rc la relation complémentaire de R). On définit une application f0 : 2E  −→
2E′

par f0(A) = {b ∈ E′ : aRb pour au moins un élément a de A}, pour toute
partie A de E. On a f0(∅) = ∅ et on vérifie que f0(A ∪A′) = f0(A) ∪ f0(A′),
pour tous A,A′ ⊆ E. D’après la proposition 3.39, f0 est donc une application
résiduée de 2E dans 2E′

. L’application résiduelle g0 associée à f0 est définie
par g0(B) = {a ∈ E : aR ⊆ B}, pour toute partie B de E′ (avec aR =
{b ∈ E′ : aRb}). Pour un usage de ces applications, cf. la section 3.6 des
compléments et références.

Remarque 3.42 L’application constante qui envoie tout élément du treillis
T sur le plus petit élément 0T ′ du treillis T ′ est clairement résiduée. Plus gé-
néralement, l’exercice 3.12 propose de montrer que l’ensemble ordonné (sous-
ensemble de T ′T ) des applications résiduées de T dans T ′ est isomorphe à
l’ensemble ordonné T ′ST , où ST est l’ensemble ordonné des sup-irréductibles
de T .

3.5 Correspondance de Galois associée à une relation

On vient de voir qu’une grande vertu d’une correspondance de Galois est de
mettre en évidence des sous-structures duales au sein de deux ensembles or-
donnés différents. Lorsque, de plus, ces deux ensembles ordonnés sont des
treillis, on obtient de nombreuses propriétés supplémentaires. Nous traitons
dans cette section du cas particulier où ces treillis sont les treillis de parties de
deux ensembles. Ce cas conduit, d’une part, à de nombreuses applications et,
d’autre part, à des résultats généraux sur la représentation des treillis. Il per-
met également de montrer l’existence d’un codage canonique d’un ensemble
ordonné dans un treillis par le procédé de complétion.
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3.5.1 Treillis de Galois

Dans l’exemple 3.41, on a associé à une relation R entre deux ensembles
E et E′ une application résiduée et sa résiduelle, et donc une correspondance
de Galois. Mais la correspondance de Galois (fR, gR) classiquement associée à
une telle relation R est définie de façon différente. Posons d’abord, pour tous
e ∈ E, e′ ∈ E′, eR = {e′ ∈ E′ : eRe′} et Re′ = {e ∈ E : eRe′} puis, pour
tous A ⊆ E,B ⊆ E′ :

fR(A) = {b ∈ E′ : aRb pour tout a ∈ A} =
⋂
{eR : e ∈ A},

gR(B) = {a ∈ E : aRb pour tout b ∈ B} =
⋂
{Re′ : e′ ∈ B}.

On vérifie aisément que fR et gR sont antitones et que l’on a toujours
A ⊆ gRfR(A) et B ⊆ fRgR(B). Le couple (fR, gR) vérifie donc la propriété (3)
du théorème 3.36 et constitue par conséquent une correspondance de Galois
entre les treillis 2E et 2E′

.
Soient ϕR = gRfR et ψR = fRgR les fermetures, respectivement sur 2E et

sur 2E′
, associées à cette correspondance (en général, on écrira simplement f ,

g, ϕ et ψ pour fR, gR, ϕR et ψR).

Proposition 3.43 Soit R ⊆ E × E′ une relation entre deux ensembles E et
E′, F une partie de E et H une partie de E′. Avec les notations ci-dessus,
les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
1. F est un fermé de ϕ et H = f(F ),
2. H est un fermé de ψ et F = g(H),
3. H = f(F ) et F = g(H),
4. F ×H ⊆ R, avec F et H maximaux pour cette propriété.

Preuve. L’équivalence des points (1), (2) et (3) découle des propriétés des
correspondances de Galois. Si F et H vérifient (3), on a, par définition, aRb
pour tout couple (a, b) ∈ F×H . De plus, si on prend, par exemple, b′ ∈ E′\H ,
il existe au moins un élément a de F tel que aRcb′ (sinon on aurait b′ ∈ f(F )),
d’où le point (4).

Réciproquement, si (4) est vrai, on a bien H = {b ∈ E′ : aRb pour tout
a ∈ F} = f(F ) et, de même, F = g(H). ��

Un concept de la relation R est un ensemble F × H vérifiant les condi-
tions de la proposition 3.43 (on dit aussi sous-matrice première ou rectangle
maximal, entre autres appellations). Nous notons Gal(E,E′, R) l’ensemble des
concepts F ×H de R. Du fait des propriétés de la correspondance de Galois, si
F ×H et F ′×H ′ sont deux concepts, on a F ⊆ F ′ si et seulement si H ′ ⊆ H .
On ordonne alors Gal(E,E′, R) par la relation :

F ×H ≤ F ′ ×H ′ ⇐⇒ F ⊆ F ′

⇐⇒ H ′ ⊆ H
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Définition 3.44 L’ensemble ordonné (Gal(E,E′, R),≤) est appelé le treillis
de Galois de R (ou parfois aussi le treillis de concepts).

Cet ensemble ordonné Gal(E,E′, R) est bien un treillis puisque, par dé-
finition, il est isomorphe à F = ϕ(2E) et dual de G = ψ(2E′

). On en déduit
que ses opérations sont données par :

(F ×H) ∧ (F ′ ×H ′) = (F ∩ F ′) × (ψ(H ∪H ′))

et

(F ×H) ∨ (F ′ ×H ′) = (ϕ(F ∪ F ′)) × (H ∩H ′)

Exemple 3.45 (Guénoche [203], 1993) Le tableau 3.2 donne une relation
binaire R de E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} vers E′ = {A,B,C,D,E, F,G} et la fi-
gure 3.7 son treillis de Galois, qui a 15 éléments. Les significations des éléments
de E et de E′ sont les suivantes :

La proposition 3.43 et l’exemple précédent précisent et illustrent ce qu’une
correspondance de Galois de ce type fait ressortir chaque fois qu’un en-
semble E d’objets est décrit par un ensemble E′ de « caractères » binaires
de type « présence/absence ». On entend par là que les termes de l’alterna-
tive associée à chaque caractère n’ont pas un rôle équivalent : il est toujours
significatif que l’objet e possède la propriété e′ mais pas nécessairement qu’il
ne la possède pas. Un fermé F constitue alors la « classe » de tous les objets
possédant en commun tous les caractères du fermé G = f(F ), c’est-à-dire la

Tableau 3.2. Table de la relation R.

1 Autruche
2 Canari
3 Canard
4 Requin
5 Saumon
6 Grenouille
7 Crocodile
8 Barracuda

A Pond des oeufs
B Possède des plumes
C Possède des écailles
D A la peau nue
E Possède des dents
F Vole
G Nage
H Respire de l’air

A B C D E F G H

1 × × ×
2 × × × ×
3 × × × × ×
4 × × × ×
5 × × ×
6 × × × ×
7 × × × × ×
8 × × × ×
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23
ABFH

3
ABFGH

67
ADGH

467
ADG

345678
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478
AEG

58
ACG

8
ACEG

7
ADEGH

47
ADEG

∅
ABCDEFGH

Fig. 3.7. Le treillis de Galois de la relation R.

description en extension du concept C = F ×G. Ces classes constituent la fa-
mille de Moore F . De son côté, le fermé G est l’ensemble de toutes les proprié-
tés communes aux éléments de F , c’est-à-dire la description en intension du
concept C. Ces descriptions constituent la famille de Moore duale G. Le treillis
de Galois de R est donc l’ensemble ordonné de tous les concepts engendrés
par la relation R. Nous reviendrons sur ce sujet dans les notes de ce chapitre
ainsi qu’à la section 7.4 du chapitre 7 mais on voit bien déjà à quel point cette
« classification galoisienne » est indissociable de certaines lois de la pensée.

3.5.2 Table d’un ensemble ordonné

Dans cette section, nous allons définir la table d’un ensemble ordonné
et montrer que, dans le cas d’un treillis, cette table permet de le reconsti-
tuer (théorème 3.49). Nous donnerons ensuite des propriétés de la table d’un
treillis (proposition 3.50), ces dernières étant étendues à la table d’un ensemble
ordonné quelconque à la fin de la section suivante.

Soit P un ensemble ordonné, SP et IP les ensembles de ses sup-irréductibles
et de ses inf-irréductibles, et ↓ et ↑ ses relations flèches inférieure et supérieure
(chapitre 1, définition 1.36). Soient ↓|SP×IP

et ↑|SP×IP
, respectivement, les

restrictions à SP × IP de ces relations flèches (pour simplifier, on utilisera en
général la même notation pour les relations flèches de P et pour leur restriction
à SP × IP – l’exercice 3.5 justifie cette liberté).

Définition 3.46 La table d’un ensemble ordonné P est la relation RP ⊆
SP × IP définie par sRP i si s ≤ i. La table fléchée de P est le triplet RP =
(RP , ↓, ↑) de relations sur SP × IP .
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Remarque 3.47 Au chapitre 1, on a utilisé des représentations d’une relation
par des « tables », telles les tableaux 1.1 de la section 1.1.1. Il est clair que dans
l’expression « table d’un ensemble ordonné », on utilise ce terme en un sens
différent puisqu’il y désigne une relation particulière définie sur l’ensemble
ordonné. Évidemment, cette relation (comme les relations flèches) peut elle-
même être représentée par une table au sens usuel. C’est ce qui est fait plus
loin avec le tableau 3.3 représentant la table fléchée (donc représentant trois
relations) de l’ensemble ordonné de la figure 3.2.

On rappelle que St et It désignent respectivement l’ensemble des sup-
irréductibles de P majorés par t et l’ensemble des inf-irréductibles de P mi-
norés par t (section 3.2). Dans le cas particulier d’un treillis T , définissons
les applications f1 : P (ST )  −→ T , g1 : T  −→ P (ST ), f2 : T  −→ P (IT ) et
g2 : P (IT )  −→ T comme suit : pour tous t ∈ T,A ⊆ ST , B ⊆ IT ,

f1(A) =
∨
A, g1(t) = St, f2(t) = It, g2(B) =

∧
B

Les égalités f1g1 = g2f2 = idT sont obtenues comme conséquences directes
des propositions 3.11 et 3.19. De plus, si (f, g) est la correspondance de Galois
associée à la table RT (comme au début de la section 3.5.1), on a

f(A) = {b ∈ IT : a ≤ b, ∀a ∈ A} = {b ∈ IT :
∨
A ≤ b} = f2f1(A)

et

g(B) = {a ∈ ST : a ≤ b, ∀b ∈ B} = {a ∈ ST : a ≤
∧
B} = g1g2(B)

i.e. f = f2f1 et g = g1g2 (figure 3.8).
En particulier f(t) = It et g(t) = St. En munissant – exceptionnellement –

P (IT ) de l’ordre ⊇ dual de l’inclusion, nous obtenons la proposition suivante :

Proposition 3.48 Soit T un treillis. On considère les applications f1 :
(P (ST ),⊆)  −→ T , g1 : T  −→ (P (ST ),⊆), f2 : T  −→ (P (IT ),⊇) et
g2 : (P (IT ),⊇)  −→ T définies par f1(A) =

∨
A, g1(t) = St, f2(t) = It

et g2(B) =
∧
B. Alors f1 et f2 sont résiduées, et g1 et g2 sont les applications

résiduelles associées.

T

g

g1
f2

g2

P (IT )P (ST )

f1

f

Fig. 3.8. La décomposition d’une correspondance de Galois.
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Preuve. Montrons qu’on a, pour tous t ∈ T , A ⊆ ST , B ⊆ IT , les deux
équivalences suivantes : A ⊆ g1(t) si et seulement si t ≥ f1(A) et t ≤ g2(B)
si et seulement si f2(t) ⊇ B, c’est-à-dire A ⊆ St si et seulement si

∨
A ≤ t

et t ≤
∧
B si et seulement si B ⊆ It. Or, A ⊆ St implique

∨
A ≤

∨
St = t

et
∨
A ≤ t implique s ≤ t pour tout s de A. De même pour la seconde

équivalence. Les applications f1 et f2 vérifient donc chacune les termes de la
condition (2) du théorème 3.33, qui caractérise les applications résiduées, et
g1 et g2 apparaissent comme leurs résiduelles associées. ��

Théorème 3.49 Tout treillis T est isomorphe au treillis de Galois de sa table
RT (par l’application t  → (St, I

t)).

Preuve. Selon le résultat précédent et la proposition 3.34, le treillis de fermés
g1f1((P (ST ),⊆)) est isomorphe à f1g1(T ) = idT (T ) = T . Puisque ϕ = gf =
g1g2f2f1 = g1f1, le treillis de Galois Gal(ST , IT , RT ), qui est isomorphe au
treillis de fermés ϕ((P (ST ),⊆)), est isomorphe au treillis T ��

Soient E et E′ deux ensembles, une relation R ⊆ E × E′, et (f, g) la
correspondance de Galois associée à R. Nous reprenons les notations de la
section 3.5.1 précédente. La famille de Moore F = ϕ(2E) s’obtient comme à
l’exemple 3.29 à partir de la famille {Re′ : e′ ∈ E′} de parties de E, par
intersections sur ces parties. Tout inf-irréductible de F est donc de la forme
Re′, pour un certain e′ ∈ E′ (par dualité, la fermeture ψ(e′) de celui-ci est
alors un sup-irréductible de G = ψ(2E′

)). On avait alors observé que la famille
F reste inchangée si on part seulement de ces inf-irréductibles. Ceci revient à
sélectionner un sous-ensemble E′

1 de E′, et à considérer la restriction R1 de
la relation R à E×E′

1. En d’autres termes, un élément e′0 de E′ est ôté de E′

dans chacun des cas suivants :
– Re′0 = E,
– Il existe une partie B de E′ \ {e′0} telle que Re′0 =

⋂
{Re′ : e′ ∈ B},

– Re′0 = Re′1 pour un e′1 retenu dans E′
1.

Cette première réduction n’affecte pas la famille de Moore F , tandis que,
dans la correspondance de Galois (f1, g1) associée à la relation R1, la famille
de Moore G = ψ(2E′

) sur E′ est remplacée par une famille de Moore G1 sur
E′

1, dont le treillis est dual de F et donc isomorphe à G.
Une seconde réduction sélectionne de la même façon une partie E2 de E.

Dans la correspondance de Galois (f2, g2) associée à la restriction R2 de R à
E2 ×E′

1, la famille de Moore F sur E est remplacée par une famille de Moore
F2 sur E2, ordonnée par inclusion en un treillis dual de G1 et isomorphe à
F , la famille de Moore G1 restant inchangée. Un point important est que,
pour tout e ∈ E2, la partie eR2 = f2(e) de E′

1 est un inf-irréductible de G1

(et g2f2(e) est un sup-irréductible de F2). De même, pour tout e′ ∈ E′
1, la

partie R2e
′ = g2(e′) de E2 est un inf-irréductible de F2 (et f2g2(e′) un sup-

irréductible de G1). La relation R2 est alors dite réduite (on parle aussi de
table réduite). Ces relations sont donc celles qui vérifient les trois conditions
d’exclusion de l’exercice 3.6.
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Nous venons d’observer que toutes les relations qui ont la même relation ré-
duite ont aussi, à l’isomorphisme près, le même treillis de Galois. En revanche,
aux isomorphismes et étiquetages près, les tables réduites et les treillis sont
en correspondance biunivoque. La table réduite d’un treillis en est donc une
expression condensée. La table fléchée d’un treillis apporte plus, puisque ses
propriétés permettent, pour plusieurs classes importantes de treillis, de recon-
naître que le treillis appartient à une telle classe. C’est par exemple le cas
pour les treillis distributifs (comme le montrera la caractérisation (5) de ces
treillis au théorème 5.1). Le résultat suivant donne deux propriétés toujours
vérifiées par la table fléchée d’un treillis. Nous verrons dans la section 3.5.3
suivante qu’il s’étend à un ensemble ordonné quelconque.

Proposition 3.50 Soit T un treillis.
1. Pour tout s ∈ ST , il existe i ∈ IT tel que s � i.
2. Pour tout i ∈ IT , il existe s ∈ ST tel que s � i.

Preuve. (1) Nous montrons d’abord que, pour tout sup-irréductible s, il existe
un inf-irréductible i vérifiant s ↓ i. Selon la proposition 3.8, il existe un élé-
ment x pour lequel on a s ↓ x. Si x n’est pas inf-irréductible, on a, selon la
proposition 3.19, x =

∧
Ix. Alors, s n’est pas un minorant de Ix car cela en-

trainerait s ≤ x. Il existe donc un inf-irréductible i ∈ Ix tel que s �≤ i. De plus,
pour l’élément unique s− couvert par s (proposition 3.15), on a s− ≤ x ≤ i,
d’où la propriété s ↓ i.

Soit alors un inf-irréductible i maximal avec la propriété s ↓ i. L’élément
unique i+ couvrant i vérifie s ≤ i+ (sinon, on trouverait comme précédemment
un inf-irréductible i′ majorant strictement i et vérifiant s ↓ i′). On a donc s ↑ i,
et finalement s � i. On montre dualement la propriété (2). ��

3.5.3 Complété d’un ensemble ordonné

Considérons un ensemble ordonné P = (X,≤) et reprenons l’exemple 3.2
où deux applications antitones Majo et Mino ont été définies sur 2X . On
vérifie que les applications composées MinoMajo et MajoMino sont exten-
sives : par exemple, si l’on a A ⊆ A′ ⊆ X , alors x ∈ A entraîne x ≤ y, pour
tout y ∈MajoA, donc x ∈Mino(MajoA) et A ⊆Mino(MajoA). En fait, le
couple (Majo,Mino) n’est autre que la correspondance de Galois associée à
la relation ≤ sur X . Il lui correspond le treillis de Galois Gal(P ), auquel nous
nous intéressons dans cette section.

Définition 3.51 Pour tout ensemble ordonné P = (X,≤), on appelle com-
plété de MacNeille (ou complété de Dedekind–MacNeille, ou simplement com-
plété) de P le treillis de Galois Gal(X,X,≤), que l’on notera Gal(P ).

Les raisons du terme « complété » apparaîtront avec la proposition 3.52.
Nous allons établir des propriétés du complété de P = (X,≤) et, pour cela,
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il sera commode de travailler avec le treillis des fermés qui lui est isomorphe
et/ou avec le treillis des fermés qui lui est dual (cf. la section 3.5.1). Les
deux fermetures correspondantes sont les composées des applications Mino et
Majo. Posons μ = MinoMajo et μ′ = MajoMino. On a, pour tout A ⊆ X :

μ(A) =
⋂
{(x], x ∈MajoA} et μ′(A) =

⋂
{[x), x ∈MinoA},

et, en particulier, pour tout x ∈ P :

μ({x}) = Mino{x} = (x] et μ′({x}) = Majo{x} = [x).

Puisqu’une partie de X est un fermé de μ si et seulement si elle est égale
à X ou à une intersection de sections commençantes de P , c’est une partie
commençante de P . Il s’ensuit que le treillis F = μ(2X) des fermés de μ
est contenu dans le treillis distributif C(P ) des parties commençantes de P
(treillis étudié à la section 5.2) ; à l’isomorphisme près, il en est donc ainsi
pour le complété de P . De même, le treillis G = μ′(2X) des fermés de μ′ (dual
du treillis F et du complété de P ) est contenu dans le treillis distributif des
parties finissantes de P .

La fermeture μ est définie sur 2X . La proposition suivante montre que
sa restriction à X vérifie des propriétés fortes. Pour alléger l’écriture, nous
posons μ({x}) = μ(x) pour tout x ∈ P .

Proposition 3.52 SoientP =(X,≤) un ensemble ordonné et μ = MinoMajo
la fermeture définie sur 2X parμ(A) =

⋂
{(x], x ∈MajoA}. La restriction deμ à

P est un codage de P dans le treillis de fermésF = μ(2X) vérifiant les propriétés
suivantes :
1. si x et y ont un infimum x ∧ y dans P , on a μ(x ∧ y) = μ(x) ∩ μ(y),
2. si x et y ont un supremum x ∨ y dans P , alors μ(x ∨ y) est le supremum

de μ(x) et de μ(y) dans le treillis F .

Preuve. Si x ≤ y, alors z ≤ x entraîne z ≤ y, donc (x] = μ(x) ⊆ (y] = μ(y).
Réciproquement, (x] = μ(x) ⊆ (y] = μ(y) entraîne x ∈ (y], c’est-à-dire x ≤ y.
L’application μ est donc bien un codage de P dans F .

(1) Si x et y ont un infimum x ∧ y, on a

z ∈ μ(x ∧ y) = (x ∧ y] ⇐⇒ z ≤ x ∧ y
⇐⇒ z ≤ x et z ≤ y

⇐⇒ z ∈ (x] ∩ (y]
⇐⇒ z ∈ μ(x) ∩ μ(y),

d’où le point (1).
(2) De même, si x et y ont un supremum x ∨ y, et en rappelant que

μ′ = MajoMino, on a

z ∈ μ′(x ∨ y) = [x ∨ y) ⇐⇒ z ≥ x ∨ y
⇐⇒ z ≥ x et z ≥ y
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⇐⇒ z ∈ [x) ∩ [y)
⇐⇒ z ∈ μ′(x) ∩ μ′(y)

Le treillis F des fermés de μ et le treillis G des fermés de μ′ sont anti-
isomorphes par les restrictions de Majo et Mino, tandis que [x∨y), [x) et [y)
sont des fermés de μ′, et [x∨ y) est l’intersection de [x) et de [y). Donc, dans
le treillis F (dual de G par la restriction de Mino), μ(x∨ y) = Mino[x∨ y) =
(x∨ y] est le supremum de Mino[x) = (x] et de Mino[y) = (y], ce qui établit
le point (2). ��

Le codage μ de P dans le treillis F (et donc, à l’isomorphisme près, dans le
complété de P ) « conserve » donc tous les supremums et infimums de P . On
peut en fait montrer que le complété de P est le plus petit treillis possédant
ces propriétés (voir les compléments de ce chapitre en section 3.6). De plus, le
codage μ « conserve » aussi les relations flèches inférieure et supérieure ainsi
que les éléments irréductibles de P , comme vont l’établir les résultats finaux
de cette section.

Proposition 3.53 Soient x et y deux éléments d’un ensemble ordonné P =
(X,≤ ) et soit F = μ(2X), avec μ = MinoMajo la fermeture sur 2X définie
dans la proposition 3.52. Alors :
1. x ↓P y si et seulement si μ(x) ↓F μ(y),
2. x ↑P y si et seulement si μ(x) ↑F μ(y).

Preuve. (1) Supposons x ↓P y, on a x �≤ y, et donc μ(x) �⊆ μ(y). De plus,
par hypothèse, x est le seul élement de μ(x) = (x] non majoré par y dans P .
Alors, un fermé de μ strictement inclus dans μ(x) ne peut contenir x, et est
donc inclus dans (y] = μ(y), et on a bien μ(x) ↓F μ(y).

Supposons μ(x) ↓F μ(y). Donc, dans le treillis F , μ(x) est minimal parmi
les fermés non minorants de μ(y). Du fait que l’application μ est un codage,
x n’est pas un minorant de y dans P , et z < x implique z < y. On a donc
bien x ↓P y.

(2) On établirait de façon analogue l’équivalence entre x ↓P y dans P et
μ′(x) ↓G μ′(y) dans le treillis G des fermés de μ′ (avec μ′ = MajoMino la
fermeture définie sur 2X), et on en déduit l’équivalence portant sur la relation
flèche supérieure par la dualité des treillis F et G. ��

Proposition 3.54 Soient P = (X,≤) un ensemble ordonné et F = μ(2X).
Un élément F de F est un sup-irréductible (respectivement, un inf-irréductible)
de F si et seulement si F = (s] (respectivement, F = (i]) est l’image par μ
d’un sup-irréductible s (respectivement, d’un inf-irréductible i) de P .

Preuve. La formule donnant μ′(A) au début de cette section montre que l’en-
semble des sections finissantes de P est une partie inf-génératrice du treillis
G. D’après la version duale du corollaire 3.12, cet ensemble contient donc tous
les inf-irréductibles de G. Comme la restriction de l’application Mino à G est
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un anti-isomorphisme entre G et F , on en déduit que tout sup-irréductible F
de F est de la forme F = (x] = Mino[x) pour un certain x de P . De plus, la
propriété (2) de la proposition 3.52 implique que, si (x] est un sup-irréductible
de F , alors x est un sup-irréductible de P .

Réciproquement, si s est un sup-irréductible de P , on sait par la pro-
position 3.8 qu’il existe un élément x de P vérifiant s ↓P x. Donc, par la
proposition 3.53, on a μ(s) ↓F μ(x), ce qui, par la proposition 3.8 à nouveau,
entraîne que μ(s) est un sup-irréductible de F .

Le résultat sur les inf-irréductibles s’obtient de façon analogue. ��

A la section 3.5.2, nous avons principalement considéré la table d’un treillis
mais la définition 3.46 portait plus largement sur un ensemble ordonné quel-
conque. Tout élément x d’un tel ensemble ordonné P peut être identifié à son
image μ(x) dans le treillis F (isomorphe au complété de P ). Les propositions
3.52 à 3.54 permettent alors d’énoncer la première partie du corollaire suivant.
Le résultat d’isomorphisme provient ensuite du théorème 3.49.

Corollaire 3.55 Un ensemble ordonné P et son complété ont même table
fléchée, et le complété de P est isomorphe au treillis de Galois de sa table RP .

Il est alors immédiat que la proposition 3.50 s’étend à la table (fléchée) de
tout ensemble ordonné, c’est-à-dire que, pour tout s ∈ SP (respectivement,
tout i ∈ IP ), il existe i ∈ IP (respectivement, s ∈ SP ) tel que s � i.

Soient S et I deux ensembles, et une relation réduite R ⊆ S× I (page 95).
Le treillis T = Gal(S, I, R) est, à l’isomorphisme près, l’unique treillis admet-
tant R pour table. Par contre, on vient de constater que tous les ensembles
ordonnés dont le complété est isomorphe à T admettent cette même table, et
ont aussi la même table fléchée que T . L’exercice 3.5 permet de déterminer
tous ces ensembles ordonnés et, en particulier, de montrer que le plus petit
d’entre eux est IR(T ).

Exemple 3.56 Les éléments sup-irréductibles (respectivement, inf-irréduct-
ibles) de l’ensemble ordonné de la figure 3.2 sont a, b, c, d, e, f et g (respec-
tivement, d, e, f , g, h, i et j). Le tableau 3.3 et la figure 3.9 correspondent,
respectivement, à la table fléchée et au complété de cet ensemble ordonné.

3.6 Compléments et références

La notion d’application isotone entre deux ensembles ordonnés est in-
dispensable, mais le résultat suivant montre qu’elle est trop générale pour
permettre une classification satisfaisante des ensembles ordonnés. Duffus et
Rival [133] (1981) ont montré que tout ensemble ordonné connexe P à
n ≥ 3 éléments est l’image par une application isotone d’une chaîne alter-
née (voir page 47) à au plus 2n− 3 éléments. Ils développent dans cet article
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Tableau 3.3. Table fléchée de l’ensemble ordonné de la figure 3.2.

d e f g h i j

a × × � � × × ×
b × � × � × × ×
c � × × × × × ×
d × × × �
e × ↑ × � ×
f × ↑ � × ×
g ↓ ↓ × � � ×

abcdefghij

abcefgj = μ(j)

∅

abcdfi = μ(i)
abcdeh = μ(h)

abcd abce abcf

abd = μ(d) abc cg = μ(g)

ab ac bc

a = μ(a) c = μ(c)

bcf = μ(f)ace = μ(e)

b = μ(b)

Fig. 3.9. Complété de l’ensemble ordonné de la figure 3.2.

une théorie de la classification des ensembles ordonnés basée sur la notion de
rétraction.

Les représentations données à la section 3.2 de tout élément d’un en-
semble ordonné comme supremum de sup-irréductibles et comme infimum
d’inf-irréductibles constituent des exemples fondamentaux de codages d’en-
sembles ordonnés quelconques dans des treillis booléens. Elles ne garantissent
cependant nullement que ces derniers soient de taille minimum, et l’on revien-
dra au chapitre 6 sur cette question.
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Si, dès 1940, date de la première édition du traité de Birkhoff [50], celui-ci
exhibe sous le nom de polarité la correspondance de Galois associée à une re-
lation binaire (étudiée à la section 3.5), le terme même et la notion abstraite
de correspondance de Galois sont dus à Öre [333] qui en a fait une étude ap-
profondie en 1944. Il remarque notamment qu’une telle correspondance entre
sous-groupes et sous-corps apparaît dans la théorie de Galois des équations.
La notion connexe d’application résiduée (ou résiduelle) semble apparaître
explicitement pour la première fois dans des travaux de Dubreil et Croisot
[107] entre 1954 et 1956. Les applications que nous avons préféré appeler ga-
loisiennes sont souvent connues dans la littérature sous le nom de « polarized
mapping » (Shmuely [377], 1974). Certains auteurs (cf. Denecke et al. [118],
2004) appellent correspondance de Galois covariante (respectivement, contra-
variante) le couple (f, g) où f est une application résiduée (respectivement,
galoisienne) et g l’application résiduelle (respectivement, galoisienne) asso-
ciée. D’autres – ou les mêmes – utilisent aussi le terme adjonction, f étant
dite l’adjonction à gauche (ou inférieure) et g l’adjonction à droite (ou supé-
rieure). Cette terminologie provient de la théorie des catégories où l’on trouve
une notion d’adjonction généralisant la situation précédente. Le livre Resi-
duation theory de Blyth et Janowitz [55] (1972) et le traité édité par Denecke,
Erné et Wismath [118] (2004) montrent l’omniprésence en mathématiques de
ces notions, dont l’historique est longuement développé dans le second de ces
ouvrages (cf. le chapitre « Adjunctions and Galois connections : origins, his-
tory and developments » par Erné). En constatant le nombre de fois où elles
ont été redécouvertes, on ne peut que regretter qu’elles ne fassent pas partie
de la formation de base des mathématiciens.

On a introduit à la section 3.5 les objets fondamentaux que sont les treillis
de Galois, ou de « concepts ». Nous avons retenu ce dernier terme, popularisé
par Wille [428] depuis 1982, pour désigner ce qui avait été appelé aupara-
vant des « rectangles maximaux » (cf. par exemple Kaufmann et Pichat [235],
1977, et Barbut et Monjardet [33], 1970). Il renvoie à des considérations philo-
sophiques développées par exemple, dans la logique de Port-Royal de Arnault
et Nicole [14] (1662) – cf. par exemple Duquenne [135] (1987). Dans celle-ci,
F et G sont respectivement appelés l’« étendue » et la « compréhension » de
l’« idée » F ×G (en langage moderne, l’extension et l’intension du concept).
L’usage du treillis de Galois d’une relation en analyse des données remonte à
un texte de Barbut [32] (1965) paru dans un livre sur l’analyse de question-
naires. Les réponses d’un ensemble de sujets à des questions dichotomiques
(réponses par oui ou non) définissent en effet une relation binaire entre su-
jets et questions. Le cas (rare) où le treillis de Galois de cette relation est
une chaîne correspond au cas où les réponses au questionnaire forment une
échelle de Guttman révélant une structure hiérarchique linéaire duale sur les
sujets et les questions : il existe un préordre total sur les questions tel que,
si un sujet répond positivement à une question, il répond aussi positivement
à toutes les questions la suivant dans ce préordre. Dans ce cas, en codant les
oui par 1 et les non par 0, on peut représenter la relation par un tableau « en
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escalier » comme celui qu’on trouvera au tableau 7.2 (mais, ici, les lignes et
les colonnes du tableau sont étiquetées par deux ensembles différents). Dans
le cas général, les chaînes maximales du treillis de Galois associé à la relation
constituent autant de sous-échelles de Guttman permettant d’obtenir un ta-
bleau présentant un « escalier partiel » et un préordre total sur une partie des
sujets en correspondance avec un préordre total sur une partie des questions.
C’est dans ce même texte de 1965 que Barbut (et non Birkhoff comme on
peut parfois le lire) montre que tout treillis est un treillis de Galois (théorème
3.49 ; cf. aussi Barbut et Monjardet [33], 1970). Ce résultat, qui a été plusieurs
fois retrouvé sous diverses formes, permet une élégante synthèse des résultats
de représentation ensembliste d’un treillis obtenus par Campbell [81] (1943)
et Birkhoff et Frink [51] (1948). On peut trouver d’autres développements de
l’usage du treillis de Galois pour l’analyse des questionnaires dans les travaux
de Flament, Degenne et Vergès (cf. par exemple, Flament et al. [167], 1979),
mais cet usage pour l’analyse des données a pris dans les années quatre-vingts
un nouvel essor, grâce aux travaux de l’équipe de Darmstadt (cf. par exemple
le livre de Ganter et Wille [178], 1999) et à ceux de Duquenne ([135], 1987
et [138], 1993). La détermination de tous les éléments du treillis de Galois est
un problème important, de complexité exponentielle par rapport à la taille
de la relation de départ (cf. la section A.2.2 où sont mentionnés plusieurs des
algorithmes proposés dans la littérature du sujet.).

A l’exemple 3.41 on a associé à une relation binaire entre deux ensembles
E et E′ un couple (f, g) où f est une application résiduée et g l’application
résiduelle associée, donc une correspondance de Galois « covariante ». Aux
exercices 4.15 et 5.8 de leur ouvrage de 1972, Blyth et Janowitz [55] pro-
posent d’en étudier les propriétés lorsque E = E′. Dans le cas général cette
correspondance – parfois appelée axialité – induit un treillis dont les éléments
– i.e. les couples (A,B) avec A = g(B) ⊆ E et B = f(A) ⊆ E′, ont été appelés
concepts supérieurs. En appliquant cette même correspondance à la relation
Rd définie entre E′ et E on obtient le treillis des concepts inférieurs. Ces deux
correspondances induisent une fermeture et une ouverture sur E (ainsi qu’une
ouverture et une fermeture sur E′). Si l’on considère la relation d’équivalence
définie sur E par xR = yR, cette fermeture et cette ouverture ne sont autres
que les deux opérateurs d’approximation supérieure et inférieure associés à
cette équivalence et utilisés dans la « rough set analysis » (cf. par exemple,
Düntch et Gediga [134], 2003 ou Wolski [432], 2004).

Un autre exemple intéressant d’une correspondance de Galois covariante
se trouve en morphologie mathématique, i.e. dans une approche en traitement
d’images basée sur des transformations géométriques d’images structurées en
un treillis (cf. Serra [376] (1988)). Dans le cas d’images binaires, celles-ci sont
constituées de parties d’un ensemble E de points et sont donc ordonnées par
inclusion. A une partie B de E on peut associer deux opérateurs sur P (E)
qui à toute partie X de E font correspondre la somme et la différence de
Minkowski de X par B. Le premier de ces opérateurs est une application
résiduelle appelée dilatation tandis que le second est l’application résiduée
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correspondante appelée érosion. Ces applications ainsi que l’ouverture et la
fermeture obtenues par leur composition sont les opérations morphologiques
de base pour le traitement des images.

Ce chapitre se termine par l’exposé de la complétion de MacNeille, dite
aussi complétion normale ou complétion de Dedekind–MacNeille, d’un en-
semble ordonné P . Celle-ci se généralise aisément au cas où P n’est plus sup-
posé fini. L’origine de la dernière dénomination ci-dessus est triple : d’abord,
ce procédé associe à tout ensemble ordonné (fini ou non) un treillis com-
plet (i.e. un treillis où toute partie a un supremum et un infimum) ; ensuite, la
construction de la chaîne complète des réels à partir de la chaîne des rationnels
au moyen des « coupures de Dedekind » est un exemple de cette complétion ;
enfin ce procédé a été défini pour P quelconque par MacNeille [283] (1937).
La caractérisation de la complétion de P comme le plus petit treillis T tel
qu’il existe un codage de P dans T conservant les supremums et infimums
existant dans P est due à Banaschewski [29] (1956) et Schmidt [369] (1956).

3.7 Exercices

Exercice 3.1 On considère le treillis T de la figure 3.1 et l’ensemble ordonné
P de la figure 3.3. Trouver deux applications f et f ′ de T dans P vérifiant les
conditions suivantes :

– f est strictement isotone et n’est pas injective,
– f ′ est isotone et injective mais n’est pas un codage.

Exercice 3.2 [Point fixe] Montrer qu’un treillis T vérifie la propriété de
point fixe : pour toute application isotone f sur T , il existe x ∈ T tel que
f(x) = x (considérer le supremum des éléments x tels que x ≤ f(x)).

Exercice 3.3 [Demi-treillis d’applications] On considère un ensemble
ordonné P et un inf-demi-treillis Q, et l’ensemble A des applications de P
dans Q, muni de l’ordre usuel : pour f, g ∈ A, on a f ≤ g si, pour tout x ∈ P ,
f(x) ≤ g(x). Pour f, g ∈ A, on considère l’application f ∧ g ∈ A définie, pour
tout x ∈ P , par (f ∧ g)(x) = f(x) ∧ g(x). Montrer que f ∧ g est l’infimum de
f et de g dans A.

On considère maintenant l’ensemble ordonné QP des applications isotones
de P dans Q, sous-ensemble ordonné de A. Montrer que QP est stable pour
l’infimum (f, g ∈ QP entraîne f ∧ g ∈ QP ), et donc que QP est un sous-inf-
demi-treillis de A.

Établir des résultats analogues dans le cas où Q est un sup-demi-treillis,
puis un treillis.

Exercice 3.4 [Applications isotones, préordres totaux et chaînes,
Stanley [388]] Montrer que, si une application f d’un ensemble ordonné P
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dans un ensemble ordonné Q est isotone, on ordonne les classes C(x) de la
partition canonique de P associée à f , en posant C(x) ≤ C(y) si et seulement
si f(x) ≤Q f(y). Montrer que l’ensemble ordonné de ces classes, noté P/f ,
est isomorphe au sous-ensemble ordonné f(P ) de Q.

Etablir une bijection entre :
1. l’ensemble des applications isotones de P dans k (avec 1 ≤ k ≤ n = n(P )),
2. l’ensemble des préordres totaux à au plus k classes contenant l’ordre ≤P ,
3. l’ensemble des chaînes étendues de longueur au plus k de parties finissantes

de P .
En déduire que l’ensemble ordonné 2P des applications isotones de P dans

2 est isomorphe (respectivement, anti-isomorphe) à l’ensemble ordonné des
parties finissantes (respectivement, commençantes) de P .

Etablir une bijection entre :
1. l’ensemble des applications isotones surjectives de P dans k (avec 1 ≤ k ≤
n = n(P )),

2. l’ensemble des préordres totaux à k classes contenant l’ordre ≤P ,
3. l’ensemble des chaînes étendues de longueur k de parties finissantes de P .

En déduire que le nombre d’applications isotones surjectives de P dans n
égale le nombre d’extensions linéaires de P .

Exercice 3.5 [Relations flèches d’un sous-ensemble ordonné] Mon-
trer que les relations flèches sont conservées par passage au sous-ensemble
ordonné, c’est-à-dire, par exemple, que, pour un ensemble ordonné P et un
sous-ensemble ordonné Q de P , x ↓ y dans P et x, y ∈ Q entraînent x ↓ y
dans Q.

On rappelle que, pour tout ensemble ordonné P , on note IR(P ) = SP ∪IP
l’ensemble des éléments irréductibles de P , et on considère un sous-ensemble
ordonné Q de P contenant IR(P ). Déduire des résultats précédents que tout
sup-irréductible de P est encore un sup-irréductible de Q.

Montrer qu’un élément x ∈ Q \ SP ne peut être un sup-irréductible de Q
et que l’on a donc SQ = SP . Montrer de même que l’on a IQ = IP .

En déduire que Q a la même table fléchée que P .

Exercice 3.6 [Propriétés de la table d’un treillis] Soient ST et IT les
ensembles de sup-irréductibles et d’inf-irréductibles d’un treillis T . Montrer
que chacune des trois situations suivantes est impossible :
1. il existe i ∈ IT tel que Si = ST ,
2. il existe i, i′ ∈ IT tels que i �= i′ et Si = Si′ ,
3. il existe i ∈ IT et I ′ ⊂ IT avec i �∈ I ′ et Si =

⋂
{Si′ : i′ ∈ I ′}.

Montrer les résultats duaux en échangeant sup-irréductibles et inf-irréductibles.
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Exercice 3.7 [Relation de Morgado] Montrer qu’une application f sur
un ensemble ordonné P est une fermeture si et seulement si elle est telle que,
pour tout x ∈ P, f−1((x]) = f−1(f(x)]).

Ceci équivaut à la relation de Morgado : pour tous x, y ∈ P , y ≤ f(x) si
et seulement si f(y) ≤ f(x).

Énoncer et démontrer le résultat dual caractérisant les ouvertures.

Exercice 3.8 [Composition des résiduées] Soient P , Q et R trois en-
sembles ordonnés, deux applications résiduées f : P  −→ Q et g : Q  −→ R,
et f r et gr les résiduelles correspondantes. Montrer que gf est résiduée avec
(gf)r = f rgr.

Exercice 3.9 [Résiduée surjective ou injective, Blyth et Janowitz [55]]
Soient f une application résiduée d’un ensemble ordonné P dans un ensemble
ordonné Q et g la résiduelle associée. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes et impliquent que g est un codage de Q dans P :
1. fg = idQ,
2. f est surjective,
3. g est injective,
4. pour tout ensemble ordonné R et toutes applications h et k de Q dans R,
hf = hk implique h = k.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes et impliquent que

f est un codage de P dans Q :
1’. gf = idP ,
2’. f est injective,
3’. g est surjective,
4’. pour tout ensemble ordonné R et toutes applications h et k de R dans P ,

fh = fk implique h = k.
En déduire que les applications résiduées bijectives de P dans Q sont des

isomorphismes entre P et Q.

Exercice 3.10 [Résiduation et fermeture, Blyth et Janowitz [55]] Soient
f une application résiduée sur un ensemble ordonné P et g sa résiduelle.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est une ouverture,
2. g est une fermeture,
3. f = fg,
4. g = gf .

Montrer que f = g si et seulement si f2 = idP (ou g2 = idP ).
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Exercice 3.11 Montrer qu’un ensemble ordonné P est un inf-demi-treillis si
et seulement si, pour tout x de P , l’injection canonique i de (x] dans P définie
par i(y) = y est une application résiduée.

Exercice 3.12 [Treillis des applications résiduelles] Soient T et T ′

deux treillis et f1 et f2 deux applications isotones de T dans T ′. Selon le
résultat de l’exercice 3.3, l’infimum de f1 et f2 pour l’ordre T ′T d’expo-
nentiation est l’application isotone f1 ∧ f2 définie par, pour tout t ∈ T ,
(f1 ∧ f2)(t) = f1(t) ∧ f2(t), et le supremum de f1 et f2 est défini dualement.
On suppose que f1 et f2 sont résiduelles, g1 et g2 désignant les applications
résiduées associées. En utilisant la propriété (2’) des applications résiduelles
page 85, montrer que f1∧f2 est encore résiduelle et que g1∨g2 est la résiduée
associée.

Montrer que l’application constante fmax qui associe le maximum de T ′

à tout t ∈ T est résiduelle (utiliser la propriété définissant une application
résiduelle). En déduire que l’ensemble des applications résiduelles de T dans
T ′ est un réseau de fermeture dans T ′T et qu’il est muni d’un ordre de treillis.
Qu’en est-il de l’ensemble des applications résiduées ?

Exercice 3.13 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné. Montrer qu’une partie
A de X est un élément du treillis Gal(X,X, �>) si et seulement si A est une
antichaîne maximale de P .

Montrer qu’une partie A × B de X2 est un rectangle maximal du treillis
Gal(X,X, �≥ ) si et seulement si A est une partie commençante et B une partie
finissante de P .

En déduire que les ensembles ordonnés par inclusion C(P ) et F(P ) sont
deux treillis duaux (exemple de preuve sophistiquée d’un résultat évident).
Qu’en est-il du treillis Gal(X,X, �≤) ?

Exercice 3.14 [Antichaînes maximales d’un ensemble ordonné bi-

parti, Morvan et Nourine [322]] Soit R ⊆ X × Y une relation entre deux
ensembles X et Y , et soit Rc la relation complémentaire de R dans X × Y .
Montrer qu’une partie A×B de X×Y est un élément du treillis Gal(X,Y,R)
si et seulement si A × B est une antichaîne maximale de l’ensemble ordonné
biparti (X + Y,R).

Montrer que l’ordre sur les antichaînes maximales induit par cette corres-
pondance correspond à l’inclusion entre les parties finissantes associées.

A partir de l’exercice 3.13, établir que le treillis des parties commençantes
d’un ensemble ordonné P , celui des antichaînes maximales de P , et le com-
plété de P sont chacun isomorphes à un treillis d’antichaînes maximales d’un
ensemble ordonné biparti bien choisi.

Soit T un treillis. A partir de ce qui précède et du théorème 3.49, mon-
trer que T est isomorphe au treillis des antichaînes maximales d’un ensemble
ordonné biparti.
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Exercice 3.15 [Complétions strictes d’un ensemble ordonné] Soit
P = (X,≤) un ensemble ordonné et F = μ(2X), isomorphe au complété de P
(cf. la section 3.5.3). Un treillis K de parties commençantes de P est appelé
une complétion stricte de P si les sup-irréductibles de K sont toutes les sections
commençantes de P . Quels sont les ensembles ordonnés pour lesquels F est
une complétion stricte de P ? Si F n’est pas une complétion stricte de P ,
quelles parties commençantes faut-il lui ajouter pour en faire une complétion
stricte de P ? L’ensemble des complétions strictes de P a un maximum : quel
est-il ? Trouver un ensemble ordonné qui n’admet qu’une complétion stricte
(égale ou non au complété de P ).

N.B. L’ensemble des complétions strictes de P , ordonné par inclusion, est
lui-même un treillis étudié dans Bordalo et Monjardet ([60], 2002 et [61],
2003).
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Chaînes et antichaînes

Les problèmes de tri, de recherche et d’ordonnancement que l’on ren-
contre, par exemple, en informatique et en recherche opérationnelle, sont fré-
quemment liés à la détermination du cardinal maximum d’une antichaîne
d’un ensemble ordonné, c’est-à-dire de sa largeur. Nous donnons plus loin
deux illustrations de cette observation générale (exemple 4.28 et exercice
4.2). Ce chapitre est donc dédié à l’étude de cette largeur et à des questions
connexes. Tout d’abord, le théorème de Dilworth établit que, pour tout en-
semble ordonné P , le cardinal minimum d’une partition de P en chaînes est
égal à la largeur de P . C’est l’un des résultats les plus célèbres de la combi-
natoire, et les deux premières sections de ce chapitre lui sont consacrées. Ce
théorème est énoncé et démontré dans la section 4.1, où est aussi décrit son
proche environnement. La section 4.2 porte sur ses conséquences dans le cas
particulier des ensembles ordonnés bipartis, et notamment sur son équivalence
avec le théorème de König–Egerváry portant sur les couplages et les transver-
sales dans une telle structure. Dans les notes de ce chapitre, on fait ressortir
l’importance de cette équivalence, qui conduit à la détermination effective de
la largeur par des algorithmes de flots issus de la théorie des graphes. On y
rappelle que le théorème de Dilworth équivaut aussi à trois autres résultats
fondamentaux de la combinatoire : le théorème de König–Hall et les théo-
rèmes de Menger et de Ford et Fulkerson. Ceux-ci sont tout à fait essentiels
et ont de nombreuses applications, par exemple, aux matrices binaires et aux
problèmes d’affectation pour le premier sous sa forme la plus connue (exercice
4.6), et aux réseaux de transport pour les deux autres.

Les algorithmes de flots évoqués ci-dessus permettent le calcul de la lar-
geur d’un ensemble ordonné quelconque. Toutefois, dans le cas d’un ensemble
ordonné rangé P , la largeur peut être égale au nombre maximum des éléments
d’un niveau de P . Un ensemble ordonné vérifiant cette propriété est dit de
Sperner et on dispose alors d’une autre façon, souvent plus directe, de déter-
miner sa largeur. L’appellation précédente provient du fait que la propriété
en question a été établie par Sperner en 1928 pour le treillis booléen 2E des
parties d’un ensemble E. Les généralisations du théorème de Sperner, qui sont
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l’objet de la section 4.3, constituent un autre thème majeur de la combinatoire
des ensembles ordonnés. Les produits de chaînes constituent un exemple im-
portant d’ensembles ordonnés de Sperner, qui apparaissent fréquemment dans
la modélisation des problèmes relevant de domaines comme la décision multi-
critère ou l’analyse de données. La section 4.4 est consacrée à la détermination
des cardinaux des niveaux de ces produits de chaînes – et donc à celle de leur
largeur.

4.1 Le théorème de Dilworth

Quatre paramètres fondamentaux attachés à un ensemble ordonné P ont
été définis au chapitre 1, section 1.3.2 :

– κ(P ), le nombre maximum d’éléments d’une chaîne de P , est l’étendue
de P ,

– α(P ), le nombre maximum d’éléments d’une antichaîne de P , est la
largeur de P ,

– θ(P ) est le nombre minimum de chaînes dans une partition de P en
chaînes,

– γ(P ) est le nombre minimum d’antichaînes dans une partition de P en
antichaînes.

Si Q est un sous-ensemble ordonné de P , on a α(Q) ≤ α(P ). En effet, si
A est une antichaîne de Q à α(Q) éléments, c’est encore une antichaîne de P ,
mais pas forcément de cardinal maximum. On obtient aussi κ(Q) ≤ κ(P ) par
un raisonnement analogue sur les chaînes.

Pour tout ensemble ordonné P , on a κ(P ) ≤ γ(P ) et α(P ) ≤ θ(P ), car
deux éléments de P ne peuvent appartenir simultanément à une même chaîne
et à une même antichaîne. Le propos de cette section est d’établir que ces
inégalités sont en fait des égalités (théorèmes 4.1 et 4.2) et d’en tirer les
premières conséquences. Nous commençons par montrer la première de ces
égalités, ce qui est relativement aisé.

Théorème 4.1 Pour tout ensemble ordonné P , on a l’égalité κ(P ) = γ(P ).

Preuve. Nous construisons une partition de P en un nombre h d’antichaînes
A1, A2, . . . , Ah de la façon suivante : A1 est l’ensemble des éléments minimaux
de P et, pour tout k > 1, Ak est l’ensemble des éléments minimaux du sous-
ensemble ordonné Pk = P \ (

⋃
1≤j<k Aj). Chaque Ak est une antichaîne de

Pk, donc de P et, pour tout k > 1, tout élément xk de Ak couvre au moins
un élément xk−1 de Ak−1 (sinon on aurait trouvé xk ∈ Ak−1). On peut donc
construire une chaîne couvrante C = x1 ≺ x2 ≺ · · ·xh de P à h éléments. On
a donc, d’une part, γ(P ) ≤ h, puisque P a été partitionné en h antichaînes
et, d’autre part, h ≤ κ(P ), puisque la chaîne C a h éléments. D’où l’inégalité
γ(P ) ≤ κ(P ) et, comme l’inégalité inverse a été observée ci-dessus, on obtient
l’égalité γ(P ) = κ(P ). ��
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Cette preuve est constructive, en ce sens qu’une partition de P en γ(P )
antichaînes est effectivement déterminée, ainsi qu’une chaîne de P ayant
un nombre maximum κ(P ) d’éléments. Cette chaîne se présente comme
une suite x1, x2, . . . , xκ(P ), avec, pour k = 1, . . . , κ(P ), xk ∈ Ak et, pour
k = 2, . . . , κ(P ), xk−1 ≺ xk.

En revanche, l’égalité α(P ) = θ(P ), qui fait l’objet du théorème de Dil-
worth, n’est pas obtenue ci-dessous de manière constructive.

Théorème 4.2 (Dilworth [120], 1950) Pour tout ensemble ordonné P , on
a l’égalité α(P ) = θ(P ).

Preuve. Nous montrons ce résultat par récurrence sur le nombre n(P ) = n
d’éléments de P . Pour n = 1, on a immédiatement θ(P ) = α(P ) = 1. Sup-
posons le résultat vrai pour tout ensemble ordonné P ′ de cardinal n′ < n et
considérons une chaîne maximale C de P . Deux cas peuvent alors se produire :

1er cas : si C rencontre toutes les antichaînes de P de cardinal α(P ),
alors α(P \ C) = α(P ) − 1 et, d’après l’hypothèse de récurrence, P \ C est
partitionnable en θ(P ) − 1 = α(P ) − 1 chaînes. Donc, en rajoutant la chaîne
C, P l’est en α(P ) chaînes.

2ème cas : il existe une antichaîne A = {a1, a2, . . . , aα(P )} de P de cardinal
maximum et ne rencontrant pas C. Associons à A les sous-ensembles ordonnés
de P engendrés par sa fermeture commençante (A] = {x ∈ P : il existe a ∈ A
avec x ≤ a} et par sa fermeture finissante [A) = {x ∈ P : il existe a ∈ A avec
a ≤ x} (chapitre 3, exemple 3.30). Tous deux sont encore de largeur α(P )
puisqu’ils contiennent l’antichaîne A.

Soit x un élément de P \A. Si x n’est ni minoré ni majoré par un élément
de A, alors A+x est encore une antichaîne, ce qui contredit la maximalité
de A. Si x est à la fois minoré par un élément a et majoré par un élément
a′ de A, on a a ≤ x ≤ a′, ce qui contredit le fait que A est une antichaîne.
On a donc (A] ∪ [A) = P et (A] ∩ [A) = A.

Observons que l’élément maximum de C n’est pas dans (A], car il serait
alors inférieur à au moins un élément de A et la chaîne C ne serait pas maxi-
male. On a donc (A] ⊂ P et on peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence
au sous-ensemble ordonné (A] et partitionner celui-ci en α(P ) chaînes maxi-
males C11, C12, . . . , C1α(P ) de sorte que, pour i = 1, 2, . . . , α(P ), la chaîne
C1i contient l’élément ai de A. Alors, ai est le maximum de C1i, car sinon il
existerait un élément maximal a de (A], donc élément de A, tel que ai < a,
et A ne serait pas une antichaîne. On partitionne dualement le sous-ensemble
ordonné [A) en α(P ) chaînes maximales C21, C22, . . . , C2α(P ) telles que, pour
i = 1, 2, . . . , α(P ), ai est le minimum de C2i.

Finalement, pour tout i = 1, . . . , α(P ), Ci = C1i ⊕
′
C2i (chapitre 1, re-

marque 1.43) est une chaîne de P , les Ci constituant bien une partition de P
en α(P ) chaînes maximales. ��

Exemple 4.3 On vérifie facilement que la largeur α(P ) de l’ensemble ordonné
P dont le diagramme est donné par la figure 4.1(a) est égale à 2. Le théorème 4.1
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c c c

b b be e e

Fig. 4.1. (b) et (c) Deux partitions en chaînes de l’ensemble ordonné en (a), de
cardinalités respectives 2 et 3.

assure que P peut donc être partitionné en deux chaînes ; la figure 4.1(b)
montre une telle partition. Mais on n’obtient pas une telle partition de façon
quelconque : par exemple, si l’on prend en premier la chaîne abcd suggérée par
l’ordre alphabétique sur les étiquettes des éléments de P , il en faudra encore
deux autres, e d’une part et f d’autre part (figure 4.1(c)).

Remarque 4.4 Les deux théorèmes 4.1 et 4.2 précédents sont du type
« min-max » : ils établissent que le minimum d’un certain ensemble de va-
leurs (par exemple, les cardinaux des partitions en chaînes de P ) est égal au
maximum d’un autre ensemble de valeurs (par exemple, les cardinaux des
antichaînes de P ). Alors, si l’on trouve une instance du premier ensemble et
une du second qui sont égales, on est assuré d’avoir effectivement atteint ce
minimum et ce maximum. Par exemple, si l’on trouve simultanément dans
un ensemble ordonné P une partition de P en p chaînes et une antichaîne de
cardinal p, alors α(P ) = θ(P ) = p. Ainsi, on observe que l’ensemble ordonné
P dont le diagramme est donné par la figure 4.2 admet une partition en cinq
chaînes (arêtes renforcées) et une antichaîne {c, d, f, h, i} à cinq éléments, d’où
θ(P ) = α(P ) = 5.

Plusieurs énoncés portant sur les ensembles ordonnés sont presque direc-
tement équivalents au théorème de Dilworth, comme nous le montrons dans
la proposition suivante. On dit qu’un ensemble R = {C1, . . . , Ch} de chaînes
d’un ensemble ordonné P est un recouvrement de P si tout élément x de P
appartient à au moins une chaîne de R. Nous disons qu’une chaîne C de P



4.1 Le théorème de Dilworth 113

k

a

d

ih

e

b

j

g

c

f

Fig. 4.2. Un ensemble ordonné P tel que α(P ) = θ(P ) = 5.

rencontre une antichaîne A de P pour exprimer que leur intersection n’est
pas vide.

Proposition 4.5 Chacun des quatre énoncés suivants est équivalent au théo-
rème de Dilworth :
1. pour tout ensemble ordonné P , toute chaîne d’une partition de P en θ(P )

chaînes rencontre toute antichaîne de P de cardinal α(P ),
2. pour tout ensemble ordonné P , il existe une chaîne de P rencontrant toute

antichaîne de P de cardinal α(P ),
3. pour tout ensemble ordonné P , il existe une antichaîne A de P et une

partition P de P en chaînes telles que A rencontre toute chaîne de P,
4. pour tout ensemble ordonné P , il existe un recouvrement de P par α(P )

chaînes maximales.

Preuve. Nous montrons d’abord l’équivalence des points (1) et (2) avec le
théorème de Dilworth, puis avec le point (3), et enfin celle du point (4) avec
le théorème de Dilworth.

Dilworth =⇒ (1) : supposons le point (1) non satisfait par un ensemble
ordonné P , c’est-à-dire qu’il existe une antichaîne A de P à α(P ) éléments,
une partition P de P en θ(P ) chaînes et une chaîne C de P ne rencontrant
pas A. La partition P contient alors α(P ) chaînes de P contenant chacune
un élément de A, et au moins en plus la chaîne C, d’où α(P ) < θ(P ), ce qui
contredit le théorème de Dilworth. Celui-ci implique donc (1).

(1) =⇒ (2) : ceci se fait en choisissant une chaîne d’une partition de P en
θ(P ) chaînes.
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(2) =⇒ Dilworth : si (2) est vraie, on peut toujours se placer dans le
premier cas de la démonstration du théorème de Dilworth pour établir celui-
ci par récurrence.

(1) =⇒ (3) : pour ce faire, on prend une partition de P en θ(P ) chaînes
et une antichaîne de P à α(P ) éléments.

(3) =⇒ Dilworth : soient A et P respectivement l’antichaîne et la partition
en chaînes de P telles que A rencontre toute chaîne de P. On a |P| ≤ |A|, ce
qui, avec les inégalités |A| ≤ α(P ) ≤ θ(P ) ≤ |P|, entraîne α(P ) = θ(P ), et
donc le théorème de Dilworth.

Dilworth =⇒ (4) : si P est une partition de P en k chaînes, il suffit de
prolonger chacune d’icelles en une chaîne maximale pour obtenir un recou-
vrement de P par k chaînes maximales. En prenant k = α(P ), on voit que le
théorème de Dilworth implique (4).

(4) =⇒ Dilworth : si (4) est vrai, il existe un recouvrement R de P par α(P )
chaînes maximales. Numérotons arbitrairement C1, . . . , Cα(P ) les éléments de
R et posons, pour k = 2, . . . , α(P ), C′

k = Ck \ (
⋃

1≤j<k Cj). Il est immédiat
que l’ensemble {C1, C

′
2, . . . , C

′
α(P )} constitue une partition en α(P ) chaînes

de P (aucun des C′
k n’est vide car cela entraînerait l’existence d’une partition

de P en moins de α(P ) chaînes). On a donc montré que le point (4) implique
le théorème de Dilworth et qu’il lui est donc équivalent. ��

4.2 Couplages et transversales
dans un ensemble ordonné biparti

Les ensembles ordonnés bipartis ont été définis à la première section du
chapitre 2 comme les ensembles ordonnés P d’étendue κ(P ) = 2. Un tel
ensemble est noté P = (Y + Z,≤), Y (respectivement, Z) étant l’ensemble
de ses éléments minimaux (respectivement, maximaux). Dans cette section,
on ne considérera que des ensembles ordonnés bipartis sans élément isolé, où
donc chaque élément est soit minimal, soit maximal (mais pas les deux). Il sera
équivalent d’écrire y ≤ z avec y ∈ Y et z ∈ Z, y ≺ z, ou y < z. Pour toute
partie X ′ de X = Y + Z, on pose X ′

Y = X ′ ∩ Y et X ′
Z = X ′ ∩ Z. Soient

p = |Y | et q = |Z| (avec n = p + q). On supposera p ≤ q dans cette section,
sans perte de généralité puisque l’on peut sinon remplacer P par son dual.

La donnée de P est équivalente à celle de l’une des structures suivantes :
– Le graphe biparti (Y, Z, U), où U est l’ensemble des couples (y, z) ∈
Y × Z tels que y < z,

– La 0/1-matrice constituée de l’application μ de Y ×Z dans {0, 1} définie
par μ(y, z) = 1 si y < z et μ(y, z) = 0,

– la famille F = (yP )y∈Y de parties de Z, ou la famille « duale » Fd =
(Pz)z∈Z de parties de Y .

Les résultats combinatoires que nous allons obtenir par l’approche ordinale
s’appliquent donc aussi à chacun de ces types de structures (et sont souvent
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présentés comme tels dans la littérature). Nous introduisons d’abord quelques
définitions :

Définition 4.6 Soit P = (Y +Z,≤) un ensemble ordonné biparti, avec X =
Y + Z, p = |Y | et q = |Z|.

– Un couplage de P est un ensemble de chaînes de P de longueur 1 et
deux à deux disjointes. On note σ(P ) le nombre maximum de chaînes
dans un couplage de P . Un couplage de P à p chaînes est appelé un
couplage de Y dans Z.

– Une transversale des chaînes de longueur 1 de P est une partie T de
X = Y + Z telle que, pour tous y, z ∈ X, avec y < z, on a y ∈ T ou
z ∈ T . On note τ(P ) le cardinal minimum d’une telle transversale (on
parlera simplement dans la suite d’une transversale de P ).

– Soit Y ′ une partie de Y , et ]Y ′) l’ensemble des z ∈ Z tels que y < z
pour au moins un élément y de Y ′. La déficience δ(Y ′) de Y ′ est égale à
|Y ′| − |]Y ′)| si |]Y ′)| ≤ |Y ′|, et à 0 sinon, tandis que la déficience δ(P )
de P est le maximum des δ(Y ′) sur toutes les parties Y ′ de Y .

Exemple 4.7 Pour l’ensemble ordonné biparti P de la figure 4.3, on a aP =
{f}, bP = cP = {f, g}, dP = {g, h} et eP = {f, h, i, j}. On a p = q = 5,
σ(P ) = τ(P ) = 4, et δ(P ) = 1 (le vérifier). Un couplage de cardinal maximum
correspond aux traits renforcés et une transversale de P de cardinal minimum
aux sommets représentés par des cercles blancs.

La proposition 4.8 ci-dessous va montrer que les trois paramètres σ(P ),
τ(P ) et δ(P ) associés à un ensemble ordonné biparti P sont reliés aux para-
mètres α(P ) et θ(P ) de P . A l’aide du théorème de Dilworth, on en déduira
le théorème 4.9, expression de deux résultats classiques de combinatoire. La
même proposition 4.8 permettra aussi d’obtenir au théorème 4.10 le célèbre
résultat de König–Hall sur l’existence d’un couplage de Y dans Z dans un
graphe (ensemble ordonné) biparti, résultat exprimé sous sa forme la plus
classique au corollaire 4.11.

On remarque que, dans un ensemble ordonné biparti P = (Y + Z,≤),
les antichaînes Y et Z sont des transversales de P , et qu’une transversale de
P doit contenir au moins un élément de chaque chaîne d’un couplage de P .

a b c d e

f g h i j

Fig. 4.3. Un couplage de cardinal maximum et une transversale de cardinal mini-
mum dans un ensemble ordonné biparti P .
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La suite d’inégalités σ(P ) ≤ τ(P ) ≤ p ≤ q ≤ α(P ) est alors immédiate.
D’autres relations entre ces nombres suivent :

Proposition 4.8 Pour tout ensemble ordonné biparti P de cardinal n = p+q,
on a les égalités suivantes :
1. τ(P ) + α(P ) = n,
2. α(P ) = q + δ(P ),
3. τ(P ) = p− δ(P ),
4. θ(P ) + σ(P ) = n.

Preuve. L’égalité (1) provient du fait que les transversales de P = (Y +Z,≤)
sont exactement les complémentaires dans Y + Z des antichaînes de P .

Pour montrer (2), considérons d’abord une antichaîne A de P de cardinal
maximum α(P ). On a |]AY )| = |Z \ AZ |, sinon l’antichaîne A ne serait pas
maximale. D’où δ(P ) ≥ δ(AY ) = |AY | − |]AY )| = |AY | − (|Z| − |AZ |) =
α(P )−q. On a aussi α(P ) ≥ q+δ(P ) car, pour tout Y ′ ⊆ Y avec δ(Y ′) = δ(P ),
la partie Y ′∪ (Z\]Y ′)) est une antichaîne de P de cardinal |Y ′|+ |Z|− (|Y ′|−
δ(Y ′)) = q+δ(Y ′) = q+δ(P ). On a donc (2), que l’on soustrait terme à terme
de (1) pour obtenir (3).

A un couplage de P contenant c′ chaînes on associe, en le complétant par
des chaînes à un seul élément, une partition en c′ + (n− 2c′) = n− c′ chaînes
de P , d’où, à partir d’un couplage de P en σ(P ) chaînes, θ(P ) ≤ n − σ(P ).
Inversement, une partition de P en k chaînes est composée de chaînes à un
élément et d’un couplage en c′ = n− k chaînes, d’où, à partir d’une partition
en θ(P ) chaînes, σ(P ) ≥ n− θ(P ) et, finalement (4). ��

La preuve de cette proposition ne fait pas appel à l’égalité α(P ) = θ(P ) du
théorème de Dilworth. En prenant en compte celle-ci, on obtient à partir des
égalités (1) et (4) ci-dessus la première expression du paramètre σ(P ) donnée
au théorème 4.9 suivant. Cette expression, appelée le théorème de König–
Egervàry, est un autre résultat de type « min-max ». La seconde expression
de σ(P ) donnée dans ce théorème provient de la première, du point (1) de
la proposition 4.8 et du fait que, en notant A(P ) l’ensemble des antichaînes
de P , on a α(P ) = maxA∈A(P ){|AY | + |AZ |} = maxY ′⊆Y {|Y ′| + |Z\]Y ′)|}.
Cette expression de σ(P ) est connue comme le théorème de König–Öre.

Théorème 4.9 (König–Öre et König–Egervàry) Dans tout ensemble or-
donné biparti P = (Y + Z,≤), on a les égalités σ(P ) = τ(P ) = minY ′⊆Y

{|Y \ Y ′| + |]Y ′)|}.

Inversement, l’égalité σ(P ) = τ(P ) peut être obtenue par d’autres voies,
puis utilisée pour démontrer le théorème de Dilworth. On montre en effet
qu’il est équivalent de rechercher une partition en θ(P ) chaînes d’un en-
semble ordonné quelconque P ou un couplage avec σ(P ′) chaînes d’un certain
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(a)

(b)

Fig. 4.4. (a) Un ensemble ordonné biparti de Sperner et (b) un treillis distributif
non de Sperner.

ensemble ordonné biparti P ′ associé à P . De même, la recherche d’une anti-
chaîne de P de cardinal α(P ) se ramène à celle d’une transversale des chaînes
de P ′ de cardinal τ(P ′). On indique dans les notes de ce chapitre comment ces
considérations mènent à la détermination effective de ces divers paramètres
(cf. aussi l’exercice 4.5).

Le théorème suivant caractérise la situation particulière où le paramètre
α(P ) atteint sa borne inférieure q, c’est-à-dire celle où l’ensemble Z constitue
une antichaîne de P de cardinal maximum. L’équivalence entre les points (1)
et (3) n’est autre que le théorème de König–Hall – l’un des plus célèbres de
la combinatoire – sur l’existence d’un couplage de Y dans Z. Le corollaire
4.11 et l’exercice 4.6 en donnent les formes classiques et la figure 4.4(a) donne
un exemple de tel couplage. Chaque élément y de Y appartient à l’une de
ces chaînes, l’autre élément de la chaîne étant un élément de Z noté ι(y). On
définit ainsi une injection ι de Y dans Z qui est extensive, puisque vérifiant
y < ι(y) pour tout y ∈ Y . L’existence d’un tel couplage est évidemment
équivalente à l’égalité σ(P ) = p.

Théorème 4.10 Pour tout ensemble ordonné biparti P , les trois conditions
suivantes sont équivalentes :
1. σ(P ) = τ(P ) = p,
2. α(P ) = θ(P ) = q,
3. δ(P ) = 0.

Preuve. Si le point (1) est vérifié, on a, d’après le point (4) de la proposition
4.8, θ(P ) = n− p = q, d’où (2). Les autres implications de (2) vers (3) et de
(3) vers (1) découlent de même des points (2) et (3) de la proposition 4.8. ��



118 4 Chaînes et antichaînes

Corollaire 4.11 (König [254], 1931) Soit P = (Y + Z,≤) un ensemble
ordonné biparti. Il existe un couplage de Y dans Z si et seulement si la défi-
cience δ(P ) de P est nulle, i.e. si, pour tout Y ′ ⊆Y, on a |Y ′| ≤ |]Y ′)|.

Exemple 4.12 Dans l’ensemble ordonné biparti P de la figure 4.3, il n’existe
aucun couplage de Y dans Z, puisque δ(P ) = 1 (on peut aussi observer que
]{a, b, c, d}) = {f, g, h}).

Il est évident que l’ensemble ordonné biparti complet KY,Z admet un cou-
plage de Y dans Z. Cette observation se généralise comme suit : un ensemble
ordonné biparti P = (Y + Z,≤) est dit régulier lorsque chaque élément de
Y est couvert par le même nombre k d’éléments de Z, tandis que chaque
élément de Z couvre le même nombre k′ d’éléments de Y . En comptant de
deux façons les couples (y, z) tels que y < z, on trouve kp = k′q et donc
k ≥ k′ (puisque, par convention dans cette section, p ≤ q). Pour Y ′ ⊆ Y , on
a aussi k|Y ′| ≤ k′|]Y ′)|, car les couples dont l’élément inférieur est dans Y ′

constituent une partie de ceux dont l’élément supérieur est dans ]Y ′) ; on a
donc k|Y ′| ≤ k|]Y ′)| et, d’après le corollaire 4.11, on obtient :

Corollaire 4.13 Si P = (Y +Z,≤) est un ensemble ordonné biparti régulier,
il admet un couplage de Y dans Z et l’on a α(P ) = |Z| = q.

4.3 La propriété de Sperner

Dans cette section, on ne considère que des ensembles ordonnés rangés, de
rang normé r. On a défini à la section 2.1 l’ensemble Nk = {x ∈ P : r(x) = k}
comme le niveau de rang k d’un tel ensemble P , pour k = 0, . . . , r(P ), où
r(P ) est le rang de P . On pose nk = |Nk| et ν(P ) = max0≤k≤r(P )nk, (dans la
littérature, les nombres nk sont souvent appelés les nombres de Whitney de P ).
Puisque les niveaux sont des antichaînes particulières, on a ν(P ) ≤ α(P ).

Définition 4.14 Un ensemble ordonné rangé P est dit de Sperner s’il vérifie
la propriété de Sperner selon laquelle tout niveau de cardinal maximum est une
antichaîne de cardinal maximum (i.e. si l’égalité ν(P ) = α(P ) est atteinte).

On verra dans les notes de ce chapitre que la recherche d’une antichaîne
de P de cardinal maximum est un problème en principe traitable dans un
ensemble ordonné quelconque, puisqu’elle se ramène à celle d’un flot maximum
dans un graphe associé à P . Sa solution est toutefois bien plus immédiate dans
le cas d’un ensemble ordonné de Sperner, pourvu que l’on sache déterminer
le rang de chaque élément.

L’égalité ν(P ) = α(P ) pour les treillis booléens a été établie en 1928 par
Sperner [380]. Dans cette section, nous allons voir plusieurs façons de retrouver
ce résultat, conduisant chacune à une classe d’ensembles ordonnés de Sperner.
On commence au théorème 4.17 par donner deux conditions équivalentes à
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la propriété de Sperner. On donne ensuite des conditions sur un ensemble
ordonné rangé qui, seules ou combinées, impliquent qu’il vérifie la propriété
de Sperner. On aura alors trois façons d’obtenir le théorème de Sperner, énoncé
au théorème 4.20.

Remarque 4.15 Les ensembles ordonnés bipartis de Sperner sont ceux qui
admettent un couplage de Y = N0 dans Z = N1, ou de N1 dans N0 (main-
tenant nous ne supposons plus |Y | ≤ |Z|), c’est-à-dire ceux qui vérifient les
conditions du théorème 4.10.

Exemple 4.16 L’ensemble ordonné P de la figure 4.1 est de Sperner, puis-
qu’il vérifie ν(P ) = α(P ) = 2 ; celui de la figure 4.2, avec ν(P ) = 3 et
α(P ) = 5, n’est pas de Sperner. L’exemple de la figure 4.4(a) est un en-
semble ordonné de Sperner d’après la remarque précédente car il admet un
couplage de Y dans Z. La figure 4.4(b), où les éléments représentés par des
cercles blancs correspondent à une antichaîne de cardinal maximum, donne le
diagramme d’un treillis T distributif (cf. le chapitre 2, définition 2.18) non de
Sperner (montrer que α(T ) ≥ ν(T )).

Au théorème 4.17 nous commençons par donner deux caractérisations des
ensembles ordonnés de Sperner, qui illustrent le fait que la propriété de Sper-
ner est liée à l’existence de relations entre chaînes et niveaux de l’ensemble or-
donné. La condition (N) est une conséquence directe du théorème de Dilworth
et de la remarque 4.4. Considérons un recouvrement R d’un ensemble ordonné
P par h chaînes maximales, C1, . . . , Ch, non forcément toutes distinctes et
posons, pour tout élément x de P , ρR(x) = |{j ∈ {i, . . . , h} : x ∈ Cj}| et
ρ = minx∈PρR(x). Un niveau N est dit R-régulier si chaque élément x de N
appartient au même nombre ρR(x) = h

|N | de ces chaînes. Il est minimum-R-
régulier si, de plus, pour tout x de N , ρR(x) = ρ.

Théorème 4.17 Soit P un ensemble ordonné rangé. Les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(S) P est un ensemble ordonné de Sperner,
(N) il existe une partition de P en ν(P ) chaînes,

(MR) il existe un recouvrement R de P par des chaînes maximales et un
niveau N de P tels que N est minimum-R-régulier.

Preuve. La condition (S) signifie que ν(P ) est égal à la largeur α(P ) de P , qui,
d’après le théorème de Dilworth, est le cardinal minimum d’une partition en
chaînes de P , donc (S) implique (N). Pour montrer que (N) implique (MR),
on prend une partition de P en ν(P ) chaînes et on complète chacune de
celles-ci en une chaîne maximale si elle ne l’est déjà. Il est alors immédiat que
l’on a obtenu un recouvrement R de P par des chaînes maximales et que tout
niveau N de cardinal ν(P ) est minimum-R-régulier avec ρR(x) = 1 pour tout
x ∈ N . Enfin, si (MR) est satisfaite, et siN est un niveau minimum-R-régulier
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pour un recouvrement R de P par h chaînes maximales, on a, pour toute
antichaîne A de P , les inégalités h ≥ Σx∈AρR(x) ≥ ρ|A|, d’où |A| ≤ h

ρ = |N |,
et P est de Sperner. ��

Comme cas particulier, une condition impliquant (MR), et donc entraînant
que P est de Sperner, est obtenue en prenant simplement pour R l’ensemble
C de toutes les chaînes maximales de P :

(MCR) il existe un niveau de P minimum-C-régulier.
Soit P un ensemble ordonné rangé. Considérons l’ensemble suivant de

conditions, que nous explicitons après leur énoncé :
(REG) Pour tout k = 0, . . . , r(P ) − 1, l’ensemble ordonné biparti Pk est

régulier.
(SPN) Pour tout k = 0, . . . , r(P ) − 1, l’ensemble ordonné biparti Pk est de

Sperner.
(UNI) L’ensemble ordonné P est unimodal.
(SUR) Les nombres de Whitney de P vérifient n0 = nr(P ) ≤ n1 = nr(P )−1 ≤

· · · ≤ nk = nr(P )−k ≤ · · · , pour k ≤ (r(P )+1)
2 .

(SYM) L’ensemble ordonné P est partitionnable en chaînes symétriques.
Prises isolément ou combinées, ces conditions vont intervenir dans la suite

pour la détermination de classes d’ensembles ordonnés de Sperner. Les deux
conditions (REG) de régularité, et (SPN) – pour Sperner par niveaux –
portent sur les ensembles ordonnés bipartis Pk = (Nk + Nk+1,≤), restric-
tions de P à deux niveaux consécutifs (avec 0 ≤ k ≤ r(P ) − 1).

On dit qu’une suite finie m0,m1, . . . ,mq d’entiers est unimodale si elle
est la concaténation d’une suite croissante m0 ≤ · · · ≤ mp et d’une suite
décroissante mp+1 ≥ · · · ≥ mq, et qu’un ensemble ordonné rangé est uni-
modal si la suite de ses nombres de Whitney nk, pour k = 0, 1, . . . , r(P ),
est unimodale (il est évident ou bien connu que les chaînes et les treillis
booléens sont des exemples d’ensembles ordonnés unimodaux). Cette condi-
tion, notée (UNI), a comme cas particulier celle, notée (SUR), de symétrie-
unimodalité des rangs. Cette dernière entraîne ν(P ) = n r(P )

2
si r(P ) est pair

et ν(P ) = n (r(P )−1)
2

= n (r(P )+1)
2

si r(P ) est impair.
Une chaîne C de P est dite symétrique si elle est couvrante et si r(maxC)+

r(minC) = r(P ), où maxC et minC sont le maximum et le minimum de C.

Proposition 4.18 Soit P un ensemble ordonné rangé.
1. Si P est régulier, il vérifie (SPN).
2. Si P vérifie (SUR), il vérifie (UNI).
3. Si P vérifie (SYM), il vérifie (SUR).
4. Si P vérifie (SYM), il vérifie (UNI) et (SPN).
5. Si P vérifie (UNI) et (SPN), il est de Sperner.
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Preuve. (1) Cette implication est le corollaire 4.13.
(2) et (3) : Résultent de la définition de ces propriétés.
(4) Supposons que P admette une partition P en chaînes symétriques.

Pour tout niveau Nk de P , nk est le nombre de chaînes de P qui ont un
élément dans Nk. Supposons k ≤ r(P )

2 . Du fait de la symétrie de ces chaînes,
si l’une d’elles a un élément dans Nk−1, elle en a aussi un dans Nr(P )−(k−1)

et, comme elle est couvrante, elle a un élément dans Nk. D’où l’existence d’un
couplage de Nk−1 dans Nk et donc le fait que Pk−1 est de Sperner et vérifie
nk−1 ≤ nk (cf. la remarque 4.15). La situation est symétrique pour k ≥ r(P )

2
et on a nk ≥ nk+1, ce qui établit (4).

(5) Nous montrons que, si P vérifie (UNI) et (SPN), il peut être par-
titionné en ν(P ) chaînes. Soit Nm un niveau de cardinal ν(P ). Si m �= 0,
nous avons, d’après (UNI), nm−1 ≤ nm et nous pouvons, d’après (SPN) et
la remarque 4.15, considérer un couplage de Nm−1 dans Nm, correspondant
à une injection extensive ιm−1 de Nm−1 dans Nm. Des injections extensives
ιk : Nk → Nk+1 sont obtenues de même pour tout k tel que 0 ≤ k < m.
Les suites x, ι−1

m−1(x), ι
−1
m−2(ι

−1
m−1(x)), . . ., où x parcourt le niveau Nm, forment

donc une partition de la partie commençante (Nm] en ν(P ) chaînes, chacune
ayant un élément distinct de Nm comme maximum. On partitionne de même
la partie finissante [Nm) et la concaténation deux à deux des chaînes obtenues
donne bien une partition de P en ν(P ) chaînes. ��

Prises séparément, les conditions (UNI) ou (SPN) ne garantissent pas la
propriété de Sperner : ainsi, le treillis de la figure 4.4(b) vérifie (UNI), mais
non (SPN) et n’est pas de Sperner. Le lecteur pourra chercher un ordre non
de Sperner et vérifiant (SPN) (un tel ordre ne vérifiant donc pas la condition
(UNI)).

Définition 4.19 Une famille F de parties d’un ensemble E est une famille
de Sperner sur E si elle constitue une antichaîne du treillis 2E, c’est-à-dire si
aucun élément de F n’est inclus dans un autre.

Le résultat de Sperner prouvé ci-dessous établit que le cardinal maximum
d’une telle famille est égal au nombre maximum d’éléments d’un niveau du
treillis booléen 2E (chapitre 1, exemple 1.40). Ceci justifie l’appellation d’« en-
semble ordonné de Sperner » donnée à la définition 4.14. L’exercice 4.9 cor-
respond à une application plaisante de ce résultat dans un domaine relevant
de l’analyse.

Théorème 4.20 (Sperner [380], 1928) Soit E un ensemble de cardinal n.
Le treillis booléen 2E est un ensemble ordonné de Sperner, avec α(2E) =
ν(2E) =

(
n

	n
2 


)
.
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Preuve. La valeur de ν(2E) est classique. Les résultats précédents nous
fournissent en fait trois façons de montrer que 2E est de Sperner :

- On établit que 2E vérifie la propriété (SYM) en construisant directe-
ment une partition en chaînes symétriques (exercice 4.10) et on applique la
proposition 4.18.

- Il est bien connu que 2E vérifie la condition (SUR) et est donc unimodal.
Comme chacun des ensembles ordonnés bipartis Pk = (Nk +Nk+1,≤) de 2E

est régulier, 2E vérifie (REG) et donc (SPN). On applique alors le point (2)
de la proposition 4.18.

- L’ensemble ordonné 2E vérifie la condition (MCR) puisque tous ses ni-
veaux sont C-réguliers (calculer le nombre de chaînes maximales passant par
une partie de E de cardinal k). Il satisfait donc la condition (MR) du théo-
rème 4.17. ��

4.4 Produits directs de chaînes

Une importante classe d’ensembles ordonnés, généralisation immédiate des
treillis booléens, est constituée des produits directs de chaînes (c’est-à-dire des
produits directs d’ensembles totalement ordonnés) c1 × · · ·× ci × · · ·× cm, où,
pour tout i = 1, . . . ,m, ci est un entier au moins égal à 2 et ci est la chaîne
{0 < 1 < · · · < ci−1} à ci éléments.

Dans cette section, l’expression « produit de chaînes » signifie toujours
« produit direct de chaînes » et nous donnons quelques propriétés de ces pro-
duits. A cette fin, nous considérons d’abord le cas plus général d’un ensemble
ordonné P ′ = P × c, produit direct d’un ensemble ordonné rangé P et de la
chaîne c = {0 < · · · < c− 1} à c éléments. Nous montrons que P ′ hérite bon
nombre de propriétés de P (les propositions 4.21–4.24), et nous appliquons ce
type de résultats aux produits de chaînes (corollaire 4.25).

Un élément de P ′ est noté x′ = (x, j), avec x ∈ P et j ∈ c. Si r est la
fonction de rang de P , alors P ′ est aussi rangé, sa fonction de rang r′ étant
donnée par r′(x′) = r′((x, j)) = r(x)+j, pour tout x′ ∈ P ′. Si r(P ) est le rang
de P , celui de P ′ est donc r(P ′) = r(P )+ c− 1 (comme au chapitre 2, section
2.1, on distingue ici le paramètre de rang, noté r(P ′), de l’ensemble ordonné
P ′ et la fonction de rang r′, définie sur P ′). On note, comme précédemment,
nk le cardinal du niveau Nk de P , et aussi n′

k le cardinal du niveau N ′
k de

P ′. Nous étendons cette suite de nombres en posant nk = 0 (respectivement,
n′

k = 0) pour tout entier k �∈ [0, r(P )] (respectivement, k �∈ [0, r(P ′)]). On
obtient alors aisément les égalités (1) et (2) de la proposition 4.21 (faire un
croquis).

Proposition 4.21 Soient P un ensemble ordonné rangé, c une chaîne à c
éléments et P ′ = P × c. Les nombres nk et n′

k vérifient pour tout entier k ≥ 0
les égalités suivantes :
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Fig. 4.5. Partition en chaînes symétriques du produit direct de deux chaînes.

1. n′
k = Σk−c+1≤i≤kni,

2. n′
k+1 = n′

k + nk+1 − nk−c+1.

Dans la section précédente, nous avons défini la condition (UNI) d’unimo-
dalité de P , la condition (SUR) de symétrie–unimodalité des rangs de P et la
condition (SYM) selon laquelle P est partitionnable en chaînes symétriques.
Dans ce qui suit, nous considérons aussi la propriété suivante : l’ensemble
ordonné rangé P est dit fortement unimodal s’il est unimodal et si, de plus,
nk+1 = nk implique soit nk = 0, soit nk = ν(P ). Autrement dit, deux niveaux
consécutifs d’un tel ensemble ordonné ne peuvent être de même cardinal que
si celui-ci est maximum. Un exemple d’un tel ensemble ordonné est donné à
la figure 4.5.

On a vu que (SYM) implique (UNI) et (SUR). On remarque, en géné-
ralisant la construction illustrée par la figure 4.5 dans le cas du produit 4× 5,
que le produit de deux chaînes vérifie la condition (SYM). On en déduit le
résultat suivant, dont la preuve fait l’objet de l’exercice 4.12 :

Proposition 4.22 Soient P un ensemble ordonné rangé, c une chaîne à c
éléments et P ′ = P × c. Si P vérifie la condition (SYM), alors le produit
direct P ′ = P × c vérifie encore (SYM).

Comme annoncé, nous déduisons maintenant d’autres propriétés des car-
dinaux des niveaux de P ′ = P × c de celles des cardinaux des niveaux de P .

Proposition 4.23 Soient P un ensemble ordonné rangé unimodal, c une
chaîne à c éléments et P ′ = P × c. Alors :
1. P ′ est unimodal,
2. si P vérifie la condition (SUR), il en est de même de P ′,
3. si P vérifie (SUR) et est fortement unimodal, il en est de même

de P ′.
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Preuve. (1) Montrons d’abord que l’unimodalité de P entraîne celle de P ′.
D’après l’égalité (2) de la proposition 4.21, la suite des n′

i commence par
être croissante : n′

0 = n0 ; n′
1 − n′

0 = n1 > 0. On va montrer que dès qu’il
existe un indice k pour lequel n′

k+1 < n′
k, cette suite ne peut que décroître.

Soit k un indice pour lequel on a n′
k+1 − n′

k < 0, donc, toujours d’après (2),
nk+1 < nk−c+1. Dans ce cas, comme P est unimodal, nk+1 ne peut être que
dans la partie non croissante de la suite des ni, d’où nk+2 ≤ nk+1.

Si nk−c+1 est encore dans la partie non décroissante de la suite des ni, on a
nk−c+1 ≤ nk−c+2 et donc n′

k+2−n′
k+1 = nk+2−nk−c+2 ≤ nk+1−nk−c+1 < 0.

Sinon, on a nk−c+1 ≥ nk−c+2 ≥ nk+2 et donc n′
k+2 − n′

k+1 ≤ 0 ; comme ces
dernières inégalités restent vraies pour les différences de rangs suivantes, la
suite des n′

i ne peut se remettre à croître. L’ensemble ordonné P ′ est donc
unimodal.

(2) Si P vérifie (SUR), on a les égalités n′
k = Σ0≤i≤c−1nk−i =

Σ0≤i≤c−1nr(P )−k+i =Σ0≤i≤c−1nr(P )+(c−1)−k+(i−c+1) =Σ0≤i≤c−1nr(P )−k+i =
n′

r(P ′)−k. Avec l’unimodalité de P ′ établie ci-dessus, ceci entraîne la propriété
(SUR) pour P ′.

(3) Supposons maintenant que P vérifie (SUR) et est fortement unimodal.
On va montrer que P ′ l’est aussi, i.e. que n′

k+1 = n′
k implique n′

k = 0 ou ν(P ′).
D’après la récurrence (2) de la proposition 4.21, l’égalité n′

k+1 = n′
k implique

nk+1 = nk−c+1. Examinons les divers cas où l’on peut avoir cette dernière
égalité :

– Si nk+1 = 0, on a aussi ni = 0 pour tout i inférieur à k, et donc, par le
point (1) de la proposition 4.21, n′

k+1 = n′
k = 0,

– Si nk+1 = nk−c+1 = ν(P ), on a, puisque P est unimodal, ni = ν(P )
pour tout i compris entre k− c+ 1 et k+ 1, et donc, par le point (1) de
la proposition 4.21, n′

k+1 = n′
k = cν(P ) = ν(P ′).

– Si nk+1 = nk−c+1 est différent de 0 ou ν(P ) on a, par l’unimodalité
forte, k− c+ 1 = r(P )− k− 1. Alors, r(P ′) = r(P ) + c− 1 = 2k+ 1 est
impair et on a k = r(P ′)−1

2 et k + 1 = r(P ′)+1
2 , ce qui, avec la propriété

de symétrie, entraîne bien n′
k+1 = n′

k = ν(P ′). ��

Soit q (respectivement, q′) le nombre des niveaux de P (respectivement,
de P ′) de cardinal maximum ν(P ) (respectivement, ν(P ′)). La proposition
suivante permet dans certains cas de déterminer q′ à partir de q et de c.

Proposition 4.24 Soient P un ensemble ordonné rangé avec r(P ) = q − 1,
c une chaîne à c éléments et P ′ = P × c. Alors :
1. Si P est unimodal avec c ≤ q, P ′ a exactement q−c+1 niveaux de cardinal
ν(P ′). Dans ce cas, on a ν(P ′) = cν(P ).

2. Si P vérifie la condition (SUR), est fortement unimodal, et si c > q, alors
P ′ a exactement un (pour r(P ′) pair) ou deux (pour r(P ′) impair) niveaux
de cardinal maximum ν(P ′).
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Preuve. (1) Supposons c ≤ q, et soit j le plus petit entier tel que nj = ν(P ),
et donc j + q − 1 le plus grand entier pour lequel ni = ν(P ). Avec c ≤ q,
un moment de réflexion montre que la récurrence (1) de la proposition 4.21
donne n′

k = Σk−c+1≤i≤kni = cν(P ) si et seulement si j+c−1 ≤ k ≤ j+q−1.
Toujours d’après (1), il est clair que cette valeur cν(P ) est la plus grande que
puisse atteindre le cardinal d’un niveau de P ′.

(2) Remarquons d’abord que, d’après la propriété (SUR) de P ′ établie
par la proposition précédente, s’il y a plusieurs niveaux de cardinal ν(P ′),
leurs rangs sont « centrés » autour de la valeur r(P ′)

2 = r(P )+c−1
2 . Supposons

r(P ′) pair et posons j = r(P ′)
2 = r(P )+c−1

2 . On a nj = ν(P ′) et n′
j+1 − n′

j =
nj+1 − nj−c+1. Du fait qu’il n’y a que q < c niveaux de cardinal ν(P ) dans
P , cette valeur ne peut être simultanément celle de nj+1 et de nj−c+1. Par
ailleurs, on a r(P ) − (j + 1) = j − c et donc, du fait que P vérifie (SUR),
n′

j+1−n′
j = nr(P )−(j+1)−nj−c+1 = nj−c −nj−c+1, différence qui ne peut être

nulle d’après l’unimodalité forte de P . On a donc n′
j+1 �= ν(P ′).

Le cas où r(P ′) est impair se traite de façon analogue en partant de j =
r(P ′)+1

2 . ��

Il est clair qu’une chaîne vérifie la condition (SYM) et est fortement uni-
modale. Par récurrence sur m, on déduit alors immédiatement de ce qui pré-
cède (en particulier des propositions 4.18 et 4.21 à 4.23) les propriétés sui-
vantes pour un produit de m chaînes :

Corollaire 4.25 Soit P = c1 × · · · × ci × · · · × cm un produit de m chaînes.
L’ensemble ordonné P est rangé, de rang r(P ) = (Σ1≤i≤mci) −m. Il vérifie
la condition (SYM) et est de plus fortement unimodal. P est de Sperner et
sa largeur ν(P ) vaut le cardinal du niveau N r(P )

2
si le rang r(P ) est pair, ou

des niveaux N r(P )−1
2

et N r(P )+1
2

s’il est impair.

La proposition 4.21 fournit des récurrences pour déterminer en pratique
les cardinaux des niveaux, et en particulier la largeur, d’un produit P de
chaînes. De même, les propriétés listées dans le corollaire ci-dessus permettent
d’appliquer la proposition 4.24 pour déterminer le nombre des niveaux de
cardinal maximum d’un produit de chaînes c1 × · · · × ci × · · · × cm à partir de
celui de c1 × · · · × ci × · · · × cm−1.

Exemple 4.26 Un produit de chaînes P = c1 × · · · × ci × · · · × cm est un
treillis de Post si c1 = c2 = · · · = cm = c. Pour c = 2, P est un treillis booléen
et la récurrence (1) de la proposition 4.21 devient n′

k = nk +nk−1, qui est bien
celle des nombres binomiaux. Pour c quelconque, les cardinaux des niveaux
de l’ensemble ordonné cm constituent une généralisation de ces nombres. Par
exemple, pour c = 6, le cardinal nk du niveau Nk correspond au nombre de
façons d’obtenir le score k+m en jetant m dés à jouer (du modèle ordinaire),
et nk

6m est la probabilité d’obtenir un tel score dans un lancer « régulier ». Le
tableau 4.1 donne les nombres nk correspondants pour 1 ≤ m ≤ 4.
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Tableau 4.1. Nombres de Whitney du treillis de Post.

m \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
3 1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21
4 1 4 10 20 35 56 80 104 125 140 146

m \ k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1
2
3 15 10 6 3 1
4 140 125 104 80 56 35 20 10 4 1

Le rang d’un treillis de Post P = cm est égal au produit m(c − 1). En
appliquant la proposition 4.24, on voit que, pour m > 1, l’ensemble ordonné
P possède deux niveaux de cardinal ν(P ) si ce produit est impair, un seul
sinon. Seul le passage de m = 1 à m = 2 se fait selon la première partie
de cette proposition, avec c = q = 6, et ensuite c’est la seconde partie qui
s’applique.

Exemple 4.27 Soit p = pa1
1 p

a2
2 . . . pam

m un entier, où p1, p2, . . . , pm sont les
facteurs premiers de p. L’ensemble P des diviseurs de p, muni de l’ordre de
divisibilité, est isomorphe au produit de chaînes (a1 + 1) × (a2 + 1) × · · · ×
(am + 1). Les résultats précédents s’appliquent donc à cet ensemble ordonné.

Exemple 4.28 Dans le domaine de l’extraction de connaissances (et plus
précisément, celle des règles de décision d’un expert), Pichon et al. [339]
(1994) supposent que des objets sont décrits par m attributs, chacun de ces
attributs correspondant à une échelle ordinale (chaîne) ci à ci éléments (avec
i = 1, . . . ,m). L’univers des possibles est alors décrit par le produit de chaînes
P = c1 × · · · × ci × · · · × cm, de rang r(P ) = (Σ1≤i≤mci) − m. Un expert
sélectionne des objets de telle façon que, si l’objet e est choisi, il en est de
même de tout objet e′ supérieur à e dans P , tandis que, si e n’est pas choisi,
tout objet e′ inférieur à e ne l’est pas non plus. Autrement dit, l’ensemble des
objets choisis constitue une partie finissante F de P , et ceux qui ne le sont
pas la partie commençante complémentaire. La détermination de l’antichaîne
A des éléments minimaux de F révèlera les règles de décision de l’expert, qu’il
pourrait par ailleurs être difficile de lui faire expliciter. On pourra alors, par
exemple, établir un « cahier des charges » pour la réalisation d’un système-
expert.

Il peut être important de planifier les questions posées à l’expert afin de
ne pas lui en poser un trop grand nombre. Pour ce faire, on peut commencer
par partitionner P en α(P ) chaînes, chacune ayant au plus r(P )+1 éléments.
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Ensuite, trouver une valeur limite sur une chaîne de cardinal c se fait, par
« recherche dichotomique », en au plus !log2c" questions. On en déduit la
borne supérieure α(P )!log2r(P ) + 1" pour le nombre d’objets à expertiser
(cette borne est en fait valide dans tout ensemble ordonné rangé). Dans l’ar-
ticle cité plus haut, on recherche ensuite des adaptations spécifiques aux pro-
duits de chaînes, avec un choix de questions plus dépendant des étapes de la
recherche.

4.5 Compléments et références

C’est en fait à propos de l’étude de la dimension des treillis distributifs,
sur laquelle on revient plus loin au chapitre 6, que Dilworth a été amené à
formuler en 1950 son théorème. La démonstration simple de ce résultat que
nous donnons à la section 4.1 est due à Tverberg [413] (1967). Les théorèmes
de Dilworth et de Sperner ont été les points de départ d’une littérature parti-
culièrement volumineuse, comptant bon nombre de brillants résultats et aussi
– fait remarquable – plusieurs excellentes synthèses auxquelles on peut se réfé-
rer : la revue, axée sur les méthodes de démonstration, publiée par Greene et
Kleitman [200] (1978) peu après qu’ils ont obtenu, ensemble ou séparément,
d’importantes généralisations du théorème de Dilworth ou du théorème 4.1,
la présentation historique très complète de West [422] (1982) et le livre dense
et technique de Engel [144] (1997).

On a essentiellement présenté ici des résultats de base ressortant de la théo-
rie des ensembles ordonnés. Toutefois, les ordres bipartis de la section 4.2 sont
clairement identifiables à des graphes bipartis et, comme il a été mentionné, à
d’autres structures combinatoires. De fait, le théorème de Dilworth se situe au
coeur de la combinatoire, comme en témoigne son lien avec la programmation
linéaire en nombres entiers, implicite dans son équivalence avec le théorème
« min coupe-max flot » de Ford et Fulkerson (Ford et Fulkerson [169], 1962),
et explicite dans son obtention comme corollaire d’un théorème de dualité par
Dantzig et Hoffman [110] (1956). L’équivalence du théorème de Dilworth et de
plusieurs autres résultats fondamentaux de combinatoire a d’ailleurs été mise
en évidence dans la littérature. Ainsi, on a montré à la section 4.1 comment le
théorème de Dilworth implique celui de König–Hall. Le théorème de Menger
de la théorie des graphes se déduit de celui-ci, et entraîne à son tour celui de
Ford et Fulkerson, qui lui-même permet de montrer celui de König–Egervàry
sur les graphes bipartis, qui entraîne enfin le théorème de Dilworth. Nous re-
venons ci-dessous sur les deux derniers de ces passages entre théorèmes. Pour
les autres (et pour les variantes de l’énoncé du théorème de Menger), le lecteur
pourra se reporter au chapitre 8 du livre de Aigner [3] (1979), et au chapitre
13 du livre de Welsh [421] (1976) pour le passage du théorème de König–Hall
à celui de Menger.

L’exercice 4.5 propose de retrouver comment le théorème de Dilworth se
déduit de celui de König–Egervàry (la réciproque a été établie à la section 4.2).
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Pour ce faire, on associe à l’ensemble ordonné P = (X,≤) un ensemble or-
donné biparti P ′ = (X + X ′,≤′

), où X ′ = {x′1, . . . , x′n} est une copie de
X = {x1, . . . , xn}, avec xi <

′
x′j si et seulement si xi < xj . Par ailleurs, la

preuve de l’implication du théorème de König–Egervàry par celui de Ford et
Fulkerson s’accompagne d’un algorithme pour la détermination de la largeur
d’un ensemble ordonné P (avec le résultat selon lequel cette détermination
est un problème polynomial). La recherche d’une partition d’un ensemble
ordonné quelconque P en θ(P ) chaînes se ramène en effet à celle d’un flot
maximum dans un graphe orienté G associé à l’ensemble ordonné P ′ qui vient
d’être défini, tandis que la recherche d’une antichaîne de P de cardinal α(P )
se ramène à celle d’une coupe minimum de G. Nous explicitons l’équivalence
entre le théorème de Dilworth et le théorème min coupe-max flot de Ford et
Fulkerson. Rappelons d’abord ce dernier.

Pour chaque sommet s d’un graphe orienté G = (S,U), notons Us (res-
pectivement, sU) l’ensemble des arcs d’extrémité (respectivement, d’origine)
s. Pour deux sommets distincts y et z, un flot de y à z est une application
f : U  −→ N telle que, pour tout s ∈ X\{y, z},Σu∈Usf(u) = Σu∈sUf(u), tan-
dis que, si u ∈ Uy (respectivement, u ∈ zU), on a f(u) = 0. La valeur du flot
f est la quantité f(y, z) = Σu∈yUf(u) = Σu∈Uzf(u). Pour être admissible, un
flot f doit aussi respecter pour tout arc u une inégalité du type f(u) ≤ χ(u),
le nombre entier χ(u) étant la « capacité » de l’arc u. Maximiser f(y, z) sous
ces contraintes peut alors être vu comme un problème d’acheminement d’un
maximum de marchandises à travers un réseau de transport (celui-ci repré-
senté par le graphe G). Une coupe (séparant y et z) est une partition de S
en deux classes Y et Z telles que y ∈ Y et z ∈ Z. On lui associe l’ensemble
D(Y, Z) des arcs (y′, z′) de G tels que y′ ∈ Y et z′ ∈ Z, puis la capacité de
la coupe χ(Y, Z) = Σu∈D(Y,Z)χ(u). Le théorème de Ford et Fulkerson établit
l’égalité :

Max{f(y, z), f flot admissible}
= Min{χ(Y, Z), (Y, Z) coupe sparant y et z}

Ce théorème est associé à des algorithmes efficaces de détermination d’un
tel flot et d’une telle coupe. Nous l’appliquons au graphe G = (S,U) qui
est dérivé de l’ensemble ordonné P ′ défini précédemment en lui ajoutant un
sommet source y et un sommet puits z ; on pose S = X ∪ X ′ ∪ {y, z} et
U = {(y, x) : x ∈ X} ∪ {(x, x′) : x ∈ X,x′ ∈ X ′, x < x′} ∪ {(x′, z) : x′ ∈
X ′}. On affecte à ce graphe les capacités χ(y, x) = χ(x′, z) = 1, pour tous
x ∈ X,x′ ∈ X ′, et χ(x, x′) = n+ 1 pour tout autre arc (x, x′) (avec n = |X |).

Un couplage C de P ′ à σ(P ′) chaînes correspond alors à un flot maximum
de y vers z, avec f(y, z) = σ(P ′), tandis qu’une coupe (Y, Z) de G, avec
y ∈ Y et z ∈ Z, est de capacité χ(Y, Z) minimum si et seulement si elle
possède les propriétés suivantes : Y ∩X = Z ∩X ′ = ∅ et (Y ∩X ′) ∪ (Z ∩X)
est une transversale de P ′ de cardinal minimum. Ainsi, la détermination d’un
flot maximum de G entraîne celle d’un couplage de P ′ en σ(P ′) chaînes, puis
d’une partition de P en θ(P ) chaînes, tandis que la détermination d’une coupe
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minimum de G entraîne celle d’une transversale de P ′ de cardinal τ(P ′), puis
d’une antichaîne de P de cardinal α(P ).

Une autre propriété des ensembles ordonnés est que leurs graphes de com-
parabilité (et les graphes d’incomparabilité qui sont leurs complémentaires, cf.
le chapitre 1, définition 1.5) constituent l’une des grandes classes de graphes
parfaits, dont nous rappelons ci-dessous la définition. Dans un graphe non
orienté G = (S,U), le nombre de stabilité α(G) est le cardinal maximum
d’une partie libre (i.e. sans éléments adjacents) de S, le nombre chromatique
γ(G) est le nombre minimum de parties libres dans une partition de S en par-
ties libres, le nombre κ(G) est le cardinal maximum d’une clique (i.e. dont les
éléments sont deux à deux adjacents) de S, et le nombre θ(G) est le nombre
minimum de cliques dans une partition de S en cliques. Le graphe G est dit
parfait si l’égalité α = θ est vérifiée pour G et tous ses sous-graphes induits (il
revient au même de supposer qu’il s’agit de l’égalité κ = γ, voir la revue de
Toft [399] (1995) et celle de Chudnovski et al. [98] (2003) sur les résolutions
des conjectures posées sur ces graphes par Berge en 1961). Dans le cas où G
est le graphe de comparabilité Comp(P ) d’un ensemble ordonné P , on voit
facilement que les cliques de Comp(P ) correspondent exactement aux chaînes
de P et que, en fait, ces paramètres de graphe coïncident avec ceux étudiés
tout au long de ce chapitre. Alors le théorème de Dilworth et/ou le théorème
4.1 entraîne(nt) que tout graphe de comparabilité – ou d’incomparabilité –
est parfait. On caractérisera au chapitre 6, section 6.4, les ensembles ordonnés
particuliers dont le graphe de comparabilité est aussi d’incomparabilité.

Le théorème de Dilworth a aussi été l’objet de nombreuses généralisations.
L’une des plus remarquées a porté sur les k-antichaînes de cardinal maximum,
en relation avec l’existence de partitions (en chaînes) particulières (Greene et
Kleitman [199], 1976). L’exercice 4.4 porte sur deux définitions équivalentes
de ces k-antichaînes.

Le théorème de Sperner peut être vu comme le point de départ de la
« théorie extrémale des ensembles », dont le propos est de trouver le nombre
maximum (ou minimum) d’éléments d’une famille F de parties d’un ensemble
de cardinal fixé vérifiant une propriété donnée. S’il s’agit, par exemple, de
l’incomparabilité pour l’inclusion, le problème est de déterminer la largeur de
l’ensemble ordonné (F ,⊆). Ici, nous pouvons renvoyer le lecteur désireux d’en
savoir plus au livre d’Anderson [8] (1987).

Le problème de reconnaître si un ordre est ou n’est pas de Sperner est cen-
tral dans l’étude des ensembles ordonnés rangés. La classification des ordres
rangés qu’il induit est bien spécifique : ainsi, ne sont en général de Sper-
ner ni les treillis distributifs ou modulaires (un contre-exemple simple est
fourni par la Figure 4.4(b)), ni les treillis géométriques (Dilworth et Greene
[122], 1971), ni le treillis des partitions d’un ensemble fini, si celui-ci est as-
sez grand (Canfield [82], 1978). Ce dernier cas a longtemps constitué un pro-
blème célèbre. D’autre part, l’existence d’une partition en chaînes symétriques
a de nombreuses conséquences qui rendent particulièrement intéressante la
recherche de telles partitions (cf. Griggs [201], 1988 et l’exercice 4.10).
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Comme l’étude des produits de chaînes généralise celle des treillis boo-
léens, les cardinaux des niveaux de ces treillis incluent les nombres binomiaux
comme cas particulier. On observe en effet à l’exemple 4.26 que les récurrences
issues de la proposition 4.21 généralisent le triangle de Pascal. En revanche, la
formule « en factorielle » des nombres binomiaux ne s’étend guère : on obtient
des expressions très complexes, comme celle donnée par Lerman [278] (1981),
peu utilisable en pratique (voir aussi l’exercice 4.13 pour le cas m = 3). Tou-
tefois, à côté des récurrences, le calcul des probabilités fournit des outils effi-
caces pour l’évaluation approximative du nombre des éléments d’un « grand »
produit de chaînes dont le rang est compris entre deux valeurs données. En
reprenant les notations de l’exemple 4.27, posons V = 1

12Σ1≤i≤mai(ai + 2)
et s =

√
V . On peut considérer le rang r(x) d’un élément x, pris au hasard

équiprobable dans P , comme une variable aléatoire de moyenne r(P )
2 et de

variance V . Si la suite a1, a2, . . . , am, . . . est telle que Limm→∞ am

s = 0, la dis-
tribution de r(x) tend vers la loi de Laplace–Gauss. Ceci permet notamment
d’obtenir la formule asymptotique

α(P ) ≈ 1√
2π

n(P )
s

(cf. par exemple Leclerc [266], 1990). C’est notamment le cas du produit de
chaînes 2× 3× · · · ×m, dont il a été montré (Le Conte de Poly-Barbut [274],
1990) qu’il a les mêmes nombres de Whitney que l’ordre permutoèdre sur Σm

défini au chapitre 1, exemple 1.17.

4.6 Exercices

Exercice 4.1 Montrer qu’un treillis rangé dont les niveaux ont au plus deux
éléments est partitionnable en deux chaînes (l’exemple de la figure 4.4(b)
montre que la situation n’est plus la même si les niveaux peuvent avoir trois
éléments).

Exercice 4.2 [Optimisation de la flotte] Au départ d’un aéroport, une
compagnie a programmé n vols. A chaque vol i correspondent un horaire de
départ ti et une durée di d’absence de l’appareil avant son retour. Deux vols i
et j sont incompatibles si [ti, ti + di]∩ [tj , tj + dj ] �= ∅. Montrer que le nombre
minimum d’appareils nécessaires est égal au nombre maximum de vols deux
à deux incompatibles.

Exercice 4.3 [Treillis des antichaînes de cardinal maximum, Dil-
worth [121]] Soient A et A′ deux antichaînes de cardinal α(P ) d’un ensemble
ordonné P . On pose Y = A ∪ A′, et soient B et B′ les ensembles d’éléments
respectivement minimaux et maximaux dans le sous-ensemble ordonné (Y,≤).

(1) Montrer que Y = B ∪ B′. En déduire que B et B′ sont encore des
antichaînes de P de cardinal α(P ).
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(2) Montrer que, pour l’ordre sur les antichaînes de P défini par A1 ≤
A2 si (A1] ⊆ (A2], B (respectivement, B′) est l’infimum (respectivement, le
supremum) de A et de A′ (cet ordre est considéré au chapitre 5, page 140).

Exercice 4.4 [k-antichaînes] Soient P = (X,≤) un ensemble ordonné et Y
une partie de X . On dit que Y est une k-antichaîne de P si Y est l’union d’au
plus k antichaînes de P . Montrer que Y est une k-antichaîne si et seulement
si κ(P ′) ≤ k, où P ′ est le sous-ensemble ordonné (Y,≤) de P .

Exercice 4.5 [De König–Egervàry à Dilworth, Fulkerson [173]] Soit
P = (X,≤) un ensemble ordonné de cardinalité n, auquel on associe l’en-
semble ordonné biparti P ′ = (X + X ′,≤′

), où X ′ = {x′1, . . . , x′n} est une
copie de X = {x1, . . . , xn} et xi <

′
x′j si et seulement si xi < xj .

(1) Montrer qu’à un couplage C de P ′ en c′ chaînes correspond une par-
tition P de P en n − c′ chaînes de P , et réciproquement (indication : partir
d’un couplage C vide de P ′ et de la partition P en n chaînes de P , chacune
à un élément, puis ajouter à C des couples (xi, x

′
j) avec xi <

′
x′j , et réduire

simultanément le nombre de chaînes de P en mettant xi et xj dans la même
chaîne).

(2) Montrer qu’à une transversale T de P ′ de cardinal t′ correspond une
antichaîne A de P de cardinal n − t′, et réciproquement (indication : xi est
élément de A si et seulement si ni xi ni x′i ne sont éléments de T ).

(3) En déduire que l’égalité σ(P ′) = τ(P ′) implique l’égalité θ(P ) = α(P ).

Exercice 4.6 [Systèmes de représentants distincts] Soit F = (Fi)i∈I

une famille de parties d’un ensemble E. Un système de représentants distincts
(SRD) de F est un ensemble R = {ri, i ∈ I} d’éléments de E tels que, pour
tout i ∈ I, on a ri ∈ Fi. Montrer que le Corollaire 4.11 est équivalent à
l’énoncé suivant : une condition nécessaire et suffisante pour qu’une famille F
de parties de E admette un SRD est que, pour tout J ⊆ I, on ait |

⋃
i∈J Fi| ≥

|J |. (Indication : utiliser l’équivalence de structures signalée au début de la
section 4.2.)

N.B. Ce résultat très connu a été obtenu sous cette forme par Hall [217].
Il s’applique, entre autres, aux problèmes d’affectation. Si, par exemple, E est
l’ensemble des pilotes et I l’ensemble des avions d’une compagnie aérienne, Fi

étant l’ensemble des pilotes qualifiés sur l’avion i, la condition obtenue porte
sur la possibilité de faire voler simultanément tous les pilotes.

Exercice 4.7 On considère le treillis booléen 2E des parties d’un ensemble
E et deux niveaux Nk et Nk′ de ce treillis, avec k < k′ < n

2 + 1. Soit P =
(Nk + Nk′ ,≤) le sous-ensemble ordonné biparti de 2E induit par ces deux
niveaux. Existe-t-il un couplage de Nk dans Nk′ ? Calculer les paramètres
σ(P ), τ(P ), γ(P ), α(P ) et δ(P ).
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Exercice 4.8 Caractériser les ensembles ordonnés rangés pour lesquels toute
antichaîne est incluse dans un niveau (indication : ils ont été considérés au
chapitre 2).

Exercice 4.9 [Le problème de Littlewood–Offord] Soient r1, . . . , rn
des nombres réels tous égaux au moins à 1 et I = [t, t+1[ un intervalle réel. On
considère l’ensemble E des nombres réels de la forme r = Σ1≤i≤nεiri, où les
εi sont égaux à 0 ou à 1. Montrer que le nombre d’éléments de E appartenant
à l’intervalle I est au plus égal à

(
n


n
2 �

)
(indication : on considère le n-uplet

des εi comme un élément du treillis booléen 2n et on montre que l’ensemble
des r contenus dans l’intervalle I correspond à une antichaîne de 2n).

N.B. Le chapitre 11 du livre de Anderson [8] (1987) est consacré aux
nombreuses extensions de ce résultat.

Exercice 4.10 Donner une partition en chaînes symétriques du treillis boo-
léen 2E des parties d’un ensemble E (on pourra choisir un élément e de E,
puis chercher à obtenir, à partir de chaque chaîne de longueur � d’une telle
partition de 2E−e, deux chaînes de longueurs � + 1 et � − 1 de 2E). Étendre
alors le résultat de l’exercice 4.7 à k, k′ quelconques, puis généraliser à tout
couple de niveaux d’un ensemble ordonné vérifiant la condition (SYM).

Exercice 4.11 Trouver une partition en chaînes symétriques de l’ordre per-
mutoèdre sur l’ensembleΣ4 des permutations d’un ensemble à quatre éléments
(chapitre 1, exemple 1.17). On trouvera le diagramme de cet ensemble ordonné
au chapitre 5, figure 5.6).

N.B. L’existence d’un partitionnement de l’ordre permutoèdre sur Σn en
chaînes symétriques pour tout entier n reste un problème ouvert (cf. à ce
propos Leclerc [270], 1994).

Exercice 4.12 Soit {C1, . . . , Ck} une partition en k chaînes symétriques d’un
ensemble ordonné rangé P , et soit C une chaîne sans élément commun avec
P . Montrer que tout élément x du produit direct P × C appartient à un et
un seul des sous-ensembles ordonnés C1 × C, . . . , Ck × C. En déduire que, si
chacun de ces sous-ensembles est partitionnable en chaînes symétriques, il en
est de même de P × C.

Exercice 4.13 [Largeur du produit de deux ou trois chaînes, Leclerc
[266], 1990] On considère trois chaînes c1, c2 et c3, avec c1 ≥ c2 ≥ c3 ≥ 2.

1. Montrer que α(c1 × c2) = c2.
2. Montrer que α(c1 × c2 × c3) = c2c3 − K

4 , avec :
– K = 0 si c1 > c2 + c3 − 2,
– K = (c2 +c3−c1−1)(c2 +c3−c1 +1) si c1 ≤ c2 +c3−2 et si c2 +c3−c1

est impair,
– K = (c2 + c3 − c1)2 si c1 ≤ c2 + c3 − 2 et si c2 + c3 − c1 est pair.
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Ensembles ordonnés et treillis distributifs

Les ensembles ordonnés appelés treillis ont été définis au chapitre 1 et, au
chapitre 2, on a introduit des classes particulières de treillis tels les treillis
distributifs, modulaires ou semi-modulaires. La classe des treillis distributifs
est la plus importante pour plusieurs raisons. D’abord, on peut noter que
les treillis distributifs, du fait justement de la distributivité entre leurs deux
opérations, sont ceux dont le maniement algébrique est le plus aisé. Ensuite,
bon nombre d’ordres intervenant naturellement en mathématiques pures ou
appliquées s’avèrent des treillis distributifs. On a déjà cité le cas des ensembles
totalement ordonnés ainsi que celui de l’ensemble des parties d’un ensemble
muni de l’ordre d’inclusion, structure isomorphe à celle d’un produit direct de
chaînes à deux éléments. Une généralisation de ce cas est le treillis distributif
obtenu en faisant le produit direct de chaînes de longueur quelconque. Ainsi,
lorsque dans la modélisation d’un problème de décision, on considère que les
choix possibles sont évalués selon plusieurs ordres totaux correspondant à dif-
férents critères, ces choix correspondent à des éléments du treillis distributif
produit de ces ordres. Enfin et surtout, il existe une correspondance fonda-
mentale entre ensembles ordonnés et treillis distributifs, qui fait que toute
propriété ou problème sur les ensembles ordonnés peut se « traduire »en une
propriété ou un problème sur les treillis distributifs (et inversement). Par
exemple, dans les problèmes d’ordonnancement où l’on doit rechercher une
extension linéaire d’un ensemble ordonné, le passage au problème correspon-
dant sur le treillis distributif associé se révèle fructueux (cf. la section 7.5).

A la section 5.1 nous donnons plusieurs caractérisations des treillis dis-
tributifs (théorème 5.1) ainsi que des exemples de tels treillis. A la section
suivante, le théorème 5.6 décrit les propriétés d’un treillis distributif asso-
cié à un ensemble ordonné, à savoir le treillis de ses parties commençantes
(ordonnées par inclusion). La section 5.3 montre qu’inversement tout treillis
distributif est représentable de cette manière, un résultat fondamental dû à
Birkhoff. De façon précise, tout treillis distributif est isomorphe au treillis
des parties commençantes d’un ensemble ordonné, qui n’est autre que ce-
lui de ses éléments sup-irréductibles (théorème 5.9). On établit ainsi une
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bijection canonique entre la classe des ensembles ordonnés et celle des treillis
distributifs. Cette bijection peut s’interpréter comme résultant d’une dualité
fondamentale entre préordres et topologies, elle-même conséquence d’une cor-
respondance de Galois entre relations binaires et familles de parties définies
sur le même ensemble. Nous présentons cette correspondance de Galois à la
section 5.4 (théorème 5.23) et nous en déduisons plusieurs dualités. i D’abord,
celle entre préordres et topologies (corollaire 5.24) puis celle entre préordres
totaux et topologies linéaires (proposition 5.27), enfin celle entre ordres et to-
pologies quasi-séparées ou encore entre ordres et treillis distributifs (corollaire
5.29). Auparavant, à la section 5.3, nous utilisons le théorème de représen-
tation de Birkhoff pour établir plusieurs propriétés importantes des treillis
distributifs telles que l’isomorphisme entre les ensembles ordonnés de ses élé-
ments sup-irréductibles et de ses éléments inf-irréductibles. D’autre part, nous
étudions le problème de recherche du nombre minimum de générateurs (pour
les deux opérations de supremum et d’infimum) d’un treillis distributif, cette
recherche s’avérant utile au chapitre 6 pour celle de la dimension booléenne
d’un ensemble ordonné. Le résultat principal est que cette recherche revient
à celle d’une transversale de cardinalité minimum d’une famille d’intervalles
du treillis (théorème 5.20 et corollaire 5.21).

5.1 Treillis distributifs

A la section 2.3, on a défini un treillis distributif comme un treillis vérifiant
l’une ou (et) l’autre des deux propriétés (équivalentes) de distributivité d’une
de ses opérations par rapport à l’autre (propriétés (1) et (2) ci-dessous). Nous
démontrons dans cette section l’équivalence de ces deux propriétés entre elles
ainsi qu’avec quatre autres propriétés.

Nous rappelons les notations suivantes pour un treillis T : ST (respecti-
vement, IT ) est l’ensemble de ses éléments sup-irréductibles (respectivement,
inf-irréductibles) ; Sx (respectivement, Ix) est l’ensemble des éléments sup-
irréductibles inférieurs ou égaux (respectivement, inf-irréductibles supérieurs
ou égaux) à un élément x de T ; pour s ∈ ST et i ∈ IT , s ↑ i signifie que
s ∨ i = i+ (chapitre 3, proposition 3.21).

Théorème 5.1 Un treillis T est distributif si et seulement si il vérifie l’une
quelconque des propriétés suivantes :
1. pour tous x, y, z ∈ T , x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z),
2. pour tous x, y, z ∈ T , x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),
3. pour tous x, y, z ∈ T , (x∧ y)∨ (y∧ z)∨ (z∧x) = (x∨ y)∧ (y∨ z)∧ (z∨x),
4. pour tous s ∈ ST , X ⊆ T, s ≤

∨
X implique s ≤ x pour au moins un

élément x de X,
5. pour tout s ∈ ST , il existe un unique i ∈ IT tel que s ↑ i,
6. pour tous x, y ∈ T , on a Sx∨y = Sx ∪ Sy.
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Preuve. On doit montrer que dans tout treillis distributif, les propriétés (1) à
(6) sont équivalentes.

(1) =⇒ (2) : supposons (1) vraie et soient x, y, z ∈ T . On a (x∨y)∧(x∨z) =
[(x ∨ y) ∧ x] ∨ [(x ∨ y) ∧ z] (par (1)) = x ∨ [z ∧ (x ∨ y)] (par absorption et
commutativité) = x∨ [(z ∧ x)∨ (z ∧ y)] (par (1)) = [x∨ (z ∧ x)]∨ (z ∧ y) (par
associativité) = x ∨ (y ∧ z) (par absorption et commutativité). L’implication
(2) =⇒ (1) se montre dualement.

(2) =⇒ (3) : (x∧y)∨(y∧z)∨(z∧x) = ([(x∧y)∨(y∧z)]∨z)∧([(x∧y)∨(y∧
z)]∨x) (par (2)) = [(x∧y)∨z]∧[(x∨(y∧z)] (par absorption et commutativité)
= [(x ∨ z) ∧ (y ∨ z)]∧ [(x ∨ y) ∧ (x ∨ z)] (par (2)) = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x)
(par associativité et idempotence).

(3) =⇒ (1) : si (3) est vraie, on en déduit aisément que T vérifie la propriété
suivante (M) de modularité : ∀x, y, z ∈ T , x ≤ z =⇒ x∨ (y ∧ z) = (x∨ y)∧ z.

On a aussi, compte tenu de (3), x∧ [(x∧ y)∨ (y ∧ z)∨ (z ∧ x)] = x∧ [(x∨
y) ∧ (y ∨ z) ∧ (z ∨ x)]. En réorganisant le premier membre de cette égalité et
en simplifiant le second, on trouve :

x∧((y∧z)∨ [(x∧y)∨(z∧x)]) = x∧(y∨z), avec (x∧y)∨(z∧x) ≤ x, ce qui
permet d’utiliser la commutativité et (M) pour réécrire le premier membre :
([(x∧y)∨(z∧x)]∨(y∧z))∧x = [(x∧y)∨(z∧x)]∨(y∧z∧x) = (x∧y)∨(x∧z).
D’où finalement, (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) = x ∧ (y ∨ z).

(1) =⇒ (4) : si s ∈ ST et s ≤
∨
X , on a s = s ∧ (

∨
X) =

∨
x∈X(s ∧ x)

par distributivité et, s étant sup-irréductible, on a s = s ∧ x pour au moins
un élément x de X .

(4) =⇒ (5) : supposons l’existence de s ∈ ST et de deux éléments distincts
i1 et i2 ∈ IT avec s ↑ i1 et s ↑ i2. On a donc i1 et i2 incomparables et ainsi
(par exemple) s ≤ i+1 ≤ i1 ∨ i2. Par (4) on a alors s ≤ i1 ou s ≤ i2, une
contradiction.

(5) =⇒ (6) : dans tout treillis T , on a Sx ∪ Sy ⊆ Sx∨y (puisque s ≤ x
ou s ≤ y implique s ≤ x ∨ y). Supposons qu’il existe s ∈ ST avec s ≤ x ∨ y,
s �≤ x et s �≤ y. On a donc x et y incomparables, et il existe i1 et i2 ∈ IT avec
x ≤ i1, y ≤ i2, s ↑ i1 et s ↑ i2. (5) implique i1 = i2, d’où s ≤ x ∨ y ≤ i1, une
contradiction.

(6) =⇒ (1) : on a montré dans le chapitre 3 (voir le corollaire 3.12) que,
pour tout treillis T , l’application x  −→ Sx est un inf-codage (définition 3.3)
de T dans le treillis 2ST . (6) implique que cette application est un morphisme
(de treillis) injectif et donc que T est isomorphe à un sous-treillis du treillis
booléen 2ST . Puisqu’il a déjà été noté à la section 2.3 que 2ST est distributif
et que tout sous-treillis d’un treillis distributif est distributif, on obtient la
distributivité de T . ��

Les propriétés (1) et (2) du théorème ci-dessus sont duales tandis que
la propriété (3) est ipsoduale. Puisqu’elles sont caractéristiques des treillis
distributifs, il s’ensuit que le dual d’un treillis distributif est distributif, ce
que l’on peut énoncer de la manière suivante :
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Corollaire 5.2 La classe des treillis distributifs est ipsoduale.

Les propriétés (1) et (2) nous ont déjà servi au chapitre 1 comme dé-
finitions d’un treillis distributif. La troisième identité établit que l’élément
obtenu en prenant le supremum des infimums deux à deux de trois élé-
ments x, y, z d’un treillis distributif est le même que celui obtenu en pre-
nant l’infimum de leurs supremums deux à deux ; cet élément est appelé
la médiane de ces trois éléments. Plus généralement, la médiane m d’un
k-uplet (x1, x2, . . . , xk) d’éléments d’un treillis T , avec k impair, est dé-
finie par m =

∨
I⊆{1,...,k},2|I|>k(

∧
i∈I xi). Dans un treillis distributif, on

peut montrer que la médiane d’un k-uplet (x1, x2, . . . , xk) est aussi égale à∧
I⊆{1,...,k},2|I|>k(

∨
i∈I xi). A la section 7.3 du chapitre 7 on verra que l’opé-

ration qui associe à un k-uplet sa médiane correspond à une formalisation
latticielle de la règle majoritaire d’agrégation et que cette opération peut être
également définie de façon « métrique », la médiane étant alors l’élément à
distance minimum du k-uplet.

Un élément x d’un treillis T est dit sup-premier s’il est tel que s ∈ ST , X ⊆
T et s ≤

∨
X impliquent s ≤ x pour au moins un élément x ∈ X . Le lecteur

s’assurera qu’un élément sup-premier est sup-irréductible. La caractérisation
(4) s’écrit alors : un treillis est distributif si et seulement si tous ses éléments
sup-irréductibles sont sup-premiers.

Il est suggestif de donner une autre forme à la caractérisation (5). Appelons
clivage d’un treillis une bipartition de ses éléments en une section finissante
et une section commençante. La figure 5.4(a) montre un exemple d’un tel
clivage : le treillis distributif T est bipartitionné en la section finissante des
éléments supérieurs ou égaux au sup-irréductible s et la section commençante
des éléments inférieurs ou égaux à l’inf-irréductible i. On remarque qu’un
treillis peut fort bien n’admettre aucun clivage (chercher des exemples). Par
contre, la propriété (5) ci-dessus s’interprète en disant que dans le cas d’un
treillis distributif T , à tout sup-irréductible s correspond le clivage [s) + (i]
où i est l’unique inf-irréductible tel que s ↑ i. Le fait que cette propriété est
caractéristique des treillis distributifs peut donc s’énoncer : un treillis T est
distributif si et seulement si, pour tout sup-irréductible s de T , l’ensemble des
éléments supérieurs ou égaux à s et l’ensemble complémentaire des éléments
non supérieurs ou égaux à s forment un clivage de T .

On notera aussi que si [s) + (i] est un clivage de T , on a en fait s � i (en
effet i+ �≤ i implique i+ ≥ s et donc s ∨ i = i+ ; et de même, s �≤ s− implique
s ∧ i = s−).

Remarque 5.3 Puisque la classe des treillis distributifs est ipsoduale (co-
rollaire 5.2) on peut utiliser le principe de dualité qui implique notamment
qu’à tout résultat sur les éléments sup-irréductibles d’un treillis distributif
correspond un résultat dual sur les inf-irréductibles. En particulier, on peut
énoncer d’autres propriétés caractéristiques des treillis distributifs obtenues
en prenant les duales des propriétés (4) à (6). Elles s’énoncent :
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M3 N5

Fig. 5.1. Les treillis M3 et N5.

7. pour tous i ∈ IT , X ⊆ T , i ≥
∧
X implique i ≥ x pour au moins un

élément x ∈ X (autrement dit, tout inf-irréductible de T est inf-premier),
8. pour tout i ∈ IT , il existe un unique s ∈ ST tel que s ↓ i,
9. pour tous x, y ∈ T , on a Ix ∪ Iy = Ix∧y.

Il existe bien d’autres caractérisations des treillis distributifs que celles
données au théorème 5.1 et à la remarque précédente. On en trouvera cer-
taines à la section 5.6 des compléments de ce chapitre. Citons simplement ici
deux caractérisations très classiques, celle par sous-treillis exclus et celle par
« simplification »(qui se déduit facilement de la précédente, comme le lecteur
pourra s’en assurer) :

10. un treillis est distributif si et seulement si il ne contient pas de sous-treillis
de type M3 ou N5.

11. un treillis est distributif si et seulement si, pour tous x, y, z, (x∧y = x∧z
et x ∨ y = x ∨ z) impliquent y = z.

Exemple 5.4 Un certain nombre d’exemples de treillis distributifs ont été
déjà donnés au chapitre 2. Ainsi, les ensembles totalement ordonnés (avec
les opérations max et min comme supremum et infimum) sont des treillis
distributifs. Il en est de même des produits directs d’ensembles totalement
ordonnés puisque, plus généralement, le produit direct de treillis distributifs
est un treillis distributif (proposition 2.19). Le treillis booléen Bn est un cas
particulier d’un tel produit, puisqu’il est isomorphe au produit direct 2n de
n ensembles totalement ordonnés {0 < 1}. A la proposition 2.20 on a aussi
montré qu’un sous-treillis d’un treillis distributif est un treillis distributif,
ce qui permet de donner de nombreux autres exemples. En particulier, on a
appelé famille distributive de parties un ensemble H de parties d’un ensemble
X qui est un sous-treillis de 2X (i.e. tel que A,B ∈ H entraîne A ∪B ∈ H et
A∩B ∈ H) et mentionné le cas particulier des topologies. Celles-ci devant jouer
un rôle important à la quatrième section de ce chapitre, nous en (re)donnons
ci-dessous la définition.
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Définition 5.5 Une topologie sur un ensemble X est une famille T de parties
de X vérifiant les conditions suivantes :
1. A,B ∈ T entraîne A ∪B ∈ T et A ∩B ∈ T ,
2. ∅ ∈ T et X ∈ T .

Autrement dit, une topologie sur X est une famille distributive de parties
de X contenant la partie vide et l’ensemble X . Un exemple de topologie sur
X est l’ensemble des parties commençantes (respectivement, finissantes) d’un
ensemble ordonné P = (X,≤), puisqu’il a été signalé à la section 1.4.2 que
l’ensemble des parties commençantes (respectivement, finissantes) de P est
stable pour l’union et l’intersection et contient la partie vide et X . Des classes
particulières de topologies seront considérées à la définition 5.26.

5.2 Treillis distributif associé à un ensemble ordonné

A la section précédente on a donné comme exemple de treillis distributif le
treillis des parties commençantes d’un ensemble ordonné. Le théorème suivant
développe cet exemple en précisant notamment la relation de couverture et les
éléments irréductibles de ce treillis. Rappelons (cf. la définition 1.26) qu’un
sous-treillis T ′ d’un treillis T est dit couvrant si sa relation de couverture
≺′

est la restriction de la relation de couverture ≺ de T , i.e. si, pour tous
x, y ∈ T ′, on a x ≺′

y si et seulement si x ≺ y.

Théorème 5.6 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné de cardinal n.
1. L’ensemble C(P ) des parties commençantes de P est un treillis distributif

de longueur n, sous-treillis couvrant de 2X ; pour C,C′ ∈ C(P ), on a
C′ ≺ C si et seulement si C′ = C \ x, avec x un élément maximal de C.

2. Les éléments sup-irréductibles (respectivement, inf-irréductibles) de C(P )
sont les n sections commençantes (x] (respectivement, les complémentaires
i(x) des n sections finissantes [x)). En particulier, X (respectivement, ∅)
est un sup-irréductible (respectivement, un inf-irréductible) de C(P ) si et
seulement si P admet un plus grand élément (respectivement, un plus petit
élément).

3. L’application (x]  −→ i(x) = X \ [x) est un isomorphisme entre l’ensemble
ordonné des sup-irréductibles et celui des inf-irréductibles de C(P ).

4. Dans C(P ), un sup-irréductible (x] est inférieur ou égal à un inf-irréductible
X \ [y) si et seulement si x est strictement inférieur ou incomparable à y
dans P .

Preuve. (1) On a déjà noté à la section précédente que C(P ) est une topologie,
sous-treillis de 2X contenant les parties ∅ et X , donc un treillis distributif. Si
x est un élément maximal (pour l’ordre ≤) d’une partie commençante C de
P , il est immédiat de constater que C \x est encore une partie commençante,
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forcément couverte par C dans C(P ). Inversement, soient C,C ′ ∈ C(P ) avec
C′ ≺ C. Il existe au moins un élément y ∈ C \ C′ et un élément x maximal
dans C tel que y ≤ x ; on ne peut avoir x ∈ C′, car alors C′ ne serait pas
commençante. On a donc C′ ⊆ C \ x ≺ C, c’est-à-dire C′ = C \ x. On a
donc montré que la relation de couverture de 2X est conservée dans C(P ), ce
qui implique en particulier que les chaînes maximales de ces deux treillis ont
même longueur et donc que C(P ) est de longueur n.

(2) Comme une section commençante (x] n’a qu’un élément maximal pour
l’ordre de P , elle ne couvre dans C(P ) que la partie commençante (x[, ce qui
montre que (x] est un sup-irréductible de C(P ). Il est clair que pour toute
partie commençante C, on a C =

⋃
x∈C(x]. Donc, l’ensemble des sections

commençantes est une partie sup-génératrice de C(P ) et est bien l’ensemble
de tous ses sup-irréductibles. En particulier, X est un sup-irréductible de C(P )
si et seulement si il existe x ∈ P tel que X = (x] et donc si et seulement si P
admet un plus grand élément. Posons i(x) = {y ∈ X : x �≤ y} = X\[x), partie
commençante complémentaire de la section finissante [x), et supposons que
i(x) = C1∩C2 soit l’intersection de deux parties commençantes incomparables
C1 et C2 ; i(x) ⊂ C1 implique qu’il existe z ∈ C1 tel que x ≤ z et donc x ∈ C1 ;
de même, i(x) ⊂ C2 implique x ∈ C2. On a donc finalement x ∈ i(x), ce qui
est impossible ; i(x) est donc un inf-irréductible de C(P ). Vérifions de plus
qu’on a C =

⋂
{i(x) : x �∈ C} pour toute partie commençante C ; en effet,

x �∈ C implique C ⊆ i(x) (pourquoi ?) et donc C ⊆
⋂
{i(x), x �∈ C} ; d’autre

part, y ∈ i(x) pour tout x �∈ C implique y �≥ x pour tout x �∈ C, donc y ∈ C.
Les i(x) sont donc bien les inf-irréductibles de C(P ). En particulier, ∅ est un
inf-irréductible de C(P ) si et seulement si il existe x ∈ P tel que ∅ = X \ [x)
et donc si et seulement si P admet un plus petit élément.

(3) On vérifie immédiatement que l’application (x]  −→ i(x) = X \ [x)
de l’ensemble SC(P ) dans l’ensemble IC(P ) est bijective. D’autre part, on a
(x] ⊆ (y] si et seulement si x ≤ y, si et seulement si [x) ⊇ [y), et si et
seulement si i(x) ⊆ i(y). Cette application est donc bien un isomorphisme.

(4) Ceci revient à montrer que (x] ⊆ X \ [y) si et seulement si x �≥ y, ce
qui est clair. ��

L’ensemble ordonné P est évidemment isomorphe à l’ensemble ordonné
(par inclusion) de ses sections commençantes (x], lui-même isomorphe, d’après
le théorème précédent, à l’ensemble ordonné des i(x). On obtient donc :

Corollaire 5.7 Tout ensemble ordonné P est isomorphe à l’ensemble or-
donné des éléments sup-irréductibles (respectivement, inf-irréductibles) d’un
treillis distributif.

Nous examinons ci-dessous le comportement du treillis des parties com-
mençantes d’un ensemble ordonné par rapport aux opérations de sommes
cardinale et ordinale d’ensembles ordonnés. Rappelons que si P1 admet un
plus grand élément u1 et P2 un plus petit élément o2, P1 ⊕

′
P2 désigne l’en-
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semble ordonné obtenu à partir de la somme ordinale P1 ⊕ P2 en identifiant
les éléments u1 et o2 (cf. la remarque 1.43 du chapitre 1).

Proposition 5.8 Soient P1 = (X1,≤1) et P2 = (X2,≤2) deux ensembles
ordonnés avec X1 ∩X2 = ∅.
1. C(P1 + P2) est isomorphe à C(P1) × C(P2),
2. C(P1 ⊕ P2) est isomorphe à C(P1) ⊕

′ C(P2).

Preuve. (1) Considérons l’application qui, à toute partie commençante C de
P1 +P2, associe le couple (C1, C2) où C1 = C ∩X1 et C2 = C∩X2. Il est clair
que C1 (respectivement, C2) est une partie commençante de P1 (respective-
ment, de P2), et qu’on a donc défini ainsi une application de C(P1 +P2) dans
C(P1)×C(P2). Cette application est évidemment injective et elle est surjective
puisque, si (C1, C2) est tel que C1 (respectivement, C2) est une partie commen-
çante de P1 (respectivement, de P2), C = C1+C2 est une partie commençante
de P1+P2 (en effet, si x ∈ C, on a, par exemple, x ∈ C1, et y ≤ x dans P1+P2

implique y ∈ C1 et donc y ∈ C). Enfin, on a C = C1 + C2 ⊆ C′ = C′
1 + C′

2

si et seulement si C1 ⊆ C′
1 et C2 ⊆ C′

2 ce qui achève de montrer que cette
application est un isomorphisme.

(2) Soit C une partie commençante de P1⊕P2. Elle est soit de la forme C =
C1 avec C1 une partie commençante de P1, soit de la forme C = X1 +C2 avec
C2 une partie commençante non vide de P2. On considère alors l’application f
qui, à une telle partie commençante, associe C1 dans le premier cas et C2 dans
le second. Cette application est bijective entre C(P1 ⊕ P2) et C(P1) ⊕

′ C(P2)
(car dans C(P1) ⊕

′ C(P2), le plus grand élément X1 de C(P1) est identifié à
∅, le plus petit élément de C(P2)). En examinant les quatre cas possibles, on
vérifie aisément que C ⊆ C′ dans C(P1 ⊕ P2) si et seulement si f(C) ≤ f(C ′)
dans C(P1) ⊕

′ C(P2) (par exemple, si C = C1 et C′ = X1 + C2, il est évident
que C ⊆ C′ si et seulement si f(C) = C1 ≤ f(C′) = C2). On a donc montré
que f est un isomorphisme entre C(P1 ⊕ P2) et C(P1) ⊕

′ C(P2). ��

Plusieurs autres treillis distributifs sont naturellement associés à un en-
semble ordonné P = (X,≤). D’abord, au lieu de considérer le treillis C(P ) des
parties commençantes de P , on peut considérer le treillis F(P ) de ses parties
finissantes. Mais il est immédiat de vérifier que l’application de complémenta-
tion C  −→ X \C est un anti-isomorphisme entre C(P ) et F(P ), qui sont donc
deux treillis duaux. Il est aussi immédiat de vérifier que les applications de
fermeture commençante (Y  −→ (Y ]) et de fermeture finissante (Y  −→ [Y ))
définies sur 2X (cf. l’exemple 3.30) induisent deux bijections entre, d’une part,
l’ensemble A(P ) des antichaînes de P et, d’autre part, C(P ) ou F(P ). L’en-
semble A(P ) peut donc être muni des deux structures duales de treillis distri-
butif respectivement isomorphes à C(P ) et F(P ). Par exemple, posons pour
A,B antichaînes de P ,

A ≤A B ⇐⇒ (A] ⊆ (B]
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Fig. 5.2. Un ensemble ordonné P et le treillis C(P ) de ses parties commençantes.

(i.e. pour tout x de A, il existe y dans B avec x ≤ y).
Alors, l’ensemble ordonné (A(P ),≤A) est un treillis distributif isomorphe

à C(P ), où l’on a A ∨ B = Max(A ∪ B) et A ∧ B = Max((A] ∩ (B]). On
peut montrer que l’ensemble des antichaînes de cardinal maximum de P est
un sous-treillis du treillis des antichaînes de P (exercice 4.3).

La figure 5.2 montre un ensemble ordonné P et le treillis de ses parties
commençantes. Pour chaque partie commençante C on a souligné ses éléments
maximaux, i.e. l’antichaîne correspondant à C dans la bijection entre C(P ) et
A(P ). En ne considérant que les parties soulignées, le second ensemble ordonné
de la figure 5.2 représente donc A(P ) muni de la structure de treillis isomorphe
à C(P ). On obtient le treillis dual F(P ) des parties finissantes en prenant les
complémentaires des parties commençantes. Il est immédiat de remarquer que
ce treillis est aussi celui des parties commençantes de l’ensemble ordonné dual
de P , c’est-à-dire qu’on a F(P ) = C(P d).

5.3 Représentations d’un treillis distributif

Nous énonçons maintenant le théorème fondamental de représentation des
treillis distributifs dû à Birkhoff. Rappelons que pour tout élément x d’un
treillis T , Sx = {s ∈ ST : s ≤ x}.
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Fig. 5.3. (a) Un treillis T , (b) le treillis C(ST ) et (c) le treillis F(IT ).

Théorème 5.9 (Birkhoff [48] 1933) Soit T un treillis distributif. L’appli-
cation x  −→ c(x) = Sx est un isomorphisme entre T et le treillis C(ST ) des
parties commençantes de l’ensemble ordonné ST des éléments sup-irréductibles
de T . L’ isomorphisme inverse entre C(ST ) et T est l’application C  −→

∨
C.

Preuve. Considérons l’application c définie dans l’énoncé. Il est d’abord clair
que Sx est une partie commençante de ST et on sait (proposition 3.11) que
x =

∨
Sx. De cette égalité, on déduit immédiatement que c est injective et

que x ≤ y si et seulement si Sx ⊆ Sy. Pour une partie commençante C de
ST , posons x =

∨
C. On a donc C ⊆ Sx. Soit s un sup-irréductible de T

tel que s ∈ Sx. Puisque s ≤ x =
∨
C, il résulte de la caractérisation (4) des

treillis distributifs du théorème 5.1 que s est inférieur ou égal à un élément
de la partie commençante C. Donc s ∈ C, C = Sx et c est surjective, donc
un isomorphisme. Finalement, les deux égalités x =

∨
Sx et C = c(

∨
C) ci-

dessus montrent la dernière assertion. ��

Remarque 5.10 On a vu au corollaire 3.12 que l’application c qui, à tout
x de T , associe l’ensemble Sx des sup-irréductibles inférieurs ou égaux à x
est un inf-morphisme. Le théorème précédent montre que, si T est un treillis
distributif, elle est aussi un sup-morphisme, i.e. que pour tous x, y ∈ T , on a
Sx∨y = Sx∪Sx. Cette égalité résulte aussi immédiatement de la caractérisation
(4) des treillis distributifs du théorème 5.1, puisque s ≤ x ∨ y implique s ≤ x
ou s ≤ y. On a déjà remarqué que le treillis C(P ) des parties commençantes
d’un ensemble ordonné P est dual du treillis F(P ) de ses parties finissantes
(par l’application de complémentation). On déduit alors du théorème 5.9 que
le treillis distributif T est dual du treillis F(ST ) des parties finissantes de
l’ensemble ordonné de ses éléments sup-irréductibles (cet anti-isomorphisme
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est donné par x  −→ ST \ Sx = {s ∈ ST : s �≤ x}). La figure 5.3 donne un
exemple de la représentation d’un treillis distributif T par C(ST ) et du treillis
dual de T par F(IT ) (cf. la remarque 5.12).

Corollaire 5.11 L’ensemble ordonné ST des éléments sup-irréductibles d’un
treillis distributif T est isomorphe à l’ensemble ordonné IT de ses éléments
inf-irréductibles. Si on note ι cet isomorphisme, on a, pour tout s ∈ ST :
1. ι(s) =

∨
{t ∈ ST : s �≤ t} =

∨
{x ∈ T : s �≤ x},

2. T = [s) + (ι(s)] avec s � ι(s) (i.e. s ∨ ι(s) = ι(s)+ et s ∧ ι(s) = s−).

Preuve. (1) De l’isomorphisme entre T et C(ST ) et de son inverse (théorème
5.9), on déduit l’isomorphisme s  −→ (s] entre ST et l’ensemble {(s], s ∈ ST }
des sup-irréductibles de C(ST ) ainsi que l’isomorphisme ST \[s)  −→

∨
(ST \[s))

entre l’ensemble {ST \ [s), s ∈ ST } des inf-irréductibles de C(ST ) et l’en-
semble IT . D’autre part, on a montré au théorème 5.6 que l’ensemble des
sup-irréductibles de C(ST ) est isomorphe à l’ensemble de ses inf-irréductibles,
par l’application (s]  −→ i(s) = ST \ [s). On a donc ST isomorphe à IT par
l’isomorphisme ι composition des trois isomorphismes précédents, ce qui donne
l’expression ι(s) =

∨
{t ∈ ST : s �≤ t}. Posons z =

∨
{x ∈ T : s �≤ x} ≥ ι(s).

Soit x = s1∨...∨sk∨...∨sp (où les sk sont des sup-irréductibles) tel que s �≤ x.
On a, pour tout k, s �≤ sk, d’où sk ≤ ι(s) et donc x = s1∨...∨sk∨...∨sp ≤ ι(s).
Il s’ensuit z ≤ ι(s), d’où z = ι(s), ce qui achève de prouver (1).

Pour montrer (2), considérons s ∈ S(T ) et un élément x ∈ T \ [s), i.e.
tel que s �≤ x. D’après le raisonnement fait ci-dessus, on a x ≤ ι(s), d’où
T \ [s) ⊆ (ι(s)]. Inversement, d’après le point (4) du théorème 5.1, s �≤ ι(s).
Donc x ≤ ι(s) implique s �≤ x, soit (ι(s)] ⊆ T \ [s), d’où finalement T =
[s) + (ι(s)]. On a donc un clivage de T ce qui, comme il a déjà été remarqué,
implique s � ι(s). ��

L’isomorphisme entre ST et IT donné dans ce corollaire associe donc à un
sup-irréductible s de T le plus grand inf-irréductible non supérieur ou égal
à s et, dualement, il associe à un inf-irréductible i de T le plus petit sup-
irréductible non inférieur ou égal à i. Il est explicité à la figure 5.4(b) pour le
treillis distributif T donné à la figure 5.4(a).

Remarque 5.12 L’isomorphisme entre ST et IT a, entre autres, la consé-
quence suivante : un treillis distributif est isomorphe au treillis C(IT ) des
parties commençantes de IT et anti-isomorphe au treillis F(IT ) des parties
finissantes de IT .

De façon précise, l’isomorphisme est donné par x  −→ (IT \ Ix) = {i ∈
IT : x �≤ i} et l’anti-isomorphisme par x  −→ Ix = {i ∈ IT : x ≤ i}. La figure
5.3(c) montre le treillis F(IT ) dual du treillis distributif T de la figure 5.3(a).

En utilisant le théorème 5.9 de représentation d’un treillis distributif, les
résultats sur le treillis des parties commençantes d’un ensemble ordonné de
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Fig. 5.4. (a) T = [a) + (i] et (b) l’isomorphisme entre ST et IT .

la section 5.2 et le principe de dualité pour les treillis distributifs, on peut
facilement démontrer d’autres propriétés des treillis distributifs énoncées dans
la proposition suivante (les démonstrations sont laissées au lecteur).

Proposition 5.13 Soit T un treillis distributif.
1. T est rangé ; le rang de l’élément x est le nombre de sup-irréductibles de
T inférieurs ou égaux à x et est aussi le nombre d’inf-irréductibles de T
non supérieurs ou égaux à x : r(x) = |Sx| = |IT \ Ix|. En particulier,
r(T ) = |ST | = |IT |,

2. pour x, y ∈ T , x ≺ y si et seulement si Sx = Sy \ t pour un élément t
maximal de Sy, ou si et seulement si Ix = {i ∈ IT : x ≤ i} = Iy + z pour
un élément z minimal de Ix,

3. le nombre |T−x| d’éléments couverts par x dans T est égal au nombre d’élé-
ments maximaux de Sx,

4. le nombre |xT+| d’éléments couvrant x dans T est égal au nombre d’élé-
ments minimaux de Ix,

5. max{|T−x|, x ∈ T } = max{|xT+|, x ∈ T } = α(ST ) = α(IT ),
6. |{x ∈ T : |T−x| = k}| = |{x ∈ T : |xT+| = k}| = |{antichaînes à k

éléments de ST }| = |{antichaînes à k éléments de IT }|.

Donnons encore une autre propriété, fort utile, des treillis distributifs. Dans
un treillis quelconque, un élément peut admettre plusieurs représentations
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minimales comme supremum d’éléments sup-irréductibles (ou comme infimum
d’éléments inf-irréductibles). Par exemple, dans le treillis M3 représenté à la
figure 5.1, le plus grand élément admet trois représentations minimales par
des sup-irréductibles. Ce n’est pas le cas dans un treillis distributif, comme le
précise la proposition suivante.

Proposition 5.14 Tout élément d’un treillis distributif admet une unique re-
présentation minimale comme supremum d’éléments sup-irréductibles (et une
unique représentation minimale comme infimum d’éléments inf-irréductibles).

Preuve. Soit x un élément d’un treillis distributif admettant deux repré-
sentations minimales en sup-irréductibles : x = s1 ∨ ... ∨ sk ∨ ... ∨ sp =
s′1 ∨ ...∨ s′j ∨ ...∨ s′q . D’après la caractérisation (4) du théorème 5.1, il existe j
et k tels que s1 ≤ s′j ≤ sk. Puisque {s1, ..., sp} est une antichaîne, on obtient
s1 = sk = s′j . En itérant ce résultat, on en déduit l’égalité des deux représen-
tations. Par dualité, on obtient le résultat sur l’unicité de la représentation
minimale en inf-irréductibles. ��

Remarque 5.15 Plusieurs des propriétés établies aux propositions 5.13 et
5.14 permettent de caractériser les treillis distributifs. Ainsi un treillis T est
distributif si et seulement si T est rangé et vérifie r(T ) = |ST | = |IT |, ou si
et seulement si tout élément de T admet une unique représentation minimale
comme supremum d’éléments sup-irréductibles.

Nous finissons cette section par l’étude des « parties génératrices »d’un
treillis distributif, étude dont les résultats seront utiles pour le problème de
calcul de la dimension booléenne d’un ensemble ordonné présenté au chapitre
6 (cf. le corollaire 6.4).

Considérons d’abord la famille des sous-treillis d’un treillis T . Puisqu’elle
contient T et qu’elle est stable par intersection, c’est une famille de Moore
(définition 3.27). On peut donc lui associer une fermeture φ sur 2T qui, à
toute partie A de T , associe φ(A), le plus petit sous-treillis de T contenant A
(φ(A) est l’intersection de tous les sous-treillis contenant A). On peut alors
poser les définitions suivantes :

Définition 5.16 Une partie G d’un treillis T est dite génératrice (de T ) si
φ(G) = T , c’est-à-dire si le plus petit sous-treillis de T qui contient G est T .
On note g(T ) le cardinal minimum d’une partie génératrice d’un treillis T .

Rappelons que l’infimum (respectivement, le supremum) de la partie vide
est le maximum (respectivement, le minimum) du treillis T (cf. l’exemple 3.2
du chapitre 3). Toute partie génératrice de T contient donc une partie gé-
nératrice obtenue en lui ôtant (s’ils y étaient) le minimum et le maximum
de T . D’autre part, toute partie génératrice de T contient nécessairement ses
éléments doublement irréductibles. On obtient donc g(T ) ≥ |{éléments dou-
blement irréductibles de T }|. On remarque que cette borne inférieure de g(T )
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est atteinte pour tout treillis distributif engendré par ses éléments doublement
irréductibles et, en particulier, par une chaîne (g(n) = n− 2).

Nous utilisons les notions et notations suivantes :

Définition 5.17 Une partie G d’un ensemble E est appelée une transversale
d’une famille de parties A1, . . . , Ak, . . . , Ap de E si, pour tout k ≤ p, Ak ∩
G �= ∅.

Définition 5.18 Soit T un treillis.
– On note IS(T ) l’ensemble des sup-irréductibles de T qui sont des inf-

irréductibles de l’ensemble ordonné ST .
– On note SI(T ) l’ensemble des inf-irréductibles de T qui sont des sup-

irréductibles de l’ensemble ordonné IT .

Le lecteur montrera qu’un élément de ST est infimum d’autres éléments
dans l’ensemble ordonné ST si et seulement si il est infimum de ces éléments
dans le treillis T (seule l’une de ces implications n’est pas évidente). Donc,
s ∈ IS(T ) si et seulement si (s ∈ ST et s <

∧
{s′ ∈ ST : s < s′}), avec

∧

l’infimum dans le treillis T .
Par exemple, dans le cas du treillis de la figure 5.3(a), ST et IT sont

représentés à la figure 5.4(b) et on a IS(T ) = {a, g, i, c} et SI(T ) = {i, e, g}.
La preuve du lemme suivant s’obtient par récurrence sur le nombre d’oc-

currences d’éléments de G intervenant dans l’expression de x, en utilisant la
distributivité de T .

Lemme 5.19 Si G est une partie génératrice du treillis distributif T , tout
élément x de T s’écrit sous la forme x =

∨
H∈H(

∧
H), où H est une famille

de parties de G.

Théorème 5.20 Une partie G d’un treillis distributif T est génératrice si et
seulement si G est une transversale de la famille des intervalles {[s, i], s ∈
IS(T ), i ∈ SI(T )}.

Preuve. Considérons d’abord une partie génératrice G de T et un intervalle
[s, i] de T avec s ∈ ST et i ∈ IT . Puisque s est un sup-irréductible engendré
par G, on déduit du lemme 5.19 que s est infimum d’éléments de G. On a
donc s =

∧
1≤k≤p gk ≤ i. Puisque i est inf-irréductible, il existe k tel que

s ≤ gk ≤ i (propriété (7) de la remarque 5.3). Donc G est transversale de la
famille des intervalles {[s, i], s ∈ ST , i ∈ IT } et, en particulier, de la famille
des intervalles {[s, i], s ∈ IS(T ), i ∈ IS(T )}.

Réciproquement, soit G une transversale de cette dernière famille et soit
s ∈ IS(T ). Considérons une représentation de s comme infimum d’inf-
irréductibles de T . En remplaçant chaque inf-irréductible n’appartenant pas
à SI(T ) par un supremum d’inf-irréductibles appartenant à SI(T ) et en
utilisant la distributivité, on exprime s comme supremum de divers infi-
mum de parties de SI(T ). Puisque s est sup-irréductible, on en déduit que
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s =
∧

1≤k≤p{ik, ik ∈ SI(T )}. Chaque intervalle [s, ik] contenant un élément
gk de G, on a s =

∧
1≤k≤p gk. Ainsi G engendre IS(T ), donc tous les sup-

irréductibles de T et, finalement, T lui-même. ��

Le corollaire suivant provient de ce que, pour obtenir une transversale
minimale d’une famille de parties, il suffit de considérer les parties minimales
de cette famille.

Corollaire 5.21 Soit T un treillis distributif. On a g(T ) = min{|G|, G trans-
versale de la famille des intervalles [s, i] tels que s ∈ IS(T ), i ∈ SI(T ) et [s, i]
minimal pour l’inclusion}.

Exemple 5.22 Nous illustrons ce résultat en calculant le nombre minimum
de générateurs du treillis T = C(P ) de la figure 5.2. On détermine d’abord
IS(T ) = {a, c, abd, bcf, abce} et SI(T ) = {ac, abd, bcf, abcde, abcef}. On doit
ensuite déterminer tous les intervalles minimaux de type [s, i], pour s ∈ IS(T )
et i ∈ SI(T ). On en trouve six, qui sont [abd, abd], [bcf, bcf ], [a, ac], [c, ac],
[abce, abcde] et [abce, abcef ]. Les deux premiers correspondent aux deux élé-
ments doublement irréductibles de T et doivent donc être contenus dans toute
transversale de la famille des intervalles minimaux. On en déduit que T a
quatre parties génératrices minimales :

{ac, abd, bcf, abce}, {a, c, abd, bcf, abce},

{ac, abd, bcf, abcef, abcde}, {a, c, abd, bcf, abcef, abcde},

et que g(T ) = 4.

Cet exemple ne doit pas inciter le lecteur à croire que la détermination de
g(T ) soit facile. En fait, le Corollaire 5.21 montre qu’elle se ramène au pro-
blème classique, mais très difficile, de recherche d’une transversale minimum,
lui-même équivalent au problème du recouvrement minimum (cf. par exemple
Berge [41], 1970, ou Gondran et Minoux [188], 1985). On peut toutefois dé-
terminer facilement g(T ) dans certains cas particuliers (cf. la remarque 6.34
du chapitre 6).

5.4 Dualités entre préordres et topologies
et entre ensembles ordonnés
et treillis distributifs

Dans cette section nous allons considérer plusieurs dualités dérivant d’une
dualité fondamentale entre préordres et topologies définis sur le même en-
semble X . On obtient cette dualité à partir d’une correspondance de Galois
(définition 3.37) entre relations binaires et familles de parties définies sur X .
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Commençons par préciser les structures ordinales en jeu. Nous considérons
les deux ensembles P (X2), ensemble de toutes les relations binaires sur X , et
P [P (X)], noté P 2(X), ensemble de toutes les familles de parties de X . Ces
deux ensembles sont ordonnés par inclusion : R ⊆ R′, i.e. xRy implique xR′y
(on dit alors que R est contenue dans R′ ou que R′ est compatible avec R), et
F ⊆ F ′, i.e. A ∈ F implique A ∈ F ′.

Munis de ces ordres, P (X2) et P 2(X) définissent deux treillis (booléens),
notés respectivement 2X2

et 2P (X), et où les opérations de supremum et d’in-
fimum sont les opérations d’union et d’intersection ensemblistes :

R ∪R′, R ∩R′, F ∪ F ′, F ∩ F ′

Nous allons maintenant définir une application t de 2X2
dans 2P (X) et

une application p de 2P (X) dans 2X2
et montrer qu’elles forment une corres-

pondance de Galois entre ces deux treillis. Pour cela nous avons besoin de
quelques définitions.

Soit d’abord une relation binaire R sur X . On dit qu’une partie C de X
est une partie R-commençante, ou simplement, une partie commençante si,
pour tout x ∈ X et tout y ∈ C, xRy implique x ∈ C.

On notera que cette notion généralise celle de partie commençante d’un
ensemble ordonné. La partie vide et l’ensemble X sont des parties commen-
çantes de n’importe quelle relation binaire sur X ; une partie commençante
est dite propre si elle est différente de X ou de la partie vide. On note C(R)
l’ensemble des parties commençantes de R et C∗(R) l’ensemble des parties
commençantes propres de R. On remarque que la réunion et l’intersection de
deux parties commençantes étant commençante, C(R) est une topologie sur
X (définition 5.5).

Soit maintenant F une famille de parties de X . On pose F(x) = {A ∈ F :
x ∈ A} et on définit une relation binaire R(F) sur X en posant xR(F)y si
F(y) ⊆ F(x), i.e. si , pour tout A ∈ F , y ∈ A implique x ∈ A, ce qui s’écrit
encore x ∈

⋂
F(y).

Il est clair que R(F) est une relation de préordre sur X (exemple 1.20),
et que deux éléments x et y sont dans une même classe de ce préordre si et
seulement si F(x) = F(y).

Nous avons ainsi associé à toute relation binaire R sur X la famille C(R)
de ses parties commençantes, et à toute famille F de parties de X la relation
binaire R(F) et donc défini les deux applications t et p suivantes :

t : 2X2 −→ 2P (X) p : 2P (X) −→ 2X2

R  −→ t(R) = C(R) F  −→ p(F) = R(F)

On peut alors énoncer le résultat fondamental :

Théorème 5.23 Le couple d’applications (t, p) est une correspondance de
Galois entre les deux treillis 2X2

et 2P (X). La relation pt(R), notée π(R),
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est le plus petit préordre contenant R. La famille tp(F), notée τ(F), est la
plus petite topologie contenant F .

Preuve. Pour montrer que (t, p) est une correspondance de Galois, il suffit de
montrer (définition 3.37) qu’on a les propriétés suivantes : (1) R ⊆ R′ =⇒
t(R) ⊇ t(R′), (2) F ⊆ F ′ =⇒ p(F) ⊇ p(F ′), (3) R ⊆ pt(R) et (4) F ⊆ tp(F).
Montrons les propriétés (1) et (3) concernant t et pt. Soit R contenue dans R′

et C une partie commençante de R′. Puisque yRx implique yR′x, x ∈ C et
yRx impliquent y ∈ C, ce qui montre que C est une partie commençante de
R, et donc que t(R′)(= C(R′)) ⊆ t(R)(= C(R)).

Soient x, y avec xRy ; puisque toute partie commençante de R contenant
y contient x, on a [t(R)](y) = {C ∈ C(R) : y ∈ C} ⊆ [t(R)](x), i.e. x[pt(R)]y.
On a donc bien R ⊆ pt(R). On prouverait de même les propriétés (2) et (4)
concernant p et tp, ce qui montre que (t, p) est bien une correspondance de
Galois entre les deux treillis 2X2

et 2P (X). Il résulte alors des propriétés d’une
telle correspondance entre deux treillis (théorème 3.38) que les applications
π = pt et τ = tp sont deux fermetures et que leurs images π[2X2

] = p[2P (X)]
et τ [2P (X)] = t[2X2

] sont deux treillis duaux. D’autre part, nous avons déjà
noté que π(R) est un préordre et que τ(F) est une topologie.

Il reste à montrer que π(R) (respectivement, τ(F)) est le plus petit pré-
ordre contenant R (respectivement, la plus petite topologie contenant F).

Soit une relation R définie sur X . On doit montrer que pour tout préordre
Q contenantR, le préordre π(R) est contenu dansQ, i.e. que y[π(R)]x implique
yQx. Puisque R ⊆ Q, on a (par la propriété (1) d’une correspondance de
Galois) t(Q) = C(Q) ⊆ C(R) = t(R). Pour x quelconque, la partie Qx = {z ∈
X : zQx} étantQ-commençante (du fait de la transitivité deQ) est donc aussi
une partie R-commençante, et elle contient x (du fait de la réflexivité de Q).
D’autre part, y[π(R)]x = y[p(C(R)]x signifie que toute partie R-commençante
contenant x contient également y. Puisque Qx est une partie R-commençante
contenant x, elle contient y et on a bien montré que y[π(R)]x implique yQx.

Soit maintenant une famille F de parties de X . On doit montrer que pour
toute topologie T contenant F , τ(F) est contenue dans T , i.e. que T ∈ τ(F)
implique T ∈ T . Soit donc T ∈ τ(F) ; puisque τ est isotone, on a T ∈ τ(T ) =
tp(T ) et T est donc une partie commençante de p(T ). Notons C(x) la section
commençante de p(T ) engendrée par x : C(x) = {y ∈ X : y[p(T )]x} = {y ∈
X : T (x) ⊆ T (y)} (où T (x) = {A ∈ T : x ∈ A}). Or T (x) ⊆ T (y) est
équivalent à y ∈

⋂
T (x). Donc C(x) =

⋂
T (x) et C(x) ∈ T puisque T est ∩-

stable. Mais d’autre part, on a évidemment T =
⋃
{C(x), x ∈ T }. Comme les

C(x) appartiennent à T qui est ∪-stable, leur réunion T appartient aussi à T .
��

Corollaire 5.24 L’ensemble QX des préordres et l’ensemble TX des topolo-
gies sur X sont deux treillis duaux. Soient R1 et R2 deux préordres sur X, T1

et T2 les topologies associées ; leurs infimum et supremum sont donnés par les
formules suivantes :
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R1 ∧R2 = R1 ∩R2 R1 ∨R2 = π(R1 ∪R2) = p(T1 ∩ T2)
et

T1 ∧ T2 = T1 ∩ T2 T1 ∨ T2 = τ(T1 ∪ T2) = t(R1 ∩R2)

Preuve. Ce résultat provient immédiatement de la caractérisation des ferme-
tures π et τ énoncée dans le théorème 5.23. En effet, si R est un préordre
(respectivement, F est une topologie), on a π(R) = R (respectivement,
τ(F) = F) et on a donc π(P (X2)) = QX (respectivement, τ(P 2(X)) = TX).
Les formules donnant l’infimum dans les treillis QX et TX proviennent de
ce qu’ils sont des familles de Moore et celles donnant le supremum sont une
application des formules générales pour les treillis duaux associés à une cor-
respondance de Galois (formules qu’on trouve avant l’exemple 3.41). ��

Le théorème 5.23 caractérise les deux fermetures π et τ associées à la
correspondance de Galois (t, p). En particulier, π n’est autre que la fermeture
réflexo-transitive d’une relation binaire, fermeture définie à l’exemple 1.20. Si
T est une topologie et que la famille F vérifie τ(F) = T on dit que F engendre
ou génère T , ou encore que F est une partie génératrice de T . Il en est de
même pour la fermeture π.

Remarque 5.25 De manière duale à la définition d’une partie commençante
d’une relation, on définit la notion de partie finissante pour une relation R
définie sur X : une partie F de X est finissante si x ∈ X, y ∈ F et yRx
impliquent x ∈ F . On note F(R) l’ensemble des parties finissantes de R et
F∗(R) l’ensemble de ses parties finissantes propres (i.e. différentes de X et de
∅). Puisque la réunion et l’intersection de deux parties finissantes est finissante,
F(R) est une topologie sur X . On remarque que F(R) = {X \C,C ∈ C(R)}.

Nous allons maintenant considérer des classes particulières de préordres
et préciser les classes duales de topologies associées, ce qui nécessite quelques
définitions.

Définition 5.26 Soit T une topologie sur X.
1. T est complémentée si, pour tout A ⊆ X, on a A ∈ T si et seulement si
X \A ∈ T .

2. T est quasi-séparée (on parle aussi de T0-topologie) si, pour toute paire
d’éléments de X, il existe A ∈ T contenant un et un seul de ces deux
éléments.

3. T est linéaire si, pour tous A,B ∈ T , on a A ⊆ B ou B ⊆ A.
4. T est linéaire saturée si T est linéaire et de cardinalité |X | + 1.

L’ensemble noté T 0
X des topologies quasi-séparées définies sur X va être

mis en dualité avec l’ensemble OX des ordres définis sur X (proposition 5.27
et corollaire 5.29). On remarquera que les topologies linéaires (respectivement,
linéaires saturées) ne sont rien d’autre que les chaînes étendues, donc conte-
nant ∅ et X (respectivement, les chaînes maximales) du treillis 2X des parties
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de X . En particulier, les topologies linéaires saturées sont les topologies li-
néaires contenant le nombre maximum de parties possibles pour une telle
topologie.

On peut alors énoncer le résultat suivant dont la démonstration ne présente
pas de difficulté.

Proposition 5.27 Dans la dualité entre l’ensemble des préordres et l’en-
semble des topologies définis sur X, les ensembles des équivalences, des ordres,
des préordres totaux et des ordres totaux correspondent respectivement aux
ensembles de topologies complémentées, quasi-séparées, linéaires et linéaires
saturées.

La figure 5.5 illustre la correspondance entre les équivalences (respective-
ment, les ordres, les préordres totaux) et les topologies complémentées (res-
pectivement, quasi-séparées, linéaires).

La dualité entre relations d’équivalences et topologies complémentées est
bien connue sous la forme dérivée que constitue la correspondance classique
entre équivalences et partitions : les unions des classes de l’équivalence associée
à une partition forment une topologie complémentée, i.e. un treillis booléen,
dont les atomes sont ces classes.

Précisons quelque peu la dualité entre les préordres totaux et les chaînes
étendues, qui servira au chapitre suivant dans la démonstration du théorème
fondamental du codage. Si R est un préordre total, l’ensemble de ses classes

X

abfe

bfe

∅

ac b def

a

bfe < a < cd

f

b

acdefabc bdef

bac def

X

e

c d

X

a b

ac ab

abc abd

abcd abdf

abcdf
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abcde

(a)
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∅

Fig. 5.5. (a) Une équivalence, un ordre et un préordre total sur X = {a, b, c, d, e, f},
et (b) leurs topologies duales.
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est totalement ordonné (Exemple 1.20). Si ce préordre admet k classes, on
peut alors, en les numérotant suivant cet ordre, l’écrire sous la forme :

X1 < .... < Xi < .... < Xk (1)

On vérifie que la topologie τ(R) associée à ce préordreR est la chaîne étendue :

∅ ⊂ F1.... ⊂ Fi.... ⊂ Fk = X,

avec pour tout i = 1, . . . , k, Fi =
⋃

1≤h≤iXh.
Inversement, si l’on se donne une chaîne étendue C = ∅ ⊂ F1 ⊂ .... ⊂

Fi.... ⊂ Fk = X de 2X contenant k parties non vides, le préordre corres-
pondant π(C) est obtenu sous la forme (1), en posant F0 = ∅ et, pour tout
i = 1, . . . , k, Xi = Fi \ Fi−1.
On voit ainsi que les préordres totaux à k classes correspondent aux topolo-
gies linéaires de cardinal k+1, i.e. aux chaînes étendues de longueur k de 2X .
Deux cas sont particulièrement intéressants :

– Si k = 2, les préordres de la forme X1 < X2 correspondent aux topolo-
gies de la forme {∅, X1, X} (on notera que les premiers sont les coatomes
du treillis des préordres, les secondes étant les atomes du treillis des to-
pologies) ;

– Si k = |X | = n, on obtient les ordres totaux x1 ≺ x2 ≺ ... ≺ xi ≺
xi+1... ≺ xn auxquels correspondent les topologies linéaires saturées,
i.e. les chaînes maximales du treillis 2X :

∅ ⊂ {x1} ⊂ {x1, x2}... ⊂ {x1, x2, ...xi} ⊂ {x1, x2, . . . , xi, xi+1}

... ⊂ {x1, x2, . . . , xi, xi+1, . . . , xn} = X

On peut alors préciser un des résultats de la proposition 5.27.

Proposition 5.28 Dans la dualité entre l’ensemble des préordres totaux et
l’ensemble des topologies linéaires définis sur X, les préordres totaux à k
classes correspondent aux chaînes étendues de longueur k de 2X . En particu-
lier, les préordres totaux à 2 classes correspondent aux topologies ne contenant
qu’un fermé différent des parties ∅ et X, et les ordres totaux correspondent
aux chaînes maximales de 2X .

Dans la proposition 5.27, les bijections énoncées entre les différents en-
sembles sont évidemment des dualités pour les ordres (d’inclusion) dont sont
munis ces ensembles. En particulier, comme l’ensemble des ordres définis sur
X est un inf-demi-treillis (pour l’opération d’intersection), l’ensemble des to-
pologies quasi-séparées est un sup-demi-treillis et l’on obtient :

Corollaire 5.29 (Birkhoff [49], 1937) L’inf-demi-treillis OX des ordres
définis sur un ensemble X est dual du sup-demi-treillis T 0

X des topologies
quasi-séparées (ou T0-topologies) définies sur X.
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Dans cette dualité, à l’ordre O correspond la topologie quasi-séparée
t(O) = C(O) formée des parties commençantes de O. A l’infimum O1 ∩O2 de
deux ordres correspond le supremum C(O1) ∨ C(O2) = C(O1 ∩ O2) des deux
topologies quasi-séparées associées, etc. Nous laissons au lecteur le soin de
préciser les autres dualités résultant de la proposition 5.27.

Dans le résultat du corollaire 5.29, tous les ordres sont définis sur un
même ensemble X , de cardinalité disons n. D’autre part, les topologies quasi-
séparées définies sur X correspondent aux treillis distributifs de longueur n
(d’après le théorème 5.9 et la proposition 5.13). On obtient donc ainsi une
dualité entre ensembles ordonnés de cardinal n et treillis distributifs de lon-
gueur n. Ce résultat étant vrai pour n quelconque, on peut dire qu’on a une
dualité entre la classe des ensembles ordonnés et celle des treillis distributifs.
Toutefois cette dernière dualité est de nature plus générale que celle induite
par une correspondance de Galois. Pour pouvoir la définir convenablement, il
faudrait se placer en théorie des catégories et montrer qu’il existe une dualité
entre la catégorie des ensemble ordonnés et celle des treillis distributifs. Ceci
impliquerait de définir ces catégories avec leurs « morphismes », ce qui dépasse
le cadre de cet ouvrage (on pourra se reporter au livre de Davey et Priestley
[112], 2001 pour une approche plus catégorielle de cette dualité).

Les conséquences de la dualité entre ensembles ordonnés et treillis dis-
tributifs est que tout résultat, construction ou question sur l’une des classes
de ces deux structures peut être transformé en un résultat, construction ou
question sur l’autre classe (et inversement). Suivant les cas, il pourra être
plus facile d’effectuer une construction ou de résoudre une question sur l’une
de ces classes ou sur l’autre. Par exemple, le premier point de la proposition
5.8 s’interprète en disant que le produit direct de deux treillis distributifs
peut s’obtenir à partir de la somme cardinale de leurs ensembles ordonnés
d’éléments sup-irréductibles. Avant de terminer cette section par un second
exemple, signalons qu’on en verra d’autres au chapitre suivant où des pro-
blèmes de dimension d’ensemble ordonnés se traduisent en problèmes sur les
parties génératrices (pour le supremum et l’infimum) d’un treillis distributif
(corollaires 6.4 et 6.11 du chapitre 6).

Du théorème 5.23 et de la correspondance entre chaînes étendues et pré-
ordres totaux décrite ci-dessus, on déduit aussi le résultat suivant :

Proposition 5.30 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné de cardinal n et
C(P ) le treillis des parties commençantes de P . Les préordres totaux à k
classes contenant l’ordre O sont en bijection avec les chaînes étendues de lon-
gueur k de C(P ). En particulier, les extensions linéaires de P sont en bijection
avec les chaînes maximales de C(P ).

Preuve. Soit C une chaîne étendue de longueur k contenue dans C(P ) = t(O).
D’après les propriétés de la correspondance de Galois (t, p) (théorème 5.23),
C ⊆ t(O) est équivalent à pt(O) = π(O) = O ⊇ p(C), où p(C) est un préordre
total à k classes (proposition 5.27). Inversement, par un raisonnement ana-
logue, si R est un préordre total à k classes contenant O, son image t(R) est
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une chaîne étendue de longueur k contenue dans C(P ). En prenant k = |X |,
on obtient le cas des extensions linéaires de P . ��

Remarque 5.31 La proposition 5.30 peut être transférée aux treillis distri-
butifs au moyen du théorème de représentation de ces treillis. On obtient en
particulier l’énoncé suivant : les extensions linéaires de l’ensemble ordonné des
éléments sup-irréductibles d’un treillis distributif T sont en correspondance
bijective avec les chaînes maximales de ce treillis. Si s1 ≺ s2 ≺ ... ≺ sn est
une extension linéaire de ST , alors

0T ≺ s1 ≺ s1 ∨ s2 ≺ ..... ≺ s1 ∨ s2.... ∨ si ≺ .... ≺
∨
ST = 1T

est une chaîne maximale de T .
L’exercice 5.14 permet de généraliser la proposition 5.30 ainsi que l’énoncé

ci-dessus.

Remarque 5.32 L’exercice 7.4 montre qu’il existe une bijection entre les
préordres totaux et les ordres forts (la partie asymétrique d’un préordre total
est un ordre fort strict). Les résultats des propositions 5.28 et 5.30 peuvent
donc s’écrire en remplaçant « préordre total »par « ordre fort ». On obtient,
par exemple, que les ordres forts stricts d’étendue k, extensions d’un ordre O,
sont en bijection avec les chaînes étendues de longueur k du treillis des parties
commençantes de O.

5.5 Dualité entre ordres et fuseaux d’ordres totaux

Nous allons maintenant établir une autre dualité importante entre d’une
part l’ensemble OX des ordres définis sur X et d’autre part l’ensemble des
« fuseaux »(ou « parties convexes »ou « parties géodésiquement convexes »)
de l’ensemble LX des ordres totaux sur X (proposition 5.41). Commençons
par définir ces notions et par montrer leur équivalence.

Nous rappelons que L(O) désigne l’ensemble des extensions linéaires de
l’ordreO et qu’on a O =

⋂
{L : L ∈ L(O)} (cf. le théorème 2.29 au chapitre 2).

Définition 5.33 Un ensemble E = {L1, L2, . . . , Lr} d’ordres totaux sur l’en-
semble X est un fuseau (d’ordres totaux) sur X, s’il existe un ordre O sur X
tel que E = L(O).

Le lecteur montrera que cette définition est équivalente à écrire que, pour
tout ordre total L sur X , L ⊇ L1 ∩ L2... ∩ ... ∩ Lr implique L ∈ E .

Exemple 5.34 Considérons sur l’ensemble X = {1, 2, 3, 4} l’ensemble

E = {1342, 1432, 3142, 3412, 4132, 4312}
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d’ordres totaux (ici écrits sous forme de permutations de X , cf. la section
1.1.2). Le lecteur vérifiera que E est le fuseau d’ordre L(O) avec

O = {(1, 2), (3, 2), (4, 2), (1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)}.

Par contre, si l’on ôte à E l’un quelconque de ses ordres, il perd sa qualité de
fuseau.

Définition 5.35 Un ensemble E = {L1, . . . , Li, . . . , Lr} d’ordres totaux sur
l’ensemble X est une partie convexe de l’ensemble LX de tous les ordres totaux
sur X si, pour tous i, j(1 ≤ i, j ≤ r) et pour tout ordre total L sur X, Li∩Lj ⊆
L ⊆ Li ∪ Lj implique L ∈ E.

Associons à deux ordres totaux L et L′ sur X un intervalle, noté [L,L′],
défini comme l’ensemble des ordres totaux contenus dans [L∩L′, L∪L′]. Par
exemple, sur X = {1, 2, 3, 4}, [1342, 3412] = {1342, 3142, 3412}. Un ensemble
E d’ordres totaux est alors une partie convexe de LX si, dès qu’il contient les
ordres totaux Li et Lj , il contient également l’intervalle [Li, Lj]. On retrouve
alors la définition classique d’un ensemble convexe une fois définie une notion
d’intervalle.

Un ensemble convexe d’ordres totaux sur X = {1, 2, 3, 4} est donné par
l’ensemble E = {1342, 1432, 3142, 3412, 4132, 4312} de l’exemple 5.34, comme
le lecteur pourra s’en assurer. Il montrera aussi sans peine que dans la défini-
tion précédente on peut remplacer Li ∩ Lj ⊆ L ⊆ Li ∪ Lj par une seule des
deux conditions L ⊆ Li ∪ Lj ou Li ∩ Lj ⊆ L.

Nous allons maintenant définir la notion de partie géodésiquement convexe
de LX et, à cette fin, munir LX d’une structure de graphe (non orienté), ce
qui revient à définir une relation symétrique entre ordres totaux. Soit L un
ordre total sur X écrit sous forme d’une permutation de X . On dit qu’on
effectue une commutation sur L si l’on y échange deux éléments consécutifs
dans la permutation représentant L ; on obtient ainsi un autre ordre total
L′ sur X . Par exemple, si L = 24135, les quatre commutations possibles
sur L engendrent les quatre ordres totaux 42135, 21435, 24315 et 24153. On
observera que si L′ est obtenu à partir de L par la commutation des deux
éléments consécutifs x et y, le seul couple (x, y) de L est modifié et donc que
ceci est équivalent à écrire que L ∩ L′d = {(x, y)}.

Définition 5.36 Le graphe permutoèdre sur un ensemble X est le graphe,
noté ΣX , dont l’ensemble des sommets est l’ensemble LX des ordres totaux sur
X et dont les arêtes sont définies par la relation d’adjacence suivante, notée
Adj, entre deux ordres totaux : pour L,L′ ∈ LX , LAdjL′ si |L ∩ L′d| = 1.

Dire que L et L′ sont adjacents dansΣX revient donc à dire que L′ s’obtient
à partir de L (ou L à partir de L′) par une commutation.

Le graphe permutoèdre sur X = {1, 2, 3, 4} est représenté à la figure 5.6.
On notera que ce graphe est le graphe de voisinage de l’ordre permutoèdre
présenté à l’exemple 1.17.
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Dans un graphe (non orienté), la distance géodésique entre deux sommets
est la plus courte longueur d’un chemin les joignant. Comme elle vérifie clai-
rement les axiomes d’une distance, elle fait de ce graphe un espace métrique.
Un plus court chemin entre deux sommets s’appelle une géodésique entre ces
sommets.

Dans le cas du graphe permutoèdre ΣX , la distance géodésique entre deux
ordres totaux L et L′ est (par définition) le nombre minimum de commutations
à effectuer pour passer de l’un à l’autre. Nous la notons δ(L,L′).

Par exemple, on peut vérifier à la figure 5.6 que dans Σ{1,2,3,4},
δ(1432, 3412) = 3.

Le calcul de la distance géodésique entre deux sommets d’un graphe ayant
un nombre élevé de sommets peut être difficile, mais la proposition 5.37 sui-
vante va montrer que ce n’est pas le cas pour ΣX bien que celui ci ait |X |!
sommets.

Étant donnés deux ordres totaux L et L′ sur X , nous posons

d(L,L′) = |L ∩ L
′d| = |L \ L′|

Autrement dit, d(L,L′) est le nombre de couples (x, y) avec xLy et yL′x.
Un tel couple, si ces ordres totaux représentent des préférences, s’interprète
comme un désaccord sur les préférences entre x et y. Nous dirons donc que
d(L,L′) est le nombre de désaccords entre ces deux ordres.

Du fait de l’égalité |L \ L′| = |L′ \ L|, on a aussi d(L,L′) = (|L \ L′| +
|L′ \ L|)/2, ce qui montre que d n’est autre que la moitié de la classique
distance de la différence symétrique entre L et L′ (rappelons que la distance
de la différence symétrique entre deux parties A et B d’un ensemble est le
cardinal de leur différence symétrique (|A \B| + |B \A|), cf. l’exercice 5.12).
Par exemple, d(1432, 3412) = |{(1, 4), (1, 3), (4, 3)}| = 3.

L’égalité δ(1432, 3412) = d(1432, 3412) obtenue dans cet exemple n’est pas
fortuite, puisqu’on a le résultat suivant :

Proposition 5.37 La distance géodésique δ(L,L′) entre deux ordres totaux
L et L′, sommets du graphe permutoèdre ΣX , est égale au nombre d(L,L′) de
leurs désaccords.

Preuve. On remarque d’abord qu’on a toujours d(L,L′) ≤ δ(L,L′). En effet
toute commutation effectuée sur L supprimant au plus un désaccord entre L
et L′, il faut effectuer au moins d(L,L′) commutations pour passer de L à L′.

Nous montrons maintenant l’inégalité inverse d(L,L′) ≥ δ(L,L′) par ré-
currence sur d(L,L′). Pour d(L,L′) = 1, on vérifie aisément que δ(L,L′) = 1.
Supposons la propriété vérifiée pour d(L,L′) = k > 1 et considérons deux
ordres totaux L et L′ vérifiant d(L,L′) = k + 1. En effectuant une commu-
tation sur deux éléments consécutifs x et y de L tels que (x, y) ∈ L \ L′ (de
tels éléments existent, sinon L = L′), on obtient un ordre total L′′ (différent
de L′) et l’on a d(L,L′) = 1 + k = d(L,L′′) + d(L′′, L). Par l’hypothèse de
récurrence, on en déduit d(L,L′) ≥ δ(L,L′′) + δ(L′′, L) et, par l’inégalité tri-
angulaire appliquée à la distance δ, d(L,L′) ≥ δ(L,L′). ��
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Comme dans tout graphe (non orienté), on peut maintenant définir la
notion d’intervalle géodésique du graphe permutoèdre.

Définition 5.38 On appelle intervalle géodésique entre deux ordres totaux L
et L′ définis sur X – et on note [L,L′]g – l’ensemble des ordres totaux situés
sur les géodésiques reliant L et L′ dans le graphe permutoèdre ΣX .

Une partie E de LX est géodésiquement convexe si c’est une partie géo-
désiquement convexe du graphe permutoèdre ΣX , i.e. si, pour tous L,L′ ∈ E,
[L,L′]g ⊆ E.

Par exemple, sur la figure 5.6, l’intervalle géodésique

[3142, 4132]g = {1342, 1432, 3142, 3412, 4132, 4312}

est visualisé.
Nous avons donc défini trois sous-ensembles particuliers de l’ensemble

LX des ordres totaux sur X , à savoir les fuseaux d’ordres totaux, les par-
ties convexes et les parties géodésiquement convexes. Nous allons maintenant

1234

21341324

1342 2314

2413

2431

3124

3142

32413412

3421

4123

4321

4213

3214

2143

2341

1243

4132

1432

1423

42314312

Fig. 5.6. Le graphe permutoèdre sur {1, 2, 3, 4} et l’intervalle géodésique
[3142, 4132]g .
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montrer que ces trois notions sont équivalentes en prouvant le théorème 5.40.
Nous commençons par énoncer un lemme, qui est la simple application à la dis-
tance d (moitié de la distance de la différence symétrique entre ordres totaux)
d’un résultat classique sur la distance de la différence symétrique (la preuve
est laissée au lecteur, cf. l’exercice 5.12).

Lemme 5.39 Soient L,L′ et M trois ordres totaux sur X. Alors :

L ∩ L′ ⊆M ⊆ L ∪ L′ ⇐⇒ d(L,M) + d(M,L′) = d(L,L′)

Théorème 5.40 Soit E un ensemble d’ordres totaux sur X. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :
1. E est convexe,
2. E est géodésiquement convexe,
3. E est un fuseau d’ordres.

Preuve. (1) =⇒ (2) : puisque E est convexe (respectivement, géodésiquement
convexe) si et seulement si il contient [L,L′] (respectivement, [L,L′]g) pour
tous L,L′ ∈ E , on obtient cette équivalence en montrant que ces deux inter-
valles sont égaux. Or puisque d = δ, dire que d(L,M)+d(M,L′) = d(L,L′) est
équivalent à dire que δ(L,M)+δ(M,L′) = δ(L,L′). Et, dans le graphe permu-
toèdre comme dans tout graphe, cette dernière égalité est équivalente au fait
que M est sur une géodésique joignant L et L′. Il s’ensuit que l’intervalle géo-
désique [L,L′]g est égal à l’intervalle [L,L′] défini plus haut comme l’ensemble
des ordres totaux contenus dans [L∩L′, L∪L′] et égal, d’après le lemme 5.39,
à l’ensemble des ordres totaux M tels que d(L,M) + d(M,L′) = d(L,L′).

(3) =⇒ (1) : tout fuseau E est une partie convexe puisque, si Li, Lj ∈ E ,
M ⊇ Li ∩ Lj implique M ⊇

⋂
{L : L ∈ E}.

(1) =⇒ (3) : on va montrer qu’une partie convexe E est le fuseau L(O),
avec O =

⋂
{L : L ∈ E}. Par définition de O, on a E ⊆ L(O). Supposons

E ⊂ L(O), donc l’existence de L ⊃ O avec L �∈ E . Soit L′ ∈ E ⊂ L(O),
et soit L′ = L0, L1, ..., Lp = L une géodésique de L′ à L dans le graphe
permutoèdre. Le fuseau L(O) étant convexe, donc géodésiquement convexe,
cette géodésique est contenue dans L(O). Considérons le plus petit i tel que
Li ∈ E et Li+1 ∈ L(O) \ E . On a δ(Li, Li+1) = 1, i.e. Li ∩ Ld

i+1 = (x, y).
Puisque Li+1 n’appartient pas à la partie convexe E , pour tout M de E , on
a M ∩ Li �⊆ Li+1. Il s’ensuit que M ∩ Li ∩ Ld

i+1 est non vide et égal à (x, y)
et donc que pour tout M de E , (x, y) appartient à M et donc à O, ce qui
contredit le fait que (x, y) �∈ Li+1. ��

Puisque les notions de fuseau, de partie convexe et de partie géodésique-
ment convexe sont identiques, nous utiliserons indifféremment dans la suite
l’une ou l’autre. Nous noterons FX l’ensemble de tous les fuseaux de LX .
Cet ensemble est naturellement ordonné par l’ordre d’inclusion entre parties
et, en fait, il résulte de la proposition suivante que cet ordre fait de FX un
sup-demi-treillis :
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Proposition 5.41 Les ensembles OX des ordres et FX des fuseaux d’ordres
totaux définis sur X sont deux demi-treillis duaux.

Preuve. Définissons deux applications entre le demi-treillis OX et le treillis
2LX des parties de LX de la manière suivante : à un ordre O on fait cor-
respondre l’ensemble des ordres totaux le contenant, i.e. le fuseau L(O) ; à
un ensemble d’ordres totaux on fait correspondre l’ordre obtenu par leur in-
tersection. On vérifie aisément qu’on a ainsi défini une correspondance de
Galois entre OX et 2LX , et donc deux fermetures sur ces ensembles ordonnés.
Puisque tout ordre est intersection des ordres totaux le contenant, l’ensemble
des fermés de OX est l’ensemble OX lui-même. Quant aux fermés de 2LX , ce
sont les images des ordres, donc les fuseaux d’ordres totaux. Il résulte alors
des propriétés des correspondances de Galois (chapitre 3, théorème 3.38) que
FX est un sup-demi-treillis dual de l’inf-demi-treillis. ��

On remarquera que dans cette dualité l’opération d’infimum (i.e.
d’intersection) de deux ordres dans OX correspond à l’opération de supre-
mum dans FX , opération consistant à prendre la « fermeture convexe »de la
réunion de deux fuseaux (i.e. le plus petit fuseau contenant cette réunion).
En combinant le corollaire 5.29 et la proposition 5.41, on obtient le résultat
suivant.

Théorème 5.42 L’inf-demi-treillis OX des ordres définis sur X est dual du
sup-demi-treillis T O

X des topologies quasi-séparées et du sup-demi-treillis FX

des fuseaux d’ordres totaux définis sur X ; en particulier, ces deux sup-demi-
treillis sont isomorphes.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que l’isomorphisme énoncé dans
le théorème associe à une topologie quasi-séparée (donc à un treillis distributif
de longueur |X |) l’ensemble des ordres totaux surX correspondant aux images
des chaînes maximales de ce treillis (de façon précise ce sont les images de ces
chaînes par l’application p de la correspondance de Galois du théorème 5.23).

5.6 Compléments et références

Certains résultats sur les treillis distributifs apparaissent dans la préhis-
toire de la théorie des treillis ; c’est ainsi que dès 1897, Dedekind montre des
propriétés de base de ces treillis et qu’en 1900, il pose le problème de calculer
le nombre d’éléments du treillis distributif libre à n générateurs, problème
qui, à ce jour, n’est résolu que pour n inférieur à 9 (cf. l’exercice 5.7). Il faut
ensuite attendre Birkhoff ([48], 1933 et [49], 1937) pour obtenir des résultats
fondamentaux, comme le théorème 5.9 de représentation, l’isomorphisme entre
sup-irréductibles et inf-irréductibles (corollaire 5.11) ou la propriété d’unicité
des représentations en irréductibles (proposition 5.14). Les précisions appor-
tées sur la structure des treillis distributifs (par exemple, à la proposition 5.13)
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sont dues, souvent indépendamment, à différents auteurs dont Schützenberger
[373] (1949), Avann ([18], 1958 et [20], 1961), Bonnet et Pouzet [58] (1969),
Stanley [386] (1972), Monjardet [304] (1974), etc. Comme il a été dit à la re-
marque 5.15, un certain nombre de ces propriétés permettent de caractériser
les treillis T distributifs. Outre les propriétés citées dans cette remarque, on
peut ajouter la propriété « toute chaîne maximale de T a |ST | + 1 = |IT | + 1
éléments »(propriété résultant de la proposition 5.13) ou celle « le nombre de
chaînes maximales de T égale le nombre d’extensions linéaires de l’ensemble
ordonné de ses éléments sup-irréductibles »(propriété résultant de la remarque
5.31), ces deux caractérisations étant dûes à Rival [358] (1976). On notera que
la bijection entre les chaînes maximales d’un treillis distributif T et les exten-
sions linéaire de ST s’étend en une bijection entre les sous-treillis couvrants de
T et les extensions de ST (Baldy, Morvan et Thierry [27], 1999). On trouvera
dans la littérature de nombreuses autres caractérisations des treillis distribu-
tifs, notamment au moyen des relations de projectivité (Avann [18], 1958 et
[21], 1961), des éléments sup-premiers (Ky Fan [261] 1972), ou de propriétés
d’inégalités entre fonctions ou mesures de probabilité définies sur le treillis
(voir Daykin [115], 1977 et Winkler [429], 1986).

On a décrit la caractérisation (5) des treillis distributifs donnée au théo-
rème 5.1 au moyen de la notion de clivage (terme dû à Schützenberger [373],
1949), c’est-à-dire d’une bipartition d’un treillis distributif en une section fi-
nissante [s) et une section commençante (i] (avec s �≤ i). Le point (1) de
l’exercice 5.10 montre qu’on déduit d’un tel clivage l’existence de deux inter-
valles de T isomorphes. Le point (2) du même exercice montre qu’on peut
alors décomposer T en deux treillis distributifs formés d’intervalles disjoints
et, qu’en itérant cette opération à partir d’une extension linéaire de IT , on
peut ainsi obtenir une partition C1, C2, . . . , Cn+1 de T en intervalles de T
(avec Cn+1 = {1T}). De plus, tout élément x de Ci est couvert par un unique
élément y de Ci+1 ∪ ... ∪ Cn+1 et l’ensemble des couples (x, y) constitue une
arborescence couvrante de T . Cette arborescence définie (sous le nom d’« ideal
tree ») par Habib et Nourine [214] (1996) est utilisée pour obtenir des algo-
rithmes efficaces sur les treillis distributifs (cf. la section A.2.2 de l’annexe A).

Enfin, le point (3) de l’exercice 5.10 est une réciproque de la décomposition
précédente. Il permet de passer d’un treillis distributif T à un treillis distributif
T x obtenu en dupliquant une section commençante de base x de T . On en
déduit une procédure engendrant tous les treillis distributifs à partir de la
chaîne 1 à un élément (Blair [54], 1984). Mais cette procédure est en fait
un cas particulier d’une procédure permettant d’engendrer par itération à
partir de la chaîne 1 à un élément la classe des treillis bornés, classe contenant
celle des treillis distributifs. Le procédé de duplication est le même mais il
s’applique à un intervalle quelconque du treillis et non plus seulement à un
intervalle formé par une section commençante (voir par exemple, Bertet et
Caspard [46], 2002).

La caractérisation des parties génératrices d’un treillis distributif donnée
au théorème 5.20 se trouve dans la thèse de Bouchet [66] (1971), thèse dont
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nous parlerons plus longuement dans les notes du prochain chapitre. Un treillis
distributif T peut n’avoir qu’une partie génératrice minimale, qui est alors
nécessairement l’ensemble de ses éléments doublement irréductibles ; le calcul
du cardinal minimum g(T ) d’une partie génératrice de T est alors ramené
au calcul, plus simple, du nombre des éléments doublement irréductibles de
T . Les treillis distributifs vérifiant cette condition sont caractérisés par la
propriété que le complété de Dedekind–MacNeille de l’ensemble ordonné de
leurs éléments sup-irréductibles est un treillis distributif (Monjardet et Wille
[318], 1988–1989). C’est donc le cas du treillis C(T ) des parties commençantes
d’un treillis distributif T (pourquoi ?).

La correspondance de Galois entre relations binaires et familles de parties
présentée à la section 5.4 est dûe indépendamment à Chacron [93] (1966) et
Lorrain [279] (1969) (cf. aussi le chapitre 6 de Barbut et Monjardet [33], 1970).
Elle généralise la dualité entre ordres et topologies quasi-séparées qu’avait
établie Birkhoff dès 1933. C’est Feldman–Högaasen [152] (1969) qui, la pre-
mière, a montré l’existence d’une autre dualité entre ordres et parties géodé-
siquement convexes (dans le graphe permutoèdre) de l’ensemble des ordres
totaux, dualité résultant de ce que ces parties ne sont autres que les fuseaux
d’ordres totaux. Diverses applications de ces résultats sont dans Monjardet
[303] (1970). Le terme « fuseau d’ordres »a été introduit par Frey à propos du
problème d’établir une chronologie de la vie de Jésus à partir des Évangiles
synoptiques, c’est-à-dire, plus généralement, de reconstituer un ordre total à
partir de divers ordres (voir à ce sujet Frey et Barbut [172], 1970).

Il existe aussi diverses généralisations de cette correspondance de Ga-
lois, notamment celle qui permet d’établir une dualité entre les fermetures
et les systèmes complets d’implications (voir le chapitre 7, page 242 et cf. par
exemple, Caspard et Monjardet [90], 2003). Comme nous l’avons déjà signalé,
le graphe permutoèdre est le graphe de voisinage de l’ordre faible de Bruhat
défini sur l’ensemble des ordres totaux (ou des permutations). Cet ensemble
ordonné (défini à l’exemple 1.17) est en fait un treillis, appelé treillis per-
mutoèdre (Guilbaud et Rosenstiehl [206], 1963) qui a été étudié par différents
auteurs (Barbut et Monjardet [33], 1970), Le Conte de Poly-Barbut [274] [275]
(1990), Duquenne et Cherfouh [139] (1994), Markowsky [288] 1994). Comme
ce treillis est borné (Caspard [88], 2000), on peut l’obtenir par le procédé de
duplication décrit plus haut. Il en est de même, plus généralement, pour les
groupes de Coxeter finis munis de l’ordre de Bruhat faible (Caspard, Le Conte
de Poly-Barbut et Morvan [89], 2004).

Dans la correspondance entre ensembles ordonnés et treillis distributifs, les
ensembles ordonnés de largeur au plus 2 correspondent aux treillis distributifs
planaires (cf. la section 2.5 du chapitre 2). Ces treillis peuvent être caractérisés
de multiples façons et on peut montrer qu’ils ont la propriété de Sperner définie
au chapitre 4 (définition 4.14) (Monjardet [305], 1976).

Outre le théorème fondamental de Birkhoff sur la représentation d’un
treillis distributif par certaines parties d’un ensemble ordonné, il existe de
nombreux résultats montrant qu’un treillis distributif peut être représenté
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par un treillis distributif « concret »spécifié. Ainsi, tout treillis distributif est
isomorphe au treillis des congruences d’un treillis fini (cf. Grätzer et Schmidt
[197], 1962) pouvant être pris planaire et « petit »(Grätzer et Lakser [196],
1989), au treillis des coupures ou des coupures strictes (parties rencontrant
toute chaîne maximale, une seule fois pour les strictes) d’un ensemble or-
donné (Escalante [145], 1972, Higgs [220], 1986), au treillis des sous-groupes
normaux d’un groupe fini résoluble (Silcock [378], 1977, Palfy [335] 1987), au
treillis des idéaux d’un anneau régulier infini (Kim et Roush [246], 1980) et
non nécessairement fini (Palfy [335], 1987), au treillis des congruences d’un
treillis modulaire et complémenté infini (Schmidt [370], 1984), au treillis des
antichaînes de cardinal maximum d’un ensemble ordonné (Koh [252], 1983),
au treillis des sous-modules d’un module fini (Palfy [335], 1987).

Enfin, tout treillis distributif est aussi isomorphe à un treillis de « mariages
stables ». Précisons ce qu’est le problème des mariages stables, représentatif
des nombreux problèmes d’affectations d’individus à des positions sur les-
quelles ils ont des préférences (comme, par exemple, l’affectation d’internes
dans des hôpitaux, ou celle de camarades de chambre dans un collège uni-
versitaire). On considère deux ensembles disjoints H et F de même cardinal
n, tels qu’à tout h ∈ H (respectivement, f ∈ F ) est associé un ordre total
≥h sur F (respectivement, ≥f sur H). Une bijection (ou couplage) β de H
dans F est appelé un mariage (ou un couplage) instable si il existe h ∈ H
et f ∈ F tels que f >h β(h) et h >f β−1(f) (en effet, dans ce cas, pour
assurer la paix des ménages, le couplage couplant h et f est préférable au
couplage β). Une bijection qui n’est pas un mariage instable est appelé un
mariage stable. Gale et Shapley [175] (1962) ont montré qu’il existe toujours
au moins un mariage stable. On définit une relation sur l’ensemble des ma-
riages stables en posant β ≥ β′ si, pour tout h ∈ H , β(h) ≥h β′(h). Knuth
[251] (1976) a prouvé que cette relation est un ordre munissant cet ensemble
d’une structure de treillis distributif (on peut définir de façon similaire un
ordre ≥f qui fait de l’ensemble des couplages un treillis dual du précédent).
En 1984, Blair [54] a montré que tout treillis distributif est isomorphe à un
treillis de mariages stables. Pour cela, il considère le treillis distributif T des
mariages stables entre deux ensembles de cardinal n, et il montre que, pour
tout x ∈ T , le treillis T x (défini à l’exercice 5.10) est isomorphe au treillis des
mariages stables entre deux ensembles de cardinal 2n. Le résultat s’en déduit
(on en trouvera une autre preuve et des résultats supplémentaires dans le livre
de Gusfield et Irving [207], 1989, consacré à ce sujet).

Plusieurs autres classes intéressantes de treillis distributifs « concrets », liés
à des problèmes combinatoires, ont été étudiées par Stanley (cf. notamment
Stanley [387], 1975 et [388], 1986).

Une généralisation particulièrement intéressante des treillis distributifs est
constituée des treillis (inférieurement ou supérieurement) localement distri-
butifs. Originellement, les treillis (supérieurement) localement distributifs ont
été définis par Dilworth [119] (1940) comme les treillis vérifiant la propriété
d’unicité de la représentation minimale par les (inf-)irréductibles (établie par
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la proposition 5.14 pour les treillis distributifs). Ils ont été caractérisés par
lui-même et d’autres auteurs (notamment Avann [20], 1961 et [22], 1968) de
multiples façons. Celle utilisant les relations flèches est particulièrement élé-
gante : un treillis T est (supérieurement) localement distributif si et seulement
si, pour tout s ∈ ST , il existe un unique i ∈ IT tel que s ↓ i. On rencontre
ces treillis dans de nombreuses situations (cf. Monjardet [311], 1990) et, en
particulier, dans la théorie des « géométries convexes » (Edelman et Jamison
[141], 1985). Ces dernières, dont les propriétés généralisent celle des ensembles
convexes de Rn, sont en effet les familles de Moore qui sont la représenta-
tion ensembliste des treillis (inférieurement) localement distributifs (cf. les
exemples 3.28 et 3.29). De plus, les géométries convexes sont en dualité avec
les fonctions de choix (cf. la section 2.5 des compléments du chapitre 2) qui
sont « chemin-indépendantes »(cf. Monjardet et Raderanirina [319], 2001).

5.7 Exercices

Exercice 5.1 Montrer que dans un treillis T , on a [x ∧ y = x ∧ z et x ∨ y =
x∨ z] =⇒ y = z si et seulement si T est distributif (la caractérisation (10) des
treillis distributifs donnée à la remarque 5.3 pourra être utile).

Exercice 5.2 Démontrer les propositions 2.19 et 2.20 du chapitre 2 : le pro-
duit direct de treillis distributifs et tout sous-treillis d’un treillis distributif
sont distributifs.

Montrer que l’image d’un treillis distributif par un morphisme latticiel
(chapitre 3, définition 3.3) est distributif. Montrer que si T est un treillis
distributif et P un ensemble ordonné, l’ensemble TP des applications isotones
de P dans T est un treillis distributif.

Exercice 5.3 [Formule d’inclusion et d’exclusion] Soit T un treillis
distributif et r la fonction de rang de ce treillis. Montrer qu’on a la propriété
(a) suivante : pour tous x, y ∈ T , r(x ∨ y) = r(x) + r(y)− r(x ∧ y) (utiliser la
proposition 5.13 et le théorème 5.1).

En déduire par récurrence sur n que T vérifie la propriété (b) suivante :
pour tous x1, . . . , xi, . . . , xn ∈ T avec n ≥ 2,

r(
∨

1≤i≤n

xi) = Σ1≤i≤nr(xi)

+...+ (−1)k+1ΣA∈Pk
(
∧

i∈A

xi) + ...+ (−1)n+1r(
∧

1≤i≤n

xi),

où Pk est l’ensemble de toutes les parties à k éléments de {1, . . . , i, . . . , n}.
Ecrire ce que devient la formule (b) lorsque T est le treillis 2X des parties

d’un ensemble X (on obtient la formule dite d’« inclusion et d’exclusion »).
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Montrer qu’un treillis rangé vérifiant la propriété (b) pour n ≤ 3 est distri-
butif (montrer que x∧(y∨z) et (x∧y)∨(x∧z) sont deux éléments comparables
et de même rang).

N.B. Les treillis rangés vérifiant la propriété (a) sont les treillis dits
modulaires, caractérisés aussi par la propriété (M) de modularité apparais-
sant à la preuve de l’implication (3) =⇒ (1) du théorème 5.1. Un treillis
distributif est donc modulaire, la réciproque étant fausse comme le montre le
treillis de la figure 5.1(a).

Exercice 5.4 Construire le treillis distributif C(P ) des parties commençantes
de l’ensemble ordonné P lorsque P est :

1. l’antichaîne An à n éléments,
2. la chaîne Cn à n éléments.

Construire le treillis C(P ) où P est l’un des ensembles ordonnés de l’annexe
B et vérifier les assertions du théorème 5.6.

Exercice 5.5 Caractériser les treillis distributifs isomorphes aux treillis des
parties commençantes de P lorsque P est :

1. un ensemble fortement ordonné,
2. un ensemble ordonné obtenu comme somme cardinale de chaînes.

Exercice 5.6 Montrer qu’un treillis distributif T est isomorphe à l’ensemble
ordonné des applications antitones de ST (ensemble ordonné de ses sup-
irréductibles) dans 2 = {0 < 1} et anti-isomorphe à l’ensemble ordonné 2ST

des applications isotones de ST dans 2 (utiliser le théorème 5.9 de Birkhoff).

Exercice 5.7 [Treillis distributif libre] On appelle fonction booléenne
croissante sur un ensemble X toute application isotone f de 2X dans {0 < 1},
famille finissante sur X toute famille F de parties de X vérifiant [A ∈ F , B ⊇
A impliquent B ∈ F ], et famille de Sperner sur X toute famille F de parties
de X vérifiant [A,B ∈ F et A ⊆ B impliquent A = B] (F est donc une
antichaîne du treillis 2X). Montrer que les ensembles formés de :
1. toutes les fonctions booléennes croissantes,
2. toutes les familles finissantes,
3. toutes les familles de Sperner,

définies sur le même ensemble X peuvent être munis de structures de treillis
distributifs isomorphes.

Représenter le diagramme d’un de ces treillis pour |X | = 2.
N.B. Si l’on ôte à l’un des treillis distributifs ainsi obtenus son minimum

et son maximum, on obtient un treillis distributif isomorphe au « treillis dis-
tributif libre à |X | générateurs » ; ce treillis distributif, noté TDL(n), est
engendré par un ensemble X de n générateurs et est tel que, pour tout
treillis distributif T engendré par A ⊆ X , il existe un morphisme latti-
ciel surjectif de TDL(n) sur T dont les générateurs sont des points fixes



5.7 Exercices 165

(cf. Birkhoff [50], 1967 ou Barbut et Monjardet [33], 1970). Le nombre
f(n) = |TDL(n)| + 2 est donc le nombre d’antichaînes (dont celle, vide,
à distinguer de l’antichaîne {∅}) du treillis booléen 2X . Le « problème de
Dedekind » consiste à calculer ce nombre (que Dedekind avait calculé pour
n ≤ 4). On a f(1) = 3, f(2) = 6, f(3) = 20, f(4) = 168, f(5) = 7 581, f(6) =
7 828 354, f(7) = 2 414 682 040 998, f(8) = 56 130 437 228 687 557 907
788 et une estimation asymptotique de f(n) (cf. Quackenbush [348], 1986 et
Wiedemann [424], 1991).

Exercice 5.8 Montrer que le nombre minimum de générateurs du treillis
représenté à la figure 5.3(b) est 3 (par exemple, en utilisant le corollaire 5.21).

Exercice 5.9 Soient T et T ′ deux treillis de minimums respectifs 0 et 0′ et de
maximums respectifs 1 et 1′. On note ω (respectivement, ν) le nombre d’élé-
ments minimums (respectivement, maximums) de ces deux treillis qui en sont
des éléments inf-irréductibles (respectivement, des éléments sup-irréductibles).
Montrer qu’on a g(T × T ′) ≤ g(T ) + g(T ′) +min(ω, ν).

Exercice 5.10 [Duplication dans un treillis distributif, Habib et

Nourine [214]] Soit T un treillis distributif, ST (respectivement, IT ) l’en-
semble de ses éléments sup-irréductibles (respectivement, inf-irréductibles) ;
on utilise les notations du corollaire 5.11.

1. Expliciter l’isomorphisme ι−1 entre IT et ST . Si i ∈ IT et s = ι−1(i),
montrer que les intervalles [s−, i] et [s, i+] sont isomorphes (considérer l’appli-
cation x  −→ x∨ s). Montrer que l’intervalle [s−, i+] est isomorphe au produit
direct 2 × [s−, i].

2. Si i est un inf-irréductible minimal de IT , montrer que (i] est isomorphe à
[s, i+] (où s = ι−1(i)) et que T \(i] est un treillis distributif dont l’ensemble des
inf-irréductibles est IT \{i}. En déduire qu’à toute extension linéaire i1 < i2 <
... < in de T , avec n = |IT |, on peut associer une partition C1, C2, . . . , Cn+1

de T en n+ 1 sous-treillis de T , avec Cn+1 = {1T }.
3. Soit x un élément de T ; on considère l’ensemble Ix = (x] × {1} (dont

tout élément est donc de la forme z′ = z1 avec z ∈ (x]). On définit une relation
≤′ sur T + Ix en posant :

z′ ≤′
t′ ⇐⇒

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z′, t′ ∈ T et z′ ≤ t′,
ou
z′ ∈ T, t′ = t1 ∈ Ix et z′ ≤ t,
ou
z′ = z1 ∈ Ix, t

′ ∈ T et z ≤ t′,
ou
z′ = z1, t′ = t1 ∈ Ix et z ≤ t.

Montrer que l’ensemble ordonné T x = (T + Ix,≤′) ainsi obtenu est un
treillis distributif. Déterminer ses élements sup-irréductibles et inf-irréductibles.
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N.B. La construction du point (3) ci-dessus peut être faite en remplaçant
l’idéal de base x par un intervalle quelconque d’un treillis T quelconque égale-
ment. En partant de la chaîne 1, on peut ainsi obtenir tous les treillis bornés
(classe de treillis contenant les treillis distributifs) (cf. par exemple Bertet et
Caspard [46], 2002).

Exercice 5.11 [Nombre minimum de générateurs du treillis boo-

léen] On considère le treillis booléen 2E , où E = {1, 2, . . . , n}. Soit F une
famille de parties de E de cardinalité t. On dit que F est séparante si, pour
tous éléments distincts i et j de E, il existe A,B ∈ F tels que i ∈ A \ B
et j ∈ B \ A. Pour tout i ∈ E, on pose F(i) = {A ∈ F : i ∈ A} et
F∗ = {F(i), i ∈ E}. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. F est séparante,
2. pour tout i ∈ E,

⋂
F(i) = {i},

3. F∗ est une famille de Sperner de cardinal n,
4. F est une partie génératrice du treillis 2E .

En déduire que g(2X) = t(n) où t(n) = min{t ∈ N : n ≤
(

t
t
2

)
} (remarquer

que F∗ est une famille de Sperner sur F et utiliser le théorème de Sperner
(chapitre 4, théorème 4.20)).

Exercice 5.12 [Distance de la différence symétrique] La différence
symétrique de deux parties A et B d’un ensemble E est AΔB = (A\B)∪(B \
A). On pose δ(A,B) = |AΔB|. Montrer que (a) δ(A,B) = |A|+|B|−2|A∩B| =
2|A ∪ B| − |A| − |B|, et (b) δ(A,B) + δ(B,C) = δ(A,C) + 2|(A ∩ C) \ B| +
2|B \ (A ∪ C)| = δ(B,A ∪ C) + δ(B,A ∩ C).

En déduire que δ est une distance sur l’ensemble des parties de E et qu’on
a δ(A,B) + δ(B,C) = δ(A,C) si et seulement si A ∩C ⊆ B ⊆ A ∪ C.

Exercice 5.13 [A propos de complémentation, Barbut et Monjardet
[33]] Dans un treillis T dont 0 et 1 sont le minimum et le maximum res-
pectivement, on appelle complément de l’élément x tout élément x′ tel que
x ∧ x′ = 0 et x ∨ x′ = 1. Un treillis T est dit complémenté si tout élément x
admet au moins un complément (chapitre 2, définition 2.18).
1. Montrer que si T est distributif, tout élément admet au plus un complé-

ment.
2. Un treillis distributif et complémenté est dit booléen. Un treillis dont tout

intervalle est un treillis complémenté est dit relativement complémenté.
Montrer qu’un treillis booléen est relativement complémenté (indication :
le complément de x dans l’intervalle [a, b] s’obtient à partir du complément
de x dans T ).

3. Montrer qu’un treillis relativement complémenté est atomistique et coa-
tomistique (chapitre 3, définition 3.20).
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4. Montrer qu’un treillis booléen est isomorphe au treillis des parties de
l’ensemble de ses atomes.

Exercice 5.14 [Généralisation de la proposition 5.30] Soit P = (X,O)
un ensemble ordonné avec |X | = n. Montrer que les préordres à k classes
(respectivement, les ordres) contenant l’ordre O sont en bijection avec les to-
pologies de longueur k (respectivement, de longueur n) contenues dans C(P ).
Transférer ce résultat aux treillis distributifs.



6

Codages et dimensions des ordres

Nous avons déjà eu plusieurs fois l’occasion de considérer des codages
(définition 3.1) d’un ensemble ordonné dans un autre ensemble ordonné. Il
est en effet naturel, devant un ensemble ordonné pouvant avoir une structure
complexe, de chercher à le représenter dans une structure ordinale plus simple.
Dans ce chapitre, nous prendrons comme structure simple les ensembles or-
donnés obtenus comme produits directs de chaînes (cf. la section 1.5.2). Un
codage de l’ensemble ordonné P sera donc une application envoyant P dans
un sous-ensemble ordonné, isomorphe à P , d’un tel produit. Cette notion se
particularise lorsqu’on impose des conditions sur la cardinalité des chaînes.
Ainsi, quand toutes les chaînes sont de cardinalité k (k étant un entier fixé),
comme nous le supposerons dans la suite, nous parlerons de k-codage. Le
nombre minimum de chaînes nécessaires pour qu’il existe un k-codage de P
s’appellera la k-dimension de P .

Dans la première section de ce chapitre nous étudions les 2-codages et
la 2-dimension appelée aussi dimension booléenne d’un ensemble ordonné P .
Se donner un 2-codage de P , i.e. un codage de P dans un produit direct
de p chaînes de cardinalité 2, équivaut en effet à se donner un codage de P
dans le treillis booléen des parties d’un ensemble de cardinal p (codage qu’on
peut aussi appeler booléen). La dimension booléenne de l’ensemble ordonné P
est donc le nombre minimum d’éléments d’un ensemble dont une famille de
parties, ordonnée par inclusion, reproduit exactement (i.e. est isomorphe à) P .
Un résultat énoncé au chapitre 3 (proposition 3.6) montre qu’un ensemble
ordonné admet toujours un codage booléen (dans le treillis des sous-ensembles
d’une de ses parties sup-génératrices). Quant au problème de la recherche de
la dimension booléenne, nous l’avons déjà rencontré au chapitre 1 (exemple
1.18) dans le cas particulier où il s’agissait de coder de manière optimale
une hiérarchie de types dans 2S . Plus généralement, ce problème a été posé
en algorithmique pour l’obtention du meilleur codage booléen d’un ensemble
ordonné.
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Un autre cas particulier important de k-codage d’un ensemble ordonné
P est celui où l’on prend k égal à la cardinalité de P ou, ce qui est équi-
valent, lorsqu’on cherche à coder P dans un produit direct N

q (avec q un
entier quelconque). L’entier q minimum pour qu’il existe un tel codage s’ap-
pelle alors la dimension de P . Les sections 6.2 et 6.3 sont consacrées à l’étude
de cette dimension. Dans la section 6.2 nous donnons d’abord quelques ré-
sultats généraux, notamment sur le comportement de la dimension par rap-
port aux opérations sur les ensembles ordonnés vues au chapitre 1 (section
1.5). Puis nous démontrons le théorème d’Hiraguchi selon lequel la dimen-
sion de P est bornée par |P |

2 (pour |P | ≥ 4) ; la démonstration utilise deux
autres bornes, dont l’une est la largeur de P . La section 6.3 est consa-
crée aux ensembles ordonnés de dimension 2 dont nous donnons plusieurs
caractérisations.

Au lieu de parler de la dimension de l’ensemble ordonné P = (X,≤), nous
parlerons aussi de la dimension de l’ordre ≤ (étant sous-entendu que cet ordre
est défini sur l’ensemble X). D’autre part, il sera parfois commode de rem-
placer la notation ≤ par la notation littérale O. On verra en effet apparaître
d’autres définitions des notions de dimension d’un ensemble ordonné ou de
l’ordre correspondant faisant intervenir des préordres totaux d’un certain type
dont l’intersection est cet ordre. Ainsi, la dimension booléenne de P = (X,O)
est aussi le nombre minimum de préordres totaux à deux classes dont l’inter-
section est l’ordre O, tandis que sa dimension est aussi le nombre minimum
d’ordres totaux dont O est intersection. Ces définitions équivalentes sont la
conséquence d’un résultat général sur la k-dimension présenté à la section 6.4
et lui-même provenant de la dualité fondamentale entre préordres et topologies
vue au chapitre 5.

Le fait que la dimension d’un ordre soit le nombre minimum d’ordres
totaux dont il est intersection explique pourquoi cette notion a pu être uti-
lisée dans des modélisations en sciences sociales. Si, par exemple, O repré-
sente l’ordre de préférence d’un agent économique, sa dimension représente
le nombre minimum de critères linéaires expliquant sa préférence au sens où
l’agent préfère le bien x au bien y si et seulement si il le préfère sur tous les
critères. Nous reviendrons sur de telles utilisations de la notion de dimension
dans les compléments en section 6.5 de ce chapitre.

Nous aurons besoin de quelques notations générales pour une application
d’un ensemble ordonné dans un produit direct de chaînes de même cardinalité.
Nous notons k1×· · ·ki×· · ·kr le produit direct des r chaînes k1, . . . , ki, . . . , kr,
toutes de cardinalité k. En notant ≤i l’ordre de la chaîne ki et ≤ l’ordre de k1×
· · · ki×· · ·kr, celui-ci est donc donné par (x1, . . . xi, . . . xr) ≤ (x′1, . . . x

′
i, . . . x

′
r)

si et seulement si xi ≤i x
′
i pour tout i = 1, . . . , r. Se donner une application

c d’un ensemble ordonné P dans k1 × · · · ki × · · · kr revient à se donner les
r applications « ième coordonnée » c1, . . . , ci, . . . , cr de P dans, respective-
ment, k1, . . . , ki, . . . , kr et l’on écrit : c(x) = (c1(x), . . . , ci(x), . . . , cr(x)) et
c = (c1, . . . , ci, . . . , cr).
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6.1 Codages booléens et dimension booléenne
d’un ensemble ordonné

Nous étudions ici les codages d’un ensemble ordonné dans le produit direct
de chaînes k1 × · · · ki × · · · kr, où toutes les chaînes ki sont isomorphes à la
chaîne C2 = {0 < 1}.

Définition 6.1 1. Un 2-codage, dit aussi codage booléen, d’un ensemble
ordonné P = (X,≤) est une application c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) de P dans
un produit direct k1×· · · ki×· · · kr de r chaînes de cardinalité 2, telle que :

x ≤ y ⇐⇒ ci(x) ≤i ci(y) pour tout i = 1, . . . , r

2. Un codage booléen c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) de P est strict si, pour tout
i = 1, . . . , r, ci(P ) = ki.

3. La dimension booléenne (ou 2-dimension) de P , notée dim2P , est le
nombre minimum de chaînes de cardinalité 2 tel qu’il existe un codage
booléen de P dans le produit direct de ces chaînes.

Le terme de « booléen » utilisé ci-dessus s’explique aisément. En effet, le
produit direct k1×· · ·ki×· · ·kr de r chaînes à deux éléments étant isomorphe
à l’ensemble ordonné des parties d’un ensemble E de cardinalité r, on peut
aussi dire qu’un codage booléen (respectivement, booléen strict) de P est une
application c de P dans le treillis booléen 2E des parties d’un ensemble E
telle que :

x ≤ y ⇐⇒ c(x) ⊆ c(y)

(respectivement, telle quex ≤ y ⇐⇒ c(x) ⊆ c(y) et pour tout i, ci(P ) �= ∅, E).

De même, la dimension booléenne de P est la cardinalité minimum d’un en-
semble E tel qu’il existe un codage booléen de P dans 2E .

Le fait que tout ensemble ordonné P = (X,≤) admet bien un codage
booléen a déjà été vu au chapitre 3 puisqu’il suffit de prendre pour l’ensemble
E de codage une partie sup-génératrice de P (proposition 3.6). En particulier,
si l’on prend E = X , on obtient le codage de P par ses sections commençantes
(x] (x ≤ y si et seulement si (x] ⊆ (y]). D’autre part, puisque la partie sup-
génératrice minimale de P est formée par l’ensemble S(P ) de ses éléments
sup-irréductibles, on obtient le résultat suivant :

Proposition 6.2 Pour tout ensemble ordonné P , dim2P ≤ |S(P )|.

A la figure 6.1, on a représenté en (b) un codage booléen dans 24 de
l’ensemble ordonné P à 6 éléments représenté en (a). On a donc dans ce
cas dim2P ≤ 4 < |S(P )| = 5, ce qui montre que la dimension booléenne
d’un ensemble ordonné peut être strictement inférieure au nombre de ses sup-
irréductibles (on verra plus loin que la dimension booléenne de cet ensemble
ordonné P est 4).
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1 12 23 3

4 5 6 124 123 234

(b)(a) P

(c)

X \ E 1 2 3 4
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
4 1 1 0 1
5 1 1 1 0
6 0 1 1 1

Fig. 6.1. (a) Ensemble ordonné P (b) Codage booléen de P et (c) représentation
de ce codage par un tableau 0/1.

On remarque qu’un codage booléen de P dans 2E peut se représenter sous
la forme d’un « tableau 0/1 » ; les lignes de ce tableau correspondent aux
éléments x de P , ses colonnes aux éléments j de E ; l’entrée t(x, j) vaut 1 si
j ∈ c(x), et 0 sinon ; ainsi, on a c(x) = {j ∈ E : t(x, j) = 1}. Dans l’exemple
de codage de la figure 6.1, ce tableau est représenté en (c).

Inversement, n’importe quel tableau 0/1 aux lignes deux à deux distinctes
peut être considéré comme représentant un codage de l’ensemble des étiquettes
de ses lignes, ordonné par l’ordre x ≤ y si et seulement si t(x, j) ≤ t(y, j),
pour toute colonne j du tableau.

Le fait qu’un codage booléen de P soit strict se reconnait sur le tableau
associé, puisque le codage est strict si et seulement si ce tableau ne contient
aucune colonne composée uniquement de 0 ou uniquement de 1 (ce qui est le
cas pour le codage de la figure 6.1). Les codages booléens non stricts n’ont
guère d’intérêt, puisqu’on les obtient à partir des codages stricts en rajoutant
des colonnes de 0 ou de 1 aux tableaux correspondants. En particulier, il est
clair que les codages booléens dans 2dim2P sont stricts. Nous donnons donc
ci-dessous le théorème fondamental pour les codages booléens en nous limitant
aux codages stricts.

Il sera plus commode pour ce théorème de noter O la relation d’ordre de
l’ensemble ordonné P , qui s’écrit donc P = (X,O). Rappelons aussi qu’on note
C(P ) l’ensemble des parties commençantes de P et qu’une partie commençante
est dite propre si elle n’est égale ni à P ni à la partie vide.
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Théorème 6.3 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné. Les trois ensembles
ci-dessous sont en bijection :
1. l’ensemble des codages booléens stricts de P dans 2E, avec |E| = r,
2. l’ensemble des familles (R1, . . . , Rr) de r préordres totaux à deux classes

définis sur X et dont l’intersection est O,
3. l’ensemble des familles (C1, . . . , Cr) de r parties commençantes propres de
P engendrant (par union et intersection) toutes les parties commençantes
de P .

Ce théorème est l’application au cas où k = 2 d’un théorème fondamental
(théorème 6.29) sur les codages de P dans le produit de chaînes kr. Nous
en donnerons donc la preuve après avoir démontré le théorème 6.29 dans la
quatrième section de ce chapitre.

Corollaire 6.4 La dimension booléenne d’un ensemble ordonné P est le
nombre minimum g[C(P )] de générateurs de C(P ) (i.e. le nombre minimum
de parties commençantes propres de P engendrant par union et intersection
toutes les parties commençantes de P ) :

dim2P = g(C(P ))

Ce corollaire est une conséquence immédiate du point (3) du théorème
6.3, puisque chercher la dimension booléenne de P équivaut à chercher une
partie génératrice de C(P ) de cardinalité minimum. On n’oubliera pas pour
l’application de ces résultats qu’engendrer toutes les parties commençantes
de P = (X,O) revient à engendrer toutes ses parties commençantes propres
(puisque la partie vide et la partie X sont toujours engendrées trivialement).

Il résulte du corollaire que la recherche de la dimension booléenne d’un
ensemble ordonné se ramène à celle du nombre minimum de générateurs d’un
treillis distributif, problème étudié au chapitre 5. A la figure 5.2, nous y avions
déterminé à titre d’exemple les parties génératrices minimales du treillis C(P )
pour un ensemble ordonné P isomorphe à celui de la figure 6.1(a). Puisque l’on
avait alors montré que g(C(P )) = 4, on en déduit que la dimension booléenne
de P est 4.

Une autre application immédiate du corollaire 6.4 est la détermination de
la dimension booléenne d’une chaîne k. En effet le treillis des parties com-
mençantes d’une telle chaîne est isomorphe à la chaîne k + 1, dont tous les
éléments sauf le minimum et le maximum sont doublement irréductibles. On
obtient donc dim2k = k − 1.

Le passage d’un codage booléen strict de P à une famille de parties com-
mençantes (propres) de P engendrant C(P ), ou le passage inverse, se fait de
façon particulièrement simple en considérant le tableau 0/1 défini après la pro-
position 6.2 (cf. la figure 6.1(c)). A partir d’un tel tableau associé à un codage
de P dans 2E , la famille génératrice correspondante de C(P ) est {Ci, i ∈ E},
avec, pour tout i ∈ E, Ci = {x ∈ P : t(x, i) = 0}.
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Ainsi, dans l’exemple de l’ensemble ordonné P de la figure 6.1, on obtient
comme famille génératrice de C(P ) la famille {236, 13, 124, 1235} (ce qu’on
peut vérifier sur le treillis isomorphe à C(P ) de la figure 5.2).

Inversement, à une famille génératrice de C(P ) formée de r parties com-
mençantes de P , on associe un tableau 0/1 à |P | lignes et r colonnes, en
associant à chaque partie commençante Cj la colonne j où t(x, j) = 0 si
x ∈ Cj , et t(x, j) = 1 sinon. Les lignes de ce tableau induisent alors le codage
cherché (on laisse au lecteur le soin de vérifier que ces assertions résultent du
théorème 6.3).

Donnons quelques résultats généraux sur la dimension booléenne en com-
mençant par son comportement par rapport à certaines opérations sur les
ensembles ordonnés (cf. la section 1.5 du chapitre 1).

Proposition 6.5 Soient P , Q et Pi, i = 1, . . . , h des ensembles ordonnés.
Alors :
1. Q � P implique dim2Q ≤ dim2P ,
2. dim2P

d = dim2P ,
3. dim2(Σ1≤i≤hPi) ≤ min(ω, ν) + Σ1≤i≤hdim2Pi, où ω = |{i : Pi a un

minimum}| et ν = |{i : Pi a un maximum}|,
4. dim2(

⊕
1≤i≤h Pi) = t+Σ1≤i≤hdim2Pi, où t = |{i : Pi a un maximum et

Pi+1 un minimum}|,
5. dim2(Π1≤i≤hPi) ≤ Σ1≤i≤hdim2Pi, avec l’égalité si tous les Pi ont un

minimum et un maximum.

Preuve. (1) Immédiat puisque, si Q est un sous-ensemble ordonné de P , on
obtient un codage booléen de Q en restreignant le codage booléen de P à ce
sous-ensemble.

(2) Immédiat puisque, si c est un codage de P dans 2E , on obtient un
codage c′ de P d dans 2E en posant c′(x) = E \ c(x).

Nous montrons (3), (4) et (5) pour deux ensembles ordonnés P1 = (X1,≤1)
et P2 = (X2,≤2), laissant au lecteur le soin de généraliser.

(3) La dimension booléenne de P1 + P2 est le nombre minimum de géné-
rateurs de C(P1 +P2), treillis isomorphe au treillis C(P1)×C(P2) (proposition
5.8). D’après le résultat de l’exercice 5.9, le nombre minimum de générateurs
de ce treillis produit est borné par la somme des nombres minimum de géné-
rateurs de C(P1) et C(P2) (i.e. dim2P1 +dim2P2) et du minimum des nombres
ω et ν, où ω (respectivement, ν) est le nombre des Pi (i = 1, 2) tels que dans
C(Pi) la partie vide ∅ (respectivement, la partie Xi) est un inf-irréductible
(respectivement, un sup-irréductible). Le point (2) du théorème 5.6 donne
alors le résultat.

(4) La dimension booléenne de P1 ⊕ P2 est le nombre minimum de gé-
nérateurs de C(P1 ⊕ P2), treillis isomorphe au treillis C(P1) ⊕′ C(P2) (pro-
position 5.8). D’autre part, d’après le point (2) du théorème 5.6, l’élément
obtenu en identifiant le maximum de C(P1) et le minimum de C(P2) n’est



6.1 Codages booléens et dimension booléenne d’un ensemble ordonné 175

doublement irréductible (et donc doit être inclus dans toute partie génératrice
de C(P1)⊕′ C(P2)) que si P1 admet un maximum et P2 un minimum. Or il est
aisé de voir que, si T1 et T2 sont deux treillis, g(T1 ⊕′ T2) = g(T1) + g(T2)+ t,
avec t = 1 si u1 ∈ S(T1) et 02 ∈ I(T2), et t = 0 sinon. On en déduit l’égalité
cherchée.

(5) Soit c1 (respectivement, c2) un codage de P1 (respectivement, P2)
dans 2E1 (respectivement, 2E2) avec |Ei| = dim2Pi (i = 1, 2). On véri-
fie immédiatement que l’application c de P1 × P2 dans 2E1+E2 définie par
c(x1, x2) = c1(x1)+c2(x2) – où + désigne ici l’union disjointe – est un codage,
d’où l’inégalité de (5).

Supposons que Pi (i = 1, 2) admette un minimum 0i et un maximum
ui. Il faut montrer dim2(P1 × P2) = dim2P1 + dim2P2, soit, compte tenu
de l’inégalité obtenue ci-dessus, dim2(P1 × P2) ≥ dim2P1 + dim2P2. Soit
c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) un codage de P1×P2 dans 2E , avecE = {1, . . . , i, . . . , r}
(où r = dim2(P1 ×P2)). Posons A = {i ∈ E : ci(01, u2) = 0 < ci(u1, 02) = 1}
et B = {i ∈ E : ci(01, u2) = 1 > ci(u1, 02) = 0} (avec, puisque (01, u2) et
(u1, 02) sont incomparables, A et B non vides). Nous allons montrer que, pour
tout i ∈ A, les restrictions des ci à P1 × {02} induisent un codage booléen
de cet ensemble ordonné. Il suffit pour cela de montrer que, si deux éléments
x et y sont incomparables dans P1, les images de (x, 02) et (y, 02) par ces
restrictions sont incomparables. Puisque (y, 02) < (u1, 02) et (01, u2) < (x, u2)
dans l’ordre produit, on a, pour tout i ∈ B, ci(y, 02) = 0 < ci(x, u2) = 1 ;
puisque (y, 02) et (x, u2) sont incomparables, il existe i ∈ A tel que ci(y, 02) =
1 > ci(x, u2) = ci(x, 02) = 0. Un raisonnement similaire montre qu’il existe
j ∈ A avec cj(y, 02) = 0 < cj(x, 02) = 1, ce qui montre le résultat annoncé
d’incomparabilité. Pour tout i ∈ A, les restrictions des ci à P1×{02} induisant
un codage booléen de cet ensemble ordonné et donc de P1, on en déduit
|A| ≥ dim2P1. On montre de même que |B| ≥ dim2P2, d’où dim2(P1 ×P2) ≥
|A| + |B| ≥ dim2P1 + dim2P2, et l’égalité annoncée. ��

Puisque la dimension boolénne d’une chaîne k est k−1 (pour k ≥ 2), on dé-
duit immédiatement du point (5) de cette proposition la dimension booléenne
d’un produit de chaînes de longueurs quelconques.

Corollaire 6.6 Si k1, . . . , ki, . . . , kh sont h chaînes toutes de cardinalités su-
périeures à 1, dim2(k1 × · · · ki × · · · kh) = (Σ1≤i≤hki) − h.

Le problème de trouver la dimension booléenne d’un ensemble ordonné est
généralement difficile (cf. l’annexe A). Il est donc intéressant de connaître des
bornes facilement calculables sur cette dimension, ce qui est le cas de celles
données ci-dessous. Rappelons que λ(P ) et α(P ) désignent respectivement la
longueur et la largeur de l’ensemble ordonné P (λ(P ) est définie page 20).
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Proposition 6.7 Pour tout ensemble ordonné P , on a

max[log2|P |, λ(P ), t(α(P ))] ≤ dim2P ≤ |P |,

où t(n) désigne le plus petit entier t tel que n ≤
(

t
	 t

2 

)
.

Preuve. Soit P codé dans 2d avec d = dim2P ; on a donc 2d ≥ |P |, λ(2d) = d ≥
λ(P ), et α(2d) =

(
d

	 d
2 


)
(théorème 4.20) ≥ α(P ), d’où la borne inférieure. La

borne supérieure est immédiate en utilisant le fait que l’application associant
à tout élément x sa section commençante (x] est un codage de P dans 2|P |. ��

On notera que les bornes données dans cette proposition peuvent être
atteintes. Ainsi, la proposition 6.35 montre que la borne inférieure λ(P ) est
atteinte par les treillis distributifs (puisque la longueur d’un tel treillis est égale
au nombre de ses sup-irréductibles). Les ensembles ordonnés pour lesquels
dim2P = |P | ont été caractérisés (voir la section 6.5). Le lecteur cherchera
des exemples pour les autres cas.

6.2 Dimension d’un ensemble ordonné

Nous étudions maintenant les codages d’un ensemble ordonné P = (X,≤)
de cardinalité n dans le produit direct de chaînes ni, toutes isomorphes à la
chaîne n = {0 < 1 < · · · < n − 1}. Rappelons que, si c désigne ce codage,
on a alors x ≤ y si et seulement si c(x) ≤ c(y) dans l’ordre produit (cf. la
définition 3.1).

Définition 6.8 Soit P = (X,≤) un ensemble ordonné de cardinalité n. Un n-
codage (cartésien) de P est un codage c de P dans un produit direct de chaînes
toutes de cardinalité n. Lorsque ce produit direct est celui de r chaînes (c’est-
à-dire qu’il est égal à n1 × · · ·ni × · · ·nr), on écrit c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) et
l’on a :

x ≤ y ⇐⇒ ci(x) ≤i ci(y), pour tout i = 1, . . . , r

Un n-codage c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) de P est strict si, pour tout i ≤ r,
ci(P ) = ni.

La dimension de P , notée dimP , est le nombre minimum de chaînes de
cardinalité n tel qu’il existe un n-codage de P dans le produit direct de ces
chaînes.

Au chapitre 1 (cf. la définition 1.33) nous avions donné une autre définition
de la dimension d’un ensemble ordonné, que nous rappelons ci-dessous :

Définition 6.9 Un ensemble d’extensions linéaires d’un ensemble ordonné P
est une réalisation de P (on dit aussi que ces extensions linéaires réalisent P )
si P est l’intersection de ces extensions. Une réalisation de P est minimale si
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l’intersection d’une quelconque de ses parties (strictes) contient strictement P.
Une base de P est une réalisation (minimale) de P de cardinalité minimum
(i.e. ayant le plus petit nombre possible d’extensions linéaires de P ). La dimen-
sion de P est le cardinal minimum d’une base de P , i.e. le nombre minimum
d’extensions linéaires de P dont il est intersection.

Le fait que les deux définitions de la dimension données ci-dessus sont
équivalentes (ainsi d’ailleurs que d’autres définitions) provient des résultats
ci-dessous. Pour ces résultats, il sera commode d’utiliser la notation littérale
P = (X,O) de P .

Théorème 6.10 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné de cardinal n et soit
r un entier fixé. Les trois ensembles ci-dessous sont en bijection :
1. l’ensemble des n-codages stricts de P dans nr,
2. l’ensemble des familles (L1, . . . , Li, . . . , Lr) d’extensions linéaires de O

réalisant O (i.e. tel que O =
⋂

1≤i≤r Li),
3. l’ensemble des familles (C1, . . . , Ci, . . . , Cr) où, pour tout i = 1, . . . , r, Ci

est une chaîne de longueur n−2 de parties commençantes propres de P , et
telles que

⋃
1≤i≤r Ci est une partie génératrice du treillis C(P ) des parties

commençantes de P .

Ce théorème est l’application d’un résultat fondamental sur les codages
de P dans le produit de chaînes kr (pour un entier k ≥ 2). Nous en donne-
rons donc la preuve après avoir démontré ce résultat (théorème 6.29) dans la
quatrième section de ce chapitre.

Corollaire 6.11 La dimension d’un ensemble ordonné P = (X,O) de cardi-
nal n est donnée par l’une quelconque des expressions suivantes :
1. le plus petit entier r tel qu’il existe un n-codage strict de P dans nr,
2. le plus petit entier r tel qu’il existe un codage de P dans N

r,
3. le nombre minimum d’extensions linéaires de O dont O est intersection,
4. le nombre minimum de chaînes engendrant C(P ),
5. la largeur minimum d’une partie génératrice de C(P ),
6. la dimension convexe de l’ensemble L(O) des extensions linéaires de O.

Preuve. (1) Pour prouver que, dans la définition de la dimension de P , on
peut ne considérer que les codages stricts, il suffit de montrer que l’existence
d’un codage de P dans nr implique celle d’un codage strict de P dans nr.
Soit c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) un n-codage de P = (X,O) dans nr. Pour chaque
i ∈ E = {1, . . . , r}, définissons un préordre total Ri sur X par xRiy si et
seulement si ci(x) ≤ ci(y). On obtient ainsi une famille (R1, . . . , Ri, . . . , Rr)
de r préordres totaux dont – puisque c est un codage – l’intersection est O.
Le préordre total Ri contenant l’ordre O, il contient (au moins) une extension
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linéaire Li de O (théorème 2.29). Puisque, pour tout i ∈ E, O ⊆ Li ⊆ Ri, on
a O =

⋂
1≤i≤r Li. Il résulte alors du théorème 6.10 qu’il existe un n-codage

strict de P dans nr.
(2) On montre cette expression en prouvant qu’elle est équivalente à l’ex-

pression (3). Le même raisonnement que dans (1) prouve que, si P = (X,O)
est codé dans N

r, O est intersection de r ordres totaux. Inversement, si
O =

⋂r
i=1 Li est intersection de r ordres totaux, on obtient un codage

de P dans nr (et donc dans N
r) en posant, pour tout x de P , c(x) =

(r1(x), . . . , ri(x), . . . , rr(x)), où ri(x) est le rang (normé) de x dans l’ordre
total Li. Ces deux assertions prouvent le résultat.

(3) Immédiat à partir du point (2) du théorème 6.10.
(4) Immédiat à partir du point (3) du théorème 6.10 et du fait que toute

chaîne de C(P ) constituée de parties commençantes propres de P peut être
étendue en une chaîne de longueur n− 2.

(5) Immédiat à partir de (4) et du théorème de Dilworth (cette formulation
résulte aussi d’une formule pour la k-dimension donnée à la proposition 6.33).

(6) Cette formulation nécessite d’abord de définir la notion de dimension
convexe. On a vu au chapitre 5 que les fuseaux d’ordres (totaux) – i.e. les
ensembles L(O) formés de toutes les extensions linéaires d’un ordre O défini
surX – sont les parties convexes de l’ensemble LX de tous les ordres totaux sur
X (théorème 5.40 et définition 5.35). Comme l’intersection de parties convexes
est convexe et que LX est convexe, les parties convexes forment une famille de
Moore auquelle est associée une fermeture Φ (définition 3.27) dite fermeture
convexe : pour tout A ⊆ LX , sa fermeture convexe Φ(A) est la plus petite
partie convexe contenant A et elle est égale à L(OA), où OA =

⋂
{L ∈ A} est

l’ordre intersection des ordres totaux de A. On appelle alors base d’une partie
convexe L(O) une partie B de L(O) minimale pour la propriété Φ(B) = L(O).
La dimension convexe de L(O) est la cardinalité minimum d’une de ses bases.
Mais, puisque dire que Φ(B) = L(O) équivaut à dire que O =

⋂
{L ∈ B},

une base B de L(O) au sens de la fermeture convexe n’est rien d’autre qu’une
base de O au sens de la définition 1.33 (et de la définition 6.9 ci-dessus). La
dimension convexe de L(O) est donc bien la dimension de P = (X,O). ��

Comme exemple d’application du corollaire 6.11, on peut déterminer la
dimension de l’ensemble ordonné représenté à la figure 6.1(a). En effet, si
l’on utilise l’expression (5) de la dimension donnée dans ce corollaire, il suffit
évidemment de considérer les parties génératrices minimales de C(P ). Or,
au chapitre 5 (à l’exemple 5.22, page 147), nous avions déterminé les parties
génératrices minimales du treillis C(P ) pour un ensemble ordonné P isomorphe
à celui de la figure 6.1(a). Elles sont au nombre de quatre, dont trois de largeur
3 et une de largeur 2. On en déduit donc dimP = 2. Cet exemple montre aussi
qu’il faut se garder de croire que la largeur minimum d’une partie génératrice
de C(P ) est obtenue lorsqu’elle est de cardinal minimum : dans cet exemple,
c’est la partie génératrice de cardinal maximum qui a la largeur minimum !
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Le fait qu’on puisse donner plusieurs expressions pour la dimension d’un
ensemble ordonné (celles du corollaire 6.11 ou d’autres comme celle de l’exer-
cice 6.7) ne rend pas, en général, son calcul plus facile (il s’agit, en effet d’un
problème « difficile » cf. l’annexe A). On est donc amené à rechercher des
bornes sur cette dimension, ce qui fera l’objet des résultats de la fin de cette
section. Une technique de preuve pour obtenir une borne supérieure, i.e. pour
établir que dimP ≤ r pour un entier r, est de montrer qu’un certain ensemble
E = {L1, . . . , Li, . . . , Lr} d’ordres totaux est une réalisation de P . Il résulte
immédiatement des définitions que ceci revient à montrer d’une part que les
Li sont des extensions linéaires de P (ce qui sera souvent évident), et d’autre
part, que pour toute paire {x, y} d’éléments incomparables dans P , il existe
Li, Lj ∈ E avec xLiy et yLjx. Si de plus, dans un tel cas, on a montré que
dimP ≥ r, on obtient dimP = r. L’exemple suivant illustre ce mode de dé-
termination de la dimension d’un ensemble ordonné.

Exemple 6.12 On note Sn (n ≥ 2) l’ensemble ordonné défini sur X de la
manière suivante : X = {a1, . . . , an, b1, . . . , bn} ; les couples de Sn sont tous
les couples (ai, bj) avec i �= j (S4 est représenté à la figure 6.2(a)). On va
montrer que dimSn = n.

Pour cela, on montre d’abord que dimSn ≤ n, en exhibant une réalisation
de Sn formée de n extensions linéaires. Le lecteur vérifiera que tel est le cas
en prenant pour i = 1, . . . , i, . . . , n, Li = aibi+1ai+1bi+2ai+2 · · · ai−2bi−1ai−1bi
(avec n+ 1 = 1).

Montrons ensuite que dimSn ≥ n. Considérons en effet les deux couples
(bi, ai) et (bj , aj) avec i différent de j. Puisqu’ils sont formés d’éléments in-
comparables dans Sn et qu’on a aiLibi et ajLjbj , une réalisation de Sn doit
contenir deux extensions linéaires Lk et Lh de Sn telles que biLkai et bjLhaj .
Or Lk = Lh = L est impossible, puisqu’on aurait alors ajLbiLaiLbjLaj. Il en
résulte qu’une réalisation de Sn doit comporter au moins autant d’ordres to-
taux que de couples (bi, ai) et donc que dimSn ≥ n. On obtient finalement
dimSn = n.

a2 a3 a4a1

b1 b2 b3 b4

(b)(a)

Fig. 6.2. (a) L’ensemble ordonné S4 et (b) un ensemble ordonné P tel que dimP =
|P |
2

= 3.
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Nous examinons maintenant comment la dimension se comporte par rap-
port aux opérations usuelles sur les ensembles ordonnés (voir la section 1.5 du
chapitre 1). Dans la proposition suivante, on considère h ensembles ordonnés
Pi et les opérations portent sur ces h ensembles (dans plusieurs des formules
suivantes, le domaine de variation de i, qui est toujours de 1 à h, n’est pas
précisé).

Proposition 6.13 Soient P , Q et Pi, pour i = 1, . . . , h (h ≥ 2) des ensembles
ordonnés. On a alors :
1. Q � P implique dimQ ≤ dimP ,
2. dimP d = dimP ,
3. dimP − 1 ≤ dim(P \ x) ≤ dimP , pour tout x ∈ P ,
4. dimΣPi = max(2,max(dimPi)),
5. dim

⊕
Pi = max(dimPi),

6. dimQP1,...,Ph
y1,...,yh

= max(dimQ,max(dimPi))
7. max(dimPi) ≤ dimΠPi ≤ ΣdimPi, avec dimΠPi = ΣdimPi si les Pi

sont tous bornés et non isomorphes à 1.

Preuve. (1) Immédiat puisque, si Q est un sous-ensemble ordonné de P , on
obtient un codage de Q en restreignant le codage de P à ce sous-ensemble.

(2) Immédiat puisque, si {L1, . . . , Lr} est une réalisation de P , il est clair
que {Ld

1, . . . , L
d
r} est une réalisation de P d.

(3) D’après (1), la suppression d’un élément x de P ne peut que diminuer
ou laisser inchangée sa dimension. Il faut montrer que, s’il y a diminution,
elle est d’au plus une unité, i.e. que dimP ≤ dim(P \ x) + 1. Pour cela, nous
montrons qu’à partir d’une base {L1, .., .Lr} de P \x, il existe une réalisation
de P utilisant r+ 1 extensions linéaires de P . A cet effet, nous construisons à
partir de l’extension linéaire L1 de P \ x deux extensions linéaires M1 et M2

de P . Dans leurs définitions données ci-dessous, le nombre 1 en indice désigne
la restriction de l’ordre L1 au sous-ensemble indicé (et I(x) est l’ensemble des
éléments incomparables à x dans P ) :

M1 = [(x[∪I(x)]1 ⊕ {x}⊕]x)1 M2 = (x[1⊕{x} ⊕ [I(x)∪]x)]1

On vérifie aisément que M1 et M2 sont bien des extensions linéaires de P
et que, si y est un élément incomparable à x, on a yM1x et xM2y. Mon-
trons que, si y et z sont deux éléments incomparables de P différents de x, le
couple (y, z) – par exemple – ne peut être dans toutes les extensions linéaires
M1,M2, L2, . . . , Lr. Le seul cas à considérer est celui où l’on a yLiz pour tout
i ≥ 2 et (donc) zL1y. Dans ce cas, il résulte de la définition de M1 (respec-
tivement, de M2) que, si yM1z (respectivement, yM2z) on a y ∈ (x[∪I(x) et
z ∈ [x) (respectivement, y ∈ (x] et z ∈ I(x) ∪ [x)) ; (yM1z et yM2z) est donc
impossible, car on aurait alors y <P x <P z, une contradiction avec l’hypo-
thèse. On en déduit que {M1,M2, L

′
2, . . . , L

′
r}, où les L′

i sont les extensions
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linéaires de P déduites des Li en intercalant l’élément x entre (x[i et ]x)i,
forme une réalisation de P .

(4) et (5) sont des cas particuliers de (6) où Q est une antichaîne dans le
premier cas, une chaîne dans le second (cf. la section 1.5.1).

(6) Considérons le cas h = 2 (le lecteur généralisera). Soient {L1, . . . , Lp1}
une base de P1, {M1, . . . ,Mp2} une base de P2 et {N1, . . . , Nq} une base de
Q, avec, par exemple, p1 ≥ p2 ≥ q. On vérifie patiemment que les p1 ordres
totaux

(N1)
L1M1
y1y2 , (N2)

L2M2
y1y2 , . . . , (Nq)

LqMq
y1y2 , (Nq)

Lq+1Mq+1
y1y2 , . . . , (Nq)

Lp2Mp2
y1y2 ,

(Nq)
Lp2+1Mp2+1
y1y2 , . . . , (Nq)

Lp1Mp1
y1y2

forment une réalisation de QP1P2
y1y2

. Comme QP1P2
y1y2

contient P1 comme sous-
ensemble ordonné, sa dimension est (d’après (1)) supérieure ou égale à la
dimension p1 de P1, et donc la réalisation précédente de QP1P2

y1y2
en est une

base.
(7) On considère de même le cas h = 2. Il est clair que, si l’on peut coder

P1 dans N
p1 et P2 dans N

p2 , on peut coder P1 ×P2 dans N
p1 ×N

p2 = N
p1+p2 .

D’où dim(P1 × P2) ≤ dimP1 + dimP2.
Puisque Pi (i = 1, 2) est isomorphe à un sous-ensemble ordonné de P1×P2,

la première inégalité provient de (1).
Supposons que Pi (i = 1, 2) admette un minimum 0i et un maximum ui. Il

faut montrer dim(P1 ×P2) = dimP1 + dimP2, soit, compte tenu de l’inégalité
obtenue ci-dessus, dim(P1×P2) ≥ dimP1+dimP2. Puisque (01, u2) et (u1, 02)
sont incomparables dans P1×P2, on peut trouver une base {L1, . . . , Lp+q} de
P1×P2, avec (01, u2)Li(u1, 02) pour 1 ≤ i ≤ p et (u1, 02)Li(01, u2) pour p+1 ≤
i ≤ p + q. Soient x et y incomparables dans P1 ; puisque (y, 02) < (u1, 02) et
(01, u2) < (x, u2) dans l’ordre produit, on a (y, 02)Li(x, u2) pour tout i > p
et il existe donc un i ≤ p avec (x, u2)Li(y, 02). On a donc (x, 02)Li(y, 02). Un
raisonnement similaire montre qu’il existe j ≤ p avec (y, 02)Lj(x, 02). On en
déduit que, pour 1 ≤ i ≤ p, les restrictions des Li à P1 × {02} forment une
réalisation de P1×{02} et induisent donc une réalisation de P1. On a donc p ≥
dimP1. On montre de même q ≥ dimP2, d’où dim(P1×P2) ≥ dimP1 +dimP2

et l’égalité. ��

La proposition 6.13 permet le calcul de certaines dimensions. Ainsi puisque
la dimension d’une chaîne est 1, on déduit immédiatement du point (7) de
cette proposition la dimension d’un produit de chaînes de longueurs non nulles
quelconques.

Corollaire 6.14 Si k1, . . . , ki, . . . , kh sont h chaînes toutes de cardinalités
supérieures à 1, dim(k1 × · · · ki × · · · kh) = h.

Comme autre exemple d’application de la proposition 6.13, on peut noter
que son point (6) permet de montrer que les ensembles ordonnés sans N (cf. la
section 2.2, chapitre 2) différents d’une chaîne, sont de dimension 2. En effet,
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ces ensembles ordonnés sont les ensembles ordonnés série-parallèles obtenus
par substitution à partir d’ensembles ordonnés de dimension inférieure ou
égale à 2, dont l’un au moins est de dimension 2.

Nous terminons cette section en donnant des bornes sur la dimension
d’un ensemble ordonné arbitraire. Nous allons notamment montrer le résul-
tat fondamental d’Hiraguchi (le théorème 6.21) qui établit que la dimension
d’un ensemble ordonné P est au plus |P |

2 . La méthode de preuve utilisée
permet d’obtenir deux autres bornes faisant intervenir la largeur de l’en-
semble ordonné, bornes que nous présentons dans la proposition 6.15 et le
corollaire 6.20.

Proposition 6.15 La dimension d’un ensemble ordonné P est inférieure ou
égale à sa largeur : dimP ≤ α(P ).

Pour obtenir ce résultat il suffit de montrer dimP ≤ θ(P ) puisque, d’après
le théorème de Dilworth (le théorème 4.2), θ(P ) = α(P ). Pour cela, nous
montrons d’abord le lemme suivant, à la suite duquel nous prouvons la pro-
position.

Lemme 6.16 A toute chaîne C d’un ensemble ordonné P , on peut associer
une extension linéaire L de P telle que :

∀x ∈ P \ C, ∀y ∈ C avec x||P y, on a xLy

Autrement dit, pour tout élément x n’appartenant pas à la chaîne, x est
inférieur dans l’extension linéaire à tout élément de la chaîne qui lui est incom-
parable dans P . Une telle extension s’appelle une extension linéaire inférieure
de P (une définition duale permet d’associer à une chaîne une extension li-
néaire dite supérieure).

Preuve. Commençons par celle du lemme. Soit C une chaîne de l’ensemble
ordonné P = (X,O). Posons AC = {(x, c) : x ∈ X \ C, c ∈ C et x||c} et
montrons que la relation O ∪ AC définie sur X est sans circuit. Il est clair
que O et AC (qui est un ordre biparti) sont sans circuits. Supposons que
O ∪AC contienne un circuit (a1 . . . ai . . . aka1) que nous prenons de longueur
minimale. Si (ai, ai+1) ∈ O, (ai+1, ai+2) �∈ O (par minimalité du circuit).
Si (ai, ai+1) ∈ AC , (ai+1, ai+2) �∈ AC (par définition de AC). On en dé-
duit que (a1a2 . . . aka1) est une « chaîne alternée » i.e. qu’elle peut s’écrire
(c1x1 . . . cixi . . . crxrc1) avec, pour tout i ≤ r, ci ∈ C, xi ∈ X \C, (ci, xi) ∈ O
et (xi, ci+1) ∈ AC . Soit alors ch le plus grand élément dans la sous-chaîne de
C formée par {c1, . . . , ci, . . . , cr}. On a (ch, xh) ∈ O et (ch+1, ch) ∈ O, d’où
(ch+1, xh) ∈ O, une contradiction avec le fait que xh est incomparable à ch+1.

Puisque O ∪ AC est sans circuit on peut prolonger cette relation en un
ordre total qui est une extension linéaire de P (chapitre 2, théorème 2.22) et
qui, par définition, vérifie la condition du lemme.
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Prouvons maintenant la proposition 6.15 et considérons pour cela une
partition de P = (X,O) en α(P ) chaînes {C1, . . . , Ci, . . . , Cα(P )}. A cha-
cune de ces chaînes Ci nous associons par le lemme 6.16 une extension li-
néaire inférieure Li. On a donc O ⊆

⋂
1≤i≤α(P ) Li. Supposons qu’il existe

(x, y) ∈
⋂
{Li, i = 1, . . . , α(P )}\O. On a donc x||P y et x et y appartiennent à

deux chaînes différentes Ci et Cj . Compte tenu de la définition des extensions
linéaires inférieures, on en déduit xLiy et yLjx, une contradiction. ��

Pour obtenir la borne du corollaire 6.20, nous avons besoin de deux autres
lemmes, pour lesquels nous utiliserons les notations suivantes : si x et y sont
deux éléments distincts de l’ensemble ordonné P = (X,≤), on pose x ∼ y si
(x[= (y[ et ]x) =]y). Il est clair qu’alors, x et y sont incomparables. D’autre
part, nous posons x <∼ y si x < y et si, pour tout z différent de x et de y,
on a z < x si et seulement si z < y, et z > x si et seulement si z > y (ce qui
implique x ≺ y avec x inf-irréductible et y sup-irréductible).

Lemme 6.17 Soient x, y deux éléments distincts d’un ensemble ordonné P .
Alors :
1. x ∼ y implique dim(P \ x) = dimP , sauf si P \ x est une chaîne (auquel

cas dim(P \ x) = dimP − 1),
2. x <∼ y implique dim(P \ x) = dim(P \ y) = dimP .

Preuve. Ces deux résultats proviennent du point (6) de la proposition 6.13.
Pour le cas (1), on substitue l’antichaîne {x, y} à y dans P \ x. Pour le cas
(2), on substitue la chaîne {x < y} à y dans P \ x ou à x dans P \ y. ��

On notera que, pour calculer la dimension d’un ensemble ordonné, le point
(1) (respectivement, le point (2)) du lemme permet de se ramener au cas
où deux éléments x et y de l’ensemble ordonné ne vérifient jamais x ∼ y
(respectivement, x <∼ y).

Lemme 6.18 Si un ensemble ordonné P admet une antichaîne A telle que
|P \A| = 2, alors dimP ≤ 2.

Preuve. Si P est une antichaîne alors dimP = 2.
Sinon, soit A une antichaîne de P telle que P \ A = {x, y} et supposons

d’abord x||y. On peut supposer sans perte de généralité qu’il existe a ∈ A
avec a < x. On en déduit que, pour tout a′ ∈ A, a′ < x ou a′||x.

S’il existe b ∈ A avec b < y, on a, pour tout a′ ∈ A, a′ < y ou a′||y. On
peut donc partitionner A en quatre ensembles : A1 = {a ∈ A : a < x et
a||y}, A2 = {a ∈ A : a < y et a||x}, A3 = {a ∈ A : a < x et a < y}, A4 =
{a ∈ A : a||x et a||y}. Si deux éléments z et t sont dans un même Ai, alors
z ∼ t (avec la notation introduite pour le lemme 6.17) ; en utilisant le lemme
6.17, on peut donc se ramener au cas où |Ai| ≤ 1 (avec |A1 ∪ A2 ∪A3| ≥ 1).
Il en résulte que P est isomorphe à un sous-ensemble ordonné de l’ensemble
ordonné représenté à la figure 6.3(a).
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Fig. 6.3. Illustration du lemme 6.18.

S’il existe b ∈ A avec y < b, ou s’il existe a ∈ A avec x < a, des raisonne-
ments analogues montrent que P est isomorphe à un sous-ensemble ordonné
de l’ensemble ordonné de la figure 6.3(b) ou des ensembles ordonnés duaux
de ceux représentés sur les deux figures précédentes.

Si x et y sont comparables avec, par exemple, y < x, on montre de même
que P est isomorphe à un sous-ensemble ordonné de l’ensemble ordonné des
figures 6.3(c), (d) ou (e).

Comme on montre aisément que les ensembles ordonnés représentés à la
figure 6.3 sont de dimension 2 (le lecteur cherchera une base de 2 ordres totaux
pour chacun d’eux), on en déduit qu’on a toujours dimP ≤ 2 (et dimP = 2
si |A| ≥ 2). ��

Proposition 6.19 Si A est une antichaîne d’un ensemble ordonné P véri-
fiant |P \A| ≥ 2, on a dimP ≤ |P \A|.

Preuve. La proposition se démontre par récurrence sur le nombre k = |P \A|.
Elle est vraie pour k = 2 d’après le lemme 6.18. Supposons-la vraie pour
un entier k ≥ 2 et soit A une antichaîne d’un ensemble ordonné P vérifiant
|P \ A| = k + 1. Pour x ∈ P \ A, on a alors |P \ (x + A)| = k ≥ 2, donc
dim(P \ x) ≤ k ; et puisque la suppression d’un élément d’un ensemble or-
donné ne peut diminuer sa dimension que d’au plus une unité (point (3) de
la proposition 6.13), dimP ≤ k + 1. ��

En considérant alors une antichaîne A de P de cardinal α(P ), on obtient le
résultat suivant en utilisant la proposition 6.19 si |P \A| ≥ 2 ou trivialement
sinon.

Corollaire 6.20 La dimension d’un ensemble ordonné P vérifie l’inégalité
dimP ≤ max(2, |P | − α(P )).

Soit P un ensemble ordonné tel que |P |−α(P ) ≥ 2. Puisque dimP ≤ α(P )
(proposition 6.15) et dimP ≤ max(2, |P | − α(P )) (corollaire 6.20), on en
déduit dimP ≤ |P |

2 . De plus, si |P | − α(P ) ≤ 1, on vérifie aisément qu’on a
la même inégalité, sauf si |P | = 1 ou si P est un ensemble ordonné à 2 ou 3
éléments différent d’une chaîne. On a donc montré le résultat d’Hiraguchi :
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Théorème 6.21 ([Hiraguchi [223], 1951) Si P est un ensemble ordonné
avec |P | ≥ 4, dimP ≤ |P |

2 .

Remarque 6.22 A l’exemple 6.12, nous avons considéré pour n ≥ 2 l’en-
semble ordonné Sn de cardinal 2n et montré que sa dimension etait n. D’autre
part, il est clair que α(Sn) = n. On a donc dimSn = α(Sn) = |Sn| − α(Sn) =
|Sn|
2 , ce qui montre que les trois bornes supérieures données ci-dessus pour la

dimension peuvent être atteintes.

6.3 Ensembles ordonnés de dimension 2

Les ensembles ordonnés de dimension 2 sont particulièrement intéressants
du fait qu’ils permettent de donner une interprétation simple d’un ordre
comme intersection de deux ordres totaux. Par exemple, si un ensemble or-
donné représente la préférence d’un agent, le fait qu’il soit de dimension 2
s’interprète en disant que cette préférence est obtenue à partir de deux cri-
tères aux modalités linéairement ordonnés, l’agent préférant x à y si et seule-
ment si il le préfère à y sur les deux critères. En fait, on rencontre assez
souvent des applications où apparaissent de tels ensembles ordonnés. De plus,
d’un point de vue algorithmique, les problèmes (par exemple, le calcul de
leurs parties commençantes) y deviennent généralement plus faciles à traiter
(cf. l’annexe A). Des caractérisations de ces ensembles ordonnés s’obtiennent
d’abord en réécrivant le corollaire 6.11 dans ce cas particulier, ce qui donne
le résultat suivant :

Proposition 6.23 Pour tout ensemble ordonné P différent d’une chaîne, les
propriétés suivantes sont équivalentes :
1. dimP = 2,
2. il existe un codage de P dans N

2,
3. P est intersection de 2 ensembles totalement ordonnés,
4. le treillis C(P ) des parties commençantes de P est engendré (par union et

intersection) par 2 chaînes,
5. la largeur minimum d’une partie génératrice de C(P ) est 2,
6. la partie convexe du graphe permutoèdre définie par L(P ) = {extensions

linéaires de P} est la fermeture convexe de 2 ordres totaux.

Ainsi, pour montrer, par exemple, qu’un ensemble ordonné P (différent
d’une chaîne) est de dimension 2, il suffit d’exhiber un sous-ensemble ordonné
de N

2 isomorphe à P . C’est ce qui est fait à la figure 6.4 pour l’ensemble
ordonné de la figure 6.1. On remarque que le codage c de P dans N

2 montré
à droite de la figure 6.4 induit un codage strict de P dans 42.

Nous allons voir que les ensembles ordonnés de dimension 2 ont d’autres
caractérisations et nous introduisons à cet effet quelques définitions.
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Fig. 6.4. Codage de l’ensemble ordonné P dans N
2.

Définition 6.24 Deux ensembles ordonnés P = (X,≤P ) et Q = (X,≤Q)
sont dits conjugués si, pour tous x, y distincts, x et y sont comparables dans
l’un et l’un seul de ces deux ensembles ordonnés : x <P y ou x >P y si et
seulement si x||Qy. On dit aussi dans ce cas que Q (respectivement, P ) est
un conjugué de P (respectivement, de Q).

Une extension linéaire L d’un ensemble ordonné P est dite non séparante
si deux éléments comparables de P ne sont jamais « séparés » dans L par un
élément qui leur est incomparable : x <P y et x <L z <L y impliquent x <P z
ou z <P y.

On peut alors énoncer les caractérisations suivantes des ensembles ordon-
nés de dimension 2.

Théorème 6.25 Soit P un ensemble ordonné. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
1. dimP = 2,
2. P peut être codé dans l’ensemble ordonné par inclusion des intervalles

d’un ensemble totalement ordonné,
3. le graphe d’incomparabilité de P est un graphe de comparabilité,
4. P admet un ensemble ordonné conjugé,
5. P admet une extension linéaire non séparante.

Preuve. (1) =⇒ (2) : soient L et M deux extensions linéaires de P = (X,≤P )
réalisant P . Posons X = {x1, . . . , xi, . . . , xn} et soit X ′ = {x′1, . . . , x′i, . . . , x′n}
avec X ∩X ′ = ∅. Soit M ′ = (X ′,≤′

M ) l’ensemble totalement ordonné obtenu
en posant x′j ≤M ′ x′i si et seulement si xi ≤M xj . Nous définissons une
application f de P dans les intervalles de l’ensemble totalement ordonné N =
M ′⊕L (somme ordinale deM ′ et L), en posant f(xi) = [x′i, xi]. On a xi ≤P xj

si et seulement si [xi ≤L xj et xi ≤M xj ], si et seulement si [xi ≤L xj et
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x′j ≤M ′ x′i], si et seulement si [x′j ≤N x′i ≤N xi ≤N xj ], si et seulement si
f(xi) ⊆ f(xj). Puisque f est injective, c’est bien le codage cherché.

(2) =⇒ (3) : notons Ix l’intervalle image de x dans l’isomorphisme entre P
et un ensemble d’intervalles d’un ensemble totalement ordonné L, et notons
ix l’origine de cet intervalle. Si x et y sont deux éléments incomparables de
P , ix et iy sont nécessairement différents. Posons alors x < y si ix <L iy. Il
est clair qu’on obtient ainsi une orientation transitive des arêtes du graphe
d’incomparabilité de P qui est donc un graphe de comparabilité.

(3) =⇒ (4) : puisqu’il existe un ensemble ordonné Q tel que le graphe de
comparabilité de Q égale le graphe d’incomparabilité de P , Q est un conjugé
de P .

(4) =⇒ (5) : soit Q un ensemble ordonné conjugué de P = (X,≤P ). Posons
x ≤L y si et seulement si [x ≤P y ou x ≤Q y] ; il résulte de la définition du
conjugué que ≤L est une relation totale et antisymétrique. Montrons qu’elle
est transitive, donc qu’elle est un ordre total. Soient x <P y, y <Q z et
supposons z <L x, d’où, par exemple, z <P x. On en déduit z <P y, ce qui
(Q étant conjugué de P ) est contradictoire avec y <Q z. L = (X,≤L) est donc
une extension linéaire de P dont il reste à montrer qu’elle est non séparante.
Si l’on a x <P y et x <L z <L y, on a x <P z ou x <Q z, et z <P y ou
z <Q y. Comme x <Q z et z <Q y impliqueraient x <Q y qui est impossible,
on a bien x <P z ou z <P y et L est séparante.

(5) =⇒ (1) : soit L une extension linéaire non séparante de P = (X,≤P ).
Posons Q = (X,<Q) avec x <Q y si (x <L y et x||P y) et montrons que
<Q est un ordre strict soit, puisque cette relation est asymétrique, qu’elle est
transitive. Soient x <Q y et y <Q z ; on a donc x <L y <L z, x||P y et y||P z.
Si x <P z, puisque L est non séparante, on aurait x <P y ou y <P z, ce
qui est impossible. Comme z <P x est aussi impossible, on a donc x||P z. On
en déduit x <Q z, ce qui montre que <Q est un ordre strict. Posons alors
M = (X,≤M ) avec x ≤M y si (x ≤P y ou y <Q x) ; la relation ≤M est
antisymétrique et totale. Montrons qu’elle est transitive ; considérons x <M y
et y <M z, avec, par exemple, x <P y et z <Q y (donc y||P z). Si z <M x, on
a soit z <P x, soit x <Q z, ce qui (en utilisant la transitivité de P et de Q)
conduit dans les deux cas à une contradiction. Donc ≤M est un ordre total,
M est une extension linéaire de P , et il est clair que L et M réalisent P . ��

Ce théorème montre en particulier que, si P est de dimension 2 et si Q
est un ensemble ordonné conjugué de P , {P ∪ Q,P ∪ Qd} (respectivement,
{P ∪Q,P d ∪Q}) est une base de P (respectivement, de Q).

Donnons un exemple où, pour montrer qu’un ensemble ordonné est de
dimension 2, on utilise la caractérisation (5) du théorème. Rappelons qu’un
ensemble ordonné arborescent est un inf-demi-treillis où x ∧ y est le plus
grand élément de l’intersection des deux chaînes allant de 0 à, d’une part,
x et, d’autre part, y (cf. l’exercice 2.5). Soit alors P l’ensemble ordonné ar-
borescent représenté figure 6.5(a). Considérons l’extension linéaire L de P
défini par la numérotation suivante des éléments : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
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Fig. 6.5. (a) Un ensemble ordonné P arborescent et (b) son conjugué.

Nous dirons qu’elle est définie par un parcours « gauche » (relativement au
diagramme de P ) des éléments de P . A partir de l’élément 0, on liste les élé-
ments en choisissant comme successeur de x l’élément y le plus « à gauche »
(relativement au diagramme de l’ensemble ordonné) parmi les éléments non
listés couvrant le plus grand élément vérifiant les deux conditions suivantes :
1. Il est déjà listé,
2. Il est couvert dans P par au moins un élément non encore listé.

Soit alors i <L j <L k avec i <P k. Montrons qu’on a i <P j. Puisque i <L j
on ne peut avoir que i <P j ou i||P j. Dans le second cas, on a alors i ∧ j
strictement inférieur à i. Si j est sur une chaîne « à gauche » de i ∧ j, on
aurait j <L i, ce qui est impossible ; et si j est sur une chaîne « à droite »
de i ∧ j, on aurait k <L j, ce qui est également impossible. Il en résulte
que L est une extension linéaire non séparante de P et que P est donc de
dimension 2. On obtient une autre extension linéaire de P , qui forme avec L
une réalisation de P , en énumérant les éléments suivant un parcours « droit »
(soit dans l’exemple : 0, 9, 1, 8, 2, 5, 7, 6, 3, 4).

Notons qu’en général, le fait que les ensembles ordonnés arborescents sont
de dimension 2 peut s’obtenir plus simplement. En effet ces ensembles ordon-
nés étant sans N , on peut appliquer un résultat de l’exercice 6.4. La démons-
tration donnée pour le cas ci-dessus avait pour but d’exhiber explicitement
une extension linéaire non séparante.

6.4 k-dimension d’un ensemble ordonné

Dans cette section, nous définissons les notions de k-codage et de
k-dimension d’un ensemble ordonné (pour un entier k ≥ 2) et nous démontrons
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les résultats fondamentaux les concernant. Des cas particuliers de ces résultats
donnent ceux sur la dimension booléenne et la dimension d’un ensemble or-
donné énoncés dans les sections précédentes.

Définition 6.26 Un k-codage d’un ensemble ordonné P = (X,≤) est un
codage c de P dans un produit direct de chaînes toutes de même cardinalité k
(pour un entier k ≥ 2).

Lorsque ce produit direct s’écrit k1 × · · · ki × · · · .kr et est donc le produit
de r chaînes, on écrit c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) et l’on a :

x ≤ y ⇐⇒ ci(x) ≤i ci(y), pour i = 1, . . . , r

Un k-codage c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) de P est dit strict si, pour tout i =
1, . . . , r, ci(P ) = ki.

La k-dimension de P est le nombre, noté dimkP , défini par :

dimkP = min{r ∈ N : il existe un codage de P dans kr}

La k-dimension vérifie trivialement les relations suivantes :

P � Q =⇒ dimkP ≤ dimkQ dimkP = dimkP
d

Le lemme suivant est utile pour montrer les relations existant entre les
différentes k-dimensions (pour tout entier k ≥ 2).

Lemme 6.27 Soit P un ensemble ordonné de cardinalité n. Pour tout entier
k ≥ 2, on a dimnP ≤ dimkP .

Preuve. Pour montrer ce résultat, il suffit de montrer qu’un codage c de P =
(X,O) dans kr induit un codage de P dans nr (avec n = |P |). Notons ci,
i ∈ E = {1, . . . , r}, les p fonctions coordonnées associées au k-codage c : c(x) =
(c1(x), . . . , ci(x), . . . , cr(x)). Pour chaque i ∈ E, définissons un préordre total
Ri sur X par xRiy si et seulement si ci(x) ≤ ci(y). On obtient ainsi une famille
(R1, . . . , Ri, . . . , Rr) de r préordres totaux dont – puisque c est un codage –
l’intersection est O. Puisque le préordre total Ri contient l’ordre O, il contient
une extension linéaire Li de O (cf. le théorème 2.29). Puisque pour tout i ∈ E,
on a O ⊆ Li ⊆ Ri, on a aussi O =

⋂
i∈E Li. Définissons alors, pour tout i ∈ E,

une application c′i de P dans la chaîne {0 < 1 < · · · < n − 1} de cardinalité
n en posant, pour tout x ∈ P , c′i(x) = rLi(x) (rang de x dans l’ordre total
Li, cf. le théorème 2.26). Puisque xLiy si et seulement si rLi(x) ≤ rLi(y),
c′ = (c′1, . . . , c

′
i, . . . , c

′
r) est un codage de P dans nr. ��

Proposition 6.28 Pour tout ensemble ordonné P de cardinal n, on a, pour
2 ≤ k ≤ n, dimP = dimnP ≤ · · · ≤ dimkP ≤ · · · ≤ dim2P et, pour k > n,
dimkP = dimP .
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Preuve. Par définition, dimnP = dimP . Si k ≥ k′, un codage de P dans
k′r induit un codage de P dans kr, ce qui implique dimkP ≤ dimk′P . En
particulier, k ≥ n implique dimkP ≤ dimnP . Mais, dans ce cas, le lemme
6.27 donne l’inégalité inverse. ��

Avant d’énoncer les résultats fondamentaux sur les k-codages, rappelons
qu’une partie commençante d’un ensemble ordonné P = (X,≤) est propre si
elle est différente des parties ∅ et X .

Théorème 6.29 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné. Les trois ensembles
ci-dessous sont en bijection :
1. l’ensemble des codages stricts c de P dans le produit direct kr de r

chaînes k,
2. l’ensemble des familles (R1, . . . , Ri, . . . , Rr) de r préordres totaux sur X

admettant chacun k classes et dont l’intersection est O,
3. l’ensemble des familles (C1, . . . , Ci, . . . , Cr) où, pour tout i = 1, . . . , r, Ci

est une chaîne de longueur k − 2 de parties commençantes propres de P ,
et telles que

⋃
{Ci, i = 1, . . . , r} est une partie génératrice du treillis C(P )

des parties commençantes de P .

Preuve. Soit c un codage strict de P = (X,O) dans kr. Notons c1, . . . , ci, . . . , cr
les r fonctions coordonnées associées : c(x) = (c1(x), . . . , ci(x), . . . , cr(x)).
Pour chaque i ≤ r, définissons un préordre total Ri sur X par xRiy si
ci(x) ≤ ci(y). On obtient ainsi une famille (R1, . . . , Ri, . . . , Rr) de r préordres
totaux, dont les nombres de classes sont tous égaux à k, et dont – puisque c
est un codage – l’intersection est O.

Notons Ti = t(Ri) la chaîne étendue de longueur k de parties commen-
çantes de P associée au préordre total Ri dans la correspondance de Galois
(t, p) du chapitre 5 (théorème 5.23 et proposition 5.28). Par définition de l’ap-
plication t, on a t(O) = C(O) (= C(P )). D’autre part, t(O) = t(

⋂
i≤r Ri) =

τ(
⋃

i≤r Ti) (du fait des propriétés de cette correspondance de Galois énon-
cées au corollaire 5.24). Donc C(P ) = τ(

⋃
i≤r Ti), ce qui signifie que

⋃
i≤r Ti

est une partie génératrice de C(P ). En posant Ci = Ti \ {X, ∅}, on exhibe
donc une famille de r chaînes de parties commençantes propres de P , dont
les longueurs sont toutes égales à k − 2 et qui engendrent toutes les parties
commençantes propres de P , et donc aussi toutes les parties commençantes
de P (puisque les parties commençantes ∅ et X sont toujours engendrées tri-
vialement). Autrement dit,

⋃
i≤r Ci est une partie génératrice de C(P ).

Considérons maintenant une famille (C1, . . . , Ci, . . . , Cr) de r chaînes de
parties commençantes propres de P , toutes de longueur égale à k− 2, et telle
que

⋃
i≤r Ci est une partie génératrice de C(P ). En adjoignant à chaque Ci la

partie vide et X , on obtient r chaînes étendues T1, . . . , Ti, . . . , Tr (de longueurs
égales à k) et qui engendrent toutes les parties commençantes de P . Pour tout
i ≤ r, notons Ri le préordre total à k classes p(Ti) associé à la chaîne étendue
Ti (proposition 5.28). Puisque t(O) = C(O) = τ(

⋃
1≤i≤r Ti) = t(

⋂
1≤i≤r Ri)
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(corollaire 5.24) et que t est injective sur l’ensemble des préordres, on en déduit
que O est intersection des r préordres totaux Ri.

Supposons enfin que l’ordre O de P soit intersection de r préordres totaux
à k classes Ri = (X(i)

1 < · · ·X(i)
h < · · ·X(i)

k ). Définissons pour tout i = 1, . . . , r
l’application ci de X dans k = {1 < · · ·h < · · · k} par ci(x) = h si x ∈ X

(i)
h .

Cette application est surjective et vérifie xRiy si et seulement si ci(x) ≤ ci(y).
Donc c = (c1, . . . , ci, . . . , cr) est un codage strict de P dans kr.

Les constructions précédentes permettent de définir des applications entre
deux quelconques des trois ensembles considérés dans l’énoncé du théorème,
applications dont il suffit de vérifier que leurs composées (sur la même paire
d’ensembles) sont toutes égales à l’application identité, ce que nous laissons
au lecteur. ��

Au lieu de considérer les codages stricts de l’ensemble ordonné P dans kr,
comme nous l’avons fait ci-dessus, on peut considérer les codages quelconques.
On obtient alors le résultat suivant (dont le lecteur pourra s’assurer de la
véracité au moyen de démonstrations quasi-identiques à celles ci-dessus).

Théorème 6.30 Soit P = (X,O) un ensemble ordonné. Les trois ensembles
ci-dessous sont en bijection :
1. l’ensemble des codages c de P dans le produit direct kr de r chaînes iso-

morphes à k,
2. l’ensemble des familles (R1, . . . , Ri, . . . , Rr) de r préordres totaux admet-

tant chacun au plus k classes et dont l’intersection est O,
3. l’ensemble des familles (C1, . . . , Ci, . . . , Cr) où, pour tout i = 1, . . . , r, Ci

est une chaîne de longueur au plus égale à k− 2 de parties commençantes
propres de P , et telles que

⋃
{Ci, i = 1, . . . , r} est une partie génératrice

du treillis C(P ) des parties commençantes de P .

Ce dernier résultat donne immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 6.31 La k-dimension de l’ensemble ordonné P = (X,O) est le
nombre minimum de préordres totaux à au plus k classes dont l’intersection
est O, ainsi que le nombre minimum de chaînes de parties commençantes
propres de P dont les longueurs sont au plus égales à k − 2 et qui engendrent
(par union et intersection) toutes les parties commençantes de P .

Nous introduisons une définition permettant une expression concise de la
k-dimension.

Définition 6.32 Un k-chaîne recouvrement d’un ensemble ordonné P est un
recouvrement de P en chaînes de longueur au plus k. On pose :

θk(P ) = nombre minimum de chaînes d’un k-chaîne recouvrement de P .
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On notera que θ0(P ) = |P | et que, pour k ≥ λ(P ) (où λ(P ) est la longueur
de P ), θk(P ) = θ(P ) = α(P ) (cette dernière égalité étant le théorème 4.2 de
Dilworth).

La deuxième expression de la k-dimension obtenue au corollaire 6.31 peut
alors s’écrire sous la forme suivante, où G est dite partie génératrice propre de
C(P ) si elle ne contient ni ∅ ni X :

Proposition 6.33 Pour tout ensemble ordonné P ,

dimkP = min{θk−2((G,⊆)), G partie génératrice propre de C(P )}.

Nous allons maintenant pouvoir donner les preuves des théorèmes 6.3 sur
la dimension booléenne, 6.10 sur la dimension ainsi que du point (5) du
corollaire 6.11.

Preuve. Pour k = 2, la k-dimension de l’ensemble ordonné P = (X,O) est sa
dimension booléenne. Les conditions (1) et (2) du théorème 6.29 deviennent
alors les conditions (1) et (2) du théorème 6.3. Il en est de même pour la
condition (3), puisque une chaîne de longueur 0 de parties commençantes
propres de P n’est autre qu’une partie commençante propre de P . Quant à
la proposition 6.33, elle donne l’expression de la dimension booléenne de P
énoncée au corollaire 6.4 (puisque θ0((G,⊆)) = |G|).

De même, pour k = n(= |P |), les énoncés (1), (2) et (3) du théo-
rème 6.29 deviennent ceux du théorème 6.10 (puisqu’un préordre total à
n = |X | classes contenant l’ordre O est une extension linéaire de cet ordre).
La proposition 6.33 devient dimnP = min{θn−2((G,⊆)), G partie généra-
trice propre de C(P )}. Mais (G,⊆) est un sous-ensemble ordonné du treillis
C(P ) ne contenant pas les parties ∅ et X . Puisque C(P ) est de longueur
n (théorème 5.6), la longueur de (G,⊆) est au plus n − 2, et l’on a donc
θn−2((G,⊆)) = θ((G,⊆)) = α((G,⊆)). On obtient ainsi que la dimension de
P égale la largeur minimum d’une partie génératrice (quelconque) de C(P ),
c’est-à-dire le point (5) du corollaire 6.11. ��

Remarque 6.34 Le calcul de la k-dimension d’un ensemble ordonné P né-
cessite celui des parties génératrices minimales du treillis C(P ) de ses parties
commençantes. Lorsque C(P ) a une unique partie génératrice minimale, ce
calcul est beaucoup plus simple. Par exemple, il a été montré (Monjardet et
Wille [318], 1988) que si T est un treillis distributif, l’ensemble DIR(C(T ))
des éléments doublement irréductibles de C(T ) engendre C(T ) et est donc son
unique partie génératrice minimale. D’autre part, il n’est pas difficile de mon-
trer qu’en tant qu’ensemble ordonné (par l’inclusion), DIR(C(T )) est alors
isomorphe à l’ensemble ordonné ST des sup-irréductibles de T . On en déduit
le résultat suivant :

Proposition 6.35 Pour tout treillis distributif T , dimkT = θk−2(ST ). En
particulier, la dimension booléenne (respectivement, la dimension) d’un treillis
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distributif est égale à la cardinalité (respectivement, la largeur) de l’ensemble
ordonné de ses sup-irréductibles.

L’exercice 6.12 montre que, de plus, tout treillis distributif est plongeable
dans un produit direct de chaînes par un codage vérifiant de bonnes propriétés.

6.5 Compléments et références

Historiquement la notion de dimension d’un ensemble ordonné est apparue
pour la première fois dans un article de Dushnik et Miller [140] (1941) sous la
forme du nombre minimum d’extensions linéaires réalisant cet ensemble or-
donné. Ces auteurs remarquent en effet que la preuve du résultat de Szpilrajn
[398] (1930) montrant que tout ordre admet une extension linéaire permet
d’en déduire immédiatement que tout ordre est intersection de ses extensions
linéaires (cf. le théorème 2.29). Leur article donnait aussi la dimension de
Sn (l’exemple 6.12) et les caractérisations des ensembles ordonnés de dimen-
sion 2 énoncées au théorème 6.25. La forme élégante de la caractérisation (3)
dans ce théorème est due à Baker, Fishburn et Roberts [24] (1972). Elle peut
aussi s’énoncer en disant qu’un graphe G est le graphe de comparabilité d’un
ensemble ordonné de dimension 2 si et seulement si G et son complémen-
taire sont des graphes de comparabilité ; de tels graphes ont été aussi appelés
graphes de permutation. En utilisant les caractérisations connues des graphes
de comparabilité, on obtient des algorithmes « efficaces » de reconnaissance
de ces graphes ou des ensembles ordonnés de dimension 2 (cf. l’annexe A).
Toujours au théorème 6.25, les ordres de dimension 2 sont caractérisés par le
fait qu’ils sont isomorphes à l’ordre d’inclusion d’une famille d’intervalles d’un
ordre total. Plus généralement, on montre que les ordres de dimension au plus
r sont caractérisés par le fait qu’ils sont isomorphes à l’ordre d’inclusion de
sous-arbres d’un arbre à r sommets pendants1 (Leclerc [263], 1976).

L’équivalence entre la définition de la dimension donnée par Dushnik et
Miller et celle (popularisée par le livre d’Öre [334], 1962) utilisant la notion de
codage de l’ensemble ordonné se trouve dans Hiraguchi [224] (1955). La notion
de codage booléen de l’ensemble ordonné P se trouve déjà implicitement dans
l’article de Dushnik et Miller [140] (1941), ceux-ci utilisant l’isomorphisme
entre P et l’ensemble ordonné (par l’inclusion) de ses sections commençantes.
Quant à la notion de k-dimension, on peut la faire remonter à Novak [332]
(1963) dont l’« α-pseudodimension » est la k-dimension lorsque la chaîne α
(qui peut être infinie) est la chaîne k (cet auteur montre que la k-dimension
de kr est r, et il donne les dimensions booléennes de Cn et An). Mais ces
notions de codages dans un produit direct de chaînes de cardinalité k et de
k-dimension vont être reprises indépendamment et considérablement déve-
loppées dans la thèse de Bouchet [66] (1971), dont les motivations premières
1 On rappelle qu’un arbre est un graphe non orienté connexe et sans cycle.
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étaient d’ordre algorithmique (le codage booléen d’un ensemble ordonné per-
met un « traitement en machine »). Bouchet obtient notamment les résultats
fondamentaux des théorèmes 6.29, 6.30 et du corollaire 6.31 sur l’équivalence
de différentes notions de k-dimension. En fait, ses résultats (malheureusement
non publiés, à l’exception de Bouchet [67], 1984) sont plus généraux, car ils
portent sur des codages d’un ensemble ordonné dans un produit direct de
chaînes de cardinalités variées.

Dans l’article [120] de 1950 où Dilworth montre son fameux théorème (au
chapitre 4, le théorème 4.2), il l’utilise pour montrer un résultat équivalent
à celui contenu dans la proposition 6.35 : la dimension d’un treillis distri-
butif égale la largeur de l’ensemble ordonné de ses sup-irréductibles. Cette
proposition qui porte sur la k-dimension d’un treillis distributif est une gé-
néralisation conséquente de ce résultat ; il est dû à Trotter [400] (1975), ainsi
que la proposition 6.33 exprimant la k-dimension au moyen de recouvrements
en chaînes de l’ensemble ordonné. Trotter [403] (1976) prouve aussi que, pour
tout ensemble ordonné P et tout k ≥ 2, on a dimkP ≤ θk(p) (avec, si |P | ≥ 5,
dim3P ≤ ! |P |

2 " et, si |P | ≥ 6, dim4P ≤ ' |P |
2 (). Pour la dimension booléenne,

qui elle peut être inférieure ou égale à |P |, Trotter [401] (1975) caractérise les
ensembles ordonnés dont cette dimension atteint cette borne. Les autres résul-
tats sur la dimension booléenne de la section 6.1 sont dus à Bouchet (théorème
6.3) et à Trotter (proposition 6.5). Du point de vue algorithmique, Stahl (cf.
West [423], 1985) a montré que le calcul de la k-dimension était NP-difficile
(cf. l’annexe A). On peut signaler que le nombre de codages booléens d’un
ensemble ordonné P dans 2p (où p est un entier quelconque) a été étudié par
Hillman [221] (1955), qui donne des formules pour |P | ≤ 4 et pour P = k,
et par Markowsky [287] (1980). Le fait que tout tableau 0/1 induit deux co-
dages booléens d’ensembles ordonnés peut être utilisé en analyse ordinale des
données, puisqu’un tel tableau induit donc naturellement deux ordres sur ses
lignes et ses colonnes. Ce fait est exploité d’un point de vue plus théorique
dans Monjardet et Netchine-Grynberg [317] (1988) à propos de travaux en
psychologie du développement de l’enfant.

Après l’article fondateur de Dushnik et Miller [140] (1941), les premiers tra-
vaux importants sur la dimension sont ceux d’Hiraguchi ([223], 1951 et [224],
1955) et de Baker [23] (1961). On doit entre autres à Hiraguchi plusieurs rela-
tions de la proposition 6.13 (dimension de P \x, de la somme lexicographique
et du produit d’ensembles ordonnés quelconques), la notion d’ensemble or-
donné d-irréductible (cf. plus loin et l’exercice 6.5) et les bornes supérieures
α(P ) et |P |

2 pour la dimension de P . La démonstration que nous avons donnée
de ce dernier résultat, fondamental, est due à Trotter [402] (1975) sur une idée
de Bogart. Alors qu’on sait caractériser les ensembles ordonnés P dont la di-
mension égale la borne |P |

2 (Bogart et Trotter [57], 1973, Kimble [247], 1973),
on ne sait pas, en général, caractériser ceux pour lesquels la dimension égale
les bornes α(P ) ou |P |−α(P ). On doit à Baker la formule sur la dimension du
produit d’ensembles ordonnés bornés (point (7) de la proposition 6.13) et le
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résultat suivant lequel la dimension d’un ensemble ordonné égale celle de son
complété (cf. le chapitre 3, section 3.5.3). La preuve de ce résultat fait l’objet
de l’exercice 6.8. Baker a aussi montré l’équivalence pour un treillis entre le
fait d’être planaire (cf. les compléments du chapitre 2) et celui d’avoir une
dimension inférieure ou égale à 2 (le lecteur en déduira une autre preuve de ce
qu’un ensemble ordonné arborescent est de dimension inférieure ou égale à 2).
Notons que les résultats de Baker montrent qu’un ensemble ordonné P est de
dimension inférieure ou égale à 2 si et seulement si son complété Gal(P ) est
planaire.

En fait, c’est surtout à partir des années soixante-dix que les travaux sur
la dimension se développent considérablement, notamment avec Trotter et
Kelly. Leurs articles de synthèse (Kelly et Trotter [244], 1982, Trotter [405],
1983 et [407], 1994) et le livre de Trotter [406] (1992) faisant le point sur les
nombreux résultats obtenus, nous nous contenterons ici de mentionner les plus
significatifs dont certains plus récents.

Le résultat le plus remarquable concerne la notion d’ensemble ordonné dit
d-irréductible. Un ensemble ordonné P est d-irréductible si dimP = d ≥ 2 et
si tout sous-ensemble ordonné de P (différent de P ) est de dimension infé-
rieure à d, ou – de façon équivalente à la seconde condition (pourquoi ?) – si,
pour tout x de P , dim(P \ x) = d − 1. Un ensemble ordonné de dimension
d contient toujours un sous-ensemble ordonné d-irréductible. A l’exercice 6.5,
on demande d’en déduire qu’un ensemble ordonné est de dimension au plus d
(supérieur ou égal à 2) si et seulement si il ne contient aucun sous-ensemble
ordonné (d+1)-irréductible. En particulier, tout ensemble ordonné P différent
d’une chaîne est de dimension 2 si et seulement si il ne contient aucun sous-
ensemble ordonné 3-irréductible. Ces ensembles ordonnés 3-irréductibles ont
été (indépendamment) déterminés par Trotter et Moore [409] (1976) d’une
part, et Kelly [237] (1977) d’autre part. Ils consistent (à l’isomorphisme près)
en neuf familles infinies d’ensembles ordonnés et 18 ensembles ordonnés par-
ticuliers obtenus pour n = 6 (2) ou n = 7 (16). La preuve de Trotter et Moore
est fondée sur la caractérisation (3) des ensembles ordonnés de dimension 2
donnée au théorème 6.25 (i.e. par le fait que leur graphe d’incomparabilité
est un graphe de comparabilité). On en déduit qu’un ensemble ordonné est
3-irréductible si et seulement si son graphe d’incomparabilité appartient à la
liste des sous-graphes exclus caractérisant les graphes de comparabilité (liste
établie par Gallaï [176], 1967). La preuve de Kelly utilise le résultat de Baker
(mentionné ci-dessus) disant que la dimension de P est inférieure ou égale à
2 si et seulement si son complété Gal(P ) est planaire, combiné avec la ca-
ractérisation par sous-treillis exclus des treillis planaires (Kelly et Rival [243],
1975). Pour les ensembles ordonnés d-irréductibles quelconques, Trotter et
Ross [412] (1983) montrent que tout ensemble ordonné d-irréductible (d ≥ 3)
est sous-ensemble ordonné d’un ensemble ordonné d+ 1-irréductible.

L’exercice 6.7 donne une autre caractérisation de la dimension d’un en-
semble ordonné ne faisant intervenir que ses couples critiques. Cette caracté-
risation en induit une autre qui fait de la dimension d’un ensemble ordonné



196 6 Codages et dimensions des ordres

P le nombre chromatique d’un certain hypergraphe2 H(P ) associé à P . Les
sommets de H(P ) sont les couples P -critiques et ses arêtes les IP -cycles forts
contenus dans l’ensemble Crit(P ) des couples P -critiques : un IP -cycle (ou
cycle alterné) de P = (X,≤) est une suite (x1, y1), . . . , (xi, yi), . . . , (xp, yp)
de p ≥ 2 couples P -critiques de P vérifiant les conditions y1 ≤ x2, . . . , yi ≤
xi+1, . . . , yp ≤ x1 ; un IP -cycle est dit fort si yi �≤ xj pour tout j �= i + 1
(modulo p). Cette notion est importante car on montre (Trotter et Moore
[410], 1977) que, si K est un sous-ensemble de couples d’incomparabilité de
P , il existe une extension linéaire de P contenant K si et seulement si K
est sans IP -cycle fort. En utilisant le résultat de l’exercice 6.7, on en dé-
duit alors aisément la formule : dimP = χ(H(P )) (pour P différent d’une
chaîne). Par exemple, dans le cas de l’ensemble ordonné Sn (exemple 6.13),
Crit(Sn) est formé des n couples (bj , aj), et tout IP -cycle fort est formé de
deux quelconques de ces couples ; l’hypergraphe H(Sn) est donc isomorphe
au graphe complet à n sommets qui a pour nombre chromatique n, ce qui
redonne dimSn = n. Dans le cas de la dimension 2, un résultat de la thèse de
Cogis sur la dimension Ferrers (1980, cf. plus loin) montre qu’on peut rempla-
cer l’hypergraphe H(P ) par le graphe G(H(P )) défini par les arêtes à deux
sommets de H(P ) : un ensemble ordonné P est de dimension 2 si et seulement
si le graphe G(H(P )) est de nombre chromatique 2. Cette réduction au cas
d’un graphe n’est plus vraie en dimension supérieure comme le montre un
exemple de Trotter [405] (1983).

Plusieurs résultats portent sur la dimension de classes particulières d’ordres.
Ainsi, le résultat de Baker, énonçant qu’un treillis planaire (différent d’une
chaîne) est de dimension 2, est complété d’abord par Trotter et Moore [410]
(1977) qui montrent qu’un ensemble ordonné planaire ayant un maximum ou
un minimum peut être de dimension 3, puis par Kelly [239] (1981) qui exhibe
des ensembles ordonnés planaires de dimension arbitraire. La dimension des
ordres d’intervalles est elle bornée par leur étendue, tandis que celle des ordres
quasi-forts ne peut dépasser 3 (Rabinovitch [350] et [351], 1978). Brightwell
et Trotter [78] (1993) montrent que l’ensemble ordonné par inclusion des som-
mets, arêtes et faces de toute carte planaire (avec boucles et arêtes multiples)
est de dimension au plus 4. Ce résultat généralise celui de Schnyder [371]
(1989) montrant qu’un graphe G (non orienté) est planaire si et seulement si
la dimension d’un ensemble ordonné PG associé à G est inférieure ou égale à
3 (PG a pour éléments les sommets et les arêtes de G ordonnés par x < u si
le sommet x appartient à l’arête u).

Le calcul de la dimension d’un ensemble ordonné est un problème «difficile»
sauf s’il est de dimension au plus 2 (cf. l’annexe A). Aussi, à partir des années
2 Un hypergraphe est un couple H = (X, E) où X est un ensemble et E une famille de

parties de X. Les éléments de E sont appelés les arêtes de H . Soit H = (X, E) un
hypergraphe. Une partie de X est un ensemble stable de H si elle ne contient au-
cune partie appartenant à E de cardinalité supérieure à 1. Le nombre chromatique
χ(H) de H est le nombre minimum d’ensembles stables de H partitionnant X.
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quatre-vingt, deux directions principales de recherche ont été suivies pour pal-
lier cet inconvénient. D’une part, on a déterminé des classes d’ordres, qu’on
trouvera à l’annexe A, pour lesquels le problème devient « facile ». D’autre
part, des notions de dimension plus aisément calculables ont été introduites.
Nous décrivons la plus significative appelée dimension gloutonne. Informelle-
ment, on obtient une extension linéaire gloutonne d’un ensemble ordonné P en
suivant la règle « aller toujours aussi haut que possible » ; donc, partant d’un
élément minimal x de P , on le fait suivre d’un élément y tel que y soit mini-
mal dans P \ x et, si un tel élément existe, qu’on ait x < y. Ce processus est
réitéré jusqu’à l’obtention d’un ordre total, qui est bien une extension linéaire
de P . On prouve que P est intersection de toutes ses extensions linéaires glou-
tonnes, ce qui conduit à définir la dimension gloutonne de P comme le nombre
minimum des extensions linéaires gloutonnes réalisant P (Bouchitté, Habib
et Jegou [70], 1985). En continuant dans la même direction de recherche, on
peut, par exemple, définir les notions d’extension linéaire super gloutonne et
de dimension super gloutonne d’un ensemble ordonné (cf. le livre de Trotter
[406], 1992 pour les résultats obtenus sur ces dimensions).

Nous terminons ces compléments en disant quelques mots de la dimension
Ferrers d’une relation quelconque, qui conduit à une autre approche de la di-
mension d’un ordre. Cette notion remonte à Bouchet [66] (1971) qui entendait
définir les notions de codages et de dimensions pour une relation binaire R
quelconque (pouvant être définie entre deux ensembles A et B arbitraires).
Pour ce faire, il considère les relations de Ferrers (la définition 7.9 donnée
au chapitre 7 dans le cas où A = B s’applique au cas général), appelées par
lui « relations en escaliers ». Il est facile de s’assurer que toute relation est
intersection des relations de Ferrers qui la contiennent. Bouchet étudie alors
le nombre minimum de relations de Ferrers dont l’intersection est R, nombre
appelé depuis la dimension Ferrers (ou parfois la bidimension) de R. Comme
Bouchet montre que la dimension Ferrers d’un ordre est égale à sa dimension,
il obtient une généralisation de la notion de dimension. La dimension Ferrers
a été ensuite particulièrement étudiée par Cogis [100], [101] (1982), Doignon,
Ducamp et Falmagne [129] (1984) et Koppen [255], [256] (1987 et 1989). Les
motivations de ces quatre derniers auteurs étaient d’ordre appliqué. Leurs tra-
vaux se situaient dans le contexte de la théorie des espaces des connaissance
initiée par Falmagne et Doignon (cf. leur ouvrage Knowledge spaces [151] de
1999). Cette théorie de l’évaluation et de l’apprentissage des connaissances
utilise des modèles discrets pour la représentation des états et des structures
de connaissance (formellement, un « espace de connaissance » n’est d’ailleurs,
à une dualité près, qu’une famille de Moore). Elle est couramment utilisée no-
tamment au moyen du logiciel ALEKS (« Assessment and LEarning in Know-
ledge Spaces » htpp ://www.k12.aleks.com/theory-ENGLISH.html). Dans le
cadre de cette théorie, la dimension Ferrers peut être utilisée pour fournir des
modèles expliquant les réponses d’un sujet à un test de connaissances comme
résultant de l’état de ses connaissances sur plusieurs dimensions ordonnées.
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D’un point de vue théorique, il a été en particulier montré (par Bouchet)
que la dimension Ferrers d’une relation est égale à la dimension du treillis de
Galois associé à cette relation (cf. la section 3.5.1). Dans le cas où la relation
est un ordre (dont la dimension Ferrers est donc égale à la dimension), on ob-
tient le résultat de l’exercice 6.8 (dim(P ) = dimGal(P )). Plus généralement,
un résultat de Bouchet selon lequel, si un ensemble ordonné P peut être codé
dans un treillis (complet), il en est de même pour Gal(P ), permet d’obtenir
la relation dimkP = dimkGal(P ). Il en résulte que la dimension d’un en-
semble ordonné P égale la dimension Ferrers de la relation (S(P ), I(P ),≤).
D’autre part, comme on le verra à la section 7.1, les relations de Ferrers irré-
flexives ne sont autres que les ordres d’intervalles stricts. Si on se limite à ces
relations on obtient une autre notion de dimension étudiée sous le nom de di-
mension intervallaire (« interval dimension ») par Trotter et autres (voir West
[423], 1985). La dimension Ferrers a été utilisée par Reuter [356] (1989) pour
obtenir notamment des résultats sur le problème difficile de déterminer la di-
mension d’un produit d’ensembles ordonnés, ainsi que par Flath [168] (1993)
pour obtenir la dimension des treillis de « multipermutations » et montrer,
en particulier, que la dimension du treillis permutoèdre Σn (exemple 1.17,
chapitre 1) est n− 1.

6.6 Exercices

Exercice 6.1 Calculer la dimension booléenne de l’antichaîne An (cf. le théo-
rème 4.20 de Sperner).

Exercice 6.2 Calculer les dimensions booléennes des ensembles ordonnés P
de cardinal n ≤ 4. Montrer que, pour n = 2 (respectivement, 3,4), il existe 1
(respectivement, 2,4) ensemble(s) ordonné(s) avec dim2P = n.

Exercice 6.3 Déterminer la dimension booléenne de la bichaîne n− 1 + 1,
notée Ln. Retrouver ce résultat en considérant le treillis C(Ln) (utiliser la
proposition 5.8 et le corollaire 6.4). Montrer que ce treillis admet 2n−2 parties
génératrices de cardinal minimum.

Exercice 6.4 [Dimension d’un ensemble ordonné sans N ] Soient Pi les
sous-ensembles ordonnés formés par les composantes connexes d’un ensemble
ordonné P = (X,O). Pourquoi a-t-on dimP = max(2,max(dim(Pi))) ? Mon-
trer qu’un ensemble ordonné sans N (définition 2.12) est de dimension au plus
2 (relire la section 2.2 et la proposition 6.13).

Exercice 6.5 [Ensembles ordonnés d-irréductibles] Un ensemble or-
donné P est dit d-irréductible si dimP = d ≥ 2 et si tout sous-ensemble
ordonné de P (différent de P ) est de dimension inférieure à d, ou – de fa-
çon équivalente à la seconde condition (pourquoi ?) –, si pour tout x de P ,
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dim(P \ x) = d − 1. Montrer qu’un ensemble ordonné est de dimension in-
férieure ou égale à d (avec d ≥ 2) si et seulement si il ne contient aucun
sous-ensemble ordonné (d+1)-irréductible. Quels sont les ensembles ordonnés
2-irréductibles ?

Montrer que, pour d ≥ 2, tout ensemble ordonné d-irréductible est indé-
composable pour l’opération de substitution (proposition 6.13). Montrer que
l’ensemble ordonné S3 (exemple 6.12) est 3-irréductible.

Exercice 6.6 Soit P un ensemble ordonné biparti sans minimum ni maxi-
mum. Pourquoi a-t-on dimP ≤ min(|MinP |, |MaxP |) ?

Exercice 6.7 [Dimension et couples P -critiques] Montrer qu’un en-
semble L1, . . . , Li, . . . , Lk d’extensions linéaires d’un ensemble ordonné P réa-
lise P (i.e. P =

⋂
1≤i≤k Lj) si et seulement si tout couple P -critique (définition

1.34) appartient à l’une de ces extensions.
En notant Crit(P,L) l’ensemble L∩Crit(P ) des couples P -critiques conte-

nus dans l’extension linéaire L de P , en déduire que la dimension de P
est le nombre minimum de ses extensions linéaires Li telles que Crit(P ) =⋃

1≤i≤k Crit(P,Li).
Représenter le diagramme de l’ordre de forçage pour l’ensemble ordonné

S3 (exemple 6.12). En déduire Crit(S3) et la dimension de S3.

Exercice 6.8 [Dimension du treillis Gal(P )] On rappelle que IR(P ) =
S(P ) ∪ I(P ) désigne le sous-ensemble formé des éléments irréductibles d’un
ensemble ordonné P . Montrer que l’ordre de forçage (définition 1.35) sur les
couples d’incomparabilité de IR(P ) est la restriction à ces couples de l’ordre
de forçage sur les couples d’incomparabilité de P (utiliser l’exercice 3.5).

En déduire que Crit(P ) = Crit(IR(P )).
Soit Gal(P ) le complété de P . Montrer qu’on a Crit(Gal(P )) = Crit(P ).
Déduire de ces résultats et de l’expression de la dimension de P qu’on a

dimP = dimIR(P ) = dimGal(P ).
N.B. Plus généralement, il a été montré que dimkP = dimkGal(P ).

Exercice 6.9 [Dimensions d’un tableau] Soit un tableau à n lignes et p
colonnes dont les entrées t(i, j) valent 0 ou 1. On ordonne l’ensemble des lignes
(respectivement, des colonnes) de ce tableau en posant i ≤ i′ si t(i, j) ≤ t(i′, j)
pour toute colonne j (respectivement, j ≤ j′ si t(i, j) ≤ t(i, j′) pour toute ligne
i). Expliciter les ensembles ordonnés ainsi obtenus pour le tableau 0/1 dont
les six lignes sont 110111, 101111, 011111, 001111, 010110 et 100100.

Montrer que les dimensions de ces deux ensembles ordonnés sont respec-
tivement 3 et 2.

Généraliser cet exemple pour obtenir un tableau à 2n lignes et 2n colonnes
dont l’ordre sur les lignes (respectivement, sur les colonnes) est n (respective-
ment, 2).

N.B. Cet exemple est dû à Trotter.
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Exercice 6.10 [Dimension 2 : test graphique] A tout élément x d’un
ensemble ordonné P , on associe un point p(x) du plan et la portion Q(x)
du plan formé de l’ensemble des points situés au-dessus et à droite de p(x).
Montrer que P est de dimension 2 si et seulement si l’on peut toujours placer
y dans Q(x) lorsque x < y et seulement dans ce cas.

Exercice 6.11 Montrer que l’ensemble ordonné 2n est de dimension n (une
preuve possible consiste à montrer que 2n contient un sous-ensemble ordonné
isomorphe à Sn – exemple 6.12). En déduire que dimkk

n = n.

Exercice 6.12 Soit T un treillis distributif et (C1, . . . , Ci, . . . , Cp) un recou-
vrement en chaînes de l’ensemble ordonné ST de ses éléments sup-irréductibles
vérifiant, pour tous i �= j, Ci ∩ Cj = {0T} (minimum de T ). Pour tous x ∈ T
et i = 1, 2, . . . , p, on pose xi = max((x]∩Ci). On définit une application c de
T dans le produit direct Π1≤i≤pCi en posant c(x) = (x1, x2, . . . , xp). Montrer
que l’application c est un sup-codage et un inf-codage strict dans ce produit
direct et qu’elle conserve la relation de couverture de T .

N.B. Ce résultat peut être facilement généralisé pour obtenir l’inégalité
dimkT ≤ θk−2(ST ) (montrée en fait être une égalité à la proposition 6.35).

Exercice 6.13 Montrer que la cardinalité maximum d’une chaîne de l’en-
semble ordonné kr est r(k− 1)+1. En déduire que dimkn = !n−1

k−1 " pour tout
n ≥ 2.

Exercice 6.14 Montrer que si |P | = 4, dim3P = 2, sauf pour P = A4 ou
P = A2 + C2 (auxquels cas dim3P = 3).

Exercice 6.15 Soit l’ensembleX = {1, 2, . . . , n} et π une permutation surX .
Le graphe d’inversion associé à π est le graphe G = (X,U), où (i, j) ∈ U si i et
j sont inversés dans π (i.e. si π−1(i) > π−1(j)). Un graphe G = (X,U) est un
graphe de permutation s’il existe une permutation de X dont G est le graphe
d’inversion. Montrer que G est un graphe de permutation si et seulement si
G est le graphe de comparabilité d’un ordre de dimension 2.

N.B. Les graphes de permutations ont été très étudiés (cf. par exemple,
Spinrad [381], 1985).
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Quelques usages

7.1 Modélisation des préférences

Au chapitre 1 (exemple 1.21), on a mentionné que la classique fonction
d’utilité u des économistes qui représente les préférences d’un agent sur un
ensemble de biens (le bien x est préféré au bien y si u(x) > u(y)) définit un
ordre (strict) particulier, dit ordre fort, sur cet ensemble. Dans cette modéli-
sation des préférences par une fonction d’utilité, deux biens de même utilité
sont considérés comme indifférents. La relation d’indifférence de l’agent est
donc transitive. Or, on a constaté depuis longtemps que cette hypothèse n’est
pas nécessairement vérifiée et l’on a défini d’autres modèles ordinaux pour
la préférence qui, tout en permettant une représentation numérique d’icelle,
permettent aussi d’avoir une relation d’indifférence non transitive. Ce sont ces
modèles et leurs représentations numériques que nous allons développer dans
cette section. Plusieurs points sont d’abord à mentionner ou préciser.

Les relations d’ordre que nous allons étudier sont utilisées dans les nom-
breux domaines où l’on a besoin de modéliser des préférences, c’est-à-dire non
seulement en microéconomie, mais aussi par exemple dans les théories norma-
tives ou descriptives de la décision et du choix (préférences d’un décideur sur
des options, préférences d’un joueur sur des loteries) ou en théorie des votes
(préférences d’un votant sur les candidats).

Dans ces modèles, on peut vouloir modéliser soit la préférence dite stricte
(qui s’interprète comme « l’objet x est meilleur que l’objet y ») soit la pré-
férence dite large (qui s’interprète comme « l’objet x est au moins aussi bon
que l’objet y »). Nous ferons dans cet ouvrage le premier choix qui conduit à
modéliser la préférence par une relation O d’ordre strict, avec la convention
que xOy s’interprète comme « y est meilleur que x ». Pour passer de cette
modélisation à la seconde, il suffit de définir la préférence large R à partir de
O par (x, y) ∈ R si et seulement si (y, x) �∈ O. La relation de préférence large
ainsi obtenue est totale et sa partie symétrique (xRy et yRx), qui modélise
l’indifférence, est identique à la relation d’incomparabilité de l’ordre strict O
((x, y) �∈ O et (y, x �∈ O). Dans cette section, nous considérerons donc que
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la relation d’incomparabilité de l’ordre strict O modélise la relation d’indif-
férence. Nous reviendrons sur l’équivalence – en fait une dualité – entre ces
deux classes de modèles à la fin de cette section.

Nous examinerons successivement les modèles de préférence définis par les
classes d’ordres suivantes : ordre strict fort, ordre strict quasi-fort et ordre
strict d’intervalles. Précisons que, dans ce chapitre et pour ne pas alourdir les
énoncés, nous omettrons le terme « strict ». Pour chacune de ces classes, nous
donnerons plusieurs caractérisations des ordres de la classe ainsi que leurs
propriétés de représentation numérique. Ces caractérisations font intervenir
des notions valables pour toute relation binaire, telles la notion de tableau que
nous définirons. La démonstration des résultats énoncés ne sera pas toujours
faite immédiatement. En effet, il sera plus simple et surtout moins répétitif
d’introduire une classe de relations binaires particulières appelées relations de
Ferrers – ou biordres. Les biordres ne sont pas en général des ordres, mais
tous les ordres évoqués ci-dessus sont des biordres particuliers. Il suffira donc
d’appliquer à ces différents cas les résultats généraux de caractérisation et de
représentation numérique des biordres (ces résultats sont d’ailleurs simples à
démontrer). On a toutefois une exception à cette démarche dans le cas de
la représentation numérique « à seuil constant » des ordres quasi-forts. Ce
résultat d’obtention beaucoup moins aisée, peut être prouvé au moyen de
notions et résultats de la théorie des graphes dont l’exposé serait trop long
dans cet ouvrage ; nous nous contenterons donc de renvoyer le lecteur à des
références pour sa preuve (cf. la section 7.6 des compléments).

Au chapitre 2 (définition 2.12) nous avons défini les ensembles fortement
ordonnés, quasi-fortement ordonnés et les ensembles ordonnés d’intervalles
par des propriétés d’exclusion de sous-ensembles ordonnés. Nous reprenons
ces définitions dans le cas d’un ordre strict aux points (1) des propositions
7.4, 7.5 et 7.7 suivantes (en excluant cette fois des sous-ordres stricts). Ces
propositions, qui nécessitent au préalable les définitions et notations suivantes,
donnent plusieurs caractérisations de ces ordres.

Définition 7.1 Soient R et R′ deux relations binaires définies sur un en-
semble X. Leur composée, notée RR′, est la relation définie par xRR′y s’il
existe t ∈ X tel que xRt et tR′y.

Définition 7.2 Un tableau d’une relation binaire R sur un ensemble X est
la donnée d’un triplet (R,L1, L2) où L1 et L2 sont deux ordres totaux sur X.

Un tableau (R,L1, L2) est dit en escalier si L1RL2 ⊆ R, i.e. si, pour tous
x, y, z, t de X, xL1y, yRz et zL2t impliquent xRt.

Un tableau où L1 = L2 = L est noté (R,L). Un tableau (R,L) en escalier
est dit surdiagonal si R ⊆ L.

Notons que dans ces définitions, les ordres L1 et L2 sont des ordres réflexifs.
Il s’ensuit que la condition L1RL2 ⊆ R implique aussi L1R ∪RL2 ⊆ R.

Le fait qu’une relation R admette un tableau en escalier permet une repré-
sentation « en escalier » de la matrice d’incidence de cette relation, c’est-à-dire
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de la 0/1 matrice M à n = |X | lignes et n colonnes où mx,y = 1 si (x, y) ∈ R
et mx,y = 0 sinon. Il suffit d’ordonner les lignes et les colonnes de cette ma-
trice suivant les ordres L1 et L2. La figure 7.1(a) donne un exemple d’ordre
admettant un tableau en escalier pour le même ordre L = cabedh des lignes et
des colonnes (tableau 7.1). Comme de plus, tous les 1 de la 0/1 matrice d’in-
cidence correspondant à ce tableau sont au-dessus de la diagonale principale,
ce tableau est surdiagonal. L’ordre de la figure 7.3(a) admet aussi un tableau
en escalier représenté au tableau 7.2. Mais, contrairement aux apparences, ce
n’est pas un tableau surdiagonal, car l’ordre b, a, c, d, e des lignes est différent
de l’ordre a, b, c, d, e des colonnes.

Soit R une relation binaire sur un ensemble X . En généralisant les nota-
tions utilisées pour les relations d’ordre, nous notons Rc la relation complé-
mentaire de R (xRcy si (x, y) �∈ R), etRd la relation duale de R (xRdy si yRx).
La relation (Rc)d (= (Rd)c) est notée Rcd et est égale à {(x, y) : (y, x) �∈ R} ;
on l’appelle la coduale de R.

Puisque nous travaillons dans cette section avec des ordres stricts qui pour-
ront être caractérisés par l’absence de certains sous-ordres,tous sommes cardi-
nales d’ordres strictement totaux, nous reprenons la notation présentée dans
la définition 1.3 pour ces ordres. Ainsi, ks désigne l’ordre strictement total sur
un ensemble de cardinalité k et, par exemple, la notation 2s + 2s représente
l’ordre strict biparti formé par deux couples (x, y) et (z, t) d’éléments dis-
tincts (son diagramme est le même que celui de l’ordre réflexif correspondant
C2 + C2, représenté à la figure 2.5).

Nous commençons avec la proposition 7.4 par caractériser les ordres forts
via différentes conditions. La seconde utilise la propriété de transitivité né-
gative définie ci-dessous. La cinquième montre que les ensembles fortement
ordonnés ne sont autres que les sommes ordinales d’antichaînes (une anti-
chaîne étant prise ici comme un ensemble ordonné irréflexif – donc sans au-
cun couple –, cf. le point (2) de la remarque 1.44). La dernière montre que ces
ordres peuvent être « représentés » par une fonction numérique, cette notion
de représentation étant précisément définie par cette condition (6). On peut la
paraphraser en disant qu’à toute fonction numérique définie sur un ensemble
X est associé naturellement l’ordre sur X induit par les valeurs strictement
croissantes de cette fonction. Cet ordre est un ordre fort et, inversement, tout
ordre fort peut être obtenu de cette manière. Cette propriété de représenta-
tion des ordres forts sera très utile dans la suite pour obtenir d’autres types
de représentations numériques.

Définition 7.3 Une relation binaire R définie sur un ensemble X est néga-
tivement transitive si, pour tous x, y, z de X, xRcy et yRcz impliquent xRcz.

Autrement dit, R est négativement transitive si Rc est transitive.
Lorsque O est une relation binaire, on note I = Oc ∩ Od. Ainsi, quand

O est un ordre strict, I est la relation IncO d’incomparabilité de cet ordre.
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Dans la suite, on utilisera la notation plus économique de I pour désigner
cette relation d’incomparabilité.

Proposition 7.4 Soit O une relation binaire définie sur un ensemble X et
soit I = Oc ∩Ocd. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. O est un ordre fort, i.e. un ordre strict ne contenant pas 1s + 2s,
2. O est asymétrique et négativement transitive,
3. O est un ordre strict et O = OI = IO,
4. O est un ordre strict et I est une relation d’équivalence,
5. (X,O) est une somme ordinale d’antichaînes,
6. il existe une fonction numérique u : X  −→ R telle que

xOy ⇐⇒ u(x) < u(y).

Preuve. (1) =⇒ (2) : étant un ordre fort, O est asymétrique. Si O n’est pas
négativement transitive, il existe x, y et z avec xOcy, yOcz et xOz. Or, yOx
est impossible (puisque, sinon, on en déduirait yOz, une contradiction) ; on a
de même zOcy. La restriction de O à {x, y, z} est alors isomorphe à 1s + 2s,
ce qui est impossible.

(2) =⇒ (3) : O étant asymétrique, elle est irréflexive, I est donc réflexive
et l’on a O ⊆ OI. Supposons OI �⊆ O ; il existe donc x, y et z tels que
xOy, yIz et xOcz. Mais xOcz, zOcy et O négativement transitive impliquent
xOcy, une contradiction. On a donc O = OI et on montre de même que
O = IO.

(3) =⇒ (4) : comme ci-dessus, on a I réflexive. Puisque (Oc ∩ Ocd)d =
Ocd ∩ Oc, I est symétrique. Soient x, y, z avec xIy et yIz. Si xIcz, on a
soit xOz, soit zOx. Dans le premier cas, yIx et xOz impliquent yOz, une
contradiction. Le second cas conduit à une contradiction analogue. I est donc
transitive et est une équivalence.

(4) =⇒ (5) : soit X/I l’ensemble quotient de X par l’équivalence I ; ses
éléments, qui sont les classes d’incomparabilité de I, sont donc des antichaînes
maximales de (X,O). Définissons une relation < sur cet ensemble quotient en
posant, pour toute paire {A,A′} d’antichaînes de X/I, A < A′ s’il existe
x ∈ A et y ∈ A′ tels que xOy. On laisse au lecteur le soin de vérifier que cette
relation peut aussi bien être définie par l’expression [pour tout x ∈ A et tout
y ∈ A′, on xOy], et que < est un ordre strict sur X/I. De plus, cet ordre est
strictement total. En effet, si pour deux antichaînes (maximales) distinctes
A et A′ de X/I, il existait x ∈ A et y ∈ A′ avec xOcy et yOcx, on aurait
xIy, une contradiction. L’ordre strictement total < peut donc être écrit dans
l’ordre des rangs de ses éléments comme A1 ≺ ... ≺ Ai ≺ ... ≺ Ap (où ici, i est
égal au rang normé augmenté d’une unité, cf. la remarque 2.27). Il est alors
clair que, dans l’ensemble ordonné (X,O), x est couvert par y si et seulement
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si il existe i < p tel que x ∈ Ai et y ∈ Ai+1, ce qui signifie que (X,O) est la
somme ordinale des antichaînes Ai.

(5) =⇒ (6) : soit (X,O) =
⊕p

i=1 Ai un ensemble ordonné somme ordinale
de p antichaînes Ai. Définissons une application r de X dans N en posant
r(x) = i si x ∈ Ai. Puisque xOy équivaut à (x ∈ Ai et y ∈ Aj , avec i < j), on
a bien xOy si et seulement si r(x) < r(y), c’est-à-dire la propriété (6). (On
peut remarquer que (X,O) est rangé avec r comme fonction rang.)

(6) =⇒ (1) : soit u une fonction de X dans R et O la relation définie
par xOy si et seulement si u(x) < u(y). Il est immédiat de vérifier que O
est irréflexive et transitive, i.e. un ordre strict. On a d’autre part xIy si et
seulement si u(x) = u(y). L’existence de trois éléments x, y, z avec xOy, xIz
et yIz est alors clairement impossible (puisqu’on aurait dans ce cas u(x) =
u(z) = u(y) et u(x) < u(y)). ��

Lorsqu’on définit en microéconomie la préférence d’un agent sur un en-
semble X de biens au moyen d’une fonction d’utilité définie sur X , on sup-
pose de ce fait que sa préférence (stricte) constitue un ordre fort. Il en résulte,
comme nous l’avons déjà mentionné dans l’introduction de cette section, que
sa relation d’indifférence est transitive ; en fait, x est indifférent à y si et
seulement si u(x) = u(y). Les notions d’ordre quasi-fort et d’ordre d’inter-
valles permettent des modélisations des préférences qui ne supposent plus une
indifférence transitive mais conservent un certain type de représentation nu-
mérique que nous précisons ci-dessous. Nous commençons par donner diverses
caractérisations des ordres quasi-forts.

Proposition 7.5 Soit O une relation binaire définie sur un ensemble X et
soit I = Oc ∩Ocd. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. O est un ordre quasi-fort, i.e. un ordre strict ne contenant ni 2s + 2s ni

1s + 3s,
2. O est irréflexive et, pour tous éléments x, y, z, t de X, [xOy et zOt] im-

pliquent [xOt ou zOy], et [xOy et yOz] impliquent [xOt ou tOz],
3. O est un ordre strict et OI ∪ IO est un ordre fort,
4. O admet un tableau en escalier (O,L) surdiagonal.

Comme il a été dit plus haut, nous prouverons cette proposition après
avoir prouvé la proposition 7.10 plus générale (et, précisément, après le
lemme 7.13).

Nous illustrons les caractérisations précédentes d’un ordre quasi-fort sur
l’ordre quasi-fort O donné par son diagramme à la figure 7.1(a). Il est fa-
cile de vérifier que cet ordre ne contient ni 2s + 2s ni 1s + 3s. Les ordres
forts associés OI, IO et OI ∪ IO sont représentés aux figures 7.1(b), (c) et
(d) respectivement. Le tableau en escalier surdiagonal de O est donné au
tableau 7.1.
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Fig. 7.1. (b), (c) et (d) Les ordres forts OI , IO et OI ∪ OI associés à l’ordre
quasi-fort O en (a).

Tableau 7.1. Tableau en escalier surdiagonal de l’ordre quasi-fort O de la fi-
gure 7.1 (a).

c a b e d h

c 0 0 0 1 1 1
a 0 0 0 0 1 1
b 0 0 0 0 1 1
e 0 0 0 0 0 1
d 0 0 0 0 0 1
h 0 0 0 0 0 0

Théorème 7.6 (Représentation numérique des ordres quasi-forts)
Soit O une relation binaire définie sur un ensemble X et soit I = Oc ∩ Ocd.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. O est un ordre quasi-fort,
2. il existe une fonction numérique u : X  −→ R et un réel s tels que

xOy ⇐⇒ u(x) + s < u(y),

3. il existe une fonction F de X dans l’ensemble des intervalles de longueur
unité de R telle que

xOy ⇐⇒ F (x) < F (y),

(l’ordre < sur les intervalles de R étant pris au sens où, pour tous a ∈
F (x), b ∈ F (y), on a a < b).

La condition (3) est illustrée ci-dessous dans le cas de l’ordre quasi-fort O
de la figure 7.1.

La condition (2) ci-dessus montre le type de représentation numérique ob-
tenu pour les ordres quasi-forts. Pour que y soit préféré à x, il faut et il suffit
que son « utilité » (pour adopter le terme utilisé en microéconomie) dépasse
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Fig. 7.2. Représentation par intervalles unitaires de l’ordre quasi-fort O de la figure
7.1(a).

l’utilité de x d’une certaine quantité s. Celle-ci joue donc le rôle d’un « seuil »
en dessous duquel x et y seront considérés comme indifférents. On notera que
dans le modèle de l’ordre quasi-fort, ce seuil est constant et donc indépendant
de l’utilité de x. Le modèle d’ordre d’intervalles permet d’obtenir un seuil
variable, comme cela va apparaître dans les différentes caractérisations de ces
ordres données dans la proposition suivante (condition (5)). Nous renvoyons à
l’exercice 7.7 et aux compléments de ce chapitre en section 7.6 pour des réfé-
rences où l’on trouvera la preuve du théorème 7.6 ainsi que pour le problème
voisin de l’introduction d’un seuil d’indiscernabilité en psychophysique.

Proposition 7.7 Soit O une relation binaire définie sur un ensemble X et
soit I = Oc ∩Ocd. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. O est un ordre d’intervalles, i.e. un ordre strict ne contenant pas 2s + 2s,
2. O est irréflexive et, pour tous éléments x, y, z, t de X, xOy et zOt im-

pliquent [xOt ou zOy],
3. O est un ordre strict et OI est un ordre fort,
4. O est irréflexive et admet un tableau en escalier (O,L1, L2),
5. il existe deux fonctions numériques u : X  −→ R et s : X  −→ R

+

telles que
xOy ⇐⇒ u(x) + s(x) < u(y),

6. il existe une fonction F de X dans l’ensemble des intervalles de R telle que

xOy ⇐⇒ F (x) < F (y).

Comme il a été dit plus haut, nous prouverons cette proposition après avoir
prouvé la proposition 7.10 plus générale (et, précisément, après le lemme 7.13).

Dans la condition (3) ci-dessus, l’expression « OI est un ordre fort »pour-
rait être remplacée par « IO est un ordre fort ». On remarque que la condi-
tion (5), tout comme la condition (3) du théorème précédent, implique que,
dans ce modèle d’ordre d’intervalles, x est indifférent à y si et seulement si
(u(x) ≤ u(y) + s(y) et u(y) ≤ u(x) + s(x)). Quant à la condition (6), elle
implique que x est indifférent à y si et seulement si les deux intervalles F (x)
et F (y) ont une intersection non vide (cf. les compléments de la section 7.6
pour les graphes définis de cette manière).
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Fig. 7.3. (b) et (c) : Les deux ordres forts OI et IO associés à l’ordre d’intervalles O.

Tableau 7.2. Tableau en escalier de l’ordre d’intervalles O de la figure 7.3(a).

a b d c e

b 0 0 1 1 1
a 0 0 0 1 1
c 0 0 0 0 1
d 0 0 0 0 0
e 0 0 0 0 0

Exemple 7.8 Nous illustrons les caractérisations précédentes des ordres d’in-
tervalles sur l’ordre (strict) O dont le diagramme est donné à la figure 7.3(a).
C’est un ordre d’intervalles, puisqu’il ne contient pas 2s + 2s. Les deux ordres
forts OI et IO correspondants (condition (3)) sont représentés aux figures
7.3(b) et 7.3(c) par leurs diagrammes. Le tableau en escalier de O (condi-
tion (4)) est donné au tableau 7.2. Pour obtenir la représentation numérique
de la condition (5), on utilise l’algorithme donné plus loin dans la preuve
de la proposition 7.10 (implication de (5) par (3)). Ceci permet d’abord de
trouver deux fonctions f et g telles que xOy si et seulement si f(x) < g(y).
Pour f on peut, par exemple, prendre une fonction rang de l’ordre OI (on
verra au point (4) du lemme 7.11 que OOcd égal à O + I). On peut ainsi
obtenir f(b) = 1, f(a) = 2, f(c) = 3 et f(d) = f(e) = 4. On a alors,
puisque l’ensemble {y ∈ X : xOcdy} = xOcd = x(O + I) n’est jamais vide,
g(x) = Min{f(z) : xOcdz}, ce qui donne g(a) = g(b) = 1, g(c) = 3, g(d) = 2
et g(e) = 4. En prenant ensuite u = g et s = f − g, on obtient s(a) = 1,
s(b) = s(c) = s(e) = 0 et s(d) = 2. Le lecteur vérifiera qu’on a bien alors
xOy si et seulement si u(x) + s(x) < u(y). Pour obtenir l’application F de la
condition (6), on pose F (x) = [u(x), u(x) + s(x)], ce qui donne F (a) = [1, 2],
F (b) = [1, 1], F (c) = [3, 3], F (d) = [2, 4] et F (e) = [4, 4]. On remarque que
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certains des intervalles permettant de représenter l’ordre O sont réduits à un
seul nombre (mais il serait facile de déduire de cette représentation une autre
sans intervalles triviaux).

Afin de faciliter les preuves des propositions 7.5 et 7.7, nous introduisons
maintenant la classe des relations de Ferrers (dites aussi biordres) et en don-
nons plusieurs caractérisations.

Définition 7.9 Une relation binaire R sur un ensemble X est une relation
de Ferrers (ou un biordre) si, pour tous x, y, z, t ∈ X, on ne peut avoir simul-
tanément xRy, zRt, xRct et zRcy.

On notera que, si x = z ou y = t, la condition de cette définition est
trivialement vérifiée, mais que ce n’est pas le cas si d’autres éléments sont
égaux. Par exemple, avec x = y et z = t, on obtient qu’un biordre R ne peut
contenir la sous-relation xRx, zRz, xRcz et zRcx.

Proposition 7.10 Soit R une relation binaire définie sur un ensemble X.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. R est une relation de Ferrers,
2. pour tous x, y, z, t distincts de X, xRy et zRt impliquent [xRt ou zRy],
3. RRcd est un ordre fort,
4. R admet un tableau en escalier (R,L1, L2),
5. il existe deux fonctions f et g de X dans R telles que

xRy ⇐⇒ f(x) < g(y),

6. il existe deux fonctions u et s de X dans R telles que

xRy ⇐⇒ u(x) + s(x) < u(y).

Nous commençons par prouver le lemme suivant portant sur une relation
binaireR quelconque définie surX . Pour x ∈ X , on pose xR = {y ∈ X : xRy}
et Rx = {y ∈ X : yRx}.

Lemme 7.11 Soit R une relation binaire sur un ensemble X. On a alors :
1. Pour tous x, y ∈ X :

– xRRcdy ⇐⇒ xR �⊆ yR,
– xRcdRy ⇐⇒ Ry �⊆ Rx,
– x[(RRcd)cd]y ⇐⇒ xR ⊇ yR,
– x[(RcdR)cd]y ⇐⇒ Rx ⊆ Ry.

2. Les relations RRcd et RcdR sont négativement transitives,
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3. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
– RRcd est asymétrique,
– RcdR est asymétrique,
– RRcd est un ordre fort,
– RcdR est un ordre fort.

4. Si R est un ordre strict, noté O, et I = Oc ∩ Ocd, alors Ocd = O + I,
OI = OOcd et IO = OcdO.

Preuve. (1) xRRcdy est équivalent à l’existence d’un élément t de X tel que
xRt et yRct, ce qui est équivalent à xR �⊆ yR. On en déduit immédiate-
ment que x[(RRcd)cd]y équivaut à xR ⊇ yR. Les deux autres équivalences se
prouvent de manière identique.

(2) Puisque, d’après (1), x[(RRcd)c]y équivaut à yR ⊇ xR, et x[(RcdR)c]y
équivaut à Ry ⊆ Rx, la transitivité négative de RRcd et de RcdR est évidente.

(3) Supposons RRcd asymétrique et RcdR non asymétrique. Il existe donc
x et y distincts avec xRcdRy et yRcdRx, ce qui implique l’existence de z et t
distincts avec zRy, zRcx, tRx et tRcy. Avoir tRx et zRcx implique tRRcdz,
tandis qu’avoir zRy et tRcy implique zRRcdt, une contradiction avec l’asymé-
trie de RRcd. On montre de même que si RcdR est asymétrique, alors RRcd

l’est aussi. Enfin puisque, d’après (2), RRcd est aussi négativement transitive,
cette relation est un ordre fort (proposition 7.4). Il en va de même pour RcdR.

(4) Une relation binaire O est asymétrique si O ⊆ Ocd, ce qui implique
Ocd = Ocd∩(O+Oc) = O+I. Pour toute relation binaire O, on a évidemment
OI ⊆ OOcd. Si O est un ordre strict et xOOcdy, il existe t avec xOt et yOct.
Si tOcy, on a tIy et donc xOIy. Si tOy, la transitivité de O implique xOy,
et la réflexivité de I implique yIy, d’où xOIy. On a donc bien montré que
OI = OOcd. On montrerait de même IO = OcdO. ��

Remarque 7.12 Il résulte immédiatement du point (1) du lemme précédent
que (RRcd)cd et (RcdR)cd sont des préordres totaux (dont les ordres forts
RRcd et RcdR sont les parties asymétriques). Ces préordres, déjà considérés à
l’exercice 1.10, sont souvent appelés les préordres traces (à droite, et à gauche).
L’exercice 7.3 permet de montrer quelques résultats complémentaires sur ces
préordres (notés respectivement, Td et Tg) ou leur intersection (notée T ).

Nous revenons maintenant à la preuve de la proposition 7.10.

Preuve (Preuve de la proposition 7.10). (1) =⇒ (2) : évident.
(2) =⇒ (3) : d’après le point (3) du lemme 7.11, pour montrer que RRcd

est un ordre fort, il suffit de montrer que cette relation est asymétrique. Si
RRcd n’est pas asymétrique, il existe x, y ∈ X avec xRRcdy et yRRcdx. Ceci
implique qu’il existe t et z avec xRt, yRct, yRz et xRcz, une contradiction
avec (2).

(3) =⇒ (4) : d’après le lemme 7.11, RRcd étant un ordre fort, RcdR l’est
également. D’après le point (1) du théorème 2.29 (appliqué au cas des ordres
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stricts), il existe donc deux ordres strictement totaux L1,s et L2,s tels que
RRcd ⊆ L1,s et RcdR ⊆ L2,s. Observons d’autre part que le codual d’un
ordre strictement total Ls est l’ordre total associé : (Ls)cd = Ls + {(x, x), x ∈
X}. Notons L1 = (L1,s)cd et L2 = (L2,s)cd les deux ordres totaux associés
à L1,s et L2,s. On va montrer que (R,L1, L2) est un tableau en escalier,
i.e. que xL1y, yRz et zL2t impliquent xRt. Faisons d’abord une observation
évidente : si R ⊆ R′ on a Rcd ⊇ R′cd. En particulier, RRcd ⊆ L1,s implique
L1 = (L1,s)cd ⊆ (RRcd)cd. Il s’ensuit que xL1y implique x[(RRcd)cd]y, c’est-à-
dire xR ⊇ yR (lemme 7.11). On montre de même que zL2t implique Rz ⊆ Rt.
Puisqu’on a yRz, on déduit alors xRz de la première implication, ce qui, avec
la seconde implication, entraîne xRt.

(4) =⇒ (1) : soit (R,L1, L2) un tableau en escalier de R et soient x, y, z, t
tels que xRy et zRt. Puisque L1 est un ordre total, on a xL1z ou zL1x. Par
définition de (R,L1, L2), L1R ⊆ R et on obtient dans le premier cas xRt et
dans le second zRy, ce qui montre (1).

(3) =⇒ (5) : RRcd étant un ordre fort, il existe, d’après la proposition 7.4,
une fonction f : X  −→ R telle que xRRcdz si et seulement si f(x) < f(z).
Posons alors, pour tout y dans X ,

g(y) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Max{f(z), z ∈ X} + 1 si yRcd = ∅ (i.e. s’il n’existe pas z tel
que yRcdz),

Min{f(z) : yRcdz} sinon.

Montrons d’abord que xRy implique f(x) < g(y). Soient x, y avec xRy. Si
yRcd = ∅, f(x) ≤Max{f(z), z ∈ X} < g(y).
Si yRcd �= ∅, alors soit z tel que yRcdz. xRy et yRcdz impliquent xRRcdz.
On a donc f(x) < f(z) pour tout z ∈ yRcd, d’où f(x) < Min{f(z) :
yRcdz} = g(y).

Réciproquement, soient x et y tels que f(x) < g(y). Que g(y) soit égal à
Max{f(z), z ∈ X} + 1 ou à Min{f(z) : yRcdz}, on a y(Rcd)cx, i.e. xRy.

(5) =⇒ (6) : posons, pour tout t ∈ X , u(t) = g(t) et s(t) = f(t) − u(t).
Alors xRy si et seulement si f(x) = u(x) + s(x) < u(y).

(6) =⇒ (1) : supposons qu’il existe x, y, z, t tels que xRy, zRcy, zRt et
xRct. On a alors u(x) + s(x) < u(y) ≤ u(z) + s(z) < u(t) ≤ u(x) + s(x), ce
qui est impossible. ��

Le lemme suivant nous permet de prouver facilement les propositions 7.7
et 7.5 (dans cet ordre).

Lemme 7.13 Soit O une relation binaire sur un ensemble X.
1. O est un ordre d’intervalles si et seulement si O est une relation de Ferrers

irréflexive.
2. O est un ordre quasi-fort si et seulement si O est une relation de Ferrers

irréflexive et ne contenant pas 1s + 3s.
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Preuve. (1) Si O est un ordre d’intervalles, il est irréflexif. De plus, puisqu’il
ne contient pas 2s+2s, il vérifie la caractérisation (2) d’une relation de Ferrers
(proposition 7.10). Inversement, si O est une relation de Ferrers irréflexive, elle
est transitive car xOy, yOcy et yOt impliquent xOt (point (2) de la proposition
7.10). O est donc un ordre strict qui ne peut contenir 2s + 2s puisque O est
une relation de Ferrers. C’est donc un ordre d’intervalles.

(2) Ceci résulte immédiatement de (1) et du fait que, par définition, un
ordre quasi-fort est un ordre d’intervalles ne contenant pas 1s + 3s. ��

Nous donnons à présent les preuves des propositions 7.7 et 7.5.

Preuve (Preuve de la proposition 7.7). Appliquons la proposition 7.10 au cas
où R est une relation de Ferrers irréflexive, donc un ordre d’intervalles noté
O, et montrons que des conditions de cette proposition deviennent les cinq
premières conditions de la proposition 7.7, ce qui prouvera l’équivalence de ces
dernières. C’est évident pour les conditions (2) et (4). Pour la condition (1),
ceci résulte du lemme 7.13, énonçant que les relations de Ferrers irréflexives
sont les ordres d’intervalles.

Pour la condition (3), si OOcd est un ordre fort, O est une relation de
Ferrers (proposition 7.10) qui, étant irréflexive est – d’après ce qui vient d’être
dit – un ordre strict (d’intervalles). D’après le point (4) du lemme 7.11 on a
alors OOcd = OI. Inversement, si O est un ordre (strict) on a, d’après ce
même point, OI = OOcd.

La condition (5) de la proposition 7.7 est obtenue à partir de la condition
(6) de la proposition 7.10. En effet, O étant irréflexive, on a u(x)+s(x) ≥ u(x)
et, donc, s(x) ≥ 0.

Considérons finalement la condition (6) de la proposition 7.7. Elle est évi-
demment impliquée par la condition (5) (de cette même proposition) : il suffit
de poser F (x) = [u(x), u(x)+s(x)]. Inversement, montrons que si (6) est véri-
fiée, O est un ordre d’intervalles, en montrant que la condition (2) est vérifiée.
D’abord, puisque F (x) �< F (x), O est irréflexive. Soient x, y, z, t avec xOy,
zOt et xOct ; on doit montrer zOy. Les deux premières relations impliquent
u(x)+s(x) < u(y) et u(z)+s(z) < u(t) et la troisième donne u(x)+s(x) ≥ u(t).
On en déduit u(z) + s(z) < u(y), soit zOy. ��

Preuve (Preuve de la proposition 7.5). (1) =⇒ (2) : un ordre quasi-fort étant
un ordre d’intervalles sans 1s + 3s, il vérifie la première implication de (2)
(d’après la proposition 7.7). Quant à la seconde, il est aisé de voir que si elle
n’était pas vérifiée, la restriction de O à {x, y, z, t} serait isomorphe à 1s +3s,
ce qui est impossible.

(2) =⇒ (3) : d’après la proposition 7.7, O est un ordre d’intervalles et OI
est un ordre fort ; il en est de même de IO (cf. le commentaire de la proposition
7.7 page 207). Comme il est clair que l’union de deux relations négativement
transitives est négativement transitive, OI ∪ IO est négativement transitive.
Pour montrer que cette relation est un ordre fort, il suffit donc de montrer
qu’elle est asymétrique. Or, supposons qu’il existe x, y avec x(OI ∪ IO)y et
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y(OI ∪ IO)x ; OI et IO étant asymétriques, on aurait alors, par exemple,
xOIy et yIOx. Ceci implique qu’il existe z et t avec xOz, zIy, yIt et tOx.
Ces quatre éléments sont nécessairement différents (par exemple, t �= y, car
sinon la transitivité de O implique yOz, une contradiction). Mais alors la
restriction de O à {y, t, x, z} serait isomorphe à 1s +3s, ce qui est impossible.

(3) =⇒ (4) : d’après les points (4) et (2) du lemme 7.11, les relations OI
et IO sont négativement transitives. Mais comme elles sont contenues dans
l’ordre fort OI ∪ IO, elles sont aussi asymétriques et donc des ordres forts
(proposition 7.4). D’après l’implication de (4) par (3) établie à la proposition
7.7, O admet un tableau en escalier (O,L1, L2), où L1 et L2 sont deux ordres
totaux contenant respectivement OI et IO (cette dernière assertion résulte de
la preuve de l’implication de (4) par (3) dans la preuve de la proposition 7.10
et du fait que, O étant un ordre, on a alors OOcd = OI et OcdO = IO, voir
page 210). Mais, puisque les ordres forts OI et IO sont contenus dans l’ordre
fort OI ∪ IO, on peut prendre L1 = L2 = L, ordre total contenant OI ∪ IO.
La relation I étant réflexive, on a O ⊆ OI ∪ IO ⊆ L. Le tableau (O,L) est
donc surdiagonal.

(4) =⇒ (1) : puisque O admet un tableau en escalier (O,L), c’est un ordre
d’intervalles (proposition 7.7). Soient x, y, z, t avec xOy, yOz (et donc xOz).
Ce tableau (O,L) étant surdiagonal, on a O ⊆ L, donc xLy, yLz et xLz.
Puisque LO ⊆ O et yOz, si on a tLy, on a aussi tOz. De même, puisque
OL ⊆ O et xOy, si yLt, on a aussi xOt. Donc, la restriction de O à {x, y, z, t}
ne peut être isomorphe à 1s +3s, ce qui montre que O est un ordre quasi-fort.

��

Pour terminer cette section, nous revenons sur la dualité entre les modéli-
sations de la préférence stricte et de la préférence large d’un individu. Cette
dualité est une conséquence du résultat élémentaire suivant :

Proposition 7.14 Les ensembles, ordonnés par inclusion, des relations
asymétriques et des relations totales définies sur un ensemble X sont deux
demi-treillis, duaux par l’application de codualité R  −→ Rcd.

Preuve. Il est évident que l’intersection (respectivement, l’union) de deux re-
lations asymétriques (respectivement, totales) définies sur X est asymétrique
(respectivement, totale). L’ensemble des relations asymétriques (respective-
ment, totales) définies sur X est donc un inf-demi-treillis (respectivement, un
sup-demi-treillis). Comme une relation asymétriqueR (respectivement, totale)
est caractérisée par R ⊆ Rcd (respectivement, R ⊇ Rcd), que (Rcd)cd = R, et
que R ⊆ R′ si et seulement si Rcd ⊇ R′cd, on en déduit aisément que l’appli-
cation de codualité est un anti-isomorphisme entre ces deux demi-treillis. ��

Ainsi, chaque fois que l’on définit une classe particulière de relations asy-
métriques, l’application de codualité la transforme en une classe duale de rela-
tions totales. La classe duale des ordres forts est celle des préordres totaux (cf.
l’exercice 7.4). Celle des ordres est la classe des relations totales dont la partie
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asymétrique est transitive, relations qui, dans la littérature économique, sont
souvent appelées relations quasi-transitives. Alors que les relations coduales
d’un ordre d’intervalles n’ont pas reçu de nom particulier, celles coduales d’un
ordre quasi-fort ont été appelées quasi-ordres ou semiordres (il n’est pas in-
utile de signaler que le terme anglais de semiorder désigne selon les auteurs
un ordre quasi-fort ou un quasi-ordre).

D’autre part, la dualité entre deux de ces classes permet de transpor-
ter immédiatement tout résultat obtenu sur l’une en un résultat sur l’autre.
Ainsi, il revient exactement au même de modéliser la notion de préférence
comme une préférence stricte, c’est-à-dire par un ordre strict, ou comme une
préférence large, c’est-à-dire par une relation quasi-transitive. Si, en microé-
conomie, le second choix est plus souvent fait, le choix du premier a au moins
deux avantages : d’une part, il est plus conforme au principe de parcimonie
(la coduale d’une relation asymétrique comporte beaucoup plus de couples) ;
d’autre part, et surtout, il fait relever de la théorie des ensembles ordonnés
l’étude des modèles mathématiques de la préférence.

Remarque 7.15 Si O est une relation asymétrique et que l’on note R la
relation totale coduale de O, on a R = Ocd = O + I, avec I = Oc ∩ Ocd =
R ∩Rd. Ainsi, si O est un ordre modélisant la préférence stricte, on retrouve
bien que la relation d’incomparabilité de cet ordre est la partie symétrique de
la relation R modélisant la préférence large, c’est-à-dire la relation qui, dans
ce modèle classique, représente l’indifférence.

7.2 Agrégation des préférences : théorèmes Arrowiens
pour ordres

Depuis l’Antiquité, le vote des citoyens a été utilisé comme moyen de
choisir des représentants ou des dirigeants, par exemple, les membres du Sénat
ou les consuls de la république romaine. Au dix-huitième siècle, l’Académie
des Sciences élisait ses nouveaux membres au moyen d’un système simple,
souvent encore utilisé (par exemple, pour l’élection des membres du Parlement
britannique), consistant à choisir le candidat ayant obtenu le plus de voix dans
un scrutin où chaque votant indique son candidat préféré. Le lecteur construira
facilement des exemples où ce mode d’élection amène à élire le candidat classé
dernier par la plus grande partie du corps électoral. Cette critique conduisit
Borda à proposer la méthode qui porte son nom. Elle consiste à demander
à chaque votant de donner son ordre (supposé total) de préférences sur les
candidats, puis à classer ces candidats d’après la somme des rangs qu’ils ont
obtenus dans ces différents ordres. Peu après, Condorcet remarque que la
majorité des votants peut préférer un autre candidat à celui élu par la méthode
de Borda (un exemple sera donné plus loin). Il propose alors comme remède
sa propre méthode : la règle majoritaire. Elle consiste à considérer toutes
les paires de candidats et à définir la préférence collective comme l’union de
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toutes les préférences majoritaires obtenues sur ces paires. Mais Condorcet
s’aperçoit du défaut de sa méthode : elle peut conduire à une préférence
collective qui contient des circuits, et n’est donc plus un ordre total. C’est
« l’effet Condorcet » (ou le « paradoxe du vote ») dont l’exemple le plus simple
se produit dans le cas de trois votants dont les préférences sur trois candidats
a, b et c sont les ordres totaux abc, bca et cab : le résultat de la règle majoritaire
de Condorcet est alors un circuit où a est préféré à c, c préféré à b et b préféré
à a ! Condorcet cherchera à remédier à ce défaut dont l’explication ne sera
fournie que bien plus tard, lorsqu’Arrow, formalisant les difficultés rencontrées
par les économistes pour construire une fonction d’utilité collective à partir
des utilités individuelles, énoncera son fameux théorème d’impossibilité.

Le théorème d’Arrow a conduit à la création et au développement considé-
rable de la « théorie du choix social ». Nous nous contenterons ici de présenter
quelques résultats initiaux de cette théorie qui portent sur la difficulté d’agré-
ger de façon satisfaisante des ordres totaux en une préférence collective qui
soit un ordre. Nous commencerons par préciser les règles d’agrégation pro-
posées par Borda et Condorcet. Nous décrirons ensuite une vaste classe de
règles, généralisant celle de Condorcet, et basées sur l’utilisation de « ma-
jorités généralisées ». La recherche parmi ces règles de celles pour lesquelles
la préférence collective n’a jamais de circuits nous conduira au théorème de
Nakamura et à un premier résultat d’impossibilité. Nous passerons alors à la
démarche axiomatique introduite par Arrow dans ce domaine et qui consiste
à chercher les règles vérifiant de « bonnes » propriétés. Le résultat d’impossi-
bilité précédent nous conduira alors à plusieurs théorèmes « arrowiens » sur
la difficulté d’agréger des ordres totaux. En particulier, le théorème d’Arrow,
montré ici dans le cas d’ordres totaux, apparaîtra comme une caractérisation
des projections sur un certain espace produit.

Nous décrivons d’abord le modèle mathématique d’agrégation des
préférences utilisé.

X = {x, y, z, etc.} est un ensemble fini de m éléments que, dans la suite,
nous appellerons les « candidats », mais qui, selon les contextes, peuvent être
les « paniers de biens », les « options », etc.

N = {1, 2, ..., n} est un ensemble fini de n éléments que, dans la suite,
nous appellerons les « votants », mais qui, selon les contextes, peuvent être
les « agents économiques », les « décideurs », etc.

Il sera toujours supposé dans la suite (et donc non répété) qu’il y a au
moins trois candidats et trois votants (m,n ≥ 3).

Chacun des votants est supposé avoir un ordre total (réflexif) de préfé-
rences sur l’ensemble des candidats. On définit ainsi une application de N
dans l’ensemble L = LX des m! ordres totaux définis sur X . Cette applica-
tion est appelée un profil π de préférences (ou simplement un profil) et est
notée :

π = (L1, ..., Li, ..., Ln),
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Tableau 7.3. Tableau des nπ(y, x) pour le profil π.

nπ(y, x) a b c d

a 7 2 0 4
b 5 7 5 2
c 7 2 7 4
d 3 5 3 7

où Li est l’ordre total de préférences du votant i sur les candidats et où
donc, xLiy s’interprète comme « le candidat y est préféré au candidat x ».
L’ensemble de tous les profils de préférences des N votants est noté LN .

Soit π = (L1, ..., Li, ..., Ln) un profil. Pour x, y ∈ X , on pose :

Nπ(y, x) = {i ∈ N : yLix}, nπ(y, x) = |{i ∈ N : yLix}|

Nπ(y, x) est donc l’ensemble des votants préférant le candidat x au candi-
dat y et nπ(y, x) le nombre de ces votants.

Exemple 7.16 X = {a, b, c, d} est un ensemble de quatre candidats et N
est un ensemble de sept votants. Le profil de préférences des votants sur les
candidats est π = (cadb : 2, bcad : 2, dbca : 3) où, par exemple, cadb : 2 signifie
que 2 votants ont l’ordre c < a < d < b comme préférence sur les candidats.
Le tableau 7.3 donne le tableau des nπ(x, y) pour ce profil. Par exemple, la
valeur 2 de nπ(a, b) est à l’intersection de la ligne a et de la colonne b de ceau
tableau.

Enfin, le rang de l’élément x dans l’ordre total Li (où ce rang est défini
par rLi(x) = |Lix| = {y ∈ X : yLix} – cf. la remarque 2.27) est noté plus
simplement ri(x). Ainsi, les candidats ont des rangs allant de 1 (pour le moins
apprécié) à n (pour le plus apprécié).

Le problème de l’agrégation des préférences consiste à définir des fonctions
qui, d’une part, associent à chaque profil possible de préférences une relation
sur X représentant la « préférence collective » des votants de ce profil, et qui,
d’autre part, vérifient de « bonnes » propriétés.

Il serait a priori souhaitable que la préférence collective soit, comme la
préférence individuelle, un ordre total. Mais la difficulté (voire l’impossibilité)
d’obtenir de bonnes fonctions réalisant cet objectif amène à le relâcher. On
peut ainsi se contenter de demander que la relation de préférence collective
soit sans circuits. En effet, on sait que dans ce cas on peut étendre la préfé-
rence collective en un ordre total (théorème 2.22). Cependant, on a vu plus
haut qu’une règle d’agrégation des préférences aussi « naturelle » que la règle
majoritaire de Condorcet peut conduire à des relations de préférence collec-
tive admettant des circuits. Nous donnons donc une définition des fonctions
d’agrégation permettant de considérer ces différents cas.
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Définition 7.17 Soit M un ensemble de relations binaires sur l’ensemble X.
Une M-fonction d’agrégation des préférences (M−FAP ) est une application
F de l’ensemble LN de tous les profils d’ordres totaux dans M : pour tout
π ∈ LN , F (π) ∈ M.

Commençons par préciser les M-fonctions d’agrégation des préférences
proposées par Borda et Condorcet.

Soit π = (L1, ..., Li, ..., Ln) ∈ LN . Pour tout x ∈ X , on pose R(x, π) =∑
i=1,2,...n ri(x) (somme des rangs de x dans les ordres du profil π).
On définit une relation binaire RB(π) sur X par yRB(π)x si R(x, π) >

R(y, π).
Il est évident que, pour tout π ∈ LN , RB(π) est un ordre fort sur X

(condition (6) de la proposition 7.4). La fonction d’agrégation des préférences
ainsi définie est donc une W−FAP (où W est l’ensemble des ordre forts définis
sur X) qu’on appelle fonction d’agrégation de Borda (ou règle de Borda).

Pour montrer que cette fonction d’agrégation peut contredire le principe de
majorité, considérons l’exemple suivant. On a sept votants dont les préférences
sur trois candidats a, b et c sont cba (i.e. c < b < a) pour trois d’entre eux,
bac pour deux autres et acb pour les deux derniers – autrement dit, le profil
associé est π = (cba : 3, bac : 2, acb : 2). Le lecteur s’assurera que le préordre
de Borda est alors l’ordre total cba, ce qui met a comme vainqueur. Cependant
c, dernier dans cet ordre, est préféré à a par quatre voix contre trois.

L’exercice 7.10 montre à quels autres types de « paradoxes » peut conduire
l’utilisation de la fonction d’agrégation de Borda : une modification des préfé-
rences des votants sur un seul candidat peut conduire à inverser complètement
la préférence collective.

Nous définissons maintenant les règles majoritaires de Condorcet.

Définition 7.18 La fonction (respectivement, la fonction large) d’agréga-
tion des préférences de Condorcet fait correspondre à tout profil π ∈ LN sa
relation majoritaire RMAJ (π) (respectivement, sa relation majoritaire large
RMAJL(π)). Ces deux relations sont définies par : pour tous x, y ∈ X,

yRMAJ (π)x si nπ(y, x) >
n

2

et

yRMAJL(π)x si nπ(y, x) ≥ n

2

Il est utile pour la suite de donner une autre forme à ces définitions en
explicitant les notions de majorité qu’elles utilisent : une partie S de l’ensemble
N des votants est une majorité (stricte) si |S| > n

2 , et une majorité large si
|S| ≥ n

2 . En posant FMAJ = {majorités de N} et FMAJL = {majorités larges
de N}, on peut donc écrire :

yRMAJ(π)x si Nπ(y, x) ∈ FMAJ , et yRMAJL(π)x si Nπ(y, x) ∈ FMAJL
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Fig. 7.4. (a) Un profil de sept votants sur quatre candidats, dont le tournoi majo-
ritaire (b) est non transitif.

La proposition suivante, dont la preuve fait l’objet de l’exercice 7.11, donne
des indications sur les ensembles M d’arrivée des deux fonctions majoritaires
de Condorcet.

Proposition 7.19 1. Pour tout π ∈ LN , RMAJ (π) est une relation réflexive
et antisymétrique, et RMAJL(π) est une relation totale.

2. Pour toute relation réflexive et antisymétrique (respectivement, totale) R
définie sur X, il existe un ensemble N de votants de cardinalité paire et un
profil π de LN tels que RMAJ(π) = R (respectivement, RMAJL(π) = R).

3. Pour tout ensemble N de cardinalité impaire et tout profil π ∈ LN ,
RMAJ (π) = RMAJL(π) est une relation de tournoi et, pour tout tour-
noi R défini sur X, il existe un ensemble N de cardinalité paire et un
profil π ∈ LN tels que RMAJ (π) = R.

On voit ainsi que l’utilisation des règles majoritaires de Condorcet peut
conduire à une préférence collective qui est une relation antisymétrique
ou totale arbitraire, ce qui n’est évidemment pas le but cherché. Ceci est
illustré à la figure 7.4 où l’on prend comme profil de préférences celui de
l’exemple 7.16. Les couples majoritaires sont alors ceux exprimés par au
moins quatre votants et, en utilisant la table 7.3, on obtient comme rela-
tion majoritaire le tournoi non transitif de la figure (les arcs de réflexivité
du tournoi n’y sont pas représentés). On retrouvera cet exemple à l’exer-
cice 7.10.

Pour essayer de pallier le problème posé par l’utilisation des règles ma-
joritaires de Condorcet, nous définissons une classe beaucoup plus large de
fonctions majoritaires, associées à des familles de majorités généralisées.
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Définition 7.20 1. Une famille de majorités généralisées sur l’ensemble N
est une famille F de parties de N telle que, pour tout T ⊆ N , S ∈ F et
S ⊆ T impliquent T ∈ F .

2. Soit F une famille de majorités généralisées sur N et π ∈ LN . On définit
la relation de préférence collective RF(π) associée à F et π en posant
yRF(π)x si Nπ(y, x) ∈ F .

3. La fonction majoritaire (généralisée) associée à la famille finissante F de
parties de N est la fonction d’agrégation des préférences qui, à tout profil
π de LN , associe la relation RF (π) ; elle est notée FF .

On remarque qu’une famille de majorités généralisées n’est rien d’autre
qu’une famille de parties finissante (pour l’ordre d’inclusion).

Nous donnons des exemples de telles fonctions majoritaires en considérant
les familles finissantes de parties appelées filtres et ultrafiltres. Bien que ces
exemples puissent paraître très particuliers, on verra que ce sont ceux que font
surgir les théorèmes arrowiens ultérieurs.

Définition 7.21 Une famille F de parties de N est un filtre sur N si elle
est finissante, ∩-stable (i.e. S, T ∈ F implique S ∩ T ∈ F) et différente de
l’ensemble P (N) des parties de N . Un filtre est un ultrafiltre si c’est un filtre
maximal pour l’ordre d’inclusion entre filtres.

Il est immédiat de remarquer qu’un filtre ne peut contenir ni la partie
vide ni deux parties d’intersection vide. L’exercice 7.12 a pour but de montrer
d’autres résultats bien connus sur un ensemble fini : tout filtre est de la forme
FV = {S ⊆ N : V ⊆ S}, où V est une partie non vide de N . On dit que
FV est le filtre de base V (on notera que FV est la partie finissante [V ) dans
2N ). Les ultrafiltres sur N ne sont autres que les n filtres de base i, pour
un élément i quelconque de N ; un tel filtre, noté Fi, est donc la famille de
toutes les parties de N contenant le votant i. Ces notions sont illustrées à la
figure 7.5.

Définition 7.22 Une fonction F d’agrégation des préférences est une ∩-
projection (respectivement, une projection) s’il existe un filtre (respective-
ment, un ultrafiltre) F sur N tel que F = FF .

Dans le cas où F est une ∩-projection, F = FV est un filtre de base V .
On obtient alors FF (π) =

⋂
{Li : i ∈ V } pour tout π ∈ LN , et le domaine

d’arrivée de cette FAP est l’ensemble O = OX des ordres sur X .
Dans le cas où F est une projection, F = Fi est un ultrafiltre de base i.

On obtient alors FF (π) = Li, pour tout π ∈ LN . Autrement dit, F est la ième
projection de LN et son domaine d’arrivée est l’ensemble L = LX des ordres
totaux sur X .

Remarque 7.23 En théorie du choix social, une ∩-projection est appelée
une fonction « oligarchique », terme rendant compte du fait que la préférence
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∅

123

1 32

12 23

13F1

F23

Fig. 7.5. Le filtre F23 et l’ultrafiltre F1 sur N = {1, 2, 3}, représentés dans le
treillis 2N .

collective n’est alors déterminée que par les seuls votants de l’« oligarchie »V .
Le cas particulier où V = {i} – et où F est alors une projection – est baptisé
fonction « dictatoriale »(puisque la préférence collective est celle du « dicta-
teur » i).

On considère maintenant une hypothèse minimale pour qu’une fonction
majoritaire FF soit considérée comme satisfaisante, à savoir que les rela-
tions de préférence collective qu’elle détermine soient sans circuits. La ca-
ractérisation des familles de majorités correspondantes est due à Nakamura
et nécessite la définition du nombre de Nakamura. Nous utilisons la notation
suivante : pour une famille F de parties de N ,

⋂
F désigne l’intersection⋂

{S ⊆ N : S ∈ F} de toutes les parties appartenant à F .

Définition 7.24 On appelle nombre de Nakamura d’une famille F de parties
de N , et l’on note ν(F), le nombre défini par :

ν(F) =

{
Min{|F ′|,F ′ ⊆ F et

⋂
F ′ = ∅} si

⋂
F = ∅,

+∞ sinon.

Lorsque l’intersection
⋂
F de la famille F est vide, ν(F) est donc la car-

dinalité minimum d’une sous-famille de F dont l’intersection est vide. Ainsi
si, par exemple, ν(F) > 3, F ne contient pas trois parties dont l’intersection
est vide.

Le théorème de Nakamura caractérise les familles pour lesquelles FF (π) n’a
jamais de circuits. En notant A l’ensemble des relations sans circuits définies
sur X , ces fonctions d’agrégation sont donc des A − FAP . Rappelons que
yRF(π)x si et seulement si Nπ(y, x) ∈ F .

Théorème 7.25 (Nakamura [327], 1975) Soit F une famille finissante de
parties de N différente de P (N) et FF la FAP qui, à tout profil π de LN ,
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associe la relation RF (π). Alors, FF est une A − FAP si et seulement si
ν(F) > |N |.

Autrement dit, FF associe à tout profil de préférences une relation sans
circuits si et seulement si le nombre de Nakamura de F est strictement su-
périeur au cardinal de N . La démonstration, qui n’est pas très difficile, de ce
résultat fait l’objet de l’exercice 7.13.

En utilisant le nombre de Nakamura, on obtient la caractérisation suivante
des ultrafiltres qui permet une preuve simple du corollaire 7.27.

Lemme 7.26 Soit F une famille de parties de N . Les conditions suivantes
sont équivalentes :
1. F est un ultrafiltre,
2. ν(F) > 3 et, pour tout S ⊆ N , S �∈ F implique N \ S ∈ F .

Preuve. Si F est un ultrafiltre, il est de la forme F = Fi pour un certain i
de N . On a alors ν(F) = +∞ et la vérification de la seconde propriété est
immédiate.

Inversement, montrons d’abord que F est un filtre. En effet, ν(F) > 3
implique d’abord que F ne contient pas la partie vide. S’il existe S ∈ F et
T ⊃ S avec T �∈ F , on a N \ T ∈ F , d’où S ∩ (N \ T ) = ∅, une contradiction
avec ν(F) > 3. Enfin, si S, T ∈ F et S ∩ T �∈ F alors N \ (S ∩ T ) ∈ F d’où
S ∩ T ∩ (N \ (S ∩ T )) = ∅, et la même contradiction. La famille F est donc
un filtre. Supposons qu’elle ne soit pas un filtre maximal, i.e. qu’il existe un
filtre G sur N tel que G ⊃ F . Il existe donc S ⊆ N tel que S ∈ G et S �∈ F .
Mais on a alors N \ S ∈ F , d’où S et N \ S ∈ G, ce qui est impossible. ��

En considérant maintenant les FAP FF pour lesquelles la préférence col-
lective est toujours un ordre total, i.e. les L − FAP , on obtient le résultat
suivant :

Corollaire 7.27 La FAP FF associée à la famille finissante F de parties de
N est une L−FAP si et seulement si F est un ultrafiltre, i.e. si et seulement
si FF est une projection.

Preuve. Montrons la condition nécessaire. Puisque FF est une L − FAP ,
et que |N | ≥ 3, le théorème de Nakamura implique ν(F) > 3. D’après le
lemme 7.26, il suffit donc de montrer que F vérifie la deuxième condition de
ce lemme. Supposons que ce ne soit pas le cas, i.e. qu’il existe S ⊆ N tel que
S �∈ F et N \ S �∈ F . Considérons alors x, y ∈ X et un profil π tels que, pour
tout i de S (respectivement, tout j de N \ S), on ait xLiy (respectivement,
yLjx), les préférences entre les autres candidats étant quelconques. On a alors
(x, y) �∈ FF (π) et (y, x) �∈ FF (π), ce qui est impossible puisque FF (π) est un
ordre total.

La condition suffisante est, elle, évidente. ��
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Les résultats précédents vont permettre de donner des preuves simples de
théorèmes « arrowiens ». La démarche suivie par Arrow consistait à définir
axiomatiquement ce qu’on entend par « bonne » fonction d’agrégation des
préférences, puis à chercher les fonctions vérifiant ces axiomes. Nous allons
suivre cette démarche dans le cas où les préférences individuelles sont des
ordres totaux (cf. la section 7.6 des compléments pour le cas des ordres forts
considérés par Arrow). Dans la suite nous considérons donc des M−FAP de
LN dans M où l’ensemble M de relations auxquelles peuvent appartenir les
préférences collectives sera précisé dans chaque cas. Il est demandé à la fonc-
tion d’agrégation F de vérifier les deux propriétés de Pareto et d’indépendance
définies ci-dessous :

Définition 7.28 Soit F une fonction d’agrégation de LN dans un ensemble
M de relations.

– F vérifie la propriété de Pareto si, pour tout π ∈ LN et tous x, y ∈ X,
Nπ(y, x) = N entraîne yF (π)x. On dit aussi que F est parétienne ou
qu’elle vérifie la propriété d’unanimité.

– F vérifie la propriété d’indépendance si, pour tous π, π′ ∈ LN et tous
x, y ∈ X, Nπ(y, x) = Nπ′(y, x) entraîne [yF (π)x ⇐⇒ yF (π′)x]. On
dit aussi que F est indépendante.

La première de ces propriétés signifie simplement que, si tous les votants
préfèrent le candidat x au candidat y, cette préférence unanime doit être une
préférence collective, ce qui va de soi. Quant à la propriété d’indépendance,
elle signifie que la préférence collective entre x et y ne doit dépendre que
des préférences individuelles entre ces deux candidats et non de préférences
faisant intervenir d’autres candidats, ce qui paraît une exigence raisonnable.
On observera que l’exigence de vérifier cette propriété est clairement satisfaite
par les FAP définies ci-dessus à partir d’une famille finissante, mais qu’elle ne
l’est pas pour la règle de Borda, comme le montre l’exercice 7.10 (tandis que
la propriété parétienne est, elle, satisfaite pour toutes ces règles). Toutefois,
si l’on ajoute à ces deux exigences, a priori fondées, celle selon laquelle la
préférence collective est, soit un ordre total, soit simplement un ordre, on
aboutit à des résultats dictatoriaux ou oligarchiques.

La preuve de ces résultats fait intervenir des profils de préférences pour
lesquels on fixe les préférences des votants sur certains candidats, les préfé-
rences sur les autres candidats étant alors arbitraires. Nous utilisons le type
de notations suivantes pour de tels profils : π = (xyz : S, yzx : T, zyx : U),
où (S, T, U) est une partition de N et où les préférences de tous les votants
de S (respectivement, de T , de U) sur les trois candidats x, y et z sont xyz
(respectivement, yzx, zyx), les préférences sur les autres candidats étant quel-
conques.

Théorème 7.29 (Arrow pour les ordres totaux) Soit F une L-fonction
d’agrégation des préférences. F est indépendante et parétienne si et seulement
si F est une projection.
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Preuve. La condition suffisante est évidente. La preuve de la condition néces-
saire s’obtient en montrant que, si F est indépendante et parétienne, il existe
alors une famille finissante F de parties de N telle que F = FF . Le corollaire
7.27 permet de conclure, puisque F est alors un ultrafiltre. Pour alléger les
notations, nous notons L l’ordre total F (π).

Afin d’obtenir la famille F , on introduit la notion d’ensemble décisif. Soit
(y, x) un couple d’éléments distincts de X . Un sous-ensemble S de N est un
(y, x)-ensemble décisif (pour la fonction F ) si, pour tout π ∈ LN tel que
Nπ(y, x) = S, on a yLx. On observe que, F étant indépendante, il suffit qu’il
existe un profil π avec Nπ(y, x) = S et yLx pour que S soit (y, x)-décisif. En
notant F(y, x) la famille des (y, x)-ensembles décisifs (pour F ), on a donc yLx
si et seulement si Nπ(y, x) ∈ F(y, x). On note que F(y, x) n’est jamais vide
puisque, par la propriété de Pareto, elle contient N .

Un sous-ensemble S de N est un ensemble décisif (pour F ) si S est (y, x)-
décisif pour tout couple (y, x) d’éléments distincts de X .

On va montrer que, si S est un ensemble (y, x)-décisif pour au moins un
couple (y, x), c’est un ensemble décisif. Montrons d’abord que, si S est (y, x)-
décisif, il est (z, x)-décisif pour tout z �= x, y, i.e. que F(y, x) ⊆ F(z, x). Soient
S ⊂ N avec S ∈ F(y, x), et z différent de x et de y. Soit le profil π = (zyx :
S, xzy : N \ S). L’ensemble S étant (y, x)-décisif et F étant parétienne, on
a yLx et zLy. Par transitivité de l’ordre total L, on en déduit zLx. Mais,
puisque Nπ(z, x) = S, on obtient S ∈ F(z, x). On laisse au lecteur le soin de
montrer de façon analogue que, pour tout z �= x, y, F(y, x) ⊆ F(y, z), puis de
déduire de ces deux résultats que toutes les familles d’ensembles (y, x)-décisifs
sont identiques pour tous les couples (y, x) d’éléments distincts de X et sont
donc tous égaux à la famille F des ensembles décisifs.

On peut donc écrire que yLx si et seulement si Nπ(y, x) ∈ F , ce qui revient
à dire que F = FF . Pour pouvoir utiliser le corollaire 7.27, il ne reste plus
qu’à prouver que F est une famille finissante. Soient S ∈ F , N ⊇ T ⊃ S et
π = (zyx : S, yzx : T \ S, yxz : N \ T ). F étant parétienne et l’ensemble S
étant décisif, on a yLx et zLy. Puisque L est transitif, on en déduit zLx et,
puisque Nπ(z, x) = T , on obtient bien T ∈ F . ��

On élargit maintenant le domaine des préférences collectives possibles en
supposant qu’il s’agisse de l’ensemble O = OX de tous les ordres sur X . Le
résultat suivant montre qu’on passe alors de la « dictature » à l’« oligarchie ».

Théorème 7.30 Soit F une O-fonction d’agrégation des préférences. F est
indépendante et parétienne si et seulement si F est une ∩-projection (défini-
tion 7.22).

Preuve. La condition suffisante est évidente. La preuve de la condition néces-
saire s’obtient en montrant que, dans ce cas, il existe un filtre F sur N tel que
F = FF et, donc, un sous-ensemble V de N tel que F (π) =

⋂
{Li : i ∈ V },

pour tout π.
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On définit les notions d’ensembles décisifs comme au théorème 7.29 et on
observe d’abord que la preuve donnée alors de l’identité de toutes les familles
d’ensembles (y, x)-décisifs ne fait intervenir que la transitivité de F (π). Elle
reste donc valable ici et l’on peut écrire F = FF . Il en est de même pour
la preuve de ce que F est finissante. La partie vide ne peut appartenir à
F (puisque, par le théorème de Nakamura, on a ν(F) > |N | ≥ 3). Pour
montrer que la famille F est un filtre, il reste à montrer qu’elle est stable
par intersection. Soient S, T ∈ F avec S �⊆ T et S �⊇ T ; ν(F) > 3 implique
S ∩ T �= ∅. Soit π = (zyx : S ∩ T, yxz : S \ T, xzy : T \ S, xyz : N \ (S ∪ T )).
Les ensembles S et T étant décisifs, on a yOx (avec O = F (π)) et zOy. La
transitivité de O implique zOx. Puisque Nπ(z, x) = S∩T , nous obtenons bien
S ∩ T ∈ F . ��

Remarque 7.31 Les deux théorèmes précédents peuvent s’énoncer comme
des résultats d’impossibilité. Il suffit d’ajouter aux conditions sur la fonction
d’agrégation qu’elle ne soit pas, respectivement, dictatoriale ou oligarchique.

On peut se demander ce que devient une fonction d’agrégation (indépen-
dante et parétienne), lorsqu’on prend comme domaine admissible des préfé-
rences collectives une classe particulière d’ordres contenant les ordres totaux,
telle que la classe des ordres forts ou celle des ordres d’intervalles. La réponse
est donnée pour ces deux classes à l’exercice 7.14.

7.3 Les rôles des ordres en classification

La classification est une branche de l’analyse de données qui s’occupe de
déterminer des classes dans un ensemble E d’objets à classer. Une classe C ⊆
E est interprétée comme un ensemble d’objets regroupés en vertu de propriétés
communes, ou d’un certain type de proximité entre eux. Ainsi, l’exemple 3.45
illustre la classification galoisienne, où chaque concept F×G correspond à une
classe F d’éléments de E partageant les caractères de G. Nous reviendrons
dans la section suivante sur cette approche qui concerne, notamment, les bases
de données relationnelles et l’extraction des connaissances. Dans le domaine de
la classification, l’approche galoisienne n’est pas la plus usuelle. On considère
plus fréquemment au départ une fonction d mesurant la dissemblance entre
éléments à classer, dite dissimilarité sur E, dont la définition donnée ci-dessous
est plus générale que celle d’une métrique :

Définition 7.32 Une dissimilarité sur un ensemble E est une application d
de E2 dans l’ensemble R

+ des réels non négatifs vérifiant, pour tous e, e′ ∈ E,
les propriétés suivantes :

– d(e, e′) = 0 si et seulement si e = e′,
– d(e, e′) = d(e′, e).

L’interprétation d’une telle dissimilarité est que les objets e et e′ sont
d’autant plus ressemblants que la valeur d(e, e′) est moins élevée. A partir
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d’une dissimilarité (mais parfois, d’un autre type de données), on construit
un système de classification sur E, c’est-à-dire une famille C de parties de E
dont les éléments seront les classes cherchées, avec deux objectifs :

1. Les objets d’une même classe doivent être plus ressemblants entre eux
qu’avec ceux qui sont hors de cette classe,

2. La famille C est d’un type particulier (modèle classificatoire) assurant
la simplicité et la lisibilité de l’issue du processus de classification.

Ces objectifs ne peuvent être simultanément atteints que de façon appro-
chée. Pour les nombreuses méthodes (et algorithmes) disponibles, qui sortent
du propos de ce livre, on pourra se reporter à divers manuels existants comme
ceux de Arabie, Hubert et De Soete [11] (1996), ou de Mirkin [296] (1997).

Nous allons aborder ici les aspects ordinaux qui interviennent, d’une part,
dans la description de plusieurs types de modèles classificatoires usuels et,
d’autre part dans la structuration de l’espace M des solutions d’un problème
de classification. L’approche ordinale constitue alors un outil important pour
des problèmes « dérivés »comme la comparaison et l’agrégation des classifi-
cations. Nous allons donc d’abord présenter quelques types de modèles, par-
titions, équivalences, hiérarchies, hiérarchies indicées, dendrogrammes et ul-
tramétriques, souvent considérés en classification, auxquels nous ajoutons les
familles de Moore. Observant que les ensembles de modèles rencontrés sont
des inf-demi-treillis, parfois des treillis, nous abordons ensuite les problèmes
de comparaison et d’agrégation dans de telles structures. Nous munissons un
inf-demi-treillis T d’une métrique particulière liée à la représentation de tout
élément t de T par l’ensemble St des sup-irréductibles qui lui sont inférieurs
(chapitre 3, proposition 3.11 et corollaire 3.12). L’agrégation métrique consiste
à chercher un élément, dit médiane, minimisant la somme de ses distances à
un k-uplet d’éléments donnés de T (ou à chercher toutes les médianes lorsqu’il
y en a plus d’une). On obtient des propriétés des médianes en relation avec
(la forme latticielle de) la règle majoritaire de la section précédente, et on
définit les demi-treillis à médianes où les médianes s’obtiennent effectivement
par cette règle. La section se termine en observant comment ces résultats
s’appliquent, entre autres, aux modèles classificatoires.

Commençons donc par une présentation de ces derniers. Rappelons qu’une
partition P = {C1, C2, ..., Cp} de E (chapitre 1, exemple 1.14) est un ensemble
de parties de E (les classes de P) deux à deux disjointes et d’union E :
chaque élément de E est donc placé dans une et une seule des classes de
P. Il est bien connu que la donnée d’une partition P de E équivaut à celle
d’une relation d’équivalence (i.e. réflexive, symétrique et transitive) RP sur
E. La correspondance bijective entre P et RP est donnée par (e, e′) ∈ RP

si et seulement si e et e′ appartiennent à la même classe de la partition P.
L’ensemble EE des équivalences sur E contient l’équivalence totale E2 et est
stable pour l’intersection (le vérifier). Il s’agit donc d’une famille de Moore
(définition 3.27) sur E2, et d’un treillis pour l’ordre d’inclusion. La fermeture
correspondante n’est autre que la fermeture réflexo-transitive associant à toute
relation symétrique sur E la plus petite équivalence la contenant. Considérons
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Fig. 7.6. Le treillis P{a,b,c,d} des partitions de {a, b, c, d} munies de l’ordre de
finesse.

l’ordre de finesse sur l’ensemble PE des partitions de E qui a été défini à
l’exemple 1.14. On vérifie aisément que, pour P,P′ ∈ PE , P est plus fine que
P′ (c’est-à-dire que toute classe de P est contenue dans une classe de P′) si
et seulement si on a RP ⊆ RP′ . L’ordre de finesse munit donc l’ensemble PE

d’une structure de treillis, avec pour minimum la partition la plus fine P0 en
|E| classes et pour maximum la partition la moins fine P1 en 1 classe égale à
E (voir les exercices 7.15 et 7.16 pour quelques propriétés de ce treillis). La
figure 7.6 donne le diagramme du treillis P{a,b,c,d} muni de l’ordre de finesse.

Les autres modèles que nous allons présenter correspondent à diverses
formes d’arbres de classification. En classification hiérarchique, les sorties des
programmes sont du type représenté par la figure 7.7 ; l’information apportée
par un tel arbre sur l’ensemble E = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} se lit à plusieurs
niveaux, auxquels correspondent plusieurs modèles classificatoires que nous
allons définir précisément.

L’arbre de la figure 7.7 a pour éléments minimaux les « singletons » (parties
à un seul élément) de E. Chaque trait plein horizontal correspond alors à une
partie H de E, formée de tous les éléments de E situés « en dessous » de ce
trait. Ainsi, l’arbre de cette figure représente la famille de parties

{{1}, {1, 2}, {1, 2, 5}, {1, 2, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5}, {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, {2}, {3},

{4}, {5}, {6}, {6, 7, 8}, {7}, {7, 8}, {8}, {9}, {9, 10}, {10}, E},
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Fig. 7.7. Arbres de classification d’une hiérarchie.

dans laquelle on observe que deux parties sont soit disjointes ou soit incluses
l’une dans l’autre. On identifie en fait l’arbre à une famille H de parties de E
du type défini comme suit :

Définition 7.33 Une hiérarchie sur un ensemble E est une famille H de
parties de E vérifiant les propriétés suivantes :
1. E ∈ H, ∅ ∈ H, {e} ∈ H pour tout e ∈ E,
2. pour tous H,H ′ ∈ H, H ∩H ′ ∈ {∅, H,H ′}.

L’ensemble des hiérarchies sur E est noté H.

Deux hiérarchies sur E ne peuvent différer que par celles de leurs classes
qui ont entre 2 et n − 1 éléments ; les autres classes sont dites triviales. La
propriété (2) entraîne que, pour toute partie A non vide de E, l’ensemble des
classes de H contenant A est totalement ordonné par l’inclusion (le vérifier) et
contient donc une classe minimum HA. On en déduit les propriétés suivantes :

- L’ensemble ordonné (H,⊆) est un sup-demi-treillis avec, pour tousH,H ′ ∈
H, H ∨H ′ = H(H∪H′),

- L’ensemble ordonné (H,⊆) est arborescent (chapitre 2, définition 2.12).
Les hiérarchies constituent donc la formalisation de base des arbres de clas-

sification. L’exercice 2.5 du chapitre 2 énumère un certain nombre de proprié-
tés qui (par dualité, car l’exercice porte sur les inf-demi-treillis arborescents)
s’appliquent aux hiérarchies. Par exemple, en notant que, pour tous e, e′ ∈ E,
{e} ∨ {e′} = H{e,e′}, on obtient :

Proposition 7.34 Soit H une hiérarchie sur E. Pour tous e, e′, e” ∈ E, on
a |{H{e,e′}, H{e,e”}, H{e′,e”}}| < 3.

La figure 7.7(b) donne le diagramme de la hiérarchie de la figure 7.6. Les
étiquettes sur les singletons suffisent puisque tout autre sommet correspond à
l’ensemble des singletons qui lui sont inférieurs. Les méthodes de classification
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hiérarchique fournissent fréquemment, en plus d’une hiérarchie H, un indice
de niveau ι qui s’interprète comme un indicateur de la cohésion des classes,
les faibles valeurs de l’indice correspondant aux classes les plus cohérentes.

Définition 7.35 Une hiérarchie indicée sur un ensemble E est un couple
(H, ι) où :

- H est une hiérarchie sur E,
- ι est une application strictement isotone de H dans R

+ vérifiant ι({e}) = 0
pour tout e ∈ E.

Avec l’échelle qui figure sur sa gauche, la figure 7.7(a) donne en fait une
représentation d’une hiérarchie indicée. Coupons l’arbre par une horizontale
d’ordonnée λ, comme sur cette figure. Les classes de la hiérarchie situées
juste en dessous ou sur cette horizontale forment une partition f(λ) de E
(sur la figure, on a f(λ) = {{1, 2, 4, 5}, {3}, {6, 7, 8}, {9, 10}}). Comme λ ≤ λ′

implique f(λ) ≤ f(λ′), la deuxième inégalité portant sur l’ordre de finesse
entre partitions de E, on a en fait défini une application isotone f de R

+ dans
le treillis PE des partitions de E. L’image par f de R

+ dans PE en est une
chaîne étendue, c’est-à-dire contenant la partition la plus fine (à n classes)
et la moins fine (à 1 classe). De plus, pour tous e, e′ ∈ E, ι(H{e,e′}) est le
minimum des λ ∈ R

+ tels que e et e′ sont dans une même classe de f(λ). Ces
observations conduisent aux définitions suivantes :

Définition 7.36 Soient E un ensemble et L une partie de R
+ contenant le

nombre 0. On appelle L-dendrogramme sur E toute application isotone f de
L dans PE vérifiant la propriété (DG) suivante :

Pour tous e, e′ ∈ E, l’image inverse f−1({P ∈ PE : e et e′ sont dans la
même classe de P}) a un minimum. (DG)

En particulier, on appelle dendrogramme sur E tout R
+-dendrogramme sur E.

Définition 7.37 On appelle ultramétrique sur E toute dissimilarité u sur E
vérifiant l’inégalité (U) suivante :

Pour tous e, e′, e” ∈ E, u(e, e′) ≤Max(u(e, e”), u(e′, e”))(U)

En posant, pour tous e, e′ ∈ E, u(e, e′) = ι(H{e,e′}), on déduit de la hié-
rarchie indicée (H,⊆) une dissimilarité u sur E dont on vérifie, à partir de la
proposition 7.34, qu’elle est une ultramétrique sur E.

Dans les exercices 7.18 à 7.20, on revient au cas fini en prenant pour L
la chaîne finie k = {0 < 1 < ... < k − 1}. La condition (DG) est alors
satisfaite par toute application isotone de k dans PE . Ces exercices consistent
à établir, d’une part, que les k-dendrogrammes sur E sont exactement les
applications résiduelles (définition 3.32) de k dans PE , et, d’autre part, que
les trois ensembles suivants sont en correspondance bijective :
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1. l’ensemble des hiérarchies indicées sur E à valeurs de ι prises dans la
chaîne k,

2. l’ensemble des k-dendrogrammes sur E,
3. l’ensemble des ultramétriques sur E à valeurs dans k.

De plus, les deux derniers de ces ensembles sont des ensembles d’applica-
tions qui sont dualement ordonnées pour l’ordre d’exponentiation (chapitre 3,
définition 3.4).

Si les modèles classificatoires décrits ci-dessus sont les plus usuels, bien
d’autres ont été proposés dans la littérature. Sans les passer en revue, nous
pouvons dégager quelques conditions pouvant être requises pour un ensemble
de classes F ⊆ P(E) :

(C1) E ∈ F ,
(C2) C,C′ ∈ F implique C ∩ C′ ∈ F ,
(C3) pour tout e ∈ E, {e} ∈ F .

La condition (C1) porte sur l’existence d’une classe « universelle » et (C2)
sur l’obligation, dès lors que deux classes C et C′ ont été obtenues, de consi-
dérer aussi la classe C ∩ C′ des éléments communs à C et à C′. Ensemble,
les conditions (C1) et (C2) expriment simplement que F est une famille de
Moore sur E (définition 3.27). Lorsqu’on leur ajoute la condition (C3), qui
stipule que les éléments de E sont particularisés dans F , on a aussi, avec (C2),
∅ ∈ F . On remarque que ni les partitions ni les hiérarchies ne constituent di-
rectement de telles familles. Toutefois, on a indiqué au chapitre 3 (exemple
3.29) comment une famille de Moore unique F = μ(A) = {

⋂
B : B ⊆ A}

correspond à toute famille A de parties de E. Ainsi, si P = {C1, ..., Cp} est
une partition de E, on a μ(P ) = P ∪ {E, ∅}. Si H est une hiérarchie sur E,
alors la famille de Moore μ(H) = H ∪ {∅} vérifie (C3).

D’autre part, on a vu au chapitre 3 (proposition 3.43 et exemple 3.45)
comment, pour un ensemble E d’objets décrits par un ensemble E′ d’attributs
binaires (la donnée étant une relation R ⊆ E × E′), le treillis de Galois de la
relation R correspond à une famille de Moore F sur E ainsi qu’à une famille
de Moore G sur E′, dualement isomorphe à F pour l’inclusion.

De tels exemples justifient l’adjonction des familles de Moore aux en-
sembles de modèles précédents, car, d’une part, elles en constituent une géné-
ralisation naturelle et, d’autre part, on vient de rappeler qu’elles sont les en-
sembles de classes résultant de la classification galoisienne. Nous avons donc,
sous diverses particularisations, un ensemble M de modèles qui est un en-
semble ordonné :

– par l’ordre de finesse pour M = PE ,
– par l’ordre d’inclusion pour M = H ou M = F, l’ensemble des familles de

Moore sur E,
– par l’ordre d’exponentiation si M est l’ensemble des L-dendrogrammes,

ou celui des ultramétriques sur E.
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De plus, ces ensembles de modèles, et bien d’autres, sont munis naturel-
lement d’une structure de treillis ou tout au moins d’inf-demi-treillis : nous
avons rencontré le treillis des partitions, et nous établirons plus loin que l’en-
semble ordonné (H,⊆) est un inf-demi-treillis d’un type particulier, tandis que
les exercices 7.18 et 7.20 montrent comment définir des ordres de treillis sur les
ensembles des k-dendrogrammes et des ultramétriques sur E. Enfin, la struc-
ture de treillis de l’ensemble F sera établie dans la prochaine section. Nous
utilisons la structure ordinale de M pour aborder deux types de problèmes :

– le problème de comparaison : il s’agit de définir une métrique sur M qui
soit aisément calculable, même si la taille de l’ensemble M croît exponen-
tiellement avec le cardinal de E,

– le problème d’agrégation : il s’agit de transposer aux classifications les
problèmes et les approches considérés à la section 7.2 précédente dans le
cas de l’agrégation des préférences.

Dans ce dernier cas, on considère donc un profil π = (M1, ...,Mi, ...,Mv) ∈ Mv

(on dit que π est un profil de M) et des fonctions d’agrégation sur Mv faisant
correspondre une ou plusieurs classifications à un tel profil. Ce problème de
consensus de classifications est apparu dès les années soixante en analyse de
données et en reconstruction phylogénétique (voir les compléments en section
7.6.3).

Dans ce qui suit, nous lions les deux problèmes précédents et nous les
abordons principalement dans le cadre abstrait de l’agrégation métrique dans
les demi-treillis. On appliquera ensuite les résultats obtenus aux divers treillis
et demi-treillis de classifications qui viennent d’être évoqués. Nous considérons
donc un inf-demi-treillis (T,≤), muni d’une distance d sur T .

Définition 7.38 Soient (T,≤) un inf-demi-treillis, d une distance sur T , π =
(t1, . . . , ti, . . . , tv) un profil de T v, et t un élément de T . L’éloignement de t
à π est la quantité Ed(π, t) = Σ1≤i≤vd(ti, t). L’élément t est une médiane
(métrique) de π si son éloignement à π est minimum dans T . On appelle
procédure médiane dans T la procédure d’agrégation qui associe à tout profil
π ∈ T v l’ensemble Medd(π) des médianes de π pour la métrique d.

Remarque 7.39 Le terme médiane est apparu dans un sens différent (celui
d’un polynôme latticiel particulier dans les commentzires suivant le corol-
laire 5.2 page 135. Il faut en général distinguer cette médiane latticielle de
la médiane métrique que nous venons de définir. En fait, l’un des objets de
cette section est la reconnaissance d’un vaste domaine où ces deux notions
coïncident.

Pour le choix d’une distance appropriée sur T , nous utilisons l’inf-codage
t  −→ St de T dans 2ST défini au chapitre 3 (proposition 3.6 et corollaire
3.12), ST étant l’ensemble des éléments sup-irréductibles de T . A partir des
résultats de l’exercice 5.12 sur la distance de la différence symétrique entre
parties d’un ensemble, on définit sur T une distance qui la généralise et qui
correspond, dans divers cas particuliers, à des distances usuelles :
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Définition 7.40 Soient T un inf-demi-treillis et ST l’ensemble de ses sup-
irréductibles. La distance de la différence symétrique sur T est l’application δ
de T 2 dans R

+ définie par : pour tous t, t′ ∈ T ,

δ(t, t′) = |StΔSt′ |
= |{s ∈ S : [s ∈ St et s �∈ St′ ] ou [s �∈ St et s ∈ St′ ]}|
= |St \ St′ | + |St′ \ St|
= |St ∪ St′ | − |St ∩ St′ |

Par extension du cas latticiel, un inf-demi-treillis T est dit distributif si,
pour tout t ∈ T , le treillis (t] est distributif. On va montrer qu’un tel demi-
treillis est rangé et que la distance δ s’y exprime en termes de rang, ou de
longueurs des chemins dans le graphe de voisinage V ois(T ) de T (chapitre 1,
section 1.1.2) :

Proposition 7.41 Soient T un inf-demi-treillis distributif, δ la distance de
la différence symétrique sur T et t, t′ ∈ T . On a alors :
1. T est rangé avec r(t) = |St|,
2. δ(t, t′) = r(t) + r(t′) − 2r(t ∧ t′),
3. δ(t, t′) est la longueur minimum d’un chemin entre t et t′ dans le graphe
V ois(T ),

4. si t ∨ t′ existe, δ(t, t′) = r(t ∨ t′) − r(t ∧ t′).
Preuve. Il est immédiat, à partir du point (1) de la proposition 5.13, qu’un
tel demi-treillis est rangé, et que le rang r(t) n’est autre que |St|. On obtient
alors l’expression (2) en observant que |St \ St′ | = |St| − |St ∩ St′ | et, de
même, |St′ \ St| = |St′ | − |St ∩ St′ |. Dans un treillis distributif, l’application
t  −→ St est aussi un sup-codage (point (6) du théorème 5.1). Les égalités
r(t∨ t′) = |St∨t′ | = |St ∪St′ | et r(t∧ t′) = |St∧t′ | = |St ∩St′ | donnent alors (4)
lorsque t∨ t′ existe. Si t et t′ sont reliés par une arête du graphe V ois(T ), par
exemple, si on a t ≺ t′, alors les ensembles St et St′ diffèrent d’exactement
1 élément. Pour t et t′ quelconques, la quantité |StΔSt′ | est donc une borne
inférieure pour la longueur d’un chemin de V ois(T ) entre t et t′. Cette borne
est effectivement atteinte car l’expression (2) correspond à l’existence d’un
chemin de cette longueur passant par t ∧ t′, d’où (3). ��

Pour un profil donné π = (t1, ..., ti, ..., tv) ∈ T v et en posant V = {1, ..., v},
nous attachons à tout sup-irréductible s ∈ ST les paramètres suivants :

vπ(s) = |{i ∈ V : s ≤ ti}|, v′π(s) = |{i ∈ V : s �≤ ti}|, et wπ(s) = vπ(s)−v′π(s)

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, c’est-à-dire pratiquement toujours, on omet
l’indice π dans ces notations. On a les égalités v(s) + v′(s) = v et w(s) =
2v(s) − v. Nous dirons qu’un sup-irréductible s est majoritaire si 2v(s) >
v, ou encore si w(s) est strictement positif (c’est-à-dire si s apparaît dans
une majorité stricte des représentations par sup-irréductibles des éléments du
profil), et équilibré si 2v(s) = v (donc si w(s) = 0).
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Tableau 7.4. Fonctions v et w sur les éléments sup-irréductibles du treillis distri-
butif de la figure 7.8.

s ∈ ST a b c g i

v(s) 5 3 3 1 1
w(s) 4 0 0 -4 -4

Exemple 7.42 Considérons le treillis (distributif) T de la figure 7.8 et le pro-
fil π = (a, a, e, f, g, k) de T . On a ST = {a, b, c, g, i}, les valeurs des fonctions
v et w étant données par le tableau 7.4. Le sup-irréductible a est majoritaire,
tandis que b et c sont équilibrés.

Lorsque T est un inf-demi treillis quelconque, on obtient une formule
simple pour l’éloignement Eδ(π, t) d’un élément t arbitraire de T à un profil
π de T .

Proposition 7.43 Soit T un inf-demi-treillis. Pour tout profil π =
(t1, ..., ti, ..., tv) ∈ T v et pour tout t ∈ T , on a :

Eδ(π, t) = Σ1≤i≤v|Sti | −Σs∈Stw(s)

Preuve. Par définition de Eδ(π, t), on a Eδ(π, t) = Σ1≤i≤vδ(ti, t) =
Σ1≤i≤v|StiΔSt|. Introduisons la fonction caractéristique ci de StiΔSt définie
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par : pour tout s ∈ ST ,

ci(s) =

{
1 si s ∈ StiΔSt,

0 sinon.

On a alors Eδ(π, t) = Σ1≤i≤vΣs∈ST ci(s) = Σs∈STΣ1≤i≤vci(s). En partition-
nant ST en St et son complémentaire, on obtient :

Eδ(π, t)=Σs�∈StΣ1≤i≤vci(s)+Σs∈StΣ1≤i≤vci(s) = Σs�∈Stv(s)+Σs∈St(v−v(s))

Dans cette dernière expression, on ajoute alors la quantité Σs∈Stv(s) à la
première sommation et on la retranche de la seconde pour obtenir l’expression
cherchée :

Eδ(π, t) = Σs∈ST v(s) +Σs∈St(v − 2v(s)) = Σ1≤i≤v|Sti | −Σs∈Stw(s)

��

Dans l’expression de l’éloignement qui vient d’être obtenue, la première
sommation est une constante ne dépendant que du profil donné π tandis que,
dans la deuxième, la quantité −w(s) apparaît comme la contribution du sup-
irréductible s ∈ St à l’éloignement de t. Cette contribution est donc négative si
s est un sup-irréductible majoritaire, nulle s’il est équilibré, et positive sinon.
Pour obtenir un éloignement aussi réduit que possible, le mieux serait donc de
trouver un élément t de T dont la représentation St contiendrait tous les sup-
irréductibles majoritaires, éventuellement certains équilibrés, et aucun autre.
L’objet de ce qui suit est de reconnaître la classe de demi-treillis, incluant les
treillis distributifs, où un tel élément existe pour tout profil π.

Nous introduisons d’abord une nouvelle notation en posant, pour π ∈ T v

et pour tout entier σ, S(π, σ) = {s ∈ ST : vπ(s) ≥ σ}.
Cet ensemble sera le plus souvent noté simplement S(σ). En particulier,

en prenant α = v+1
2 et β = v

2 , S(α) est l’ensemble des sup-irréductibles
majoritaires et S(β) \ S(α) celui, vide si v est impair, des sup-irréductibles
équilibrés.

Il résulte de la proposition 7.43 que tout élément t vérifiant S(α) ⊆ St ⊆
S(β) minimise l’éloignement de Eδ(π, t).

Proposition 7.44 Soient T un inf-demi-treillis et σ un entier. L’ensemble
S(σ) est une partie commençante du sous-ensemble ordonné (ST ,≤) de T .

Preuve. Si s ∈ S(σ), il existe une partie W ⊆ V telle que |W | ≥ σ et s ≤ ti
pour tout i ∈ W . Alors, s′ ≤ s implique s′ ≤ ti pour tout i ∈ W et donc
s′ ∈ S(σ). ��

Sous réserve de l’existence de ces éléments, posons :

t(σ) =
∨
S(σ) et t′(σ) =

∨
{

∧

i∈W

ti : W ⊆ V, |W | ≥ σ}.
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La seconde expression est un « polynôme latticiel ». Dans le cas où π est
un profil (L1, ..., Li, ..., Ln) d’ordres totaux, on a défini à la section 7.2 page
217 sa relation majoritaire large RMAJL(π). Or il est immédiat de vérifier que
RMAJL(π) =

⋃
{(y, x) : nπ(y, x) ≥ n

2 } =
⋃
{
⋂

i∈W Li,W ⊆ N et |W | ≥ n
2 },

les opérations ∪ et ∩ étant celles du treillis P (X2) des relations binaires. Ainsi
l’expression t′(α) est une formalisation latticielle de la règle majoritaire.

On a vu au chapitre 2 (proposition 2.15) que, dans un inf-demi-treillis T ,
toute partie majorée T ′ de T a un supremum, à savoir l’infimum des majorants
de T ′. En particulier, pour tout t ∈ T , le sous-ensemble ordonné {t′ ∈ T : t′ ≤
t} est un treillis.

Proposition 7.45 Soient T un inf-demi-treillis et π un profil de T . Si l’un
des éléments t(σ) et t′(σ) existe, l’autre existe aussi, et on a l’égalité t(σ) =
t′(σ).

Preuve. Supposons que t′(σ) existe, et soit s ∈ S(σ). Il existe donc une partie
W de V telle que |W | ≥ σ et s ≤ ti pour tout i ∈ W . Donc s ≤

∧
i∈W ti ≤

t′(σ). Alors, t′(σ) est un majorant de S(σ), d’où l’existence de t(σ), avec
t(σ) ≤ t′(σ).

D’autre part, puisque la représentation par les sup-irréductibles est un inf-
morphisme, on a S∧

i∈W ti
=

⋂
i∈W Sti = {s ∈ ST : s ≤ ti pour tout i ∈ W}.

Pour |W | ≥ σ, cet ensemble de sup-irréductibles est un sous-ensemble de
S(σ). Il s’ensuit que l’élément t(σ) =

∨
S(σ), dont l’existence est assurée par

la première partie de la preuve, est un majorant de
∧

i∈W ti =
∨
S∧

i∈W ti
. Par

conséquent, t′(σ) est un supremum d’éléments tous majorés par t(σ), ce qui
entraîne t(σ) ≥ t′(σ), et l’égalité.

Supposons que t(σ) existe. Il majore chaque infimum
∧

i∈W ti pour lequel
on a |W | ≥ σ, d’où l’existence de t′(σ), et on peut appliquer ce qui précède.

��
D’après cette proposition, quand l’élément t(α) existe, il a, d’une part,

l’expression polynomiale t(α) =
∨
{
∧

i∈W ti : W ⊆ V, |W | = v+1
2 } et, d’autre

part, une représentation par sup-irréductibles St(α) contenant tous les majo-
ritaires. Mais l’ensemble St(α) contient aussi en général des sup-irréductibles
qui ne sont ni majoritaires ni équilibrés.

Proposition 7.46 Pour tout inf-demi-treillis distributif T et tout profil π de
T , on a St(α) = S(α), i.e. pour tout s ∈ ST , s ≤

∨
S(α) si et seulement si

v(s) ≥ α.

Preuve. Par définition, v(s) ≥ α implique s ∈ S(α) et donc s ≤
∨
S(α).

Montrons maintenant la réciproque. Dans un treillis distributif et, par exten-
sion, dans un inf-demi-treillis distributif, le point (4) du théorème 5.1 assure
que, pour tout sup-irréductible s ≤ t(α) =

∨
S(α), il existe un élément s′

de S(α) (donc majoritaire) avec s ≤ s′. La proposition 7.44 assure alors que
s est lui-même majoritaire, ce qui établit que St(α) ne contient que des sup-
irréductibles majoritaires. ��
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Nous allons maintenant définir une classe d’inf-demi-treillis distributifs
dans lesquels l’existence de l’élément t(α) est assurée.

Définition 7.47 Un demi-treillis à médianes est un inf-demi-treillis distribu-
tif T tel que, pour tous t, t′, t” ∈ T , l’existence des trois éléments t ∨ t′, t ∨ t”
et t′ ∨ t” entraîne celle de t ∨ t′ ∨ t”.

Pour tout profil π = (t1, t2, t3) de longueur 3 d’un tel treillis, l’existence de
l’élément t′(α) = (t1∧t2)∨(t1∧t3)∨(t2∧t3) est donc assurée (pourquoi ?). Un
calcul algébrique sans difficulté étend cette existence de t′(α) (mais non celle
de t′(β)), sous sa forme de polynôme latticiel, à un profil de longueur finie
quelconque. On obtient alors la caractérisation suivante des médianes pour la
distance δ dans de tels demi-treillis, qui porte en particulier sur les médianes
dans les treillis distributifs (puisqu’il est évident que les treillis distributifs
sont des demi-treillis à médianes) :

Théorème 7.48 Soient T un demi-treillis à médianes et π ∈ T v un profil.
Si v est impair, t(α) est l’unique médiane de π ; si v est pair, l’ensemble des
médianes de π est Medδ(π) = {

∨
S′ : S(α) ⊆ S′ ⊆ S(β) et

∨
S′ existe}.

En particulier, dans un treillis distributif, Medδ(π) = [t(α), t(β)].

Preuve. On a observé que, en conséquence de la proposition 7.43, un élément
t vérifiant S(α) ⊆ St ⊆ S(β) minimise Eδ(π, t), lorsqu’il existe. D’après ce
qu’on vient de voir, et avec la proposition 7.45, l’élément t(α) =

∨
S(α) existe

pour tout profil d’un demi-treillis à médianes. Soit s ∈ S tel que s ≤ t(α).
D’après la proposition 7.46, on a St(α) = S(α), ce qui établit que t(α) est
une médiane. On montre comme dans cette proposition que s ≤

∨
S′ avec

S′ ⊆ S(β) entraîne s ∈ S(β). Donc les éléments qui ont le même éloignement
que S(α) sont ceux de la forme

∨
S′ avec S(α) ⊆ S′ ⊆ S(β). Si v est impair,

on a S(α) = S(β) et t(α) est la seule médiane.
En particulier, si t(α) existe – comme c’est le cas pour un treillis distributif

– on a Medδ(π) = [t(α), t(β)]. ��

Le point essentiel qui ressort de ce résultat est que, dans un demi-treillis
à médianes, la médiane latticielle t′(α) est aussi une médiane métrique,
les autres se déduisant de celle-ci par l’adjonction éventuelle des éléments
« neutres » que sont les sup-irréductibles équilibrés.

Exemple 7.49 Nous continuons maintenant l’exemple 7.42. Le tableau 7.5
donne, pour chaque élément t du treillis T , l’ensemble St correspondant, puis
l’éloignement Eδ(π, t), calculé à partir de Σ1≤i≤v|Sti | = 13, des valeurs w(s)
de le tableau 7.4, et de la proposition 7.43. Dans cet exemple, on a t(α) = a
et t(β) = h, et on constate bien que l’ensemble {a, d, e, h} des médianes du
profil π = (a, a, e, f, g, k) est l’intervalle [a, h] du treillis.
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Tableau 7.5. Éloignements des éléments de T au profil π.

t ∈ T ∅ a b c d e f g h i j k u

St ∅ a b c a, b a, c b, c a, b, g a, b, c b, c, i a, b, c, g a, b, c, i ST

Eδ(π, t) 13 9 13 13 9 9 13 13 9 17 13 13 17

En fait, la procédure médiane peut être définie sans fixer la longueur du
profil π, et en supposant donc simplement que celui-ci est de longueur finie,
donc pris dans l’ensemble T ∗ =

⋃
v∈N T v. La longueur, notée v(π), d’un profil

π devient un paramètre de celui-ci, avec β = v(π)
2 , tandis que α est le plus

petit entier strictement supérieur à β. Cette procédure plus générale a été
caractérisée axiomatiquement dans les demi-treillis à médianes. Pour deux
profils π = (t1, ..., tv(π)) et π′ = (t′1, ..., t

′
v(π′)) ∈ T ∗, la concaténation de π et

de π′ est le profil ππ′ = (t1, ..., tv(π), t
′
1, ..., t

′
v(π′)) avec donc v(ππ′) = v(π) +

v(π′). On a alors le théorème ci-dessous (dont la démonstration se trouve dans
McMorris [294], 2000) :

Théorème 7.50 Soient T un demi-treillis à médianes et F : T ∗  −→
(P (T ) \ {∅}) une procédure d’agrégation. Alors F est la procédure médiane
si et seulement si elle vérifie les propriétés :

Condorcet : π ∈ T v avec v pair, s ∈ S(β) \ S(α), t ∈ T et t ∨ s existe
impliquent (t ∨ s− ∈ F (π) ⇐⇒ t ∨ s ∈ F (π)),

consistance : π, π′ ∈ T ∗ et F (π) ∩ F (π′) �= ∅ impliquent F (ππ′)
= F (π) ∩ F (π′),

conformité : π ∈ T 1 et π = (t) impliquent F (π) = {t}.

Les demi-treillis à médianes constituent donc un type de structure où
les médianes ont une caractérisation simple. De plus, la détermination de
la médiane t(α) est aisée, pourvu que celle de l’ensemble St pour tout t ∈ ST

et le calcul du supremum le soient. En revanche, la recherche des médianes
pour la distance de la différence symétrique dans un treillis ou demi-treillis
d’un autre type devient vite difficile.

Dans un inf-demi-treillis distributif T qui n’est pas à médianes, les conclu-
sions du théorème 7.48 s’appliquent à tout profil pour lequel t(α) existe. Au-
trement, on recherche les éléments t de T de la forme t = (

∨
S1) ∨ (

∨
S2),

où S1 est un ensemble de sup-irréductibles majoritaires tel que
∨
S1 existe

et maximisant Σs∈S1w(s) sous cette condition, et S2 est un ensemble de sup-
irréductibles équilibrés pour lequel un tel élément t existe dans T . Cette re-
cherche peut être difficile.

Lorsque T n’est plus distributif, on n’est plus assuré que t(α) est une
médiane, même quand cet élément existe. Il reste toutefois des liens entre les
médianes et la règle majoritaire (Leclerc [270], 1994) :
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Théorème 7.51 Soit T un inf-demi-treillis. Pour tout profil π de T tel que
t(α) existe et pour toute médiane t de π, on a l’inégalité t ≤ t(β) ; pour tout
profil π tel que t(α) existe et pour toute médiane t de π, il existe une médiane
t′ telle que t′ ≤ t ∧ t(α) et telle que tout élément t” vérifiant t′ ≤ t” ≤ t est
une médiane.

Preuve. Soit t une médiane de π telle que t �≤ t(β), et posons t′ = t∧ t(β) < t
L’ensemble St \ St′ n’est pas vide et ne contient que des sup-irréductibles s
qui ne sont ni majoritaires ni équilibrés, c’est-à-dire qui vérifient w(s) < 0.
D’après la proposition 7.43 on a alors E(π, t′) < E(π, t), ce qui contredit
l’hypothèse selon laquelle t est une médiane.

Pour la seconde partie, prenons une médiane t telle que t �≤ t(α) et consi-
dérons l’élément t′′ = t∧ t(α). Comme précédemment, nous observons que les
éléments de St \St′′ ne sont pas majoritaires, et sont donc équilibrés puisque t
est une médiane. On en déduit l’égalité E(π, t′′) = E(π, t), qui s’étend à tout
intermédiaire entre t′′ et t. ��

Pour revenir aux problèmes d’agrégation des classifications (et d’autres
objets), examinons d’abord la portée des théorèmes 7.48 et 7.50. Ceux-ci s’ap-
pliquent à tous les treillis distributifs, dont en particulier, les treillis booléens,
les treillis 2E2

des relations binaires sur E, les chaînes et les produits directs
de chaînes de la section 4.4. L’énoncé de ces résultats en termes de demi-
treillis à médianes doit son intérêt au fait que l’on rencontre fréquemment de
tels demi-treillis qui ne sont pas des treillis. Les inf-demi-treillis arborescents
constituent une première classe de tels treillis : ils vérifient la condition de la
définition 7.47 car, dans un tel demi-treillis T , les trois éléments t ∨ t′, t ∨ t′′
et t′ ∨ t′′ existent si et seulement si le sous-ensemble {t, t′, t′′} est une chaîne
de T .

Une autre classe de demi-treillis à médianes, qui ne contient ni n’est conte-
nue dans les précédentes, apparaît quand on considère un ensemble E muni
d’une relation symétrique A modélisant une idée de « compatibilité », et les
parties C de E dont les éléments sont deux à deux compatibles, c’est-à-dire
les cliques du graphe G = (X,A). On constate d’abord que cet ensemble est
une partie commençante du treillis booléen 2E , donc un inf-demi-treillis dis-
tributif (qui n’est un treillis que dans le cas très particulier où le graphe G
est complet). De plus, on vérifie que, pour trois cliques quelconques C,C′ et
C′′ de G, l’ensemble (C ∩ C′) ∪ (C ∩ C ′′) ∪ (C ′ ∩ C′′) est encore une clique
de G. On en déduit que l’ensemble ordonné (C,⊆) des cliques de G est un
demi-treillis à médianes (qui, de plus, est atomistique). Par exemple, lorsque
A est la relation de comparabilité (respectivement, d’incomparabilité) d’un
ensemble ordonné P , on obtient :

Proposition 7.52 Soit P un ensemble ordonné. L’ensemble des chaînes et
celui des antichaînes de P , ordonnés par l’inclusion, sont des demi-treillis à
médianes.
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L’ensemble ordonné (H,⊆) des hiérarchies sur E constitue un autre
exemple de demi-treillis de cliques :

Proposition 7.53 L’ensemble des hiérarchies sur un ensemble E, ordonné
par l’inclusion, est un demi-treillis à médianes.

Preuve. Considérons le graphe G = (P ∗(E), A), avec P ∗(E) = {E′ ⊆ E :
2 ≤ |E′| < n}, et, pour E′, E′′ ∈ P ∗(E), (E′, E′′) ∈ A si et seulement si
E′∩E′′ ∈ {∅, E′, E′′}. On vérifie alors que toute hiérarchie H sur E correspond
à une clique du graphe G, augmentée des classes triviales. L’ensemble ordonné
(H,⊆) est donc un demi-treillis à médianes. ��

On vérifie alors les points suivants :
– Les atomes du demi-treillis H sont les hiérarchies admettant une unique

classe H non triviale (et ce sont les seuls sup-irréductibles de H),
– La distance de la différence symétrique entre deux hiérarchies H et H′

est δ(H,H′) = |HΔH′|, nombre de classes apparaissant dans une et une
seule des hiérarchies H et H′,

– Pour un profil π = (H1, ...,Hv) de H, l’ensemble H(α) qui contient
les classes présentes dans plus de la moitié des éléments de π est une
hiérarchie, médiane de π pour la distance précédente. Cette médiane
est unique si v est impair ; sinon, les autres médianes s’obtiennent, à
partir du théorème 7.48, en ajoutant à H(α) des classes équilibrées (i.
e. présentes dans la moitié des éléments de π) tant que ces adjonctions
ne contredisent pas la condition (2) de la définition 7.33.

Le théorème 7.51 s’applique aux autres ensembles ordonnés de classifica-
tions décrits dans cette section (partitions, dendrogrammes, ultramétriques,
familles de Moore), ainsi, par exemple, qu’au treillis des préordres ou à l’inf-
demi-treillis des ordres.

7.4 Analyse galoisienne des données : fermetures
et implications

Dans nombre de situations, des connaissances sur les éléments d’un en-
semble E se présentent sous la forme d’une famille D de parties de E. On a
ainsi évoqué dans la section précédente les classes construites à partir d’une
méthode de classification, et aussi les familles de Moore obtenues par la classi-
fication galoisienne décrite au chapitre 3. D’autres cas analogues apparaissent
dans les bases de données ou la représentation des connaissances. Par exemple,
une base de données peut être décrite par la famille D des ensembles d’élé-
ments (parfois appelés transactions) satisfaisant les diverses requêtes possibles.
Dans la théorie des « espaces de connaissance » de Falmagne et Doignon [151]
(1999), l’ensemble de base est celui des « unités de connaissance », qui sont, par
exemple, des problèmes de mathématiques de niveau Cours Moyen. Un « état
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de connaissance » est l’ensemble des problèmes qu’un élève est capable de ré-
soudre et une « structure de connaissance » est un ensemble d’états de connais-
sance, i.e. une famille de parties de l’ensemble des unités de connaissance.

Dans ces contextes variés, on cherche souvent des implications (ou règles
d’association, ou dépendances fonctionnelles). Une telle implication, notée
A −→ B (A implique B) avec A,B ⊆ E, signifie que tout élément de D
qui contient A contient également B. Par exemple, les états de connaissance
évoqués ci-dessus ne sont pas des parties quelconques, du fait que tout élève
sachant résoudre certains problèmes saura en résoudre certains autres. Ainsi,
un service de marketing peut être intéressé à relever que, dans un certain
« segment » de clients potentiels, tout acheteur de café et de cornet achète
aussi du sucre, ce que l’on note donc {café, cornet} −→ {sucre}. Les impli-
cations cherchées peuvent être exactes ou approchées avec, par exemple, une
condition sur une proportion minimale de cas où elles sont observées. Ce der-
nier problème ne sera évoqué que dans les compléments. Même exactes, les
implications observées peuvent être très nombreuses, et l’on cherche aussi à les
résumer par un petit nombre d’entre elles permettant de les retrouver toutes.
L’exemple suivant illustre ces questions et sera repris par la suite.

Exemple 7.54 Duquenne [137] (1995) reprend, à l’aide d’outils latticiels, une
étude anthropologique sur 98 paysans indonésiens de l’île de Java (Schweizer
[374], 1993). Ceux-ci sont décrits par 31 attributs binaires portant sur leur
logement, leur mobilier et leur cheptel. En particulier, les six attributs corres-
pondant au cheptel sont les six espèces suivantes :

H : poule de Bantam P : poule de race
M : canard de Manille D : canard (ordinaire)
U : buffle G : chèvre
On a donc (chapitre 3, section 3.5.1) un treillis de Galois Gal(E′, E,R)

où E′ est l’ensemble des individus de l’étude, E = {D,G,H,M,P, U} est
l’ensemble des six attributs ci-dessus, et R est la relation de E′ vers E définie
par (e′, e) ∈ R si le paysan e′ possède du cheptel de type e. On s’intéresse
en fait aux implications entre attributs et donc à la famille de Moore ψR(2E)
sur E, qui sera ici notée F . La fermeture ψR sur 2E est celle associée à la
relation R à la section 3.5.1, et donc une partie F de E est un fermé de ψR si
et seulement si il existe un groupe de paysans A ⊆ E′ qui tous possèdent les
espèces de F et n’en ont pas d’autre en commun.

Dans l’exemple considéré, la famille de Moore F a 18 éléments. La
figure 7.9 représente le treillis (F ,⊆) et le tableau 7.6 donne la table flé-
chée de ce treillis (où les croix correspondent à la relation réduite de R ; la
relation R elle-même n’est pas représentée ici car il y faudrait 98 lignes). L’en-
semble IF des inf-irréductibles de F est égal à IF = {DGH,DHM,DHP,
DHU,DMP,G,GH,HP,HU,U} où, par exemple, DGH est une notation
abrégée pour {D,G,H}. La famille F entière s’obtient en faisant toutes les
intersections possibles sur les parties de IF .
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∅

D G U P H

HPHUGH

DHM DGH DHU DHP

DGHMPU

DP DHDM

DMP

Fig. 7.9. Le treillis des possessions en bétail (exemple 7.54).

Tableau 7.6. La table fléchée du treillis de la figure 7.9.

DMP DHM DGH DHU DHP GH HU HP G U

D × × × × × � � � ↓ ↓
G � � × � � × ↓ ↓ × ↓
U � � � × � ↓ × ↓ ↓ ×
P × � � � × ↓ ↓ × ↓ ↓
H � × × × × × × × � �

DM × × � � �

D’ores et déjà, on peut observer des règles d’association simples telles
que M −→ D : « qui a des canards de Manille a des canards (ordinaires) »
puisque tout fermé contenant M contient également D. On peut aussi ob-
server d’autres règles moins attendues (et donc plus intéressantes pour les
spécialistes), DU −→ H : « qui possède canards (ordinaires) et buffle possède
des poules de Bantam ». Dans l’article cité, Duquenne met en évidence un
ensemble de neuf implications particulières, permettant de retrouver toutes
les autres, et dont nous dirons plus loin comment elles sont obtenues.

L’objet de cette section est donc l’étude des propriétés des implications du
type considéré ci-dessus et l’obtention d’un nombre réduit d’implications ren-
dant compte des données. On définit d’abord la relation d’implication i(D) sur
P (E) associée à une famille D quelconque de parties d’un ensemble fixé E (dé-
finition 7.55) et on caractérise les relations sur P (E) ainsi obtenues, souvent
appelées systèmes d’implications complets dans la littérature (théorème 7.58).
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On définit une correspondance de Galois particulière entre les ensembles 2P (E)

des familles de parties de E et 2(P (E))2 des relations sur P (E), tous deux
ordonnés par l’inclusion. Entre autres conséquences, celle-ci établit que, or-
donnés par inclusion, les ensembles F de toutes les familles de Moore sur E
et I de toutes les relations d’implication sur P (E), constituent deux treillis
duaux (théorème 7.60). On donne quelques propriétés de ces treillis, utiles
pour revenir ensuite à la recherche d’ensembles d’implications aussi réduits
que possible mais permettant de définir toutes les implications d’un élément
de I. On montre que de tels ensembles existent, particulièrement la base ca-
nonique d’implications de Guigues–Duquenne, que l’on décrit en donnant ses
propriétés essentielles.

Comme au chapitre 3 (exemple 3.29) et à la section précédente, nous notons
m(D) = {

⋂
C : C ⊆ D} la famille de Moore obtenue en complétant une

famille D de parties d’un ensemble E par intersections (dans l’exemple 7.54
ci-dessus, on a F = m(IF )). Nous étendons alors la définition de l’opérateur
de fermeture ϕF sur 2E associé à une famille de Moore F (définition 3.27), et
nous associons une relation d’implication à toute famille D de parties.

Définition 7.55 Soit D une famille de parties d’un ensemble E. On lui as-
socie une application ϕD sur P (E) en posant, pour tout A ⊆ E, ϕD(A) =⋂
{D ∈ D : A ⊆ D}. Une partie F de E telle que ϕD(A) = F pour au moins

un A ⊆ E est dite D-fermée.
On définit une application i de P (P (E)) dans P ((P (E))2) en posant, pour

toute famille D de parties de E, i(D) = {(A,B) ∈ (P (E))2 : B ⊆ ϕD(A)}.
La relation binaire i(D) sur P (E) est appelée la relation d’implication de D.
Nous écrirons souvent A −→D B pour (A,B) ∈ i(D).

Une relation binaire I sur P (E) est une relation d’implication sur P (E) si
elle est égale à i(D) pour une famille D de parties de E. On notera I l’ensemble
de toutes les relations d’implication sur P (E).

On remarquera que la définition de ϕD implique ϕD(A) = E dès que A
n’est inclus dans aucune partie de D (cf. l’exemple 3.2).

Le fait de parler de partie D-fermée se justifie en montrant que l’application
ϕD sur P (E) est identique à ϕm(D), qui est la fermeture sur 2E associée à la
famille de Moore m(D).

Proposition 7.56 Soient D une famille de parties d’un ensemble E et m(D)
la famille de Moore obtenue en complétant D par intersections. Avec les no-
tations précédentes, on a ϕD(A) = ϕm(D)(A) pour tout A ⊆ E.

Preuve. Nous savons que l’infimum dans le treillis m(D) est l’intersection,
d’où, puisque D est une partie inf-génératrice de m(D), ϕm(D)(A) =

⋂
{D ∈

D : ϕm(D)(A) ⊆ D} (proposition 3.16). De plus, comme ϕm(D)(A) est le plus
petit fermé de m(D) contenant A, l’inclusion A ⊆ D équivaut à ϕm(D)(A) ⊆
D, pour tout D ∈ D. On a donc ϕm(D)(A) =

⋂
{D ∈ D : A ⊆ D} = ϕD(A).

��
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Les couples (A,B) de la relation i(D) se caractérisent donc de plusieurs
façons, avec pour conséquence que toute les implications d’une relation d’im-
plication s’obtiennent à partir d’une famille de Moore sur E :

Proposition 7.57 Soient D une famille de parties d’un ensemble E, et A et
B deux parties de E. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
1. (A,B) ∈ i(D), i.e. B ⊆ ϕD(A),
2. pour tout D ∈ D, A ⊆ D =⇒ B ⊆ D,
3. pour tout F ∈ m(D), A ⊆ F =⇒ B ⊆ F ,
4. B ⊆ ϕm(D)(A).

Preuve. (1) =⇒ (2) : découle de la définition de ϕD.
(2) =⇒ (3) : soient A,B ⊆ E vérifiant la condition (2), et F un élément

de m(D) \ D. Si F = E, on a A ⊆ E et B ⊆ E, ce qui s’accorde avec (3).
Sinon, F est l’intersection d’une partie C non vide de D. Si l’on a A ⊆ F , cela
implique A ⊆ D, et donc B ⊆ D pour tout D ∈ C. On a bien B ⊆ F =

⋂
C.

(3) =⇒ (4) : d’après (3), tout élément de m(D) contenant A contient B.
C’est en particulier le cas de ϕm(D)(A).

(4) =⇒ (1) : est une conséquence immédiate de la proposition 7.56. ��

Ainsi, dans l’exemple 7.54, puisque m(IF ) = F , la donnée de la famille
IF des inf-irréductibles du treillis F suffit bien pour obtenir la relation d’im-
plication i(F). Le théorème 7.58 suivant donne une caractérisation des rela-
tions d’implication qui est une variante de celle due à Armstrong [13] (1974).
Une relation sur P (E) satisfaisant les conditions de ce théorème est souvent
appelée système d’implications complet, ou famille complète de dépendances
fonctionnelles, dans la littérature ; en raison de la manière dont elles ont été
introduites, nous continuerons ici à les appeler simplement « relations d’im-
plication ».

Théorème 7.58 Une relation binaire I sur P (E) est une relation d’implica-
tion si et seulement si elle vérifie, pour tous A,B,C,D ⊆ E, les trois proprié-
tés suivantes :
1. B ⊆ A =⇒ (A,B) ∈ I,
2. (A,B) ∈ I et (B,C) ∈ I =⇒ (A,C) ∈ I,
3. (A,B) ∈ I et (C,D) ∈ I =⇒ (A ∪ C,B ∪D) ∈ I.

Preuve. Si I est une relation d’implication, il y a une famille de Moore F sur
E telle que I = i(F). Alors, (A,B) ∈ I équivaut à B ⊆ ϕF (A), et l’on a :

– B ⊆ A =⇒ B ⊆ ϕF (A) (car A ⊆ ϕF (A)), d’où la propriété (1),
– B ⊆ ϕF(A) =⇒ ϕF(B) ⊆ ϕF (ϕF (A)) = ϕF(A) ; alors C ⊆ ϕF (B) =⇒
C ⊆ ϕF (A), d’où la propriété (2),
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– B ⊆ ϕF (A) et D ⊆ ϕF (C)]] =⇒ [B ⊆ ϕF (A ∪ C) et D ⊆ ϕF (A ∪ C)]
=⇒ B ∪D ⊆ ϕF (A ∪ C), d’où la propriété (3).

Réciproquement, soit I une relation sur P (E) satisfaisant les propriétés
(1), (2) et (3). Nous posons, pour toute partie A de E, ϕ(A) = {e ∈ E :
(A, {e}) ∈ I} et nous établissons d’abord l’équivalence (A,B) ∈ I ⇐⇒ B ⊆
ϕ(A).

En appliquant (3), on voit que (A,B) ∈ I et e ∈ ϕ(A) entraînent (A,B ∪
{e}) ∈ I et on en déduit par récurrence sur |B| que B ⊆ ϕ(A) entraîne
(A,B) ∈ I.

Supposons maintenant (A,B) ∈ I et soit e ∈ B. On a, d’après (1),
(B, {e}) ∈ I, et donc, d’après (2), (A, {e}) ∈ I, c’est-à-dire e ∈ ϕ(A). On
en déduit B ⊆ ϕ(A) et l’équivalence cherchée.

Nous montrons ensuite que l’application ϕ est une fermeture sur P (E).
En effet, elle est :

– Extensive : d’après (1), e ∈ A entraîne e ∈ ϕ(A), d’où A ⊆ ϕ(A),
– Isotone : soient deux parties A et B de E avec A ⊆ B, et e ∈ E tel

que (A, {e}) ∈ I. Alors, d’après (1), on a (B,A) ∈ I d’où, d’après (2),
(B, {e}) ∈ I. On a donc e ∈ ϕ(B), d’où ϕ(A) ⊆ ϕ(B),

– Idempotente : on a (A,ϕ(A)) ∈ I et (ϕ(A), ϕ(ϕ(A))) ∈ I d’où, d’après
(2), (A,ϕ(ϕ(A))) ∈ I, ce qui entraîne ϕ(ϕ(A)) ⊆ ϕ(A) et, avec l’exten-
sivité de ϕ, ϕ(ϕ(A)) = ϕ(A).

Nous pouvons alors conclure que l’on a I = i(F), où F est la famille de Moore
associée à la fermeture ϕ. ��

Selon la propriété (1) ci-dessus, une relation d’implication est réflexive et,
selon la propriété (2), elle est transitive. Il s’agit donc d’une classe particulière
de préordres sur P (E), à savoir les préordres compatibles avec l’ordre dual de
l’inclusion et vérifiant la propriété (3) de stabilité pour l’union.

Pour toute relation R sur P (E) on peut obtenir la plus petite relation
d’implication a(R) contenantR en complétant récursivementR par les couples
imposés par les trois propriétés du théorème. On établira plus loin (théorème
7.60) que l’application a ainsi définie est une fermeture sur 2(P (E))2 .

La définition 7.55 introduit l’application i de P (P (E)) dans P ((P (E))2)
qui fait correspondre à toute famille de parties D ∈ P (P (E)) sa relation
d’implication i(D) ⊆ (P (E))2. Dans l’autre sens, nous associons une famille
de parties de E à toute relation binaire R sur P (E).

Définition 7.59 Soit R une relation binaire sur P (E). La famille s(R) des
parties de E dites saturées pour la relation R est définie par s(R) = {F ⊆
E : A ⊆ F et (A,B) ∈ R entraînent B ⊆ F}.

On observera que cette notion de partie saturée d’une relation a déjà été
utilisée (sous une autre appellation). En effet, dire que la partie F est saturée
peut aussi s’écrire : A ∈ (F ] et ARB impliquent B ∈ (F ], ce qui signifie que
dans P (E) la famille (F ] est finissante pour la relation R (remarque 5.25 page
150).
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Le résultat suivant établit la dualité entre les ensembles ordonnés (F,⊆)
des familles de Moore sur E et (I,⊆) des relations d’implication sur P (E), en
montrant que le couple (i, s) d’applications est une correspondance de Galois.

Théorème 7.60 Soit E un ensemble. Alors :
1. le couple (i, s) constitue une correspondance de Galois entre les ensembles

ordonnés 2P (E) et 2(P (E))2 ,

2. l’image de 2(P (E))2 par s est l’ensemble F des familles de Moore sur E et,
pour tout D ∈ 2P (E), on a si(D) = m(D),

3. l’image de 2P (E) par i est l’ensemble I des relations d’implication sur P (E)
et, pour tout R ∈ 2P (E)2 , on a is(R) = a(R).

Preuve. Montrons d’abord le point (1). Pour cela, nous établissons la relation
de Pickert (point (2) du théorème 3.36) : pour tous D ∈ 2P (E), R ∈ 2(P (E))2 ,
D ⊆ s(R) équivaut à R ⊆ i(D).

Supposons D ⊆ s(R), prenons un couple (A,B) ∈ R, et montrons que ce
couple est dans i(D), i.e. que B ⊆ ϕD(A) =

∧
{D ∈ D : A ⊆ D}. Cherchons

les éléments D de D contenant A. S’il n’en existe pas, on a par définition
(A,B) ∈ i(D) car, dans le treillis 2E , l’infimum de la famille vide est E. Sinon,
ces parties D appartiennent par hypothèse à s(R), ce qui signifie qu’elles
contiennent toutes B. Donc B ⊆ ϕD(A) et (A,B) ∈ i(D) et, finalement,
D ⊆ s(R) entraîne R ⊆ i(D).

Supposons R ⊆ i(D), prenons un élément D de D, et montrons qu’il est
dans s(R) = {F ⊆ E : A ⊆ F et (A,B) ∈ R entraînent B ⊆ F}. S’il n’existe
pas de couple (A,B) ∈ R avec A ⊆ D, on a bien D ∈ s(R). Sinon, on a
pour tout tel couple (A,B) ∈ i(D), d’où B ⊆ ϕD(A) ⊆ D. On a donc bien
D ∈ s(R), et R ⊆ i(D) entraîne D ⊆ s(R).

Montrons le point (2). Pour toute relation R sur P (E), on a E ∈ s(R) de
façon évidente. Soient F, F ′ ∈ s(R) et un couple (A,B) ∈ R tel que A ⊆ F∩F ′.
On a donc A ⊆ F et, par hypothèse, B ⊆ F et, de même, A ⊆ F ′ et B ⊆ F ′,
donc B ⊆ F ∩ F ′. Ainsi F, F ′ ∈ s(R) entraîne F ∩ F ′ ∈ s(R), d’où s(R) ∈ F.
L’image de 2(P (E))2 par s est donc contenue dans l’ensemble F.

Soit F une famille de Moore sur E. D’après les propriétés des correspon-
dances de Galois, si est une fermeture dans 2P (E), et on a F ⊆ si(F) = G.
L’ensemble G est donc une famille de Moore sur E, et c’est, par définition
de l’application s, l’ensemble des parties G de E telles que (A,B) ∈ i(F) et
A ⊆ G entraînent B ⊆ G. En d’autres termes, B ⊆ ϕF (A) et A ⊆ G en-
traînent B ⊆ G, ou encore B ⊆ ϕF (A) entraîne B ⊆ ϕG(A). On a donc
ϕF ≤ ϕG pour l’ordre d’exponentiation sur les applications dans 2P (E),
ce qui, d’après la proposition 3.24, entraîne G ⊆ F et, donc, F = G.
Toute famille de Moore appartient ainsi à l’image de 2(P (E))2 par s et on
a s(2(P (E))2) = si(2P (E)) = F.

Si D est une famille quelconque de parties de E, alors si(D) est la plus
petite famille de Moore contenant D, soit m(D).
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Enfin, le point (3) est directement conséquence de la définition 7.55 et
du fait que la relation a(R) (définie juste précédemment) est la plus petite
relation d’implication contenant R. ��

Le théorème précédent établit que l’ensemble F des familles de Moore
sur E (respectivement, l’ensemble I des relations d’implication sur P (E)) est
une famille de Moore sur P (E) (respectivement, sur (P (E))2). Les ensembles
ordonnés (F,⊆) et (I,⊆) sont des treillis duaux. Le minimum du treillis F est
la famille de Moore {E} réduite à un seul élément et son maximum est P (E).
Ses atomes sont les familles de Moore FA = {A,E}, pour tout A ⊂ E. Le
minimum du treillis I est la relation duale de l’inclusion sur P (E) (pourquoi ?)
et son maximum est i({E}) = (P (E))2.

Puisque le treillis F est celui des fermés par la fermeture m sur 2P (E),
la proposition 3.26, la définition 3.27 et leurs commentaires conduisent à la
première des deux expressions du supremum de ce treillis données ci-dessous,
la seconde étant facile à obtenir :

pour tous F ,F ′ ∈ F,F ∨ F ′ = m(F ∪ F ′) = {F ∩ F ′ : F ∈ F , F ′ ∈ F ′}

Ces expressions du supremum dans le treillis F permettent une preuve ai-
sée de la proposition suivante qui implique que toute famille de Moore est
supremum d’atomes. Comme précédemment, IF désigne l’ensemble des élé-
ments inf-irréductibles du treillis F , i.e. les parties qui sont dans F et qui ne
s’obtiennent pas comme intersection d’autres éléments de F .

Proposition 7.61 Soient F une famille de Moore sur un ensemble E et D
une partie de F \ {E}. Alors l’égalité F =

∨
{FD : D ∈ D} dans le treillis F

est équivalente à l’inclusion IF ⊆ D.

Preuve. Si D est une partie de F \ {E}, on a m(D) = m(D ∪ {E}) =
m(

⋃
{{D, E} : D ∈ D}) =

∨
{FD : D ∈ D}, la dernière de ces égalités

résultant de la première expression ci-dessus du supremum dans F. Alors, si
D contient IF , on a bien, d’après la seconde expression ci-dessus du supre-
mum, m(D) =

∨
{FD : D ∈ D} = F . A l’opposé, s’il existe un inf-irréductible

A de F qui n’appartient pas à D, alors A ne peut être obtenu comme inter-
section d’autres éléments de F , donc de D, et A n’appartient pas à la famille
de Moore

∨
{FD : D ∈ D}, qui ne peut être égale à F . ��

Puisque, d’après cette proposition, toute famille de Moore s’obtient comme
supremum d’atomes, le treillis F est atomistique (définition 3.13). De plus,
toute famille de Moore F admet une représentation par sup-irréductibles mi-
nimale unique correspondant à D = IF , ce qui entraîne que le treillis F est
inférieurement localement distributif (voir page 162). Précisément, il s’agit
d’une géométrie convexe (voir la fin de la section 5.6). La relation de couver-
ture dans F se caractérise simplement :
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Proposition 7.62 Soient F et G deux familles de Moore sur un ensemble
E. Alors, G couvre F dans le treillis F si et seulement si il existe un inf-
irréductible A de G avec G = F + {A}.

Preuve. Supposons qu’il existe une partie A de E telle que G est égale à
F + {A}. Alors, on a A ∈ IG , sinon F n’est pas stable pour l’intersection,
tandis que G couvre F dans le treillis F puisque les deux familles ne diffèrent
que par un élément.

Supposons que G couvre F dans le treillis F et qu’il existe deux parties A
et A′ de E vérifiant {A,A′} ⊆ G \ F .

Supposons que G couvre F dans le treillis F et qu’il existe deux parties A
et A′ de E vérifiant {A,A′} ⊆ G\F . Dans F, on a alors G = F∨FA = F∨FA′ ,
ce qui entraîne qu’il existe deux éléments G et G′ de F avec A = G ∩ A′ et
A′ = G′ ∩A, d’où A′ = G ∩G′ ∩A′. Donc A′ ⊆ G et A = G ∩A′ = A′. ��

Aux sup-irréductibles du treillis F, i.e. à ses atomes, correspondent par
l’application i les inf-irréductibles du treillis dual I, i.e. ses coatomes. Ceux-ci
sont caractérisés dans l’exercice 7.24. Par dualité avec F, le treillis I est supé-
rieurement localement distributif, ce qui entraîne notamment que toute rela-
tion d’implication a une unique représentation minimale par inf-irréductibles.

Remarque 7.63 Soient E un ensemble et R une relation sur P (E). La ferme-
ture is(R) est l’intersection des relations d’implication contenant R, et donc
l’intersection de tous les inf-irréductibles du treillis I qui contiennent R.

Dans ce qui suit, nous revenons aux représentations d’une relation
d’implication is(R) comme supremum d’un ensemble d’éléments du treillis
I et, en particulier, aux représentations par des bases, la notion de base étant
définie ci-dessous. Nous commençons par énoncer un lemme.

Lemme 7.64 Soient A et B deux parties d’un ensemble E :
1. La famille de parties FA,B = {F ⊆ E : A �⊆ F ou B ⊆ F} est une

famille de Moore et la relation [A −→ B] = {(C,D) ∈ P (E)2 : C �⊆ A
ou D ⊆ B} est une relation d’implication. On a FA,B = s({(A,B)}) et
[A −→ B] = i(FA,B) = is({(A,B)}).

2. Pour toute relation R sur P (E), on a is(R) =
∨
{[A −→ B], (A,B) ∈ R}.

3. G = {[A −→ B] : A,B ⊆ E} est une partie sup-génératrice du treillis I

des relations d’implications.

Preuve. Le point (1) est sans difficulté, à partir des définitions des applications
i et s et du théorème 7.60.

Pour le point (2), considérons une relation R sur P (E). On note d’abord
que, puisque is est une fermeture sur 2(P (E))2 (en conséquence du théorème
7.60), on a, pour tout couple (A,B) ∈ R, is({(A,B)}) = [A −→ B] ⊆ is(R).
On en déduit l’inclusion

∨
{[A −→ B] : (A,B) ∈ R} ⊆ is(R), où le supremum



7.4 Analyse galoisienne des données : fermetures et implications 247

est celui du treillis I. On a aussi (A,B) ∈ is({(A,B)}) = [A −→ B], d’où
R ⊆

⋃
{[A −→ B] : (A,B) ∈ R} ⊆

∨
{[A −→ B] : (A,B) ∈ R}, et donc,

ce dernier élément étant un fermé de is, is(R) ⊆ is(
∨
{[A −→ B] : (A,B) ∈

R}) =
∨
{[A −→ B] : (A,B) ∈ R}. On a finalement bien l’égalité annoncée

par le point (2).
En prenant pour R un élément de I on a alors R = is(R) =

∨
{[A −→ B] :

(A,B) ∈ R}. Toute relation d’implication s’obtient donc comme supremum
d’éléments de la partie G de I, ce qui est le point (3) du lemme. ��

Définition 7.65 Pour une relation d’implication I, nous disons que la rela-
tion R est une base de I si is(R) = I et si R est minimale pour l’inclusion
avec cette propriété.

Pour une famille de Moore F , nous disons que la relation R est une base
d’implications de F (ou de la fermeture associée ϕF ) si R est une base de la
relation i(F) (ou, de façon équivalente, si s(R) = F).

Autrement dit, la relation R est une base d’une relation d’implication I
si I est la plus petite relation d’implication contenant R et si la fermeture
is(R′) de toute sous-relation R′ de R est strictement contenue dans I. De
même une base d’implication d’une famille de Moore F – ou de la fermeture
ϕF associée – est un ensemble minimal d’implications qui engendre F (par
l’application s). Il résulte du point (2) du lemme 7.64 et du corollaire 3.12
que l’ensemble G des implications de la forme [A −→ B] contient les sup-
irréductibles de I (que l’exercice 7.24 propose de caractériser). Il est alors clair
que toute représentation minimale d’une relation d’implication I par des sup-
irréductibles de I correspond à une base de I. Cependant le point important
est que I ou F admettent aussi des bases qui ne sont pas composées de sup-
irréductibles de I et qui comportent en général moins d’implications. Il en est
ainsi de la base dite base canonique de Guigues–Duquenne. Elle est associée à
toute relation d’implication I ainsi qu’à la famille de Moore correspondante
F = s(I) (elle est aussi associée à toute famille D telle que m(D) = F). Dans
la suite nous la notons KF .

Nous savons par la proposition 7.62 à quelle condition une partie de E peut
être ôtée d’une famille de Moore F sans sortir de l’ensemble F. Les définitions
suivantes, qui portent sur les ajouts possibles, vont permettre de caractériser
au théorème 7.69 la base de Guigues–Duquenne et d’expliciter à la proposition
7.70 en quoi elle est canonique. On reviendra sur l’importance de cette base
à la section 7.6.4 des compléments.

Définition 7.66 Soit F une famille de Moore sur un ensemble E. Une partie
Q de E est :

– un quasi-fermé de F si Q �∈ F et F + {Q} ∈ F ,
– un F -quasi-fermé de F si Q est un quasi-fermé de F et ϕF (Q) = F ,
– une partie F -critique de F si Q est un F -quasi-fermé de F et est mini-

male avec cette propriété,
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∅
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1

1234

– 34-quasi-fermé : 4
– 1234-quasi-fermés : 12, 13, 134, 23, 234

– Base canonique de F :
{4 −→F 3, 12 −→F 34, 13 −→F 24, 23 −→F 14}

– Critiques : 4, 12, 13, 23

Fig. 7.10. Une famille de Moore F , ses quasi-fermés, ses critiques, et sa base
canonique d’implications.

– une partie critique de F si Q est F -critique pour un F ∈ F .
On note CF l’ensemble des parties critiques de F . La base canonique d’im-

plications (de Guigues-Duquenne) de F est la relation KF = {(Q,ϕF(Q) \
Q) : Q ∈ CF}, qui s’écrit aussi comme l’ensemble d’implications KF =
{Q −→F ϕF (Q) \Q : Q ∈ CF}.

On notera qu’une partie Q �∈ F est un quasi-fermé de F si, pour tout
F ∈ F , Q∩F ∈ F +{Q}, ce qui peut encore s’écrire m(F +{Q}) = F +{Q}.

Les définitions précédentes sont illustrées sur la famille de Moore F repré-
sentée à la figure 7.10. Ces définitions s’étendent immédiatement à une famille
quelconque D de parties de E en remplaçant F par m(D). L’exercice 7.25,
qui associe des bases particulières à toute base d’implications de F , permet
de remplacer éventuellement les implications de la forme Q −→F ϕF (Q) \Q
par celles de la forme Q −→F ϕF (Q). Notons que cette formulation générale
plus simple correspond en fait à des implications en partie tautologiques, les
éléments de Q y étant répétés dans leur partie droite.

L’existence de quasi-fermés, et donc aussi de parties critiques, pour toute
famille de Moore F sur E non maximale dans le treillis F (c’est-à-dire diffé-
rente de P (E)) est assurée par la définition 7.66 et la proposition 7.62. En
effet, dans ce cas, F est couverte par G = F+{Q}, où Q est un quasi-fermé de
F et un inf-irréductible de G. L’exercice 7.26 permet de reconnaître certaines
de ces parties critiques.

Exemple 7.67 Reprenons la famille de Moore F de l’exemple 7.54. L’en-
semble Q des quasi-fermés de F est donné par :

Q = {M,DG,DU,GP,GU, PU,GHP,GHU,GPU,HPU,DGHM,DGHP,

DGHU,DHMP,DHMU,DHPU,GHPU,DGHMP,DGHMU,

DGHPU,DGMPU,DHMPU}

La partie {D,G} de E est un quasi-fermé de F puisque l’intersection de
tout fermé de F avec DG appartient à {∅, D,G,DG}. Ce n’est pas le cas de
la partie GM puisque son intersection avec le fermé DM est M , qui n’est pas
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un fermé. Le lecteur pourra, à l’instar des auteurs et s’il est patient, vérifier la
liste des quasi-fermés donnée ci-dessus. D’autre part, il vérifiera aisément que
ϕF (M) = DM , ϕF (DG) = DGH , ϕF (DU) = DHU , et ϕF (Q) = E dans
tous les autres cas. En appliquant les définitions ci-dessus, on voit que M est
DM -critique, DG est DGH-critique, DU est DHU -critique, tandis que GP ,
GU , PU , DGHM , DHMP et DHMU sont E-critiques. La base canonique
d’implications KF de F comprend donc les neuf implications suivantes :

M −→F D DG −→F H DU −→F H
GP −→F DHMU GU −→F DHMP PU −→F DGHM
DHMU −→F GP DHMP −→F GU DGHM −→F PU

On notera que les six dernières forment trois couples d’implications réci-
proques : par exemple, GP (possession de chèvre et de poule de race) implique
DHMU (possession de canard, de canard de Manille, de poule de Bantam et
de buffle), et réciproquement. Les six termes de gauche de ces implications
sont les ensembles minimaux dont la présence assure celle de toutes les espèces
du cheptel.

La justification de l’appellation « base canonique »comporte deux parties.
Le théorème suivant établit que l’ensemble d’implications KF défini précé-
demment est bien, au sens de la définition 7.65, une base d’implications de la
famille de Moore F . Nous précisons ensuite en quoi cette base est canonique,
en renvoyant cette fois à la littérature pour les démonstrations. Nous com-
mençons par la proposition suivante, liée à plusieurs résultats de cette section
(proposition 7.62, exercice 7.26), et qui sert à la preuve du théorème.

Proposition 7.68 Soient F et G deux familles de Moore sur un ensemble E,
avec F ⊂ G, et soit A un élément de G \ F .
1. Si A est minimal pour l’inclusion dans G \ F , alors A est un quasi-fermé

de F .
2. Si A est maximal pour l’inclusion dans G\F , alors A est un inf-irréductible

du treillis (G,⊆).

Preuve. (1) Soit A un élément minimal de G \ F , que nous supposons ne pas
être un quasi-fermé de F . Il existe donc un fermé F de F tel que A ∩ F �∈
F + {A}. On a donc A ∩ F ⊂ A mais, puisque A ∩ F ∈ G \ F , on obtient une
contradiction avec la minimalité de A.

(2) Si A est un élément maximal de G \F et si A n’est pas inf-irréductible
dans (G,⊆), il existe G,G′ ∈ G avec A = G ∩ G′, A ⊂ G et A ⊂ G′. Avec
l’hypothèse de maximalité de A, ceci entraîne G,G′ ∈ F et donc A ∈ F , une
contradiction. ��

Théorème 7.69 Soient F une famille de Moore sur un ensemble E et CF
l’ensemble des parties critiques de F . Alors, la relation KF = {(Q,ϕF(Q) \
Q) : Q ∈ CF} sur P (E) constitue une base d’implications de F .
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Preuve. La relation KF est une base d’implications de F si s(KF) = F , où
s est l’opérateur de saturation de la définition 7.59 et si F est minimal pour
cette égalité.

Montrons d’abord l’égalité, c’est-à-dire {F ⊆ E : (A,B) ∈ KF et A ⊆ F
impliquent B ⊆ F} = F . L’inclusion F ⊆ s(KF) s’obtient en notant d’abord
que, par définition, toute implication Q −→ ϕF (Q) \Q de KF appartient à la
relation i(F). On a donc KF ⊆ i(F), d’où F = m(F) = si(F) ⊆ s(KF ) (la
première égalité provient de ce que F est une famille de Moore, et est donc
un fermé de m, la seconde du point (2) du théorème 7.60, et l’inclusion de
l’antitonie de l’application s, qui provient du point (1) de ce même théorème).
Montrons que cette inclusion est en fait une égalité, c’est-à-dire que toute
partie A de E qui est dans s(KF) est aussi dans F . Pour cela, commençons par
caractériser les parties A ∈ s(KF). D’après les propriétés des correspondances
de Galois (point (1) du théorème 3.38), on a s(KF) = sis(KF). L’expression
is(KF) =

∨
{[Q −→ ϕF (Q) \ Q] : Q ∈ CF} rencontrée plus haut (dans le

lemme 7.64) entraîne, puisque la restriction de s à I est un anti-isomorphisme
entre les treillis I et F, s(KF) =

⋂
{s([Q −→ ϕF (Q) \ Q]) : Q ∈ CF} =⋂

{FQ,ϕF(Q)\Q : Q ∈ CF}. Autrement dit, une partie A de E appartient à
s(KF) si et seulement si, pour tout Q ∈ CF , elle vérifie la propriété [Q �⊆ A ou
ϕF (Q) \Q ⊆ A], qui s’écrit aussi, plus simplement, [Q �⊆ A ou ϕF(Q) ⊆ A].
Supposons F ⊂ s(KF) et considérons une partie Q minimale dans s(KF)\F .
D’après la proposition 7.68,Q est un quasi-fermé de F . Mais alors, il existe une
partie critique Q′ ∈ CF pour laquelle on a Q′ ⊆ Q et Q ⊂ ϕF (Q′) = ϕF (Q),
ce qui contredit l’hypothèse d’appartenance de Q à s(KF). On a donc bien
F = s(KF ).

Montrons enfin que la relation KF est minimale pour l’égalité s(KF = F ,
ce qui achèvera la preuve. On doit donc montrer que, pour tout Q ∈ CF ,
on a F ⊂ s(KF \ {(Q,ϕF(Q) \ Q)}) =

⋂
{FQ′,ϕF (Q′)\Q′ : Q′ ∈ CF \ {Q}}.

C’est bien le cas car on a Q ∈ s(KF \ {(Q,ϕF(Q) \ Q)}) = {F : Q′ �⊆ F
ou ϕF (Q′) \ Q′ ⊆ F}, alors que Q n’est pas un élément de F . En effet, soit
Q′ ∈ CF \ {Q}. Si Q′ �⊆ Q, alors Q ∈ FQ′,ϕF (Q′)\Q′ . Sinon, Q étant quasi-
fermé, Q ∩ ϕF (Q′) ∈ {Q} ∪ F . Or Q ∩ ϕF (Q′) = Q impliquerait Q ⊂ ϕF (Q′)
d’où ϕF (Q′) = ϕF (Q), ce qui est impossible. Donc Q′ ⊂ Q ∩ ϕF(Q′) ∈ F et,
par conséquent, ϕF (Q′) = Q ∩ ϕF (Q′), c’est-à-dire ϕF (Q′) ⊂ Q. ��

Pour terminer cette section, nous énonçons une propriété de la base cano-
nique d’implications KF d’une famille de Moore F , qui entraîne notamment
le fait qu’elle est de cardinal minimum parmi toutes les bases d’implications
de F , et que, de plus, toutes les bases d’implications de même cardinal sont
liées à KF . Pour ce faire, nous donnons une version simplifiée du théorème 51
de Caspard et Monjardet (2001) et nous en omettons la preuve. On pourra se
reporter à cet article pour un énoncé complet, caractérisant les bases d’impli-
cations de F , avec sa preuve. On y trouvera aussi des références et une revue
des variantes terminologiques de la littérature.
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Proposition 7.70 Soient F une famille de Moore sur un ensemble E et R =
{(A1, B1), ..., (Ar , Br)} une base d’implications de F . Alors, pour tout i =
1, ..., r, il existe une unique partie critique Ci ∈ CF telle que Ai ⊆ Ci.

Ainsi, on est assuré que toute relation R sur P (E) contenant une base
d’implications d’une famille de Moore F (c’est-à-dire telle que s(R) = F) est
de cardinal supérieur ou égal à celui de la base canonique KF . Ceci est vrai
même lorsque la base canonique d’implications de F est de taille relativement
importante comme pour les familles de l’exercice 7.29).

7.5 Ordonnancements

Le mot « ordonnancement » a plusieurs sens. Nous l’utilisons ici au sens
de son emploi en gestion et en recherche opérationelle où, de manière la plus
générale, il s’agit d’affecter temporellement des ressources permettant d’ef-
fectuer les tâches interdépendantes nécessaires à la réalisation de produits
ou projets. Plus précisément, nous étudierons ici des problèmes du type sui-
vant : afin d’effectuer un certain travail, on dispose d’un certain nombre de
ressources (processeurs, machines, etc.) pour réaliser des tâches dont certaines
doivent être achevées avant que d’autres puissent commencer ; il s’agit alors
de trouver une affectation temporelle des ressources aux tâches, optimale par
rapport à un certain critère. Ce type de problème comporte de multiples va-
riantes, pour lesquelles on a à rechercher des algorithmes d’obtention d’une
solution optimale et à étudier leur complexité. Dans les compléments de cette
section ainsi que dans l’annexe A, nous donnerons quelques références géné-
rales sur ces problèmes d’ordonnancement et la complexité des algorithmes
les résolvant. Mais dans cette section, où il s’agit seulement de montrer les
aspects ordinaux de certains de ces problèmes, nous nous limiterons à présen-
ter trois d’entre eux, simples mais classiques. Que ces problèmes comportent
une dimension ordinale est évident, dès lors que les contraintes de précédence
entre les tâches induisent un ordre strict (le plus souvent partiel) sur icelles.
Toutefois notre troisième problème illustrera un cas où, bien qu’il n’existe pas
de telles contraintes, on sera amené à considérer un ordre et ses extensions
linéaires. Dans les deux premiers problèmes que nous allons traiter, les hypo-
thèses de base concernant les tâches et les machines sont que les tâches ne
sont pas morcelables, que chaque machine ne peut réaliser qu’une tâche à la
fois et qu’elle l’effectue sans interruption.

Dans cette section, tous les ensembles ordonnés considérés le sont stricte-
ment et le terme ordre désignera toujours un ordre strict.

7.5.1 Problème d’ordonnancement à 1 machine

Nous considérons d’abord la variante la plus simple de ce problème où le
modèle mathématique considéré est le suivant :



252 7 Quelques usages

– un ensemble ordonné P = (X,<), où X = {x, y, z, ...} est l’ensemble des
n tâches à effectuer et < l’ordre sur ces tâches donné par des contraintes
de précédences : x < y si la tâche y ne peut commencer qu’une fois la
tâche x terminée ;

– une machine utilisée pour la réalisation des tâches.
Dans ce problème, les divers ordres possibles pour l’exécution de l’ensemble

des tâches sont donc toutes les extensions linéaires de P . On suppose qu’à
chacune de ces extensions linéaires est associé un coût. Le problème est alors
de déterminer une extension linéaire de coût minimal.

Supposons, par exemple, que réaliser la tâche y juste après la tâche x,
lorsque x et y sont incomparables dans l’ordre de précédence des tâches, a
un certain coût c(x, y). Dans une extension linéaire de P contenant le couple
(x, y), ce couple constitue alors un saut (chapitre 1, définition 1.32) et le coût
de cette extension est la somme des coûts de ses sauts. Si on suppose de plus
que le coût d’un saut est constant, on obtient le problème de trouver une
extension linéaire minimisant le nombre de sauts. Ce dernier problème est
connu pour être NP-difficile, mais il peut devenir polynomial pour certaines
classes d’ordres (cf. l’annexe A). On a, a fortiori, les mêmes constats pour le
problème de minimiser la somme des coûts des sauts.

On apporte maintenant plusieurs précisions au modèle d’un ensemble muni
d’un ordre de précédence sur des tâches à effectuer sur une seule machine. A
une tâche x sont associés sa durée d’exécution t(x) et un poids p(x). Soit
un ordonnancement possible des tâches, c’est-à-dire une extension linéaire
L = x1...xi...xn de leur ordre de précédence. La tâche xi est donc terminée
au temps d(xi) = Σj≤it(j). On associe alors à l’ordre total L la quantité
D(L) = Σn

i=1p(xi)d(xi), appelée le délai moyen pondéré. Le problème est alors
de trouver une extension linéaire de l’ordre de précédence, minimisant cette
quantité. Ce problème d’optimisation est en général très difficile (NP-difficile
au sens de l’annexe A). On peut toutefois le résoudre pour certaines classes
d’ordres, telle la classe des ordres série-parallèles. On trouvera ces résultats à
la section A.2.3 de l’annexe A.

7.5.2 Problème d’ordonnancement à m machines

Le modèle mathématique considéré est le suivant :
– un ensemble ordonné P = (X,<), où X = {x, y, z, ...} est l’ensemble des
n tâches à effectuer et < l’ordre sur ces tâches donné par des contraintes
de précédences : x < y si la tâche y ne peut commencer qu’une fois la
tâche x terminée ;

– un ensemble I = {1, 2, ...,m} de m machines parallèles et identiques
utilisées pour la réalisation des tâches.

Dire que les machines sont parallèles et identiques signifie que chacune
d’elles peut traiter chacune des tâches dans le même temps. Le temps est
mesuré par un entier (positif) et, pour simplifier l’exposé, on supposera ici
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que toutes les tâches ont la même durée d’exécution que l’on prend égale à
une unité de temps, soit 1.

La notion d’ordonnancement dans un tel modèle est alors formalisée par
la définition suivante :

Définition 7.71 Soient P = (X,<) un ensemble ordonné (de tâches) et I =
{1, 2, ...,m} un ensemble (de machines). Un m-ordonnancement de P est une
application f = (f1, f2) de P dans le produit direct {1, 2, ...,m}×N, telle que
l’application f2 est strictement isotone (i.e. x < y implique f2(x) < f2(y)).

Cette définition s’interprète ainsi : l’application f1 est celle qui affecte une
tâche à une machine : f1(x) = i si la tâche x est affectée à la machine i.

L’application f2 est celle mesurant la durée d’exécution : f2(x) = p si
la tâche x est effectuée pendant la p-ième unité de temps. Le fait que cette
application doit être isotone est la traduction des contraintes de précédence
entre les tâches.

Exemple 7.72 L’ensemble X des tâches est {a, b, c, d, e, f, g} et l’ordre de
précédence entre elles est donné par le diagramme de la figure 7.11(a). On
dispose de deux machines. Un 2-ordonnancement est donné par le tableau
de la figure 7.11(b) : la première machine effectue successivement les tâches
a, c, e, g, la seconde les tâches b, d, f . Un tel tableau s’appelle un tableau (ou
un diagramme) de Gandt.

Le critère choisi pour déterminer un ordonnancement optimal est celui
de la durée totale d’exécution des n tâches, soit max{f2(x), x ∈ P}, noté
Cmax(f). On définit donc un « problème m-ordonnancement » de la façon
suivante :

e

cba

d

f

g

(a) (b)

1 30 2 4

a

b

c

d

e

f

gM1

M2

Fig. 7.11. (a) Un ensemble ordonné P de tâches et (b) un 2-ordonnancement de P .
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Définition 7.73 Pour un ensemble ordonné P donné, le problème m-
ordonnancement consiste à minimiser la quantité Cmax(f) = max{f2(x), x ∈
P} sur tous les m-ordonnancements f de P .

Nous allons d’abord donner diverses traductions de ce problème en présen-
tant plusieurs équivalences de la notion de m-ordonnancement. Nous utilisons
les notions d’ordre fort (strict, cf. la proposition 7.4), de largeur, d’étendue et
d’extension d’un ensemble ordonné (définitions 1.30 et 1.31) et le treillis des
parties commençantes d’un tel ensemble (théorème 5.6).

Proposition 7.74 Soit P = (X,<) un ensemble ordonné et k un entier. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
1. P admet un m-ordonnancement de durée d’exécution k,
2. l’ordre de P admet comme extension un ordre fort de largeur au plus m

et d’étendue k,
3. il existe dans le treillis C(P ) des parties commençantes de P une chaîne

étendue de longueur k, ∅ = C0 ⊂ C1 ⊂ ... ⊂ Ck = X, telle que, pour
tout i = 1, 2..., k, l’ensemble Ai = Ci \Ci−1 comporte au plus m éléments
maximaux de Ci.

Preuve. Il est d’abord clair qu’un m-ordonnancement f = (f1, f2) étant
donné, l’application f2 induit un ordre fort O contenant l’ordre de P et défini
par xOy si et seulement si f2(x) < f2(y) (cf. la proposition 7.4) ; une anti-
chaîne de cet ordre correspondant à un ensemble de t tâches incomparables
dans l’ordre de précédence des tâches et donc pouvant être affectées simul-
tanément à t machines différentes, cette antichaîne est de taille au plus m ;
l’ordre étant fort, le nombre de ces antichaînes est la durée d’exécution de
toutes les tâches, soit l’entier k.

Réciproquement, soit O un ordre fort extension de P , de largeur au plus
m et d’étendue k. D’après la proposition 7.4, il s’écrit comme une somme
ordinale A1 ⊕ A2 ⊕ ... ⊕ Ak de k antichaînes, chacune de taille au plus m.
Posons Ai = {xi1, ..., xiqi} avec 1 ≤ qi ≤ m. On réalise un m-ordonnancement
f = (f1, f2) en posant, pour tous i = 1, 2, ..., k et j = 1, 2..., q, f1(xij) = j et
f2(xij) = i. On a donc montré l’équivalence des points (1) et (2).

Pour l’équivalence entre les points (2) et (3), on sait (cf. la remarque 5.32)
que les ordres forts d’étendue k qui sont des extensions de l’ordre de P sont
en correspondance bijective avec les chaînes étendues de longueur k du treillis
des parties commençantes de P . Dans cette correspondance, Ai = Ci \ Ci−1

(i = 1, ..., k) est l’antichaîne de rang i de l’ordre fort, d’où l’on déduit la
deuxième condition de (3). ��

Il résulte de cette proposition que le problème de chercher un m-
ordonnancement de P minimisant la durée d’exécution se ramène à la re-
cherche dans le treillis des parties commençantes de P d’une chaîne étendue
∅ = C0 ⊂ C1 ⊂ ... ⊂ Ck = X telle que, pour tout i = 1, 2, ..., k, l’ensemble
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Ai = Ci \ Ci−1 comporte au plus m éléments maximaux de Ci et dont la
longueur k soit minimale.

On peut encore poser ce problème en termes de graphes. L’ensemble or-
donné P = (X,<) étant donné, on construit le graphe orienté Gm(P ) dont
les sommets sont les parties commençantes de P et les arcs les couples (C,C′)
de parties commençantes telles que C ⊂ C′ et C′ \ C comporte au plus m
éléments maximaux de C′. La recherche d’un m-ordonnancement optimal de
P se ramène alors à la recherche d’un plus court chemin de la partie ∅ à la
partie X dans le graphe Gm(P ).

Nous illustrons cette procédure sur l’exemple 7.72 précédent où m = 2. Le
treillis des parties commençantes pour l’ensemble ordonné P de cet exemple
(figure 7.11) est représenté à la figure 7.12(a). Dans ce treillis, il suffit de
construire le graphe G′

2(P ), appelé la « partie utile » du graphe G2(P ) et
défini comme suit : partant d’un sommet retenu C (qui au départ est la partie
vide), on retient tous les sommets C′ et tous les arcs (C,C′) où C′ est une
partie commençante de la forme C+D avec D une antichaîne de cardinalité 2
ou maximale de cardinalité 1. A la figure 7.12(a), on a représenté cette partie
utile de G2(P ) par des arcs en pointillés reliant les parties commençantes
retenues, ou des flèches sur les arcs de couverture utilisés. On voit sur cette
figure qu’il existe dans ce graphe trois chemins de la partie ∅ à la partieX , dont
un de longueur 5 et deux de longueur 4, ces deux derniers correspondant donc
à deux 2-ordonnancements optimaux pour P . La figure 7.11(b) montre l’un de
ces deux ordonnancements, qui correspond au premier ordre fort représenté à
la figure 7.12(b). Le second ordre fort représenté sur cette figure correspond
quant à lui au chemin de longueur 5 dans G′

2(P ) et donc à un ordonnancement
non optimal.

Les résultats précédents permettent d’obtenir des résultats de complexité.
Puisque la recherche d’un plus court chemin dans un graphe peut se faire en
temps polynomial, il en sera de même de la recherche d’un m-ordonnancement
optimal de P , dès lors que la construction de Gm(P ) pourra elle-même se faire
en temps polynomial. En particulier, puisque le nombre d’antichaînes – et donc
de parties commençantes – d’un ensemble ordonné de cardinal n et de largeur
au plus � est borné par n	 (pourquoi ?), on obtient le résultat suivant :

Corollaire 7.75 Pour un entier � fixé, le problème m-ordonnancement (m ≤
�), restreint à la classe des ensembles ordonnés dont la largeur est au plus �,
est résoluble en temps polynomial.

7.5.3 Problème d’ordonnancement à 2 étapes (et 2 machines)

Dans ce problème, les tâches à réaliser doivent être effectuées en deux
étapes sur deux machines différentes. La machineM exécute la première partie
de la tâche xi en un temps ti et la machineM ′ la seconde partie en un temps t′i,
qui ne peut commencer qu’après la fin de l’exécution de la première partie sur
M . Contrairement aux problèmes précédents, on ne suppose pas ici l’existence
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Fig. 7.12. (a) Le treillis C(P ) et le graphe G′
2(P ) pour l’ensemble ordonné P de la

figure 7.11 ; (b) deux ordres forts de largeur 2, extensions de P .

de contraintes de précédence entre les tâches, mais l’on suppose toujours que
chaque machine ne peut réaliser qu’une (partie de) tâche à la fois et qu’elle
l’effectue sans interruption.

Le modèle mathématique est le suivant :
– un ensemble X = {x1, x2, ..., xn} de n tâches à effectuer,
– une application f de X dans le produit direct R

+×R
+ : f(xi) = (ti, t′i),

où ti (respectivement, t′i) est le temps d’exécution de xi sur la machine
M (respectivement, la machine M ′).

Le problème consiste à trouver un ordonnancement optimal des tâches,
c’est-à-dire un ordonnancement minimisant la durée totale d’exécution, no-
tée T .

Ici, un ordonnancement se traduit par la donnée d’un couple (L,L′)
d’ordres totaux sur X : la machine M effectue les premières parties des tâches
dans l’ordre de L, la machine M ′ les secondes dans l’ordre de L′.

Une première remarque est qu’on peut toujours obtenir un ordonnance-
ment optimal de la forme (L,L). Considérons en effet l’ordre total L écrit sous
la forme d’une permutation x1x2...xn de X et le début x1x2...xixj de l’ordre
total L′ jusqu’à l’élément xj (j > i+ 1), où il diffère du premier (pour ne pas
alourdir inutilement les notations, xi désigne dans ces ordres la première ou la
seconde partie de la tâche). Ceci implique que xj et xi+1 ont déjà été effectuées
sur M . Modifions L′ en intercalant xi+1 entre xi et xj et en effectuant sur
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Tableau 7.7. Minimums des temps d’exécution.

min(ti, t
′
j) t′1 = 3 t′2 = 5 t′3 = 2 t′4 = 3

t1 = 1 1 1 1
t2 = 4 3 2 3
t3 = 2 2 2 2
t4 = 4 3 4 2

0 1 3 4 6 7 11 12 15

x1

x2

M

M ′ x4

x4x2x3

x1 x3

Fig. 7.13. Diagramme de Gandt d’un ordonnancement optimal sur les tâches
x1, x2, x3, x4.

M ′ les tâches restantes le plus tôt possible. Alors, la durée totale d’exécution
ne peut être augmentée (le lecteur s’en convaincra aisément au moyen d’un
dessin).

Désormais, on cherche donc un ordonnancement optimal donné par un
ordre total L sur X . La machine M effectuera sans interruption les premières
parties des tâches en suivant l’ordre L, soit en un temps égal à Σn

i=1ti. La
machineM ′ effectuera la seconde partie d’une tâche dès que la première partie
aura été faite par M (donc, avec des interruptions possibles).

Exemple 7.76 La figure 7.13 illustre avec un diagramme de Gandt un tel
ordonnancement pour l’exemple suivant : on a X = {x1, x2, x3, x4} et les
temps d’exécution surM et surM ′ sont donnés dans les marges du tableau 7.7.

Intuitivement, on conçoit qu’on a intérêt à effectuer la tâche xi tôt si ti est
petit, et tard si t′i est grand. Plus précisément, on a le résultat suivant dont
la preuve – non trop difficile – est laissée en exercice (exercice 7.34).

Lemme 7.77 Soit x1...xk−1xk...xl...xn l’ordre L sur les tâches. Si la tâche
xl (l > k) vérifie tl ≤ min(tk, t′l), l’ordre L′ = x1...xk−1xlxk...xl−1xl+1...xn

obtenu en insérant xl entre xk−1 et xk a un temps d’exécution T ′ au plus égal
à T .

On considérera donc dans ce cas qu’on a intérêt à effectuer xl avant xk.
On a le même résultat si t′k ≤ min(tk, t′l). Ceci conduit à définir une relation
< sur l’ensemble X des tâches dont on montre qu’elle est un ordre strict.

Lemme 7.78 La relation < définie sur X par xi < xj si min(ti, t′j) <
min(tj, t′i) est un ordre strict.
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Preuve. La relation < est évidemment irréflexive. Pour montrer qu’elle est
transitive (donc, un ordre strict), il faut montrer que, si xi < xj et xj < xk,
donc min(ti, t′j) < min(tj, t′i) et min(tj , t′k) < min(tk, t′j), on a aussi xi < xk,
c’est-à-dire min(ti, t′k) < min(tk, t′i). On remarque d’abord qu’on ne peut
avoir t′j ≤ ti et tj ≤ t′k car, puisque xi < xj , la première inégalité impliquerait
t′j < tj et, puisque xj < xk, la seconde tj < t′j . On a donc trois cas possibles.
Considérons d’abord le cas où t′j ≤ ti et t′k < tj . On a donc t′j < min(tj , t′i)
et t′k < min(tk, t′j), d’où l’on déduit min(ti, t′k) = t′k < min(tk, t′i). Le cas où
ti < t′j et t′k ≤ tj se traite de manière analogue. Enfin, si ti < t′j et t′k < tj ,
on a ti < min(tj, t′i) et t′k < min(tk, t′j), d’où min(ti, t′k) < min(tk, t′i). ��

Appelons ordre de priorité (du problème à 2 étapes) l’ordre < défini ci-
dessus. Le lemme 7.77 implique alors que, si xl est après xk dans un ordre L
et avant ou incomparable à xk dans l’ordre de priorité, on peut modifier L
en insérant xl avant xk sans augmenter le temps d’exécution. On a alors le
résultat suivant :

Proposition 7.79 Toutes les extensions linéaires de l’ordre de priorité d’un
problème à 2 étapes sont des ordonnancements optimaux.

Preuve. Considérons un ordonnancement L quelconque. Si ce n’est pas une
extension linéaire de l’ordre de priorité<, il existe xi, xj avec xi < xj et xjLxi.
On peut alors faire la transformation du lemme 7.77, en mettant xi entre xj−1

et xj dans L, ce qui n’augmente pas le temps d’exécution. En itérant cette
opération, on obtient une extension linéaire de l’ordre de priorité qui n’accroît
pas le temps d’exécution. En particulier, si L est un ordonnancement optimal,
on obtient une extension linéaire de l’ordre de priorité, elle-même optimale.
De plus, il résulte du théorème 5.40 que toutes les extensions linéaires d’un
ordre s’obtiennent à partir de l’une d’elle par des commutations (échange
de deux éléments consécutifs). Comme de telles commutations opérées sur
l’extension linéaire optimale obtenue ne peuvent ni diminuer ni accroître (cf. le
lemme 7.77) le temps d’exécution, celui-ci reste optimal. ��

On peut remarquer que la réciproque de cette proposition est erronée. Il
peut exister des ordonnancements optimaux qui ne sont pas des extensions
linéaires de l’ordre de priorité. On en donne un exemple ci-dessous.

Exemple 7.80 On a X = {x1, x2, x3, x4}. Le tableau 7.7 donne les mini-
mums min(ti, t′j) des temps d’exécution. On en déduit l’ordre de priorité sur
X , qui est représenté à la figure 7.14. Cet ordre a trois extensions linéaires
x1x3x2x4, x1x2x3x4, x1x2x4x3, auxquelles correspondent trois ordonnance-
ments optimaux, de durée totale d’exécution 15. Le premier a été représenté
à la figure 7.13.

Si, dans cet exemple, la durée t′3 devient 1 au lieu de 2, on obtient un
ordre de priorité qui est l’ordre total x1x2x4x3, de durée totale d’éxecution
égale à 14. On peut vérifier que l’ordre x1x2x3x4 est aussi un ordonnancement
optimal.
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Fig. 7.14. L’ordre de priorité sur X.

L’exercice 7.35 décrit un algorithme simple permettant d’obtenir une ex-
tension linéaire de l’ordre de priorité sans avoir à construire explicitement cet
ordre.

7.6 Compléments et références

7.6.1 Modélisation des préférences

Comme nous l’avons déjà mentionné, les modèles ordinaux de préférences
décrits dans cette section sont utilisés dans de multiples domaines. Pour la
recherche opérationnelle, on pourra par exemple, se reporter aux textes de
l’« école francophone » d’aide à la décision (Bouyssou et Roy [74], 1993,
Bouyssou et Vincke [75], 1997, [76], 1998). Pour l’intelligence artificielle et
les bases de données, on peut consulter les sites des conférences spécialisées
dont celle tenue en 2006 (Multidisciplinary Workshop on Advances in Pre-
ference Handling, http ://www.mycosima.com/ecai2006-preferences ; cf.
également Chomicki [97], 2003).

Nous détaillons plus particulièrement ci-dessous les motivations variées qui
ont fait (re)découvrir maintes fois les ordres d’intervalles. C’est une longue his-
toire qui présente la particularité d’être discontinue. Cette histoire remonte au
début du siècle dernier quand, à Cambridge, le jeune mathématicien prodige
Norbert Wiener cherche à répondre à une question que lui a posée Bertrand
Russel : comment obtenir la notion d’instant de temps (ou de point sur une
droite) à partir de la notion de période de temps (ou d’intervalle sur une
droite) ? Dans son article de 1914 [425], Wiener définit une relation O de
« complete succession » par les deux conditions que O est irréflexive et satis-
fait OIO ⊆ O (ce qui est l’une des caractérisations des ordres d’intervalles
données à l’exercice 7.5). Deux papiers ultérieurs de Wiener (dont on trou-
vera l’essentiel du contenu traduit en notations modernes dans Fishburn et
Monjardet [163], 1992) contiennent des développements sur ces ordres. Ils sont
motivés par le projet de fonder une théorie valable de la mesure de quantités
comme la perception psychologique de la hauteur tonale, pour lesquelles on
peut seulement définir une relation de « différence juste perceptible » (jnd)
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introduite par les psychophysiciens de la fin du dix-neuvième siècle. Dans ce
cas, comme l’avait fait observer Poincaré, la relation d’indiscernabilité entre
deux quantités n’est plus une équivalence, puisqu’elle n’est pas nécessairement
transitive.

Dans les années trente du siècle dernier, des économistes comme Georgescu–
Roegen ou Armstrong remarquent un phénomène similaire pour les préfé-
rences : la relation d’indifférence peut ne pas être transitive. Et, 25 ans plus
tard, le souci de construire un modèle de préférence individuelle rendant
compte de cette intransitivité de l’indifférence conduit Luce [280] (1956) à
définir les quasi-ordres (qu’il dénomme « semiorders »). Alors que les papiers
de Wiener étaient pratiquement tombés dans l’oubli, les ordres d’intervalles
réapparaissent en 1970 dans un article de Fishburn [157] (1970) généralisant
les « semiorders » de Luce. Ils sont alors définis comme des relations O irré-
flexives vérifiant la condition que xOy et zOt impliquent xOt ou zOy.

Auparavant, pour un problème de génétique, Benzer avait considéré des
« graphes (non orientés) d’intervalles » dont on observa ensuite qu’ils étaient
exactement les complémentaires des graphes de comparabilité des ordres d’in-
tervalles (en effet, les sommets de ce graphe sont les éléments d’une famille
d’intervalles, deux intervalles étant reliés par une arête si leur intersection est
non vide).

Depuis, les ordres d’intervalles, les ordres quasi-forts, les graphes ou les
hypergraphes d’intervalles, ou les graphes d’indifférence (qui sont les complé-
mentaires des graphes de comparabilité des ordres quasi-forts) sont apparus
(ou réapparus, car leurs redécouvertes ont été nombreuses) dans de multiples
contextes de mathématiques « pures » ou « appliquées » et d’informatique : re-
présentations ensemblistes et numériques de graphes, estimation statistique,
sériation et archéologie, théorie de l’utilité en psychologie mathématique et
microéconomie, aide à la décision, ordonnancements, classification, logique
temporelle etc. De très nombreux résultats et références concernant ces struc-
tures peuvent être trouvés dans les ouvrages de Berge [41] (1970), Golumbic
[186] (1980), Mirkin et Rodin [297] (1984), Fishburn [161] (1985), Pirlot et
Vincke [340] (1997), Aleskerov, Bouyssou et Monjardet [7] (2007) ou encore
dans Monjardet ([307], 1978 et [310], 1988). Citons simplement un résultat in-
téressant notamment du point de vue de la reconnaissance algorithmique des
ordres d’intervalles. Considérons l’ordre strict < suivant entre les antichaînes
maximales d’un ordre O (à l’exercice 4.3 du chapitre 4, il a été montré que
l’ordre réflexif asssocié ≤ est un treillis) : A < A′ si, pour tout x dans A\A′, il
existe x′ dans A′ avec xOx′. On a alors qu’un ordre strict est un ordre d’inter-
valles si et seulement l’ordre < entre ses antichaînes maximales est un ordre
strictement total. De plus, le nombre des antichaînes maximales d’un ordre
d’intervalles est exactement le nombre de « marches » de son tableau en esca-
lier. Signalons aussi deux références de base pour les aspects algorithmiques
concernant ces structures, à savoir les deux synthèses de Möhring ([300], 1984
et [301], 1989). La propriété fondamentale pour des applications variées des
ordres d’intervalles (respectivement, des ordres quasi-forts, des ordres forts)
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est celle de leur représentation numérique avec seuil variable (respectivement,
seuil constant, seuil nul). Plusieurs classes d’ordres qui les généralisent au
moyen de propriétés portant sur ces représentations ont été étudiées et on en
trouvera une description synthétique dans Fishburn [162] (1997).

La notion de relation de Ferrers a été introduite par Riguet [357] en 1951,
le nom de Ferrers étant dû au lien avec le graphe de Ferrers–Sylvester associé à
une partition d’un entier. La représentation numérique associée n’est toutefois
pas mentionnée et la notion ne suscite guère d’intérêt. Mais, près de vingt ans
plus tard, Ducamp et Falmagne [130] (1969) motivés par l’étude de « l’échelle
de Gutmann » en analyse des questionnaires, définissent la notion correspon-
dante dans le cas d’une relation entre deux ensembles X et Y disjoints (et
non nécessairement finis) et donnent le résultat de représentation : il existe
deux fonctions f de X dans R et g de Y dans R telles que xRy si et seulement
si f(x) < g(y). Ce même résultat est obtenu indépendamment par Bouchet
([66], 1971 et [67], 1984) dans son étude des codages des relations binaires. Re-
baptisées parfois « biordres », les relations de Ferrers ou leurs généralisations
valuées (qui permettent, dans la théorie de la « consistance probabiliste », de
modéliser les préférences variables dans le temps d’un sujet) ont fait l’objet de
nombreux travaux, notamment à propos de la « dimension Ferrers » (ou « bidi-
mension ») d’une relation (cf. par exemple, Monjardet [305], 1976, Cogis [100]
et [101], 1982, Ducamp, Doignon et Falmagne [129], 1984 ou Doignon, Mon-
jardet, Roubens et Vincke [124], 1986 ainsi que le livre de Falmagne [150],
1985).

7.6.2 Agrégation des préférences : théorèmes arrowiens
pour ordres

Comme nous l’avons dit dans l’introduction de la section 7.2, le théorème
d’impossibilité démontré par Arrow a conduit à un développement considé-
rable de la théorie du choix social, dont on peut avoir une idée à partir, par
exemple, des ouvrages de Fishburn [158] (1973), Kelly [236] (1978), Moulin
[323] (1988) ou Aizerman et Aleskerov [6] (1995). Avant d’indiquer quelques-
uns de ces développements, précisons la différence entre notre théorème 7.29
(« Arrow pour les ordres totaux ») et le théorème d’Arrow proprement dit. Ce
dernier porte sur des fonctions d’agrégation des préférences (appelées « social
welfare functions » par Arrow) dont le domaine et le codomaine sont respec-
tivement l’ensemble des profils de préférences composés de préordres totaux
et l’ensemble des préordres totaux, ou, de façon équivalente (cf. la proposi-
tion 7.14), l’ensemble des profils d’ordres forts et l’ensemble des ordres forts.
Il ne caractérise pas les fonctions de cette nature qui sont indépendantes et
parétiennes (cette dernière propriété portant sur les préférences strictes). Il
dit seulement qu’il existe un dictateur, c’est-à-dire un votant qui impose sa
préférence stricte : si ce votant préfère strictement le candidat x au candi-
dat y, il en sera de même pour la collectivité. Par contre, si le dictateur est
indifférent entre ces deux candidats, le résultat collectif n’est pas déterminé.
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Pour qu’il le devienne, il faut renforcer un des axiomes, ce qui conduit par
exemple à obtenir une hiérarchie de dictateurs, dont chacun peut imposer une
préférence stricte collective si tous ses supérieurs dans la hiérarchie sont in-
différents. Si la preuve initiale donnée par Arrow à son théorème comportait
une erreur (rectifiée dans la seconde édition de son livre ([16], 1963), celui-ci
a maintenant de multiples preuves. Nous en mentionnons simplement deux
liées à des considérations ordinales. D’abord Leclerc ([268], 1991) a obtenu
une généralisation de ce théorème lorsque les préférences (individuelles et col-
lectives) sont des « préordres flous ». Ensuite, on peut obtenir ce théorème à
partir du théorème 7.29 qui le démontre dans le cas d’ordres totaux (cf. par
exemple, Monjardet [313], 2003) ; or, ce dernier théorème, qui caractérise des
projections, peut être obtenu à partir de résultats sur les ensembles ordonnés
projectifs (Pouzet [343], 1998), où un ensemble ordonné P est dit projectif si
toute application isotone et idempotente de Pn dans P est une projection.

Une partie des recherches motivées par le théorème d’Arrow a consisté
à éprouver sa robustesse en affaiblissant les conditions le rendant possible.
Comme nous l’avons montré dans la section 7.2 (cf. aussi Barthélemy [34],
1982), le fait de demander à la préférence collective d’être un ordre plutôt
qu’un ordre total ne suffit pas, puisqu’elle conduit à des fonctions oligar-
chiques d’agrégation des préférences. Si l’on affaiblit encore les exigences sur
la préférence collective, en lui demandant de ne pas comporter de circuits (ce
qui peut être considéré comme le niveau minimal de rationalité), les fonctions
trouvées continuent à n’être guère satisfaisantes, par exemple parce qu’elles
donnent des droits de veto à certains votants.

Une autre direction de recherche a consisté à affaiblir l’hypothèse selon la-
quelle la fonction d’agrégation des préférences doit fournir une préférence col-
lective pour n’importe quel profil possible de préférences individuelles. En fait,
si l’on restreint convenablement le domaine de ces profils, les procédures ma-
joritaires de Condorcet conduisent à une préférence collective transitive. On
est donc ainsi amené, en particulier, à rechercher des sous-ensembles « condor-
céens » de l’ensemble de tous les ordres totaux, i.e. des sous-ensembles C de
L tels que la relation majoritaire RMAJ (π) appliquée à tout profil π d’ordres
totaux pris dans C est sans circuit. C’est notamment le cas lorsque les ordres
totaux représentant les préférences des votants « respectent » un ordre total
« objectif » sur les candidats : si un votant préfère x à y et que dans l’ordre
objectif, y est préféré à z, alors il préfère aussi x à z. Il a été montré que ce
domaine condorcéen, défini par Black [53] (1958), est un cas particulier d’une
vaste classe d’ensembles condorcéens, qui sont tous des sous-treillis distribu-
tifs du treillis permutoèdre (cf. la section 5.6 du chapitre 5) qui conservent la
relation de couverture de ce treillis (Chameni-Nembua [94], 1989), Galambos
et Reiner [174], 2005). Un exemple de tel ensemble condorcéen, sous-treillis
distributif du treillis permutoèdre Σn, est donné à la figure 7.15 (il contient
45 ordres totaux, nombre dont il a été montré qu’il est le cardinal maximum
d’un ensemble condorcéen de Σ6). Ces ensembles condorcéens peuvent être
construits à partir d’une chaîne maximale du treillis permutoèdre (Abello
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[1], 1991) ou par des procédures ad hoc tels que le « alternating scheme »
(Fishburn [162], 1997). On trouvera dans Monjardet [315] [316] (2006, 2007)
des compléments et une vue d’ensemble sur ces résultats qui établissent un
autre lien entre la théorie du choix social et celle des ensembles ordonnés.
Fishburn [159] (1974) a initié un autre lien entre ces deux théories à propos
d’un problème voisin. On considère le profil π d’ordres totaux constitué par
l’ensemble L(P ) des extensions linéaires d’un ensemble ordonné P . La relation
majoritaire stricte RMAJ (π) appliquée à ce profil ne peut contenir un 3-circuit
que si la largeur α(P ) de P est au moins égale à 3 (pourquoi ?). Fishburn [159]
(1974) montre que, dès que le nombre n d’éléments de l’ensemble ordonné est
au moins égal à 31, on peut trouver un ensemble ordonné P de largeur 3 et
de longueur n− 3 tel que le profil L(P ) admette un 3-circuit. Ce qui signifie
que même pour des votants presque unanimes sur leurs préférences, la règle
majoritaire peut créer des circuits. Il a été aussi montré que le nombre mini-
mum d’éléments de P pour lequel un circuit peut apparaître est 9 (Ewacha,
Fishburn et Gehrlein [146], 1990).

Un autre apport de l’approche axiomatique introduite par Arrow en agré-
gation des préférences est de donner une base théorique au fait que toute
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procédure d’agrégation a des effets indésirables (dits souvent « paradoxaux »),
comme l’« effet Condorcet » pour la règle majoritaire, ou celui mis en évidence
à l’exercice 7.10 pour la règle de Borda. Dès lors, on s’est attaché à préciser les
caractéristiques des procédures possibles, notamment en les caractérisant par
un certain nombre de propriétés. C’est ainsi que l’on dispose, par exemple,
d’une caractérisation « axiomatique » de la règle de Borda (Young [434], 1974)
ou de la procédure des ordres médians considérée à l’exemple 1.24 (Young et
Levenglick [435], 1978). On avait alors signalé que cette dernière procédure
coïncide avec la règle majoritaire de Condorcet si les préférences des votants
ne sont pas totalement quelconques. En fait, c’est le cas si ces préférences ap-
partiennent à l’un des domaines condorcéens mentionnés ci-dessus, domaines
où la relation majoritaire ne peut avoir de circuits. En effet, un ordre (total)
L est un ordre médian d’un profil π = (L1, ..., Li, ..., Ln) d’ordres totaux s’il
maximise parmi tous les ordres totaux possibles la somme des accords qu’il
a avec eux, c’est-à-dire la quantité

∑
(y,x)∈L nπ(y, x). Dès lors, il est facile

de voir que, si la relation majoritaire associée au profil π est sans circuits,
tout ordre total la contenant est un ordre médian de ce profil. Le fait que
ces ensembles condorcéens d’ordres totaux puissent être munis d’une struc-
ture de treillis distributif est relié aux considérations de la section 7.6.3 sur les
liens entre irréductibles majoritaires et éléments médians dans les demi-treillis
à médianes (et, en particulier, dans les treillis distributifs). On trouvera un
exposé synthétique sur ces questions dans Hudry et al. [228], 2006).

Signalons enfin que l’approche axiomatique introduite par Arrow dans les
problèmes d’agrégation de préférences a été utilisée dans d’autres domaines,
par exemple, en analyse des données pour la recherche du consensus de plu-
sieurs classifications obtenues sur le même ensemble d’objets. Plusieurs résul-
tats, mettant souvent en jeu la structure ordinale de l’ensemble de ces objets,
et analogues au théorème d’Arrow, ont été ainsi montrés. Dès lors, il a été
possible de développer une théorie axiomatique ordinale (ou latticielle) du
consensus qui permet d’obtenir de manière unifiée de tels résultats (Monjar-
det [312], 1990, Leclerc et Monjardet [273], 1994). Cette théorie ainsi que
l’approche ordinale métrique sont évoquées à la section 7.3.

7.6.3 Les rôles des ordres en classification

Les quelques applications des ensembles ordonnés qui ont été décrites dans
cette section se situent dans le cadre de l’analyse combinatoire des données
(« combinatorial data analysis » selon Arabie [9], 1982), dont on trouvera une
revue – déjà datée – dans Guénoche et Monjardet [204] (1987). L’intérêt des
applications des ensembles ordonnés à la classification est apparu avec une ap-
proche axiomatique des problèmes d’ajustement due à Janowitz [229] (1978),
puis avec deux articles de synthèse (Barthélemy et al. [37] [38], 1984 et 1986).
Janowitz a notamment montré comment la théorie de la résiduation permet
de formaliser et de généraliser des méthodes d’ajustement bien connues en
classification, tandis que les articles de Barthélemy et al. donnent les premiers
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résultats issus de la formalisation ordinale des problèmes de comparaison et
de consensus de classifications. Plus récemment, Domenach et Leclerc [125]
[126] (2001, 2002) ont proposé une formalisation des problèmes d’ajustement,
sous des contraintes portant sur les données et sur les modèles, qui prolonge
celles étudiées par Janowitz [229] (1978) et Barthélémy et al. [37] (1984).

La distance de la différence symétrique dans un demi-treillis distributif est
caractérisée plus haut de plusieurs façons : à partir d’une pondération (uni-
taire) des sup-irréductibles, ou de la fonction de rang de T , ou des chemins
dans le graphe de voisinage de T . Chacune de ces caractérisations conduit
à définir une famille de métriques dans les ensembles ordonnés, les exercices
7.21 et 7.22 donnant un aperçu de certaines de ces généralisations. L’étude
des valuations et des métriques associées remonte, en théorie des treillis, aux
travaux de Glivenko [184] (1938). La revue de Monjardet [309] (1981) concerne
le cas plus général des ensembles ordonnés quelconques. L’intérêt pratique de
ces développements est bien illustré par le cas des partitions : pour la com-
paraison de celles-ci, diverses distances de type géodésique ont été proposées
(cf. Arabie et Boorman [10], 1973), mais, lorsque ces distances ne sont pas
associées à des valuations, le simple calcul de la distance entre deux partitions
peut être un problème NP-difficile (Day et Wells [114], 1984).

Les travaux sur l’agrégation (ou le consensus) de classifications ont eu pour
point de départ ceux sur l’agrégation des partitions. Celle-ci a été considérée,
notamment, en statistique où Régnier a proposé dès 1965 [354] de chercher des
partitions « centrales », c’est-à-dire médianes, au sens de la définition 7.38,
pour la distance de la différence symétrique. Mais, en relation avec le fait bien
connu que le treillis des partitions n’est pas distributif, l’obtention de ces mé-
dianes est un problème qui s’est ensuite révélé NP-difficile (cf. Barthélemy et
Leclerc [36], 1995, et l’annexe A). L’étude de l’agrégation des classifications
hiérarchiques s’est développée en taxonomie dans les années quatre-vingts, à
propos notamment de la reconstruction phylogénétique. Margush et McMorris
ont montré dès 1981 [286] que l’application de la règle majoritaire à un profil
de hiérarchies donne une hiérarchie médiane, unique si le profil est impair,
une propriété analogue à ce qui était déjà connu pour les treillis distribu-
tifs (Birkhoff et Kiss [52], 1947, Barbut [31], 1961, Monjardet [308], 1980) et
pour les arbres au sens de la théorie des graphes (Jordan [233], 1869, Zelinka
[436], 1968). Le théorème 7.48 rassemble ces résultats et étend le domaine où
règle majoritaire et médianes correspondent, celui-ci étant exactement celui
des demi-treillis à médianes (Bandelt et Barthélemy [30], 1984). Ceci est en
fait vrai pour toute métrique associée à une pondération comme à l’exercice
7.22 (Leclerc [270], 1994). On appelle graphe à médianes un graphe où tout
triplet de sommets a une médiane unique (pour la distance du nombre mini-
mum d’arêtes d’un chemin) ; c’est, par exemple, le cas des arbres. Les graphes
à médianes sont exactement les graphes de voisinage des demi-treillis à mé-
dianes (Avann [19], 1961). Pour un exposé général sur les liens entre médianes
métriques et latticielles, on pourra consulter Hudry et al. [228] (2006). Le
théorème 7.51 établit que, pour les autres treillis et demi-treillis, des relations
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entre médianes et majorités subsistent sous une forme affaiblie (Leclerc [266],
1990, [269], 1993, [270], 1994).

Le consensus de classifications a été étudié via d’autres approches, notam-
ment du type de celles, axiomatiques, décrites dans la section précédente. On
pourra se reporter à ce sujet à Monjardet [312] (1990) et Leclerc et Monjardet
[273] (1995), et au livre de Day et McMorris [113] (2003). La caractérisation
de la procédure médiane dans les demi-treillis à médianes du théorème 7.50
est due à McMorris et al. [294] (2000). Dans celui-ci, la condition de consis-
tence est une propriété générale des médianes métriques reconnue par Young
et Levenglick [435] (1978) dans un contexte de choix social. L’appellation de la
première condition est un écho, bien déformé par les formalisations et générali-
sations, au fait qu’en 1785, Condorcet a proposé d’utiliser la règle majoritaire
dans les procédures de vote.

7.6.4 Analyse galoisienne des données : fermetures et implications

Les relations d’implication, telles qu’elles ont été brièvement évoquées, sont
à la base de nombreux travaux, dont beaucoup sont motivés par les usages
d’icelles dans des domaines variés. A ceux mentionnés au début de cette section
(bases de données, espaces de connaissance, etc.), il convient d’ajouter, entre
autres, l’intelligence artificielle ainsi que la fouille des données (« data mi-
ning ») où l’on cherche à extraire des informations pertinentes d’une grande
masse de données peu structurées a priori. La multiplicité et la variété de ces
domaines se sont accompagnées d’une multiplicité des terminologies, en fran-
çais comme en anglais, et il n’est pas toujours facile de s’y reconnaître. Cette
situation est largement débrouillée dans Caspard et Monjardet [90] (2003), au
moins pour l’anglais.

Comme nous l’avons souligné, une implication est définie ici comme l’asso-
ciation systématique de certains caractères à certains autres. Le terme « im-
plication » lui-même apparaît aussi dans d’autres contextes logiques ou al-
gébriques. On le retrouve notamment, avec un sens voisin, dans l’analyse
booléenne (Hammer et Rudeanu [218], 1966, Degenne [116], 1972, Flament
[166], 1976). Ici, on se situe dans le prolongement de l’analyse galoisienne
(ou conceptuelle) décrite au chapitre 3 (section 3.5) ; l’exemple 7.54 illustre
comment : une famille de parties D (souvent interprétée comme une base de
données) se met sous la forme d’une table, dont le treillis de Galois est iso-
morphe à la famille de Moore F = m(D) ; celle-ci est, d’après le théorème
7.60, déterminée par l’ensemble i(D) des implications de D. Elle l’est aussi
par sa fermeture ϕ, ou encore par sa relation d’emboîtement ð sur P (E) dé-
finie par AðB si A ⊂ B et ϕ(A) ⊂ ϕ(B). les relations de ce type, qui sont
des ordres stricts, sont étudiés et caractérisés dans Domenach et Leclerc [127]
(2004). Notons, d’un point de vue plus théorique que, puisque tout treillis est
représentable par une famille de Moore (théorème 3.49, chapitre 3), il l’est
aussi par une relation d’implication.
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En pratique, la relation i(D) est bien trop vaste pour fournir un descrip-
teur lisible des données (représentées par la famille D), d’où l’intérêt de la
recherche de résumés exhaustifs (donc de bases d’implications de D). Dans
cette direction, un résultat majeur est l’existence et la caractérisation de la
base canonique de Guigues-Duquenne (Guigues et Duquenne [205], 1986). La
mise en évidence de celle-ci a été précédée, accompagnée ou suivie de nom-
breux travaux allant dans le même sens, par exemple Maier [285] (1983),
Duquenne [135] (1987), Luxenburger [281] (1991), Wild [426], (1994) et Gan-
ter et Wille [178] (1999). Le théorème 7.69 et la proposition 7.70 sont des
variantes de résultats de Guigues et Duquenne avec, pour le premier, une
démonstration basée sur celle de Caspard et Monjardet [90] (2003).

Cependant, la détermination de la base canonique n’est pas un problème
algorithmiquement facile (au sens développé dans l’annexe A). C’est, entre
autres, pour cette raison que plusieurs auteurs ont défini des bases d’impli-
cations alternatives, notamment la base canonique directe, étudiée par Bertet
et Monjardet [47] (2005). Ils montrent notamment que cette base a été dé-
couverte à (au moins) cinq reprises (et sous des formes différentes) dans la
littérature et qu’elle est liée à la représentation par inf-irréductibles d’une fa-
mille de Moore F dans le treillis F , ainsi qu’à la représentation d’une fonction
booléenne de Horn par ses implicants premiers.

Les implications décrites dans cette section sont « exactes », puisque cor-
respondant, on l’a dit, à des associations systématiques. Un problème qui se
pose alors est que certaines de ces implications peuvent être en fait fort peu
attestées dans la famille D. Le cas extrême est celui d’une partie A de E qui
n’est incluse dans aucun élément de D : on obtient l’implication A −→D E\A,
qui en fait n’est pas réalisée dans la famille donnée D. Duquenne, dans l’article
[137] de 1995 d’où nous avons tiré l’exemple 7.54, règle ce type de problème
en tenant systématiquement compte des effectifs des réponses dans ses ana-
lyses des possessions des paysans indonésiens (un aspect que nous n’avons pas
repris ici, pour alléger l’exposé). Un autre problème est qu’une implication
vérifiée dans une centaine d’éléments de D mais contredite dans un 101ème
n’apparaît plus comme telle dans le modèle « rigide » décrit précédemment.
Cette nécessité de faire le tri entre des implications significatives et d’autres
plus accidentelles a conduit à l’introduction de validations statistiques fondées
sur des modèles probabilistes plus ou moins élaborés comme celui de l’analyse
implicative statistique (Gras et Coll. [193], 1996, Gras, Kuntz et Briand [194],
2001) ou celui de l’analyse implicative bayésienne (Bernard et Charron [43],
[44], 1996, Bernard et Poitrenaud [45], 1999).

Dans la même optique de sélection d’implications non forcément exactes
mais significatives, une approche simple connaît un grand essor en fouille des
données. Elle consiste en la recherche d’implications A −→D B satisfaites
« suffisamment souvent » dans la base de données D. La recherche de telles
implications se fait en deux temps. On extrait d’abord les « motifs fréquents »,
c’est-à-dire les parties de E incluses dans au moins p éléments de D (p étant
un seuil fixé ; l’exercice 7.23 porte sur des propriétés de l’ensemble de ces
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motifs fréquents). On cherche ensuite à subdiviser chaque motif fréquent en
deux parties A et B, de façon que l’implication A −→D B soit elle-même suf-
fisamment attestée. L’extraction des motifs fréquents, qui est essentielle dans
la procédure, a fait l’objet depuis Agrawal et Srikant [2] (1994 – algorithme
Apriori) de très nombreux travaux algorithmiques (cf. par exemple, Hipp,
Güntzer et Nakhaeizadeh [222], 2000), et Boulicaut et Crémilleux [72], 2004),
dans lesquels les approches basées sur le treillis de Galois ont à nouveau une
bonne part (Ben Yahia et Mephu Nguifo [40], 2004).

7.6.5 Ordonnancements

Les problèmes d’ordonnancements sont une des grandes classes de pro-
blèmes étudiés en recherche opérationnelle. On en trouvera un exposé très
complet dans l’ouvrage de Carlier et Chrétienne [85] (1988). On trouve des
exposés mettant l’accent sur les aspects ordinaux de ces problèmes dans Lens-
tra et Rinnooy Kan [277] (1984), Möhring [300] [301] (1984, 1989), Jansen [230]
(1993) ou Pogunkte [341] (1986) dont nous avons suivi la présentation.

Pour le problème de l’ordonnancement à m machines nous avons vu qu’il
est résoluble en temps polynomial lorsque m = 2 et que les durées d’exécution
des tâches sont identiques. Il existe de nombreux travaux montrant que ce
résultat subsiste ou au contraire devient NP-difficile, suivant la valeur de m,
le type d’ordre de précédence entre les tâches, les hypothèses sur les durées
des tâches (cf. l’annexe A et/ou Lenstra et Rinnooy Kan [277], 1984).

Dans les exemples que nous avons traités dans cette section, nous n’avons
considéré que l’aspect temporel pour l’accomplissement des tâches. Des mo-
dèles plus complets font intervenir l’aspect ressources nécessaires pour les
effectuer ; elles sont de différents types, si bien qu’à chaque tâche est associé
un vecteur de ressources. Ces dernières ayant un coût, variable suivant leur
type, on cherche alors à minimiser une fonction qui dépend, d’une part, d’une
mesure globale de performance fondée sur les durées d’exécution et, d’autre
part, d’une mesure globale des coûts des ressources nécessaires. En fait, le
problème se présente souvent sous une forme différente où l’on cherche à op-
timiser le critère performance temporelle, l’autre critère apparaissant comme
une contrainte : chacune des ressources n’est disponible qu’en quantité limitée.
Ainsi un problème classique (et qui englobe de multiples variantes) consiste
à minimiser la durée d’exécution sous des contraintes de ressources. Rader-
macher [352] [353] (1977, 1986) et Möhring [300] [301] (cf. 1984, 1989) ont
développé un modèle ordinal pour ce problème qui conduit à l’obtention d’al-
gorithmes de séparation et évaluation progressives (« Branch and Bound »)
pour le résoudre. Dans un tel modèle, on se donne un ordonnancement des
tâches (respectant les contraintes de précédence) défini par la donnée des dé-
buts des tâches. L’idée de base est alors de considérer l’ordre d’intervalles sur
X associé à la famille d’intervalles [ti, ti + di], où ti est le début de la tâche xi

et di sa durée. Cet ordre est une extension de l’ordre de précédence des tâches
et il induit un autre ordonnancement qui ne peut qu’avancer (ou maintenir)
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les débuts des tâches. Autrement dit, on a obtenu un ordonnancement qui ne
peut être que meilleur que (ou équivalent à) l’ordonnancement initial. D’autre
part, on montre que la quantité globale d’une ressource consommée dans cet
ordonnancement égale le poids maximum d’une antichaîne de l’ordre d’inter-
valles, le poids d’une tâche étant le coût de cette ressource qu’elle requiert
pour son accomplissement. On peut alors montrer qu’on obtient un ordon-
nancement optimal (et respectant les contraintes de ressources) à partir de
certains ordres d’intervalles qui sont des extensions de l’ordre de précédence,
et qu’on peut caractériser.

7.7 Exercices

7.7.1 Modélisation des préférences

Exercice 7.1 Soit l’ensemble ordonné (X,O), oùX = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}
et dont l’ordre O est donné par la relation de couverture suivante : (a, b) (i.e.
a est couvert par b dans O), (c, a), (c, d), (e, g), (g, a), (g, d), (g, f), (h, j), (j, c),
(j, e) et (i, g). Représenter le diagramme de cet ensemble ordonné.

Calculer les relations IO et OI et en déduire que O est un ordre d’inter-
valles.

Donner le tableau en escalier et des représentations numériques par seuil
et par intervalles de cet ordre. Comparer le nombre de « marches » du tableau
en escalier de O et le nombre de ses antichaînes maximales (cf. la section 7.6.1
des compléments et références).

Exercice 7.2 Soit l’ensemble ordonné (X,O), oùX = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}
et dont l’ordre O est donné par la relation de couverture suivante :

(d, a), (e, a), (e, b), (e, c), (f, a), (f, b), (f, c), (g, b), (g, c), (h, d)

(h, e), (h, f), (i, d), (i, e), (i, f), (h, j), (j, e), (j, g), (j, f)

Répondre aux mêmes questions qu’à l’exercice 7.1 et, en particulier, détermi-
ner à quelle classe d’ordres appartient l’ordre O.

Exercice 7.3 [Autour des préordres « traces » Td et Tg] Soit R une
relation binaire sur un ensemble X . Pour x ∈ X , on pose d+(x) = |xR| =
|{y ∈ X : xRy}|, d−(x) = |Rx| = |{y ∈ X : yRx}| et s(x) = d+(x) − d−(x).
On définit les relations suivantes sur X :

– xTdy si xR ⊇ yR, - xTgy si Rx ⊆ Ry, - T = Td ∩ Tg,
– xT+y si d+(x) ≥ d+(y), - xT−y si d−(x) ≤ d−(y), - xTsy si s(x) ≥ s(y).
En décomposant ces relations en leurs parties asymétriques et symétriques,

on écrit :
– Td = Fd + Ed - Tg = Fg + Eg - T+ = F+ + E+

– T− = F− + E− - T = F + E - Ts = Fs + Es.
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Montrer les relations suivantes :

1. Td = (RRcd)cd ⊆ T+, Tg = (RcdR)cd ⊆ T− et T ⊆ Ts.
2. Fd = (RRcd)cd∩(RRcd), Fg = (RcdR)cd∩(RcdR) et F = (Fd∩Tg)∪(Fg ∩
Td).

Dans le cas où R est un ordre strict O et où I = Ocd ∩ Oc, montrer les
relations suivantes :

– Td = (OI)cd, – Fd = (OI)cd ∩OI,
– Tg = (IO)cd, – Fg = (IO)cd ∩ IO,
– T = (OI)cd ∩ (IO)cd = (OI ∪ IO)cd, – F = (OI ∪ IO) ∩ (OI ∪ IO)cd,
– E = (OI)c ∩ (OI)cd ∩ (IO)c ∩ (IO)cd, – O = OE ∪ EO,
ainsi que les équivalences xEy si et seulement si [xO = yO et Ox = Oy],

si et seulement si xI = yI.

Exercice 7.4 [Ordres forts et préordres totaux] Soit O une relation
binaire définie sur un ensemble X . Montrer que les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. O est un ordre fort,
2. Ocd est un préordre total (i.e. une relation totale et transitive),
3. Il existe une fonction numérique f définie sur X et telle que xOcdy si et

seulement si f(x) ≤ f(y).

Exercice 7.5 [Multiples caractérisations des ordres d’intervalles]
Soit O un ordre strict sur un ensemble X . En utilisant les notations de l’exer-
cice 7.3, montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. O est un ordre d’intervalles,
2. OIO ⊆ O,
3. OI est sans circuit,
4. OI est asymétrique,
5. OI = Fd,
6. Td est un préordre total,
7. Td = T+.

Montrer que dans les caractérisations (2), (3), (6) et (7), on peut ne pas
supposer que O est irréflexive. Donner d’autres caractérisations des ordres
d’intervalles utilisant IO, Tg ou T−.

Exercice 7.6 [Multiples caractérisations des ordres quasi-forts]
Soit O un ordre strict sur un ensemble X . En utilisant les notations de l’exer-
cice 7.3, montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. O est un ordre quasi-fort,
2. OIO ⊆ O et O2I ⊆ O,
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3. OI ∪ IO est sans circuit,
4. OI ∪ IO est asymétrique,
5. OI ∪ IO = F ,
6. T = OI ∪ IO ∪E,
7. T est un préordre total,
8. T = Ts,
9. O est un ordre d’intervalles vérifiant Fd ∩ (Fg)d = ∅,

10. pour toute paire {x, y} d’éléments incomparables de O, soit (x, y) soit
(y, x) est un couple O-critique.

Montrer que, si O est un ordre quasi-fort, on a aussi T = T+ ∩ T−.
Montrer que, dans les caractérisations (2), (5) et (7), on peut ne pas sup-

poser que O est irréflexive.

Exercice 7.7 [Vers la preuve du théorème 7.6] Soit O une relation
binaire asymétrique définie sur un ensemble X et I = Ocd ∩Oc.

Montrer que O est un ordre d’intervalles si et seulement si tout circuit
de la relation Ocd (= O + I) contient au moins deux couples consécutifs qui
appartiennent à I.

Montrer que O est un ordre quasi-fort si et seulement si la relation Ocd est
totale et tout circuit de longueur 3 ou 4 de cette relation contient strictement
plus de couples de la relation I que de couples de la relation O.

N.B. Cette caractérisation des ordres quasi-forts, utilisée avec un résul-
tat sur l’existence d’une fonction potentiel pour une relation valuée, permet
de donner une preuve du théorème 7.6 de représentation numérique à seuil
constant des ordres quasi-forts (cf. Pirlot et Vincke [340] (1997), ou Aleskerov,
Bouyssou et Monjardet [7], 2007).

Exercice 7.8 [Les « S-ordres »] Soit O une relation binaire définie sur
un ensemble X . On suppose que O est irréflexive et vérifie la condition (S)
suivante :

pour tous x, y, z, t ∈ X , xOy et yOz impliquent xOt ou tOz. (S)

Montrer que :
1. O est une relation d’ordre strict ; un tel ordre est appelé un S-ordre,
2. un ordre strict O est un S-ordre si et seulement si il n’existe pas x, y, z, t ∈
X avec xOy, yOz, xIt, yIt et zIt (où I = Ocd ∩Oc).
Montrer que, pour une relation binaire irréflexiveO définie sur un ensemble

X , les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1. O est un S-ordre,
2. pour tous x, y ∈ X , xO ⊇ yO ou Oy ⊆ Ox,
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3. pour tous x, y ∈ X , xO = yO ou Ox = Oy ou (xO ⊃ yO et Ox ⊂ Oy) ou
(yO ⊃ xO et Oy ⊂ Ox).
N.B. On observera qu’un ordre quasi-fort est un ordre d’intervalles qui est

également un S-ordre. On trouvera une étude des S-ordres dans Monjardet
[307] (1978) et Doble, Doignon, Falmagne et Fishburn [123] (2001).

7.7.2 Agrégation des préférences : théorèmes arrowiens pour
ordres

Exercice 7.9 [Borda et les comparaisons par paires] Soient N un en-
semble de n votants et X un ensemble de m candidats. A un profil π ∈ LN , on
associe les nombres nπ(y, x) donnant les résultats des comparaisons par paires
entre les candidats x et y. Montrer qu’on peut calculer le préordre de Borda
à partir de ces nombres, en établissant la relation R(x, π) =

∑
y∈X nπ(y, x).

Montrer que Σx∈XR(x, π) = nm(m+1)
2 .

En déduire qu’un candidat tel que tous les autres candidats lui sont ma-
joritairement préférés ne peut être préféré à tous ces autres dans le préordre
de Borda.

Exercice 7.10 [Un « paradoxe »de la règle de Borda, Fishburn [160]]
Soit N un ensemble de sept votants ayant le profil suivant de préférences
sur un ensemble X = {x, a1, a2, a3} de quatre candidats : π = (a1a2a3x :
3 ; a2a3xa1 : 2 ; a3xa1a2 : 2) (où, par exemple, a1a2a3x : 3 signifie que
trois votants ont l’ordre total a1 < a2 < a3 < x de préférences sur les quatre
candidats).

1. Calculer le préordre de Borda RB(π) pour ce profil.
2. On suppose maintenant que, suivant la manoeuvre classique consistant

pour un votant à mal classer le candidat le plus « dangereux » pour son
candidat préféré, les quatre votants n’ayant pas x comme candidat préféré
l’aient mis en dernière position dans leur classement. Calculer le préordre de
Borda pour ce profil. Que remarquez-vous ?

3. En généralisant l’exemple précédent, montrer que, sur un ensemble X =
{x, a1, a2, ..., ap} de cardinalité p+1 ≥ 3, on peut trouver un profil π de 2p+1
votants tel que RB(π) = apap−1...a1x et tel que, pour le profil π′ où tous les
votants n’ayant pas x comme candidat préféré l’ont mis en dernière position,
on ait RB(π′) = xa1...ap−1ap.

Exercice 7.11 [Preuve de la proposition 7.19, McGarvey [292], 1953]
Soient X et N deux ensembles.

1. Pour tout π ∈ LN , montrer que RMAJ (π) est une relation réflexive et
antisymétrique et que RMAJL(π) est une relation totale.

2. Soit R une relation réflexive et antisymétrique définie sur X . A tout
couple (x, y) d’éléments distincts de R, on associe les deux ordres totaux
L1(x, y) = Mxy et L2(x, y) = xyMd définis sur X et où M est un ordre total
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arbitraire sur X \ {x, y}. On définit ainsi un profil π d’ordres totaux sur X
dont on calculera la relation majoritaire RMAJ (π). Déduire de ce résultat et
d’un résultat similaire pour les relations totales, les assertions du point (2) de
la proposition 7.19.

3. Montrer les assertions du point (3) de la proposition 7.19.

Exercice 7.12 [Le demi-treillis des filtres] Soient F et F ′ deux filtres
définis sur un ensemble N .

1. Montrer que F ∩ F ′ est un filtre. On pose F ∨ F ′ = {F ∩ F ′, F ∈ F
et F ′ ∈ F ′}. Montrer que F ∨ F ′ est un filtre si et seulement si F ∩ F ′ n’est
jamais vide.

2. Montrer que F est un ultrafiltre si et seulement si F est un filtre tel que,
pour tout S ⊆ N , S �∈ F implique N \ S ∈ F (indication pour la condition
nécessaire : s’il existe S ⊆ N tel que S �∈ F et N \ S �∈ F , considérer F ∨ FS,
avec FS = {T ⊆ N : S ⊆ T }).

3. Montrer que tout filtre F défini sur un ensemble N est de la forme
F = FV , où V , base du filtre, est une partie non vide de N . En déduire que,
si V = {i}, Fi est un ultrafiltre.

4. Déduire des résultats précédents que les ultrafiltres sur N sont les n
filtres Fi de base i un élément de N (ce sont donc les éléments maximaux de
l’inf-demi-treillis des filtres).

Exercice 7.13 [Preuve du théorème 7.25 de Nakamura] Soit R une
relation binaire sur un ensemble X .

1. Montrer que R est sans circuit si et seulement si elle n’admet pas de
circuit de longueur au plus égale à |X |.

2. Soit F ⊆ P (N) une famille finissante de parties de N et FF la FAP qui,
à tout profil π de LN , associe la relation RF (π) (yRF(π)x si Nπ(y, x) ∈ F).

3. Montrer que, si ν(F) > p (pour un entier p), RF (π) est sans circuit de
longueur au plus égale à p, pour tout π ∈ LN (indication : montrer que dans
le cas contraire, on peut trouver une sous-famille F ′ de F telle que |F ′| ≤ p
et

⋂
F ′ = ∅).

4. Avec les notations de (2), montrer que, si RF(π) est sans circuit de
longueur au plus égale à p, on a ν(F) > p (indication : si ν(F) = k < p,
construire un profil π de LN tel que RF(π) contienne un circuit x1x2, ..., xkx1 ;
considérer pour cela une sous-famille F ′ de F de cardinalité k et d’intersection
vide ; en posant F ′ = {S1, S2, ..., Sk}, commencer par associer à tout i ∈⋃
{Sh, Sh ∈ F ′} une relation R(i) formée de tous les couples (xh, xh+1) pour

lesquels i ∈ Sh).
5. Déduire des résultats précédents le théorème de Nakamura.
N.B. Cette démonstration, qui simplifie celle donnée par Nakamura, se

trouve par exemple dans Moulin [323] (1988).

Exercice 7.14 Soit M un ensemble d’ordres définis sur un ensemble X et
contenant l’ensemble L = LX des ordres totaux sur X . M est dit L−∩-stable
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si, pour tous L,L′ ∈ L, L ∩ L′ ∈ M (ou, de façon équivalente, si M contient
tous les ordres de dimension 2). Montrer que, si M n’est pas L − ∩-stable,
une M−FAP de LN dans M est indépendante et parétienne si et seulement
si elle est une projection.

En déduire que, si M est l’ensemble des ordres forts, des ordres quasi-forts
ou des ordres d’intervalles, une M − FAP de LN dans M indépendante et
parétienne est dictatoriale.

7.7.3 Les rôles des ordres en classification

Exercice 7.15 [Le treillis des partitions est semi-modulaire

supérieurement] Soit PE l’ensemble des partitions d’un ensemble E. Mon-
trer que, pour P,P′ ∈ PE , on a P ≤ P′ (pour l’ordre de finesse) si et seulement
si toute classe de P′ est union de classes de P.

Montrer en particulier que P′ couvre P si et seulement si P′ s’obtient par
réunion de deux classes de P.

En déduire que le treillis (PE ,≤) vérifie la condition de semi-modularité
supérieure (chapitre 2, définition 2.7).

Exercice 7.16 [Le treillis des partitions est atomistique et co-

atomistique] Soit PE le treillis des partitions d’un ensemble E à n éléments.
Montrer qu’une partition P de E est un atome de PE (chapitre 3, défini-
tion 3.13) si et seulement si elle a n − 1 classes, puis que le treillis PE est
atomistique.

Montrer que les coatomes de PE (chapitre 3, définition 3.20) sont les par-
titions en deux classes de E (bipartitions, ou dichotomies) et que le treillis PE

est coatomistique.
N.B. Le treillis des partitions est donc un treillis géométrique, c’est-à-dire

un treillis semi-modulaire supérieurement et atomistique. Pour en savoir plus
sur ce treillis, on pourra consulter, par exemple, Grätzer [195] (1998).

Exercice 7.17 Soient E un ensemble et d une dissimilarité sur E. Pour e ∈ E
et λ > 0, la boule B(e, λ) est l’ensemble {e′ ∈ E : d(e, e′) =≤ λ}. Montrer
que d est une ultramétrique si et seulement si, pour tout λ ≥ 0 fixé, l’ensemble
{B(e, λ) : e ∈ E} est une partition, notée Pd,λ, de E.

Exercice 7.18 [Ultramétriques, hiérarchies indicées et dendro-

grammes, Barthélemy et al. [37], 1984] Soient E un ensemble et la chaîne
k = {0 < 1 < ... < k − 1}.

1. Soit u une ultramétrique sur E à valeurs dans k, et fu l’application
qui associe à tout λ ∈ k la partition Pd,λ définie à l’exercice précédent. Mon-
trer que fu est un k-dendrogramme sur E et que l’application u  −→ fu est
injective.

2. Soit f un k-dendrogramme sur E, et Hf =
⋃
{f(λ) : λ ∈ k}. Pour

tout H ∈ Hf , on pose ιf (H) = min{λ ∈ k : H est inclus dans une classe de
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f(λ)}. Montrer que le couple (Hf , ιf ) est une hiérarchie indicée sur E et que
l’application f  −→ (Hf , ιf ) est injective.

3. Soit (H,⊆) une hiérarchie indicée sur E à valeurs d’indice dans k. On
pose, pour tous e, e′ ∈ E, u(H,ι)(e, e′) = ι(H{e,e′}). Montrer que la dissimilarité
u(H,ι) sur E ainsi définie est une ultramétrique (à valeurs dans k) et que
l’application (H, ι)  −→ u(H,ι) est injective.

4. Déduire de ce qui précède que les ensembles Uk des ultramétriques sur
E à valeurs dans k, Dk des k-dendrogrammes sur E et H

ι
k des hiérarchies

indicées sur E à valeurs d’indice dans k sont deux à deux en correspondance
bijective. Soit u ∈ Uk, f ∈ Dk et (H, ι) ∈ H

ι
k trois éléments se correspondant.

Montrer les égalités suivantes pour tous e, e′ ∈ E : u(e, e′) = min{λ ∈ k : e
et e′ sont dans la même classe de f(λ)} = ι(H{e,e′}).

Exercice 7.19 [Les dendrogrammes sont des applications rési-

duelles, Janowitz [229], 1978 dans la version de Barthélemy et al. [37], 1984]
Soit u une ultramétrique sur E à valeurs dans k, et fu le dendrogramme (ap-
plication de k dans PE) associé à u à la question (1) de l’exercice précédent.
On définit une application gu de PE dans k en posant, pour toute partition
P de E, gu(P) = max{u(e, e′) : e et e′ sont dans la même classe de P} (et
donc gu(P0) = 0, avec P0 la partition la plus fine).

Montrer que l’on a, pour tous P ∈ PE et λ ∈ k, P ≤ fu(λ) si et seulement
si gu(P) ≤ λ.

En déduire que le dendrogramme fu est une application résiduelle de
k dans PE et que gu est l’application résiduée correspondante (chapitre 3,
section 3.4).

Exercice 7.20 [Dualité du treillis des dendrogrammes et du

treillis des ultramétriques, Leclerc [264], 1981] On considère, d’une part,
l’ensemble Dk des k-dendrogrammes sur E, muni de l’ordre d’exponentiation
(avec l’ordre usuel sur k et l’ordre de finesse sur PE) et, d’autre part, l’en-
semble Uk des ultramétriques sur E à valeurs dans k, muni de l’ordre usuel :
u ≤ u′ si u(e, e′) ≤ u′(e, e′) pour tous e, e′ ∈ E.

1. Montrer que, pour tous f, f ′ ∈ Dk, les applications f∨f ′ et f∧f ′ définies
par, pour tout λ ∈ k, (f ∨ f ′)(λ) = f(λ)∨ f ′(λ) et (f ∧ f ′)(λ) = f(λ)∧ f ′(λ),
sont encore des k-dendrogrammes sur E.

2. Montrer que, pour tous u, u′ ∈ Uk, la dissimilarité u ∨ u′ définie pour
tous e, e′ ∈ E, par (u∨u′)(e, e′) = max(u(e, e′), u′(e, e′)) est encore un élément
de Uk et en déduire que Uk est un treillis.

3. Montrer que, pour la correspondance définie à la question (1) de l’exer-
cice 7.18, on a u ≤ u′ entraîne f ′

u ≤ fu. En déduire que les treillis Uk et Dk

sont duaux.

Exercice 7.21 [Monjardet [306], 1976] Soit T un inf-demi-treillis, et v une
application strictement isotone de T dans R

+. On dit que v est une valuation
inférieure si l’on a, pour tous x, y dans T tels que x ∨ y existe, v(x) + v(y) ≤



276 7 Quelques usages

v(x∧y)+v(x∨y). Montrer que, si v est une valuation inférieure, la fonction dv

de T 2 dans R
+ définie pour tous x, y ∈ T par dv(x, y) = v(x) + v(y)− 2v(x∧

y), est une distance sur T , c’est-à-dire qu’elle vérifie, pour tous x, y, z ∈ T ,
dv(x, z) ≤ dv(x, y) + dv(y, z).

Exercice 7.22 [Leclerc [270]] Soient P un ensemble ordonné et w une fonc-
tion réelle strictement positive sur l’ensemble SP des éléments sup-irréductibles
de P .

1. Montrer que la fonction δw définie, pour tous x, y ∈ P , par δw(x, y) =
Σs∈SxΔSyw(s) est une distance sur P 2.

2. On suppose que P est un inf-demi-treillis. Montrer que la fonction v
définie sur P par v(x) = Σs∈Sxw(s) est une valuation inférieure (au sens
défini à l’exercice précédent) sur P et que l’on a, pour tous x, y ∈ T , dv(x, y) =
δw(x, y)

3. On suppose que P est un inf-demi-treillis distributif. Montrer que la
fonction v vérifie alors, pour tous x, y dans T tels que x∨y existe, v(x)+v(y) =
v(x ∨ y) + v(x ∧ y) (on dit que v est une valuation sur P ).

4. Montrer que, réciproquement, toute valuation sur un inf-demi-treillis
distributif P s’obtient comme ci-dessus à partir d’une fonction w définie sur
SP .

7.7.4 Analyse galoisienne des données : fermetures et implications

Exercice 7.23 [Motifs fréquents] Soit D une famille de parties d’un en-
semble E, et p ≤ |D| un entier. Une partie M non vide de E est appelée un
motif fréquent si elle est incluse dans au moins p éléments de D. Montrer que
l’ensemble M des motifs fréquents constitue une partie commençante de l’en-
semble ordonné 2E . Montrer que les motifs fréquents maximaux sont fermés
pour la fermeture ϕD.

Prendre D = IF , où IF est la famille des dix inf-irréductibles de la fa-
mille de Moore F de l’exemple 7.54, et p = 3, et trouver les motifs fréquents
correspondants.

Exercice 7.24 [Inf-irréductibles du treillis F et irréductibles du

treillis I] Montrer que les éléments inf-irréductibles du treillis F des familles
de Moore sur un ensemble E sont les familles de la forme FA,{e} (définition
7.65), où A est une partie non vide de E et e ∈ E \A. Donner alors la forme
générale des sup-irréductibles du treillis I des relations d’implication.

A partir de la forme des sup-irréductibles de F, montrer qu’un inf-
irréductible de I est de la forme {(C,D) ∈ (P (E))2 : C �⊆ A ou D ⊆ A}.

Exercice 7.25 Soient F une famille de Moore sur un ensemble E et R =
{(A1, B1), . . . , (Ar, Br)} une relation sur P (E). On pose R′ = {(A1,
ϕF (A1)), . . . , (Ar, ϕF (Ar))}. En utilisant le théorème 7.58, montrer que, si
R est une base d’implications de F , alors il en est de même de R′.
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On suppose que, de plus, ϕF(Ai)\Ai ⊆ Bi, pour tout i = 1, . . . , r. Montrer
qu’alors R est une base d’implications de F si et seulement si il en est de même
de R′.

Exercice 7.26 [Parties critiques facilement calculables] Soit F une
famille de Moore sur un ensemble E. Montrer que tout élément minimal pour
l’inclusion dans P (E)\F est une partie critique de F . Quels sont les éléments
de E qui sont des parties critiques ? Quelles sont les parties critiques des types
précédents dans l’exemple 7.67 ?

Exercice 7.27 [Une caractérisation des quasi-fermés d’une famille

de Moore, Caspard et Monjardet [90]] Soient F une famille de Moore sur
un ensemble E, ϕ la fermeture associée et Q ∈ P (E) \ F . Montrer que, si
Q est un quasi-fermé de F , alors, pour tout A ⊂ Q, ϕ(A) ⊂ ϕ(Q) implique
ϕ(A) ⊂ Q.

Réciproquement, soit Q ∈ P (E)\F et vérifiant ϕ(A) = ϕ(Q) ou ϕ(A) ⊂ Q
pour tout A ⊆ Q. Montrer qu’alors F ∩Q ∈ F pour tout F ∈ F incomparable
à Q pour l’inclusion. En déduire qu’un tel Q est un quasi-fermé de F et donc
qu’une partie Q ∈ P (E) \ F est un quasi-fermé de F si et seulement si, pour
tout A ⊂ Q, ϕ(A) ⊂ ϕ(Q) implique ϕ(A) ⊂ Q.

Exercice 7.28 Soit F une famille de Moore sur un ensemble E et ϕ la fer-
meture associée. On pose xR(F)y si ϕ(x) ⊆ ϕ(y). En utilisant l’exercice 7.27,
montrer que, si une partie Q de E est un quasi-fermé pour F de cardinalité
au moins 2, Q est une partie commençante du préordre R(F) (voir page 148).

Exercice 7.29 [Base canonique d’une partie commençante de 2E ]
Soient E un ensemble et A une antichaîne du treillis booléen 2E . Montrer
que la base canonique de la relation d’implication i((A[) est constituée de
toutes les implications de la forme A −→(A[ E \ A, où A ∈ A. Utiliser les
résultats du chapitre 4, section 4.3, pour en déduire le nombre maximum
d’implications qu’une telle base peut contenir.

N.B. Les familles de Moore de la forme F = (A[∪{E} admettent diverses
caractérisations, ainsi que leurs relations d’implication du type i((A[). Ainsi,
dans les bases de données relationnelles, on dit qu’une telle relation d’implica-
tion est « dans la forme normale de Boyce-Codd » (cf. Caspard et Monjardet
[90] (2003), proposition 33 (3) et remarque 64 (2)).

7.7.5 Ordonnancements

Exercice 7.30 [Ensembles ordonnés k-saut critiques] On dit qu’un
ensemble ordonné P est k-saut critique si s(P ) = k (cf. la définition 1.32) et
si, pour tout élément x de P , s(P \x) < k. Montrer que l’ensemble ordonné S3

(cf. l’exemple 6.12, page 179) est 3-saut critique. Soit P = A1 ⊕A2 ⊕ ...⊕Ak

un ensemble fortement ordonné, où Ai est une antichaîne de taille ni (i =
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1, 2, ..., k). Montrer que P est [(n1 + n2 + ... + nk) − k]-saut critique. En
déduire quatre autres ensembles ordonnés 3-saut critiques.

Exercice 7.31 Montrer que le nombre de sauts d’un ensemble ordonné P
vérifie les inégalités suivantes : pour tout x ∈ P , s(P ) − 1 ≤ s(P \ x) ≤ s(P ).

Exercice 7.32 Soit l’ensemble ordonné P = (X,O) avec X = {a, b, c, d, e, f,
g, h, i} et où l’ordre O est donné par la relation de couverture suivante :

(a, d), (b, e), (b, d), (c, d), (c, f), (d, g), (f, h), (g, i).

Calculer un 2-ordonnancement optimal et un 3-ordonnancement optimal de P .

Exercice 7.33 [Durée d’exécution et étendue] Soit k la durée d’exé-
cution d’un m-ordonnancement optimal d’un ensemble ordonné P . Montrer
que l’étendue de P (définition 1.30) vérifie k ≥ κ(P ). Donner un exemple
d’ensemble ordonné pour lequel la durée d’exécution d’un 2-ordonnancement
optimal est strictement supérieure à son étendue. Plus généralement, donner
un exemple d’ensemble ordonné P connexe pour lequel cette durée est égale
κ(P ) + h (pour un entier h quelconque).

Exercice 7.34 Démontrer le résultat du lemme 7.77 (examiner les différents
cas possibles).

Exercice 7.35 [Calcul d’une extension optimale] Soit l’ordre de prio-
rité associé à un problème à 2 étapes et 2 machines (lemme 7.78). Dans le
but de construire une extension linéaire particulière de l’ordre de priorité,
on utilise l’algorithme suivant : on considère le minimum de tous les temps
d’exécution ; si ce minimum est un ti (respectivement, un t′i), xi est mis au
premier rang (respectivement, au dernier) de l’extension linéaire cherchée. Ce
processus est ensuite itéré (après suppression de xi, ti et t′i ). Montrer qu’on
obtient bien ainsi une extension linéaire de l’ordre de priorité et donc une
extension optimale.



A

Questions de complexité1

L’utilisation en pratique des notions et résultats présentés dans ce livre
nécessite de pouvoir répondre à des questions posées sur un ensemble ordonné
modélisant telle ou telle situation. Il peut s’agir, par exemple, de déterminer
une extension linéaire de cet ensemble ordonné, ou le treillis de ses parties
commençantes, ou son graphe de couverture, ou encore de calculer sa largeur
ou sa dimension.

La résolution effective de ces problèmes nécessite d’utiliser un algorithme
« efficace »implémenté par un programme utilisable sur un ordinateur. Mais
qu’est-ce qu’un algorithme efficace ? Est-il toujours possible d’en trouver un,
quel que soit le problème à résoudre ? Si oui, peut-on mesurer son efficacité ?
Ce type de questions est étudié à deux niveaux liés mais distincts. D’une
part, on dispose d’une théorie de la complexité qui, à partir d’une formali-
sation des notions de problème et d’algorithme (par exemple, au moyen de
« langages acceptés »par une « machine de Turing »), aboutit à une classifi-
cation des problèmes suivant leur difficulté à être résolus algorithmiquement,
et ceci indépendamment de l’algorithme utilisé. La première partie de cette
annexe a pour but d’en donner brièvement une idée intuitive2. D’autre part,
pour un problème donné, on recherchera les algorithmes (ou les heuristiques3)
les plus performants en prenant en compte les nombreux facteurs qui peuvent
1 Nous remercions Marc Demange et Olivier Hudry pour les améliorations appor-

tées par leur lecture attentive des premières versions de cette annexe.
2 Mettons toutefois le lecteur en garde : une définition comme celle de la classe P de

problèmes, qu’on trouvera plus loin, n’a de réel sens que dans le cadre formalisé
de la théorie de la complexité. Puisque l’objectif n’est pas ici de présenter cette
théorie, nous renvoyons pour cela le lecteur à d’excellents ouvrages, tels ceux de
Garey et Johnson [179] (1979), Stern [394] (1990) ou Wolper [431] (1991) – cf.
également les chapitres s’y rapportant dans Barthélemy, Cohen et Lobstein [35]
(1992) ou Charon, Germa et Hudry [96] (1996).

3 Contrairement à un algorithme, une heuristique n’a pas pour but de donner la
réponse exacte à un problème, mais seulement de s’approcher au mieux de cette
solution.
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en pratique améliorer leur efficacité4. Dans la seconde partie de cette annexe,
nous donnerons une liste de problèmes sur les ensembles ordonnés avec, pour
chacun, la mention de la complexité d’au moins un algorithme de résolution
(mais non nécessairement du « meilleur »algorithme) et les références corres-
pondantes.

A.1 Théorie de la complexité

De manière informelle, un algorithme est une procédure de résolution d’un
problème qui, partant d’une « entrée »(les données du problème) conduit au
moyen d’un nombre fini d’instructions à une « sortie »(la solution du pro-
blème). La spécification des données définissant l’entrée de l’algorithme est ce
qu’on appelle une instance du problème. Par exemple, pour le problème du
calcul de la dimension (au sens du chapitre 6), une instance sera un certain en-
semble ordonné. D’autre part, pour résoudre un problème par un algorithme
implémenté sur un ordinateur, il faut que la donnée du problème soit compré-
hensible par la machine, ce qui revient en fin de compte à la représenter par
une suite de 0 et de 1. La longueur λ de cette suite définit la taille de l’ins-
tance du problème. La complexité en temps d’un algorithme censé résoudre
ce problème est la fonction t(λ) de N dans N qui donne le nombre maximum
d’« opérations élémentaires »5 requises par l’exécution de l’algorithme pour
résoudre le problème sur une instance de taille λ de ce problème (on considère
donc le pire des cas possibles)6.

Cette complexité de l’algorithme va dépendre non seulement de l’algo-
rithme lui-même, mais aussi de la manière dont est codée l’instance. Par
exemple, un ensemble ordonné peut être donné par tous ses couples ou seule-
ment par ceux de sa relation de couverture, et ces couples peuvent être donnés
par une matrice d’adjacence ou par une liste de successeurs ou de prédéces-
seurs. Toutefois, la définition (qu’on trouvera plus bas) d’un algorithme effi-
cace donnée par la théorie de la complexité va permettre, moyennant quelques
précautions, de faire abstraction de ce facteur. Ainsi, un algorithme efficace
pour un codage « raisonnable »de l’instance le restera pour tout codage qui
lui est polynomialement lié (c’est-à-dire tel que la taille de l’instance dans
4 Pour la conception et l’analyse d’algorithmes et d’heuristiques, on peut, par

exemple, se reporter aux ouvrages de Beauquier, Berstel et Chrétienne [39] (1992)
ou de Sedgewick et Flageolet [375] (1996), ainsi que, pour des domaines particu-
liers, à ceux de Barthélemy, Cohen et Lobstein, et de Charon, Germa et Hudry,
cités à la note 2.

5 La notion d’opération élémentaire va dépendre du problème traité ; ce peut être
une opération arithmétique, une opération de comparaison ou d’affectation d’élé-
ments. Cependant, les notions de classes de complexité introduites plus loin sont
indépendantes d’une définition précise des opérations élémentaires.

6 Nous ne parlerons pas ici de la « complexité en espace », qui mesure la place en
mémoire requise pour l’algorithme.
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le premier codage est majorée par une fonction polynomiale de la taille de
l’instance dans le second, et inversement). On montre de ce fait qu’on peut
remplacer la taille de l’instance, telle qu’elle a été définie plus haut à partir
d’une suite de 0 et 1, par une taille « intuitive » qui, dans le cas d’un ensemble
ordonné, peut être le nombre n d’éléments de cet ensemble ou le nombre m
des couples de sa relation d’ordre ou celui m≺ des couples de sa relation de
couverture ou encore les sommes n + m ou n + m≺. Pour les définitions qui
vont suivre, nous prenons n comme taille et nous considérons donc la fonction
de complexité en temps t(n) donnant, pour un certain algorithme, le nombre
maximum d’opérations élémentaires requises par l’exécution de l’algorithme
pour résoudre le problème sur une instance de taille n. Le calcul exact de
cette complexité serait souvent difficile. Aussi cherche-t-on à la borner, en
utilisant des notions et notations classiques sur les ordres de grandeur, que
nous rappelons ci-dessous.

On définit deux relations O et Ω sur l’ensemble des fonctions sur N de
la manière suivante : pour f et g deux fonctions sur N, on dit que g majore
(respectivement, minore) asymptotiquement f s’il existe un nombre réel positif
c et un entier positif n0 tels que, pour tout entier n > n0, f(n) ≤ cg(n)
(respectivement, f(n) ≥ cg(n)). Au lieu de la notation fOg (respectivement,
fΩg), on écrit f = O(g) (respectivement, f = Ω(g)) et on dit aussi que f est
en O(g) (respectivement, f est en Ω(g)).

Le lecteur s’assurera que les relations O et Ω définissent deux préordres
duaux sur l’ensemble des fonctions sur N. Il précisera aussi l’équivalence in-
duite, qui se note f = Θ(g) et se traduit par l’expression « f et g ont (asymp-
totiquement) même ordre de grandeur ».

Un algorithme est dit (en temps) polynomial si sa fonction de complexité en
temps t(n) est en O(nk) pour un nombre k ≥ 1 fixé. Dans ce cas, l’algorithme
est considéré comme efficace ou « bon »7. Dans le cas contraire, l’algorithme
est dit (en temps) exponentiel8 et il est considéré comme inefficace9. C’est
par, exemple, le cas si sa complexité est en Ω(kn) pour un nombre k > 1,
c’est-à-dire si elle est minorée par une fonction exponentielle.

On se rend aisément compte de la pertinence de cette distinction en com-
parant les valeurs t(n) obtenues pour une fonction polynomiale et une fonction
exponentielle. En supposant que t(n) est exprimée en secondes, le calcul de n3

et 3n pour, par exemple, n = 40, donne respectivement un peu moins de 18
heures et 3855 siècles ! Ainsi, sauf pour des données de toute petite taille, la
complexité exponentielle d’un algorithme le rend normalement impraticable.
7 Il est clair que l’efficacité en pratique d’un algorithme sera d’autant meilleure que

k sera petit. En particulier, on peut considérer comme très efficaces les algorithmes
dits (en temps) linéaires, à savoir ceux dont la fonction de complexité en temps
est en Θ(n).

8 Même si t(n) n’est pas une fonction exponentielle, par exemple, si t(n) = n!.
9 Cette terminologie ne doit pas être prise complètement au pied de la lettre. On

connaît des algorithmes exponentiels qui sont très performants en pratique. C’est
le cas de l’algorithme du simplexe pour les problèmes de programmation linéaire.
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Revenons maintenant à la question : existe-t-il pour tout problème un
algorithme efficace permettant de le résoudre ? La théorie des classes de com-
plexité se propose d’étudier cette question en constituant une typologie des
problèmes dits de décision. Un problème de décision comporte une entrée et
une question. L’entrée précise une instance particulière du problème et la
question n’admet que les réponses « oui »ou « non ». Formellement, un pro-
blème de décision est défini comme un couple (I, J) où I est l’ensemble des
instances du problème et J le sous-ensemble (non vide) de I des instances
dites positives, c’est-à-dire celles pour lesquelles la réponse à la question est
« oui ». Nous nous intéressons ici aux problèmes de décision sur les ensembles
ordonnés. L’entrée sera donc un certain ensemble ordonné P , et la question
sera de savoir si P vérifie une certaine propriété, par exemple, une propriété
qui en fait un ensemble ordonné d’intervalles. La recherche de la valeur d’un
paramètre de P , par exemple sa dimension, n’est pas un problème de décision
mais peut s’y ramener en posant des questions du type : la dimension de P
est-elle inférieure ou égale à un entier q donné ?

Notons aussi que (contrairement aux problèmes dits indécidables, pour les-
quels il n’existe aucun algorithme permettant de répondre à la question), pour
les problèmes de décision posés sur un ensemble ordonné fini, il existe norma-
lement un algorithme permettant, en théorie, de les résoudre. Par exemple,
pour le problème évoqué ci-dessus portant sur la dimension d’un ensemble
ordonné P , il « suffit »de calculer toutes les extensions linéaires de P (en pas-
sant en revue les n! ordres totaux possibles), puis toutes les intersections de
q d’entre elles pour s’assurer qu’une de ces intersections est – ou non – P . Un
tel algorithme est clairement de complexité exponentielle, donc inefficace. En
fait, ce problème de décision portant sur la dimension est l’un des nombreux
exemples de problèmes pour lesquels on ne connaît pas d’algorithme efficace,
mais dont on ne sait pas non plus démontrer qu’il n’en existe pas. Ceci va
être précisé avec les définitions ci-dessous des deux classes fondamentales de
complexité.

Définition A.1 La classe P est l’ensemble des problèmes de décision pour
lesquels, pour toute instance de tout problème, on peut déterminer par un
algorithme polynomial si la réponse est « oui »ou « non ».

La classe NP est l’ensemble des problèmes de décision pour lesquels, pour
toute instance de tout problème, on peut vérifier par un algorithme polynomial
appliqué à un « certificat succint »(i.e. un certificat de taille polynomiale par
rapport à la taille de l’instance) que la réponse est « oui »si et seulement si
l’instance est positive.

Par exemple, pour le problème dont l’énoncé est « La dimension de P

est-elle inférieure ou égale à q ? »(avec P un ensemble ordonné et q ≤ |P |
2 ,

d’après le théorème 6.21), un tel certificat sera la donnée de q ≤ |P |
2 extensions

linéaires de P et l’on peut vérifier en temps polynomial que leur intersection
est P .
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Plus précisément, on dit que les problèmes de la classe NP sont « réso-
lus »par un algorithme non-déterministe au sens suivant : la première étape
de cet algorithme est une étape de « divination »où un « devin »fournit un
certificat (de taille polynomiale) permettant pour une instance positive du
problème de répondre oui. Dans ce cas, la seconde étape est celle de vérifi-
cation et consiste en un algorithme polynomial appliqué à ce certificat ; elle
permet donc de répondre oui en cas d’instance positive. Si, au contraire, l’ins-
tance est négative, il n’existe aucun tel certificat. Il faut remarquer qu’un tel
algorithme ne résout pas réellement le problème, puisqu’en l’absence du devin
fournissant un certificat (si ce dernier existe), il pourrait être nécessaire de
tester un nombre exponentiel de cas (par exemple le nombre binomial

(
n!
q

)

d’ensembles de q extensions linéaires de P ) pour connaître la réponse.
Plus formellement, dans la théorie de la complexité, on modélise le calcul

effectué par un algorithme au moyen d’une « machine de Turing ». Les pro-
blèmes de la classe P (respectivement, de la classe NP) sont alors ceux qui
sont résolubles en temps polynomial par une machine de Turing « détermi-
niste »(respectivement, « non déterministe »). On se reportera aux ouvrages
cités à la note 2 de cette annexe pour l’exposé formel de la théorie.

Insistons donc sur le fait qu’il serait erroné de traduire « NP »par « non
polynomial », puisque cela signifie au contraire « polynomial de façon non
déterministe ».

Résultat : P est incluse dans NP .
Problème ouvert : cette inclusion est-elle stricte ou y a-t-il égalité ?
En fait, il est considéré comme hautement probable que la classe P soit

différente de la classe NP mais, comme on ne dispose d’aucune preuve de cette
différence, l’assertion « P �= NP »est toujours une conjecture. Si quelqu’un
prouve qu’elle est vraie (ce qui lui fera gagner un million de dollars, cf. le
site http ://www.claymath.org/millennium/), ceci impliquera que tous les
problèmes qui sont dans NP et non dans P sont « difficiles », au sens où il
n’existe pas d’algorithme polynomial pour les résoudre.

Un problème de décision est dit NP-complet s’il est dans la classe NP et
s’il est au moins aussi difficile que tout problème de la classe NP , au sens
où l’existence d’un algorithme polynomial pour résoudre un problème NP-
complet entraînerait l’existence d’algorithmes polynomiaux pour résoudre
n’importe quel problème de la classe NP (on aurait alors P = NP)10.

Conséquence : on a P �= NP si et seulement si la classe des problèmes
NP-complets et la classe P sont disjointes.

10 La notion de problèmes NP-complets a été introduite par Cook [104] (1971) qui a
montré l’existence de tels problèmes en prouvant que le problème dit de satisfiabi-
lité d’une expression booléenne (en forme normale conjonctive) est NP-complet.
Depuis lors, de très nombreux problèmes ont été montrés NP-complets, et nous
en citerons quelques-uns portant sur les ensembles ordonnés dans la seconde partie
de cette annexe.
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Remarque A.2 Les notions précédentes sont en fait ordinales. Définissons
une relation de réduction polynomiale entre problèmes de NP en disant qu’un
problème A est réduit en un problème B s’il existe une fonction calculable en
temps polynomial qui transforme toute instance du problème A en une ins-
tance de même nature (positive ou négative) du problème B. Cette relation
est un préordre sur NP et l’équivalence associée définit des classes de pro-
blèmes équivalents. L’ordre quotient entre ces classes a un élément minimum,
à savoir la classe P , et un élément maximum, à savoir la classe des problèmes
NP-complets. Si P �= NP , on montre aussi que ce préordre admet une infi-
nité de classes constituées de problèmes de difficulté « intermédiaire »à celle
des classes minimum et maximum, et qu’il n’est pas total.

Les deux classes fondamentales P et NP de problèmes ont été définies
autour des années soixante-dix. S’y sont adjointes depuis de nombreuses autres
classes (cf. le « zoo des complexités », http ://www.complexityzoo.com),
dont nous ne donnerons ici que quelques exemples.

Un problème est dit NP-difficile (traduction usuelle de l’anglais NP-
hard) s’il est au moins aussi difficile (au même sens que précédemment) qu’un
problème NP-complet. Tout problème NP-complet est donc NP-difficile, et
on a la relation

{problèmes NP-difficiles} ∩ {problèmes de NP}= {problmes NP-complets}

Il faut noter que nous utilisons ici le terme de problème sans qu’il soit
précisément défini. Cette définition va dépendre du contexte ; par exemple,
les problèmes d’optimisation sont ceux où, à chaque instance du problème,
est associé un ensemble S de « solutions possibles »et où l’on cherche une
solution minimisant (ou maximisant) une fonction numérique f définie sur
S. Tout problème d’optimisation admet un problème de décision associé. Par
exemple, chercher le nombre s(P ) de sauts d’un ensemble ordonné P est un
problème d’optimisation consistant à minimiser sur l’ensemble L(P ) des ex-
tensions linéaires L de P , le nombre s(P,L) de sauts de L. Le problème de
décision associé comporte en entrée l’ensemble ordonné P et un entier k et
pose la question : a-t-on s(P ) ≤ k ? Si le problème de décision associé à un
problème d’optimisation est NP-complet, celui-ci est NP-difficile.

Les classes de problèmes #P , #P-complets et #P-difficiles ont été intro-
duites (par Valiant [416] [417], 1979) pour rendre compte de la difficulté de
problèmes de dénombrement de certains objets combinatoires, c’est-à-dire de
la détermination du nombre de ces objets (par exemple, le calcul du nombre
d’extensions linéaires d’un ensemble ordonné). De façon analogue à ce qui est
écrit plus haut, on a

{problèmes #P-difficiles} ∩ {problèmes de #P}
= {problèmes #P-complets}.

Les versions dénombrement de la plupart des problèmes NP-complets sont
des problèmes #P-complets, mais ce peut être aussi le cas pour des problèmes
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de la classe P (par exemple, le problème de calculer le nombre de couplages
d’un graphe orienté biparti).

D’autre part, pour les problèmes d’énumération d’objets combinatoires sur
un ensemble de cardinal n, où le nombre N de ces objets peut être exponen-
tiel en n (par exemple, lorsqu’il s’agit des extensions linéaires d’un ensemble
ordonné), d’autres notions ont été introduites. Un algorithme d’énumération
de ces N objets (c’est-à-dire qui en fournit une liste) est en temps polynomial
si sa complexité est en O((n+N)k), avec k une constante au moins égale à 1.
Il est en temps polynomial (respectivement, linéaire) par objet si sa complexité
est en O(nkN), avec k une constante au moins égale à 1 (respectivement, en
O(nN)). Dans ce cas, on dit aussi que l’algorithme a une complexité amortie
polynomiale (respectivement, linéaire). Lorsque la complexité est en O(N),
on dit que l’algorithme a une complexité amortie constante, ou encore qu’il
est en temps constant amorti (TCA). Si, de plus, la complexité (en temps)
du calcul pour passer d’un objet de la liste à son successeur est bornée par
une constante, l’algorithme est dit sans boucles (« loopless »ou en « constant
worst case time »). Enfin, la liste fournie est du type code de Gray si la diffé-
rence entre deux objets successifs de la liste est petite (par exemple si, dans
une liste de tous les ordres totaux, deux ordres successifs ne diffèrent que par
l’inversion d’un couple).

A.2 Résultats de complexité

Considérons le problème suivant : la dimension d’un ensemble ordonné
est-elle au plus égale à un entier k > 2 ? La difficulté de ce problème diffère
suivant la classe d’ensembles ordonnés pour laquelle on se le pose. Trivial s’il
s’agit d’ensembles totalement ordonnés, ce problème est NP-complet si l’on
considère la classe de tous les ensembles ordonnés, mais il devient polynomial
pour certaines classes d’ordres. Nous commencerons donc ci-dessous (section
A.2.1) par des résultats de complexité d’algorithmes portant sur des problèmes
(de décision ou non) « faciles », c’est-à-dire pour lesquels il existe toujours un
algorithme polynomial. Nous donnerons ensuite (section A.2.2) une liste de
problèmes « difficiles »(NP-complets, NP-difficiles ou #P-complets) sur la
classe de tous les ensembles ordonnés. Lorsque l’on doit résoudre un tel pro-
blème sur un ensemble ordonné spécifié, il y a plusieurs possibilités. D’abord
il se peut que cet ensemble ordonné soit de suffisamment petite taille pour que
le problème puisse y être résolu par un algorithme exponentiel. Ensuite, cet
ensemble ordonné peut appartenir à une classe particulière d’ensembles ordon-
nés pour laquelle il a été montré que le problème y devient polynomial ; nous
donnerons dans la section A.2.3 un tableau présentant des classes d’ordres
(reconnaissables polynomialement) pour lesquelles certains des problèmes dif-
ficiles précédents deviennent polynomiaux. Enfin, si aucune des possibilités
précédentes ne s’applique, on peut recourir – lorsqu’il en existe – à des al-
gorithmes (polynomiaux) d’approximation donnant une solution approchée,
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dont on peut parfois garantir la qualité au moyen de bornes de performance ;
nous n’en dirons pas plus sur cette possibilité, qui est l’objet de multiples re-
cherches, et pour laquelle on pourra se référer, par exemple, aux ouvrages de
Vazirani [418] (2001) ou au texte de Demange et Paschos [117] (2005) (tou-
tefois, à très peu d’exceptions près, les résultats d’approximation pour des
problèmes sur les ordres ne se trouvent que dans des journaux ou comptes-
rendus de conférences spécialisés).

Finalement, les résultats énoncés dans les trois sous-sections suivantes four-
nissent un échantillon consistant de ceux obtenus dans la littérature algorith-
mique sur les ordres. On trouvera une part de ces résultats avec, le cas échéant,
la description des algorithmes correspondants dans les textes de synthèse sur
ces questions dus à Bouchitté et Habib [69] (1989), Möhring ([300], 1984 et
[301], 1989) et Spinrad [382] (1994).

Il est à remarquer que la complexité de certains problèmes reste à ce jour
inconnue. Il en est ainsi du problème de décision concernant l’isomorphisme de
deux ensembles ordonnés (comme, plus généralement, celui de deux graphes).
Il en est de même pour le problème d’énumérer toutes les transversales mini-
males d’une famille finissante.

A.2.1 Problèmes faciles (algorithmes polynomiaux)

Les problèmes sur un ensemble ordonné qu’on trouvera ci-dessous, que
ce soient des problèmes de décision de la classe P ou d’autres, peuvent être
résolus par un algorithme polynomial. La complexité d’un tel algorithme peut
dépendre de façon non négligeable des structures de données utilisées pour
la représentation de l’ensemble ordonné. Mais il ne peut être question ici de
préciser cette structure de données et l’algorithme utilisé ; en fait, ce que le
lecteur trouvera, c’est la complexité (en temps) d’un ou deux algorithmes
résolvant le problème et des références où il pourra trouver une écriture de
ces algorithmes et des détails sur leur implémentation. Il faut préciser que les
références mentionnées ne sont pas toujours celles des articles originaux – non
nécessairement facilement accessibles – et que la complexité indiquée n’est pas
toujours la « meilleure ».

Comme il a été dit plus haut, la complexité va être évaluée en fonction
d’une « taille »de l’ensemble ordonné P = (X,≤). Celle-ci peut être le cardinal
n de X , le nombrem des couples de la relation d’ordre ≤, celui m≺ des couples
de la relation de couverture ≺, ou encore une fonction de n,m ou m≺. D’autre
part, l’entrée de ces algorithmes est parfois non une relation d’ordre ou de
couverture d’un ensemble ordonné, mais un graphe orienté sans circuits G =
(X,U). Ceci revient, en considérant l’ensemble ordonné fermeture transitive
de ce graphe, à en prendre une sous-relation U telle que ≺ est contenue dans U
qui est elle-même contenue dans ≤. La taille est alors mesurée par le nombre
d’arcs du graphe G, i.e. par l’entier mU (avec m≺ ≤ mU ≤ m). Ainsi, dans
les complexités données ci-dessous, l’apparition de m≺ (respectivement, mU

ou m) dans une expression signifie que la donnée en entrée de l’algorithme est
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la relation de couverture d’un ordre (respectivement, un graphe sans circuits
ou une relation d’ordre).

1. Calcul de la relation d’ordre de P à partir d’une sous-relation
(contenant la relation de couverture de P ) :

(a) O(n3) : Roy (1959), Warshall (1962), Schröder (2002).
(b) O(nmU ) : Goralcikova et Koubek (1979), Mehlhorn (1984).
(c) Si P est rangé, O(n +mU ) : Goralcikova et Koubek (1979).
(d) Si P est un un ensemble ordonné de dimension 2 (respectivement,

un treillis distributif), O(n2) : Ma et Spinrad (1991) (respectivement,
Bordat (1991)).

(e) Si P est de largeur bornée, O(n + m) : Habib, Morvan et Rampon
(1993).

2. Calcul de la relation de couverture de P à partir de sa relation
d’ordre :

(a) O(n3) : Schröder (2002).
(b) O(nm+ n2) : Freese, Jezek et Nation (1995).
(c) Si P est un ensemble ordonné de dimension 2, O(n2) : Ma et Spinrad

(1991).
(d) Si P est un ensemble ordonné sans N (respectivement, de largeur bor-

née), O(n+m) : Ma et Spinrad (1991) (respectivement, Habib, Morvan
et Rampon (1993)).

(e) Si P est un treillis : O(n2), Freese, Jezek et Nation (1995).
N.B. Le premier de ces deux problèmes est celui de la fermeture réflexo-

transitive d’un graphe (ici orienté et sans circuits). Les deux problèmes 1. et
2. sont équivalents à celui du calcul du produit de deux matrices d’ordre n,
problème pour lequel la borne supérieure en n3 a été améliorée, mais par des
algorithmes non nécessairement implémentables en pratique.

3. Partie commençante (A] engendrée par une partie A de P :
O(n+mU ) : Bordat (1985).

4. Calcul d’une extension linéaire de P :
O(n+mU ) : Kahn (1962), Knuth (1965), Freese, Jezek et Nation (1995).

N.B. Si G = (X,U) est un graphe orienté a priori quelconque, l’algorithme
permet de tester s’il est sans circuits (donc, si la fermeture réflexo-transitive
de U est un ordre).

5. Arbre de décomposition de P :
(a) O(n2) : Müller et Spinrad (1984, 1989), McConnell (1995).
(b) O(n + m) : Cournier et Habib (1994), McConnell et de Montgolfier

(2005).

CALCUL DE PARAMÈTRES DE P
6. Étendue κ(P ) de P :
(a) O(n+mU ) : Freese, Jezek et Nation (1995).
(b) O(n2) : Möhring (1984).
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(c) Si P est un ensemble ordonné de dimension 2,O(nloglogn) : cf. Spinrad
(1985), sous la forme équivalente de la recherche d’une clique de cardinal
maximum dans un graphe de permutation (voir l’exercice 6.13).

N.B. L’algorithme (a) permet de calculer la hauteur de tout élément de P
et une partition de P en α(P ) antichaînes.

7. Largeur α(P ) de P :
(a) O(n

5
2 ) : via Hopfcroft et Karp (1973).

(b) O(nm) : via Nemhauser et Wolsey (1988).
(c) Si P est un ordre d’intervalles (donné par une représentation par in-

tervalles), O(n2) : Schröder (2002).
(d) Si P est un ensemble ordonné de dimension 2, O(nloglogn) : cf. Spin-

rad (1985), sous la forme équivalente de la recherche d’une partie stable
de cardinal maximum dans un graphe de permutation (voir l’exercice
6.13).

N.B. 1. L’algorithme (a) (respectivement, (b)) associe d’abord à l’ensemble
ordonné le graphe biparti adéquat (voir en page 128 et l’exercice 4.5), puis
utilise l’algorithme de couplage maximum dans un graphe biparti de Hopfcroft
et Karp (respectivement, de Nemhauser et Wolsey).

2. Des modifications de l’algorithme (a) précédent permettent, avec une
complexité O(kn2), de décider si α(P ) ≤ k (avec k un entier) et, dans ce cas,
d’obtenir une antichaîne maximum ou une partition de P en α(P ) chaînes :
Felsner, Raghavan et Spinrad (2003) – cf. aussi Gavril (1987).

3. Un algorithme dû à Bogart et Magagnosc permet de trouver α(P ) et
une partition de P en α(P ) chaînes en O(n3) (cf. Freese, Jezek et Nation,
1995).

PROBLÈMES DE RECONNAISSANCE

Dans ces problèmes, la question est : P est-il un ensemble ordonné du type
écrit ci-dessous ?

8. Ensemble ordonné série-parallèle :
(a) O(n3) : Möhring (1989).
(b) O(n+mU ) : Valdes, Tarjan et Lawler (1982).
N.B. Ces algorithmes fournissent l’arbre de décomposition de P et, pour

(b), l’ordre et la relation de couverture de P .
9. Ensemble ordonné sans N :

O(n + m≺) : Valdes, Tarjan et Lawler (1978), Syslo (1982), Habib et Jegou
(1985) – cf. Möhring (1989).

N.B. L’algorithme de Habib et Jegou donne l’arbre de décomposition de P .
10. Ensemble ordonné d’intervalles :
(a) O(n+m) : Papadimitriou et Yannakakis (1979).
(b) O(n+mU ) : Baldy et Morvan (1993).
N.B. Ces algorithmes fournissent une représentation de P par intervalles.



A.2 Résultats de complexité 289

11. Ensemble quasi-fortement ordonné :
O(n+mU ) : Mitas (1994).

N.B. L’algorithme fournit une représentation de P par intervalles unitaires.
12. Ensemble ordonné de dimension 2 :
(a) O(n2) : Spinrad et Valdes (1983), Spinrad (1985), Ma et Spinrad

(1991).
(b) O(n+mU ) : McConnell et Spinrad (1999).
N.B. Les deux premiers algorithmes ont pour entrée la relation d’ordre de

P , tandis que le troisième a pour entrée une sous-relation de l’ordre contenant
la relation de couverture de P , et le quatrième un graphe de comparabilité
G = (X,U). Ces algorithmes produisent deux ordres totaux formant une base
de P .

13. Ensemble ordonné de largeur au plus k :
O(kn2) : Gavril (1987), Felsner, Raghavan et Spinrad (2003).

14. Ensemble ordonné de diamètre de décomposition au plus k :
O(n2) : Muller et Spinrad (1984).

15. Ensemble ordonné rangé :
O(n+mU ).

16. Ensemble ordonné semi-modulaire :
(a) O(n3), O(n(n+mU )) : Bordat (1985).
(b) Si P est un demi-treillis, O(n2) : Bordat (1985).
N.B. La complexité du premier algorithme peut être abaissée à celle du

produit de deux matrices d’ordre n.
17. Demi-treillis :
(a) O(n

5
2 ), O(n + mU ) : Goralcik, Goralcikova, Koubek et Rodl (1981),

Freese, Jezek et Nation (1995).
(b) O(n(n+mU )) : Bordat (1985).
N.B. L’algorithme de (a) a pour entrée la table d’une opération binaire

sur X ou un graphe sans circuit. L’algorithme de (b) a pour entrée un graphe
sans circuit.

18. Treillis : O(n
5
2 ) : Goralcik, Goralcikova, Koubek et Rodl (1981),

Freese, Jezek et Nation (1995).
N.B. L’algorithme a pour entrée une relation quelconque et permet, si celle-

ci est l’ordre d’un treillis, d’obtenir les tables de ses opérations supremum et
infimum, ainsi que sa relation de couverture.

19. Treillis distributif :
(a) O(n2) : Bordat (1985).
(b) O(n+m≺) : Bordat (1985).
N.B. 1. L’algorithme de (a) a pour entrée un graphe orienté dont la fer-

meture transitive est un treillis, celui de (b) le graphe de couverture d’un
treillis.

2. L’arborescence couvrante (« ideal tree ») associée à une extension li-
néaire de l’ensemble ordonné IT d’un treillis distributif T (cf. la page 160)
s’obtient en O(n + m≺) à partir de la relation de couverture du treillis et
permet inversement et avec la même complexité d’obtenir cette relation ; en
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utilisant une telle arborescence, on peut calculer la fermeture transitive de la
relation ≺ et les opérations supremum et infimum de T en O(|IT |) (Habib et
Nourine (1996), Habib, Médina, Nourine et Steiner (2001)).

Le dernier problème de reconnaissance que nous considérons porte, non
sur un ensemble ordonné, mais sur un graphe non orienté :

20. Reconnaissance d’un graphe de comparabilité :
O(Δ(G)), où Δ(G) est le degré maximum d’un sommet du graphe non orienté
G, Golumbic (1977) – cf. Möhring (1984).

N.B. L’orientation transitive d’un graphe de comparabilité se fait en O(n2)
ou O(mlogn) si l’entrée est l’arbre de décomposition du graphe de comparabi-
lité (Spinrad 1985, 1994) et en O(n+mU ) si l’entrée est ce graphe G = (X,U)
(McConnell et Spinrad, 1999).

A.2.2 Problèmes difficiles (algorithmes exponentiels)

Il s’agit de problèmes NP-complets, NP-difficiles, #P-complets, #P-
difficiles, problèmes pour lesquels on ne connaît pas d’algorithmes polyno-
miaux. Nous mentionnerons également dans cette section des problèmes d’énu-
mération, non difficiles aux sens précédents, mais pour lesquels la taille de la
réponse n’est pas bornée par une fonction polynomiale de la taille de la donnée
(par exemple, rechercher tous les éléments du treillis de Galois d’une relation).

Les problèmes de décision suivants sont NP-complets :
Entrée : un graphe non orienté G.
Question : existe-t-il un ensemble ordonné P tel que G = V ois(P ) ?

Nesetril et Rödl (1987), Brigthwell (1993).
N.B. Reste NP-complet pour un graphe 4-coloriable (Brigthwell, 1993).
Entrée : un ensemble ordonné P et un entier k ≥ 3.
Question : a-t-on dimP ≤ k ?

Yannakakis (1982).
N.B. Reste NP-complet pour un ensemble ordonné sans N , Kierstead et

Penrice (1989).
Entrée : un ensemble ordonné P biparti.
Question : a-t-on dimP ≤ 4 ?

Yannakakis (1982).
Entrée : un ensemble ordonné P et un entier k.
Question : a-t-on dim2P ≤ k ?

Stahl et Wille (1984), Habib, Nourine, Raynaud et Thierry (2004).
N.B. On a montré (proposition 6.7) que dim2P ≥ λ(P )(= κ(P ) − 1). Le

problème de reconnaître si dim2P = λ(P ) est NP-complet (Habib, Nourine,
Raynaud et Thierry, 1999). On trouve une étude d’heuristiques de calcul de
la 2-dimension dans Caseau, Habib, Nourine et Raynaud (1999).

Entrée : un ensemble ordonné P .
Question : a-t-on s(P ) = α(P ) − 1 ?

Bouchitté et Habib (1987).
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N.B. Par définition, cette question revient à reconnaître si P est un
ensemble ordonné de Dilworth.

Les problèmes d’optimisation suivants sont NP-difficiles :
Entrée : un ensemble ordonné P .
Sortie : une extension linéaire L de P minimisant le nombre de sauts

(s(L) = s(P )).
Pulleyblank (1981, non publié), Bouchitté et Habib (1987).

N.B. Le calcul de s(P ) reste NP-difficile pour les ensembles ordonnés
bipartis (Pulleyblank, 1981) ou d’intervalles (Mitas, 1991).

Entrée : un ensemble ordonné P de cardinal n et deux n-uplets
(t1, t2, ..., tn), (p1, p2, ..., pn) ∈ R

n.
Sortie : une extension linéaire de P minimisant le délai moyen pondéré.

Lawler (1978).
N.B. Le problème reste NP-difficile sur les ensembles ordonnés sans N ,

même si tous les ti (ou tous les pi) sont égaux (Habib et Möhring, 1987). Pour
des algorithmes d’approximation, voir Woeginger (2001).

Entrée : un profil π = (L1, ..., Li, ..., Ln) d’ordres totaux.
Sortie : un ordre médian de π.

Voir Hudry (2004) et, pour des algorithmes d’approximation, Hudry (1997).
Les problèmes suivants de dénombrement sont #P-complets :
Entrée : un ensemble ordonné P .
Sortie : le nombre |C(P )| des parties commençantes de P (soit aussi le

nombre de ses antichaînes).
Provan et Ball (1983).

N.B. Énumération de C(P ) :
(a) O(n|C(P )|) : Steiner (1986), Pruesse et Ruskey (1993).
(b) O(logn|C(P )|) : Squire (1995).
(c) O(α(P )|C(P )|) : Bordat (1991).
(d) O(Δ(P )|C(P )|) (oùΔ(P ) est le nombre maximum d’éléments couverts

par un élément de P ) : Habib, Medina, Nourine et Steiner (2001) – cf.
aussi Habib, Nourine et Steiner (1997).

(e) Si P est un ensemble ordonné d’intervalles, O(|C(P )|) (avec un algo-
rithme « sans boucles »et du type code de Gray) : Habib, Nourine et
Steiner (1997).

Relation de couverture de C(P ) :
(a) O(α(P )|C(P )|) : Bordat (1991).
(b) O(n + m) (avec pour entrée l’arborescence couvrante de C(P ), cf. la

page 160) : Habib, Médina, Nourine et Steiner (2001).
Entrée : un ensemble ordonné P .
Sortie : le nombre |L(P )| d’extensions linéaires de P .

Brightwell et Winkler (1991).
N.B. Énumération de L(P ) :
(a) O(|L(P )|) : Pruesse et Ruskey (1994).
(b) Korsh et LaFollette (2002, avec un algorithme « sans boucles »).
(c) Pour des algorithmes d’approximation, cf. Brightwell et Winkler (1991).
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(d) Pour un algorithme d’énumération de toutes les extensions d’un
ensemble ordonné, cf. Corrêa et Szwarcfiter (2005).

Entrée : (E′, E,R), où R ⊆ E′ ×E est une relation binaire de E′ vers E.
Sortie : |Gal(E′, E,R)|.

Kuznetsov (2001).
N.B. En particulier il est #P-complet de calculer le nombre d’éléments

d’un treillis donné par sa table. Il existe de nombreux algorithmes pour énu-
mérer les fermés du treillis de Galois et/ou déterminer sa relation de couver-
ture (cf. par exemple Kuznetsov et Obiedkov (2001) où les performances de
dix algorithmes sont comparées, Nourine et Raynaud (2002) ou Gely, 2005).

Entrée : (E′, E,R), où R ⊆ E′ ×E est une relation binaire de E′ vers E.
Sortie : le nombre |CF | de parties critiques de la famille de Moore F sur

E associée à R.
Kuznetsov (2004).

A.2.3 Problèmes difficiles et classes particulières d’ordres

Le tableau ci-dessous croise un certain nombre de classes d’ordres fa-
cilement reconnaissables et de problèmes difficiles en général (ou de sta-
tut inconnu comme le problème de l’isomorphisme), mais qui peuvent de-
venir polynomiaux pour ces classes. La case correspondante du tableau est
alors libellée « P »(pour polynomial) ou contient la complexité d’un algo-
rithme polynomial. Les cases remplies par « ? »sont celles pour lesquelles
on sait que la réponse est actuellement inconnue, tandis que les cases vides
sont celles sur lesquelles on ne possède aucune information. Les problèmes
« nombre de sauts »et « délai moyen pondéré »(troisième et quatrième co-
lonnes) sont les deux problèmes d’ordonnancement à une machine présentés
à la section 7.5.1.

Pour chacune des classes d’ordres du tableau, nous donnons ci-dessous,
dans l’ordre des problèmes figurant en colonnes, les références des résultats
de complexité donnés dans les cases du tableau.

1. Ordre série-parallèle :
– Isomorphisme : Lawler (1976), Valdes, Tarjan et Lawler (1982).
– Dimension (elle est égale à 2) : Valdes, Tarjan et Lawler (1982).
– Nombre de sauts : Cogis et Habib (1979).
– Délai moyen pondéré : Lawler (1978).
– Nombres de parties commençantes et d’extensions linéaires : ils s’ob-

tiennent par des formules utilisant l’arbre de décomposition de P , Faigle,
Lovász, Schrader et Turán (1986), Faigle et Schrader (1986).

2. Ordre sans N :
– Isomorphisme : Habib et Möhring (1987).
– Dimension : Kierstead et Penrice (1989).
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ordre Isomorphisme DimP Nombre de sauts
série-parallèle P P P
sans N isomorphisme completa NP P
de dimension 2 O(n2) × ?
d’intervalles P ? NP
quasi-fort P P P
fort P P P
de largeur au plus k ? ? O(nk)

de diamètre de
décomposition
au plus k

O(n2k2k!) O(n2k!) O((2k)!n2)

aUn problème est isomorphisme complet s’il est au moins aussi difficile que le pro-
blème de l’isomorphisme de graphes.

ordre Délai moyen pondéré |C(P )| |L(P )|
série-parallèle O(nlogn) P P
sans N NP ? ?
de dimension 2 ? P ?
d’intervalles ? P ?
quasi-fort P ?
fort P P P
de largeur au plus k O(n2k+1) O(nk+1)

de diamètre de
décomposition au plus k

O(nk2
) P O(nk2

)

Tableau A.1. Classes d’ordres et complexités de problèmes.

– Nombre de sauts : Rival (1983, algorithme « glouton »de construction
d’une extension linéaire optimale), Faigle, Gierz et Schrader (1985), Bou-
chitté et Habib (1989).

– Délai moyen pondéré : Habib et Möhring (1987).
3. Ordre de dimension 2 :
– Isomorphisme : Spinrad et Valdes (1983).
– Nombre de parties commençantes : Steiner (1984).
N.B. Suite à un résultat de Ceroi (2003) montrant qu’une version pondé-

rée du problème du nombre de sauts sur un ensemble ordonné de dimension
2 est NP-complète, on peut conjecturer que la version non pondérée l’est
également.
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4. Ordre d’intervalles :
– Isomorphisme : Lueker et Booth (1979).
– Nombre de sauts : Mitas (1991) ; pour des algorithmes d’approximation,

voir Faigle et Schrader (1985) et Felsner (1990).
– Nombre de parties commençantes : il s’obtient par des formules de ré-

currence, Faigle, Lovász, Schrader et Turán (1986).
5. Ordre quasi-fort :
– Nombre de sauts : Arnim et de la Higuera (1994).
– Nombre de parties commençantes : Faigle et Schrader (1986).
6. Ordre fort :
– Folklore
7. Ordre de largeur au plus k :
– Reconnaissance : Felsner, Raghavan et Spinrad (2003).
– Nombre de sauts : Colbourn et Pulleyblank (1985).
– Nombre de parties commençantes : Faigle et Schrader (1986).
– Nombre d’extensions linéaires : Steiner (1987).
8. Ordre de diamètre de décomposition au plus k :
– Isomorphisme : Habib et Möhring (1987).
– Dimension : Habib et Möhring (1987), Möhring (1989).
– Nombre de sauts : Habib et Möhring (1987), Möhring (1989).
– Délai moyen pondéré : Möhring et Radermacher (1985).
– Nombre de parties commençantes : Faigle et Schrader (1986).
– Nombre d’extensions linéaires : Habib et Möhring (1987).
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Les 58 types d’ordres connexes à au plus 5
éléments

K2,2 = CR2

n = 3

C4

n = 2n = 1

n = 4

K3,1

K2,1K1,2

C3

C2

B2

K1,3

Fig. B.1. Les 14 types d’ordres connexes à au plus 4 éléments
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C5 N5
M3

K2,3

K1,4

(a)

(b)

n = 5

Fig. B.2. Les 44 types d’ordres connexes à 5 éléments

La figure B.2 donne les diagrammes des 44 types d’ordres connexes à 5
éléments. L’encadré (a) représente ceux qui sont auto-duaux et l’encadré (b)
donne les autres (sans représenter la dualité ; le lecteur retournera le livre pour
voir apparaître les types d’ordres duaux de ceux représentés dans ce second
encadré).
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Nombres d’ordres et de types d’ordres

n Ordres Ordres connexes

1 1 1

2 3 2
3 19 12
4 219 146

5 4231 3060
6 130 023 101 642

7 6 129 859 5 106 612
8 431 723 379 377 403 266

9 44 511 042 511 40 299 722 580
10 6 611 065 248 783 6 138 497 261 882
11 1 396 281 677 105 899 1 320 327 172 853 172

12 414 864 951 055 853 499 397 571 105 288 091 506
13 171 850 728 381 587 059 351 166 330 355 795 371 103 700

14 98 484 324 257 128 207 032 183 96 036 130 723 851 671 469 482
15 77 567 171 020 440 688 353 049 939 76 070 282 980 382 554 147 600 692
16 83 480 529 785 490 157 813 844 256 579 82 226 869 197 428 315 925 408 327 266

17 122 152 541 250 295 322 862 941 281 269 151 120 722 306 604 121 583 767 045 993 825 620
18 241 939 392 597 201 176 602 897 820 148 085 023 239 727 397 782 668 638 856 762 574 296 226 842

Tableau C.1. Nombres d’ordres et d’ordres connexes sur un ensemble à n ≤ 18
éléments (cf. Brinkmann et McKay [80], 2002).
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n Types d’ordres Types d’ordres connexes

1 1 1
2 2 1
3 5 3
4 16 10
5 63 44
6 318 238
7 2 045 1 650
8 16 999 14 512
9 183 231 163 341
10 2 567 284 2 360 719
11 46 749 427 43 944 974
12 1 104 891 746 1 055 019 099
13 33 823 827 452 32 664 984 238
14 1 338 193 159 771 1 303 143 553 205
15 68 275 077 901 156 66 900 392 672 168
16 4 483 130 665 195 087 4 413 439 778 321 689

Tableau C.2. Nombres de types d’ordres et de types d’ordres connexes sur un
ensemble à n ≤ 16 éléments (cf. Brinkmann et McKay [80], 2002).

N.B. Le nombre 2 567 284 de types d’ordres sur un ensemble ordonné à
10 éléments provient de Culberson et Rawlins [108] (1991).

Bornes pour le nombre |On| des ordres sur un ensemble à n
éléments

1
4
n2 +

1
3
n− 3log2n ≤ log2|On| ≤

1
4
n2 +

3
2
n+ clog2n,

où c est une constante (cf. Kleitman et Rotschild [249], 1975).
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Repères documentaires

Comme nous l’avons déjà signalé, l’étude des ensembles ordonnés a pendant
longtemps été presqu’exclusivement consacrée à celle des treillis. Les choses
ont changé à partir des années soixante-dix et des centaines d’articles ont porté
depuis sur d’autres ensembles ordonnés, notamment finis. Il faudrait donc plu-
sieurs copieux manuels pour pouvoir décrire ne serait-ce que les principaux
résultats obtenus dans ce domaine (à titre de comparaison, le « Handbook »sur
les algèbres de Boole publié par Elsevier en 3 volumes a 1440 pages). Cepen-
dant, en ce qui concerne les ouvrages, la situation a peu évolué. Alors qu’il
existe des dizaines d’ouvrages sur la théorie des treillis, il n’y en a encore que
fort peu consacrés aux ensembles ordonnés et ils portent généralement sur des
aspects particuliers. C’est pourquoi nous avons évoqué dans la dernière section
de chaque chapitre un certain nombre de notions et de résultats importants
en renvoyant aux (nombreuses) références permettant d’en savoir plus. Nous
donnons ci-dessous quelques repères pour s’orienter dans ces références et plus
généralement dans les ressources documentaires du domaine.

D.1 Internet et l’incontournable Google

Si vous demandez à ce moteur de recherche, par exemple, « dimension ordre
partiel »avec les réponses limitées au français, vous obtenez 58.000 références,
mais, sur les 50 premières, seules 5 sont réellement appropriées. Par contre, si
vous demandez « partial order dimension »vous obtenez 2.010.000 références,
dont au moins 40 des 50 premières sont pertinentes. Il est clair que Google peut
donc être très efficace si les questions sont bien posées (en sachant toutefois
que des références importantes mais anciennes peuvent ne pas s’y trouver).

Il existe en outre des sites généralistes sur lesquels on trouve un certain
nombre de définitions et de résultats (sur les ensembles ordonnés) :

http ://en.wikipedia.org/wiki/Ordered set,
http ://mathworld.wolfram.com/PartialOrder.html
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D.2 Livres

Il s’agit ici de livres sur les ensembles ordonnés ne portant pas principale-
ment sur la théorie des treillis. On trouve en français :
1. N. Bourbaki (1956) Éléments de Mathématiques – Livre I – Théorie des

ensembles, chapitre 3, Ensembles ordonnés. N. Hermann & Cie, Editeurs,
Paris.
Certes, le style particulier de Bourbaki ne permet pas de recommander ce

chapitre comme texte d’initiation, mais on notera qu’à l’époque, il contenait,
avec ses exercices, l’essentiel de ce que l’on savait sur les ensembles ordonnés
quelconques. D’autre part, il a eu le mérite d’introduire pour les notions de
base une terminologie devenue pratiquement standard chez les auteurs fran-
cophones (ce qui contraste heureusement avec la confusion qu’on trouve en
anglais).

2. M. Barbut et B. Monjardet (1970) Ordre et Classification, Algèbre et
Combinatoire, tomes I et II, Hachette, Paris.

Cet ouvrage (depuis longtemps épuisé, mais qu’on peut trouver dans les
bonnes bibliothèques) est orienté vers les applications des structures ordi-
nales aux sciences humaines. Les treillis y occupent toutefois une place non
négligeable. Il en est de même dans les chapitres sur les ensembles ordonnés
qu’on peut trouver dans des ouvrages sur les mathématiques de l’informatique,
tels que :

3. M. Marchand (1992), Mathématique discrète ; outil pour l’informaticien,
De Boeck Université, Bruxelles.

4. J. Velu (1987), Méthodes mathématiques pour l’informatique, Dunod,
Paris (2ème édition 1994).

5. N.H. Xuong (1992), Mathématiques discrètes et informatique, Masson,
Paris.

En anglais, on trouve essentiellement des ouvrages consacrés à un domaine
précis :
6. P.C. Fishburn (1985), Interval orders and interval graphs. A study of

partially ordered sets, Wiley, New York.
7. W.T. Trotter (1992), Combinatorics and partially ordered sets : dimension

theory, The John Hopkins University Press, Baltimore.
8. M. Pirlot, Ph. Vincke (1997), Semiorders. Properties, representations,

applications, Kluwer, Dordrecht.
9. K. Engel (1997), Sperner theory, encyclopedia of mathematics and its

applications 65, Cambridge University Press, Cambridge (UK).
10. B.A. Davey et H.A. Priestley (1990), Introduction to lattices and order,

Cambridge University Press, Cambridge (UK).
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En effet, malgré son titre, l’excellente introduction de Davey et Priestley
porte essentiellement sur les treillis. Toutefois la parution récente des deux
ouvrages ci-dessous fait penser qu’une évolution est en cours. Le second de ces
ouvrages porte essentiellement sur les ensembles ordonnés infinis et le premier
leur consacre une part importante (les principaux types d’ordres infinis sont
aussi présentés dans le chapitre 2 de Barbut et Monjardet [33], 1970) :
11. B.S.W. Schröder (2002), Ordered sets. An introduction, Bikhaüser, Boston.
12. E. Harzheim (2005), Ordered sets, series : advances in mathematics, Vol.7,

Springer, New York.

D.3 Journaux

Pendant longtemps, les articles sur les ensembles ordonnés sont parus dans
des journaux mathématiques très variés. C’est toujours le cas mais, en 1984,
Ivan Rival (auteur ou co-auteur à cette date-là de plus de soixante papiers
dans le domaine) lançait la publication chez D. Reidel du journal spécialisé
Order.

Celui-ci (édité maintenant par Springer) est donc devenu un lieu privilégié
pour publier d’excellents papiers sur les ensembles ordonnés. Après Rival,
l’« editor »actuel est maintenant W.T. Trotter (http ://www.math.gatech.
edu/trotter).

La liste des articles publiés depuis le volume 1 se trouve sur le site du
journal : http ://www.springerlink.com/app/home/journal.asp?wasp=
0d2c92dcfe314 a4b8b7e75e66f36f12f&referrer=parent& backto=
linkingpublicationresults,1 :100324,1.

On n’oubliera pas les deux journaux de « reviews »ayant pour ambition
de donner pour tout article publié en mathématiques un bref commentaire
(parfois limité à un résumé) :
1. Mathematical Review, publiée par l’American Mathematical Society, et

qui présente les papiers suivant une classification dont la dernière mouture
remonte à 2000 (on la trouve sur le site http ://www.ams.org/msc/).

2. ZentralBlatt Mathematik (http ://www.emis.de/ZMATH/).

D.4 Textes de synthèse et comptes-rendus de conférences

Ivan Rival (décédé en 2002) voulait non seulement publier dans Order
les recherches de pointe, mais aussi encourager la diffusion des résultats et la
communication entre les chercheurs et leurs thèmes d’études. A cet effet, il fut
l’initiateur de plusieurs conférences consacrées en majeure partie à des exposés
de synthèse demandés à un ou deux spécialistes (ces conférences comportaient
aussi des séances de questions ouvertes). Ces exposés furent ensuite publiés
dans les recueils suivants :
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1. Ordered sets. Proceedings of the NATO Advanced Study Institute held
in Banff, Alta., August 28–September 12, 1981. I. Rival (ed.). NATO
ASI Series C 83. D. Reidel Publishing, Dordrecht, Boston, MA, 1982.
xviii+966 pp.

2. Graphs and order. The role of graphs in the theory of ordered sets and its
applications. Proceedings of the NATO Advanced Study Institute held in
Banff, Alta., May 18–31, 1984. I. Rival (ed.), NATO ASI Series, 147. D.
Reidel Publishing, Dordrecht, Boston, MA, 1985. xix+796 pp.

3. Combinatorics and ordered sets. Proceedings of the AMS-IMS-SIAM joint
summer research conference held at Humboldt State University, Arcata,
CA, August 11–17, 1985. I. Rival (ed.). Contemporary Mathematics, 57.
American Mathematical Society, Providence, RI, 1986. xvi+285 pp.

4. Algorithms and order. Proceedings of the NATO Advanced Study Ins-
titute held in Ottawa, Ontario, June 1–12, 1987. I. Rival (ed.). Kluwer
Academic, Dordrecht, Boston, MA, 1989. x+498 pp.
Il faut ajouter les comptes-rendus d’autres conférences qui peuvent aussi

comporter des textes de synthèse :
5. Orders : Descriptions and Roles, M. Pouzet et D. Richard (eds.) Annals

of Discrete Mathematics 23, 1984. North-Holland.
6. Orders, Algorithms and Applications, International Workshop ORDAL’94,

Lyon, France, July 4-8, 1994. Proceedings Series : Lecture Notes in
Computer Science, Vol. 831, Bouchitté, V. ; Morvan, M. (eds.) 1994. IX,
204 pp.

7. Orders, Algorithms and Applications, International Workshop ORDAL’96,
Ottawa, ON, Canada, Aout 5-9, 1996. Theoretical Computer Science, 217
(2), I. Rival, N. Zaguia (eds.) 1999, Elsevier Science Publishers, B.V.,
Amsterdam, 1999. pp. i–iv and 173-436.
On peut également ajouter à cette liste des textes de synthèse portant

exclusivement sur les ensembles ordonnés finis :
8. C. Greene et D. Kleitman (1978), Proof techniques in the theory of finite

sets, in Studies in Combinatorics, G.-C.Rota (ed.), Mathematical Asso-
ciation of America, 22–79.

9. D.B. West (1985), Parameters of partial orders and graphs : packing,
covering and representation, in Graphs and orders (I. Rival ed.), D. Reidel,
Dordrecht, 267-350.

10. W.T. Trotter (1995), Chapter 8, Partially ordered sets, in Handbook of
Combinatorics, R.L. Graham, M. Grötschell, L. Lovasz (eds.), Vol. 1,
Elsevier, Amsterdam, 433–480.
Ainsi que les chapitres portant sur les ensembles ordonnés des ouvrages

suivants :

11. R.P. Stanley (1986), Enumerative combinatorics, Vol. 1, Wadsworth and
Brooks, Monterey.
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12. D. Stanton et D. White (1986), Constructive Combinatorics, Springer,
New York.

D.5 Logiciels

Un logiciel appelé « the posets package »et contenant 33 programmes écrits
en MAPLE est développé par John Stembridge (http ://www.math.lsa.
umich.edu/jrs/maple.html). Parmi les procédures disponibles pour un en-
semble ordonné on trouve la recherche de sa relation de couverture, de chaînes
ou d’antichaînes, la détermination de ses extensions linéaires ou de son treillis
des idéaux, des tests de reconnaissance de certaines propriétés (existence d’un
rang, reconnaissance d’une structure latticielle). On trouve aussi un test d’iso-
morphisme de deux ensembles ordonnés et une bibliothèque des 19.449 types
d’ensembles ordonnés à au plus 8 éléments, ainsi que des 7.372 types de treillis
à au plus 10 éléments.

Karell Bertet (kbertet@univ-lr.fr) a incorporé au logiciel libre Graphviz
de visualisation des graphes des fonctions de manipulations d’ordre (ferme-
ture/réduction transitive/symétrique,...) et un ensemble de classes Java per-
mettant d’instancier un système implicatif (ensemble de règles d’implications),
de tester et d’appliquer certaines propriétés sur ces règles, et de générer le
système de fermeture associé. Voir http ://perso.univ-lr.fr/kbertet/
dotty.html.

On peut en outre mentionner le dernier chapitre, intitulé « Computational
aspects of lattice theory », du livre Free lattices (Freese, Jezek et Nation,
1995). Il contient de nombreux algorithmes, écrits en un langage simple, sur
les ordres et les treillis. On y trouve notamment : fermeture transitive, passages
entre différentes représentations d’un ordre, extensions linéaires, antichaînes,
partitions en chaînes.

Les logiciels de traitement de graphes tels LEDA – « a Library of Efficient
Data types and Algorithms »–, http ://www.cs.sunysb.edu/algorith/
implement/LEDA/implement.shtml, contiennent des algorithmes de ferme-
ture et de réduction transitive.

Enfin, notons que de nombreux logiciels sont développés pour l’utilisation
des outils ordinaux dans l’analyse et la fouille des données. On peut, par
exemple, citer TOCKIT (http ://tockit.sourceforge.net/), GALICIA
(http ://
www.iro.umontreal.ca/ Egalicia) et CONCEPTS (http ://www.st.cs.
uni-sb.de/lindig/src/concepts.html).
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Liste des symboles

(A + B,≤) : ensemble ordonné biparti
47

(Gal(E,E′, R),≤) : treillis de Galois de
R 92

(Y ] : fermeture commençante de Y 84
(x[ : ensemble des minorants stricts de

x 4
(x] ou Px : ensemble des minorants de

x 4
(H, ι) : hiérarchie indicée 228
0P : minimum de P 24
1P : maximum de P 24
An : antichaîne à n éléments 4
CRp : couronne à 2p éléments 47
Cn ou n : chaîne à n éléments 2
Comp(P ) : graphe de comparabilité de

P 5
CompP : relation de comparabilité de

P 5
Couv(P ) : graphe de couverture de P

6
Crit(P ) : ensemble des couples

P -critiques 39
DIRP ou DIR(P ) : ensemble des

doublement irréductibles de P
27

FP : relation de forçage associée à P
22

Gx : ensemble des minorants de x dans
la partie G 75

Gal(E, E′, R) : ensemble des concepts
F × H de R 91

Gal(P ) : complété de MacNeille de P
96

Hx : ensemble des majorants de x dans
la partie H 79

IRP ou IR(P ) : ensemble des
irréductibles de P 27

Ix : ensemble des inf-irréductibles
supérieurs ou égaux à x 27

IP ou I(P ) : ensemble des inf-
irréductibles de P 27

Inc(P ) : graphe d’incomparabilité de P
5

IncP : relation d’incomparabilité de P
5

Kp,q : ensemble ordonné biparti complet
47

M3 : plus petit treillis modulaire non
distributif 57

MajoY : ensemble des majorants de la
partie Y 24

Majo (application) 73
MinP : ensemble des éléments

minimaux de P 24
MinoY : ensemble des minorants de la

partie Y 24
Mino (application) 73
N5 : plus petit treillis non modulaire

57
Nk : niveau de rang k 45
P ≡ Q : P et Q sont isomorphes 8
P (E) : ensemble des parties de E 11
P = (X,≤)(= (X, O)) : un ensemble

ordonné 2



332 Liste des symboles

P−x : ensemble des éléments couverts
par x 6

P1 ⊕′ P2 : somme ordinale fusionnée de
P1 et P2 31

P1 ⊕ P2 : somme ordinale de P1 et P2

31
P1 ⊗ P2 : produit lexicographique de P1

et P2 31
P1 + P2 : somme cardinale de P1 et P2

31
P1 ×P2 : produit direct de P1 et P2 32
Q 
 P : Q est un sous-ensemble

ordonné de P 18
QP : ensemble ordonné des applications

isotones de P dans Q 74
QP1...Ph

y1...yh : substitution des Pi 30
R : une relation binaire 2
Rc : relation complémentaire de R 2
Rd : relation duale de R 10
RP : table de P 93
SNC : sans N couvrant 51
SP ou S(P ) : ensemble des sup-

irréductibles de P 27
Sn 179
Sx : ensemble des sup-irréductibles

inférieurs ou égaux à x 27
T : un tournoi 59
T : un treillis 52
V ois(P ) : graphe de voisinage de P 6
[Y ) : fermeture finissante de Y 84
[x, y] : intervalle entre x et y 19
Δ : différence symétrique 166
Π1≤i≤hPi : produit direct des Pi 32
Σn : Permutoèdre 13
α(P ) : largeur de P 20⊕

1≤i≤h Pi : somme ordinale des Pi 31
δ(P ) : déficience de P 115
δ(Y ′) : déficience de la partie Y ′ 115
γ(P ) 20
ι : isomorphisme entre ST et IT 143
κ(P ) : étendue de P 20
λ(P ) : longueur de P 20
F : ensemble des réseaux de fermeture

81
G : ensemble des fermetures 81
H : ensemble des hiérarchies 227
N : ensemble des entiers naturels 11
R : ensemble des réels 15

ν(P ) : cardinal maximum d’un niveau
45

⊗1≤i≤hPi : produit lexicographique des
Pi 32

π(R) : fermeture réflexo-transitive de R
58

≺ : relation de couverture 6
\ : différence ensembliste 18
σ(P ) : cardinal maximum d’un couplage

115∑
1≤i≤h Pi : somme cardinale des Pi

30
τ (P ) : cardinal minimum d’une

transversale 115
τ (F) : plus petite topologie contenant

F 149
θ(P ) 20
2X : treillis des parties de X 11
ns : ensemble strictement totalement

ordonné à n éléments 3
]Y ) : 115
]x) : ensemble des majorants stricts de

x 4
dimP : dimension de P 176
dim2P : dimension booléenne de P

171
dimkP : k-dimension de P 189
g(T ) : cardinal minimum d’une partie

génératrice de T 145
gf : composée des applications f et g

80
h(x) : hauteur de l’élément x 45
i+ : unique élément couvrant i 80
infY ou

∧
Y : infimum de la partie Y

25
nk : cardinal du niveau Nk 118
o(P ) : nombre de couvertures de P 21
o(P, L) : nombre de couvertures de L

21
p(x) : profondeur de l’élément x 46
r(P ) : paramètre de rang de P 44
r(x) : rang de x 44
rT : application rang d’un tournoi T

59
s(P ) : nombre de sauts de P 21
s(P, L) : nombre de sauts de L 21
s− : unique élément couvert par s 77
supY ou

∨
Y : supremum de la partie

Y 25
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x ↓ y : relation flèche inférieure 23
x ↑ y : relation flèche supérieure 23
x � y : relation double flèche 23
xP : ensemble des majorants de x 4
x ≤ y : x inférieur ou égal à y 4
x ∨ y : supremum de x et y 25
x ∧ y : infimum de x et y 25
P : partition d’un ensemble 12
m(D) : famille de Moore engendrée par

D 83
C(P ) : ensemble des parties commen-

çantes de P 27
F(P ) : ensemble des parties finissantes

de P 27
FX : ensemble des fuseaux de LX 158
H : hiérarchie 227
L(P ) ou L(O) : ensemble des extensions

linéaires de P = (X, O) 21

LX : ensemble des ordres totaux sur X
154

OX : ensemble des ordres sur X 150
PX : ensemble des partitions de X 12
RP : table fléchée de P 93
SP : classe des ensembles ordonnés

série-parallèle 51
T 0

X : ensemble des topologies quasi-
séparées sur X 150

W : ensemble des ordres forts 217

F × H : un concept 91
MaxP : ensemble des éléments

maximaux de P 24
P ≡d Q : P et Q sont duaux 9
xP+ : ensemble des éléments couvrant

x 6
A(P ) : ensemble des antichaînes de P

116
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Adjonction 101
Algorithme

exponentiel 281
linéaire 281
non déterministe 283
polynomial 281
TCA 285

Antichaîne 4
d’un ensemble ordonné 19
maximale 20

Anti-isomorphisme 9
antitone voir Application
Application

antitone 73
contractante 81
extensive 81
galoisienne 85
idempotente 81
isotone 73
monotone 73
résiduée 85
résiduelle 85
strictement isotone 73

Arête 5
Arbre 51

de classification 226
de décomposition 38
de parties 12

Arc 5
Atome 78
Automorphisme 8

Base
canonique (de Guigues-Duquenne)

248

d’implications 247
d’un ensemble ordonné 22, 177
d’une relation d’implication 247

Bichaîne 51
Biordre 209
biparti voir Ensemble ordonné
Birkhoff voir Théorème
booléen voir Codage, Dimension,

Treillis
Borda voir Règle de Borda
Borne

inférieure 25
supérieure 25

Chaîne 2
couvrante 19
étendue 19
maximale 19
symétrique 120

Chemin 15
hamiltonien 58

Circuit 58
hamiltonien 58

Classe de problèmes
Classe #P 284
Classe NP 282
Classe P 282

Clivage 136
Coatome 80
Codage 73

2-codage 171
booléen 171
inf- 74
k-codage 189
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strict 176
sup- 74

Commutation 13, 155
Complément 55
complémenté(e) voir Topologie,

Treillis
Complété d’un ensemble ordonné 96
Complétion stricte 107
Complexité (en temps) 280
Composante connexe 7
Composée (de relations) 202
Concept (d’une relation binaire) 91
Condorcet voir Propriété
Connaissance (espace de) 197, 238
connexe voir Ensemble ordonné
Consistance voir Propriété
contractante voir Application
convexe voir Géométrie, Partie
Correspondance de Galois 88
Coupe 128
Couplage 115
Couple P -critique 22
Couronne 47
Couverture voir Graphe, Nombre,

Relation
couvrant(e) voir Chaîne, Sous-

ensemble ordonné
critique voir Couple, Partie

décisif (ensemble) 223
Décomposition voir Arbre,

Diamètre
Décomposition modulaire 37
Dedekind (problème de) 165
Déficience

d’un ordre biparti 115
d’une partie 115

démantelable voir Ensemble ordonné,
Treillis

Demi-treillis 52
distributif 231
inf- 52
à médianes 235
semi-modulaire 68
sous-inf 53
sous-sup 53
sup- 52

Dendrogramme 228
Dépendance fonctionnelle 239

Désaccord 156
Diagramme

de Gandt 253
de Hasse 7

Diamètre (de décomposition) 38
Dilworth voir Ordre, Théorème
Dimension 22, 176

2-dimension 14, 171
booléenne 171
convexe 178
Ferrers 197
gloutonne 197
k-dimension 189

Dissimilarité 224
Distance

de la différence symétrique
156, 231

géodésique 156
distributif(ve) voir Demi-treillis,

Famille de parties, Treillis
Dual (d’un ensemble ordonné) 9
Dualité (principe de) 10
Duplication 165

Élément
inf-premier 137
irréductible 26
maximal 24
minimal 24
sup-premier 136

Éloignement 230
Ensemble ordonné 2

arboré 51
arborescent 51
atomistique 78
biparti 47

complet 47
régulier 118

borné 24
chaînes-alternées 47
coatomistique 80
conjugué 186
connexe 7
décomposable 37
démantelable 64
d-irréductible 195, 198
filtrant inférieurement 68
fortement ordonné 51
d’intervalles 51
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linéairement ordonné 2
modulaire 48
multi-arborescent 51
planaire 63
quasi-fortement ordonné 51
rangé 44

de Sperner 118
unimodal 120

sans N 51
sans N couvrant 51
semi-modulaire

inférieurement 47
supérieurement 47

série-parallèle 51
strictement ordonné 3
strictement totalement ordonné 3
totalement ordonné 2

Étendue d’un ensemble
ordonné 20, 110

étendue voir Chaîne
Exponentiation 74
Extension d’un ordre 21

extension linéaire 21
gloutonne 197

extension maximale 22
extension minimale 22

extensive voir Application
Extrémité d’une chaîne 19

Famille de parties
famille distributive 56
famille finissante 219
famille de majorités 219
famille de Moore 83
famille de Sperner 121

Fermé 81
Fermeture 81

commençante 84
finissante 84
réflexo-transitive 15

Ferrers voir Dimension, Relation
Filtre voir Partie finissante, 219
Flot 128
Fonction booléenne croissante 164
Fonction d’agrégation des préférences

217
Forçage voir Relation, Ordre
Fuseau d’ordres totaux 154

galoisienne voir Application
génératrice voir Partie
Géodésique 156
géodésique voir Distance
Géométrie convexe 163
gloutonne voir Dimension,

Extension
Graphe

biparti 114
de comparabilité 5, 35
de couverture 6
d’incomparabilité 5
d’intervalles 34
non orienté 5
orienté 5
parfait 129
de permutation 193, 200
permutoèdre 155
de voisinage 6

Guttman (échelle de) 101

hamiltonien voir Chemin, Circuit
Hauteur d’un élément 45
Hiérarchie 12, 227

indicée 228
Hiraguchi voir Théorème
homogène voir Partie homogène
Hypergraphe 196

Idéal 28
idempotente voir Application
Implication 239, voir Relation
Inclusion/exclusion

(formule d’) 163
Indépendance voir Propriété
Inf-codage 74
Inf-demi-treillis 25, 52

arborescent 67
distributif 231

inf-génératrice voir Partie
Inf-irréductible 26
Inf-morphisme 74
inf-premier voir Élément
Infimum 25
Instance (d’un problème) 280
Intervalle 19

géodésique 157
Intervalles voir Ensemble ordonné,

Graphe, Ordre
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Invariant de comparabilité 20, 37
IP -cycle 196
ipsoduale (classe) 10
Irréductible 26

doublement 26
inf- 26
sup- 26

Isomorphisme 8
isotone voir Application

Jordan-Dedekind voir Propriété

k-antichaîne 131
k-codage 189
k-dimension 189

Largeur 20, 110
lexicographique voir Ordre,

Produit, Somme
linéaire voir Algorithme,

Extension
Littlewood–Offord (problème de) 132
Longueur

d’une chaîne 19
d’un ensemble ordonné 20

Majorant 24
majoritaire voir Règle, Relation
Mariage stable 162
maximal(e) voir Antichaîne, Chaîne,

Élément, Extension
Maximum 24
médian voir Ordre
Médiane

latticielle 56, 136
métrique 230

médiane voir Procédure
minimal(e) voir Élément,

Extension
Minimum 24
Minorant 24
modulaire voir Ensemble

ordonné, Treillis
monotone voir Application
Moore voir Famille de parties,

Partie
Morgado voir Relation

de Morgado
Morphisme 71

inf- 74
sup- 74
de treillis 74

Nakamura voir Nombre,
Théorème

Niveau 45
minimum-R-régulier 119
R-régulier 119

Nombre
de couvertures 21
de Nakamura 220
de sauts 21

Nombres de Whitney 118

Ordonnancement 251
à deux étapes 255
m-ordonnancement 253

Ordre 2
de Dilworth 65
de divisibilité 11
de dominance 40
de forçage 28
d’exponentiation 74
facteur 39
faible de Bruhat 13
de finesse 12
fort 15
d’intervalles 15, 51
lexicographique 39
médian 16
permutoèdre 13
de priorité 258
quasi-fort 51, 205
série-parallèle 51
strict 3
strictement total 3
total 2

Origine d’une chaîne 19
Ouvert 81
Ouverture 81

Pareto voir Propriété
Partie

bornée 25
inférieurement 25
supérieurement 25

commençante 27
convexe 19, 155
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critique 248
D-fermée 241
finissante 27
génératrice 145
géodésiquement convexe 157
homogène 36
inf-fermée 26
inf-génératrice 27
majorée 24
minorée 24
de Moore 81
quasi-fermée 247
saturée 243
sup-fermée 26
sup-génératrice 27

Partition 12, voir Treillis, 225
en antichaînes 110
en chaînes 110

Permutation 13
permutoèdre voir Graphe, Ordre,

Treillis
planaire voir Ensemble ordonné,

Treillis
Préordre 14

des sections 41
trace 210, 269

Problème
#P-complet 284
#P-difficile 284
de #P 284
NP-difficile 284
de décision 282
indécidable 282
de NP 283
NP-complet 283
de P 283

Procédure médiane 230
Produit

direct 32
lexicographique 32

Profil (de préférences) 215
Profondeur d’un élément 46
Projection 219
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Propriété

de Condorcet 236
de consistance 236
d’indépendance 222
de Jordan-Dedekind 46

de Pareto 222
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de Sperner 118
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Quasi-fermé 247
Quasi-ordre 214

Rang (application)
d’un ensemble ordonné 44

rang normé 44
d’un tournoi 59

Rang (paramètre) 44
Réalisation d’un ordre 22, 176
Recouvrement (en chaînes) 112
Réduction polynomiale 284
Règle

de Borda 217
majoritaire 217

Relation
de Morgado 105
de Pickert 88

Relation (binaire) 2
antisymétrique 2
asymétrique 3
coduale 203
de comparabilité 5
complémentaire 203
de couverture 6
double flèche 23
duale 203
de Ferrers 209
flèche inférieure 23
flèche supérieure 23
de forçage 22
d’implication 241
d’incomparabilité 5
d’indifférence 15, 201
irréflexive 3
majoritaire 217
négativement transitive 203
de préférence 15, 201
quasi-transitive 214
réduite 95
réflexive 2
totale 2, 59
transitive 2
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Représentation
en irréductibles 78
d’un treillis distributif 141

Réseau
de fermeture 81
d’ouverture 82

résiduée voir Application
résiduelle voir Application
Rétraction 81

Sac à dos (problème du) 16
Saut 21
Section

commençante 27
finissante 27

Semiordre 51, 214
Somme d’ensembles ordonnés

somme cardinale 30
somme lexicographique 30
somme ordinale 31

Sous-ensemble ordonné 18
couvrant 18

Sous-inf-demi-treillis 53
Sous-ordre 18
Sous-sup-demi-treillis 53
Sous-treillis 53
Sperner voir Ensemble ordonné,

Famille, Propriété, Théorème
Sperner par niveaux voir Propriété
Substitution 29
Sup-codage 74
Sup-demi-treillis 25, 52
sup-génératrice voir Partie
Sup-irréductible 26

majoritaire 231
Sup-morphisme 74
sup-premier voir Élément
Supremum 25
Système complet

d’implications 240
Système de représentants distincts 131

Table d’un ensemble ordonné 93
table fléchée 93
table réduite 95

Tableau d’une relation
binaire 202

tableau en escalier 202
Taille (d’une instance) 281

Théorème
d’Arrow 222
de Birkhoff 141
de Dilworth 111
d’Hiraguchi 185
de König-Egervàry 116
de König-Hall 118
de König–Öre 116
de Nakamura 220
de Sperner 121

Topologie 138
complémentée 150
linéaire 150
quasi-séparée 150
T0-topologie 150

Tournoi 59
Transversale

d’un biparti 115
d’une famille de parties 146

Treillis 25, 52
des antichaînes 130, 140
booléen 25
borné 166
complémenté 55
complet 103
de concepts 92
démantelable 64
distributif 55
distributif libre 164
des familles de Moore 241
de Galois 92
géométrique 274
localement distributif 162
modulaire 57
des partitions 226
permutoèdre 161
planaire 64
de Post 125
semi-modulaire 69

Tri topologique 59

Ultrafiltre 219
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unimodal voir Ensemble

ordonné

Whitney voir Nombres
de Whitney
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