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Cet ouvrage et le suivant "Afgeibre £Locafe” proposent un exposé se
suffisant & lui-méme des résultats les plus classiques de 1'algébre com-
mutative. Le lecteur trouvera dans le livre "Les fonmalismes fondamen-
taux de £'algebre commutative" les définitions de base et les &léments
d'algébre multilinéaire et homologique qui y sont utilisés.

L'algebre commutative est la discipline mathématique qui traite des
anneaux commutatifs. Elle a des 1iens étroits avec plusieurs théories
fondamentales et, notamment, la théorie algébrique des nombres, la géomé-
trie algébrique et la géométrie analytique locale.

La théonie algébrique des nombres est, en gros, 1'étude des exten-
sions finies ou, plus généralement, algébriques du corps des rationnels
et de celle de ces cas particuliers d'anneaux de Dedekind que sont les
anneaux d'entiers algébriques. Les éléments de la théorie des entiers al-
gébriques sont donnés dans le chapitre 4. Une étude arithmétique des an-
neaux de Dedekind sera entreprise dans le livre "ALgébre Locale".

Sous la forme la plus classique, la géométnie algébrique est 1'&tu-
de des ensembles des zéros d'une famille de polyndémes a@ coefficients dans
un corps. La notion de courbe aigébrique piane qui en reiéve est intro-
duite dés le chapitre 2. Un exposé plus général est donné dans le chapi-
tre 6. On y montre, en particulier, comment un ensemble algébrique s'in-
terpréte, aprés définition d'une notion convenable de point, comme le
spectre d'une algébre de type fini réduite sur un corps.

La plupart des résultats de ce Tivre ont un support ou une inter-
prétation géométrique. La théorie des anneaux de fractions (chapitre 1)
est 1iée & un processus de Tocalisation & un ouvert ou au passage & un
anneau de germes de fonctions. Le chapitre 2 contient des résultats de
finitude dont le plus frappant est le théoréme de Hilbert qui affirme
qu'un ensemble algébrique est 1'ensemble des zéros d'un nombre fini de
polynémes. Le chapitre 3 qui traite de la décomposition primaire et des
idéaux premiers associés correspond soussa forme 1a plus simple & la dé-
composition d'un ensemble algébrique en réunion d'ensembles algébriques
irréductibles. La théorie des extensions de type fini d'un corps est
équivalente & 1a partie de la géométrie algébrique dite birationnelle,
i.e. & 1'étude des invariants par le groupe des transformations biration-




nelles. Les &léments de théorie des corps sont donnés dans le chapitre 5:
existence des bases de transcendance, construction d'extensions remar-
quables dont la cl6ture algébrique, théorie de Galois des extensions fi-
nies, questions d'inséparabilité utiles en théorie de la multiplicite.

Le chapitre 7 traite des morphismes d'ensembles algébriques et de quel-
ques résultats particuliérement importants : lemme de normalisation

d'E. Noether, constructibilité de 1'image d'un morphisme. Le chapitre 9
aborde 1'étude des espaces tangents.

La géométrie analytique Locale est 1'étude locale des ensembles
analytiques, i.e. des ensembles des zéros de fonctions analytiques. Elle
est équivalente a 1'étude des algébres analytiques qui sont les quotients
des anneaux de séries convergentes. Le lecteur trouvera en exercices les
théorémes de base de cette théorie et, notamment, le théoréme de prépa-
ration de Weierstrass et ses conséquences : théorémes de la fonction im-
plicite et de 1a fonction réciproque, lemme de Hensel. Le chapitre 8
traite d'une géométrie analogue : fa géométrie fornmelle OO les anneaux
qui interviennent sont les anneaux locaux complets et surtout du passage
de la géométrie algébrique locale a cette géométrie formelle.

Le Tivre "Algébre Tocale” qui fait suite contient des résultats
plus fins 1iés aux propriétés locales ou & des globalisations simples de
celles-ci.

Je tiens & remercier ici toutes les personnes qui m'ont aidé dans
la rédaction de cet ouvrage et, notamment, M. Alain Bouvier qui en a lu
une premiére version et Mme Marie-Lise Pham et M. Laurie Mascie qui ont
rédigé un appendice sur des résultats de Hochster. Je ne saurais oublier
Mnes Simon et Das Chagas qui ont apporté toute leur compétence et dé-
vouement 3 la dactylographie définitive.




Le Tivre : fes fornmalismes fondamentaux de L£'algZbre commutative
est noté dans le suite (FFAC).
Voici le rappel de quelques notations utilisées dans ce livre.

N ensemble des entiers naturels

¥* ensemble des entiers naturels non nuls
Z anneau des entiers

Q corps des raticonnels

R corps des réels

C corps des complexes

Ens catégorie des ensembles

4b catégorie des groupes abéliens

4nn catégorie des anneaux commutatifs

Loc catégorie des anneaux locaux

Top catégorie des espaces topologiques

® somme directe

1 produit

® produit tensoriel

lip imite inductive

lim
P iy

Ext? n-iéme foncteur Ext

[

PR —

imite projective

Tor n-iéme foncteur Tor
H" n-iéme groupe de cohomologie
H n-iéme groupe d'homologie

Quelques définitions sur les algébres

Sodlent A un anneau, B une A-algibre.

1. On dit que B est une A-algébre 4inie si le A-module B est de
type fini.

2. 0n dit que B est une A-algébre de fype 4ini si elle est quotient
d'une A-algibre de polyndmes & un nombre finé d'indéterminées.

3. On dit que B est une A-algébre de présentation ginie si elle est
quotient d'une A-algébre de polyndmes & un nombre find d'indétermindes
par un L{déal de type find.

4. On dit que B est une A-algébre ecssentiellement de type fini si




elle est la localisée en un idéal premier d'une A-algebre de Type §ini.
On a les implications évidentes : finie =—= de type fini
de présentation finie —> de type fini
Ce sont les seules implications vraies en toute généralité.

] s ¥ & + [y

le Lecteun est prnil d’ appﬁ/‘z/t"t a
Chapitre 4. Corollaire du théoréme 1.5
Soit N un A-modufle.

Les applications Py N;P ° XM NP de Hom, (M 9 N,P) dans

Hom, (M,Hom, (N,P)) dééLnAAAeni Le 5oncteun M — M N, v—>v 8N

comme foncteun adfoint a gauche du foncteur HomA(N,—y.

Proposition 1.12
Solent A,R,S des anneaux commutatifs, £ (resp. g) un homomorphisme

d'ameaux de A dans R (resp. A dans S), u £'homomonphisme d'anneaux :
x —— xol de R dans R % S, v £ homomonphisme d'anneaux : y ——r ley
de S dans R 2 s.
Alons, ((R % S),u,v) est La somme amalgamle dans Ann du diagramme :

S
.

S
Démonstration
Le fait que u et v soient des homomorphismes d'anneaux, R ® s étant
muni de la structure d'anneau défini dans la proposition I.11, eét évidert
I1 est clair que uof = vog car
(uof)(a) = f(a)el = a(lel) = leg(a) = (vog)(a)

Chapitre 2. Proposition 11.10 (fin de démonstration)

Soient alors x ¢ @y - P s xtp e yea,y# Py Ul
dont 1'existence résulte de 1'hypothése de récurrence.




Index des principales notations du livre dans 1'grdre o0 elles se
présentent
NER 7 dim(a) 144 V() D(F) 96
.S .S - I(H)
lA 1M 7 145 255
sTtasT'Ms e 10 N 146 CxX) 260
*
5‘: 12 k 170 D(£f) 262
r(a) 19 [K:k] 179 k [H] 266
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I I A M iTiel géom
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CHAPITRE 1

Anneaux et modules de fractions
Localisation et globalisation







Le probléme algébrique qui consite & rendre inversibles certains
éléments d'un anneau se présente déja 3 propos de la construction du
corps @ des rationnels a partir de l'anneau Z des entiers et, plus gé-
néralement, du corps des fractions d'un anneau intégre.

En théorie des nombres, on considére souvent le sous—anneau T(p) de
@, ol p est un nombre premier, des fractions n/m ol m n'est pas divisible
par p et surtout son complété, l'anneau des entiers p-adiques (chap. 8).

Dans 1'anneau T(p), tout nombre premier différent de p devient inversible.
18

i les problémes en le n

On localise ai

ombre premier p.
Un processus analogue est fondamental en géométrie algébrique. En
voici un exemple simple. L'anneau C[}l,...,XA] des polyndmes en les n
indéterminées Xl,...,Xn 3 coefficients complexes s'identifie & 1'anneau
des fonctions polyndmes de ¢” dans C.
Une fraction rationnelle f(Xl,...,Xn)/g(Xl,...,Xn), ol

f,g ¢ CEX]""’XA]’ définit une fonction
(xl,...,xn) — f(xl,...,xn)/g(xl,...,xn)
de 1l'ouvert D(g) = {(xl,...,xn) € Cn/g(xl,...,xn) # 0} de ¢" dans C.

Soit h € C[Xl,...,X;]. Le sous—anneau du corps C(Xl,...,Xn) des
fractions rationnelles f/g, oi f, g ¢ CEX]""’Xﬁ] et g n'est pas divi-
sible par h, s'identifie A4 1'anneau des fonctions rationnelles définies
sur tout l'ouvert D(h). On démontrera ultérieurement que c'est le sous-—
anneau des fractions k/h’, ofi k ¢ C[XI,...,Xn], obtenu en rendant inver-
sibles les puissances de h.

Le passage de l'anneau C[Xl,...,Xn] a ce sous—-anneau constitue bien
un processus de localisation & 1'ouvert D(h) de c".

Plus généralement, A un anneau A on associe un espace topologique,
son spectre, Spec@) qui est l'ensemble des idéaux premiers de A muni d'une
topologie convenable. On verra au chapitre 6 que cet espace a une signifi-
cation géométrique simple si A est une algébre réduite de type fini sur

un corps. Le passage de A 3 1'anneau A obtenu en rendant inversible

h,
1'élément h de A comme ci-dessus, est un processus de localisation &
l'ouvert D(h) de Spec(a), D(h) = {p ¢ Spec(A)/h ¢ p}.

Si p est un idéal premier de A, 1'anneau A , obtenu en rendant in-
t p9




4 ANNEAUX ET MODULES DE FRACTIONS

versibles les 8ldments de A n'appartenant pas 3 p; est un anneau local

qui rend compte des propriétés de Spec(A) au voisinage du point p. Si

A= C[Xl,...,XA] et p est 1'idéal (Xl""’xn)’ 1'anneau A_ est 1'anneau
des fractions rationnelles f/g, oi f, g ¢ C[Xl,...,Xn] et g(0,...,0) # O.
I1 permet de lire les propriétés de C" considéré comme ensemble "algébri-
que" au voisinage de l'origine.

La construction générale des anneaux de fractions se présente comme
suit.

Solent A un anneau, S une partie de A.

Un anneau de fractions de A par rapport & S est la donnée d'un anneau
B et d'un homomorphisme f : A —— B universel pour la propriété que, pour
tout s € S, f£(s) soit inversible dans B.

L'existence d'un tel anneau peut &tre démontré, en toute généralité,
par plusieurs procédés. Deux sont proposés dans le texte. Un troisiéme est
donné en exercice.

Voici le plan de ce chapitre.

Dans I, on introduit la notion de partie multiplicative et de partie
multiplicative saturée.

Dans II, on explicite deux constructions des anneaux de fractions et
on démontre une importante propriété de platitude.

Le paragraphe 111 étudie la correspondance entre certains idéaux
d'un anneau de fractions.

Dans IV, on compare les anneaux de fractions relatifs & deux parties
multiplicatives.

Le processus de localisation suggéré dans 1'introduction admet par-
fois un processus inverse, le processus de globalisation é&tudié dans V.

Le paragraphe VI concerne la localisation des Ext et des Tor. Il peut
étre laissé en premiére lecture.

I. Parties multiplicatives

Un produit d'éléments d'un anneau est inversible si et seulement si
chaque facteur est inversible. Donc pour rendre inversible tout é&lément
d'un ensemble S il faut rendre inversible tout produit d'éléments de S et
c'est &videmment suffisant. L'ensemble de tels produits et de 1'élément
unité est multiplicativement stable. On dit que c'est une partie multipli-

cative.




5 PARTIES MULTIPLICATIVES

On peut donc se limiter au probléme de rendre inversibles les élé-
ments de parties multiplicatives. L'avantage de cette restriction appa-
raitra clairement dans la deuxiéme construction donnée ici d'un anneau de
fractions : on peut alors réduire les fractions au méme dénominateur.
Déginition

Une parntie S d'un anneau A est dite multiplicative 84 1 appartient
a s et 84 Le produit de deux eféments de S appartient a S.

Exemples
1. Soit p un Ldéal de A.
Les assertions suivantes sont équivalentes : (i) p est premier

(ii) A-p est une partie multi-
plicative

2. Sodit £ € A.
La partie s = {1,f,...,£,...} est multiplicative.

3. Soit a un idéal de A.
La partie 1+a = {1+x / xea} est multiplicative.

4. Une intersection de parties multiplicatives est une partie multi-
plicative.

5. Soit S une partie de A.
L"intersection des parties multiplicatives de A contenant S est fa plus
petite partie mulitiplicative de A contenant S. Elle est 1'ensemble des
produits finis d'éléments de sv{1}.

On 1'appelle la partie multiplicative engendrée par S.

Déginition
Une partie multiplicative S de A est dite satunie s4 La condition
ss'eS (s,s'eA) dmplique La condition seS ef s'eS.

Exemples
1. Soit p un idéal premiern de A.
La partie multiplicative A-p est saturée.

2. Une intersection de parties multiplicatives saturées est saturée.
3. Soit (pi)ieI une famille d'idéaux premienrs.

. s s s n _ = -
La partie multiplicative {e1 (Ap;) = A 5;& p; est saturée.
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4. Soit 5 une pantie de A.
L'intersection des parties multiplicatives saturées contenant S est la
plus petite partie multiplicative saturée contenant s. On 1'appelle fa
partie multiplicative saturbe engendnée par S. C'est aussi la partie mul-
tiplicative saturée engendrée par la partie multiplicative engendrée par S
Si s est une partie multiplicative, la partie multiplicative saturée en-

gendrée par s est 1'ensemble {s ¢ A /] t ¢ A tel que steS}.

Propesition 1.1

Soit S une parntie multiplicative de £'anneau A, avec O ¢ s.

Un idéal p maximal, pour La nelation d'inclusion, dans £'ensemble
des idéaux de A disjoints de S est un Ldéal premien.

Démonstration
Soient a et b n'appartenant pas a& p. Par maximalité de p, (p+Aa)n S
et (p+Ab)n s sont non vides. I1 existe donc des éléments u, v de p et x,
y de A tels que u+xa et v+yb appartiennent a s. L'élément ab ne peut ap-
partenir a p car sinon le produit (u+xa)(v+yb) appartiendrait a pns.
Donc, 1'idéal p est premier.

Conollaine

Soit S une partie de A.

la partie mubtiplicative satunde engendrée par S est iQI(A—pi) od
P 1 La famille des idiaux premiens disfoints de S.
Démonstration

Comme un idéal premier est disjoint d'une partie si et seulement si
il est disjoint de la partie multiplicative saturée qu'elle engendre, on

peut supposer S multiplicative saturle et démontrer alors £'Zgalité

$= ig&(A'pi)

L"inclusion s CigE(A—pi) est claire et le second membre est une
partie multiplicative saturée.

Soit a ¢ S. Puisque s est saturée, aAnS = @¢. Le théoréme de Zorn
montre alors 1'existence d'un idéal maximal p dans 1'ensemble des idéaux
de A contenant Aa et disjoints de s. Cet idéal p est premier et a n'ap-

partient pas @ A-p et donc, a fortiori, a ig&(A—pi).
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1. Premiére construction

Le lecteur peut considérer cette construction comme un exercice. La
proposition II.2 est essentielle. On y verra bien ol intervient 1'hypothé-

se que la partie est multiplicative.

Probfeme

Sodent A un anneau, S une partie de A.

Construine un anneau ALS ] et un homomonphisme 1 de A dans A[S ]
tels que, poun fout seS, i (s) s04it invensible dans A[s N qu¢ sodent und-
vernsels pour cette pnopn&ete en un sens précisé dans la proposition II.1.

On suppose le probléme résolu.

Soit x_ £'inverse de iS(s) dans a[s”'].

IT existe un homomorphisme u de A-algébre et un seul de A[x;]ses
00 (X)) o est une famille d'indéterminées indexéde par s, dans A[s™!] tel
que u(X ) = x_. Le noyau de u contient évidemment 1'idéal (sX —l)

Le lecteur se persuadera que la m1n1mal1te de A[S™ '] permet de sup-
poser que (Xs)ses engendre la A-algébre A[s : on ne rajoute que les
inversesd'é&léments de S.

Ceci signifie que u est surjectif.

On doit done prendre Afs™] = alx ], g/ (X 1) o et definin ii
comme Le composé de £'injection canon&que de A danA AD(] ses ¢t de la
sunjection canonique de AX ] o sur A[S” .

On laisse le soin au lecteur de vérifier la propriété universelle
énoncé ci-dessous.

Proposition 11.1

Soit, avec fLes notation ci-dessus, £ un homomonphisme de A dans un
anneau B tel que, pour fout seS, f£(s) soilt {nvernsible dans B.

12 existe un homomonpé&bme T d'anneaux et un seul de A[S™ " dans B
nendant fe diagramme A —A—— Als7'] commutatig.

W
B
Cet homomorphisme se déduit, par passage au quotient, de 1'unique

homomorphisme £' de A-algébres de A[xs] dans B tel que £1(x) = f(s)_l

se8
Sott S la partie multiplicative engendrée par S.
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Un produit d'éléments est inversible si et seulement si chaque
-1 .S . . .
facteur 1l'est. Le couple (A[S ], 1A) est donc solution du probléme uni-

Lo . T . s es - N -1 .
versel associé a la partie S et on peut 1dentifier ALS ’] a A[S ] et 1§

aiS
A
On supposera done dans la suite de ce paragraphe la partie S mul-
tiplicative.

Voici alors quelques propriétés fondamentales du couple (A[S_]],ii).

Proposttion II.2.

1. Le noyau de ii est {acA [/ JseS tel que sa = 0}

2. Un Slément de a[sT'] e'derit i5(a) i3(s)7' o ach, ses

Démonstration
1. Il résulte de la construction méme que ker(ii) = (sXs—l)SESn A.
Soit alors aeker(if). Il existe S|s---»5 €S tels que a appartienne &
1'idéal
(s,%, =1, «ooy 5 X —x)A[xS s e, xs]nA
1 n 1 n
de A.

Ceci s'exprime en disant que 1'image de a dans 1'application natu-

' . 1y T - —
relle de A dans l'anneau quotient A]_Xs ,...,XSHJ/(SIXs l,...,snXS 1)

1 1 n
est 0. Soient t = Syee-So £y =j¥i s, (i=1,...,n), u l'homomorphisme de
A-algdbres de A[xsl,...,xsn] dans A[X ] tel que U(Xsi) =X .
Comme u(siXs -1) = tXt—l, u définit par passage au quotient un homo-
i
morphisme v de 1'anneau A[Xs’,...,Xs€]/(slxsl—l,...,snXSH—l) dans 1'anneau

A[Xt]/(txt—l) rendant commutatif le diagramme

A
A—————»A[xs ,...,xsj/(s’xs seeess X )
1 n 1 n
v

H
A[Xt]/(txt—l)

ol A et u sont les homomorphismes naturels.
L'image de a dans A[Xt]/(txt_’) est donc nulle, i.e. a appartient 2
(tX -DA[X Ja A

. . = - r 1 T3
Ainsi, a (tXt l)(ao+a Xt+"'+arxt)’ d'ol

n
a=-a, ta==-a,... = - = - = 0.
o’ al’ st a an, t a tan 0
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n+] . -

Z1Zcoms o = & Smarti an o on émontra
element s = € appartient 8 S et on a donc démontré 1

Ker(ii)c.{aeA / 3 seS tel que sa = 0}

Réciproquement, s'il existe seS tel que sa = O, ii(s) ii(a) = 0 et, comme

ii(s) est inversible, ii(a) = 0 et a appartient i ker(ii).

2. Un élément de A[S—l] est unesomme finie d'éléments

.S .S -1
Laag g dia(s; weesy )
1 n 1 n
ol a, . €A, s. € 8. (Un tel &lément est is(a. . )x ceeX oll
1,¢e.1 1. A 1,...1 S. S,
1 n i 1 n i i

X est la classe de X , L.e. l'inverse de iS(s. M.
S, s, A 1.
lj lj 3

Soit s un multiple commun des produits S; .08,
1 n

. . P =1
cette somme. Il est clair que 1'élément considéré de ALS ] est de la for-

ii(a)ii(s)"

apparaissant dans

Notation
On convient de noter als ou simplement al/s s'il n'y a pas de risque

de confusion l'élément ii(a) ii(s)_’ (acA, se8).

Le résultat ci-dessous conduit & la deuxidme construction de 1'annea

des fractions.

Proposition II.3

Sotent a,a'eA, s,s'eS.
Les assertions suivantes sont équivalentes
(i) a/s = a'/s'

(ii) 71 existe teS tel que t(s'a-sa') = 0.

Démonstration
(i) équivaut a 1'égalité (s'a)(ss') = (sa')/(ss'), i.e. (s'a-sa')/

(ss') = 0 soit & 1'appartenance de s'a-sa' i ker(ii).

Remarque

Le probléme posé initialement peut se traduire sous la forme sui-
vante qui a l'avantage de garder un sens pour un A-module quelconque
-1 . .
trouver un anneau A[S '] et un homomorphtsme 1§ d'anneaux de A dans

A[s7'] tets que 1'homothétie
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s .S R
GA[S—]] Py r—> 8,y = (1A)(s)y

soit bijective, ces données étant universelles.

Le probléme analogue pour les modules est &tudié dans le paragra-

phe suivant.

2. Deuxidme construction

Cette construction généralise celle donnée dans ((FFAC)) du corps

des fractions d'un anneau intégre.

Soit S la partie multiplicative de 1'anneau A dont on veut rendre
les éiéments inversibles. On introduit des fractions a/s, od afA, seS,
ou si l'on préfére des couples (s,a).

Contrairement & ce qui se passe dans le cas ol l'anneau A est inté-
gre et plus généralement oli tout Elément de S est régulier, la relation
naturelle R définie par (s,a)R(s',a') si et seulement si s'a = sa', qui
est réflexive et symétrique, n'est pas toujours transitive : les égali-
tés s'a = sa' et s'a' = s'a" permettent d'obtenir 1'égalité s'(s''a~sa'")=0
mais pas toujours 1'sgalité s"a-sa" = 0. Il faut donc considérer la rela-
tion d'équivalence R' engendrée par la relation R, i.e. définie par

1 [ - s 2 . " 1" | L.
R ,a') si et seulement si il existe s" ¢ S tel que g"(s'a-sa')=0.

a a)
S,a;,n

—~
—~

%)

Pour les modules de fractions, cette complication apparalt meme si
1'anneau A est intégre, en raison de l'existence éventuelle d'un sous-

module de torsion non nul.

Sodent A un anneau, S une partie muliiplicative de A, M un
A-module.

La relation Ry définie sur SxM par : (s,m)RM(s',m') si et seule-
ment si il existe teS tel que t(s'm-sm') = 0 est une relation d'équiva-
Lence.

On note S™'M (ou M[S_’]) £'ensemble quotient S<M/Ry et m/s la
classe de (s,m).

De nombreuses vérifications ultérieures sont simplifiées si 1'on
remarque que, pour tout s'eS, m/s = s'm/ss', ce qui permet de réduire au
méme dénominateur.

Sim/s = n'/s' et m’/s’ = m;/s;, on vérifie que:

(ss',s'm + sm')RM(s’s;,s;m’ + s’m;)
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On définitdonc une Toi de composition sur s~ 'M en posant:
m/s + m'/s' = (s'm + sm')/(ss')
On vérifie que s™'M est ainsi muni d'une structure de groupe abilien.
Si de plus M = A , on munit s™'a d'une structure d'anneau en
posant :
(a/s)(a'/s') = (aa')/(ss")
On munit enfin s”'M d'une stwctune de S' A-modute en posant :
(a/s)(m'/s') = (am')/(ss')
On note i; L'application : x +—— x/1 de M dans s .

S

. : . . s - .S -
L'application i° est A-linéaire de M dans Te A-module (1)), (8 B

M
deduit du s™'a-module s™'M par restriction des scalaires a A.
S
A

Sodlent engin M et M' deux A-modules, f une application A-Linéaire
de M' dans M. L'application : x'/s — £(x')/s de sTIM' dans s est
1

bien définie. ELLe est s7! A-2indaine. On la note s”'f.

L'application i? est un homomonphisme d'anneaux.

Le diagramme M' — M sTIy' st commutatif.
fl ls"’f
A -1
M-——g—> S M
M
Avec des notations évidentes, S—’(gof) = (S_’g)o(s"’f), S"’(IM) =1, -
: s 'M

Les applications : M — sy, £ — s7'f définissent un foncteur cova-
riant de Mod(A) dans Mod(s"’A).

Proposition 11.4

Les notations sont celles définies ci-dessus.

. Poun tout seS, is(s) est inversible dans S 'A.

Soit £ un homomonphisme d'anneaux de A dans un amneau B el que,
pour tout s de S, f(s) so0dt Lfnvernsible dans B.

12 existe un homomonphisme T et un seul de s'A dans B tet que

2. Pour tout S 'A-modute N, {£ exdiste un homomonphisme de groupes
abéliens

) : HomA(M,(ii)*(N)) - Hom

-1
M,N (8 "™M,N)

s71a

qui associe a £ une application s A-tindaine T telle que T(x/9=0/s)f ().




12 ANNEAUX ET MODULES DE FRACTIONS

Cext homomonphisme est un Lsomonphisme fonctoniel en M et N.
Démonstration

1. L'inverse de ii(s) est 1'élément 1/s.

Un &lément de s 'A s'écrit a/s = (a/1)(1/s) = ii(a)ii(s)_’. On
doit donc poser F(a/s) = (Foid)(a) (Foid)(s))™' = f(a)E(s)™!.

On vérifie que 1'applic;tion ?’es; ainsi bien définie et que c'est

un homomorphisme d'anneaux.

2. S1 x/s = x'/s', 1] existe teS tel que ts'x = tsx'. Donc
£s'£(x) = tsf(x') dans (ii)*(N) soit, dans N, (es")/1)£()=((esy/ D) E(x') .
Multipliant par 1/(ss't), on obtient (1/s)f(x) = (1/s')f(x'). Ainsi,
1'application f est bien définie.

On vérifie facilement qu'elle est s™'a-lingaire.

La fonctorialité en M et N est immédiate.

L'application T +—— f de Hom - (S"’M,N) dans HomA(M,(ii)*(N))
S A
définie par f(x) = f(x/1) est 1"inverse de LA
’
Conollaine
Soit N un 8 A-module.
L'applicati x/s —— (1/5)x de S_’((is) (N)) dans N est un

Démonstration

Cette application est ¢ g (1.5 )
1), M,N 2 (E) M)

La vérification directe est d'ailleurs immédiate.

On peut donner la variante suivante & la proposition II.4.2.

Proposition II.4'

Sotent A un anneau, S une partie multiplicative, M un A-module.

1. Pour tout seS, l'homothétie 63_ M est bijective.

2. Sotent N un A-module tel que, pour tout seS, L'homothétie 62
sott bijective, £ une application A-lindaire de M dans N.

Il existe une agpplication A-lindaire f et une seule de (ii)*(s_’M)
dans N telle que f = f;i?.

Démonstration

I1 est commode de remarquer le résultat suivant.
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Lemme
Soit N un A-module. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(z) Il existe un S—IA—moduZe P tel que N = (ii)*(P).
(77) Pour tout seS, L'homothétie 62 : x —— sx est bijective.
Démonstration du lemme

. . , ... P
(i) == (ii). L'homothétie 6(’/5)

de P est une gpplication in-
verse de 62.
(ii) = (i). On définit P comme suit : le groupe additif de P
est celui de N ; la structure de S_IA—module de P est donnée par 1'appli-
N, -1

. -1
cation : {(afs,x) +—— (&) "(ax) de S AxP dams P.

s

Démonstration de II.4'

8i xeM, on doit avoir f(x/1) = (f}i?)(x) = f(x). Si seS, on doit
avoir f(s(x/s)) = sf(x/s), soit sf(x/s) = f(x/1) = f(x).

On munit alors N de la structure de S_IA—module du lemme. On doit
avoir f(x/s) = (1/s)f(x). Ceci démontre l'unicité et donne la forme de f.

On laisse au lecteur le soin d'achever la démonstration.

On remarquera que L'application T est S—’A—Zinéaire.

Remarques

1. L'homomorphisme ii

de la catégorie des anneaux commutatifs. Ceci signifie que, si f’ et f2

. -1
sont des homomorphismes d'anneaux de S A dans un anneau B tels que

est un épimorphisme, en général non surjectif,

.S . . . .
f’olA = onli , alors fl = f2 : poszt g = fioli (i=1, 2), on voit que
fi(a/s) = fi(a/l)fi(l/s) = g(a)g(s) (acA, se8) et donc f’ = f2.

2. L'egalite s™'a = 0 equivaut & 1'ggalité (i3)(1) = 0 et donc 2

1'existence de seS tel que sl = s = 0. Elle signifie donc que-O appdrsc
tient 4 S.
Dé ginition

L'anneau S 1A (resp. Ze s™ ! a~modute S—’M) est appefé L'anneau
(resp. le modufe) des fractions de A (resp. M) dégini parn S (Ou associé
d S ou par rapport a S)

Notations

Sodent feA, p un idéal premier de A. 1L est traditionnel de noten
A et M{ nespectivement S A et sT'M o 5 = {£7} et A, et M, nespective-
ment s1A et s oa s = A-p. On appelle Mp Le Localisé de M en p.
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Exemples
1. Si s est la partie multiplicative (saturée) des éléments ré-

guliers de A, 1'anneau S 'A est appelé £'anneau total des gractions de
A. Alors ii est injective.

2. Si 1'anneau A est int2gne, 1'anneau de fractions s 'a est in-
tégre dés que S ne contient pas 0. L'anneau total des fractions de A
est alors le conos des gractions de A ((FFAC). chap. 2.11.§2).

3. Platitude des anneaux de fractions
On a défini un foncteur : Mi— S—’M f — S_’f de Mod(A) dans

1 a 1 5 =

Mod(S—’A). Ce foncteur est additif, i.e., si f,g ¢ HomA(M,M'),
s lgrg) = 57 e+ g
On va démontrer ici qu'il est exact et endéduire que le A-module

-1
S A est plat.

Proposition 11.5
Le goncteun s71 (=) est exact.
Démonstration
Soit M° 3N M —& M" une suite exacte de Mod(A).
t

2 -1 ~1
€s S (gof) = 8§ {

on it de 1'additivité de s ( ) tes é&gali
1

n Q.
[ Y
- O

Par conséquent, im(S—lf) c_Ker(S—’g).

Soit m/s € ker(S 'g), i.e. tel que g(m)/s = 0. I existe teS tel
que tg(m) = 0 soit g(tm) = O, puis m'eM' tel que tm = f(m'). Donc,
m/s = (tm)/(ts) = (S—’f)(m'/ ts) appartient a im(S—’f).

En parnticulien, soient M un A-module, N un sous-module, i 1'injec-
tion de N dans M. L'application s 'a-linéaire injective s™'i permet d'i-
dentifier s"'N 4 un sous-module du s 'A-module s™'m.

Si a est un idéak de A, S 'a s'identifie ainsi & £'idéal a(s”'a)

de s 'a.

Proposition 11.6
12 QX4Ate un Lsomonphisme gonctoriel (A ) du gfoncteur S - dans fe
foncteurn s~ Ta 9 - tef que, pour ftout xeM, tout seS, A, (x/s) = (1/s)ex.

Démonstration

Compte tenu de la proposition II.4, il est possible de donner une
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démonstration utiiisant le lemme de Yoneda. Le lecteur préférera

peut—-8tre une démonstration plus &lémentaire.

lére démonstration

On a défini un isomorphisme fonctoriel en le A-module M et le

S "A-module N :
.S -1
¢M,N : HomA(M,(lA)*(N)) ————*-Hom__’(S M,N)
S A
qui 3 f : M —— (ii)*(N) fait correspondre fES—’M-—~—+ N tel que

£(x/s) = (1/s)E(x).
11 existe, d'autre part, un isomorphisme fonctoriel

chap.4.prop.1.13)
¥ : Hom (S ’A 9 M,N) —— Hom (M, (1 ) (N))
M,N
s~ A
qui a g : S—IA ® M —— N fait correspondre f : M —— (ii)*(N) tel que

3

f{x) = g({i/1) & x) . Le composé AM N M No?M N st un isomorphisme
fonctoriel de Hom (S A 9 M,N) dans Hom _
s S A

g : S—’A % M —— N fait correspondre f : § ’M —— N tel que

(S ’M N) qui a

f(x/s) = (1/s)g((1/1) ex) = g((1/s) 8 x).
11 résulte du lemme de Yoneda que cet isomorphisme fonctoriel est

(Hom(AM,N)) oli AM AM,S—’A ® M(l ). Donc, XM(x/s) = (1/s) @ x.
A

sla®wM
A
2éme démonstration
L'application (a/s,x) —— (ax)/s de S AxM dans s™'u est bien
définie et est A- bilinéaire IT existe donc une aplication a-linéaire
My de s'a 9 M dans s 'm telle que u, (x(a; /s. RS D= z(a.x.)/s.. Elle
est évidemmant surjective. On remarque que Z(a /s Yex, = Z(l/s)aa £ %,

ol s = s, et t; = H' s.. Tout &lément de s~ A ® M est donc de la forme
(1/s) @y. Dire que %l/s) ey appartient a Ker(u )AC 'est dire que y/s=0,
i.e. qu'il existe teS tel que ty = 0. Mais alors (1/s) @ay=(1/st) @ (ty)=0.
Donc, My est injective. On vérifie facilement la fonctorialité de My
L'application Ay est “M .

Conollaine 1
Le A-modute S 'A est plat.
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Démonstration
Soit M' £ y —E M" une suite exactede Mod(A).

Dans le diagramme commutatif
-1 s's

g M —2—L 3 M

s"AeM'—_,————a S ABM ——— 5 A@M"
A 5 Aef A g7 Reg A

-1
1 S g S"IMH

les fléches verticales sont des isomorphismes et la Tigne supérieure est
exacte (prop. 11.5.). La ligne inférieure est donc exacte.

Conollaine 2

Le foncteurn sV (=) commute aux Limites inductives et, en parti-
culien, aux sommes directes gindes ou Anfinies.
Démonstration

Le foncteur produit tensoriel commute aux limites inductives
((FFAC).chap.4.1.8§7)

Conollaire 3

Soit (M), o une gamitle de sous-modules du A-modufe M.

-1 , s -1
-1 N '

Alors S (ZieIMi) (resp. S (iEI Mi)) s'ddentifie a I s M

(resp. N S—’M ). lel
Prjer ® 4

Démonstration

IT suffit d'appliquer le foncteur exact s7!- au diagramme a Tigne

et colonne exactes

D
~—O

0

iel iel i

/ l
/
/s
me
2
;

et d'utiliser le corollaire 2.

ITII. Sous-modules de modules de fractions

Le résultat suivant est un des cas particuliers les plus importants
des résultats obtenus dans ce paragraphe.

Sotent A un anneau, f un élément de A. L'application :@: p +—r PA;
est une bijection de l'ouvert D(f) = {peSpec(A)/fep} de Spec(A) sur

Spec(Af). C'est meme un homéomorphisme.
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On &tudie ici plus généralement la structure des idéaux d'un
anneaux de fractions. Soient A un anneau, S une partie multiplicative

de A. On suppose, pour simplifier, l'gpplication iS injectwe, ce qui

A

. ces s -1
permet d'identifier A & un sous-anneau de S A.

Exemple simple : A = 2, S = Z - {0}, sTa=0q.

A un idéal b de sTTa correspond sa trace Dn A sur A, qui est un
i1déal de A, appelé contracté de b.
. e . - -1
A un idéal a de A correspond 1'idéal étendu a(S ’A) =8 ‘g de

1'anneau S—’A.
-1

" [ . [ = 1 4=
d e § A, 1'idéal dtendu S (bn A) de 1'idéal

n

= 43221 L
d'un idéal b

-t
cu

Parta
contracté bnA est égal & 1'idaal b.
Par contre, si l'on part d'un idéal g de A, 1'idéal contracté
1

- . . -1 . _ N
S anA de 1'idéal étendu S g n'est pas toujours &gal & q. Une raison

evidente est que, méme si 1'idéal g est distinct de A, il peut rencontrer

s et s7'ana = 4. Ce n'est pas la seule difficulté

S ; alors, S—ia =8
qui se présente. On verra ci-dessous que 1'égalité S—’anA = g signifie
que a = ;:g(a:s) ol a : s = {xeA/sxea}. Un tel idéal est dit saturé pour
S. Des exemples importants d'idéaux saturés pour S sont les idéaux pre-
miers ne rencontrant pas § et,; plus généralement, les idéaux primaires
pour les i1déaux premiers ne rencontrant pas S.

En résumé, la contraction est une bijetion croissante de 1'ensemble
des 1déaux de 1'anneau S—’A sur l'ensemble des idéaux saturés de A. La bi-
jection réciproque est l'extension.

La généralisation aux modules ne présente pas de difficulté spécia-

le. Le lecteur peut s'il le désire se limiter dans un premier temps au cas

des idéaux.

1. Sous-modules saturés pour une partie multiplicative

Proposition IT1.1
1. Lles assentions sulvantes sont tquivalentes pour un sous-module
N du A-modufe M :
(4) 42 existe un sous-module P du s a-modute s”'M ter que
G e
(L) Les conditions : seS, xeM et sxeN dmpliquent L'appartenance de

=z
n

x d N.
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Autrement dit, N = \L(N:s) 0a (N : s) = {xeM/sxeN}. On dit alors
que N est satuné pour S.

2. L'application P r—-s (i;)_’(P) est une bijection croissante de
2'ensemble (ordonné par inclusion) des sous-modules du s a-modute s

.

e M satumids vnou
5 L% (A

sun £'ensemble {ordonné par inclusion) des scws-modufes de M satunds pow

S.

La bifection néciproque est £'application Nit— s™'w.
Démonstration

1. (i) == (ii). Dire que sx appartient 8 N = (ig)"(P), ou seS,
xeM, c'est dire que (sx)/1 appartient & P. I1 en résulte que
(1/s)(sx/1) = x/1 appartient & P et donc que x appartient a N.

(ii) == (i). On va démontrer que, s4 N est saturé pour S,
= (iz)—’(s"’N).(On peut donc prendre pour module P le s a-module s™'N)

On a les équivalences : x ¢ (ii)—’(s—’N) e~ x/1 ¢ s N «=]yeN,
teS tels que x/1 = y/t & JyeN, teS, t'eS tels que xtt' = t'y.

Comme t'y appartient a Nettt' a S cette condition implique que x
appartient a N, d'ol 1' 1rc1us1or N D> (1 y sy,

L'inclusion N C(l ) (s N) est vra1e sans hypothése sur N : si xeN,
x/1 ¢ S 1N

2. 12 sugfit, compte tenu de cequi précéde, de démontrer que s4 P
est un sous-module du s”'A-module s™'M, S-’(ia)—’(P) = P.

Soient se8, x ¢ (iﬁ)—’(P). Alors x/1 apbartient a P ; il est de méme
de x/s = (1/s)(x/1). Donc S—’(is)—’(P) est contenu dans P.

Un é1ément de P s'écrit x}s, ol xeM, seS. Alors (s/1)(x/s) = x/1

appartient a P et x appartient a (ii)"’(P). Donc, P est contenu dans

G,
Conollaine 1
Soit b un {déak de s~'A. Alons b = s"’(ii)"’(b).

Conollaire 2
L'application b +——-s (ii)—’(b) est une bifection croissante de
2 ensemble des idéaux de ST'A surn £'ensemble des idéaux de A satunés

pour S.
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Z. Un exempie important de sous-modulies saturés : les sous-modu

primaires

La notion de sous-module primaire apparailt aussi 3 propos de la

décomposition primaire étudiée au chapitre 3.

L'idéal (pr) de Z, oll p est premier et r un entier > 2, n'est pas
premier. 1l possdde néanmoins la propriété suivante : solent a,b e Z tels
que ab € (pF), i.e. ab soit divisible par pr. Si a n'appartient pas i
(pr) il existe une puissance de b appartenant 3 (p¥). L'idéal (pr) est
dit primaire.

Définitions

Soit A un anneau, a un Ldéal, p un idéal premier de A.

On dit que a est p-primaire 34 ;

1. r(a) =p (ce qui implique 1'inclusion acp et, en particulier,
le fait que a # A).

2. a,x e A, axceagetxéa=— qgcep.

Proposition 111.12
Solt a un Ldéal de A, distinct de A.
On suppose vernifiée La condition suivante :

a,x ¢ A axsaetxéa———?3n(x)s'l\l*/an(x)sa

Alons r(a) est un {déal premiern p de A et a est p-primaine.
Démonstration
L'idéal r(a) est premien : si ab e r(a) (a,b e A), il existe n ¢ N

n

tel que a"b" appartienne @ a ; si a ¢ (a), a" n'appartient pas & q ; il

existe donc m e &W° tel que (b™)™ appartienne & ¢ et alors b appartient &
r(a).

La suite de la démonstration est immédiate.
Exemples

1. Un idéal premier p est p-primaire. On verra, par contre, dans le
chapitre 3, des exemples d'idéaux dont la racine est un idéal premier mais
qui ne sont pas primaires.

2. Idéaux primairnes de 2

Soit @ = (n) ol n ¢ ¥ un idéal de 2. Si n = 0, a est premier et
donc primaire.

r r
. . 1 . s .
Sin#o0, soitn-= P, ...pss la décomposition de n en produit de

nombres premiers distincts. La racine de g est 1'idéal (,---pg) qui est
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premier si et seulement si s = 1. L'idéal a est alors primaire.

3. Soit A un anneau tel que, pour tout p e Spec(A), 1'anneau Ap
soit un corps.

Alors, tout idéal primaire de A est premier : soit, en effet, ¢ un

idéal primaire de racine 1'idéal premier p. Par hypothése, gao = pA et

p

vno
o p
démontrée plus loin que

i1 résulte de la proposition II1.3. Corollaire 3
q = Pp-

L'hypothése est satisfaite si 1'anneau A est absofument plat, i.e.
tel que, pour tout a £ A, il existe x ¢ A te] que a = azx, par exemple
est un, produit fini ou non de corps. (Confer. Chapitre 3.1.1.).

Sous-modules primaires

On peut interpréter le fait que 1'idéal a est p-primaire en terme du

A-module A/a en disant que si a ¢ p 1'homothétie 6 Ala est injective et si
a € p 1'homothétie § ,A/ est nilpotente.
Soit a un ideal distinct de A tel que, pour tout acgA, Gg/a soit
Ala

injective ou nilpotente. L'ensemble p = {aeA, Ga nilpotente} est alors
un idéal premier p et g est p-primaire.

On peut généraliser au cas oll le A-module A est remplacé par un
A-module M et 1'id&al g par un sous—module N de M. La généralisation la
plus utile dans le cas ol le module quotient M/N n'est pas de type fini,
est un peu plus compliquée que celle qui est naturelle.

I. Sodient M un A-module, acA. On dit que L'homothétie 6? est presque
nilpotente (ou que a est presque nilpotent dans M) 54, pour tout xeM, il
existe n(x) e N tel que a"®x

Si M est de type fini, a est presque nilpotent si et seulement si {1
est nilpotent.

2. Solent N un sous-module de M, p un {déal premien de A.

On dit que N est p-primaine s4, pour fout aeA, Gg/N est infective
(resp. presque nilpotente) 44 a n'apparntient pas (resp. appartient) & p.

Voici l'analogue de la proposition III.2.

Proposition 111.2'

S0t N un sous-module de M distinct de M.
M/N

On suppose que, pour aeA, L' homothétie s, est infective ou presque

nilpotente. L'ensemble p = = {aep/s M/N presque n&lpotente} est un {déal pre-
mien de A et N est p-primaire.
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Démonstration
Soient a,beA tels que ab appartienne a p et aép.
Si xeM/N, i1 existe neN* tel que a™"x = 0. Comme 1'homothétie

il

ag/N est injective, i1 en est de méme de af/N = (ag/N)“. Donc, b"x = 0.
L'homothétie ag/N est presque nilpotente.
Remarque

Si le sous-module N de M est p-primaire et si M/N est de type fint,
p = r(Ann(M/N))

Proposition 111.3

Sodent A un anneau, S une parntie multiplicative de A, p un Lidéal
premien de A tel que Snp = @, M un A-module, N un sous-module p-pri-
maire de M.

Afons N est saturnd poun S.

Démonstration

Comme Sc A-p, i1 suffit de démontrer que N est saturé pour A-p.
Ceci résulte de la définition méme d'un sous-module primaire : soient

M/N

s A-p, xeM tel que sx appartienne 3 N ; si x estlaclasse de x modulo N,
sx = 0 ; comme 8 est injective, x

= 0, 1.e. x appartient & N.

Cornollaire

Sodent A un anneau, S une partie mulitiplicative.

L'application : p —s S—Ip est une bifection croissante de L'en-
semble des idéaux premiens de A disjoints de S sun £'ensemble des {deaux
premiens de s 'A.

Démonstration

10 suffit de venifien que £'idéal S 'p est premien.

D'abord S™'p # s”'a car sinon on aurait une &galité a/s = 1/1 ol
aep, sép et donc une égalité ta = ts pour un élément t de S, égalité
impossible car ts appartient 3 S, ts @ p et pnS = ¢.

On laisse au lecteur les autres vérifications. On peut d'ailleurs
procéder autrement en utilisant le Temme suivant.

Lemme

Sodent A un anneau, S une parntie multiplicative de A, a un {déal
de A, p La surfection canonique de a sur Ala.

Alons p(S) est une partie mubltiplicative de Ala et sTlq est iso-

monphe & p(S)” ' (a/a).
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Démonstration du lemme

On définit un homomorphisme o de s7'a dans p(S)"’p(A) par
p(a)/p(s).
I1 est sunfectif comme p et son noyau est s7lq.

8(a/s)

On applique le Temme au cas ol g est un idéal premier p disjoint
de 8. Alors, O n'appartient pas & p(S). L'anneau p(S)"’p(A) est intégre
comme anneau de fractions de 1'anneau intégre p(A) = A/p par rapport a

une partie multiplicative ne contenant pas o.

_ 4 . Pt A
On remarquera que les idéaux maximaux de S A correspondent aux

idéaux de A maximaux dans 1'ensemble des iddaux de A disjoints de S.

Conollaine 2

Sodlent A un anneau, p un Adéal premier de A.

L'anneau A_ des fractions de A pan rappont a La partie mubltiplica-
tive A-p est Local d'.idéal maximal pAp et de conps nésiduel L{somonphe au
conps des gractions de A/p.

Démonstration

11 résulte de ce qui précéde que pa_ est 1'unique idéal maximal de

Ap. On déduit du Temme que Ap/pAp est le corps des fractions de 1'anneau

intégre A/p.

Conollaine 3

Solent A un anneau, S une parntie multiplicative de A, p un i{déal
premien de A ne nencontrant pas S, M un A-module.

L'application N —— STIN est une bifection croissante de L£'ensem-
ble des sous-modules p-primaines de M sun £'ensemble des sous-modules
s - prnimaines de s”'m.
Démonstration

Le sous-module S”'N de s'M est s7'p-primaine. Soit, en effet,
a/seS—’A (acA,se8). Si a/s ¢ S—’p, a n'appartient pas & p ; si
(a/s)y =0 00y = x/t (xeM/N, teS), il existe ueS tel que (ua)x = O
mais ufp puisque pnS = ¢ et donc ua n'appartient pas & p'et x = 0.
Ainsi, 1'homothétie aj}iWS"lN
que si a/s appartient a S—’p, i.e. si a appartient @ p, 1'homothétie de

est injective. I1 est clair, par contre,

rapport a/s est presque nilpotente comme celle de rapport a.
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11 reste & démontrer que 4{ P est un sous-module S—’p-p&imaihe de
S—’M, (ii)_'(P) est un sous-module pprimaire de M.

Soient aecA, xeM tels que ax appartienne a (iﬁ)—’(P), i.e. tels que
(a/1)(x/1) appartienne a P.

Si aép, a/i n'appartient pas a S—lp et donc x/i appartient @ P et x
appartient a (iﬁ)—’(P).

Si aep, il existe n(x)elN tel que (a/l)n(x)

existe donc ses tel que sa" ¥y appartienne a (iﬁ)_’(P) et, puisque ce

sous-module est saturé pour S, an(x)x appartient a (iS)_’(P).

(x/1) appartienne a P. I1

IV, Changement de parties multiplicatives

Proposition V.1 (transitivité des anneaux de gractions)

Solent A un anneau, S et T deux parties multiplicatives telles que
ScT, M un A-module.

1. La pantie S—’T = {t/s ol teT, seS} de £'anneau s7la est multipli-
cative. s

2. 1L existe un Lsomonphisme o de £'anneau T A dans £'anneau
s 'y (s a) qui applique £'éLément a/t sun L'éLément (a/1)/(t/1).

3. 1L existe un Lsomonphisme de TI’A—moduZQA du modufe T M sun Le
module 6*((S—IT)—’(S—’M)) qui applique L'élément x/t sur L'éLément
&/1)/ (/). T

S S

Démonstration
1. Est évident.

2. Soit u 1'homorphisme composé R
sTla A
I1 applique seA sur (a/1)/(1/1). Si teT, u(t) est inversible d'inverse

de a dans (s”'my7 (s Ma).

(lél)/(tél). I1 existe donc un homomorphisme e de é'anneau T 'A dans
i
1'anneau rendant commutatif le diagramme A A s7'a .
iTl l is"’T
A o s A
A—— (S T) (s

)
11 est clair que e(aét) = u(a)/u(t) = (aél)/(tél).

L' homomonphisme 6 est infectif : en effet, 1'égalité e(a/t) =0
implique 1'existence d'un élément t'/s' oll t'eT, s'eS tel que
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(t'/s")(a/1) =0, i.e. t'a/s' = 0, et donc Texistence de s"eS tel que
(s"?')a =So. Comme ScT, sﬁt' appartient & T et donc aét = 0.

L"homomonphisme e est sunjectif : 11 suffit de remarquer que 1'élé-
ment (a/s)/(t/s') de (s7'm)71(s7'a) s'écrit ((as/1)/(st)/1) et est donc
6((as')Z(st))? s S

3. La démonstration est laissée au soin du lecteur.

Exemple : On peut, en particulier, appliquer ce résultat au cas ol M = A
et T est la partie multiplicative des éLéments néguliens de A.

11 est clair qu'un élément de s™'t o s est une partie multiplica-
tive contenue dans T est régulier dans S 'a.

—’ I3 .
S_’T est donc un homomorphisme .injectif de 1'anneau
A

A dans 1'anneau (s~1T)"!(s~1A) isomorphe & 1'anreau T_’A, c'est a dire

L'application i
S—-l
a 1'anneau total des fractions de A.

Ainsi, tous fLes anneaux de gractions de A pan rapport a des parties
fonmées d'éLéments néguliens de A s'identifient a des sous anneaux de
L'anneau total des fractions de A.

En particulier, si £'anneau A est {ntégre, tout anneau de fractions

de A 8'identifie @ un sous-anneau du conps des gractions de A.

Conollaine 1
Solent A un anneau, S une partie multiplicative de A, q un Ldéal
premien de A ne nencontrant pas S, M un A-module.

;] eta sont Lsomonphes.
q

q

2. Les A -modutes s

Démonstration S q

1. Les ameaux (S'A) _
S

et Mq sont Lsomonphes .

1T suffit d'appliquer la proposition IV.1 au cas ol T = A-q.

Le corollaire suivant est la justification du fait remarquable que,
dans certaines questions, la seule considération des idéaux premiers qui

sont maximaux est suffisante.

Conollaire ?
Solent A un anneau, p et g des Ldéaux premiens ftels que qep, M un
A-module.
I. Les anneaux (A et A sont {somonphes.
( p)qu q e
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2. Les A -modufes M et (M) sont Lsomonphes.
q q paa,
En particulier, pour tout idéal maximal m contenant un idéal pre-

mier q, 1'anneau A (resp. Aq-module Mq) est un localisé de 1'anneau A
d -mod .
(resp.du A -module M )

Proposition 1V.2  [(égalité d'anneaux de fractions)
Sodent A un anneau, S et T des parnties multiplicatives telles que
ScT.

T. 12 existe un homomorphisme d'anneaux 6 et un seul de s™'a dans

-1 . N
T "A tel que fa diagramme ;5
A S ’A
\ e
iT \
A 1A
soit commutatlf. 1€ est tel gue 6(a/s) = a/s.
S T

2. les assentions sulvantes sont équivalentes :
(L) 6 est un Lsomonphisme
(L) £'ensemble des Ldéaux premiens ne nenconthant pas T est égal
a celud des Ldéaux premiens ne rencontrant pas S.
(44L) S et T engendrent La méme partie mulitiplicative saturée.
Démonstration
1. L'existence et 1'unicité de o résulte de ce que, pour tout seS,
ii(s) est inversible et de la propriété universelle de ii.
2. L'implication (i) = (ii) résulte de 1'existence d'une bijec-
tion de 1'ensemble des idéaux premiers ne rencontrant pas T (resp. §)
Ta (resp. s™'a).
L'implication (ii) == (iii) résulte de ce que la partie multipli-
cative saturée engendrée par S (resp. T) est N A-p ol p parcourt 1'en-

sur 1'ensemble des idéaux premiers de T~

semble des idéaux premiers ne rencontrant pas S (resp. T).

(iii) == (i) : on peut évidemment supposer que T est la partie
multiplicative saturée engendrée par S. ['application 6 est surfective :
soit aét de T'a 3 i1 existe t' de T tel que tt' appartienne 3 S ;
come a/t = t'a/t't, a/t = 6(t'a/t't). L'application 8 est infective :
si a/s = 0, 11 existe t' dans T tel que t'a = 0. Si t" est un élément de
T tel que t"t' ¢ S, t"t'a = 0 et donc aés = 0.
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Complément : Sous Les hypothises de fa proposition 111.2. 84 M est
un A-modufe, L£'application xés-———+ xés de s”'M dans T7'M est bien déginie
Si S et T engendnent La méme multiplicative satunée, c'est un Lsomonphisme
de s A-modutes.

V. Le principe de globalisation

On verra, chapitre 4, que l'on peut considérer un idéal premier p
d'un anneau A comme un point d'un espace topologique attaché a2 A : son
spectre. Si M est un A-module, le Ap—module Mp rend compte des proprié-

M

a o 1 s
tés de M en le point p.

£

Sott P(A,M) une propriété définie pour tout couple (A,M) d'un anneau
A et d'un A-module M.
(%)

On dit qu'elle est ponctuellement vérifiée par le couple (A,M)
si, pour tout p € Spec(A), la propriété P(AD,MD) est vraie.

Le principe de globalisation permet, dans certains cas, d'affirmer
que la propriété P(A,M) est vraie si et seulement si elle est vraie ponc-
tuellement. Tel est le cas par exemple pour la propriété P(A,M) : M est
un A-module plat.

1. Le principe de giobalisation

Proposition V.1
Solent A un anneau, M un A-module.
L' application A-Linéaire : x — ((ii)(x) de M dans

pgSpeC(A)Mp
(nesp. ngax(A)Mp) est dnfective. (On désigne par Max(A) 1'ensemble des
idéaux maximaux).
Démonstration

Soit x un élément du noyau de cette application.

Pour tout p e Spec(A) (resp. tout p maximal), i1 existe s, € A

n'appartenant pas a p tel que s,x = 0.

(%)

La plupart des auteurs disent localement au lieu de ponctuellement.

On verra qu'a tout feA correspond un ouvert D(f) du spectre, D(f) =
{peSpec(A)/f¢p}. On devrait dire que (A,M) vérifie localement P si, tout
p € Spec(A), il existe un voisinage ouvert D(f) de p tel que P(Af,Mf) soit

vérifige. Il se trouve que ces deux points de vue sont souvent &quivalents
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L'annuiateur de x n'est donc contenu dans aucun idéal premier
(resp. maximal). I1 est &gal & A et x = O.
Le lecteur pourra déduire les corollaires 1 et 2 soit de la propo-

sition V.1 soit de la proposition ci-dessous qui fait, elle, intervenir

la somme et non le produit.

Proposition V.2

Soit A un anneau. Le A-module @MaX(A)

A est gidelement plat.
Démonstration

La platitude résulte de ce qu'une somme directe de modules plats
est un module plat. I1 suffit donc de vérifier que le A-module &

Max(A) D
est fddelement plat et, a cet effet, que, pour tout idéal max1ma1 m de A,
(p?Max(A)M yest distinct de @ X(A) . Ceci résulte de ce que mA # A .

Conollaire 1
Solent A un anneau, M un A-module. Les assentions sulvantes sont

Cquivalentes :
(4) M =
(£4) M_ = 0 pour fout idal premier p de A.
(4L} Mp = 0 pour fout Ldeal maximal p de A.

Conollaine 2
Solent A un anneau, f une application A-Linéaine du A-module M dans
Le A-modufe N. Les assentions sulvantes sont équivalentes :
() £ est infective (resp. surfective ; resp. bifective)
(£4) fp est infective (resp. surfective ; resp. bifective) pour tout
Adeal premien p de A.
(L4L) fp est infective (resp. surfective ; resp. bifective) pour tout
Adeal maximal p de A.
Démonstration

De la suite exacte 0 —— ker(f) M £ N coker(f) —— 0

on déduit, pour tout idéal gremier p de A, la suite exacte
0 — (ker(f))  —— M, —2., N, — (coker(f)) — 0.

Donc, ker(f)p = ker(fp) et coker(f)p = coker(fp).

Dire que £ est injective (resp. surjective) c'est dire que ker(£)=0
(resp. coker(f) = 0) soit, pour tout p e Spec(A), ker(f)p = 0 (resp.
coker(f)p =0), i.e. fp injective (resp. surjective).
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Conollaine 3

Sodent A un anneau, M un A-modufe, x un éfément de M, N un sous
module de M. Les assertions sulvantes sont Zquivalentes :

(4) x appartient @ N

(44} poun fout idéal prnemien p (resp. maximal), £'image de x dans
Mp apparitient @ Np.
Démonstration

Soit x 1'image de x dans A-module M/N. L'assertion (i) se traduit
par la nullité du A-module P = Ax. La condition (ii) se traduit par le
fait que le A_-module P_ est nul pour tout idéal premier (resp. maximal)
p de A. 11 suffit d'appliquer le corollaire 1.

Appliquant le corollaire 3 au cas particulier ol le A-module M est
A et ol N est donc un idéal a de A, on voit qu'un é€ément x de A appar-

. . : g ; :
tlent & a s4 et seulement 54, pout tout {déal premien (resp. maximal} p

de A, £'image de x dans Ap appartient @ a.

Proposition V.3

Salent A un anneau intégre, K son conps des fractions.

On ddentifie, pour tout {déal maximal m de A, A a4 un sous-anneau
de K.

Alons A = od Max(A) désigne £'ensembfe des Lidéaux maxi-

N A
me Max(A) m
maux de A.

Démonstration

'in iona c N ire.
L'inclusion A meMax(A)Am est claire

. - N
Soit x ¢ meMax(A)Am .

Pour tout m e Max(a), il existe s, eAmety e tel que
X = ym/sm. Alors, s,* appartient a A.

L'idéal {beA/bxeA} est égal & A car il n'est contenu dans aucun
idéal maximal.

Donc, 1 appartient a cet idéal et x appartient & a.

2. Support d'un module
Sodent A un anneau, a un {déal de A.

On note Spec(A) (resp. V(a)) 1'ensemble des idéaux premiers de A
(resp. des idéaux premiers de A contenant a).
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11 est facile d'interpréter V(a) grace au A-module monogéne A/a :
V(a) = {peSpeC(A)/(A/a)p # 0}
Ceci suggére la définition générale suivante.
Déginition
Soit M un A-module.

On appetle support de M et on note Supp, (M) Le sous-ensemble
{pe Spec(A)/Mp # 0} de Spec(A).

Proposition V.4 (premidnes proprdidiés du support)

1. Si Le A-module M est moiogene =A/la, SuppA(M) = V{Ann{M)) = V(@)
2. Les assentions sulvantes sont équivalentes :

(L) M = (0)

(44) Supp, (M) = @
3. 8o M' M M" 0 est une suite exacte,

SuppA(M) = SuppA(M')L)SuppA(M").
4. Soit (Mi)iel une famille de sous-modules du A-modufe M.

= \J
SuppA(igI M) i1 Supp, (M.)

5. Soit (e;),

1

un systeme de générnatewrs du A-module M.

el

supp, () = ) Supp, (Ae;) = \J v(ann(e;)) ¢ V(Ann(W)

S{ £e A-module M est de TYPE FINI, SuppA(M) = V(Ann(M)) et donc,
SuppA(M) est un feamé de Spec(A).
6. Soit (Mi)iel une famifle de A-modules.

= U
Supp, (;@; M;) = ;¥ Supp,(M;).

Démonstration

1. Est clair.

2. SiM# (0), soit x un élément non nul de M. I1 est clair que
SuppA(Ax) est non vide et contenu dans SuppA(M).

3. Résulte de ce que, pour tout p e Spec(a), la suite

0 M' M M" 0 est exacte.
p p p

4. Résulte de ce que, pour tout p e Spec(a) ,

GIpM0p = it M)y

5. Résulte de 4. appliqué a M. = Ae;, de ce que Ann(Ae;) = Ann(e;)

et de 1'égalité Ann(M) = el Ann(ei).

!
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Si M est de type fini, on peut choisir I §ini et alors
V(iQI Ann(e.)) = iLE)I V(ann(e;)) soit V(Ann(¥W)) = igl Supp(Ae,) = Supp, ().

6. Résulte de ce que, potur tout p e Spec(a), (1?1 Mi)p = i?I(Mi)p'

VI. Modules de fractions, produit tensoriel et modules Hom

1. Modules de fractions et produit tensoriel

Proposition VI.]
Sodient M et N des A-modules.
1€ existe un isomonphisme v de s A-modutes de (s™'m) 8, "Ny sun
5701 @ N) 2ol que v((x/s) 0 (/1)) = (xo )/ (s0). S A
En particulien, si p est un idéal premien de A, on a un {somorphis-
me de A -modufes de M ®© N_ sur (M ® N) .
p p Ap p A P

Démonstration
11 suffit en utilisant 1'associativité du produit tensoriel d'écri-

re la suite d'isomorphismes :

™" 8, sy 2 57w 8, sTaen) = ™' e 2 s somen
s A s A A A A A
oo
s Mo N
, A
Conollaire 1

Sodent M et M' des A-modufes DE TYPE FINI.
ALors &wAm®bP)=Swp(mnSwp(WL
A A A

Démonstration

11 suffit de démontrer 1'assertion suivante :

Soit A un anneau Local d'idéal maximal m.

Si M et M' sont des A-modules de type §ini, Les asserntions sud-
vantes sont equivalentes :

1. M® N = (0)

A

2. M=0o0uN=o0.
IT1 est clair que 2. implique 1. sans hypothise de finitude.

1. == 2. Tensorisant M g N & droite et & gauche par A/m et tenant
compte de ce que A/m ? M (resp. N g A/m) s'identifie & M/mM (resp. N/mN),
on obtient (0) = M/mM g N/mN.
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Mais M/mM g N/mN = M/mM ® N/mN. L'égalité M/mMA§ N/mN = (0) impli-
A m
que M/mM = (0) ou N/mN = (0). ?1 suffit d'appliquer alors le lemme de
Nakayama. ((FFAC). chap.3 prop.IV.8).

Conollaine ?

Soient A un anneau, U, L'un des fonctewns T, {algébre tensorielle},

A A
S, (algébre symétrique), hy (algébre extérieure), S une partie muliipli-

cative de A. 1L existe un isomorphisme fonctornief (en le A-module M) de

u_, " swn s w, 0n).
s'a

Démonstration n

Demonstration 0

Posant T"(M) = M® ... ® M en sorte que T (M) = ® TI(M), on voit
RoD =we ... 8 que 7,00 = B Th0H

que s"’TZ(M) est isomorphe (fonctoriellement) a 1" ¢s"'M). On en daduit

s7'a
1 > —
1'assertion pour Uy = T,.
Les autres assertions résultent de ce que SA(M) {resp. AA(M)) est

le quotient TA(M)/IM ol IM est 1'idéal engendré par les tenseurs xey-yex

1

(resp. xex), oll x et y parcourent M, et de ce que S~ I, s'identifie, dans

(s"'w) a 1'ideal I | .

1'isomorphisme de s"’TA(M) sur T
A S M

S—l

2. Fonctewws Tor ef modufes de gractions

Proposdition V1.2
Solent A et B des anneaux, £ : A —— B un homomorphisme pLat.

Pour tout entier naturel n, 11 existe un Tsomorphisme fonctoriel
du foncteur B g Torﬁ(—,—) sur le foncteur Tori(B g -, B g -).
Démonstration

Si un A-module P est projectif et donc facteur direct d'un A-module
libre, le B-module B g P est facteur direct d'un B-module libre et donc
projectif,

Soit ... P 2, p ... P L.p £, m 0
n n-1 1 o

la résolution projective du A-module M telle que

A -
Torn(M,N) = Hn((P.l g N, di @ N)) (FFAC. chap.6)

Comme B est plat sur A, la suite
Bed Bed

veo —>B@®P — B ®P
A n n-|

est une résolution projective du B-module B g M,

— ...—B@®P—»t BOP %8 Mo
A1 A © A
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Cette résolution est &videmment fonctorielle.
On en déduit aisément 1'existence d'un isomorphisme, fonctoriel

en M et N, du B-module Hn((B 2 Pi) % (B ? N) , (Bodi) @ (BeN)) sur le

B-module TorB(B ®M, B® N).
-n A A . 3
Il existe, d'autre part, un isomorphisme fonctoriel en M et N du
A .
B-module B g Torn(M,N) =B 2 (ker(dnoN)/lm(dn+IoN)) sur le B-module

Hn((B g Pi) % (B g N), ee0)

En composant les deux isomorphismes précédents, on obtient 1'iso-
morphisme cherché,

Corollaire 1
Sotent A un anneau, p un idéal premier de A, M et N des A-modules.

Alors, TorA(M,N) est isomorphe d Tor p(M LN ).
n p n - pp

Corollatre 2
Sott M un A-module.
Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(z) M est un A-module plat
(71) pour tout p e Spec(A), Mp est un Ap—module plat
(Z21) pour tout m e Max(A), Mm est un Am—module plat
Démonstration
(i) = (ii). I1 suffit d'utiliser la caractérisation des modules
plats en termes de Tor
N est ((ii)*(N))p.
(ii) = (iii) est clair.
(iii) = (i) . Soit N un A-module. Pour tout m e Max(A),

1 ((FFAC), chap.6, th.v.2), le fait qu'un Ap—module

A Am
Tor’(M,N)m = TOZ’ (Mm,Nm) = 0.
Donc, Tor’(M,N) = 0 (prop.V.2 ; cor.l) et M est plat.

3. Foncteurs Ext et modules de fractions
La situation est plus compliquée pour les Ext que pour les Tor. On

doit supposer éventuellement certains modules de présentation finie.

Proposition VI.3

Sotent A un anneau, S une partie muliiplicative de A.

Pour tout couple (M,N) de A-modules, il existe une application li-
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-1 -1 -1
néaire Oy du S 'A-module S HomA(M,N) dans le S "A-module
3y

Hom - (S_
S

N

’M,S_’N) telle que :

M’N(u/s)(x/t) = u(x)/(st) (u e HomA(M,N), xeM,s, teS)

Les applications Sy N définissent un morphisme du foncteur
- b4 - -
s Hom (-,~) dans le foncteur Hom _. (S ’—,S ’—).

A S 'A

51 le A-module M est de présentation finie, est un Lsomorphisme

¥, N
Démonstration

On vérifie que si u/s = u'/s', les éléments v et v' de Hom -
S A
M,S N) tels que v(x/t) = u(x)/(st) et v'(x/t) = u'(x)/(st) sont égaux

¢M N 2 donc un sens. On vérifie aisément la fonctoria—
=+

Les foncteurs F = § HomA(—,N) et G = Hom (S_l—,s_’N) commutent

s 'a

aux sommes directes finies. Ils sont exacts A gauche.
L'application ¢, y €St un isomorphisme comme il résulte du diagram—
’
me commutatif dont les fléches horizontales sont les isomorphismes canoni-

ques S_’HomA(A,N) _— S_’N

I o
} S N
Hom _, s a5y —— 57w

S A

AN

Un raisonnement dual de celui de la proposition 1IV.9 de (FFAC)

chap.3 prouve le fait que est un isomorphisme si M est de présenta-—

Oy, N
tion finie,

Proposition VI.4

Les notations sont celles de la proposition VI.3.
On suppose que le A-module M a une résolution libre

vee — P o, p P L,p E.u 0
n n-1 1 o

ou les modules P sont de type fint.
Pour tout entier naturel n, il existe un isomorphisme fonctoriel

du foneteur S_’Eth(M,—) dang le foncteur Extn_’ (S_’M,S_’—).

Démonstration S A
11 suffit de remarquer, si Rn = im(dn) (avec la convention

RO = im(e) = M), l'existence d'un isomorphisme fonctoriel de
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Ext” (S_IM,S_I—) (resp. S—lExtn(M,-)) dans Hom (S_’R ,S_l—)
s'a A s'a o

(resp. S_’HomA(Rn,—)) et d'appliquer la proposition précédente.
Corollaire

Sotent A un anneau, p un idéal premzer de A, M un A-module satis-—
fatsant & la condition de la proposition VI.4, N un A-module.

Alors Extn(M,N est isomorphe d Extl (M LN ).
s A )p rp Ap b p)

Remarques

1. Comme la proposition VI.3, la proposition VI.4 peut &tre démon-—
trée par un procédé de décalage.

2. On appliquera surtout la proposition VI.4 sous 1'hypoth&se A
noethérien. L'hypoth&se faite sur le A-module M devient alors que M est
de type fint.

Exercices du chapitre 1
(1). Ure partie multiplicative saturée d'un anneau A contient-

elle 1'ensembie des &léments inversibles de A ?

(2). Quel est 1'anneau des fractions de 1'anneau A par rapport a
la partie multiplicative des 8léments inversibles de A ?

(3). Soient k un anneau, X une indéterminée, n un entier positif,
A = k[x]/x™), £ la classe de x modulo (x"). Calculer A

(4). Soient A un anneau .ntZgre, £ un élément non nul de A. Dé-
montrer que, si A n'est pas un corps, 1'anneau A des fractions de A par
rapport & {f} n'en est pas un.
(Utiliser la proposition I.1).

(5). Soient A un anneau, M un A-module de type §ini, {e ,oonye ]
un systéme fini de générateurs de M, £ 1'application
ar—> (ae ,...,ae ) de a dans M.

Quel est le noyau de £ ?

En déduire que, si B est une A-algébre plate, Anng (B g M)= Bgyhdm)

Retrouver ainsi le fait que, si M est un A -module de type fini et
S une partie de A, Ann(s 'M) = S 'Ann(M).

(6). 1. Soient A un anneau .{nt2gre, K son corps des fractions, M
un A-module.

Démontrer que le noyau de 1'application x+——— lex de M dans
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K g M est e sous-moduie de torsion t(M) = {xeM/aecA, a # O tel que
ax = 0} de M.
2. On ne suppose plus 1'anneau A intégre. Soit K son anneau
total des fractions.
Quel est alors le noyau de 1'application : x+—— lex de M
dans K?M?
(7). Soient B un anneau, A un sous-anneau, g un idéal premier de
B, b un idéal g-primaire de B, p = gn A, a = bnA.
L'idéal g est-il p-primaire ?
(8). Soient A un anneau, S une partie multiplicative
idéal projectif de A.
L'idéal s 'q de 1'anneau s 'a est-i1 projectif ?
Un anneau de fractions d'un anneau de Dedekind ( (FFAC).Chap.5.11.2)
est-i1 un anneau de Dedekind ?
(9). Soient A un anneau, S une partie (multiplicative) de A, M un
A-module.
1. Demortrer 1'existence d'une application A-linéaire Hyy de
M dans S M telle que uM((a/s)ox) (ax)/s (aeA ; seS ; xeM) et sa
fonctorialité. Que peut-on dire de My ?
2. Démontrer que le foncteur S_’(—) commute aux sommes directe
quelconques. Que peut-on dire de ”A(I)’ ol I est un ensemble ?
3. Utiliser une présentation d'un A-module M pour démontrer

que est un isomorphisme. (Utiliser la prop.IV.9 du chapitre 3 de (FFAC)

H.
. Les exercices 10, 11, 12, 13, proposent une construction d'un modu-—
le de fractions différente de celle indiquée dans le texte. Les exercices
10, 11 sont des cas particuliers qui doivent faciliter la compréhension.
Le cas général est traité dans l'exercice l4.

(10). Soient A un anneau, a un &lément de A, M un A-module.

Pour tout neN, on pose Mo=M. Si ngm, on définit 1'appli-
cation 8n de M dans M comme etart 6 w-n. On note (M, g, ) 1e limite
inductive du systéme induct1f (Mn, mn)m,neN'

1. Démontrer, en utilisant 1§§ égalités M = ;;% g (M) et
ker(g ) = é;g ker(g ) que 1'homothétie 6 est bijective.
On mur1t M de la structure de s~ 'a-module correspondante.

2. On suppose que M est (1A)*(P) ot P est un S ’A-modu]e.
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Démontrer que 1'on peut alors prendre M = P et g, = 6$/sn

3. Revenant au cas général, soient N un s_’A—modu1e, f une
application A-linéaire de M dans (ii)*(N) (noté N dans la suite).

On définit M_,N_ comme étant M, N et £ comme étant f.

'5
Fn|
1}
—
e
E
~
Fh
S’
D
w
<+
-
o
=3
-
£
=
D
£
<3
©
-
-
]

Démontrer que 1' app! ation

cation s 'a-linéaire de ¥ dans N telle que f = fog -
En déduire que (ﬁ;go) est un module de fractions de M par

nelN

rapport a 5 = {s™}
11). Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A, M un aA-

(11
module.

On suppose que tout é€ément de S est négulien.

La relation < définie dans S par s < t si 11 existe a ¢ A tel que
t = as est une relation de préordre. I1 sera utile pour la compréhension

de T'exercice 14 de cansidérer la catégorie S dont les objets sont les
&1éments de s et 1'ensemble des morph1smes de se 8 dans te 8 est vide si
s n'est pas ¢ t et 1'ensemble réduit & a si t = as.

Si s S, on pose M, = M. Sis, tesSet sgt, on définit 1'applica-
tion A-liréaire Big de M_ dans M, comme étant S, ol t = as. Soit (Figs)ses
Ta Timite inductive du systéme inductif (Ms,g )

Démontrer, comme dans 1'exercice 10, que (H,g’) est un module de
fractions de M par rapport a s.

(12). (préliminaire catégoriques & 1'étude du cas général)

Soient ¢ une catégorie, A un anneau.

On suppose que La classe Ob(C) des obfets de C est un ensemble.

Un systeme inductif de A-modufes sulvant ¢ est un foncteur F cova-
riant de C dans Mod(a).

Exemple : Un ensemble préordonné I définit une catégorie I ((FFAC).
chap.l.ex.1) et un systéme inductif de A-module suivant I n'est autre
qu'un systéme inductif de A-module indexé par 1'ensemble préordonné I.

Une Zimite inductive du systéme inductif 7 est la donnée :

d'un A-module M

pour tout s e 0b(C), d'une application A-Tinéaire g de F(s) dans
M, tels que, pour tout couple (s,t) d'objets de ¢ et tout ae Hom,(s,t),

le diagramme F(s)-———li&ﬁ———+ F(t) soit commutatif,

\;i?\*M <//§:
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cette donnde 2tant universelle en un sens que 1'cn laisse le sgin au lec-
teur de préciser, a partir du cas classique.
T. Soit M Le A-module gquotient de £a somme directe S?Ob(C)F(S) par

Le sous-module engendné par Les éLéments XS—F(a)(xs), oll s parcourt 0b(C)
a £'ensemble des monphismes de source s et ol on a noté, abusivement,
X "X, 1'é1ément de la somme directe dont toutes les coordonnées sont nul-
Tes sauf la s-iéme qui est x_ et la t-iéme qui est X,

Soit, pour s € Ob(C), 8, L' application A-Lindaine composée de £'in-

fection canonique de F(s) dans t@Ob(C)F(t) et de La surfection canonique
de ce module surn M.
. .. e
Démontrer que (M’gs)seob(C) est limite inductive de 7,

2. On suppose que La catégornie ¢ vérnifdie La propri@té suivante:
psereaSy d'obfets de ¢, {L existe un obfet t de

pour tout ensemble fini s
¢ et des morphismes ayeesa nespectivement de Syse-sS dans
7)

5ot
n
Reprenant Tes démonstrations de ((FFAC). Chap. 1.11.7), démontrer

alors les égalités :

M= skg(,b((,) 8 (F(s))

ker(gs) = Lg ker (F(a)), ol a parcourt 1'ensemble des morphismes de

C de source s.

(13). Soient A un anneau, S une partie multiplicative, M un A-modu-
le.

On déginit une catégonie S comme Auit:

Les objets de S sont les éléments de s.

Si, s,t ¢ S, Homs(s,t) = {agA/t = as}

La composition des morphismes est naturelle,

Cette catégorie S vérifie la propriété de 1'exercice 12, question 2.

On déginit un systeme inductif F sulvant S comme suit :

pour tout seS, F(s) = M

pour tout aeHomS(s,t), F(a) est 1'homothétie 62 de rapport a de M.

Soit (M’gs)ses La Limite inductive de F,

Démontrer, comme dans 1'exercice 11, que (M,g’) est un module de
fractions de M par rapport a s.

(14). Une sous-catégorie pleine ¢ de Mod(A) est dite Localisante

si:
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1) Pour toute suite exacte o M! M M" 0 de Mod(A)

M appartient a ob(¢) si et seulement si M' et M" appartiennent a
0b(C).

2) ¢ est stable par limites inductives

R

1. Soient A un anneau, S une partie multi

Démontrer que la sous-catégorie pleine de Mod(a) dont Tes objets
sont les a-modules M tels que s “Iy = 0 est Tocalisante.

2. Démontrer qu'une sous-catégorie localisante ¢ de Mod(a) est par-
faitement déterminée par 1'ensemble I(C) des idéaux a tels que A/a soit
objet de ¢.

3. Caractériser les ensembles I d'idéaux de A de la forme I(C).

plicative.

(Le lecteur pourra se reporter & l'artcle de P. Gabriel. Des caté-
gories abéliennes. Bull. Soc. Math. France, 90,1962,323-448, dans lequel
est 8tudiée une théorie de la lccalisation valable pour les anneaux non
commutatifs et fondée sur la considération de telles sous-catégories lo-
calisantes).

(15). La géométrie algébrique projective fait usage d'anneaux gradués, de
modules gradués et, en particulier, d'idéaux homogénes. I1 est donc in-
dispensable d'étendre & ces objets gradués les résultats usuels.

Soient A = igz A; Un anneau gradué de type Z, M = i?z M, un A-modu-
le gradué, S une partie multiplicative de A dont tous Les éLéments sont
homogenes, par exemple, 1'ensemble des puissances d'un élément homogéne.

1. Démontrer qu'il existe une structure et une seule d'anneau gra-
dué de type Z sur 1'anneau de fractions s T telle que 1'application 1§
soit homogéne de degré o.

(On définit (S_’A)i comme le sous—ensemble de S_IA des fractions
a/s oli a appartient a A. et s & Sr\A._i).

“Iy une struc-

2. Démontrer qu'i% existe alors sur le s 'a-module s
ture et une seule de s 'a-module gradué telle que 1'application A-liné-
aire i; soit homogéne de degré o.

(On remarquera qu'un anneau (resp. un module) peut toujours &tre
muni de la graduation évidente oli tout est concentré en degré 0. La thé-
orie graduée contient donc la théorie usuelle comme cas particulier).

(16). Soit A un anneau.

1. Démontrer les équivalences
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(i) A est local et tout idéal de type fini de A est principal

(i1) 1'ensemble des idéaux principaux de A est totalement ordonné
par inclusion

(i11) 1'ensemble des idéaux de A est totalement ordonné par inclusion

Un anneau satisfaisant a ces conditions est dit focal arnithmétique

2. On suppose 1'anneau local arithmétique A intégre. Soit K son
corps des fractions. Démontrer que, pour tout &lément x de K, xeA ou
x_’ € A.

Réciproque ? (voir anneaux de valuation. chap. 4).

(17). Un anneau A est dit anithmétique si, pour tout idéal premier
p de A, 1'anneay local Ap est arithmétique (ex.16).

1. Démontrer qu'un anneau A est arithmétique si et seulement si
1'anneau local Ap est arithmétique pour tout idéal maximal p de A, qu'un
anneau de fractions d'un anneau arithmétique est arithmétique, qu'un quo-
tient d'un anneau arithmétique est arithmétique.

2. Soit (A le)l jel un systéme inductif filtrant d'anneaux arith-
métiques A

Démontrer que 1'anneau lim (a;) est arithmétique.

3. Utilisant le lemme de globalisation, démontrer les équivalences
suivantes pour un anneau A :

(i) A est arithmétique

(i1} (a+b)aec = anec + bne poun tout trniplet (a,b,e) d'idéaux de A
(i11) a+(Bne) = (a+b) n (a+e) pour tout triplet (a,b,c) d'idéaux de &
(iv) (atb):e = (a:e) + (b:e) pour tout triplet (a,b,c)d'idéaux de A
ol ¢ est de type fini.

4. Démontrer que deux idéaux premiers sans relation d'inclusion d'un
anneau arithmétique A sont étrangers.

5. Soient A un anneau arithmétique, K son anneau total des fractions,
B un sous anneau de K contenant A. Démontrer que B est arithmétique.

6. Démontrer que si A est un anneau arithmétique semi-local tout
idéal de type fini de A est principal.

7. DEmontrer qu'un anneau dans lequel tout idéal de type gini est
principal est un anneau arithmétique. Un tel anneau est appelé un anneau
de Bezout.

(Deux exemples d'anneaux de Bezout intégres sont bien connus : 1'an-
neau des fonctions entiéres (FFAC).chap.2.ex.16) et 1'anneau des entiers
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algébriques. Ces anneaux ne sont pas noethériens).

(18). Démontrer les équivalences pour un anneau A

(i) A_ est intégre pour tout idéal premier (resp. maximal) p de A

(ii) pour tout couple (a,b) d'éléments de A tel que ab = 0, Ann(a)
et Ann(b) sont é&trangers.

(19). Soient A un anneau, M, N, P des A-modules, f (resp. g) une
application A-linéaire de M dans N (resp. P dans N).

On suppose M de présentation finie. Démontrer les équivalences :

(i) i1 existe une application A-Tinéaire h : ¥ —— P telle que
f = gof

(ii) pour tout m e Max(a), il existe une application Am—1inéaire h

telle que £ = guoh, £ (Pesp.gm) désignent les applications foA (resp.
goA )

(20).1. Soient A un anneau, P un A-module projectif de type fini, S une
partie multiplicative de A. Démontrer que s 'p est un s”'a-module projec-
tif.

En particulier, pour tout p ¢ Spec(A), P_ est un Ap-modu]e projec-
tif de type fini et donc un A_-module libre de rang fini. On note rgp(P)
Le nang du A _-module M_ (i.e. le cardinal d'une base de Mp).

2. Démontrer que la fonction : p+—— rg (P) de Spec(A), muni de la
topologie spectrale ((FFAC),chap.2.1l), dans #, est localement constante
et que, si sSpec(a) est connexe, elle est constante.

On dit qu'un A-module projectif est de nang £'entien naturel n si
il est de type fini et si, pour tout p e Spec(a), rgp(P) = n.

3. Démontrer les équivalences pour un A-module de type fini M :

(i) M est projectif de rang 1

(i) 11 existe un A-module N tel que M % N soit isomorphe a A

(indication : pour démontrer (i) == (ii), prendre N = M* =
HomA(M,A) et considérer 1'application Ix; ® xz — ZX:(xi) de M g Vel
dans A ; pour démontrer (ii) = (i), se ramener au cas ol A est local).

4. Démontrer que si M et N sont des A-modules projectifs de rang 1,
les A-modules M 2 N, Hom, (M,N) sont projectifs de rang 1.

On définit le groupe de Picard de A, noté Pic(a), comme 1'ensemble
des classes d'isomorphismes de A-modules projectifs de rang 1 muni du pro-
duit tensoriel.




CHAPITRE 2

Conditions de chaines et de finitude







Le théoréme, dit de la base finie, de Hilbert affirme que tout
idéal de 1'anneau k[k’,...,Xﬁj des polyndmes a n indéterminées, a coef-
ficients dans un corps k, est de type fini.

Ce théoréme, démontré pour résoudre un probléme essentiel de 1la
théorie des invariants, a une interprétation gdométrique simple et inté-
ressante :

Soit (£,(X,,...,X ), ; une famille d'éléments de k[X’,...,Xn]. Le
sous—ensemble {(Xl""’xn) e k" /Y iel, fi(xl""’xn) = 0} de k" est ap—
pelé l'ensemble algébrique de k" d'équations fi(XI,...,Xn) = 0 (iel).

Soit a 1'idéal de k[Xl,...,XA} engendré par les polyndmes fi (iel).
L'ensemble algébrique H d'8quations f = O (iel) est aussi 1'ensemble al-
gébrique d'équations g = 0, ol g parcourt a. Le théoréme de Hilbert mon—
i iste une partie finie J de I telle que les éléments fi’ ol i
parcourt J, forment un systéme de générateuws de a, et, par suite, que H
est 1'ensemble algébrique défini par un nombre fini d'équations fi =0
(1ed).

C'est Emmy Noether qui a fait 1'étude systématique des anneaux dont
tout idéal est de type fini. Elle a démontré que cette condition de fini-
tude équivaut a la non-existence de suites infinies strictement crolssan—
tes d'idéaux (condition de chaine croissante) ou encore au fait que tout
ensemble non vide d'idéaux admet un (au moins) &l&ment maximal (condition
maximale) .

Les anneaux satisfaisant & ces conditions sont dits noethériens.

La classe des anneaux noethériens est stable par passage au quotient
ou & un anneau de fractions ; elle contient 1'anneau k[X’,...,Xn] des po-
lynOdmes 3 coefficients dans un corps k et donc les anneaux de la géomé-
trie algébrique classique qui s'en déduisent par quotient et localisation;
elle contient &galement 1'anneau k[[X’,...,Xn]] des séries formelles et
1'anneau des séries convergentes a coefficients réels ou complexes et,
donc, les anneaux de la géométrie analytique locale réelle ou complexe.

Les anneaux ne possédant pas de suites infinies strictement décrois—
santes d'idéaux ont &té &tudiés, en particulier, par E. Artin et sont
pour cette raison dits artinzens. lls jouent un rdle important en thé-

orie de la multiplicité et de 1la dimension.
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On démontre que ce sont les gnneaux noethériens de dimension de
Krull 0, i.e. dont les seuls idéaux premiers sont maximaux. Un corps et,
donc, le quotient d'un anneau par un idéal maximal sont des anneaux ar-
tiniens. Plus généralement, le quotient d'un anneau noethérien par un
idéal primaire pour un idéal maximil (par exemple, puissance d'un idéal
maximal) est un anneau artinien.

Les anneaux artiniens ont un spectre fini (la réciproque est faus-
se). Ils sont, en fait, produits d'anneaux artiniens locaux.

Comme d'habitude, on a intérét i étendre aux modules les notions
définies ci-dessus. C'est, d'ailleurs, dans ce cadre que 1'on retrouve
une "dualité" raisonnable entre les conditions de chaTnes croissante et
décroissante, perdue pour les anneaux puisqu'il existe des anneaux noe-
thériens non artiniens (par exemple, 1'anneau k[i] des polynSmes 3 une
indéterminée & coefficients dans le corps k) alors que tout anneau arti-
nien est noethérien. Un module artinien (resp. noethérien) n'est pas
noethérien (resp. artinien) en général.

Un module qui est, & la fois, noethérien et artinien est dit de
longueur finie. On peut lui associer un invariant numérique, sa longueur,
qui redonne, dans le cas ol 1'anneau de base est un corps, la dimension
d'un espace vectoriel (de dimension finie).

La condition de chatne croissante pour les idéaux principaux ap-
parait naturellement dans la théorie des anneaux factoriels qui sont les
anneaux intégres dont tout élément non nul et non inversible est, de ma-—
niére unique, produit d'éléments irréductibles. Une premiére étude de
ces anneaux est donnée en fin de chapitre.

Nous avons cru bon d'adjoindre a cette &tude algébrique une appli-
cation géométrique simple : une premiére étude des courbes algébriques
planes.

Le plan de ce chapitre est le suivant

Dans I, on donne la définition et les premiéres propriétés des mo-
dules noethériens et artiniens.

Le paragraphe II est consacré aux anneaux noethériens, le paragra-
phe 111 aux modules de Tongueur finie, le paragraphe IV aux anneaux ar-
tiniens.

Dans V, on s'intéresse aux premiéres propriétés des anneaux fac-
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toriels et, notamment, & la factorialité des anneaux de polyndmes a
coefficients dans un corps.

1. Modules noethériens et artiniens

- - .
1. Ensembles ordonnées avec conditions de chaine

Proposdition 1.1
Soit E un ensemble ondonné.

Les assentions suivantes sont équivalentes

(4) tout sous ensemble non vide de E a un éément minimal (resp.
maximal)

(£L) toute parntie totalement orndonnée non vide de E a un plus
petii(*) (resp. plus grand) éfément.

de E est stationnaire, 1.e. telle qu'il existe n_ e N avee x_ = x_ 44
’ 1 [¢) n n,
n n_.
? [e]
Démonstration

Les implications (i) == (i1) et (ii) == (iii) sont claires.
(111) = (i). Soit F un sous-ensemble non vide de E. Soit x eF.

$'i1 n'est pas minimal, i1 existe x, €F tel que X, <X St x, n'est pas mi-

nimal, i1 existe x eF tel que x <x,. On suppose obtenue ainsi une suite

2
strictement décroissante

2

X < 4o <X < X < X
n

2 1 [

d'éléments de F. Si X n'est pas minimal, i1 existe x e F tel que

n+1
< .
xn+1 *n
Le procédé fournit au bout d'un nombre fini d'opérations un &lément
minimal de F car sinon on obtiendrait une suite infinie strictement dé-

croissante et donc non stationnaire.

La condition (i) est dite condition minimale (resp. maximale).

La condition (iii) est dite de chaine décroissante (resp. crodis-
sante).

Il existe une méthode de démonstration applicable aux ensembles or-—
donnés satisfaisant & la condition minimale (resp. maximale), appelée

prinedpe de récurrence noethénienne. on 1'énonce ci-dessous pour un en-

® j.e. E est bien ordonné.
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semble E satisfaisant & la condition minimale. Dans la pratique, on 1'ap-
plique souvent 3 l'ensemble des fermés de certains espaces topologiques

dit noethériens définis dans le chapitre 6.

Principe de ndcurrence noethérnienne
Soit E un ensemble ondonné satisfaisant a La condition minimale.
Soit P une propriété d'un éfément de E.

On suppose

a e E et, pour tout x € E, x < a ef P(x) viale = P(a) vrale. .

Alons, P(x) est vrade pour fout x £ E.

La démonstration est immédiate : Dire que la conclusion est fausse
c'est dire que F={xcE/P(x) fausse} est un sous-ensemble non vide de E.
Soit aeF un &lément minimal. Pour tout xcE tel que xea, P(x) est vraie.
Donc, par hypothése, P(a) est vraie. Contradiction.

2. Définition des modules noethériens et artiniens

Sodent A un anneau, M un A-module.

On dit que M est noethérien (resp. antinien) 54 £'ensemble des sous-
modufes de M ondomné pan inclusion satisfait a La condition maximale
{resp. minimale) ou ce qui est Equivalent d La condition de chaine crois-
sante (resp. décrodlssante).

Donc, le A-module M est noethérnien (resp. antinien) s'il satisfait
aux conditions équivalentes suivantes

(£) tout sous-ensemble non vide de sous-modules de M admet un &£é-
ment maximal (resp. mindimal)

(L&) toute suite croissante (resp. décroissante) de sous-modules de
M est stationnaine.

Exemples :

1. Le module O est noethérien et artinien.

2. L'ensemble 2/nZ , ol n est un entier >0, est §ini. I1 admet donc
un nombre fini de sous-ensembles. Le Z-module Z/nZ a donc un nombre fini
de sous-modules. I1 est par conséquent artinien et noethérien.

3. Soit k un corps. Un k-espace vectoriel est noethérien (resp.
artinien) si et seulement si 11 est de dimension finie.

4. Une somme directe infinie de modules non nuls est un module non
noethérien et non artinien.
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Sodlent A un anneau, M un A-modufe.

Les assentions sulvantes sont équivalentes :

(L) M est noethénien

(L) tout sous-module de M (et, en particulier, M) est de type find.

Lvra

(i) == (1) : soit N un sous module de M. L'ensemble des sous-mo-
dules de ftype §ini de N est non vide car il contient (0). Soit N' un
élément maximal de cet ensemble. I1 est égal & N : sinon, soit x de N
n'appartenant pas a N' ; Je A -module N' + Ax est un sous module de
type fini de N contenant N' strictement, ce qui contredit 1a maximalité
de N'.

(ii) == (i) : soit (N )y une suite croissante de sous-modules
de M. Le sous-module N = o Ny est de type fini par hypothése. Soit

paeeesXE ) Un systeme fini de générateurs de N. I1 axiste n ¢ N tel que

x; appartienne a Nno. Alors N = Nno et donc N = Nno sins

3. Comportement par sujtes exactes

X

~

o
n

Propesition 1.3.

£ o
L

Soit 0 M' M —=— N 0 une suite exacte de A-modu-
Les.

Les assentions suivantes sont Equivalentes

(i) M est noethinien (resp. artinien)

(L) M' et M" sont noethéniens (resp. artiniens)
Démonstration

(i) == (ii) : une suite croissante (resp. décroissante) de sous
modules de M' est une suite croissante (resp. décroissante) de sous mo-
dules de M. E11le est donc stationnaire. Une suite croissante (resp. dé-
croissante) de sous modules de M" a pour image réciproque par g une suite
croissante (resp. décroissante) et donc stationnaire de sous modules de
M. Elle est donc stationnaire.

(i) == (i) : soit M)y une suite croissante (resp. décrois-
sante) de sous modules de M. On pose M =M AN et M"n =g ). Les
suites croissantes (resp. décroissantes) (M’n)neN et (M"n)neN de sous
modules respectifs de M'et M" sont stationnaires. I1 est possible de
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trouver o tel que M' =M' et M'=M" sin>n. Alors, M =M si
[e] n no n no [e] n no
n2n_: eneffet, si x e M, g(x_) appartient a M"' et i1 existe donc
[e] n n n no
xno appartenant & M“o tel que glx ) = g(xno).
11 en résulte que L appartient a M et donc a M; . Par suite,

X appartient a Mnoet M= M:o. )
Conollaine 1

Sodlent Misen M des A-modules. Les assentions sulvantes sont
éq uiva fentes :

(£) M, est noethdrien (resp. artinden) (i =1, .

(<L) M ® ... @M est noethénien (resp. antinden)
Démonstration

(ii) = (i) : résulte de ce que M, est quotient de M 8 ... 8N

vey 1)

(1) == (i1) : 1a preuve se fait par récurrence sur n. comme
M ®...O0M  OM =M 8...8M ) OM
i1 suffit de prouver le cas n = 2. On a alors une suite exacte

0 — M’ — M’®M2—»M2——+O
et 11 suffit d'appliquer la proposition I.3.
Conollaine 2

Sodient M un A~modufle, M, e, M des sous modules de M. Les asser-
tlons sulvantes sont équivalentes :

(<) M, est noethénien. (resp. antinien ) (i =1, ..., n)

(£d) Mo+ + M08t noethérien (resp. antinien)
Démonstration

(i1) = (i) : en effet, M, est un sous module de M+ 4 L

(i) == (ii) : on sait que M +...+M_est un quotient de M®...eM
((FFAC)chap.11.§4). 11 suffit donc d'appliquer le corollaire 1.4 puis la

proposition I.3.

I1. Anneaux noethériens
1. Définitions équivalentes

Un anneau A est dit noethénien 84 Le A-module A est noethénien.

IT revient au méme de dire que tout (déal de A est de type {ini ou
que toute suite crodssante d'idéaux de A est stationnaire ou que tout en-
semble non vide d'idéaux de A a un é€ément maximal.
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Exemples :

1. Un quotient d'un anneau noethérien est noethérnien : soit, en ef-
fet, q un idéal de 1'anneau A. Les sous-modules du A/a-module A/a ne sont
autres que les sous-modules du A-module A/a.

2. Un produdit §ind d'annecaux noethériens est ncethénien : la demons-

tration se fait par récurrence sur le nombre de facteurs a partir du cas
A=A xA,. On utilise la suite exacte de A-modules

0 A, A A, —> 0 et e fait que, si A; est noethérien, {1

est un A-module noethérien.

3. Un anneau de gractions d'un anneau noethérien est noethérien :
Soit s une partie multiplicative de 1'anneau noethérien A. Tout
de s™'a est de type fini puisque de la forme s7'q ol a est un
de A.

4, Un conps est un anneau noethérien.

—
Q. Q.
M M
o o

—_ -

11 en est de méme d'un anneau principal.

5. I1 sera prouvé ultérieurement (théoréme de Hilbert) qu'un anneau
de polyndmes & un nombre fini d'indéterminées sur un anneau noethérien
est noethérien.

6. Les anneaux de la géométrie algébrique classique, qui se dédui-
sent des anneaux de polyndmes d un nombre fini d'indéterminées a coeffi-
cients dans un corps par passage au quotient et passage a un anneau de
fractions, sont noethériens.

7. 11 en est de méme en géométrie analytique ol les polyndmes sont
remplacés par les séries convergentes (ex. 17)

8. La situation est différente en géométrie différentielle :
1'anneau ¢" des germes & 1'origine de fonctions de classe ¢~ dans un
voisinage de 1'origine de R" n'est pas noethérien (ex. 19).

Voici d'autres exemples d'anneaux non noethériens

9. L'anneau des fonctions entiéres d'une variable complexe n'est

pas noethérien ((FFAC).chap.2.ex.16. On démontre que 1'idéal engendré

par les fonctions x — sin(x/n) ol n parcourt ¥ n'est pas de type fini).
10. L'anneau des entiers algébriques, i.e. des x ¢ € racines d'un
polyndme unitaire ¢ Z[X] n'est pas noethérien. (Un polyndme est dit uni-
taire si le coefficient de son terme de plus haut degré est 1).
11. Soient k un corps, (X)), y Une suite d'indéterminées. L'anneau
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k[x ],y n'est pas noethérien. I1 existe, en effet, une suite strictement
croissante infinie : (X)X X)) d'idéaux.
On peut aussi remarquer que 1'idéal (xn)nEN n'est pas de type fini.

2. Modules noethériens sur un anneau non nécessairement noethérien

Proposition 11.1

Sodent A un anneauw, M un A-modufe.

Les assentions sulvantes sont Equivalentes

({) Le A-modufe M est noethérien

(£L) Le A-modufe M est de ftype fini et £'anneau A/Ann(M) est noethé-
nien.

Démonstration

(i1) == (1) : un sous-module du A-module M est aussi un sous-modu-
le du (A/Ann(M))-module M.

(1) == (ii). Soit {x,5.-.,x } un systéme fini de générateurs du
A-module M.

Le sous-module Ax, de M est noethérien comme M. I1 est isomorphe a
A/Ann(xi) .

On e¥ déduit que £'anneau A/Ann(xi) est noethérien. Or,
Ann(M) = in Ann(xi).

11 suffit alors d'utiliser la suite exacte de A-modules

0 — A/ iél Ann(xi) = A/Ann(M) — iél A/Ann(xi).

r
Le A-module i@’ A/Ann(xi) est noethérien. 11 en est donc de méme du A-mo-
dule A/Ann(M) et de £'amneau A/Ann(M).

Conollaine

Soit A un anneau noethénien. Les assentions sulvantes sont équiva-
Lentes pour un A-modufe M :

(4) M est noethérien.

(L) M est de type find.

3. Caractérisation d'un anneau ncethérien par des jdéaux premiers
Théonéme 11 .2 (Cohen)
Soit A un amneau. Les asserntions sulvantes sont équivalentes :
({) A est noethénien.
(L) tout idéal premien de A est de type find.
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Démanstration

(i) = (ii). Clair.

(ii) = (i). On raisonne par 1'absurde supposant A nen noethénien.
L'ensemble 7 des idéaux non de type fini de A est non vide. Ordonné par
inclusion, i1 est inductif. Soit b un élément maximal de 7. 11 n'est pas
premier (condition (ii)). Soient x,yeA teis que xyeb, xéb, y¢b. Les idé-
aux b+Ax et (b:Ax) contiennent strictement 2 : en effet,

(b:Ax) = {zeA/xzeb} contient y et b. I1s sont doncde type fini. I1 existe
un systéme fini de la forme {u’,...,ur,x} ol uieb de générateurs de b+Ax.
Soit (vl,...,vs) un systéme fini de générateurs de (b:Ax).

Un &lément de b s'écrit £i_  a.u +zx ola.eh et ze(b:Ax) : on Ecrit

qu'untel él1ément est élément de biAx, donc sous la forme ci-dessus, puis
qu'il appartient a b, i.e. que zx appartient a b et donc que z appartient
ad (b:Ax).

On exprime z comme combinaison

v LV .

12 s

On en déduit que {u’,...,u ,xv’,...,xvs} est un systéme de généra-

r
teurs de b qui est donc de type fini, contrairement au fait qu'il appar-

tient a F.

4. Un théoréme de Hilbert
Théoneme 11.3 (Théoneme dit de fa base ginie)

Soit A un anneau. Les assentions sulvantes sont équivalentes

(£) L'anneau A est noethénien.

(ii) L'anneau A[X] des polyndmes a une indéterminde X est noethérien.
Démonstration

(i) == (i) : plus généralement, s{ B est un anneau noethérien
sidelement plat sun un anneau A, L'anneau A est noethénrien.

En effet, si a est un idéal de A, aBnA = ¢ (FFAC). I1 suffit alors
d'appliquer une quelconque caractérisation des anneaux noethériens.

(i) implique (i1) : Le a-module M_ des &léments de a[x] de degré
inférieur ou égal & n est de type fini, engendré par 1,X,...,x", donc
noethérien.

L'application ¢rlde M dans A qui applique un élément de M sur le
coefficient de son terme de degré n est une formule linéaire sur M.

Soit @ un idéal de A[X]. Le sous module a_ = anM_de M_est de
type fini.
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I1 en est de méme de 1'idéal bn = ¢n(an) de A. La suite (bn)
est croissante : en effet, si ceb_ s i1 existe un polyndme
_ o 0 i, A =
f(X) = cX + Zin Cix dans a_ . Le polynfme Xf(X) appartient a @iy et

nelV

donc c a a .-

11 existe donc un entier m tel que bm = bn si mgn. On va prouvern
que a_ engendre £'idéal a. 1L suffit, a cet effet, de prouver par récun-
nence sun n que tout éL8ment de a, est combinaison Linéaine a coeffi-
cients dans A[X] d'Elements de a . C'est clair s4 n<m. On suppose La
propriéte établie pour nsm. Soit £(X) = x™ i, .. un élément de a
L'élément c apPartient a bm. 11 existe donc un &1ément de a, de la forme
S SR cin. Le polynéme £(X) - X" "g(X) appartient & a_ et est donc
combinaison linéaire a coefficients dans A[X] d'éléments de a . 11 enest
de méme de f(X).

Un systéme {ini de générateurs du A-module a engendre 1'idéal a

qui est ainsi de type fini.

Conollairne 1
Soit A un anneau noethdrien. L'anneau A[xl,...,x;] des polynomes &
n L{ndéterminées 4 coefficients dans A est noethénrien.

L'anneau des polynomes A n indBtenmimées a4 coeffi-

Ev nartioulion
< [ 1ieau roLyy 048 a4

L PATARA LKA »

clents dans un conps est noethéndien.
La preuve est immédiate par récurrence sur n.

En utilisant 1e fait qu'un anneau quotient d'un anneau noethérien
est noethérien on obtient le corollaire.

Conollaine 2
Soit A un anneau noethérien. Soit B une A-algebre de type §ind.

L'anneau B est noethérien.

Démonstration

Une A-algébre de type fini est, par définition, un quotient d'un
anneau de polyndmes a un nombre fini d'indéterminées a coefficients dans
A.

En particulier, une algébre finie sur un anneau noethérien est un
anneau noethérien.

I1 existe une réciproque due & Eakin (Math. Annalen 177,1968,
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278-282) et Nagata. La démonstration ci-dessous est due & Edward
Formanek (Faithful noetherian Modules. Proc. of the Amer.Math.soc. 41,
n°2, 1973, 381-383).

Théonéme 11.4

Soient A un anneau, B un A-modufe de type §ini fidefe. (i.e.
{acAjfaB = 0} = (0)).

Les assentions sulvantes sont equivalentes

(L) A est noethénien.

(i) B est un A-module noethénrien.

({id) L'ensemble des sous-modules de B de La forme aB (a idéal quel-

conque de A) satisfait d La condition maximale.

Démonstration

(i) == (i1). Clair.

(i1) == (i). Résulte du fait que si B est un A-module noethérien,
A/Ann(B) est un anneau noethérien (pron. II.V) et ague, par hypothése,
Ann(B) = (0).

(
(i) == (ii1). Clair.

(111) == (i1). On naisonne par £'absurde supposant Le A-module B
non noethérion.

On va démontrnen que £'on peut de plus supposer :

1) que, poun tout {déal non nmul o de A, £e A-modufe B/aB est
noethénien,

2) que, poun tout sous~module non nul U de B, fLe A-modufe B/U n'est
pas gidete

1. L'ensemble F des sous-modules de B de 1a forme aB, ol a est un
idéal de A, tel que Te A-module B/aqB ne soit pas noethérien est non vide:
i1 contient, en effet, (0). I1 admet donc un é1ément maximal aB.

Le A-module B/aB n'est donc pas noethérien mais pour tout idéal »
contenant strictement @, le A-module B/bB = (B/aB)/(bB/aB) est noethérien,
Ce A-module B/aqB n'est pas fidéle si a # (0). On considére donc
e = Ann(B/aB) et le A/c-module B/aB. I1 n'est pas noethérien. Un idéal
non nul de A/c est de 1a forme d/c ol d est un idéal de A contenant stric-
tement ¢ et donc, a fortiori, a. Le A-module B/4B est donc noethérien.

I1 en est de méme du A/c-module B/dB .
L'ensemble des sous-modules du A/c-module B/qB de la forme
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(d/e) (B/aB) = (dB/aB) oli (d/c) est un idéal de A/c satisfait évidemment
d la condition maximale.

Remplagcant A par A/c et B par B/aB, on voit que 1'on peut supposer
1) satisfaite.

2. L'ensemble ¢ des sous-modules U de B tels que B/U soit fidéle

i), une famiiie totaie-
171l

=
@
~h
~h
@
o+
-
~~
(o)
N

est non vide. IT1 est inductif. Soit, e
ment cordonnée d'é1éments de G et soit U =
On a les équivalences pour un élément aeA
(i) a ¢ Ann(B/U)
(ii) aBcU
(ii1) 11 existe iel tel que aB clﬁ_(parce que B est un A-modufe de
type §4ind)
(iv) as:Ann(B/Ui) et donc a = 0.
Soit U un élément maximal de ¢

(
C
(]

b
=
3 O
5
(%]
M
=]
~
[
123
(%]
-+
=
3
it
3
o
Q.
=
pu
™
-4
—.
Q.
[0l
—_

non noethérien car sinon A serait noethérien et donc 3 qui es
le de type fini le serait aussi.

On remplace B par B/U.

On suppose done maintenant Les conditions 1) et 7) satisgaites.

On va démontrer que tout quotient différent de B de B est noethé-
rien. I1enrésultera, évidemment, que B est noethérien, i.e. une contra-
diction.

Soit B/U un quotient de B distinct de B. Le sous-module U est non
nul. En raison de 2), B/U n'est pas fidéle. I1 existe donc un &1&ment non
nul a de A tel que aBcU.

En raison de 1), B/aB est un A-module noethérien. I1 en est de méme

du A-module B/U qui en est un quotient.

Conollaire (Théoneme d'Eakin-Nagata)

Solent B un anneau, A un sous-anneau tel que B S04t une A-alglbre
ginde. Les assentions sulvantes sont Gquivalentes

({) L'anneau A est noethérnien.

(ii) L'anneau B est noethénien.
Démonstration

(i) = (ii). Clair.

(ii) = (i). Le A-module B satisfait a la condition (iii) du

théoréme.
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5. Anneaux et modules cohérents

Les anneaux coh&rents jouent un rdle important dans certaines ques—
tions d'algebre commutative non noethérienne.

Un exemple d'anneau cohérent non noethérien est celui des polyndmes
3 une infinitd d'indéterminées A coefficients dans un anneau noethérien.

Les résultats exposds ci-dessous sont extraits de $.U.Chase (41),
Bourbaki (2) et J.P. Soublin (57).

Définition

Sotent A un anneau, Mun A-module.

On dit que M est pseudo-cohérent (resp. cohérent) si tout sous—-mo-
dule de type fini de M est de présentation finie (resp. s'il est pseudo-
cohérent et de type fini ).

Le A-module est cohérent si et seulement si il est pseudo-coherent.
On dit alors que L'anneau A est cohérent. 1'anneau A est donc cohérent
si tout idéal de type fini de A est de pré&sentation finie.

Lemme

509t 0 — M' - s M B M" — 0 wne suite exacte de A-module.

1. 51 M' et M" sont de type fini, M est de type fini .

2. 82 M" est de présentation finie et M est de type fini, M' est de
type fint.

3. 81 M est de présentation finie, M' est de type fini, M" est de
présentation finie .

4. Une somme directe finie de modules de présentation finie est un
module de présentation finie.

Démonstration

1. Dire que M' (resp. M") est de type fini c'est dire qu'il existe

un homomorphisme surjectif €' : A — W (resp. e" : A" — M), 11
exXiste un homomorphisme surjectif ¢ : AMT s M el que le diagramme
0 A" AT A" 0
Evl El Enl
0 M' M M'"—— 0
R
0 [o] 0

solt commutatif A& lignes exactes.
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((FFAC) .Chap.5.prop.I1.10). Donc M est de type fini.
2. Soit L, —$—+ L, s M — 5 0 une présentation finie de M".
I1 existe un diagramme commutatif

L, 2, L, Lo Lo i lignes exactes

SRR

0O — M — M —— M"

f
On a alors une suite exacte 0 = ker(lM“) —_ coker(a’) —_
coker(ao)-———+ coker(lM") =0 .
Donc, coker(a’) = M'/im(a’) = coker(ao) = M/im(ao) est de type
fini. Comme im(al) est de type fini comme L’,M’ est de type fini d'aprés 1.
3. Le A-module M est de la forme A"/R, ol R est de type fini.
I1 existe un sous-module de type fini S de A" contenant R tel que

M' = S/R. Donc, M" = A"/S est de présentation finie.

4. Laissé& au soin du lecteur.

Proposition II.6

Sotent A un anneau, M un A-module.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) M est pseudo-cohérent.
(72) (o) l'annulateur de tout élément de M est un idéal de type fini
(B) l'intersection de tout sous-module monogéne et tout sous-—
module de type fini de M est un sous-module de type fini
(112) (a) et l'intersection de deux sous-modules de type fini de M
est un sous-module de type fini.
Démonstration
(1) = (iii). Si xeM, A/Ann(x) est de présentation finie puisque
isomorphe au sous-module monogéne Ax. Donc, en vertu du lemme 2.,
Ann(x) est de type fini. D'oll (o).
Soit N, et N

1 2
suite exacte O —— Nln N2-———+ N’ ® N2 R N’ + N2 — 0, du fait
1 ® N, est de type fini et N’ + N2 de présentation finie, comme sous
module de type fini de M, que N’n N2 est de type fini.

(iii) == (ii). Evident.

des sous-modules de type fini de M. On déduit de la

que N

(i1) = (i). On démontre par récurrence sur le cardinal n d'un

systeme fini de générateurs d'un sous-module de type fini N de M que N
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est de présentation finie. C'est vrali si n =1 : c'est la condition (a).
On suppose l'assertion vraie pour n-!. Soit N un sous-module ayant un
systéme de n générateurs avec n>l. Si x est un élément de ce systéme,

N = N' + Ax oli N' est engendré par n — | &lé&ments. Le résultat se déduit
de la suite exacte 0 — N'n Ax ——> N' & Ax —— N=N"+Ax —— 0, od
N'n Ax est de type fini par hypothése, N' @® Ax est de présentation finie

comne N' et Ax (hypothidse de récurrence) et du lemme 3.

Corollaire 1
Soit A un anneau intégre.
Les assertions suilvantes sont équivalentes :
(Z) A est cohérent.
(21) 1l'intersection d'un idéal principal et d'un idéal de type fini
de A est un idéal de type fini de A.
(127) L'intersection de deux idéaux de type fini de A est un idéal de
type fini.
Corollaire 2

Sott A un anneau.

Les assertions suivantes sont équivalentes
(2) pour toute famille (X.). d'indétermindes, 1'anneau A[X.] .
171iel i“iel

est cohérent

(i2) pour toute famille FINIE (Xi)ieI d'indéterminées, 1'anneau
A[Xi] ie1 95t cohérent.
Démonstration

I1 est clair que (i) implique (ii).

(ii) = (i). Soit xeA[Xi] ;ep- Il existe un sous-ensemble fini J de
I tel que x appartienne 3 A[Xi]ieJ' Soit a 1'annulateur de x dans
A[xi]ieJ' C'est un idéalde type fini. Il en est de méme de 1'annulateur
d d . i .
e X dans Al:')(]._]mI qui est aA[X]._] ie1

Solent ¢ et D deux idéaux de type fini de A[xiliel' I1 existe un
soug—ensemble J fini de I tel que ¢ et b admettent des systémes de géné-

t ol .

rateurs dans A[le ied
Soient e; et bJ les idéaux de A[Xi]ieJ engendrés par ces systémes.

L'idéal cjr\bJ est de type fini. Il en est de méme de 1'idéal c¢nbd qui

est (anbJ) A[xi]iel' puisque A|:)(].;|]._EI étant (fidélement) plat sur
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A[xi]ieJ , CJA[Xi]ieIn bJA[xi]igI' i.e. enb, est égal a (anbJ)A[:Xi]iEI.
Corollaire 3
Soilt A un anneau noethérien (par exemple, un corps).

Pour toute famille (X’)’el d'indéterminées, 1'anneau A[X;] t

je1 ©°
cohérent.
Théoréme II.6 (S.l. Chase)
Soit A un anneau.
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(7) A est cohérent
(17) un produit d'une famille de A-modules plats est un A-module
plat
(2212) un produit d'une famille de copieé de A est un module plat
(Zv) un soue-module de type fini d'un A-module libre est de présen-
tation finte.
Démonstration
On va procéder suivant le schéma (i1) —=> (iii)
SRR
T(iv) —> (1)
(iv) => (i) : clair
(1i) = (iii) : clair car A est un A-module plat.
(iii) == (iv). Soit M un sous-module de type fini du A-module 1li-
bre L que 1'on peut choisir de type fini &gal & A%, On a un diagramme 3

lignes et colonne exacte : 0

|

K
al
F=AT

el

0 —— M ——> A%=L

|

[o]
Soit N = AK .
On va déduire du falt que le A-module N est plat (par hypothase)
que le A-module K est de type fint.
Soient {e’,...,e } la base canonique de F, x, = g(ei) (i=1,...,r),

X = Oy paeeaady ) e A%
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Un élément y de K s'écrit a’(y)ei+...+ar(y)er. L'égalité 0 = g(y)

se traduit par les équations linéaires :
sfa (A . =0 (0 <jgs)
k=1 "k kj h

. ' 2q2
Soit a, 1'élément (ak(y))yeK de N. On a donc

T 5 _ . )
D akAkj =0 (1 €3 < 8)
11 existe alors ((FFAC).chap.6.ThéorémeV.3) bl""’bn e N,
, _ .n r _
Hip € A (isn, k<r) tels que a = Zi=l biuik et Zk=l ”ikxkj 0.

P r . -
L'é1lément z; =Zk=l Mo € de F appartient & K car g(zi) =0

(1i=1, ..., n).

On va démontrer que z N engendrent K.

oo
. N . _.n
Soit bi = (bi(y))yeK ol bi(y) e A. Puisque a = Zi=l
bi(y)uik. Donc, pour tout yeK,

bi”ik (1<kgr),
pour tout yeK, ak(y) =

i=]
r 118
v = 7 a v = y. L./ \Z.-
T fpa HNIE T iy PEWYYE
(1) == (iii)

Soit M = AI. On va démontrer que M est plat en utilisant la carac-—
térisation (iii) du théoréme V.3. de (FFAC).

Soient x, ¢ M, a, ¢ A (i = 1,...,7) tels que ¥ a.x, = 0. Seit

i i i=] "i7i

xj(a) la a-éme composante de xj en sorte querx. = (Xj(a))ael'

On a une suite exacte 0 —> K —— AY -8+ g — 0 oi1 q est
1'idéal (a’,...,ar) et ol {E’,---,er} désignant la base canonique de Ar,
g(ei) =a;. Par hypothése, le sous-module K de AT est de type fini en-

N r
ce,z_OU 2, =L

dré des é&lé . . . .
gendré par des éléments zy, - i k=1 HikCk

L'élément ua = Z;=1 Xk(oz)ek de AT appartient 8 K car

8(Ua) = Z;=’ aka(a).
I1 existe donc bi(u) e A tel que ua=22=piﬁag=§£”(22;ﬁﬁ(u)uik)ﬁk-
Alors, pour tout o ¢ I, Xk(a) = Z;=’ bi(a)uik. Posant

b, = (b, { =57 U. . D "Tégalité
: (bl(a))ael, on voit que x b blul D'autre part, 1'égalité

i=1

k

g(zi) = O montre que gf = 0.

k=1 "ik%
(iv) == (ii)

Soient (M.). une famille de A~modules plats, M =T1_M,,
17iel ijeT 1
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Pour démontrer que M est un A-module plat onm va démontrer que

i E

pour
tout A-module N de présentation fintle, Tor‘?(M,N) = 0. ((FFAC).chap.6.
prop.V.l et chap.3. prop.V.2).

Soit F le foncteur additif de Mod(A) dans Mod(A) tel que
F(N) =igI (Mi 2 N) et F(f) = igI (Mi ® {). Comme, pour tout iel, Mi est
plat, ce foncteur est exact.

I1 existe un morphisme fonctoriel ¢ de M 2 - dans F tel que, pour
un A-module N, ¢>N((xi)iEI ®y) = (x.l ® y)ieI'

Soit N un A-module de présentation finie. On a par conséquent une

suite exacte 0 — K — L N 0 ol L est un A-module

libre de type fini, K est un sous~module de type fini .

On en déduit un diagramme commutatif & ligne exactes :

M®K > M® L > M ® N ——s 0
A A A
] i
| o]
0 > F(K) — F(L) F(N) —— 0

I1 est clair que ¢A est un isomorphisme et donc qu'il en est de
méme de ¢L.

I1 résulte alors du diagramme du serpent que ¢y est surjectif.

Mais, par hypothése, K qui est de type fini est de présentation

finie. Donc, est surjectif. Le lemme des quatre indique alors que ¢y

¢
K
est injectif et donc un isomorphisme. Il en est de méme de &,. L'applica-
tion M g K—M g L est donc injectif et son noyau Tor?(M,N) est O.
Définition

Un anneau A est dit absolument plat si tout A-module est plat.

(Le lecteur pourra se reporter & (FFAC).chap.2.exercice 14, Un exem-

ple simple dhnneau absolument plat est un produit quelconque de corps.)

Corollaire

Un anneau absolument plat est cohérent.
Remarque :

On trouvera dans 1'exercice 12 une caractérisation des anneaux noe-
thériens de méme nature que celle donnée pour les anneaux cohérents dans

le théoréme II1.6.
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I11. Modules de longueur finie

La notion introduite ci-dessous de module de longueur finie géné-
ralise celle d'espace vectoriel de dimension finie sur un corps. A cer-—
tains modules, les modules qui sont & la fois noethériens et artiniens,
on peut attacher un invariant numérique, leur longueur. Ceci permet,par
exemple, de faire des démonstrations par récurrence.

Definitions
1. Sodent A un anneau, M un A-module.
Une suite de composition de M est une suite strnictement décrols-

(1) M=M_>M, >...5M = (0)
de sous-modules de M.

L'entier n est appelé La Longueur de La suite de composition.

On définit sur 1'ensemble des suites de composition de M une rela-
tion d'ordre comme suite :

On dit que Ta suite

(2) M=MC')>M; >...oM = (0)
est plus fine que la suite (1) s'il existe une application, injective,

tde {0, ..., n} dans {0, ..., m} telle Que M, = M',. .
’ i (1)

2. Un &Lément maximal de £'ensemble des suites de composition de M
est appels une suite de Jondan-Hilder de M.

Dire que la suite (1) est une suite de Jordan-Hélder de M c'est 3
dire que les quotients successifs Mi/Mi+1 sont des A-modules simples.

3. On définit La Longueur du A-modufe M comme étant infinie 44 M
n'admet pas de suite de Jordan-HBlder et comme fLa bonne inféniewre des
Longueuns des suites dedordan-Holder de M si M admet de telle suites

On note longA(M) ou long(M) cetfe Longueur.
Exempie :

Soit n un entier > 0. Le Z-module Z/nZ est de longueur finie. On
laisse le soin de calculer sa longueur.

Proposition 111.1

On duppose que Le A-modufe M admet une suite de Jordan-Hilder de
Longueur n.

T. Toutes fLes suites de Jordan-Holder de M ont méme Longuewr n et
done long(M) = n.
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5 S s 2

2. Toute suite de composiiion de M peut-éthe #
de Jordan-Hglder.
Démonstration

On utilise le lemme suivant.
Lenme

8¢ NcM, long(N) < long(M). L'égalité long(N) = long(M) implique
£18galité n = M.
Démonstration du lemme

Soit (M.) une suite de Jordan-Hglder de M de longueur long(M). Si

N, = NaM,, N, /N, est un scus-module du module simple M, /M, ; donc ou
i i i-1 i-1"71
N,_, = N, ouN_, /N est égal a M /M et est donc simple.
La suite obtenue a partir de 1a su1te (Ni) en retirant Nj s'il est

égal a NJ , est une suite de Jordan-Holder de N.Par définition de long(N),
long(N) < long(M).
L'égalité long(N) = long(M) implique que, pour tout i, N._, /N, =
dédui = i =
M, /M. On en déduit N__, M o_ys PUIS N, =M et, par récurrence
=M =M =N,
[e] [e]

n-
sur i, M _, = N__. pour tout i. En particulier, M
n-1 n-1i

Démonstration de 1).
Soit Mo=MOM >...>M =0 une suite de composition de M. IT ré-
sulte du lemme les jnégalités strictes

long(M) > long(M’) > t.. > long(Mn) =
qui prouvent que long(M) > n.
Ainsi, Ta longueur d'une suite de composition de M est inférieure

ou égale d 1ongM). I1 en résulte que la longueur de toute suite de
Jordan-Hdlder de M est long(M).
Démonstration de 2).

Une suite de composition M= MOM >...0M =0 est une suite de

1
Jordan-Holder si et seulement si n = long(M). Si n < long(M), un des quo-

tients M /M n'est pas simple et i1 est donc possible d'intercaler un
sous module entre M., et v, augmentant de 1 la longueur de la suite de
composition. Au bout de long(M)-n opérations de ce type, on obtient une
suite de Jordan-Htlder plus fine que la suite de composition de départ.

Proposition 111.2
Solent A un anneau, M un A-modufe.
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1. Les assentions sulvantes sont équivalentes
(4) longA(M) <
(£L) M est noethérien et arntinien
2. Si A est un conps et M un A-espace vectornded, longA(M) < = 5L et

seulement 84 [M:A] < = et alons long, (i) = [M:A].
Démonstration

1. (i) = (ii) : clair
(ii) = (i). Clair si M = 0. Si M # 0, 1'ensembie des sous-mo-
dules de M distincts de M est non vide. Comme M est noethérien, il a un
é1ément maximal M, noethérien comme M. Si M =0, longA(M) = 0. Si
M, # 0, M admet un sous-module maximal M, . On construit ainsi une suite

strictement décroissante Mo =M aM’ >M2 >... qui, puisque M est artinien,

ne peut-étre infini. I1 existe donc nelN tel que Mo=0 et on a obtenu une
suite de Jordan-Hilder de M.

2. Laissé au soin du lecteur.

Proposition 111.3  (additivité de La Longueunr)
Soit 0 > M’ M » M" -—— 0 une suite exacte de A-modufes.
1) Les assentions sulvantes sont Equivalentes :
(4) M est de Longuewr finde.
(L) M' et M" sont de Longueun.
Z) S'4L en est ainsd, longA(M) = longA(M') + longA(M")
Démonstration

1) Résulte immédiatement de la proposition III.1 et de Ta proposi-
tion 1.3.

2) Soit M =MD...0M = M'>...0M =0 une suite de Jordan-
Holder de M contenant M' (proposition 111.1.2).

La suite MO/M'D >Mr/M' = 0 est une suite de Jordan-Holder de
M/M' et la suite M. oM est une suite de Jordan-Hglder de M'.

Conolhaine

Soit 0 M, - M 0 une suite exacte de A-modules
de Longuewr finde.

Alors, ZIiI:) (—l)'l long(Mi)= 0.
Démonstration

On fait une récurrence sur n. Le cas n < 3 est évident. Le cas n = 3
résulte de la proposition III.3. Soit n > 3. On a les deux suites exactes
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¥
0 Ml M2 M3 0

0 M) M, M 0

Par hypothése de récurrence, on a :

- long(M ) + Zl>3 l)i+’ long(Mi) =
Remplagant long(M3) par long(M,) - long(M) et changeant de signe, on
obtient 1'inégalité cherchée.
Définition

Soient A un anmeau, M un A-module, (N )

o<i<n et (Pj)0<j<m deux sui-

tes de composition de M.
On dit que ces deux suites sont équivalentes si m = n et s'il existe

une permutation w de {0,...,n~1} telle que les A-modules Mi/Mi+l et

/N

. L L i = IS 13 I
N"(i) n(iFD) sotent isomorphes pour tout 1 = 0, » 11

Théoréme III.4 (Schreier)

Sotent $, et s, deux suites de composition d'un A-module M. Il exis-

te deux suites de composition S; et Sé de M équivalentes et respective-

ment plus fines que §, et s,.

Démonstration
Soient S’ = (N, )O<l<n et S2 = (Pj)Osjsm'
- . (NEBy = T, . P.. + (N.aP,) =P!.
Le A-module Nl 1 + (N.nP,) NlJ (resp PJ+1 (Nln J) lJ)
. = M =
contient Ni+l (resp. P ) et NlO Ni (resp. POj Pj).

On a un isomorphlsme (canonique) de (N.f\R)/(anPj+’) sur

(Pj+ + (N.n P.))/P. puisque N.n Pj - (N nP. )(\PJ+1. Cet isomorphis-
me induit un 1somorphlsme de (N r\P ) + (N 0 PJ)/(Nln Pj+l) sur

(Bryp + (Np, nPO)/P,

On en déduit un isomorphisme de :

(N nP, )/(N r\P ) + (N 0 Pj) sur Pj+1+(Ni(\Pj)/PjH+(Nj r\Pj) =

+1
|

/ i+l,j.
On a de méme un isomorphisme de ce module sur N' /N'+1 R d'ol 1le

résultat.

Corollaire
Deux suites de Jordan-Hlder d'un module sont équivalentes.
Démonstration

I1 existe deux suites de composition plus fines que les suites de
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Jordan-Holder considérées qui sont &quivalentes. Elles sont égales a ces

suites de Jordan-Holder qui sont donc équivalentes.

IV. Anneaux artiniens

1. Définition et exemples

Définition

Un anneau A est dit antinien si Le A-module A est arntinien.

11 revient au méme de dire que foute swite décrolssante d'idéaux
de A est statiomnaire ou que tout ensemble non vide d'idaux de A a un
éLément minimal.

1. Un quotient d'un anneau artindien est arntinien.

2. Un produit §ini d'anneaux artiniens est artindien.

3. Un anneau de gractions d'un anneau artindien est antinien.

Soit (bn)neN une suite décroissante d'idéaux de 1'anneau S_IA des
fractions de 1'anneau artinien A par rapport

Soit a_ = (ii)_’(bn). La suite {a } y
sante e? donc stationnaire. I1 en est de méme de la suite {bn}nsN puisque

b =8 'a.
n 1

Exemples :

1. Un conps est un anneau artinien.

a la partie multiplicative S
d'idéaux de A est décrois-

Plus généralement, une algZbnre A sur un corps k finie surt k est un
anneau artinien : en effet, un idéal de A est en particulier un sous-
espace vectoriel du k-espace vectoriel de A.

2. Un anneau §indé est artinien : en particulier, si n est un entier
2 1, 1'anneau quotient 2/(n) est artinien.

3. L'anneau k[X] des polyndmes a une indéterminée X a coefficients
dans Te corps k est noethénien mais n'est parn antinien : en effet, la
suite decroissante (X"} _, d'idéaux n'est pas stationnaire.

On verrna ulténieunement qu'un anneau artinien est noethérien.

2. Spectre premier d'un anneau artinien
Proposition 1V.1

Un {déal premien d'un anneau artindien est maximal.
Démons tration

I1 suffit, par passage au quotient, de démontrer qu'un anneau arti-
nien int2gre est un conps.
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Soit donc A un anneau artinien intégre. Si a est un &1ément non nul

de A, i1 résulte de ce que la suite {@Pﬂneﬂ d'idéaux est stationnaire

qu'il existe reN tel que (a¥) = (a™'). 11 existe donc bea tel que

T = ba™! et donc 1 = ba, puisque A est intégre. L'é1ément a est donc
inversible.
Remarque

I1 existe des anneaux dans lesquels tout idéal premier est maximal
mals qui ne sont pas artiniens.

Soient, par exemple, k un corps, (Xn) une suite d'indétermi-

nelN ?
nées, A U'anneau quotient k[X_ | _./(X.X X, la classe de X, (iel).

n- nel 1 J i,jef’”1
Le seul idéal premier de A = k[Xn]nelV est 1'idéal maximal (xn)neIV'
La suite (xo) c (xo,xl)c ... est strictement croissante et donc
1'anneau A n'est pas noethérien.
I1 résulte alors du théoréme IV.4, démontré plus loin, que a for-

tiori 17anneau A n'est pas artinien.
Proposition 1V.2

Le spectre premien d'un anneau arntinien est gind.
Démonstration

I
Soit F 1'ensemble, non

(VA ]
WO Vi

Q.
(]

, , des idéaux de 1
tersection d'un nombre fini d'idéaux premiers.

Si A est artinien, F posséde un é&lément minimal o qui s'écrit
neenm ol Mysene, my sont des idéaux premiers distincts.

On va démontren que Spec(a) = {m’ ,...,mn}.

Soit, en effet, meSpec(a). L'idéal mna est E1ément de F. Puisque
i1 est contenu dans o, i1 doit étre égal 3 4.

Par conséquent, m Neeonm cm 171 existe donc ie{1,...,n} tel que

1
m. cm et puisque m, est maximal (proposition IV.1), m, = m

Remargue
La réciprogue de la proposition IV.2 est fausse.

Exemple :

I =
L'anneau A = k[X_,...,X ""]/(xli iy jeh

duit a un &lément, son idéal maximal mais il n'est pas artinien.

a un spectre premier ré-

3. Nilradical et radical d'un anneau artinien
Proposition 1V.3
Le radical d'un anneau artinien est égal a son nilradicak.
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12 est nilpotent, i.e. {L existe un entier nyl tel que La puissan-
ce n-éme du nadical sodlt (0).
Démonstration

Soient A un anneau artinien, r son radical. Ce radical qui est 1'in-
tersection des idéaux maximaux de A est 1'intersection des idéaux premiers
de A, i.e. le nilradical.

La suite (rn)neN d'ideaux de A est stationnaire.

Soit n tel que »” = »™1. On va démontrer que " = (0).

On pose a = r" et on suppose a # (0). On remarque 1'égalité a = a2

L'ensemble 7 des idéaux b de A teis que bag # (0) est alors non vide.
11 admet donc un élément minimal <. I1 existe xec tel que xa # (0).

Par minimalité de ¢, on a ¢ = (x).

Or, (xa)a = xa° = xa # (0). Par suite, (x) = xa et i1 existe zeq
tel que x = xz.

On en déduit x = xz" pour tout neVN. Comme z appartient au radical,
c'est-a-dire ici au nilradical, i1 existe neN tel que z" = 0. Donc, x = 0
et ceci contredit le fait que xa est supposé non nul.

Cornollaine (théoneme de structure des anneaux artiniens)
Un anneau arntindien est un prodult find d'anneaux artiniens Locaux.
Démonstration

Soient Myseeesm les idéaux maximaux de 1'anneau artinien A.

I1 existe se¥ tel que (m, n...am)® = (0). Mais (m, Aevenm)® =
T cem® = mTr\...r\mi (par comaximalité).

L'anneau A est isomorphe a A/(mff\...r\mi) et donc au produit
@a/m).

L'anneau A/mi est artinien et a pour seul idéal premier m, /m:. 11
est donc local.

Remarque

PR s o . s

Le lecteur pourra vérifier 3 titre d'exercice que 1'anneau A/mi est
n ] ~ s

. A/m.) ol S. = A-m, puis & l'anneau A_ .

3=1 3 1 1 my

Ainsi 1'anneau artinien A est isomorphe au produit de ces localisés en

S—
Onl ves mn) =m

n

Tich

isomorphe & 1'anneau S;’(H

les idéaux maximaux.
Ce résultat sera généralisé aux anneaux semi-locaux complets dans

le chapitre 8 puis aux algébres finies sur les anneaux locaux henséliens

darns le chapitre 13.
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4. Une caractérisation des anneaux artiniens
Théonéme 1V.4
Soit A un anneau.
Les assentions sulvantes sont Equivalentes :
(i} A est noethérien et tout ideal premien de A est maximal
(4l) A est antinden
({il) Le A-modufe A est de Longueur ginde
Démonstration
On commence par remarquer que £'idéal (0) d'un anneau artinien est

un produdt d'idéaux maximaux : si m »,m  sont les idéaux maximaux de

P2
1'anneau il existe un entier s tel que (m’n ...r\mn)s = (0). Or, on a
S S

déja remarqué que (mlr|.../\mn)s =m oee.om.

On démontre d'abond Le fLemme sulvant, qui est une forme agfaiblie
du tnéonéme.
Lemme 1

Soit A un anneau dans Lequel (0) est prodult d'idéaux maximaux.

Les assentions swivantes sont équivalentes :

({) A est noethBrien

(LL) A est antindien

(£44) Le A-module A est de Longueur finie
Démonstration du Temme 1

On sait que (ii1) implique (i) et (ii) sans hypothise sun €'idéal
).

On va démontren que (L) ou (L) dmplique (L44).

Soit (0) = my ... m une représentation dg (0) comme produit
d'ideaux maximaux avec n minimal en sorte que H}=1mj contient stnictement
n;:: My G Leenel).

On a donc une suite de composition de A-modules :
| e M= 0)
(i=0,...,n-1) et est donc

AO=ADA’ =m’;A2 =m,m,

Le A-module A./A. ., est annulé par m,
1771+ i+l
muni d'une structure naturelle de A/m,  -espace vectoriel,

De..2A =mnm
n

L'hypothése (i) ou (ii) implique que cet espace vectoriel est de
dimension finie.
Relevant dans A une suite de Jordan-Holder de cet espace vectoriel

on obtient une suite de Jordan-Hélder du A-module A (raffinant la suite
de composition) qui est donc de longueur finie.
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La démonstration du théondme nésulte alons du Lemme sulvant.
Lomme 2

Soit A un anneau noethéndien.

Un idéal de A contient un prodult d'idéaux premiens de A.

En panticuldlen, (0) est un prodult d'idlaux premiens.

Démonstration du lemme 2

Soit 7 1'ensemble des idéaux de A ne contenant pas un produit
d'idéaux premiers.

Si F est non vide i1 posséde un &1ément maximal a.

L'idéal g n'est pas premier. I1 existe donc x et y n'appartenant
pas a g tel que xy appartienne a a.

Les idéaux a+Ax et g+Ay qui contiennent strictement o contiennent
des produits d'idéaux premiers. I1 en est de méme de leur produit. Or, ce
produit est contenu dans a en sorte que o contient un produit d'idéaux
premiers, contrairement au fait qu'il appartient a F.

Conollaine

Sodent A un anneau noethérnien, Mysee sy des idéaux maximaux de A,
r L'idéal ma...nm, qun Ldéal de A tel que, pour un entier s 3 1,
rscq cr.

L'amneau A/q est antinien.
Démonstration

Comme 1'anneau A/q est quotient de 1'anneau A/rS, i1 suffit de
prouver que 1'anneau A/r® est artinien.

Ceci résulte de ce que 1'anneau A/r® est noethérien d'idéaux pre-
miers les idéaux maximaux mi/rS dA=1,...,0).
Remarque

Soient A un anneau (noethérien), m un idéal maximal.

On peut considérer le corps quotient A/m comme une approximation
de 1'amneau A.

On obtient une meilleure approximation en considérant un quotient
A/mn pour neN supérieur & |. L'approximation est d'ailleurs d'autant
meilleure que n est grand.

Les anneaux artiniens fournissent donc des approximations des an-

neaux noeth&riens plus satisfaisantes que celles que 1'on obtiendrait en
ne considérant que des corps.
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5. Notions sur les modules artiniens

On a, donné dans la proposition II.2, la structure des modules noe-
thériens. La structure des modules artiniens est plus compliquée. Elle a
été élucidée par E. Matlis dans le cas ol 1'anneau de base A est noethé-
rien (52) et par B. Ballet dans ie cas générai.

On va ici se contenter d'indiquer les résultats les plus faciles.

Proposition IV.5 (modules de type ind sur un anneau artinien)
Sodent A un anneau artinien, M un A-module.

Les assentions suivantes sont iquivalentes

(i4l) M est noethérnien
(iv) M est de Longueur finie
Démonstration
E17e est laissée au soin du lecteur.

Socle d'un module

Sotent A un anneau, M un A-module.

PR 1

Ou désigne par Max(A) 1'ensembl e A.

>(|
[a

ux

On appelle socle de M et on note s(M) le sous-module ZmeMax(A) (m)
od Ann(m) est {xeM/mx = 0}.

En fait, s(M) est sonme directe interne des sous-modules Ann(m):si
Myseessm € Max(A), on vérifie aisément que Ann(m’)r\(Ann(m2)+...+
Ann(m )) = (0).

Lerme

Sotent A un anneau noethérien, M un A-module artinien.

Les assertions sutvantes sont équivalentes :

(Z) M =

(i2) s (M)

Démonstration

(1) = (ii) : évident.

(i1) == (i). On démontre non(i) = non(ii). Soit x non nul de M.
Alors, Ann(x) # A.

L'anneau A/Ann(x) est artinien : en effet, le A-module A/Ann(x)
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est artinien comme M et donc le A/Ann(x)-module A/Ann(x) est artinien.
Par conséquent, le socle de A/Ann(x) est non nul et il en est de méme,

a fortiori, de s(M).

11 résulte alors du fait que, si N est un sous—module de M,
s(N) = Nns(M) que 87 M est un module artinien sur un anneau noethérien
A, M est extension essentielle de son socle s(M).

De plus, ce socle est un A-module artinien et donc somme finde
i§l A/mi ou mieMax(A) (les idéaux maximaux m; n'étant pas fcrcément dis-
tincts) : en effet, pour tout meMax(A), Ann(m) est un A/m-module artinien
et donc un A/m—espace vectoriel de dimension finie.

Ainsi, 1'enveloppe injective E(M) de M ((FFAC).chap.5,1.§5) est
égale 4 l'enveloppe injective E(iél A/mi), i.e. a iél E(A/mi).

Ainsi, un A-module artinien est un sous-module d'un A-module de la
forme iél E(A/mi).

La réciproque est exacte : 11 suffit de démontrer que si 17anneau
A est noethérien, pour tout idéal maximal m de A, E(A/m) est artinien.

Ceci est proposé en exercice. (chapitre 11. ex. 4.7.).

V. Généralités sur les anneaux factoriels
1. Deginitions

Soit A un anneau.

L'ensemble des &léments inversibles de A est un groupe multiplica-
tif, Le groupe des unités de A.

Sodent x,yeA. On dit que x est associé & y si x = yz oli z est in-
versible dans A.

Alors, y est associé d x. On dit aussi que x et y sont associés.

On dit que y divise x s'il existe zeA tel que yz = x. Ceci équivaut
3 Ta condition xe(y) ou encore & 1'inclusion (x)c (y) d'idéaux principaux.

IT en résulte que, 44 x et y sont associés, (x) = (y).

La néciproque est vraie s4 £'anneau A est intlgre : si (x) = (y), x
et y sont associés. En effet, si x = 0, i1 en est de méme de y. I1 suffit
donc de considérer le cas x # 0 ; il existe alors z,teaA tels que x = yz,
2z = xt ; comme x(l-zt) = 0, zt = | et z est inversible.

Définition
Un élement x de A est dit premien (resp. innéductible) 44
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dire si 1'idéal (x)

<1

1. if est non nul et non {nvensibfe, c'est
est différent de (0) et A,

7. 2'idéal (x) est premiern, ce qui revient a
un produit de deux &léments de A, i1 divise 1'un de ces &léments (resp.
une égaliti x = yz, oll y,zeA, {mpligue que y ou z est {nvernsible).

Autrement dit, un &iément irréductible est un éiément x
non inversible n'admettant que les diviseurs évidents, les éléments in-

dire que, si x divise

nt x no 1 et

=

nu

versibles et les éléments associés a
Dans 1'anneau Z, les notions d'élément irréductible et d'é1ément

E

premier coincident : un &lément 1rréductible ou premier est de la forme
p OuU -p, ol p est un nombre premier au sens usuel.
S4 L'anneau A est Antigrne, un élément x premien est {wnéductible :
Soient, en effet, y,zeA tels que yz = x. Par exemple, y appartient
d (x), i.e. i1 existe teA tel que y = tx et on en déduit tz = 1.

La réciprogue est, en général, fausse. Tel sera le cas n
dans un anneau noethérien non factoriel. Elle est vraie pour une classe
importante d'anneaux intégres : les anneaux factoriels.

La notion d'éLément {uéductible se tradult en terme d'idéaux
prAncdpaux.

On a les équivalences pour un élément xeA :

(i) x est Lwnéductible.

(i1) €'idéal (x) est non nul, différent de A et une inclusion (x)>(y)
implique L'égalite (y) = (x), i.e. y est assoclé 4 x, ou (y) = A, i.e. y
est Lnvensible.

(ii1) £'idéat (x) est maximal dans £'ensemble des idéaux prinedpaux
non nuls et distincts de A.
Déginitions
1. Un anneau integre A est dit factorniel 24

1°) tout éLiment non nul et non Lnvernsible est produit d'éféments
Lueductibles

2°) une égalité XpeeeX Ty ey ol Xi’yj sont uéductibles,
Amplique £'égalité n = m et £'existence d'une permutation m de {1,...,n}
telle que X, s0it associée a Ya i)

Un élément associé @ un &lément irréductible est évidemment irré-
ductible.
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2. Un ensemble P d'éféments {nnéductibles d'un anneau A est appelé
un ensemble de neprnésentants de classes d'éléments innéductibles associis
de A 84 tout éLément inéductible de A est associé a un élément de P et
84 deux éléments distincts de P ne sont pas associés.

Proposdition V.1
Sodient A un anneau intégre, P un ensemble d'éléments {nnéductibles

de A. Les assentions sulvantes sont équivalentes :
() L'anneau A est factoniel et P est un ensembfe de neprésentants
de classes d'éléments {wéductibles assoclils

(4d) Tout éLément non nul x de A 4'éenit de maniére unique sous fLa

forme : np(x)
D xm ey

ol e est invernsible et np(x) est nul sauf pour un nombre fLind de peP.
Démonstration

(i1) = (i).

Soit q un é&1ément irréductible de A. On 1'écrit sous la forme (1).
Puisqu'11 est irréductible, 11 existe peP tel que np(q) = 0 pour tout peP
distinct de q. Donc, q est associ@ & p. En raison de 1'unicité de 1'écri-
ture (1), deux éléments distincts de P ne sont pas associés. Par suite,

P est un ensemble de représentants de classes d'é1éments irréductibles
associas.

On déduit de (ii) que tout élément non nul et non inversible x de a
est produit d'éléments irréductibles : i1 suffit de regrouper 1'élément
inversible e, avec un é1ément peP tel que np(x) soit non nul.

Soient Qyeeeq, = Upeleug deux représentations d'un méme &1ément non
nul et non inversible de A comme produit d'éléments irréductibles. I1
existe alors p; (resp. p}) (i=1,...,r) (resp. j = 1,...,s) appartenant
d P tel que a; = &;p; (resp. ug = espg) avec e, (resp. ej) inversible.
On déduit de 1'égalité :

(e’... er)pl...pr = (e;...e;)p;...p;
et de 1'unicité de 1'€criture (1) 1'égalité r = s et 1'existence d'une
permutation = de {1,...,r} telle que p; =

11 en résulte que a; et u

tration de 1a factorialité de A.

ploye
m(i)
M) sont associés. Ceci achave la démons-
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(1) == (i1).
11 est clair qu'un é1ément non nul x de A s'écrit sous la forme (1)

L'unicité, facile, est laissée au soin du lecteur.

Proposition V.2

Soient A un anneau factoriel, P un ensemble de neprésentant des
classes d'éléments {wnéductibles associés de A.

1. Pour tout couple (x,y) d'éLéments non nmuts de A et tout peP,

np(xy) =n (x) + np(y).

p
' A\l 3
2. Poun fout coupfe (x,y) d'éLiments non nuls de A, on a fle

)

Cquivalences :
({) y divise x
(L) pourn tout peP, np(y) < np(x)

3. Deux éféments non nuls x et y de A admettent un plus grand com-
mun diviseun (p.g.c.d.) et un plus petit commun multiple (p.p.c.m.), dé-
§inis a association prds, et que £'on prendra dans La suite sous La forme

p.g.c.d.(x,y) = 1T pinf(np(x),np(y))

PE sup(n_(x),n_(y))

p.-p.c.m. (x,y) = ng p P P

Démonstration

Elle est laissé au soin du lecteur.

Proposition V.3 (Une caracténisation des anneaux gactorniels)
Soit A un anneau intégre.
Les assentions suivantes sont équivalentes :
(4) A est factoniel
({L) A satisfait aux deux conditions sulvantes :
(F1) toute suite crodssante d'idéaux principaux de A est

stationnaire
(F2) tout élément (wéductible de A est premien
Démonstration
(i) = (ii).
(i) = (F1).
Un é1ément x non nul de A n'admet qu'un nombre fini de classes de

diviseurs associés : les classes d'éléments pg ol mp > np(x).

P
P
I1 n'existe donc qu'un nombre fini d'idéaux principaux de A conte-

nant (x).
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F1) en résulte immédiatement

=

(F .
(i) = (F2) soient y,z ¢ A tels que yz appartienne a (x).

Dire que x est irréductible c'est dire qu'il est associé a un élé-
ment p de P.

Dire quc yz ¢ (x) c'est alors dire que np(yz) > 1, soit
np(y) +n (z) » 1 et donc np(y) > 1 ou np(z) > 1, 801t ye (x) OU z e (X).

(ii) == (i).

Soit ¢ 1'ensemble des idéaux principaux, distincts de A et (0), qui
ne sont pas produits d'idéaux principaux engendrés par des éléments irré-
principaux distincts de a).

Dire qu'il existe t, non nul et non inversible de A, non produit
d'é1éments irréductibles c'est dire que & est non vide.

L'ensemble ¢ admet alors un élément maximal (x). (Condition (F1)).

L'élément x n'est pas irréductible ; i1 est donc de 1a forme yz ol
(y) et (z) contiennent (x) strnictement et sont donc produits d'idéaux
principaux engendrés par des &léments irréductibles. I1 en est de méme
de (x), contrairement & 1'hypothése.

Ainsd tout élément non nul et non Lnvensiblfe de A est produit
d'éléments {nnéductibles.

L'unicité se démontre par récurrence sur le nombre minimal n de
facteurs dans une décomposition d'un &1ément (non nul et non inversible)
en produit d'éléments irréductibles.

Supposant 1'unicité vérifiée pour n-1, soit XpeeeX o =Y ey ol les
€léments x, et y. sont irréductibles.

Utilisant (F2), on voit qu'il existe i ¢ {1,...,n} tel que (xi)c(yl)
et, comme (x;) est maximal (dans 1'ensemble des idéaux principaux de a),

&)= &)

On peut supposer i = 1. Divisant par x5 On se raméne au cas n-1.
Conollaire

Un anneau principal est factorniel.
Démonstration

Un anneau principal A est noethérien et vérifie donc (F1).
Un €lément irréductible de A engendre un idéal maximaf dans 1'en-
semble des idéaux principaux, et donc dans £'ensemble des {déaux de A
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dictincts de A. I1 engendre donc un idéai premier. I

2. Le théoréme de Gauss

D'abord une définition.

Solent A un anneau factorniel, X une Lndéterminie, f(X) un &éf€ément
non nul de A[X].

On appelle contenu de £ et on note c(f) Te p.g.c.d. des coefficients
de £(X) écrit sous la forme (1). (Proposition V.1).

On dit que f est primltif si c(f) = 1.

Lemme

Sodent A un anneau factorniel, £(X) et g(X) deux éLéments non nuls
de A[X]. Alons c(fg) = c(f) c(g).
Démonstration

Si £ et g sont primitifs, i1 en est de méme de fg. Sinon, soit p
un facteur irréductible de fg. En vertu de (F2), 1‘anneau A/(p) est in-
tégre. 11 en est de méme de 1'anneau (A/(p))[X]. Désignant par £(X) et
2(X) les images de f(X) et g(X) dans (A/(p))[Xx], on déduirait de 1'égali-
té T(X)g(X) = 0 1'égalité £(X) = 0 ou 1'égalité g(X) = 0, qui signifierait
que p divise c(f) ou c(g), contrairement & 1'hypothése.

Le cas général résulte de ce que f(X) = c(D)f, (X) et g(X)=c(g)g,(X)
ou £, et g, sont primitifs, et donc de 1'égalité
E(X)g(X) = c(He(g)f, (X) g, (X) d'oli 1'on déduit, parce que £,(X)g, (X) est
primitif, 1'égalité cherchée c(fg) = c(f)c(g)-

Théoneme V.4 (théoneme de Gauss)

Soient A un amneau factoniel, x, e X des indétenminées.

LmemLAB’“.”XJ est factoniel.
Démonstration

12 sufgit d'examinen £e cas n = 1. On pose alors X, =X

Soit K Te corps des fractions de A. I1 existe un ensemble g de
représentants des classes d'@léments irréductibles associés de k[x] formé
d'éléments de A[X] et méme d'éléments primitifs de A[X].

Soit, d'autre part, P un ensemble de représentants de classes d'élé-
ments irréductibles associés de A.

On va démontrer que Pvg est un ensemble de neprnésentants des
classes d'éléments iwnéductibles associds de A[X].
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Un

1ément non nul £(X) e A[X] s

an

n
On écrit a = b/d avec b,d ¢ A. On obtient df(X) = b Jo g(X) & et, pre-
nant le contenu des deux membres, dc(f) = b, d'00 a = c(f). Par consé-
quent, a est un élément de A.

n
On écrit alors a = ¢ II_p P, avec ¢ inversible dans A, et on ob-

tient une représentation dgei(X) sous la forme

(1) £ = eI, pnpggQ 80 8

la vérification de 1'unicité de cette repré-

sentation par utilisation successive de la factorialité de K[X] et de

Pour démontrer la factorialité de afx], i1 suffit de démontrer que
tout élément p de P et tout élément g(X) de @ sont irréductibles. D'abord
une égalité p = h(X)k(X), 0 h(X) et k(X) appartiennent a A[X], implique
1'égalité 0 = d°h + d°k. Donc, h(X) et k(X) appartiennent & A. I1 en ré-
sulte que h(X) ou k(X) est inversible dans A et donc, a fortiori, dans
A[X]. Ensuite, une égalité g(X) = h(X)k(X) avec h(X),k(X) e A[X] implique,
par exemple, que h(X) est un &lément inversible de K[x] et donc un é1é-
ment de K et, en définitive, de A. Comme g(X) est primitif, cet &lément
de A n'admet pas de diviseur irréductible et est ainsi un &lément inver-
sible de A.

Corolhaine

Sodient k un corps ou un anneau principal (par exemple, Z), X
X des <indéterminées.

L'aneau k[X,...,X | est factonief.
Remarques

1. Dans : On undique factorization domains. 111.J.math.5,1961,1-17,
P. Samuel a donné des exemples d'anneaux noethériens factoriels A tels
que 1'anneau A[[x]] des séries formelles ne soit pas factoriel , résol-
vant ainsi un probléme posé par W. Krull.

’,...,

2. L'étude des anneaux factoriels noethériens sera reprise dans le
chapitre 12 a propos des anneaux locaux réguliers.

3. Application aux courbes algébriques planes

Des objets géométriques plus généraux que les courbes algébriques
planes seront étudiés dans le chapitre 6.
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N xr AdAa i i 3 3
On va, de plus, se limiter ici au cas ol

=

le corps de base est le
corps € des complexes. Les résultats de ce paragraphe s'@tendent d'ail-
leurs sans difficulté au cas ol le corps de base k est algébriquement
clos, 1.e. posséde l'une des propriétés équivalentes suivantes

(1) tout polynome non constant & une indéterminée X 3 coefficient
dans k se décompose en facteurs du premier degré

(ii) les seuls polyndmes irréductibles de 1'anneau k[X] sont les
polyndmes du premier degré

Elle implique que le corps k est Znfini mais 1'exemple k = R
montre que la réciproque est fausse. [bhap. 5]
Déginition

S odent X et Y des 4Andétenminées, f£(X,Y) un polynome non constant
de €[X,Y].

Le scus-ensemble

(D) = {(x,y) € €/E(x,y) = 0}
est appelé La counbe afgébrique plane d'Equation f(X,Y) = O.
Exemples

1. La courbe d'équation aX + bX + ¢ = 0, ol a,b,c, ¢ € et a et b ne

sont pas simultan&ment nuls, est une droite.
Plus

P ~
i<
généralement, la courbe d'équation c(X~a)...(X-a ), ol

a;,...,a ¢ e € et cestnon nul, est 1a réunion des droites d'équations

1
X - a, = 0 ({d=1,...,r) qui sont paralléles a 1'axe OY.

2. La courbe d'équation X2 + Y2 4 ax # bY + ¢ = 0 est un cercle.

Proposdtion V.5
Soit £(X,Y) un polynime non constant de C[X,Y].
La counbe algébrique V(f) d'équation £(X,Y) = O est un ensemble

Angind.,

Démonstration
ler cas : £(X,Y) est de la forme c(X-a’)...(X-ar), ol
8150..,8 ,C € C,c#0.
Alors V(f) est infini comme réunion de droites, infinies puisqu'en
bijection avec c.
28me cas : f(X,Y) est de la forme ar(X)+...+aO(X)Yr avec
a; () e €[X] , a,(X) £ 0.
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Le complémentaire E dans € de 1'ensembie des racines de ao(X) est
infini.

Pour tout xeE, il existe yeC tel que f(x,y) = O et donc un point
(x,y) de V(f).
Remargque

L'analogue de la proposition V.5 avec R au lieu de € est faux, bien
que R soit infini : Te sous-ensemble {(x,y) ele/xz + y2 + 1 = 0} est
vide !

Utilisation de la factorjalité de €[x,Y].
Sodent £(X,Y) un polynime non constant de €[X,Y],
£(X,Y) =iil fi(x,Y)ri une décomposition de f£(X,Y) en produit de facteurns
Oundductibles distincts. s
11 est clair que V(f) = ;gﬁ V(fi).
L'étude des courbes algébriques planes se raméne donc a celle des
courbes algébriques planes d'équations £(X,Y) = 0 oll £ est .{wréductible.
On va voir 1'interprétation géométrique de cette condition sur F.

Déginition

1. Une counbe algébrique plane C est dite néductible s'4iL existe des
cournbes algébriques planes C. et C, telles que C = C,uc,,C # C,etcC # C,-

Par exemple, V(x2 - Yi) est réductible, réunion des droites V(X-Y)
et V(X+Y).

2. Une counbe algébnrique plane qui n'est pas rlductible est dite
Aiductible.

Comme si f et g sont associés, V(f) = V(g), il est naturel de
considérer 1'ensemble des classes d'équivalence de polyndmes associés.

On note T La classe d'équivafence de £ et V(E) La cowrbe algdbrique
plane V().

Thiondme V.6 [counbes et polynimes innéductibles)

L'application : £ +— V() est une bijection de £'ensemble des
cLasses de polynomes {wnéductibles associés sun £'ensemble des counbes
algébriques planes {rnéductibles.

Démonstration
Elle se déduit de 1a proposition suivante.
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Proposition V.7
Sodent £(X,Y), g(X,Y) e C[X,Y]. On suppose £ innéductible.
Si f ne divise pas g, V(f) nV(g) est un ensemble fini.

Démonstration

On démontrne que V(£) A V(g) est contenu dans £'internsection d'un
nombre find de drnoites paralleles a OX et d'un nombre find de droites
paralleles a OY.

Puisque f est irréductible et ne divise pas g, 1 est p.g.c.d. de f
et g dans €[X,Y]. I1 1'est encore dans €(X)[¥] : sinon, i1 existe un
facteur commun h(X,Y) dans €(X)[Y], non constant, i.e. ¢ C(X),de f et g ;
donc, f = uh et g = vh o u,v appartiennent a €(x)[Y]. On peut, évidem-
ment, supposer, par multiplication par un élément convenable de ¢[x], que
h(X,Y) appartient a ¢[X,Y].

Soit d(X) ¢ €[X] un dénominateur commun de u et v. I1 existe
e C[X,Y] tels que df = u/h et dg = v h. Un facteur irréductible de
h n'appartenant pas a €[X] ne peut diviser d. I1 doit donc diviser f et

upsv

g. C'est impossible.
L'identité de Bezout, appliqué a f et g dans €(X)[Y], s'écrit

"\X,Y) b(X,Y)
f o
T R AA™es)

a(X,Y), b(X,Y) ¢ €[X,Y], m(X) e C[X], soit

m(X) = a(X,V)f(X,Y) + b(X,VgX,Y)

Donc, V(£)n V(g) < V(m).

Echangeant les réles de X et ¥, on voit qu'il existe n(Y) ¢ €[Y]
tel que V(f)nV(g) cV(n). Donc, V(f) nV(g) est contenu dans 1'ensemble
§4ind V(m) nV(n).

Démonstration du théoréme V.6

S4 £ est wnéductible, La cournbe V(E) est innléductible.

En effet, une égalité V(f) = V(g) uV(h) = V(gh) implique, comme
V(£) n V(gh) est infini, que f divise gh et donc, par exemple, divise g.
Mais alors V(f)c V(g) et donc V(£) = V(g).

L'application : f+—— V(E) est infective.

L'égalité V(f) = v(g) signifie, pour des représentants f et g,
1'égalite V(f) = V(g).

Comme V(£f)n V(g) = V(f) = V(g) est infini, f divise g et g divise
£. Donc, f et g sont associés, i.e. f = g.

g(X,Y) ou
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L'application : T —— V(f) est surjective.

On a déja remarqué qu'une courbe algébrique plane est de la forme
V(f) ol Te polyndme £(X,Y) est le produit £ .. £y de polyndmes irréduc-
tibles Boeennfy deux @ deux non associés.

Sis 2 2, V(f) est néductible : Soit, en effet, g, = f,-..f en
sorte que V(f) = V(f’)LJV(g’). Comme f’ ne divise pas g)» V(f’)n V(g’)
est fini. Comme V() et V(g,) sont infinis, V(E) (resp. V(g’)) n‘est
pas contenu dans V(g,) (resp. V(f’)) et donc, V(f)) et V(g,) sont dis-
tincts de v(f).

nséquent, une courbe algébrigue plane irréductible est de la
forme V(f) ol f est la classe d'un polyndme f irréductible.

Par co

Conollairne 1

Une courbe algébrique plane est, de maniZre unique, réunion de
cournbes algébriques planes {wéductibles.
Démonstration

Une courbe algébrique plane est de 1a forme VE D U... UV(E)) ol
fl, coofy sont des polyndmes irréductibles deux & deux non associés et
est donc réunion des courbes algébriques planes irréductibles

o

Vi fl), V(ts).

Une égalité V(E)U... uV(fs) = V(g’)u... uV(gt), ol Bys-ea8y
sont des polyndmes irréductibles deux d deux non associés implique que
les polynémes oo f et 88 sont associés : en effet, comme
V(fi) = V(fi)n V(gl...gt) est infini, fi divise By 8y (i=1,...,s)
donc, e £y divise 8y By De 1a méme maniére, g8 divise £, £ .

Ainsi, s = t et i1 existe, par factorialité de ¢[X,Y], une permuta-
tion = de {1,...,s} telle que fi et B (i) soient associés et donc que

VEg) = V(g"(i)).
Conollaine 2

L'application : f+— V(T) est une bijection de £'ensemble des
Lasses de produits de polyndmes undductibles deux d& deux non associés
sur £'ensemble des courbes algébriques planes.

.
s

Algébre affine d'une courbe algébrique plane
Sodent C une courbe algébrique plane, f£(X,Y) e C[X,Y], produit de

polynomes L FPPR fueductibles et deux & deux non associés tel que
¢ =V{).
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Ce polyndme f est déterminé, & élément inversible prés de ¢[x,Y],
par C.

La C-algébre C[X,Y]/(£(X,Y)) ne dépend que de C.

On £'appelle La C-algebre affine de C. On La note c€[C].

I1 résulte de la factorialité de c[x,Y] que (f) est égal &
(EDN.n(E).

Comme les id€aux (f;) sont premiers, 1'algébre affine clc] est
néduite.

Elle est integre si et seulement si r =1, i.e. si f est irréducti-
ble et donc si et seulement si la courbe ¢ est irréductibie.

On va démontrer 1'existence d'une bijection de C sur l'ensemble des
idéaux mazimaux de C[C]. Voici d'abord un lemme, cas particulier d'un ré-
sultat plus général démontré dans le chapitre 5 (proposition I.2.2.) par
une a utre méthode.

Lemme

Un Ldéal maximal de C[X,Y] est de La fornme (X-a, Y-b) ol a,b ¢ C.
Démonstration

L'idéal (X-a, Y-b), ol a.b ¢ C, est maximal comme noyau de 1'homo-
morphisme surjectif de c-algébres de C[X,Y] sur € appliquant X sur a et
Y sur b.

Soit, réciproquement, m un idéal maximal de €[X,Y]. Comme macC = (0)
on peut identifier € & un sous-corps du corps quotient €[X,Y]/m.

Soient a et b les classes respectives de X et Yy modulo m en sorte
que €[X,Y]/m = c[a,b]. Les &léments a et b sont algébriques (algébrique-
ment dépendants sur € au sens de (FFAC)) sur €. I1s appartiennent donc a
C en sorte que m = (X-a, Y-b).

Supposons, en effet, a transcendant que €, 1.e. tel que 1'homomor-
phisme de ¢[X] sur ¢[a] appliquant X sur a soit injectif et donc un iso-
morphisme. On peut alors identifier a & X.

Les &léments E%T ol A parcourt € sont Linéairement indépendants sur
C : une égalité
by
3 —=—=0, ol b, eC,
i=1 a-A, i

1
implique, en effet, par multiplication par a - A; et spécialisation de a
en A, , 1'égalité b, = 0.
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11 en résulte que [c[a]:€] est un cardinal non dénombrable comme
le cardinal de c.

or, [c[x]:c] est dénombrable. On obtient ainsi une contradiction.

Proposition V.7 (idéaux maximaux de £'algébre affine)

Soient x et y Les classes nespectives de X et Y dans £'algébre ag-
gine clc].

L'application : (a,b) —> (x-a,y-b) est une bijfection de C sur
£'ensemble des idéaux maximaux de €[C].
Démons tration

L'application : (a,b) —— (X-a,Y-b) est une bijection de ¢ sur
1'ensemble des idéaux maximaux de €¢[X,Y] contenant £(X,Y), ol f est un
polynfme produit de polyndmes irréductibles distincts tel que ¢ = V(f) et
clc] = e[x,Y]/(6).

La proposition V.7. est un cas particulier du théoré&me des zéros

de Hilbert, démontré plus généralement dans le chapitre 6.

Exercices du chapitre 2

(1). Un sous-anneau d'un anneau artinien est-il artinien ?
noethérien ?

(2). Soient A un anneau, B une A-algébre finie, M un B-module.
Comparer 1a propriété pour M d'étre un B-module noethérien (resp. de lon-
gueur finie) et celle d'étre un A-module noethérien (resp. de longueur
finie).

Si M est une B-module artinien, est-i1 aussi un A-module artinjen ?

(3). Que peut-on dire d'un anneau noethérien intégre dont tout
idéal de type fini est principal ?

(4). Que peut-on dire d'un anneau n'ayant qu'un idéal premier,
celui-ci étant de type fini ?

(5). Soient A un anneau, M un A-module, I un ensemble. On suppose
le a-module u{T) noethérien.

Que peut-on dire de 17 de M?

Méme question avec M.

(6). Démontrer les équivalences pour un anneau A.

(i) A est cohérent

(ii) 1a catégorie des A-modules de type fini est abélienne
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A-t-on une caractérisation analogue avec la catégorie des A-modules
de présentation finie ?

(7). Démontrer qu'un anneau de fractions d'un anneau cohérent est
cohérent.

{8). D&montrer gu'une algdbre finie sur un anneau cohérent intégre
est un anneau cohérent.

(9). Soit A le sous-anneau de QN des suites stationnaires.

Démontrer que 1'anneau A est cohérent.

i 1616 d v = P = - =
Soit e, 1'él1ément (ai)igN de A oli 3541 1 (j =0,...,n"1), a; =0

sii#1,...,2n-1.
Démontrer que 1'annulateur de 1'élément r e X" de 1'anneau A[]
n'est pas de type fini . En déduire que 1'anneau A[[X]] n'est pas cohérat.
(10). Soit A un anneau. Un A-module M est dit indécomposable s'il
est #0) et s'il n'est pas somme directe de deux scus-modules non nuls.

1. Démontrer que si 1'ensemble des sous-modules de M satisfait
a la condition minimale, M est nul ou somme directe d'un nombre fini de
sous-modules indécomposables.

2. Démontrer que si 1'anneau A est artinien, tout A-module non
nul de type fini est somme directe d‘un nombre fini de sous-modules indé-
composables.

3. Soit M un A-module non nul indécomposable de longueur fi-
nie. Démontrer que 1'ensemble des &léments non inversibles & gauche de
1'anneau EndA(M) des a-endomorphismes de M est un idéal maximal & gauche,
que c'est aussi 1'ensemble des &léments non-inversibles a droite (Une si-
tuation analogue se trouvera dans le chap. 11.1II. prop. III.1).

4. Soient M un A-module de longueur finie, MO . .6 et
N®.. .o deux décompositions de M comme sommes directes de sous-modules
indécomposables. Démontrer que m = n et qu'il existe une permutation s de
{1,...,n} telle que, pour tout i, M, soit isomorphisme a Noiye (Ce re-
sultat est connu sous le nom de thécréme de Krull-Schmidt).

(1)

(11). (Groupes résolubles)

Cet exercice est une généralisation aux groupes non nécessairement
commut atifs des résultats de IIT (pour les Z-modules, i.e. les groupes
abéliens). Il sera utilisé dans le chapitre 6 pour démontrer 1'impossibi-

lité de la résolution par radicaux de 1'€quation générique de degré 5.
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Soit G un gnoupe {non nécessairement commutatif). On désigne par e
son élément neutre.

Une suite de compesition de G est une suite stnictement décrodis-
sante

n G0 =G>Gp>...> Gn = (e)
de sous-groupes de G ée]s que, pour tout i = 0,...,n-1, G; soit nonmal

+1
dans G; -
Les quotients G,/G,,, sont appelés les gacteurs de la suite de com-
position.
Un élémen 1!

1. Démontrer que, si G a une suite de Jordan-HGlder, toutes les
suites de Jordan-Holder de G ont la méme Tongueur et que toute suite de
composition de G peut étre raffinée en une suite de Jordan-Holder.

2. On dit que la groupe G est rgsofubfe s'il admet une suite de
Jordan-Holder dont les facteurs sont abéliens. Démontrer qu'alors ces
facteurs sont des groupes cycliques d'ordres des nombres premiers (grou-
pes abéliens simples).

Démontrer que si H est sous-groupe normal de G, les assertions sui-
vantes sont équivalentes : (i) G est résoluble

(ii) H et G/H sont résolubles

3. Démontrer que les facteurs de deux suites de Jordan-Hélder d'un
groupe G (admettant de telles suites) sont deux & deux isomorphes.

4. Démontrer que le groupe alterné A est simple pour n»5 et en dé-
duire que pour n35 le groupe symétrique S, n'est pas résoluble.

Indications : une permutation w de {1,...,n} est appelée un cycle d'ordre
ms'il existe a,.-,a € {1,...,n} tels que nw(a) = a si a ¢ {al,...,am},
ﬂ(ai) =a,,,sii-= lyeoa,m=1, ﬂ(am) =a,. On écrit alors w = (al,...,am)

et 1l'ensenble {a’,...,am} est appelé le support du cycle m. Deux cycles
sont dits disjoints si leurs supports sont disjoints. On démontre que
tout ﬂeSn est, de maniére unique, produit de cycles disjoints.

On démontre d'abord qu'un sous—groupe H normal du groupe alterné
A (avec n>2) qui contient un cycle (ijk) d'ordre 3 est égal a A :

supposant (ijk) = (123), on remarque, en effet, que
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(12k) = (12)(3k)(123)2(12)(3k) appartient 3 H et on utilise le fait que
les cycles (12k) (k23) engendrent An.

On démontre ensuite que si n35 tout sous—groupe normal de A die-
tinet de {e} contient un cycle d'ordre 3 en examinant les différents cas
sutvants :

1. Il existe meH tel que w = 6p ol 6 = (a ...am) avec m>3 et p pro-—

duit de’cycles disjoints de 6. Calculer alors ﬂ: =0ﬂorl oll g = (a’a2a3)
puis ™ ‘m,.
2. On n'est pas dans le cas 1. mais il existe weH tel que w soit
produit de deux cycles disjoints d'ordre 3 et de cycles (d'ordre «3)
disjoints de ceux-ci ; on peut supposer w = (123)(456)8. Calculer
= (234)w(432) et n_’n’. Obtenir une contradiction.
3. Démontrer que s'il existe dans H un élément w de la forme (123)6

i
1

o 8 est un produit de transpositions {cycles d'ordre 2)
P 2
disjointes de (123), n~ = (132).

4. Tout élément de H est produit de transpositions disjointes ; on

[+

peut supposer qu'il existe mweH de la forme (12)(34)6 ol 6 est un produit

de transpositions disjointes et disjointes de (12) et (34). Calculer

" o= (234)w(432), Ty = ﬂ—lﬂ’, Ty = (145)n2(541) et enfin Ty Mg
(12). Démontrer pour un anneau A les équivalences suivantes dues
a H. Bass.

(Injective Dimension in Noetherian Rings. Trans.Amer.Math.Soc.102,
18.29,1962) .

(i) A est noethérien

(ii) une somme directe de A-modules injectifs est un A-module
injectif

(iii) une Timite inductive filtrante de A-modules injectifs est un
A-module injectif

((1) = (iii). Utiliser la caractérisation d'un module injectif
((FFAC).chap.5.prop.I1.4).

(iii) = (ii). Utiliser le fait que le A-module igl Mi est limite
inductive filtrante des A-modules igJ Mi ol J parcourt l'ensemble des
parties finies de I.

(ii) = (i). Considérer une suite croissante @ cayc e ca co.-

c » .. .
d'idéaux de A, pour tout ne¥N , un A-module injectif In contenant A/an,I
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. Ye = U . . . _
la somme directe ngN* In’ a l'idéal now* % Soit fn la surjection cano
nique de g sur a/an composée avec l'injection de a/an dans In' Définir

: = . : . En dé-
f:q——1par £(x) ZQEN* fn(x) Prolonger f en g : A —— I. En dé
duire l'existence de nelN tel que f(a) solt contenu dans I’®...®In puis
1'égalité
13

a = a

}. L'ex

—~

icice suivant est tiré de l'article : Subrings of
Artnian and Noetherian Rings. D.Eisenbud. Math.Ann.185, 247-249, 1970.
Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B soit un A-algé-
bre finie, E 1'enveloppe injective du A-module sous-jacent & un B-module M.
1. Démontrer que,sile B-module Hom, (B,M) est injectif, le A-module M
est injectif.
(Démontrer que l'application naturelle u : HomA(B,M) — HomA(B,E)

est essentielle. Utiliser le diagramme commutatif HomA(B,M) LI HomA(B,E)

l l

M=HomA(A,M) — E=HomA(A,E)
pour démontrer que 1'injection : M —— E est surjective, en utilisant le
fait que u l'est).

2. Utiliser Ta caractérisation des anneaux noethériens données dans
Texerdce 2 pour démontrer que si B est noethérien il en est de méme de A.
(Soit {Ik}kEK une famille de A-modules injectifs. Utiliser la fini-

6 I)

- 1z tez =
tude de B sur A pour démontrer 1'égalité kgK HomA(B,Ik) HomA(B’keK K

Déduire de 1. que kgK Ik est un A-module injectif).
(14). Soient A un anneau, X 5eees X des indéterminées.
1. Démontrer que si A est noethérien, 1'anneay A[[x’,...,xn]]
est noethérien.
(Se ramener au cas n=1. Reprendre alors la démonstration du
théoréme II.3 en remplagant le degré d'un polyndme par l'ordre d'une sé-
rie formelle).

2. Etudier la réciproque.

Les exercices 15, 16, 17, 18 qui suivent sont consacrés a la démons-—
tration du fait que 1'anneau C{{x’,...,xn}} des séries convergentes a n
indéterminées & coefficients complexes est noethérien et factoriel. On a
suivi 1l'exposé de [37].

La démonstration repose sur un théoréme du & Welerstrass et appelé




88 CONDITIONS DE CHAINES ET DE FINITUDE

théoréme de préparation. La validité d'un tel théoréme dans l'anneau des
séries formelles sera démontré dans le chapitre 8 (théoréme IV.3). On
peut en déduire le théoréme de préparation pour les séries convergentes
par une méthode de fonctions majorantes.

(15). 1. Soient D un polydisque {|z.| < R} de €, ¢ une fonction
analytique dans D teiie que l¢(zl,...,zn)i < M pour tout (Zy5e52)) de
D, ¢, et 0, les fonctions ang]ytiques dans D
1 3J¢(z’,...,zn_’,0)

¢2(z’,...,zn) = Zg_

2
_n
] .
3zn it
b (2yseensz) = (B(zy5ene,z) = by(2yen,z ) /20

oli p est un entier 21.
Déduire des inégalités de Cauchy que [¢2(z ...,zn)] < pM pour tout

’ b

(z)5.-+,2.) € D puis du lemme de Schwarz 1'{inégalité
ENCHRNEIRT X (p+1)M/RP pour tout (2)50-52,) €D

2. Soit h une fonction analytigque dans D telle que

h(o,...,o,zg) =0 pour tout z_ tel que [z | <R

[h(zl,...,zn)! € c pour tout (z ,...,z) €D

On choisira D suffisamment petit pour que c(p+l) < RP/Z. (Ceci est évi-
demment possible puisque h s'annule @ 1'origine et est agréable pour la
suite).

Soit g une fonction analyiique dans D et bonnée dans D.

Démontrer 1'existence de deux suites s, = 0,8,50258 . de fonc-

R

tions analytiques et bornées dans D et LITRRRT e de fonctions analy-

k
tiques dans D polynomiales de degré <p en z (ceci signifie que la série
de Taylor de r; est un polynéme de degré <p en 1‘indéterminée xn) telles

que, pour tout (zl,...,zn) e D,

- P
g(z’,...,zn) znsk(z’,...,zn) + h(z’,...,zn)sk_’(z’,...,zn)+rk(zl,“.,zn)

Démontrer 1a majoration :
-k
sulesk+’—skl < 2 sules’l

Démontrer que la série de terme général (s, ,;75,) converge unifor-

1
mément dans D.
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Soit s la somme de cette série. C'est une fonction analytique dans
D et

sulesl < 2(p+l)R_p sulegl

En déduire 1'existence de r analytique dans D, bornée dans D et
polynomiale en z de degré <p telle que, pour tout (zl,...,zn) dans D,

= P
g(z’,...,zn) = (h(z’,...,zn) + zn)s(z’,...,zn) + r(z’,...,zn)

3. Soient g et f des fonctions analytiques dans un voisinage
de 0 de ¢" telles que f(O,...,O,zn)/zg soit analytique non nulle a 1'ori-
gine de ¢". On définit £ et £, analytiques au voisinage de 1'origine de
i par

- P
f(z’,...,zn) f’(z’,...,zn) + z f2(z’,...,zn)

oli £, est polynomiale de degré p en z s'annulant pour z

=...=2 = 0.
1

1 n-1
Posant h = f f2’ et appliquant ce qui précéde démontrer 1'existence

d'un polydisque D Le]]e que g et f soient analytiques et bornées dans D
et de fonctions q et r analytiques et bornées dans D telles que g=qf+r et
r soit polynomiale de degré <p en z -

Démontrer 1'unicité du couple (q,r).

(16). Soit A £'anneau des gemmes de gonctions analytiques en £'oni-
e T . .

On note f le germe de la fonction analytique.

Si f est analytique au voisinage de O de Cn, on désigne par T(f)

la série de Taylor de f en O. C'st la série formelle |,

1 in
ai)+-'-+in X”...Xn
Z(i yeeesl )eNT T £0©,...,0 . .
1 n 1 n iteoait
321 ...3zn 1 n

On remarque que Si % = g, T(f) = T(g)-

On définit donc la série de Taylor d'un élément a de A comme T(%)
ol a = ;. On la note T7(a).

1. Démontrer que 1'application : ar—— T(a) est un isomorphisme de
C-algébres de A sur 1'anneau c{{x’,...,xn}} des séries convergentes (sous-
anneau de ¢[[x ,...,x ]] des séries formelles dont les coefficients sa-
tisfont a des inégalités de Cauchy).

En déduire que c{{x’,...,xn}} est Tocal d'idéal maximal (KyseeesX)e

2. Déduire de 1'exercicel5 le théondme de préparation pour Les séries
tonvergentes :
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Une série £(X,,...,X ) est dite négulitre d'ondre p en X si
f(o,...,o,xn) est une série d'ordre p.

Soient f une série convergente réguliére d'ordre p en X , g une sé-
rie convergente.

I1 existe un couple (q,r) et un seul d'éléments de CUX, .0 ,X 1)
tel que g = qf + r et r soit un polynéme de degré <p en X & coefficients

dans c{{xl,...,x 1.
n-1

Un polyndme unitaire en Xn est dit distingué (ou de Welerstrass)
s'il s'écrit

P p-1
ap(X’,...,Xn_’)+ap_’(X’,...,Xn_’)xn+...+a’(x’,...,X n

+xP

v
X
1’ n

-
ol a; (X;5..05X ) e CUXp,ee0,X (3} et a:(0,...,0) =0 (i =1,...,p)

3. Appliquant le théoréme de préparation & f (réguliére d'ordre p
en xn) et g = xﬂ démontrer que f est associée a un polyndme distingué de
degré p en X .

(Ce polyndme distingué est appelé le polynome distingué de £).

4. Démontrer 1'existence d'un automorphisme ¢ de ¢-algébres de
c{{x’,...,xn}} tel que ¢(h(x’,...,xn)) = h(X’,X2+a2Xl,...,Xn+anX’), oli
Bysevesd € C.

Démontrer qu'il existe un tel automorphisme tel que, pour une sénie
convergente donnée £, $(f) soit réguliére en X .

(C'est 1'analogue de l1a proposition II.1. du chapitre 7, 1'ordre
remplagant le degré).

(17). (Démonstration de la noethérianité de 1'anneau des séries
convergentes)

Soit ¢ un idéal de 1'anneau C{{x’,...,xn}}. On veut démontrer qu'il
est de type fini. C'est clair si ¢ = (0). On suppose donc ¢ # (0). Soit f
non nul ¢ qg.

1. Utilisant 1e 4 de 1'exercice 16, démontrer que 1'on peut
supposer f réguliére en X .

2. Démontrer que le C{{X’,...,Xn_l}}-module C{{X’,...,Xn}}/(f)
est alors de type fini.

Raisonner alors par récurrence supposant C{{x’,...,xn_’}} noe-
térien pour en déduire que 1'idéal 4/(f) est de type fini et qu'il en est
de méme de 1'idéal a.
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(18). (Démonstration de Ta factorialité des anneaux de séries
convergentes)

On procéde par récurrence sur n. On suppose donc démontré que
ClX),---,X _ 1} est factoriel. On veut alors démontrer que
c{{xi,...,xﬁ}} est factoriel et, comme i1 est noethérien, que tout é£é-
ment (néductible est premier.

Soit f un élément irréductible de c{{x’,...,xn}}. Remarque.':pour tout
automorphisme ¢ de c-algébres de C{{X}5...,X }}, ¢(f) est irréductible.

En déduire que 1'on peut supposer que 1'élément irréductible f est
réguiier en X -

Démontrer alors que le polyndme distingué de f est irréductible
dans €{{x,,...,X _,}}[x_]. Deduire de la factorialité de C{{X ,...,X
que ce polyndme distingué est premier et qu'il en est de méme de f.

n—l}}
(19). Soit 2! 1'anneau des germes en 0 des fonctions numériques
de classe c” dans un voisinage de 0. On note £ le germe de la fonction f
de classe C .
1. L'anneau &' est local. Quel est son idéal maximal m( £')?
2. Soit, pour ned, £ la fonction définie par fn(o) =

£
by
n

(x) = x “exp{- I/xz) si x # 0.

Démontrer que £ est de classe ¢” sur R.

3. Démontrer que 1'idéal (f doew M 'est pas de type fini.
Remarquer que sinon il serait engendre par un nombre fini d'élé

ments et serait par conséquent pr1nc1pa1)

{
£
4, Comment s'interpréte 1’ 1dea1 /W m( %l %7 Démontrer que cet
idéal est non nul.(Utiliser, par exemple, o).
(Cet idéal est 1'idéal des germes de fonctions plates & 1'origine.
02 démontre que si A est un anneau local noethénien d'idéal maximal m,
N, m" = (0 (théoréme de Krull. Chap.8.1. Théoréme 1.4. Corollaire 2).
On retrouve ainsi que 1'anneau 5 n'est pas noethérien).

5. Démontrer que 1'anneau &" des germes de fonctions numéri-
ques de classe ¢~ dans un voisinage de 1'origine dans R™ est Jocal non
noethérien (nz1).

(20). Soit k un corps de caractéristique Te nombre premier p.
On e suppose non parfait. Ceci signifie qu'il existe un élément de
k sans racine p-&me. I1 existe un corps P formé des racines p"-émes
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(pour n parcourant y) des éléments de k. (Chapitre 5.IV.§1}).
1. Démontrer 1'existence, pour tout nell*, de x € kP tel
que xﬂn appartienne 3 k mais que xgnul n'appartienne pas a k.
Soit A 1'anneau kP 8 kp, . Onpose z_ = lex - x eol.
= oon n-1
2. Démontrer que zﬁ =0 et zz # 0.
En déduire qu'il n'existe pas d'entier naturel r tel que, n(a) dé-
gnant le nilradical de A, n(a)" = (0).
Démontrer que 1'anneau A n'est pas noethérien. (Si A était noethé-
rien, i1 existerait r tei que n(a)" = (0).)
(21). Soient A un anneau factoriel, p un élément irréductible de A,
X une indéterminée, f£(X) = x“+a,x“"+...+an un polyndme ¢ A[X], K le
corps des fractions de A.
On suppose a; divisible par p pour tout i = 1,...,n mais a_ non
divisible par p2. -
Démontrer que f£(X) est irréductible dans K[X] (Critére d'innéducti-
bitité d'Eisenstein).
En déduire 1'irréductibilité dans @[x] des polyndmes suivants, ol

p est un nombyre premden.
]..Xn—p
2. du polyndme cyclotomique xP7! xp'2 +t oo # X+ 1= £(X)

(On démontrera l'irréductibilité de f(X+1)).

Démontrer directement cette irréductibilité.

(22). Soient k un corps, LPURUIN S T
K = k(T,,...,T ), (X peen,X) (i =1,...,n) des polynémes sans diviseur
non constant de k[x’,...,xA].

- - 118

Démontrer que le polyndme f(x’,...,xn) = I, Tifi(xl""’xn) est
irréductible dans K[X,,...,X ].
1 n

X des indéterminées,




CHAPITRE 3

déaux premiers associés
Décomposition primaire







La plupart des questions traitées dans ce chapitre (diviseurs de
zéro, &léments nilpotents, décomposition primaire) se traduisent simple-
ment dans le cas ol l'anneau de base est l'anneau Z des entiers et ol le
module considéré est un idéal de Z. Voici donc un exposé des principaux
résultats dans ce cas particuliérement simple.

r,

S 1 P ., .
p ;s décomposition

en produtt de nombres premiers distincts I, et d'un des éléments inver-

Sotent n un entier distinct de 0,1 et -1, €

stbles +1 ou ~1. .

La racine de 1'idéal q; = (Hii) est 1'idéal premier p; = (u ).
L'1déal q; est pi—primaire. La décomposition (n) = ’qu de 1' 1dea1 (n)
est appelée la décomposition primaire Péduite de cet idéal.

Soit M le 2-module Z/(n) isomorphe i i Z/q .

L'annulateur d'un &lément non nul de M est de la forme (’W H t

i=1 )
oli 0 ¢ t, € r, et 1'un au moins des ti est non nul. Les éléments maxi-
maux pour la relation d'inclusion de L'ensemble de ces annulateurs sont
Justement des idéaux premiers p;- On les appelle les idéaux premiers as-
soctés au L-module M.

Un 8lément a de Z est dit diviseur de zéro (resp. nilpotent) dans
M s'il existe b non nul de M tel que ab = 0, i.e. b e &, b £ (n) tel
que ab appartienne & (n). (resp. s'il existe m ¢ N* tel que a™ annule M,
i.e. tel que a” appartienne & l'annulateur (n) de M).

Il est facile de vérifier que l'’ensemble des diviseurs de zéro
(resp. des nilpotents) dans M est .Eﬁ_ p; (resp. {li pi).

E. Lasker puis E. Noether ont demontré des résultats analogues
dans d'autres anneaux. E. Lasker (50) a démontré que s7 A est I'anneau
k[xl""’xr] des polyndmes & r indétermindes & coefficients dans un corps
k, tout idéal g, distinct de k[Xl,...,Xr], est de la forme {li 9y ol 9
est pi—primaire, les 1déaux premiers Pys- Py étant distincts et, pour

tout i, q; ne contient pas

05 a5
On obtient alors des assertions analogues & celles obtenues pour
le Z-module Z/(n) pour le A-modulo A/a & propos des annulateurs d'élé-
ments non nuls, des diviseurs de zéro et des éléments nilpotents.
E. Noether (54) a démontré la validité de résultats analogues pour
tout anneau noethérien A et tout idéal a distinct de A.

Il existe alors des idéaux premiers Dyse++sPgs dits associés au
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A-module Aja, des idéaux qps+-«s2q, tels que g, soit pi—primaire, ne con-
tienne pas jQi qj et que g = in 9 (décomposition primaire reduite de
1'1déal g). Les idéaux premiers associés a A/q sont les annulateurs d'é-
léments de A/a qui sont maximaux parmi les annulateurs d'éléments non
nuls de A/q. L'ensemble des diviseurs de zéro (resp. des éléments nilpo-
tents) de A/a est sii p; (resp. iQi pi).

La présentation de la notion d'idéal premier associé adoptée 1ici
n'est pas la présentation historique,issue de la théorie de la décompo-
sition primaire. Le lecteur trouvera dans l'exercice 2] une telle présen-—
tation.

On part ici de 1'étude des diviseurs de zéro. La notion d'idéal
premier faiblement associé, due & Bourbaki et indispensable en 1'absen-
ce d'hypothéses noethériennes, s'introduit alors naturellement. Signa-
lons que nous avons cru bon d'appeler idéal premier associé ce que
Bourbaki appelle idéal premier faiblement associé, réservant le nom d'i-
deal premier fortement associé & ce qu'il appelle 1déal premier associé.
Les deux notions coincident d'ailleurs quand des hypothéses noethérien-
nes sont satisfaites.

La partie I est consacrée a 1'introduction des id&aux premiers
associés et a 1'étude de leurs propriétés les plus naturelles.

La partie II traite de la décomposition primaire sous hypothéses
noethériennes.

La partie III plus technique étudie le comportement du support et
de 1'ensemble des idéaux premiers associés par changement de base.

I. Idéaux premiers associés

1. Diviseurs de zéro d'un module

Sodent A un anneau, M un A-module.

Un élément a de A est dit diviseur de zéro dans M s'il existe un
é1ément x non nul de M tel que ax = 0 ou, ce qui est équivalent, si
1'homothétie GZ : x+— ax n'est pas injective.

Par définition méme, 1'ensemble D(M) des diviseurs de zéro de M
est ;gM Ann(x) OO Ann(x) = {a ¢ A/ax = 0} est 1'annulateur de x.

X#0
En fait, D(M) = ;gM r(Ann(x)), oi r(a) désigne la racine de 1'i-

x#0
déal a:
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Soit en effet, z ¢ r(Ann(x)), z ¢ Ann(x).

11 existe un entier n > 1 tel que 2L n'appartienne pas i Ann(x)
et z" appartienne a Ann(x). Alors, z e Ann(z" 'x).

Ainsi £'étude des diviseurns de zéro du A-modufe M se ramine &
celle des idéaux de La fonme r(Ann(x))et donc des idéaux premiers mi-
nimaux d'idéaux de fa forme Ann(x) pour x non nul. On est donc conduit
a la définition suivante:
Définition

Un idéal premiern p de A est dit associé au A-module M 4'iL existe
un ELement x non nuf de M tel que p s0it idéal premiern minimal de Ann(x).

On dit alons que £'éLément x cormrespond a L£'idéal premier associ? p

L'ensemble des Ldéaux premiens associés & M est noté Ass, (M), ou
sdmplement Ass(M) 4'4L n'y a pas de risque de confusion.

On remarque que Ass, (0) est P. La réciproque est vraie (prop. 1.6)

La proposition suiv;nte fournit des exemples d'idéaux premiers as-
sociés.
Proposition I.1

Sodent A un anneau, M un A-modufe, E = {Ann(x)/x ¢ M, x # O}.

Un 2L8ment maximal de E ordonné par inclusion est un {déaf premien.
C'est done un Ldéal premier associé d M.
Démonstration

Soit p = Ann(x) un élément maximal de E.

Soient a, b ¢ A tels que ab appartienne a p et b n'appartienne pas
d p. Alors bx # O et a appartient a Ann(bx).Mais, Ann(bx) > Ann(x) et,
par maximalité de Ann(x), Ann(bx)

Ann(x). Donc, a appartient a p et p
est premier.
Proposition 1.2 (idéaux premiers associés quand 1'anneau est noethérien)
Sodent A un anneau noethérien, M un A-modufe.
Tout {déal premier associé a M est de £a forme Ann(x).
Démonstration
Soient p ¢ Ass, (M), x un €lément de M correspondant a p.
On va démontrern que pAp appartient & Ass, (M?) et est de La fonme

p
Ann(y/1) pour y e M puis en déduinre que p est de La forme Ann(x).
Soit S = A-p.

On déduit de la croissance de 1'application :q —— 8 g
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que p' = S—lp est un idéal premier minimal de s lann(x). or, S_lAnn(x) =
Ann(x') ol x' = x/1 est non nul parce que Ann(x) € p. L'anneau S_IA est
noethérien. I1 existe donc un &lément maximal ¢’ de {Ann(a'x')/a'e Ap,a'x'
0}. 11 résulte de la proposition 1.1 que g' appartient & Ass, (A x').
On a £'égakitd q' = p' : en effet, q' = Ann(y') ol y' est un ' €iément
non nul de A x'",on a les inclusions Ann(x') < Ann(y') = g’ et ¢' < p’,
par maximalité de 1'idéal p'. Comme p' est idéal premier minimal de
Ann(x'), on a 1'égalité, p' = ¢q'.

Donc, p' est de la forme Ann (y') et, par suite, de la forme Ann(y/1
ol y ¢ M.

Soit {al,...,an} un systéme fini de générateurs de p. De 1'égalité
(ai/l)(y/l) = 0, on déduit 1'existence de s, ¢ S tel que s.a.y = 0. On

1

i i
pose s = s ...s . Pour tout a € p, say = 0 et donc p € Ann(sy), Récipro-
t

1

quement, soit b ¢ Ann(sy). Alors, bsy = 0 et donc b/1 appartient & p'=
Ann(y/1l). Par conséquent, b appartient & p. Finalement, p = Ann(sy).
Définition

Solent A un anneau, M un A-module. Un Ldéal premiern de fa forme
Ann(x) ol x € M est dit forntement associé.

Un idéal fortement associé est associé. On vient de voir que la ré-
ciproque est vraie si 1'anneau A est noethérien.

Remarques

Nous n'avons pas respecté la terminologie de N. Bourbaki qui appel-
le 1déal premier associé (resp. faiblement associé) ce qui est appelé ici

idéal premier fortement associé (resp. associé).

La notion d'idéal premier fortement associé ne semble gudre utili-
sable en algébre commutative non noethérienne. La bonne notion est celle
d'idéal premier associé.

Exemples
1. Cas d'un module monogéne
On peut supposer Te module monogéne de forme A/q oll ¢ est un idéal

de A.

Sodent x un &Lément non nul de A/a, b un neprésentant de x dans A.

L'idéal Ann(x) est (a:b) = {c € A/cb € a}.

Un idéal premien p de A est donc associé (resp. fortement associé)
& Ala s4 et seulement s4 LL existe b ¢ A, b ¢ a tel que p s0it idEal pre-
mien mindmal de (a:b) (nesp. s0it égal & (a:b)).
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=
Q

est premien, pour tout &lément x non

H

On remarque que, si 1'idéal
'

nul de A/a, on a 1'égalité Ann(x)
{a}.

a. 11 en résulte qu'alors AssA(A/a) =

2. Exemple d'idéal premier associé mais non fortement associé

Définition

Un anneau A est dit absofument plat (ou négulier au sens de
Von-Neumann) 5.4, pour tout a e A, (€ existe x ¢ A tel que a = a2x.

Cette définition n'est pas celle donnée dans le chapitre 2.11.§5:
tout A-module est plat, mais on démontre qu'elle est équivalente (ex.8)

Voici quelques propriités sdimples
1. S{ A est absolumentplat et 84 S est une partie multiplicative de A,
akons STIA est absolument plat.

2. Un produit (find ou infind) d'anneaux absolument plats est absolu-
ment plat.

En particulier, comme un corps k est absolument plat, pour tout
ensemble I, 1'anneau k" est absolument plat. L'anneau k¥ ost absolument
plat non noethérien: on a, en effet, une suite strictement croissante
reile... k' ... d'ideaux oi k" désigne 1'ideal des &léments
dont tautes les coordonnées de rang >n sont nulles. I1 résulte donc du
théoréme de Cohen qu'if existe dans k Vdes idéaux premiens qui ne sont
pas de type fini. (voir aussi 1'exercice 9).

3. Un anneau absolument plat Local A est un conps: soient a non nul de
Aetx ¢ A tel que a = a’x. Alors ax = (ax)2 est un idempotent. Comme
ax est non nul comme a et A n'a pour seuls idempotents que 0 et 1,

ax = |.

IT en résulte que, 44 A est absolument plat, pour tout p e Spec(a),
L'anneau A est un conps.

4. Si A est absolument plat, AssA(A) = Spec(A).

Soit, en effet, p ¢ Spec(a). Alors, Ass, (A) = {pA } car Ap est
un corps. 11 en résulte que p appartient a P Ass, (A). (proposition
1.4 plus loin).

5. Un «déal premiern fontement associlé d'un anneau absofument plat A est
de type gindi: un tel idéal p est de la forme Ann(x) et, donc, si a = azx,
de Ja forme Ann(ax) car a appartient a ax et ax appartient a (a) et donc
(@) = (ax). Or, ax est un idempotent e et Ann(e) = (1-e).
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a7

Comme k" a des idéaux premiens non de type §ini, {£ a des {déaux

premiens aséocdls qui ne sont pas fortement associés.

Propriétés fonctorielles de 1'ensemble des idéaux premiers associés

Proposition 1.3 (idéaux premiers associés et suites exactes)

Soit © M* M M 0 une sulte exacte de A-modules.
] C 1 "

Alons AssA(M ) AssA(M) C_ASS(M )y U AssA(M ).

Démonstration

L'inclusion AssA(M') C Ass, (M) est claire.
Soient p ¢ Ass, (M), x un 81ément de M correspondant a p.
Tex cas : AL existe a e A-p tel que ax appartienne a M'.
Comme p contient Ann(x), ax est non nul. L'idéal premier p est un idéal pr
mier minimal de Ann(ax) et donc appartient a Ass, (M'): en effet, p contien
Ann(x) car si b appartient & Ann(ax), abx = 0; donc ab ¢ Ann(x) < p. Comme
a #p, bappartient & p. Puisque Ann(x) est contenu dans Ann(ax), p est i
déal premier minimal de Ann(ax).
22me cas : pour tout a e A-p, ax n'appartient pas a M'
Soit x 1'image de x dans M". I1 résulte de 1'hypothése les inclusions
Amn(x) € Amn(x) € p
Donc, p est un idéal premier minimal de Ann(x) et comme x est non nul, p
appartient a AssA(M").
Corollaire
Soient A un anneau, 0f,), 1 une gamille de A-modules.
Alons Ass([OM.) = i\-EJIAss(Mi)
Démonstration
On utilise le fait que . &u. = }’(igJMi), ol J parcourt 1'ensemble
filtrant des parties finies de I.
On en déduit immédiatement 1'inclusion Ass(i%IMi)C- %(Ass(i%JMi)).
IT suffit donc de démontrer le corollaire si 1 est fini puis,
par une récurrence immédiate sur card(I), dans le cas o0 I = {il,iz}.
On déduit alors de 1'exactitude de la suite

O—-—»Mi ——»Mi M., — M, —> 0
1 1 12 )
les inclusions

ASSA(Mi Y& ASSA(Mi ® Mi )y < ASSA(Mi yuJ ASSA(Mi )
1 1 2 1 2
On a de méme une inclusion

d'ol &
AssA(Miz) < AssA(Mil ® Miz), d'oli le résultat
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Corollaire 2
Sodent A un anneau, M un A-modufe, (Q ) [une famille finie de sous-
modules de M telle que iQIQi
Alonas AssA(M) ol igI Ass(M/Qi).
Démonstration
I1 suffit de remarquer que 1'application naturelle: M —— i(gIM/Qi
est injective.
Proposition 1.4 (passage aux anneaux de fractions)
Soient A un anneau, S une partie (multiplicative) de A. ¥ L'ensemble
des 4idéaux premiens de A ne nencontrant pas S et M un A-module.
1. L' appzicaxion p b— st p est une bifection de Ass, (M) Ny sun

Ass (S M)
s~ A 3
2. Soit y' = AssA(M) N y, N le noyau de 1'application canonique i, de M

dans S_]'M. Alors AssA(N) = AssA(M) - y' et AssA(M/N) = y', .

Démonstration

1. Soient p € Ass,(¥) Ny, x ¢ M un &lément correspondant a p.
Alors S

est un é1ément non nul de S

p est idéal premier minimal de S_lAnn(x) Ann(x/l) et x/1

_IM. Donc, S_lp appartient a Ass 1 (s~ M)

Soient, réciproquement, p’ ¢ Ass -1 (s~ M), x/s oll x ¢ M, s &5 un
A
élément correspondant a p ,p i3 ») 1(p')-

Alors Ann(x) C:(l )y~ (Ann(x/s)) < p.Soit, d'autre part q un ideéal
premier de A contenant Ann(x) et contenu dans p. Alors, s~ Ann(x) < s qu
S“Ip = p'. Comme S_]'Ann(x) = Ann(S—l)(Ax)) = Ann(x/s), S—lq = p' et donc

.S,-1, -1 .S,-1
=@y g = i) “(H =

Ainsi p est un idéal premier minimal de Ann(x) et p apapartient a
AssA(M).

2. En vertu de la proposition I.3, il suffit de démontrer les inclusions
~ oyt e !

AssA(N) < AssA(M) ¥ et AssA(M/N) v,

Soient p ¢ AssA(N), x ¢ N un élement correspondant & p.

Puisque x appartient & N, il existe s ¢ S tel que sx = 0. Alors,

s € Ann(x) € p et donc p N s # ¢ en sorte que p appartient & AssA(M) -y,

Soient g ¢ AssA(M/N), y € M dont la classe 37 modulo N est un élé-

ment correspondant 3 g. Soit a ¢ q.

Il existe b € A-q et un entier n » 1 tel que ba" appartienne d
Amn(y) et done tel que ba"y appartienne d N:
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Ann(y) et est donc

©®

ffet, gA est l'unique id&al premier minimal d
la racine de cet idéal. Il existe donc un entier n » 1 tel que a"/1 appar-
tienne a Ann(?) .

Il existe par conséquent s € S et b ¢ A-S tels que sbany =0, 8i a
appartenait 4 S, il en serait de méme de sa’. Donc, by appartiendrait a N
et b appartiendrait & Ann(y) et, a fortiori, & q, contrairement au choix
de b.
= § et q appartient a VY.
montrer que g appartient & AssA(M).
idéal premier tel que Ann(y) € g' € g. Si g’ était dif-
férent de ¢, il existerait a ¢ q-qg’'et, avec les notation précédentes, on
aurait une égalité sanby = 0., L'élément sa'b appartiendrait a Ann(y) et
donc & q'. Ceci est impossible puisque s, a et b n'appartiennent a q’.

Donc, q' = q et g est idéal premier minimal de Ann(y) et appartient

a AssA(M).

Remarques
1. Sio M' M M" 0 est suite exacte de A-modules, on
a £'égalite
Supp, (M) = SuppA(M') v SuppA(M")
car, pour tout p ¢ Spec(a), la suite 0 Mé Mp M; 0 est
exacte et M # (0) si et seulement si Mé ou M; est non nul.
L'exemple de la suite exacte 0 p A A/p 0ol p

est un idéal premier non nul d'un anneau integre A (qui n'est pas un corps)
montre qu'une telle égalité n'est pas forcément vraie pour les idéaux pre-
miers associés: AssA(A) = AssA(p) = {(0)} tandis que AssA(A/p) = {p}.

2. La proposition ci dessous reste valable dans le cas ol 1'anneau A n'est
pas noethérien a condition de remplacer 1'ensemble des idéaux premiens as-
so0ciés par 1'ensemble des idéaux premiens fortement associés.

Proposition 1.5

Sotent A un annequ NOETHERIEN, M un A-module, & un sous-ensemble de
AssA(M). Il existe un sous-module M' de M tel que AssA(M') = ASSA(M) -9
et AssA(M/M') = 3.
Démonstration

Soit F l'ensemble des sous-modules P de M tels que AssA(P)c;AssA(M)—
Comme il contient (0) il est non vide. Il est inductif.

Soit M' un &lément maximal de F. On va démontrer, ce qui est suf-
fisant, que AssA(M/M') est contenu dans 9.
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Soit p € AssA(M/M'). Il existe un sous—module de M/M' isomorphe &
A/p. 11 est de la forme N/M' oli N est un sous-module de M contenant M'.
On a les inclusions
1] U = 1] U
AssA(N) c AssA(M ) AssA(A/p) AssA(M ) {p}
Puisque M' est maximal dans F, N n'appartient pas & F. Il en résul-

te que p appartient & ¢ (par définition de F).

3. Idéaux premiers associés et support
Proposition 1.6

Sodit M un A-module.

1. On a &'inclusion AssA(M) c SuppA(M)

2. Les assentions sulvantes sont équivalentes :
(1) M= (0)

.3
[

)

3. Les ensembles, ondonnés parn {nclusion, AssA(M) et SuppA(M) ont mémes 606~
ments MINTMAUX,

Démonstration

(ii) Supp, (M}

(ii1) AssA(M)

1. Soient p ¢ Ass, (M), x un é1ément correspondant a p.
On a un diagramme & ligne et colonne exactes

N A/Ann(x) —> A/p — O

4 +——§ «~—O

qui, par tensorisation par Ap, fournit un diagramme a ligne et colonne e-
xactes de Ap—modules 0

x/1) A —> A /pPA —> 0O
) A p P%

M
P
Comme Ap/pAp est non nul, il en est de méme de Ap(x/l) et donc de Mp et
pe SuppA(M)-
2. 11 est clair que (i) implique (ii) et, compte tenu de 1., que (ii) impli-
que (iii).

1T suffit de démontrer que (non i) implique (non iii).
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Soit x un &lément non nul de M. Alors Ann(x) est contenu dans un i-
déal maximal m. et donc dans un idéal premier minimal p. Cet &lément
appartient a d Ass, ™).

3. Soit p ¢ Supp ™). Comme le Ap—module Mp est non nul, il résulte de 2.

(Mp) est non vide. Soit g’ ¢ Ass (Mp). L'{idéal premier ¢ =

que Ass A

A
-1 P p
(ii) 1(q') est donc contenu dans p et appartient a Ass, (M) (prop. 1.4.7).

Corollaire
Un idéal premier MINIMAL de A apparntient & Ass, (A)
Démonstration
Un idéal premier minimal de A est un &1ément minimal de Supp, (&) =

Spec(A). Il appartient donc a AssA(A).

4. Diviseurs de zE€ro et éléments nilpotents

Proposition 1.7

Soient A un anneau noethérien, M un A-module.

L'ensemble D(M) des divisewrs de zérnode M est pehss, anP -
Démonstration

Soient pe Ass, (M), a e p. Alors, p = Ann(x) avec x # O, parce que
A est noethérien, et ax = 0. Donc, a ¢ D(M).

Soient a € D(M), x non nul ¢ M tels que ax = 0. Comme Ax # O, ASSA(AX
est non vide.

Soit p ¢ AssA(Ax). Comme A est noethérien, p est de la forme Ann(bx)
pour un élément convenable b de A. De a(bx) = 0, on déduit que a appartient
ap.

Définition

Sodlent A un anneau, M un A-module, a ¢ A.

On dit que a est un é€ément presque nilpotent (nesp. nilpotent) de
M 84, pour tout x € M, {L existe un entier n(x) > 0 tel que "™y 2o
(nesp. s'4iL existe un entier n > O tel que a™ = (0)).

S{ M est un A-module de type find, un éLément presque nilpotent de
M est nilpotent.

Proposition 1.8
L'ensemble des &ALZnents presque nilpotents du A-module M est

A
peAss (M)p peSuppA(M)p
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Démonstration
- PR . . m -
. Comme Ass, () et Supp, (1) ont mémes &léments minimaux, peASSA(M)p
peSuppA(M)p. IT suffit donc de démontrer que 1'ensemble des &léments pres-
que nilpotents de M est N
peSup
11 est clair Supp pp(ax). D'autre part, dire que a

que (M
est presque nilpotent dans M ﬁ'est d?ie que, pour tout x ¢ M, a est nilpo-
tent dans Ax.

IT suffit donc de vérifier que 1'ensemble des &léments nilpotents
de Ax est pQSuppA (Ax)p. Or, Supp(Ax) = V(Ann(x)), pQV(Ann(x))p est la ra-
cine de Ann(x) “ et cette racine est bien 1'ensemble des éléments nilpo-
tents de Ax = A/Ann(x).

Corollaire |
Sott M un A-module de type fint.

Alors, r(Ann(M)) = N p

R Y 4 TAY
DEASS , (M)

A
Corollaire 2

. . m
Le nitradical de A est pe ASSA(A)p

Démonstration
I suffit d'appliquer la proposition 1.8 au A-module de type f4ini A.
Remarque

Un é€ément MINIMAL de AssA(M) (ou ce qui est équivalent de SuppA(M))
est appels (déal premier {s508¢ assocllé a M.

Un Ldéal premier associé a M qui n'est pas L5088 est dit immengé.

Dire que p ¢ Ass, (M) est immergé c'est donc dire qu'il existe g ¢
AssA(M) strictement contenu dans p.

La terminologie d'idéal premier associé {5088 ou {immergé & une origi-
ne géométrique qui sera explicité plus Loin. [chapitre 6. corollaire de la
proposition I.4].

On remarquera que dans la proposition 1.7 et ses corollaires on peut
remplacer 1'ensemble AssA(M) par le sous-ensemble des idéaux premiers as-
sociés isolés.

II. Décomposition primaire

1. 1déaux premiens associés d'un module de type fini sur un anneau noethérien

La proposition ci-dessous est trés utile. Elle permet souvent de se
ramener 3 des problémes sur des modules monogénes d'annulateurs des idéaux

premiers.
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Proposition II.1

Sodent A un anneau noethérnien, M un A-module de type gind.
1. 1L existe une suite de composition

MO=(O)CM C...cM =M

1
telle que, pour i = l,...,n, £e A-module M./M._, s0.it monogéne d'annulateun

un Ldeal premier p; et done <isomonphe a Alp,.

2. On a Res Anclusions AssA(M) C.{pl,...,pn} c SuppA(M)

Démonstration

1. Soit F 1'ensemble des sous-modules de M admettant une telle suite de
composition. I1 est non vide car (0) ¢ F. Soit N un &lément maximal de F.
Si N était distinct de M, i1 existerait p ¢ AssA(M/N) et donc un sous-mo-
dule P de M contenant N strictement tel que P/N soit isomorphe a A/p. Ce
sous-module P appartiendrait & F, contrairement & 1a maximalité de N.
Donc, M = N et M a une suite de composition comme dans 1'é&noncé.

2. Des suites exactes

0 — Mi- — Mi-——+ A/pi —> 0 (L =1,...,n)

1
on déduit 1'égalité

Supp, (M;) = Supp, (M;_,) U Supp, (A/p;) = Supp, (M;_,) UVIp,)

ct
]

donc
SuppA(M) = V(pl) u ... U V(pn)
En particulier, les idéaux premiers Pys---sPy appartiennent a Supp, (M) .

m

On a de méme 1'inclusion
AssA(Mi) < AssA(Mi_l) LJAssA(A/pi) =Ass, (M, )V {pi}
et donc
AssA(M) C.{pl,...,pn}
Corollaire
Sodent A un anneau noethérnien, M un A-module de type §ind.
Alons, AssA(M) est find.
Exemple
Soient A un anneau local noethérien d'idéal maximal m possédant un
idéal premier p distinct de m. Le sous-module N = m/p a une suite de compo-

5...0M = (0) comme dans la proposition II.l. Or, m n'appartient

=T 0
pas 3 AssA(A/p) = {p}. L'inclusion AssA(bO < {pl,...,pn} de la proposition

sition M
n

II.1 peut donc &tre stricte. On voit également qu'il n'y a pas en général

unicité de l'ensemble {pl,...,pn}.
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Proposition 11.2 (caractérisatian des maduies de iongueur finie)
Soient A un anneau noethénien, M un A-module de type §ind.
Les assentions suivantes sont Equivalentes :

(4) M est de Longueur finie

(&) Tout p € Ass, (M) est un idéal maximal

(iii) Tout p e Supp LD est un ideat maximag

Démonstratian
1T est clair que (ii) implique (iii)

(i) => (ii1). Sait p ¢ Ass,(M). Le A-madule A/p qui est isamarphe a un
s t de longueur finie. L'anneau A/p est donc artinien.
Comme i1 est intégre, c'est un corps et p est maximal.
(iii) = (i). I1 résulte de la propasition I1.1 qu'il existe une suite
de composition

My=(0)€C ...eM =M
telle que MM soit isomorphe a un A-module A/pi, oll p; appartenant
a Supp, (), est maximal par hypothése.

Le A-module Mi/Mi—l est donc de longueur finie (i = 1,...,n). Il
en est de méme du A-module M.
2_Sous-modules irréductibles

La théorie qui suit s'est d'abord développée pour les idéaux
d'un anneau (noethérien) A, i.e. les sous—modules de A.

Des raisons techniques naturelles ont conduit a 1'étendre aux
sous-modules d'un A-module de type fini.
Définitions

Soient A un anneau, M un A-modufe, N un sous-module de M.

On dit que N est {wnéductible (dans M) a4 une égalité N = PnQq,
ol P et Q sont des sous-modules de M, {mplique L'égalité P = N ou Q = N.

Un {déal a de A est dit uwéductible s'LL est {nwnéductible en
tant que sous-module du A-module A.
Exemples
1. Un idéal premier p de A est irréductible: une égalité anb =p im-
plique, en effet, 1'inclusion abc p et donc a € p ou b < p soit a =p
oub =p.
2. L'idéal (6) de z est réductible puisque égal a (2) n (3).
3. L'ideal (XZ,XY:) de k['x,Y], ol k est un corps et X et y sont des indé-
terminées est réductible car égal a (X) n (Y,Xz).
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Proposition II.3

Sodent A un anneau noethérnien, M un A-module de type fini.

Tout sous-module de M est internsection d'un nombre fini de sous-
modules (uéductibles.
Démonstration

11 suffit de démontrer que 1'ensemble F des sous-modules de M non

intersection d'un nombre fini de sous-modules irréductibles est vide.
S'il n'en é&tait pas ainsi, puisque M est noethérien, F admettrait
un élément maximal N qui ne serait pas irréductible. I1 existerait donc
des sous-moduies P et Q de M contenant N stnictement teis que N = PnQ.
Mais alors P et Q n'appartiendraient pas a F,seraient donc intersection
d'un nombre fini de sous-modules irréductibles.
11 en serait de méme de N, contrairement au fait que N appartient

On va démontrer ci dessous qu'un sous-module irréductible est
primaire au sens du chapitre I.

On nappelle que Le sous-module N de M est dit primaire 84, pour
tout a € A, £'homothétie GZ/N de M/N est soit infective s0it presque nil-
potent.

Proposition 11.4

Sodlent A un anneau noethérien, M un A-module de type fini, N un
sous-module de M distinet de M.

SL N est indductible dans M, (L est primainre,

Démonstration

On dodit démontren que, 54 a ¢ A est tel que L'homothétie GS/N ne
504t pas injective, cette homothétie est presque nilpotente, i.e., comme
M/N est de type fini, nilpotente. La non-injectivité de GZ/Nse traduit
par 1'existence de x ¢ M n'appartenant pas a N tel que ax appartienne

aN.
La suite (N:an)neN de sous-modules de M est croissante, et donc,
puisque M est noethérien, stationnaire. Soit n ¢ ¥ tel que (N:an) =
n+l
(N:a ).
On pose P = N + ax, Q = N + a'M. On démontre X£'Egalité N = PnQ:
Soit z ¢ PN Q. I] existe s e N, b e A, t ¢ N, y ¢ M tels que

zZ=s+bx=t+ any.




Alors az = as + b(ax) appartient a N. Comme d’autre part,
az = at + a1y, a™ly appartient a N; donc, y appartient a (N:a"'l) =
(N:a™) et a"y appartient 3 N. I1 en est de méme de z = t + a'y.

Puisque P contient N stnlctement et N est irréductible, Q = N.
Par conséquent, a™M est contenu dans N, i.e. GZ/N est nilpotente.
Corollaire (existence des décompositions primaires sous hypothéses noe-
thériennes)

Sodient A un anneau noethénien, M un A-module de type §indi.

Tout sous-module de M distinct de M est intersection d'un nombre
§ini de sous-modules prdlmaires.

Une représentation du sous-module N de M, distinct de M, comme
intersection d'un nombre fini de sous-ensembles primaires est appelée
une décomposition primaire de N.

On va achever ce paragraphe par une autre caractérisation en
termes d'idéaux premiers associés d'un sous-module primaire, sans hypo-
théses noethériennes d'ailleurs.

Proposition II1.5

Sodent A un anneau, M un A-module, N un sous-modufe de M.

Les assentions sulvantes sont Equivalentes:

(4) N est primaire

(4L) Ass, (W/N) est nédudit a un 2Lément (On dit alors que M/N est
coprimaire)

S AssA(M/N) = {p}, Le sous-module N est p-primaire.
Démonstration
(i1) == (i). Si Ass, (4/N) = {p}, 1'ensemble des diviseurs de zéro de
M/N est p,

C'est 1'ensemble des éléments a de A tels que 1'homothétie GZ/N
ne soit pas injective. On a vu aussi que p est 1'ensemble des &léments
aeA tels que 1'homothétie S, MV soit presque nilpotente (prop. I.7).
Donc, N est p-primaire.

(i) == (ii). Si N est p-primaire, p = M3 (prop. 1.7) et

q Ass
E 9 {r}.

=V
P= e ASSA(M/N)q (prop. I.1). Donc, Ass Rul

3. Décompositionsprimaires réduites

On va démontrer, sous hypothéses noethériennes, l'existence de
décompogitions primaires privilégiées, les décompositions primaires ré-
duites et démontrer certaines propriétés d'unicité.
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Proposition I1.6

Solent A un anneau, p un L{déal premier de A, M un A-module,
une famille ginie de sous-modules p-primaires.

Le sous-module SQINi est p-primaine.

Démonstration

Soient a ¢ A, x ¢ M tels que ax appartienne a fQINi mais a n'ap-

{Ni}iel

partienne pas a p.
Alors, puisque N, est p-primaire, pour tout i ¢ I, x appartient

a N, et donc x ¢ .ON..
1 igl i

Daéfinition

Une décomposition primaire N = fngi(I §ind) du sous-module N du
A-module M est dite néduite s4, p; désignant £'unique é€ément de
AssA(M/Qi), p; est difgérent de P; AL 1 # et sd, pour tout i e 1,

(). Q, n'est pas contenu dans Q.
J

jit
Proposition 1i.7 (existence des décompositions primaires réduites)
Scient A un anneau noethérien, M un A-module de type §ind, N un

sous-module de M.
1. ¥ a (au moins) une décomposition primaire néduite
2. Soit N = 521 Q; une décomposition primaire ol Q; est p.-primaire (en
sonte que ASSA(M/Qi) = {pi}).
Les assentions sulvantes sont Equivalentes:
(L) La décomposition est néduite
(L) S4 1 # ], p; # P; et Ass(M/N) = {p;}; ;
Démonstration
1. Partant d'une décomposition primaire N = fQIQi’ on regroupe les sous-
modules Q; primaires pour le méme idéal premier. On peut donc supposer
p; # P; sii#j.

Soient & 1'ensemble des parties J de I telles que fngi =N, J
un élément de ¢ ayant un nombre d'éléments minimum. La décomposition
primaire N = fngi est réduite, car s'il existait i ¢ J tel que Q;
contienne jQJ_{i}QJ., 1'élément J-{i} de & aurait moins d'é&léments que I.
2. (ii) == (i). L'inclusion jQin c q, implique 1'égalité N = jQin et
donc Ass, (Y/N) < {ps}. puisque AssA(M/jQin)C #iAssA( M/Qy) -
Elle est impossible par hypothése.
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— (ii). On sait que Ass, (M/N) est contenu dans L’AssA(M/Ql),

A T T2 el

12 faut démontrer que p; appartient & Ass, (M/N). Soit
v N = n' v . - e
Qi j#in en sorte que N Qif\Qi et Qi # N puisque la décomposition
est réduite.

De 1'isomorphisme Qi/N 3 Qi + Qi/Qi on déduit que AssA(Qi/N) est
contenu dans Ass(M/Q;) = {p;} et donc, puisque AssA(Qi/N) est non vide
égal é{pi}.Comme AssA(Qi/N) est contenu dans AssA(M/N), p; appartient

a AssA(M/N).

Etude de 1'unicité des composantes primaires

Définition

Sodlent A un anneau wnoethérien, M un A-module de type §ini, N un
sous-module, N = fQIQi une decomposition primaire néduite de N, ol Q,
et p, primaine.

La composante Q; est dite isoke (nesp., immergle) si £'idéal p,
est idéal premier <5088 (nesp. immerngl) de M/N.

On va démontrer que les composantes isolées sont déterminées de
maniére lnique. Par contre, les composantes imérgées ne le sont pas.

Proposition 11.8 {iocaiisation des décompositions primaires réduites)

Sodent A un anneau noethdnien, M un A-module de fype §ini, fQIQi
une décomposition primaire néduite du sous-module N de M, S une partie
multiplicative de A,

Soit J={ice /p; ﬁ §=9¢} oa {p;}= Ass, (M/Q,).

Alons, S "Iy = ﬂ S Q est une decompoé&t&on primaine néduite de
s N ({dentigié a un AouA moduﬂe de s~ M)
Démonstration

On sait que sy = ﬂ (S Q ). Comme siig¢d, s Q = sy,
S_lN = ” —lQ SiieJg, 1 1deal s~ p est premier et S lQi est
S ]'p pr1ma1 re.

De plus, il résulte de la proposition I.4 que Assl (s~ M/S N)

{s” p }. il La décomposition S 1N = ﬂ S Q est redu1te (propos1t1on

II.7.2)
Corollaire
Les hypotheses et notations sont celles de La proposition 11.8

S Q; est une composante Lisolee, Q; = (iil)—l(N)-
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Les composantes is0fées sont donc déterminées de maniére unique.
Démonstration

11 suffit d'appliquer le résultat précédent a S = A - p;, en re-
marquant qu'alors J = {i}.
Composantes immergées

La démonstration ci dessus n'est plus valable si la composante Q;

est immergée. Ceci signifie qu'il existe j ¢ I tel que 1'idéal premier
Py soit strictement contenu dans p; et alors Np n'est pas égal a (Qi)p

1 1
mais a 1'ihte Sect‘iO!. de . avec . . .
(Ql)p. ]EI/!?. p.(Ql)p.

L'exemple ci dessous montre qu'il n'y a pas foncément unicite de
composantes L{mmergées.

En fait, il n'y a jamals unicité des composantes immergées (exer-
cice 15).
Exempie

Sodent k un conps, X et Y des indéterminées, A = k[X,Y], a £'idéal
(%%, XY).

On démontre, pouwr tout tfément c de k, 1'égalité (X°,XY) =
(XN (T+cX,X%).

L'idéal (X) est premier et donc (X)-primaire. L'idéal (Y+cX,X2)
est (X,Y)-primaire.

On a donc une d@composition primaire de a. Elle est xédudite car
il n'y a pas de relation d'inclusion entre (X) et (Y+cX,X2). La compo-
sante (X) est isolée tandis que la composante (Y+cX,X2) est immergée,
Cette composante immergée dépend de c.
4. Décomposition primaire des idéaux

Proposition I1.9
Soit A un anneau non necéssairement noethénien,
1. Sodient p un {déal premier de type §ini, q un L{déal p-primainre,
1€ existe n e N tel que p'c q<p.
2. Soit p un idéak maximal. Si q est un idéak tel que p"Cq < p, powr un
entien naturel n, q est p-primaire.
Démonstration
1. Soit (aj,-.-»a) un systéme fini de générateursnde 1'idéal p. Comme

p=r(Q, il existe n. ¢ ¥ (i = 1,...,r) tel que ail appartienne a q.
IT suffit de prendre

n=n,+ ...+n
1 r
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2. 11 est clair que r(g) = p. SOoit b ¢ A. Si b n'appartient pas & p,p +Ab =
A.
IT existe donc u e p", v e A tels que 1 = u + vb et alors a = au+vab.
Si ab appartient & g, i1 en est de méme de a.
Si £'idéak premien p de A n'est pas maximak, £'idéat p", ol n est
un entien > 1, n'est pas nécéssairement primaire, comme le montrent les
exemples traités plus loin.
Par contre, 1' 1dea1 p "o de 1'anneau Ap est pA -primaire. I1 en ré-
sulte que 1'idéal (1p) " a,) est p- primaire.
Cet ideal est appeﬁz La pu&ooanLe symbolique n-&me de p et noié p
(Si a est intégre, p™ = p™a_Ma)
On verra ulté@rieurement que sz 1l'anmmeau A est noethérien, on a une
ggalité
JD: pnAn = (0) (théoréme d'intersection de Krull) (ex.13 du chap.8,
corollaire 2 du théoréme I1.4)
Par conséquent,
et = a™ (M) = @b
est le saturé de 1l'idéal (0) pour la partie multiplicative A-p.
5. Quelques contre-exemples classiques sur les idaux primaires.
1. Exemple d'un 4dEal non primaire dont La nacine est un {déal premier.
Soient k un corps, X et Y des indéterminées, g 1'idéal (XZ,XY) de
k[X,Y]

La nacine de a est (X):

S1 £(X,Y) € r(a), on a une égalité

FXD™ = g(X, X + h(X,Y)XY

IT en résulte que £(X,Y)" et donc £(X,Y) est divisible par X, i.e.
£(X,Y) e (X).

Réciproquement, si £(X,Y) € (X), £(X,Y) = Xg(X,Y) et donc
fx,1% ¢ ) < a

L'idéal a n'est pas primaire car sinon il serait (X)-primaire. Or
XNea, Yér@ etxéa
2. Exemples d'idéaux puissances d'un idéal premier mais non primaires.
18" Exemple : On va construire un exemple dans un anneau de polyndmes d

coefficients dans un conps, a un nombre fini d'indéterminées. Un tel an-
neau est ncethérien factoriel.
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On verra au chapitre 11 qu'un idéal premier de hauteur | d'un an-
neau noethérien factoriel (i.e. tel qu'un idéal premier contenu dans cet
idéal soit (0) ou cet idé&al) est principal.

Or, il est facile de vérifier que dans un anneau intégre une puis-
sance d'un idéal principal premier est un idéal primaire. D'autre part,
une puissance d'un idéal maximal est un id&al primaire.

I1 en résulte qu'un exemple ne peut &@tre obtenu dans 1'anneau k[X]
des polynOmes & une ind&terminée & coefficients dans le corps k (les i-
deaux premiers sont principaux), non plus que dans 1'anneau k[X,Y] des
polyndmes # deux indéterminées (on verra ultérieurement que les idéaux
premiers sont ou principaux ou maximaux).

Solent La quintique de neprisentation paramétrique : X = T3,

Y = TA, z=1, p L'idéal premien, noyau de L'homomonphisme:
£(X,Y,2) — £(1°,7%,7°) de k[X,Y,Z] dans k[1]. On va démentrer que
£ridéal p® n'est pas primaire.
On va expliciter un sysieme de générnateuns de £'idéal premiern p.
On remarque que les polyndmes
£ (X,Y,2) = v2-xz £,(X,Y,2) = vz-x> £,(X,Y,2) = 22-x%y

On va démontrer qu'ils engendrent p.

A cet effet, on va trouver une forme canonique modulo 1'idéal
(f,f,,f,) d'un élément de k[X,¥,z]}. 11 suffit de considérer un mondme
a_b,_c

x*y°z°.
Sib o> 2, X% = P20 2 xY°T20) (xz) = x*HyPT0M
L]

L} L}
modulo (£,) soit x2vP2¢ = x® ¥ 2 modulo (£)) 00 b'+c' = (b-2) +
(c+1) = (b+c)-1< b + c.

Si ¢ » 2, un calcul analogue, utilisant £,, montre que %y
b' c!
z

ch -

Xa'Y modulo (f4) avec encore b' +c' < b+ c.
Sib>»1etcs>1, onobtient un résultat analogue en utilisant £,-
Les seuls cas ol il n'est pas possible d'appliquer 1'un de ces
trois procédés de réduction sont énumérés ci dessous
b=1 ¢ =0 correspondant & un mondme XY
b=0 c=1 correspondant a un mondme X°Z

b=0 <=0 correspondant & un mondme X°
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A
S

Ainsi un polyndme f£(X,Y,z) € k[X,Y,z] est congru modulo (£],5,,£)

P(X)Y + Q(X)Z + R(X)
ol P(X), Q(X), R(X) e k[X]

Si £(%,Y,2) € p, On a

0 =£¢r3,7%,1%) = P + rHT + R(TD)

Les degrés des mondmes apparaissant dans P(T3)T4, Q(T3)T5, R(T3)
sont respectivement congrus modulo 3 & 1,2,0. I1 n'y a donc pas de simpli-
fication possible et P(T0) = Q(T°) = R(T?) = 0 et donc P(X) = Q(X) = R(X)=

= (f ).
(£,.6,5E5)-

©

>

.
3
w
putt
3

, £ appartient a (fl’fZ’f3) et

On nemanque que
fg - £f, = X(XS—SXZYZ+XY3+Z3) appartient & p2 et que X n'appartient
pas & p. Si p2 était primaine, AL sernait p-primairne et par conséquent

X5 - 3X2YZ + XY3 + Z3

appartiendralt a p2. Or, c'est impossible car tous les mondmes de coef-
ficient non nul d'un élément de p2 sont de degré au moins 4.

2%me exemple : On peut cbtenirn un exemple & partin d'une courbe tracle

sun une surface nen factonielle, i.e. d'algébre affine non factorielle.
Le cone d'équation xv-z2 = 0 est une telle surface. Son algébre affine

est k[x,y,z] = A Ol xy = 22. Le cone contient 1'axe des Y dont 1'idéal

premier dans 1'algébreaffine est 1'idéal premier non principal de hau-

teur 1, (x,z).

On remarque que xy = 22 appartient a p2 et que x n'appartient pas
a p2: en effet, une égalité

X = A(x,Y,z)x2 + B(X,Y,Z)XY + C(x,Y,z)z2 + D(X,Y,2) (XY - 2%y
est impossible car, pour des raisons de degré, XY-z2 ne peut diviser
X - A(x,Y,z)x2 - B(X,Y,Z)XY - C(X,Y,Z)Zz.

D'autre part, y n'appartient pas & p car sinon p serait (x,y,z)
et k[g,y,é]/p serait isomorphe & k, ce qui n'est pas, puisqu'il est iso-
morphe & k[X].

6. Anneau total des fractions d'un anneau noethérien réduit
Théoré&me II.10

Sotent A un anneau noethérien réduit, Dys--eoP, les idéaux pre-
miers minimaux de A, A 1'anmeau A/pi, Ki le corps des fractions de A.l

d-=1,...,n), K L'ameau total des fractions de A.
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La surjection canonique M,: A — A, se prolonge de maniére unique
en un homomorphisme ¢ de K dans K.

L'application ¢ : x — (¢ (x),...,¢n(x)) est un isomorphisme
d'anneaux de K sur 1T nK
Démonstration

L'ensemble D des diviseurs de 2éro de A est 'Ul p;

En effet, on sait que D est contenu dans ﬁilpi’ car pi e Ass(A).

Soient, d'autre part, b et ¢ éléments de A tels que ¢ # 0 et bc=0.

Comme fqlnpi = (0), il existe i ¢ {1,...,n} tel que ¢ n'appartien-

fie pas a pi e

L2

alors b appartient 3 p;-

On sait donc que K est 1’'anneau de fractions de A associé & la par-
tie multiplicative S=A—;i?pi. C'est donc un anneau noethérien dont les
idéaux maximaux sont les idéaux piK(i =1,...,n) qui sont de hauteur O.
C'est donc un anneau artinien. Les lignes qui suivent redémontrent dans
ce cas particulier le théoréme de structure des anneaux artiniens comme
produits d'anneaux locaux.

I1 est clair que Hi se prolonge de maniére unique en un homomor-

phisme ¢i de K dans Ki défini par ¢l(a/s) = Hi(a)/ﬂi(s).

. . . .
Cet homomorphieme est surjectif, i.e. Hi(s) = Ai - {0}: soit, en

L
effet, X un élément non nul de A.. est un représentant de x, soit

={jel,...,n/x" ¢p.}. 8i1={1,...,n}, x' appartient a S. Sinon,

soit x'" dans fﬁij et non dans ;ilpj' Alors, si x = x'+x"", appartient

x

38 et Hi(x)_; X. L'homomorphisme o5 de K = S_IA dans Ki = EJ(S)-lA
pour noyau § “p., i.e. p.K. Il induit donc un isomorphisme s ¢ K/piK+Ki.

D'autre part, on sait que les idéaux piK sont les idéaux maximaux
de K.

L'application naturelle ¢ : K —> =1 K/p K est donc surgjective.
Son noyau est (0) car il est 'nl p; K, c'est a dlre, par platitude de K
sur A, (521 pi)K. Donc ¢ est surJectlve. C'est donc un isomorphisme
d'anneaux. Il en est de méme de ¢ qui s’'en déduit au moyen des isomor-
phismes E}.
II1. Support, idéaux premiers associés et changement d'anneaux

Cette partie assez technique peut &tre laissée en premiére lec-
ture.




117 SUPPORT, IDEAUX PREMIERS ASSOCIES

1. Support et changement d'anneaux
si

Proposition IIIL.1

Sotent ¢ : A —— B un homomorphisme d'anneaux , M un A-modu-
le.
1. Alors SuppB(M g B) est contenu dans Spec(¢)-1(SuppA(M)) :
2. 57 le A-module M est de type fint, SuppB(M ? B) = Spec(¢) (SuppA(M))
Démonstration
1. Soient q = Supp(M 2 B), p = Spec(¢)(q) = ¢—1(q). Comme (M 2 B)q est
non nul, il en est de méme de M 2 Ap = ¥ : en effet, (M 2 B)q =
M%BngﬁMng:MgApﬁBq: (MgAp) ?qu.

Donc, p appartient 3 Supp(M) et g appartient 3 Spec(¢)_1(SuppA(M)).
2. Soit q ¢ Spec(¢)_1(SuppA(M)), en sorte que si p = ¢-1(q), Mp est non
nul.

On doit démonstrer que, s M est de type fini (M ® B)q est non
nul, i.e. que M 2 Bq est non nul.

Remplagant A par Ap’ B par Bq et ¢ par 1'homomophisme de Ap dans
Bq défint par ¢, on se raméne & la démonstration du résultat suitvant :

Sotent A et B des anmeaux locaux, ¢ un homomorphisme local de A
dans B, M un A=module de type fini.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) M= (0)

(ii)M§B=(O)

I1 est clair que (i) implique (ii).

On démontre que (non i) implique (non i1i). Soient k(A) et k(B)
les corps résiduels respectifs de A et B. Le k(A)-espace vectoriel
k(A) g M est non nul (lemme de Nakayama). Le k(B)-espace vectoriel
k(B) @ (B @ M) est non nul car il est isomorphe a k(B)k?A)(k(A) 2 M).
11 en est de méme, a fortiori, de M 2 B.

2. Idéaux premiers associés et changement d'anneaux

La proposition ci dessous sera utilisée dans le chapitre 13 (thé-
oréme II.5). Elle est un cas particulier de ((3) chap. 4 §2 n°6 th.2).
On commence par un lemme.

Lemme
Sotent A et B des anmneaux noethériens, f : A —— B un homomor—

phisme plat, p un idial premier de A, E un A-module dont 1l'annulateur
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contient une putssance de p et tel que Ass(E) = {p}.
57 q ¢ Ass,(E @ B), £ )
Démonstration
De an = O, on dedu1t que p "B est contenu dans Ann(B 2 E). Donc,
pnB < g, d'ol p ¢ £ (q) et, puisque £ (q) est premier, p € £ 1(q).
D'autre part, si a € A-p, 1'homothétie 63 est injective. Par pla-

titude de £, 1'homothétie GBQE est injective. Donc, f(a) n'appartient
£(a)
pas 3 q.
I1 en résulte p = f_l(q)
Proposition III.2

Soeint A et B des anneaux noethériens, f:A — B un homomorphisme

plat, a un Zdéal de A.

Alows B/aB) = U B/pB
Lors, AssB( /aB) peAssA(A/a) AssB( /pB)
Démonstration
Soit q = % une décomposition primaire réduite de g, ol 1'i-

7 q,
déal q; est pi—;r;ma;re. Le A-module A/aq s'identifie & un sous—module
du A-module ig; A/qi. Par platitude de B, B/gB s’'identifie & un sous-
module du B-module i@; B/qu.

11 en résulte AssB(B/aB)C- fﬁi AssB(B/qu).

On va démontrer 1'égalité AssB(B/qu) = ASSB(B/piB) (i=1,...,1).

Comme AssB(B/piB) est contenu dans AssB(B/aB) puisque, de la sui-
te exacte 0 —> A/pi —~— Ala, se déduit par platitude 1la suite exacte
0 —» B/p.B — B/aB, il en résultera 1'inclusion ;i; ASSB(B/piB)
Ass (B/aB) et donc 1'égalité cherchée.

I1 existe une puissance de p; qui annule le A-module A/q 11 ré-
sulte du lemme que si g ¢ AssB(B/qu), (q)

On a, d'autre part, une suite de comp051tlon

E, = A/q;2 E; ... DE_= (0)

de A-modules ol E, /E est de 1a forme A/p! pour un idéal premier pé

1+1
appartenant au support de A/qi, qui est V(pi).Donc, pj >p;-
On en déduit, par platitude, une suite de composition

B ? Eo = B/qu > B 2 EID...DB ? En = (0)
avec (B ? Ei)/(B g Ei+1) = B/ij.

yn-l ?
Alors, AssB(B/qu) est contenu dans =0 AssB(B/ij).
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Si q' ¢ Ass_(B/ , 11 résulte du lemme appliqué au A-module A/pj
-1

]
B ]

que f “(q") i
Ainsi, AssB(B/qu) n AssB(B/pj'B) =@ si p} # pi.
Donc, AssB(B/qu) = AssB(B/piB)

Exercices sur le chapitre 3
(1) Soit A un anneau (ntegre. Quel est AssA(A) ? Quelle est Ta décompo-
sition primaire de (0) dans A ?

(2) Soient A un anneau, L un A-module Tibre. Comparer Ass, () et AssA(L).
(3) Soient A un anneau, somme directe de deux idéaux a et b. Comparer
AssA(A) et AssA(a) U AssA(b).
Soient ApseesAl des anneaux intégres. Calculer
ASSAIX...XAH(AIX"'XAn)
(4) Soit A un anneau noethérien intégre dont tout idéal premier ron nul
est maximal. Un id@al de A a-t-il des camposante immergées ?
Donner des exemples de tels anneaux.
(5) Soient k un corps, X,Y,Z des indéterminées.
L'idéal (x%,v3,2°) de k[X,Y,z] est-il primaire ?
(6) Soient k un corps, X et Y des indéterminées.
Quelle est la décomposition primaire de 1°idéai (X2+ Yz) dans Te
sk =R? k=C7k=TF, corps & deux éléments.
(7) Soient A un anneau, M un A-module.
Démontrer que 1'homomorphisme naturel de M dans QEQSSA(M)MP est
injectif.
(Utiliser le fait que si x ¢ M est non nul, il existe p ¢ Ass, (M) con-
tenant Ann(x)).
(8) Anneaux absofument plats
1. Soient A un anneau, a ¢ A.
Démontrer les équivalences: (i) il existe x ¢ A tel que a = a%x
(i) 1'idéal (a) est facteur direct de A
(iii) le A-module A/(a) est plat
(iv) pour tout idéal b de A, (a)nb = ab
((1) =» (ii): remarquer que ax est un idempotent qui engendre (a);
(iii) = (iv): tensoriser par A/(a) la suite exacte

0~ b — A — A/b — 03

(iv) =>» (i) appliquer 2 b = (a))
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- L

2. Soit A un anneau tel que, pour tout a e A, Jes conditions équivalen-
tes ci dessus soient vérifiées. Démontrer que tout idéal de type fini A
est principal facteur direct de A. Réciproque ?
(remarquer que si e et f sont deux idempotents, (e,f) = (e+f - ef)
3. Démontrer les équivalences pour 1'anneau A:
(i) tout idéal de type fini de A est facteur direct de A
(ii) tout A- module est plat
(Utiliser le fait qu'une limite inductive filtrante de A-modules plats
est un module plat pour démontrer que (ii) est &quivalent a (ii'): pour
tout 1déal de type fint a de A, le A-module A/(a) est plat)

En déduire les équivalences des définitions d'un anneau absolument
plat données dans le chapitre 2 (11.§5) et chapitre 3(1.§1).
4. Démontrer que tout {idéal premier d'un anneau absolument plat est ma-
ximal.

Si m est un idéal maximal d'un anneau absolument plat A, comparer
Am et A/m.

Quels sont les anneaux absolument plats noethériens ?

(9) Idéaux premiens de k'
Soit E un ensemble. On rappelle qu'un fZltre sur E est un ensemble

r§ de parties de E, stable par intersection finie, stable par inclusion
de'g et ne contenant pas @. Un ultrafiltre est un filtre maximal pour la
relation d'ordre fournie par 1'inclusion dans 1'ensemble des ensembles
de parties de E: &tre plus fin que. L'ensemble des parties contenant un
élément de E est un ultrafiltre, appelé ultrafiltre trivial. On démon-
tre, au moyen du théoréme de Zorn, que, pour tout filtre q;, il existe
un (au moins) ultrafiltre plus fin que 3 . On peut aussi caractériser
un ultrafiltre M comme un filtre satisfaisant a 1'une des propriétés &-
quivalentes suivantes: (i) A,BCE, AUBE€ WM => A ou B ¢ WL
(i1) A E, AouCa e W

Dans N, le complémentaire des parties finies est un filtre, appelé
filtre de Fréchet. On démontre que tout ultrafiltre non trivial de N est
plus fin que le filtre de Fréchet.

Soient k un corps, A 1'anneau kN. On appelle Cossup (x), ol
x = (x) g 1€ sous-ensemble {n e ¥/x_ = O}.

Démontrer que, si a est un idéal de A distinct de A, 1'ensemble
{Cossup (x)/xea} de parties de N est un filtre de N, et que ce filtre
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est un ultrafiltre si et

[}

e & qu
ment, si Mest un ultrafiltre sur N, {x ¢ A/Cossup(x) € W} est un idéal
premier de A.

Démontrer, sans utiliser le théoréme de Cohen, 1'existence dans
A d'idéaux premiers qui ne sont pas de type fini. A quels utrafiltres
de y correspondent les idéaux premiers de type fini de A ?
(10) L'exercice suivant est tiré de: E. Graham Evans, Zero Divisons in
noethenian-Like Rings. Trans. Amen. Math. Soc., 155, n°2,p.505-512. (%)
1. Soient A un anneau, S une partie multiplicative de A formée d'2Lé-
ments néguliens, M un A-module. On rappelle que D(M) est 1'ensemble des
diviseurs de zéro de M.
Demontrer: 1. D((i}), (STM) = DO

2. D(s™ho =" D) (s'A) (produit d'un &lément de D(M) et
d'un élément de S—IA)
3. Si D(S—IM) = PIU ...UPn ol P, est un idéal premier de
-1 _.8,~1
S "A, D™ pll)...L)pn ol p; = (1A) (Pi)
On dit que Le A-modufe M (resp. £'anneau A) est d'Evans s{ D(M)

est une néunion d'un nombre find d'idéaux premiens (resp. 84 fLe A-mo-

o ' =
dufe A es Evans)

2. Démontrer: 1. Si le A-module M est d'Evans, pour toute partie multi-

1

plicative s, le S "a-module s"Iv est d'Evans.

2. Soit 0 — M —> M — M" — 0 une suite exacte de
Mod(A).
Les assertions suivantes sont équivalentes:
(1) M est d'Evans
(ii) M' et M" sont d'Evans

Déduire de 2. que si 1'anneau A est d'Evans, tout A-module de ty-
pe fini est d'Evans. Démontrer que s'il existe un A-module d'Evans de
lype §inl et {idefe, 1'anneau A est d'Evans.

Un anneau A est dit Laskénien s4 tout idéal de A, distinct de A,
et intersection d'un nombre §ind d'idéaux primaines. (Un anneau noethé-
rien est donc laskérien).

3. Démontrer qu'un anneau laskérien est d'Evans.

Une gamille (xi)ield’étémenxb d'un A-modufe M est dit gfaiblement

indépendante si, ¥ i e I, x, n'appartient pas au sous-module engendrd




122 IDEAUX PREMIERS ASSOCIES. DECOMPOSITION PRIMAIRE

Par (%5) 5 1_¢ys fortement indépendante 4, Viel, x, #0, ef 44 ax;
appartient au sous-module engendré par (xj)jel-{i}(oa a e A), alons
axi =0

4. Soient A un anneau non noethérnien, (al) < (al,az)C ...C une syite {n-

[= 28

inte strictement croissante d'idéaux de A (ol a; e A).
Démontrer: o. Soit X une indéterminée. La famille (anxn)n e d'é-
léments de A[X] est faiblement indépendante.
g. Soit T 1'idéal engendré par les &léments banxn(ou
b e A) qui appartiennent a 1'idéal (a X")_ *_(n}°
Soit B = A[X]/I, p la surjection de A[X] sur B.
Démontrer que la famille (p(anxn))nEN est forte-
ment indépendante dans B.
5. Soient B un anneau, (xi)ieI une famille infinie fartement indépen-
dante de B, a, = Ann(xi), m, un idéal maximal de B contenant a;, Y une
indéterminée, M, un idéal maximal de B[Y] tel que m, = M, nB, I, 1'idé-
al engendré par j%ﬁ T

Démontrer D(B/I) :>jéﬂ M,/I. En déduire que B[Y] n'est pas un an-
neau d'Evans.

On suppose 1'anneau A[X,Y] d'Evans. Que peut-on dire de 1'anneau a
(11) Soient A un anneau, aq un idéal de A distinct de A, b un idéal de
type f4ini de A. Démontrer les équivalences:

(i) 11 existe a € g tel que (1-2)b = (0)

(ii) b cab
(Appliquer 1a méthode du déterminant de Krull. Chap.4 Théoréme I.3)

(12) Soient A un anneau noethérien, a et b des idéaux de A distincts de
A.

Soit ab =Ngn N q} une décomposition primaire réduite de 1'idéal
ab, 00 q, est primaire pour un idéal premier p; contenant q, qj est pri-
maire pour un idéal premier p3 ne contenant pas a.

Démontrer 1'inclusion b < qt.

On pose a' =Ngq., b, =f\q§. Démontrer 1'inclusion b < by. En dédui-
re 1'8galité ab = a'nb. Démontrer 1'existence d'un entier naturel r tel

que ¢’ < 4"

(*) Nous n'avons pas gardé la terminologie, peu satisfaisante nous semble-
t-i1, de 1'auteur de 1'article.




123 EXERCICES SUR LE CHAPITRE 3

{13) Scient A un anneau noethérien, o un idéal de A distinct de a.

On pose b = (7 a". On remarque b0 q" = b pour tout n 4.

Démontrer 1'existence d'un idéal a', d'un entier naturel r tel que
a'cd’ et ab =aqa'Nb

En déduire 1'inclusion bC ab.

Démontrer que si A est Antdgnre ou 44 a est contenu dans Le nadical
de A, b = (0).
(théoréme d'intersection de Krull.

Ce théoreéme sera déduit d'un résultat plus général dans le chapi-
tre 8. Corollaire 2 et 3 du tnéoréme I.4.f
(14) Soient A un anneau noethénien, p un idéal premier de A.

Démontrer 1'égalite N, p™ = (0.

Que peut-on dire de 1'intersection de 1'ensemble des idéaux p-pri-
maires ?
(15) Soient A un anneau noethérien, p et g des idéaux premiens de A, p
contenant g stndlctement, b un idéal p-primaire, ¢ un idéal g-primaire.
1. On suppose bhe = (0) (exemple: A = k[X,YJ/(Xz,XY) ol k est un corps,
p= (x,Y)/(xz,xy), q = (X)/(XZ,XY), b= (Y+x,_x2)/(X2,XY), e =q).

Démontrer 1'existence d'un idéal p-primaire b" ne contenant pas b.
(Utiliser le fait que D n'est pas contenu dans q et donc est non nul et
le fait que 1'intersection des idéaux p-primaires est (0))

En déduire 1'existence d'un jdéal p-primaire b' strictement conte-
nu dans b.
2. En déduire dans le cas général (i.e. b0 éventuellement # (0)) 1'e-
xistence d'un idéal p-primaire b’ strictement contenu dans b tel que
b'he = bne.
3. Démontrer que si 1'idéal « de A a une composante immergée, il existe
une infinité de décompositions primaires réduites de g ne différant que
par la composante immergée.
(16) Soient A un anneau noethérien, p un idéal premier A, g un idéal p-
primaire.
1. Démontrer que la longueur n d'une suite strictement croissante

(1) 4o =4< q;€...Cq_ =p d'idéaux p-primaires d'origine g et
d'extrémité p est majorée. La borne supérieure de ces longueurs est ap-
)pelée la longueur de 1'idéal primaire g. Démontrer 1'existence d'une
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suite (1) de longueur &gale & la longueur de g. (Considérer 1'anneau quo-
tient Ap/qA )

2. Une suite (1) peut-elle &tre complétée en une suite strictement crois-
sante d'idéaux p-primaires de longueur la longueur de q ?

(17} Soient A un anncau noethérien, a un idéal de A distinct de A et sans

1 6 = — U
composantes immergées, S = A peAssA(A/a)p

Démontrer que 1'anneau S 'a/S 'q est de longueur finie.

La longueur de cet anneau est appelée la longueur de 1'idéal a et
noté i(a).

Démontrer que si a = @ g, est une décomposition primaire réduite
de a, A(a)est égal a I.x(gq,)-

Démontrer que si a est un idéal primaire, A(a) est la longueur de
a définie dans 1'exercice 16.

(18) Cet exercice est tiré de 1'articie suivant :

W.Heinzer-J.0hm. Locally noetherian commutative Rings. Trnans. Amen. Math.
Soc., 158, n°2, p. 273-284.

1. Soit Tn(n e V) une suite d'ensembles finis éventuellement vides.

On suppose que T = YU T est muni d'une relation d'ordre partiel
<, satisfait a la conditi;;"dg chaine croissante et que, pour tout
majore Ssitnictement un élément de T -
> T soit

n e N, tout élément de T
n+1

Démontrer qu'il existe n. e N tel que, pour tout n > n

0 0

vide.
2. Soit p un idéal premier d'un anneau A. Démontrer les équivalences:
(i) p est de type fini
(i1) 1. pour tout idéal premier g de A contenant p, pAq est de ty-
pe fini

2. 1] existe un idéal de type fini b, de A tel que r(b) =p
et que pour tout idéal b de type fini tel que b _cbcp,
AssA(A/b) soit fini.

3. l'ensemble'g AssA(A/b) (o0 b parcourt 1'ensemble des idéaux
définis dans 2.) satisfait & la condition de chaine crois-
sante.

(Définir par induction une suite (an) d'idéaux de type fini de A conte-
nant bo telle que la suite Tn = AssA(A/aA-{p} satisfasse aux conditions

de la question 1., en partant de a, engendré par bo et un nombre fini d'é-
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léments de A dont les images dans A_ engendrent pA .

Démontrer que, avec la notation de la question 1., p = a )

0
3. Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes pour un an-

neau A:

(i} A est noethérien
(ii) pour tout idéal premfer p de A, 1'anneau A est noethérien

et, pour tout idéal g de type fini de 4, Ass, (A/a) est fini.
(Pour 1'implication (i) =% (i), démontrer 1'existence pour un idéal
premier p de A d'un idéal de type fint bo tel que r(bo) = p.

A cet effet, définir par induction une suite (an)croissante d'idé-

aux de A contenus dans p telle que la suite d'ensembles Isol (A/an)-{p}
satisfasse aux conditions de la question 1.(Isol(M) est 1'ensemble des
idéaux premiers isolés de (0) dans M) et appliquer les résultats de cet-
te question. En déduire que 1'idéal premier p est de type fini. Conclu-
re qvec le théoréme II.2 du chapitre 2).
(19) L'exercice suivant est extrait de 1'article: H. Bass. Descending
chains and the Krull ordinal of commutative Rings. Journal of pure and
applied Algebra. Vol. 1. n°4, 1971, 347-360.

On se propose de démontrer 1'assertion suivante :

(P). Sotent A un anneau noethérien, M un A-module de type fini.

Tout ensemble totalement ordonné de sous-modules M est dénombrable.
1. Démontrer que 1'on peut se Timiter & 1'examen du cas M = A (prop.II.1)

On naisonne parn L'absunde supposant que A ne vérifie pas (P).

Démontrer alors qu'en remplagant A par un quotient convenable on
peut supposer en outre que, pour tout idéal non nul o de A, A/a véri-
fie (P).

On désigne akons pan C un ensemble totalement orndonné non dénom-
brable d'ideaux non nuls.

Démontrer que JQC a = (0) mais qu'il n'existe pas de suite infinie
(@), g 4'€léments de C telle que 42 *a = (0).

On note Min(C) £'ensemble des ézémentb minimaux de a:é Ass, (a/a).
{On admettra <cti le fait que Min(C) est non vide. Ceci résulte du fait
que les idéaux premiers d'un anneau noethérien satisfont a la condition
l“ chalne descendante et donc 3 la condition minimale (confer. chap.10.

Pimension et multiplicité))
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2. Démontrer les équivalences pour p e Spec(a)

(i) p e Min(C)

(ii) I1 existe b e C tel que a ¢ C et aCh => p ¢ Ass, (a/a)

Supposer qu'il existe dans Min(C) une suite infinie (pn)neﬂ* ol
p, € AssA(A/an) pour 1'&lément a, de C.

Démontrer qu'il existe alors un idéal b e ¢ (contenu dans AQN* a)
tel que

AssA(A/b) = {pn}neN*

En déduire que Min(C) est {find.

Soit g € C. On écndt a = a'Na" ol a' est L'intensection des com-
posantes primaires associles a des éléments de Min(C), a” est L'inter-
section des composantes primairnes associées a des idéaux premiens n'ap-
partenant pas a Min(C).

3. Démontrer (par récurrence transfinie) qu'il est possible de supposer
1'application a — q" croissante. (Remplacer a’ par 520 b" ot acb).

4. Démontrer 1'existence de b ¢ C tel que, pour tout a e C contenu dans
b, a' = b'.

(Considérer 1'anneau B des fractions de A par rapport & la partie multi-
plicative A - p%&in(c)p' Utiliser le fait que, pour a ¢ C, long(B/aB)
est finie pour démontrer 1l'existence d'une suite (an)neN* d'éléments de
C telle que la suite (anN)neN soit cofinale (pour la relation opposée a
1'inclusion) & 1'ensemble ordonné (aB)aeC'

En déduire que, pour tout g ¢ { contenu dans tout as a' ne dépend
pas de a).

Sodt € L'ensemble fotalement ondonné non dénombrable =
{a e C/a’ = b'} (avec les notation de 4.). On pose D(C) = {a'VbeCl}.

5. Démontrer que tout élément de Min(D(C)) contient strnictement un é1é-
ment de Min(C).

Construire une suite infindie strictement croissante d'idéaux pre-
miers de A contredisant la noethérianité de A.

(20) Cet exercice propose 1l'extension aux anneaux et modules gradués
des résultats concernant les idéaux premiers fortement associés, et la
décomposition primaire, extension utile en géométrie algébrique projec-
tive.

Soient A = A_ un anneau gradué, M = ® M un A-module gradué.
n neN 'm

®
nelN
1. Soient p un idéal premier fortement associé a M, x un élément de M
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tel que p = Ann(x), X, ,...,%; avec il < ... < ir les composantes ho-
mogénes non nulles de © x. r
Démontrer que 1'idéal p est homogéne.
(Soient a = za_, ol a e A, un élément de p, m le plus grand indice tel
que a_ soit non nul. Calculant les composantes homogénes de ax, démon-
trer que a; appartient a p).
Démontrer qu'il existe j ¢ {1,...,r} tel quep = Ann(xil)
(Remarquer que ;2; Ann(x; ) est contenu dans Ann(x)).

J
2. Soit p un idéal premier associé

a M.

Démontrer que le plus grand idéal homogéne p' contenu dans p est
premier.

Démontrer que si un idéal premier contient 1'annulateur d'un élé-
ment x de M, il contient aussi 1'annulateur d'une au moins des composan-
tes homogénes non nulles de x.

En déduire que 1'idéal p est homogéne et est idéal premier mini-
mal de 1'ensemble des idéaux premiers contenant 1'annulateur d'un élé-
ment homogéne de M.

3. On suppose A noethérien.

Soient p un idéal premier, N un sous-module de M, p’ le plus grand
idéal homogéne contenu dans p (premier en vertu de 2.), N' le plus grand
sous-module de N.

Démontrer que le sous-module N' de N est p’-primaire.

En déduire que si, N est sous-module homogéne de M, admettant une
décomposition primaire, N admet une décomposition primaire ne faisant
intervenir que des sous-modules primaires homogénes.

(21) On se propose dans cet exercice £'étude, dans Le cas de modufes mo-
nogénes, des idéaux premiens associ®s a partin de La décomposition pri-
maire.

Soient A un anneau noethérien, g un idéal de A distinct de 4,
a=gqn...0q une décomposition primaire réduite de a (dont 1'exis-
tence est démontrée dans la proposition II.7), p; 1'idéal premier
r(qi) i=1,...,r)

1. Soit a = qih...qu; une autre décomposition primaire réduite de o avec
p} = r(gy).
Soient p = Py oll, aprés renumérotation éventuelle, p;<p pour
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i=1,...,m, pi¢ p pour i » m+l, pj'cp pour j = 1,...,n, pj'¢p pour
j > n+l, § = A-p, a le saturé (ii)_l(s_la) de g pour S.
Démontrer les égalités
a= qlﬁ...f'\qm = ql'(\...(\ql'1
Supposer p £ by -+- P} Justifier T'existence de a ¢ p n'ap-
partenant pas a p]ﬂ...npm_1f1p{f\...(\pé. Soit u ¢ N* tel que a" ap-
partienne a q.,
Démontrer 1'égalité
(@: a") = ql(\ ...ﬁqm_l
En déduire 1'inclusion q,N N 4, 1C 4 contredisant le fait que
la décomposition primaire qlrﬁ...f\qr de g est réduite
En déduire 1'égalité r = s et 1'Bgalité {pyse-eopt = {pfseooplte
Les ideaux p,...,p sont dits associls au A-modufe A/a (ou & 1'i-
déal a)
2. Démontrer les équivalences pour un idéal premier p de A:
(i) p est associé & q
(ii) i1 existe x ¢ A/a tel que p = Ann(x)
(iii) i] existe x ¢ A tel que p = (a : x)
(Démontrer d'abord 1'équivalence facile: (ii) &= (iii).
(iii) = (i). Démontrer 1'existence de i ¢ {1,...,r} tel que (a : x) =
(q:.L : x) et (@ ! x) =p;-
(i) = (iii). Démontrer que 1'idéal q,n...0Nq ;0 :p)Ng N..nq
contient strictement aq = qlr\ ﬁqr. Prendre x appartenant 3 cet idéal
mais n'appartenant pas 3 g et démontrer 1'égalité (a : x) = p).
(22) Traiter 1'analogue de 1'exercice 21 pour un sous-module N d'un A-

module noethérien M.
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Une des origines de la notion d'entier algébrique, exposée dans
ce chapitre, est la conjecture célébre de P. de Fermat que, pour tout en-
tier n > 2, L'équation diophantienne: X'+ y" = 2" n'a pas de solution
(x,v,2) en nombres entiers (ou ratiommels) telle que xyz soit non nul.

Pour n = 2, cette é&quation a, par contre, une infinité de solutions
et on en obtient la représentation paramétrique par des propriétés &lé-
mentaires de divisibilité dans Z. Voici 1'idée de la méthode. On écrit
1'équation sous la forme (z-x)(z+x) = y2; on peut se limiter i la re-
cherche de solutions (x,y,2z) ol X,y,z sont premiers entre eux deux &
deux; quitte a échanger x et y, on peut supposer alors x impair, y pair,
z impair; posant y = 2y', z+x = 2x', z-x = 2z', on remarque que x' = u2,
z' = v2, oli u et v sont des entiers. On en déduit la représentation pa-
ramétrique des solutions:

X = d(uz—vz) y = 2duv z = d(u2+v2)

Le succés de la méthode provient, en fait, de la possibilité de
décomposer dans 1'anneau Z{X,Z]| des polyndmes le polyndme ZZ—X2 en le
produit (Z-X) (Z+X) de deux facteurs du premier degré.

n =

a: ) - n
Sin>2, le polyndme Z -X ne se décompose p lus

e décompose plus en facteurs du
premier degré dans Z[X,Z] mais une telle décomposition a lieu dans
1'anneau z[;][x,z], oli £ est une racine primitive n-&me de 1'unité, sous

n-1 i
i=0 (Z2-77X).
On peut démontrer que tout é€lément de A = Z[i] est racine d'un po-

la forme Zn-Xn =

lyndme & coefficients entiers unitaire,i.e. dont le coefficient du tez-
me de plus haut degré est égal a |: par exemple, [ est racine de X'-1.

On peut méme démontrer que A est le sous-ensemble du corps Q(7) =
{igg_lai;i/ai ¢ Q) des Eléments de Q(r) racines de tels polyndmes. (Ceci
est proposé en exercice dans le chapitre 5 dans le cas ol n est un nom-
bre premier mais est vrai en toute généralité).

L'idée de Kummer et, peut-&tre, de Fermat fut de remplacer 1'anneau
¥, suffisant pour résoudre le probléme dans le cas n = 2, par 1'anneau
A= Z[c] et de démontrer 1'inexistence de solutions (x,y,2) avec xyz non

(%)

nul non seulement dans Z mais aussi dans A.

(#) L'échec de la méthode tient, en premier lieu, au fait que 1'anneau A

n'est pas toujours factoriel (le plus petit nombre premier n pour lequel
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La théorie générale des entiers algébriques se présente comme
sutt:

Sott A un sous-anneau d'un anneau B.

Un élément de B est dit entier (algébrique) sur A s'il est racine
d'un polyndme unitaire i coefficients dans A. On démontre que 1'ensem—
ble des éléments de B entiers sur A est un sous—anneau de B contenant A,
appelé fermeture intégrale de A dans B.

Certains anneaux, obtenus par ce procédé, apparaissent donc natu-

rellement en théorie algébrique des nombres, d'autres en géométrie al-

Un corps de nombres algébriques (d« degré fini) est un sous-corps
de € de dimension finie en tant que Q-espace vectoriel. La fermeture in-
tégrale de Z dans un tel corps est l'amneau des entiers algébriques du
corps.

Le méme processus a partir de 1'anneau k[X] des polyndmes & une
indéterminée X 3 coefficients dans le corps k, au lieu de 1'anneau %,
conduit a des algébres affines de courbes algébriques non singuliéres.
Plus précisément, soit K un corps contenant le corps k(X) des fractio
de k[X] et de dimension finie en tant que k(X)-espace vectoriel. On dé-
montrera dans le chapitre 7 qu'il existe x; = Xl,...,xn ¢ K tels que
la fermeture intégrale de k[X] dans K soit k[xl,...,xn]. Cette fermetu-
re intégrale A est de la forme k[X,...Xn]/p, ol X,...,Xn sont des indé-
terminées et p un idéal premier. Le sous—ensemble de k"

{(al,...,an) € kn/ Vife P f(al,...,an)} =0
est une courbe algébrique irréductible de K"

Le fait que 1'anneau A soit intégralement clos implique que la
courbe est non singuliére en un sens qui sera précisé ultérieurement.

La notion d'entier algébrique a une autre interprétation géométri-
que plus au moins explicitée dans le paragraphe II sur les places. Cette
interprétation est, par exemple, liée & la notion usuelle de direction

asymptotique d'une courbe algébrique plane.

A n'est pas factoriel est 23) ou, ce qui est équivalent (pour les anneaux

de ce type) principal.
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I. Eléments transcendants, algébrigues, entiers

1. Définitions

Soeint B un anneau, A un sous-anneau de B, (Xi)ieI une famille
d'éléments de B, (xi)iel une famille d'(indétermines, indexée par le
méme ensemble d'indices I. On sajt qu'il existe un homomorphisme et un
seul ¢ de A-algébres de A[x,], ; dans B tel que ¢(X;) = x; pour tout i
de I. ((FFAC) chap. 2.1I)
Définitions

On dit que fLa famille (x D1er est algiébriquement Lndependante
{nesp. alg@briquement dépendante] sun A &4 £'homomonphisme ¢ est injec-

hesp. alg nt dé
(nesp. n'est pas injectif).
Dire que La famille =1 est algébriquement indépendante sur A
e'est done dire que ¢ est un {somorphisme de A-alglbres de A[xi]iEI sun
A[xi]iel '
Dire qu'elle est algébriquement dépendante sur A, c'est dire qu'il
exfste une partie {inie {il,...,in} de I et un polynfme f non nul de

A[xil,...xin] tel que f(xil,...xi y =0
Un é€ément x de B est dit transcendant (nesp. algébrique) sun A 84

la famille {x} est algboriquement indépendante (nesp. algébriquement de-
pendante) sun A.

Dire que x est algébrique sur A c'est dire que 1'idéal I =
{£(X) e A[X]/£(x) = 0} de A[X] est non nul. La surjection canonique de
A[X] sur Alx] définit alors, par passage au quotient, un isomorphisme
de A-algébres de A[X]/I sur Afx].
Definitions
1. Seit X une indéterminée

Un polyndme £(X) e A[X] est dit unitaire 84 Le coefficient du tern-
me de plus haut degné de £ est 1. Un tel polyndme est donc de la forme
o+ al)(n-1 oo oA
2. Un éément x de B est dit entien lalgibrique) sun A 4'iL existe un po
Lyndme unitaire £(X) de A[X] tel que £(x) =

L'équation £(x) = 0 est alors appelée Zquation de dependance inté-
ghale de x sun A.
Exemples

Le nombre e (resp. 1) est transcendant sur @ (démonstration due




134 EXTENSIONS D'ANNEAUX. DEPENDANCE ALGEBRIQUE ET INTEGRALE

a Hermite (resp. Lindemann)) (e.16 (resp. 17))

Un élément de A est entier sur A.

Un &lément entier sur A est algébrique sur A.

Tout élément de @ est algébrique sur Z. I1 n'est entier sur @ que
s'il appartient a Zz.
Proposition I.1

Sodent B un anneau, k un sous-conps de B, x un &€£ément de B.
1. Les conditions sulvantes sont équivalentes: (L) x est entlen sun k

(L) x est algébrique sun k

2. Si elles sont satisfaites et s4{ B est integre, L'anneau kx| est un

conps.
Démonstration
1. 11 est clair que (i) = (ii).
(ii) = (i). Soit £(X) = aox“ + .o ta e k[X] avec a, + 0 tel que
f(x) = 0.

Le polyndme g(X) = aBlf(x) est unitaire et g(X) = 0.
2. Soit £(x) = x" + al)(w1 ..o +a le polyndme unitaire de degré mi-

nimal de k[X] tel que f(y) = 0. I1 engendre 1'idéal maximal {g(X) e k[X]/

surjectif de k-aigé-

g(x) = 0. Cet ideal est le noyau de 1'homomcrphisme
bres de k[X] sur k[x] qui applique X sur x. Donc, k[x] est un corps iso-
morphe au corps k[X]/(£(X)).

Pour des naisons historiques, dans La situation de La propodition
1.1, on préférena Le terme algébrique au terme entien. On notera aussd,
pour des raisons justifiées dans le chapitre suivant, k(x) Le conps
k[xj.
Définition

Sodlent B un anneau, A un sous-anneau de B. On dif que B est entien
(nesp. algébrique sun A) 84 tout €LEment de B est entlen (nesp. algébni-
que) sun A.
Définition (morphisme entier)

Sodlent A un anneau, B une A-algébre, ¢ L'homomonphisme structural
A —> B, x £ B. On dit que x est entiern sur A 4'4A0 est entlen sur ¢(A).

On dit que B est entiere suwr A ou que L'homomonphisme ¢ est entlen
44 B est entder sun son sous-anmmeau ¢(A).

11 résulte de la définition méme que 1'on peut toujours se ramener
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par remplacement éventuel de A par ¢{(A), au cas d'unh homomorphisme {njec-
tig.

Si A est un corps, un homomorphisme A — B est d'ailleurs injec-
tif si B n'est pas 1'anneau nul.
Proposition 1.2

Sodient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B s0it entlen
sur A.
1. Soit u un homomonphisme de B dans un anneau B'. L'anneau u(B) esf en-
tern sun L'anneau u(A).
2. Soit S une parntie lmultiplicative) de a. L
sLa.
3. Soit (Bi)iel une famille giltrante crnoissante de sous anneaux de B
entiens sun A. L'anneau iLEJI B, est entier sur A.
Démonstration
1. Soit £(X) un polyndme unitaire ¢ A[X] tel que f(x) = 0. Alors le po-
1ynome Y£(x) obtenu en appliquant u aux coefficients est unitaire et
Y (u(x)) = o.

2. Soit x" + igg_l an_ixi = 0 une équation de dépendance intégrale de x
sSur A.

Alors, (x/s)” + iég_i(an_i/sn_i)(x/s)i = 0 est une équation de dé-
pendance intégrale pour x/s sur s 1A,

3. évident.
2. Caractérisation des éléments entiers

Théoréme 1.3 (linéarisation de la notion d'entier)
Soient B un anneau, A un sous-anneau, x un &€ément de B.
1. Les assentions sulvantes sont Equivalentes:
(4) x est entien sun A
(4d) Alx] est un A-modute de type find
[4id) 12 existe un A[x]|-module §ide€e B' qui est un A-module de type gind.
2. La condition (iil) est, en panticulien, satisfaite 'Ll existe un dous-
anneau B' de B contenant A et x et A-modufe de type find
Démonstration
(i) = (ii)-
Soit £(X) = X" + iég_l an_ixi un élément de A[X] tel que f(x) = O.
On démontre, par nécunience swi m, que X appartient au A-module
engendnd par 1,x, ..., xn_l.
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C'est clair si m < n. On suppose donc m 3 n et 1'assertion vraje

pour m-1.
De 1'égalite ¥™ ' = .10 " a.x’ (a, ¢ &), on déduit 1'égalite
xm = .Zn~1 a.xi+1 = .Zn~2 a.Xi+1~ o3 (. n-1 a .xi).
1=0 1 1=0 i n+1i=0 n-1i
I1 en résulte que {1,x, ..., xn~1} est un systéme de générateurs

du A-module A[x].
(if) = (iii). 11 suffit de prendre B' = Alx|.
(iii) = (i).
Soit {eli,gé,en} un systéme fini de générateurs du A-module B'.

On a des égalités

n
=, .e. s i=1
xe, Jél alJeJ (alJ e Ay 1 , ,n)
Posant b.. = 8..%x-a.,, ol 8., =1 sii=3jetosiit¢e¢]
1 1] 1] 1]
(i, j = 1,...,n) on cbtient un systéme de n 8galités
(*.) .2 b..e. =0 (1 =1 n)
1’ §=1 "i3%1 e

On fixe k et on multiplie 1'égalité (x;) par le mineur B de la

matrice (bij) puis on ajoute.

o
cr
o
.
1]
cr
(o}

N
fiing]

= 451 By GEp bysep) = 5

det(bij)ek =0

Ainsi det(bij) appartient & 1'annulateur de B' et est donc nul.

Le polynome f£(X) = det(X8.. - aij) est unitaire car son terme de
plus haut degré est celui de Y (Xmag ).

L'équation f(x) = 0 est une équation de dépendance intégrale de x
sur A
Définition

Sodent A et B des anneaux, u un homomorphisme d'anneaux de A dans B.

On dit que u est fini 44 B est un A-modufe (ou ce qui revient au
méme un u(A)-module) de type find.
Corollaire 1

Un homomonphisme §ini est entien.

On utilise dans les autres corollaires du théoréme 1.3 le lemme
suivant dont la démonstration immédiate est laissée au lecteur.
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Sodent A' un anneau, A un Aous-anneau, M un A'-modufe de type -

S{ A' est un A-module de type fini, Lif en est de méme de M.
Corollaire 2

Solent B un anneau, A un sous-anneau, (Xi)ieI une gamille d'ele-
ments de B entiens Asun A.

L'anneau A[kiJieI est entier sun A. S, de plus, £'ensembfe I est
find, Alx.]; ; est un a-module de type fin.
Démonstration

= U I t 1 d . . I.

Comme A[xi]iEI \ A[xi] {.y ©OU J parcourt 1'ensemble des parties finies

de I, i1 suffit de démontrer 1'assertion dans le cas ol I est fini,
={1,...,n}.

On prouve par récurrence sur n que le A-module A[xl,...,xn] est
de type fini (lemme) puis on utilise la caractérisation (iii) du théo-
réme 1.2.

Corollaire 3 (transitivité de la dépendance intégrale)

Solent C un anneau, B un sous-anneau de C, A un Aous-anneau de B.

Si C est entlen sur B et B est entier swr A, C est entier sun A.
Démonstration

Sofent x € C, f(x) = O une équation de dépendance intégrale de x

sur B, ol £(x) = X + .38 1 b x.

l 8 n-1
Le A-module A' = A[bo, 1] est de type fini. 11 en est de mé-
me du A-module alb_,...,b_ 1,x:| et donc x est entier sur A.
Corollaire 4

Sodent B un anneau, A un sous-anneau de B.

L'ensemble des éf£ments de B entierns swr A est un sous-anneau de B
contenant A.
Démonstration

Sofent x,y des &léments de B entiers sur A. Le A-module Ax,y] =
Alx][y] est de type fini. Donc, x-y et xy sont entiers sur A.
Définition
1. Sous Les hypoiheses du conollaine 4, L£'ensemble des &€éments de B en-
fens sur A est appelé La feumeture intégrale de A dans B.

2, 8¢ cet ensemble est Egal a A, on dit que A est intégralement fermé
dans B.
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3. La feametune intégrale d'un anneau integre A dans son conps des grac-
tions est appeli La cloturne intégrale de A.
4. Si A est intégralement gfermé dans son conps des gractions, on dit
qu' il est intégralement clos.
Praposition 1.4

Un anneau factorniel (et donc un anneau principal) est {ntégralement

clos.
Démonstration
Soit x un élément du corps K des fractions de 1'anneau factoriel A.
11 s'écrit a/b oll a,b ¢ A et a et b n'ont pas de facteur irréducti-
ble commun.
: . . n n-1 n-i _ ' 2 . de da
Si x est entier sur A, soit x + (Lo 3 = 0 1'équation de dé-
pendance intégrale de degré minimal de x sur A. S$i x # 0O, a, est non nul.

Remplacant x par a/b on obtient une &galité a" = bc avec c e A.
L'élément b est inversible car sinon un de ses facteurs irréductibles
devrait diviser a. Donc x appartient a A.

Exemples d'anneaux intégralement clos

Un corps est intégralement clos. L'anneau Z est intégralement clos.
f nts dans un an-

Rl

0
vy
m

L'anneau des polyndmes & n indétermindes & coeffi
neau factoriel (par exemple, Z ou un corps) est intégralement clos.
On reviendra, dans III, sur cette notion d'anneau intégralement
clos en donnant d'autres exemples importants.
3. Changement de base

Proposition 1.5

Solent A un anneau, B et A' des A-algebres.

SL B est entiirne Aur A, B o A" est entierne sun A'.
Démonstration

n 1

Un élément de B @ A" s'écrit ;1 b, e af ol b, € B, aj ¢ A", soit

n 1
igl(bi ® l)ai.
Or, b, o 1 est entier sur A" car, si b, est racine du polynbme u-

nitaire
n, ni—l
£(X) =X " +a X + ol aon . e AlX]

1
n, n,-1
. 4 o i ' i ' 5o o
bi e 1 est racine du polyndme X ~ + an~1x + ... +al,ollal=a e 1

est identifié a 1'image de a; dans A'.
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L'&élément considéré de B @ A" est donc bien entier sur A'.
Corollaire

Sodent A un anneau, B un anneau entlern sur A, X
termintes,

Alons €'anneau B[X ,...,X ] est entien sun AlX;,...,x ].
Démonstration

Résulte de ce que B[X ,...,X ] est isomorphe & a[X;,...,X] @ B.

Proposition 1.6

12"

gbrnique surn K, Xi,...,X  des {diterminges.

Le corps L(X;,..0,X ) des gractions nationnelles & coefficients
dans L (corps des fractions de 1'anneau L[X;,...,X ]) est algébrique
Aun Le conps K(xl,...,xn).

Démonstration

o
9

C'est une conséquence immédiate du corollaire et du lemme suivant.
Lemme

Solent B un anneau {intégre, A un sous-anneau de B.

S{ B est entien sun A, Le conps des gractions L de B est algébrique
sun Le conps K des gractions de A.
Démonstration du lemme

Soit b/b' € L, oll b,b' € B, b # 0. Soit b'" + alb'n_1+...+ a =0
une équation de dépendance intégrale de b' sur A avec a_ non nul.

Soit b = -(b'™t ). Onal'egalite b'b" = a
L'é1ément b/b' s'écrit bb"/a .

+ + ... + a

alb,n-Z

On peut donc en changeant de notations, supposer que b' est é£2-
ment de A.

On déduit facilement d'une équation de dépendance intégrale de b
sur A une équation de dépendance algébrique de b/b' sur K.

La proposition suivante est un complément au théoréme II 10 du cha-
pitre 3.
Proposition I.7

Sodent A un anneau noethérnien néduit, Pys---p, Les Adeaux premiens
minimaux de A, A, L'anneau A/pi, ¢ La surfectioncanonique de A Aur AL
Ki Le conps des fractions de A, (i=1,...,n), K 2'anneau total des grac-
tions de A, Ki La cloture intégnate de A, A La fermeture intigrate de A
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dans K, ¢, L' homomonphisme de K dans K, profongeant ¢ . On nappelle que
L'application ¢ : x —> (¢1(x),...,¢n(x)) est un Lsomonphisme de K sun
Moy
i=1 i - an .

Alons, ¢(A) = a1 A
Démonstratian

L'inclusion ¢(A)< {Z? Xi est claire. Réciproquement, si (x.) ap-
partient a EL? Xi, il existe, pour i = 1,...,n, un polyndéme unitaire
£.(0) ¢ a[T] tel que ¢, (f,(x)) = O pour x = o T ((x.)). Donc, £, (x) ap-
partient & ker(s,). I1 en résulte que, si £(T) = i:? £.(T), £(x) ap-
partient & ker(¢) et est, par suite, gal & 0. Par conséquent, x ap-
partient 'a A.
Corollajre 1

Sodent A un anneau noethérnien réduit et intégnalement fermé dans
son anneau ftofal des fractions.

Alons, A est un prodult d'un nombre §ind d'anneaux noethériens in-
tegralement clos.
Corollajre 2

Un anneau Local noethérnien néduit, intégralement fermé dans son
anneau foial des gractions est intégre.
Démonstration

Les seuls idempotents d'un anneau local A sont O et 1. Il suffit

d'appliquer ((FFAC). chap.2.1II}).

4. Polyndme caractéristique d'un entier algébrique

Ce paragraphe sera utilisé dans le chapitre 13 théoréme III.3. Pour
une étude plus détaillée, le lecteur pourra consulter Bourbaki. Algébre
commutative. chapitre 5. Entiers. §1.n°6.

Proposition 1.8

Sotent B un anneau, A un sous—anmeau de A, u e EndB(Bn) (n entier
> D).

Les assertions sutvantes sont équivalentes:

(1) u est entizer sur A

(ii) 21 existe un sous—-A-module de type fini M de B" tel que u(M) < M
et que M solt un systéme de générateurs du B-module B"

(iii) les coeffictents du polyndme caractéristique xu(X) de u sont en-

tiers sur A.
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Démonstration

On désigne par (ei) la base canonique de B". on rappelle que

<
si (aij) est la matrice dé ;ggar rapport & cette base, Xu(X) =
det()(<3:.Lj - aij)' Le théoréme d'Hamilton-Cayley affirme 1'égalité Xu(u) =
0.
(iii) = (@)

Résulte du théoréme d'Haﬁlilton-Caery et de la transitivité de la
dépendance intégrale.
(i) = (i)

On prend pour M le sous-module du A-module B engendré par les élé-
ments uk(ei) (lgign; k30). Il est de type fini car A[u] 1*est.

Comme e, € M pour tout i, M est bien un systéme de générateurs du
B-module B".

(1) = (iii)
Comme u est entier sur A, il 1l'est, a fortiori, sur A[X]. Donc,

Xl - u est entier sur A[X] .
n

Remplagant u par Xl o " uon est donc ramené 3 démontrer 1'implica-
B
tion u entier sur A => det(u) entier sur A

Les éléments Xl/\ /\xn (Xi e M; i =1,...,n) engendrent dans

R(Bn) un sous A-module de type fini contenant e e, et stable

par Ru, c'est a dire par 1'homothétie de rappollﬂt det (u). Ce sous-mo-
dule est fidéle car 1'annulateur de ell\ /\en est (0). Il résulte alors
de 1a caractérisation (iii) du théoréme 1.3 que det(u) est entier sur A.
(i) = (@

Comme u(M) € M, M est muni d'une structure naturelle de A[u] -mo-
dule. Ce module est, &videmment, fid&le. Il suffit d'utiliser la carac-
térisation (iii) du théoréme I.3

Sotent A un anneau intégre, K son corps des fractions, L une K-al-
gébre telle que [L:K] <w, x ¢ L .

L'élément x définit un élément u e EndK(L) par u(y) = xy.

On appelle polyndéme caractéristique de x et on note xx(x) le poly-
ndme caractéristique Xu(X)

Corollaire de la proposition I.8

St x est entier sur A, les coefficients du polyndme caractéristi-

ue xx(X) sont entiers sur A.
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5. Le premier théoréme de Cohen-Seidenberg
Théoréme 1.9 (appelé en anglais: lying over)

Solent B un anneau, A un sous-anneau tel que B s0if entlen sun A.
1. Pour tout {déal premier p de A, L existe un (au moins) Ldéal pre-

mien q de B au dessus de p, i.e. tel gue g N A = p,
2. Solent q et q' deux L{déaux premiens de B au dessus du méme {déal pre-
mien p de A.

Siqgcq’s g =q'. Autrement dit, {L n'y a pas de relation d'in-
clusion entrhe idéaux premiens de B au dessus du méme idéal premiern p de
A,
3. S{ g est un idéal premien de B au dessus d'un (déal maximal p de A,
q est maximal. Réciproquement, AL q est maximal, gnA est maximal dans A.
Démonstration
1. Cas oi A est Local d'idéal maximal p.

On remarque que pB # B: sinon, on aurajt une égalité

118
1=y pib; (py e Py by e B)

Posant, B' = Albl""’bnl’ on en déduirait 1'égalité pB' = B',con-
tredisant le lemme de Nakayama puisque B' est un A-module de type fini.
Un idéal maximal g contenant pB est au dessus de p.
Cas général
Soit 8§ = A - p. L'anneau s7!B est entier sur ST'A. I1 existe donc
(cas précédent) un idéal premier ¢’ de s™!B au dessus de 1'idéal maximal
de 1'anneau Tocal S™'A = A . L'idéal premier (i§)~1(q') est au dessus
de p. ?
2. Quitte & passer au quotient par ¢, on peut supposer g = (0), B et A
i§8~1 aixi = 0 1'équation de dependance in-
tégrale de degré minimal de x sur A. Comme a appartient a ¢g'0 A =
gN A = (0), a_ est nul. Si n Etait »1, par division par x, nécéssaire-

ment non nul, on obtjendrait pour x une équation de dépendance intégrale

. - ' n
intégres. Soient x € ¢', x +

de degré n-1. Donc n = 1 et x = 0.
3. Passant au quotient par g, on se raméne & la démonstration des points
suivants.
Un anneau B intégre entien suwr un corps A est un corps: soit x non
n-1 i

nul ¢ B et soit x" + iZo aixl = 0 une équation de dépendance intégrale
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de degré minimal de x sur A; 1'&lé&ment a_ de A est non nul et donc in=

e x
versible; i1 en est de méme de x qui a pour inverse ~(ao)—1(xn~1+...+a1)

S{ Le conps B est entlen sur Le sous-anneau A, A est un corps:

soit a un é1ément non nul de A, x son inverse dans B. Utilisant une

équation de dépendance intégrale de degré minimal x" + i§8~1 aixl =0

de x sur A, on obtient par multiplication par a" une égalité 1 = ab ol
b ¢ A. Donc, x = b appartient & A.

Corollaire

Avee Les hypothZses du thiondme 1.12, soient r(a) et r(B) Les
hodicaux de A et B. Alors, r(A) = ANr(B).
Démonstration

Résulte immédiatement de la définition du radical comme intersec-
tion des idéaux maximaux.

Le résultat ci dessous, connu sous le nom de lemme de Kummer, pré-
cise le 3. du théoréme I. 9 dans un cas particulier important, notam-—
ment en théorie algébrique des nombres.

Proposition I.10

Soient A un anneau, m un {déal maximal de A, k Le conps quetient
A/m, £(X) un polyndme unitaire e A[X], F(X) = 'f_l(x)al...'f_r(x)ar une dé-
composition de £'image de £(X) dans k[X] en produit de puissances de po-
Lyndmes 'f_i(X) iueductiblesdistinets, f.(X) un représentant de I,
dans A[X] (i =1,...,r), B £'anneau A[X] A£(X)), x La classe de X en Aon-
te que B = Alx].

Les iddaux maximaux de B au dessus de m sont Les {déaux (m’fi(x))B
i=1,...,r)

Démonstration

Soit p la surjection canonique de B sur B = B/mB,

Un idéal maximal de B au dessus de m contient mB. L'application:
n—> p(n) est donc une bijection de 1'ensemble des idéaux maximaux de
B au dessus de m sur 1'ensemble des idéaux maximaux de B. Or, B est iso-
morphe & k[X]/(£(X)) et un idéal maximal de B est donc de la forme
(?i(x))/('f'(x)). Un idéal maximal de B au dessus de m est donc de la for-
me ((£,(x)) + ma[X]/(£(x)), i.e. de la forme (m,f (x))B.

Définition
On appelle chaine d'idéaux premiens de L'anneau A une puite finie




144 EXTENSIONS D'ANNEAUX. DEPENDANCE ALGEBRIQUE ET INTEGRALE

strnictement crolssante pC.-.<p, d’idéaux premiens de A.

L'idéal p, est appelé 1'origine de la chaine , 1'idéal p, 1'extre-
mité de la chaine. L'entier n, i.e. le nombre d'intervalles déterminés
par la chaine, est appelé la Longueun de La chaine.

Théoréme 1.11 (appelé en anglais: going up)

Sodent £ : A —— B un homomorphisme entier, p;< ...<p  une chai-
ne d'i{déaux premiens de A, m un entier <n, q,€ ... €q  une chaine d'i-
déaux premiens de B telle que q; 4041 au dessus de p; powr i =1,...,m.

On peut compliter La chaine q,C ... q_ en une chaine q,€ ...Cq,
d'({déaux premiens de B telle que q; s0it au dessus de p; pour i =1,...,n.
Démonstration

Par une récurrence immédiate, on se raméne au cas n = 2, m = 1.

Soit £, 1'homomorphisme de A/p, dans B/q, déduit de f par passage
au quotient. I1 est entier injectif. I1 existe donc un idéal premier
q,/4; de B/q, au dessus de 1'idéal premier p,/p; et 1'idéal premier q,
de B contient q; et est au dessus de Py-

Définition

La dimension de Krull d'un anneau A est La bomne supérniewre des Lon-
guewns des chaines d'idéaux premiens de A: c'est donc un entiern natun
ou + =, On Le note dim(a).

Exemples

La dimension d'un corps est 0. La dimension de Z est 1. Plus géné-
ralement, la dimension d'un anneau principal est 1 si il n'est pas un
corps.

Soient k un corps, {Xn}neN une suite d'indéterminées. L'anneau
k[x;]neﬁ a pour dimension + «: on a, en effet, la suite infinie
(XO)C-(XO,XI)C ... d'idéaux premiers.

L'étude de la dimension de Krull d'un anneau sera reprise de manié-
re plus détaillée dans le chapitre 10. On veut simplement signaler ici le
résultat ci dessous.

Proposition 1.12

Soit £ : A —— B un homomonphisme entien.

Alons, dim(B) ¢ dim(A).

S, de plus, f est infectid, dim(B) = dim(A).
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Démonstration

Comme dim(A/ker(f)) g dim(A), i1 suffit de traiter le cas ol f est
injectif. Le théoréme I.11 indique que dim(B) 3 dim(a). IT7 résulte, d'au-
tre part, du théoréme I..9.2 que dim(A) > dim(B). Donc, dim(B) = dim(A).

II. Interprétation de la notion d'entier en termes de places ou de va-

luations

Les notions explicitées dans ce paragraphe ont un support géo-
métrique que 1'on se contentera ici de suggérer sur des exemples: places
de €(X), points d'une hyperbole et places d'un corps associé naturellement
3 1'hyperbole. Le lecteur pourra se reporter a un livre sur les courbes
algébriques pour 1'étude plus générale de la correspondance entre points
d'une courbe algébrique projective non singuliére et places de son corps
des fonctions rationnelles.

1. Places et anneaux de vaiuation

Corps projectif

Le conps projectif associé a un conpd k est kv {«}, ol » est un 2-
Lément n'appartenant pas a k. On £e note k_.

Si k =R, k peut étre assimilée a la droite affine. On peut
considérer R_comme la droite projective obtenue par adjonction d'un
point & 1'infini.

On munit k_ de Lods de composition non partout définies profon-
geant celfles de k en posant: si a # o, a + © = o + a3 =

sia#0, a» = wa = =
—w=w 0 =e o =0

Les 2eéments = + =, =0 et O= ne sont pas définis.

Sodent k et k' deux conps.

Un morphisme de k  dans k! est une application ¢ de k_ dans k_
possédant Les propriltés suivantes:

1. Les éléments ¢(x+y) et ¢(x) + ¢(y) sont définis (resp. non définis)
simultanément et s'ils sont définis, ¢(xty) = ¢(x) + ¢(y)

2. Les éléments ¢(xy) et ¢(x) ¢(y) sont définis (resp. non définis) si-
multanément et s'ils sont définis ¢(xy)=¢(x) ¢$(y).

Une place de k dans k' est un monphisme ¢ de k  dans k! tel que
$(1) = 1.

Alors, ¢(=) = ¢(=> + 1) = ¢(=) + 1 et donc ¢(») = =
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Un 2eement x de k_ est dit fini en La place ¢ 44 $(x) # =. Un tel
élément appartient alors a k.
Proposition II.1 (anneau de valuation d'une place)

Soient ¢ une place du conps k dans Le conps k', A L'ensemble des

eLements de k ginds en 4.
L'ensemble A est un sous-anneau de k possédant La propriete sudi-

Six e k n'apparntient pas a A (ce qui implique x # 0), x_lap-
partient a A.

L'anneau A est Local d'idéal maximal m = {x € k/¢(x) = 0}. 1L ad-
met k pour conps de gractions.
Démonstration

Si a, a' ¢ A, a-a' et aa' appartiennent & A. Comme ¢(1) =1, 1

appartient 3 A qui est donc un sous-anneau de k.

Soit x ¢ k. Dire que x n'appartient pas & A c'est dire que ¢(x) =
©, I]1 en résulte que ¢(x—1) = 0 car sinon ¢(x)¢(x_1) serait défini et
donc 8gal & 6(xx 1) = o(1) = 1. Or, $(x)¢(x 1) serait &gal & = comme
o(x).

Par conséquent, x * appartient a A.

On en déduit immédiatement que k est le corps des fractions de A.

Un raisonnement analogue prouve que dire que 1'élément x de A n'est
pas inversible dans A c'est dire que ¢(x—1) = o, j.e. que ¢(x) =0

Donc, A est local d'idéal maximal {x e k/é(x) = 0O}.

Définition

Solt k un conps.

Un anneau de valuation de k est un Aous-anneau A de k tel que, AL
x e k n'appartient pas a@ A, don Lnverse x apparntient a A.

Le lien entre la notion de place et celle d'anneau de valuation
est précisée ci dessous.

Proposition I11.2 (place d'un anneau de valuation)

Solt k un conps.
1. Sodent A un anneau de valuation de k, k Le conps résiduel de A, N
L'application de k_ dans k_ déginie comme suit: La nestriction de ¢, @
A est La surnfection canonique de A Aur k ef A4 x £ A, 9, (x) = .
Alons, ¢, est une place de k a valewrs dans k.
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2. Soient k' un coips, ¢ une place de k a valeurns dans k', A L'anneau de

valuation associé d ¢, k Le conps nésiduel de A, La place définie en

L7\

1. 12 existe un homomonphisme d'anneaux et un seul A de k dans k' nen-

dant commutatif Le diagramme

k—i————>
7

K
Tx
x

Démonstration
2. Comme, si m désigne 1'idéal maximal de A, ¢(m) = 0, ¢ définit par pas-
sage au quotient un homomorphisme X et un seul de A/m = k dans k' ren-
dant coomutatif le diagramme

¢

A——— k'

N h

k
ot m est la surjection canonique.

11 est clair que A satisfait a la condition imposée.

L'unicité est immédiate.

Soit ¢ une place du corps k & valeurs dans k'. Si A est un homomor-
phisme de k' dans le corps k", le composé A o ¢ est une place de k & va-
leurs dans k". Les anneaux de valuation de ¢ et A o ¢ sont Eégaux.

L'application: place ¥ anneau de valuation, qui €8t surjective
(prop. II.1) n'est donec pas bijective.

Elle devient bijective si on se limite aux seules places de la
forme ¢A. (avec les notations de la proposition II.2).

I1 est clair que la considération des seules places de cette forme
est suffisante dans la pratique.

2. Une caractérisation des anneaux de valuation
Définition
Sodent C et D deux anneaux Locaux.

On dit que C domine D A4 D est un sous-anneau de C et s4 L'infec-
on de D dans C est un homomonphisme Locak.

1€ nevient au méme de dire que D est un sous-anneau de C et que
L'idéal maximal de D est La trnace sun D de £'idéal maximal de C.
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Proposition II.3 (caractérisation d'anneaux de valuation)

Soient k un conps, A un socus-anneau de k.
Les assentions suivantes sont équivalentes:
() A est un anneau de valuation de k
(L) 2'ensemble des {déaux principaux de A esttotalement ordonné
par inclusion et k est Le conps des fractions de A
(idid) £'ensemble des idéaux de A esttotalement ondonné pan inclu-
sdon et k est Le conps de fractions de A.
({v) A est un &Lément maximal de £'ensembfe des sous anneaux Locaux
de k ondonneé par La nelation de domination.
Démonstration
11 est clair que (ii) implique (i) et que (iii) implique (ii).
(i) = (ii): soient a et b ¢ A avec b # 0. Si (a) n'est pas contenu dans
(b), i.e. si x = a/b n'appartient pas & A, 1/x = b/a appartient a a, i.e.
(b) est contenu dans (a).
(ii1) = (ii): soient g et b deux idéaux de A tels que b ne soit pas con-
tenu dans q. Si b de b n'appartient pas a a, on a, pour tout a de a, (a)c(b)
et donc ac (b) Cbh.
{(111) = (iv): i1 est clair que A est local. Si B est un sous anneau lo-
cal de k dominant A, il est clair qu'il vérifie, a fortiori, la condition
(i). Si b de B n'appartenait pas & A, 1/b appartiendrait & A et en fait a
1'idéal maximal de A. Par conséquent, 1/b appartiendrait a 1'idéal maxi-
mal de B. Ceci contredit 1'inversibilité de 1/b dans B.
(iv) = (i): soit A un é1ément maximal de 1'ensemble des sous anneaux
locaux de k ordonné par domination. Si x appartient d k mais pas a A,
ma[x] = Alx] o m désigne 1'idéal maximal de A: sinon i1 existerait
un idéal maximal n de A[x] contenant ma[x]: 1'id&al nna, distinct de A
et contenant m, serait €gal & m; 1'anneau local A[x]n dominerait strnicte-
ment 1'anneau local A, contrairement a la maximalité de A.
On a donc une égalité 1 = 153 mif' ol m; e m. En la multipliant par
1'inverse de 1 - m_, on se raméne au cas ol m = 0.
On obtient alors 1'équation de dépendance intégrale

-1,n n-1 -lI,n-i _
o= g m e T —o
pour x  sur A.

L'anneau A[x—lj est donc entier sur A. En vertu du premier théoréme
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de Cohen-Seidenberg (théoréme I. 3), i1 existe un idéal premier »n de

[ %]

A[xY] au dessus de m.

L'anneau local A[x_ljn domine A et lui est donc égal. Par consé-
quent, x | appartient a A.
Etude des places de 1'anneau €(X), ol X est une indéterminée, finies sur

Soit ¢ une place de T(X) finie sur €. Soit A son anneau de valua-

En ce cas, A contient 1'anneau €[X] des polyndmes. Soient m 1'idéal
maximal de A, p 1'idéal premier €[X]Nnm. Deux cas sont possibles:
1. p = (0). Alors A contient c[}q(o) = C(X) et est donc égal & C(X).
2. p est de La forme (X-a) od a e C.

L'anneau local A domine 1'anneau c[x](x_a). I1 est faciie de véri-
fier que C[X](X_a) est un anneau de valuation. I1 en résulte que
A= C[X](x—a)'

Le corps résiduel de C[X](x—a)’ isomorphe au corps quotient
c[x]/(x-a), est isomorphe a C.

On peut supposer que ¢ est La place 0, (proposition I1.2)

Un &lément £(X) de C(X) s'écrit, de maniére unique, (x-a)"g(X) oll
o sin<o0.
0sin>0

g(X) € €(X) n'a ni pdle ni zéro en a. Alors, ¢A(f(x))

g(a) sin=0
2eme cas: X n'est pas ginde en ¢.

En ce cas, x appartient a A et, méme, comme X n'appartient pas a
A, X1 appartient a 1'idéal maximal m de A. Alors, A = C[x_lj(x—l).

Un élément f(X) de €(X) s'écrit de maniére unique,

a+a.X Te...+a X T

x—n o 1 r
b +b,X ‘#...+b X S

o 1 s

On vérifie alors que
¢A(f(x)) =®sin<0O
=0sin>0

aO

=-—sin=0

b
o
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Ainsi si on écarte le cas ou 1'anneau de la place est €(X) (place
triviale), on voit que £'ensemble des classes de places de méme anneau
es en bijection avec Le conps profectif €_. A a e € correspond la pla-
ce définie dans le ler cas (2). A », on fait correspondre la place défi-
nie dans le 2éme cas.

Remarque

Les anneaux de valuation qui apparaissent ci dessus sont trés par-
ticuliers. Ils sont principaux et donc noethériens. Ce sont des anneaux
de valuation discréte dont 1'étude plus détaillée sera abordée au cha-
pitre 12.

3. Caractérisation des entiers en termes de places et valuations

Théoréme 11.4

Soient k un conps, A un sous-anneau de k, x ¢ k.

Les assentions sudlvantes sont equivalentes:

(4) x est entier sun A

(AL) x appartient a tout anneau de valuation de k contenant A

({id) toute place de k ginie sur A est ginie en x
Démonstration

L'équivalence {ii) &= {(i11) résulte de la correspondance entre pla-
ces et anneaux de valuation.
(i) = (iii). Soit x un élément non nul de k entier sur A. Une équation
de dépendance intégrale de degré minimal de x sur A fournit, par multi-
plication par une puissance convenable de x_l, une égalité:
1= ‘Zn—l a.x-i ol a, ¢ A.

=0 a1 -1 . . .

Si ¢(x) était », ¢(x ) serait 0. Comme ¢(ai) est fini, on obtien-
drait une &galité, impossible, ¢(1) = o.
(non i) = (non iii).
Lemme

Soit x un éLément (non nul) de k non entier sur A.

12 existe un idéal maximal n de A[x"] contenant x1.

S{, de plus, A est Local d'idéal maximal m, nOA = m.

Démonstration du lemme

L'8lément x - n'est pas inversible dans A[x_¥] car sinon on aurait
n-1 i

une égalité 1 = (x_l)(igO ai(x_l)l) qui, par multiplication par x",
donnerait une équation de dépendance intégrale de x sur A. L'existence

de n en résulte.
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L' anneau quotient Alx *]/n est A/(nna). Si a est local d'idéal ma-
ximal m, 1'idéal maximal nNA est égal a m.

I1 existe un &lément v maximal dans 1'ensemble des sous-anneaux lo-
caux de k dominant 1'anneau local A[x_l]n. C'est un anneau de valuation
de k dont 1'idéal maximal contient x L. L'inverse x de x - n'appartient
pas a v et, a fortiori, a A.

Corollaire 1

Un anneau de valuation est intéghalement clLos.
Corollaire 2

Solent K un coaps, A un sous-anineau de K.

La fermeturne intégrale de A dans K est L'intersection des anneaux
de valuation de K contenant A.

Théoréme 1I.5 (prolongement des places)

Soient k un conps, A un sous-anneau de k, k' un conps algébrique-
ment clos, ¢ un homomorphisme de A dans k'.

12 existe une place (au moins) de k d valeurs dans k'prolongeant 4.
Démonstration

L'ensemble ordonné par inclusion-prolongement, des couples (B,y)
d'un scus-anneau B de k contenant A et d'un homomorphisme ¢ de B dans k'
prolongeant ¢ est inductif. I1 admet donc un élément maximal.

On peut donc supposer que (A,¢) est maximal pour La relation d'in-
clusion-prolongement,

L'anneau A est alons Local d'idéal maximal m = ker(¢): sinon, on
pourrait prolonger ¢ en un homomorphisme g de A dans k' par $(a/b) =
d(a)/¢(b).

On a donc un diagramme commutatif :

A -——L—» k(A) = A/m

X

K
ol T est la surjection canhonique.

On va démontrer que A est un anneau de valuation.

L"homomorphisme T se prolonge alors en la place canonique ¢,. On
prolongera 1'homomorphisme ¢ en la place A o 0y

On doit donc démontrer que, pour tout x e k, x ou x - appartient a
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Ten cas: x est entlen sur A

Soient alors I 1'idéal {£(X) e A[X]/f(x) = 0} de A[X], T 1'idéal
{E(X)/£(X) e I} de k(a)[X], oli T(X) se déduit de £(X) par application
de T aux coefficients de f£(X). Comme I contient un polyndme unitaire, T
est non nul. Comme A[x] = A[X] /I 1'idéal I est premier. Par conséquent,
1'idéal T est premier, i.e. de la forme (6(X)) ol e(xX) est un polyndme
irréductible de %(a)[X]. Ce polyndme a une racine a dans le corps algé-
briquement clos k'. On utilise alors le fait que le sous-corps k(a)[a]
de k' est isomorphe & k(a)[X]/e(X)). L'homomorphisme I se prolonge en un
homomoirphisme Iy de A[X] dans k(A)[X] tel gue HI(I) = {6{X)) et donc par
passage au quotient ¢ se prolonge en un homomorphisme y de A[k] dans k'
tel que y(x) = a,

Par maximalité de (A,¢),A = A[x] et donc x appartient & A.
2gme cas: x n'est pas entien sur A

IT existe alors (lemme de la proposition II.4) un idéal maximal »
de A[g_lj contenant x © et tel que nNA = m. L"'homomorphisme T se prolon-
ge en un homomorphisme de A[x_l] dans k(a) appliquant x 1 sur 0. Donc,
¢ se prolonge en un homomorphisme de A[x_¥] dans k'. Par maximalité de

(4,4), A[x'lj = A et donc x ' appartient 3 A.
Exemples
Les deux exemples ci dessous sont caractéristiques.

1. Soit H 1'hyperbole d'équation x2 -y% = 1. Son algébre affine (chapi-

tre 2) ¢[H] est c[x,Y]/(xz—YZ—l) = ¢[X,y] ou y est la classe de X. Un é&lé-
ment du corps K des fractions de C[H] s'écrit de maniére unique a(X)+b(X)y
ol a(X), b(X) ¢ C[x] et y2 = xz—l, les calculs se faisant de maniére na-
turelle. L'anneau C[H] est entier sur 1'anneau C[X] qui n'est autre que
1'algébre affine de 1a droite D, axe des X.

Un point a de D correspond & 1'homomorphisme ¢:f(X) — f(a) de
A = ¢[p] dans c.

Soit ¢ une place de K d valeurs dans € prolongeant ¢. On doit avoir
y? = a%1.

On en déduit, si a # 1 1'existence de deux places ¥ et y, de K &
valeurs dans C prolongeant ¢: elles correspondent aux deux racines de
a’-1 et donc aux deux points d'abcisse a sur H; elles sont finies sur

1'algébre affine ¢[H].
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2. Soit maintenant H 1'hyperbole d'&quation XY = 1. Son algébre affine
est €[X,Y]/(xY-1) = €[X,1/X]. Ce n'est plus un anneau entier sur C[p].
A 1'origine 0 de D correspond 1'homomorphisme ¢: £(X) — £(0). I1 se
prolonge en la seule place évidente y du corps K = C(X) des fractions
de ¢[H]. Cette palce n'est plus finie sur C[H] puisque y(1/X) = «.

Elle correspond au point & 1'infini de H dans la direction de 1'axe OY.

111, Anneaux intégralement clos
1. Exemples d'amneaux intégrnalement clos. Anneaux d'entiens algébriques
Proposition III.1

Sodlent A un anneau intégre, K son conps des gractions, L un conps
contenant K comme sous-conps et algébrique surn K.

La germeturne intégrale B de A dans L est un anneau {ntégralement
clos de conps des gractions L.

En particulien, La cloture intégrale de A est un anneau Lintégrale-
ment clos de conps de gractions K.
Démonstration

Soit x ¢ L. I] satisfait a une équation de la forme
n

(1) ,Ip ax =0
O a, e Aeta #0: i1 suffit de multiplier une équation de dépendance
algébrique de degré minimal de x sur K par un dénominateur commun de ses
coefficients.

On multiplie (1) par 32—1’ obtenant une équation de dépendance in-
tégrale sur A de 1'élément y = a x. L'élément y appartient & B, et par
conséquent, x appartient au corps des fractions de B. Ce corps des frac-
tions est donc égal a L.

Un élément de L entier sur B est entier sur A par transitivité de
la dépendance intégrale et appartient donc a B.

Un exemple particuliernement impontant est celul oi A =2, K =0
et o L est une extension de degné §ini de Q.

Un tel corps L est alors appelé un corps de nombres aZgébriques.(*)
On démontrera dans le chapitre 11 que 1'anneau B est alors un anneau

de Dedekind, i.e. un anneau héréditaire intégre (FFAC. chap.5). On démon-

(%) N

Cette terminologie est quelquefois &tendue & une extension algébrique

(non nécéssairement de degré fini) de Q.
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trera également que dans un tel anneau tout idéal (distinct de 1'anneau)
est, de maniére unique, produit d'idéaux premiers.

Les exemples Les plus classiques sont Les sulvants
1. L= (Y d), oll d est un entier sans facteur carré (extension quadrati-
que de Q).

On démontre (ex. 11) que la fermeture intégrale B de Z dans L est
un Z-module libre de base :
(1,Y d) si d est congru & 2 ou 3 modulo 4

a, 1+g~3) si d est congru & 1 modulo 4

2. L = Q(), oli t est une racine primitive p-&me de 1'unité (p nombre pre-

mier impair (corps cyclotomique)
On démontre (ex. 21 chap. 5) que la fermeture intégrale de Z dans
L est le g-module libre de base {1,z,...,z°

Jn autre exemple important est celui oii A est 1'anneau k[X] des po-

—

[
I

lyndmes 3 une indéterminée dans un corps k et ol L est une extension de
degré fini de k(X), i.e. un corps L contenant k(X) comme sous corps et
tel que la dimension [L:k(X)] soit finie.

On verra au chapitre 6 que la fermeture intégrale B de A dans L
est 1'algébre affine d'une courbe algébrique non nécéssairement plane
irréductible définie sur k. Le fait que B soit intégralement clos impli-
que que la courbe est non singuliére.

11 est donc facile d'obtenir des exemples d'anneaux non intégrale-
ment clos, & partir de courbes algébriques admettant un point singulier.
C'est la cas, par exemple, de la courbe algébrique plane (complexe) d'é-
quation XZ—Y3 =0
Exemple d'anneau non intégralement clos

Sodlent k un conps, X et Y des indéterminées. On va démontren que
Lanneau quotient A = k[X,Y]/(x*-Y3) est int2gne mais n'est pas intégna-
Lement clos.

L'anneau A est integre

On doit démontrer que 1'idéal principal p = (XZ—Y3) de k]k,f]est
premier ou, comme k[X,Y] est factoriel, que x2-v3 est irreductible.
1ére méthode

-y o5t imeductible.

Soit X2-¥> = g(X,")h(X,Y) od g,h ¢ k[X,¥]. Alors,
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10 71\ a2 Y T

d®(g) + d°(h) = 3 wig) + w(h) = 2, w(g < d°(g} wh) g d°¢h)
(ol w désigne 1'ordre en tant que série formelle)

Les seules possibilités sont d°(g) = w(g) = 0, i.e. g est une cons-
tante, ou d°(h) = w(h) = 0, i.e. h est une constante.
2éme méthode

L'idéal p est premien. Cette méthode est ici un peu plus compli-
quée.

On va démontren que, T désignant une indéterminée, p est Le noyau
de £'homomonphisme ¢ de k-algebres: f(X,Y) —— f(T3,T2).

Un &lément de k[X,Y] s'écrit de maniére unique

a(¥) + b(NX modulo (X°-Y2) o a(¥), b(¥) e k[Y]
division euclidienne par le polyndme xz—Y3, unitaine en X

L'image par ¢ d'un tel élément est a(Tz) + b(Tz)T3. Cet &1ément ap-
partient & ker(¢) si et seulement si a(Tz) = b(Tz) =0, i.e. a(Y)=b(Y)=0
(un monome de a(Tz) est de degré pair, un monfme de b(Tz)T est de degré
impair)

Donc, ker($) € (X°-Y7) et ker(¢) = (X°-v7).

L'anneau A n'est pas intégralement clos.

2

Soient x et y ies ciasses de X et Y modulo (X —"3) en sorte gue
A = k[x,y] (aprés identification de k & un sous-corps de A).

L'élément z = x/y du corps des fractions de A est entier sur A
puisque z2-y = 0. 11 n'appartient pas a A car sinon X-zY devrait divi-

2 . . . . N
ser X —Y3, ce qui est impossible parce qu'on devrait avoir X 3 =

(X-YZ) g(X,Y) avec w(g) = 1, contrairement a 1'irréductibilité de xz-Y3.

Ditermination de La cloture intégrale de A

On remarque que a = k[T3,T2]. Le corps des fractions de A contient
T = T3/T2.

171 est donc égal a k(T). Comme T est entier sur A, la clbture in-
tégrale de A contient k[T]. Comme k[T] est intégralement clos, cette
cl6ture est k[T].

2. Deux propriétés des anneaux intégralement clos

Proposition 111.2 (le fait d'étre intégralement clos est une propriété
ponctuelle)
Sodlt A un anneau intZgre.
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Les assentions sulvantes sont equivalentes:
({) A est intégnalement clos
(L) Ap est intégrnalement clos pour tout L{déal premier p de A.
(L44) A, est intégnalement clos pour tout idéal maximal m de A
Démonstration

Soit f 1'injection de 1'anneau A dans sa clfture intégrale,

L'assertion (i) (resp.(ii); resp.(iii)) équivaut a la surjectivité
de f (resp. de fp pour tout idéal premier de A; resp. de fp pour tout
idéal maximal m de A).

L'équivaience des trois assertions résuite aiors du lemme de glo-
balisation et du lemme suivant qui exprime le fait que la fermeture in-
tégrale commute au passage a un anneau de fractions.

Lemme

Sodent A un sous-anneau d'un anneau B, S une partie multiplicative
de A, A fa fermeture intégrale de A dans B.

Alons, s 1

2 est La fermetune intégrate de S”'A dans S 'B.
Démonstration du lemme
On sait deja (proposition 1.2) que S & est entier sur 5 'A.

Soit x/s un élément de ST'B {(x ¢ B;s ¢ S) entier sur S 1A et soit
n n-1 i_

(x/s)" + Ly (8 _;/s _;)(x/s) :10

une équation de dépendance de x/s sur S "A(a__; € A, s . € 8)
n-1
Soit y = x i20 Sp-i- On obtient une &galité
G/D™ ¢ 2" b /1) (/1) = 0 oil b__. appartient & A
i=0 n-i n-i PP ’ *
11 existe donc un &lément t de S tel que
n n-1 i, _

BO" ¢ Ly by =0

Par multiplication par t= ~, on en déduit que 1'élément yt appar-
tient a A. -1 n-1

Par conséquent, 1'élément x/s = (xt {EO s;)/ (st 526 s;) appartient
s o l—.
as a

Le lecteur pourra reprendre, dans le cas ol k = €, 1'exemple d'an-
neau A non intégralement clos du §1, vérifier que si m est 1'idéal ma-
ximal (x-a,y-b), ol (a,b) appartient & la courbe d'équation XZ—Y3 = 0,
1'anneau local Am est intégralement clos (resp. n'est pas intégralement

clos) si (a,b) # (0,0) (resp. a = b = 0, cas qui correspond a l'origine
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Proposition I111.3 (transfert aux anneaux des polyndmes)
Soit A un anneau intignakement clos. L'anneau AlX,...,X ] od
X sont des indéterminies est intégrnatlement clos.

Xp, .
Démonstration (On peut supposer n = 1)

11 est commode d'introduire la définition suivante:

Solent A un anneau intégre, K son conps des gractions, x e K.

On dit que x est presque entien sur A 4'4AL existe d 4 0, d e A,
tel que, poun feut n e N, dx" appartienne a A.

11 revient au méme de dire que Te A-module A[x] est contenu dans le
sous-module monogéne A(1/d) de K. I1 est clair que si x, x' sont presque
entiers sur A, il en est de méme de x-x' et xx'.

Si 1'élément x de K est entier sur A, il est presque entier sur A.
La réciproque est vraie si 1'anneau A est noethérien car alors le A-mo-
dule A[x] est de type fini comme sous-module du module noethérien A(1/d).

Un anneau intZgre A est dit complétement intégnalement clos s4 fout
&lement de son conps de fractions K qui est presque entien sur A appar-
tient a A.

On nevient a La démonstration de La proposition en démontrant que
si 1'élément £(X) du corps des fractions de A[X] est presque entier sur
A[X], ses coefficients sont presque entiers sur A. Ce corps des fractions
est aussi le corps K(X) des fractions de 1'anneau K[X].

11 est clair que K[X] est intégralement clos, donc complétement in-
tégralement clos (il est, en effet, principal).

Donc, si £(X) est presque entier sur A|X|, £(X) = arxr+ar+1xr+1+...
ol a, e Keta_ #0. Soit d(X) = bSXS+ ... of by e A tel que
dE™ e A[X] pour tout n.

On en déduit que bsa? e A, pour tout n, donc que a_ est presque en-
tier sur A.

Alors, f(X)—arXr est presque entier sur A et on en déduit que a
est presque entier sur A. On procéde ainsi de proche en proche.

Soit £(X) ¢ K(X) un élément entier sur A[X]. I1 existe un sous-an-
neau noethérien Al de A contenant les numérateurs et dénominateurs des
coefficients de f£(X) et les coefficients des polyndmes A[X] apparaissant
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dans une équation de dépendance intégrale de f(X) sur A[X]. Les coef-
ficients de £(X) sont presque entiers sur As donc entiers sur A .Si A
est intégralement clos, ils appartiennent a A.

Exercices du chapitre 4

(1). Expliciter une équation de dépendance intégrale sur Z du nombre com-
plexe v 2+i ol i’= -1, 1°) directement, 2°) par utilisation du Z-module
engendré par les nombres 1, v2, i, iv2 suivant la démonstration de

(ii1) = (i) du théoréme I.3.

(2). Les nombres complexes suivants sont-ils entiers sur Z: 1;31; 1;/? s
1+/-5
!

(3). Déterminer la cléture intégrale des anneaux suivants: z[i] od
i2 = -1, z[/2], z[V3], B[/5], 2[ji] od j est racine primitive cubique de

-

(4). Soit p un nombre premier. Démontrer que 1'anneau local z(p) est un
sous~anneau de Q maximal dans 1'ensemble des sous-anneaux de @ distincts
de Q.

Analogue a partir de 1'anneau k[X] des polynfmes a une indétermi-
née a coefficients dans un corps k.
(5). Soient B un anneau intégre, A un sous-anneau de B tel que B soit
entier sur A, b un idéal non nul de B. Que peut-on dire de 1'idéal
bh A de A?
(6). Soient B un anneau, A un sous-anneau tel que B soit entier sur A,
q,C---Cq, une suite strictement croissante d'idéaux premiers de B. Que
peut-on dire de la suite q,Nac...c qu\A d'idéaux de A ?
(7). Démontrer que, pour prouver la conjecture de Fermat, il suffit de
démontrer que pour n = 4 ou n premier impair 1'équation x"+y" = 2" n'a
pas de solution (x,y,z) dans Z telle que xyz # O.
(8). 1. Démontrar, suivant les indications de 1'introduction du chapitre
4, qu'une représentation paramétrique des solutions en nombres entiers
de 1'équation diophantienne x2+y2 = 2% est donnse par

X = d(uz—vz) y = 2duv z = d(u2+v2), ol u, v sont des entiers po-
sitifs premiers entre eux, et 1'analogue obtenue en échangeant les réles
de x et y.
2. On veut démontrer (par la méthode de La descente infinie de P.deFermat)
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e de solution en nombres entiers non nuls de T'équation dio-
, 2 .
phantienne x4+y4 = z°. On naisonne par £'absunde.

itinexistence d

Soit (x,y,z) une sclution avec x > 0, y > O, z > O et z minimal.

On remarquera qu'alors (x,y) = 1. On supposera x Lmpair, y pain, I1 exis-

. . 2 2 2
te donc des entiers premiers entre eux u et v tels que: x~ = u"-v",

2 2.2
¥y = 2uv, z = u +v .
a. Démontrer que u est impair et v pair.
b. On pose v = 2v', Démontrer que v' = v"{ u = u"? ol u" et v" sont des
entiers premiers entre eux.
2 2 02,2
).

egalite (2v"9)% « x° = (u

c. Justifier 1'existence d'entiers positifs a et b premiers entre eux et

tels que u? = a2+b2, v = ab uis d'entiers a' et b' positifs tels que
q p p

a = a'z, b = b'z.

d. Vérifier 1'égalité artaprd = yn2, Comparant u et u", trouver une con-

tradiction.
3. Démontrer que 1'équation diophantienne x4+y4 - 2* n'a pas de solution
en nonbres entiers non nuls.
(9). Soit A un anneau intégre.

Un stathme euclidien sur A est une application: x v |x| de A-{0}
dans N.possédant les propriétés suivantes:

1. si a,b e A-{0} |ab| > |a]

2. a,b e A, 1] existe q et r ¢ A tels que

b=qa+rodr=20o0u]|r| < |a]

Un anneau euclidien est un anneau intégre muni d'un stathme eucli-
dien.
1. Démontrer que Z est euclidien et que 1'anneau k[x] des polyndmes & une
indéterminée X a coefficients dans un corps k est euclidien.
2. Démontrer qu'un anneau euclidien est principal (méme démonstration que
pour Z). Donner des exemples d'anneaux ne possédant pas de stathme eu-
clidien.
3. Soit A = z[i] 1'anneau des entiers de Gauss (i2 =-1).

Démontrer que 1'application: a+ib —— (a+ib)(a-ib) = a2+b2(a,b e R)
est un stathme euclidien sur A (Soient a, B ¢ A, a £0, vy = 8a L& (),
= c'+id", c et 4 les entiers tels que |c'-c| < 1/2 et |d'~d| < 1/2,

Démontrer que |8 - (ctid)a| < |af.
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4. Expliciter le groupe multiplicatif des &léments inversibles de z[i].

Démontrer que si a ¢ Z[i] est tel que |a| soit un nombre premier,
a est un élément premier de £[i]; Etudier la réciprogue.

5. Soit j = cos(2n/3) + sin(2w/3) (racine primitive cubique de 1'unité,
A= z[i].

Le nombre j est racine du polyndme x2+x+1 dont 1'autre racine est
j2 et qui est irréductible dans Q[X]. Un &lément de A s'écrit de manié-
re unique a+bj (a,b ¢ Z).

Démontrer que 1'application: a+bj — a’-ab+b® est un stathme eu-
clidien de A. (méme procédé que pour 1l'anneau des entiers de Gauss)

6. Expliciter le groupe multiplicatif des éléments inversible de z[j].

Démontrer qu'un &lément o de Z[j]| tel que |a| soit un nombre pre-
mier est premier. En déduire que 1-j est premjer. Quel est le quotient
z[i]/(1-5) 2
(10). Démontrer que 1'anneau des entiers du corps quadratique Q(/=5)
n'est pas factoriel. (Utiliser les &galités 21 = 3.7 = (4+/=5) (4=V=5)

On sait démontrer que les seuls corps quadratiques Q(v/-d), ot &
est entier positif sans facteur carré, dont 1'anneau des entiers est
principal (ou ce qui est équivalent pour les anneaux de ce type facto-
riel) sont obtenus pour d = 1,2,3,7,11,19,43,67,163.

On savait depuis les travaux de Heilbronn et Linfoot (Quaterly
Journ. of math. Oxford, 5, 1934, 150-160 et 293-301) qu'il ne pouvait
exister en plus des corps mentionnés qu'un seul autre. Dans: A complete
determination of the complex quadrnatic Fields of class number one. Michi-
gan Math. 4., 14, 1967,1-27, H.M. Stark 5 démontré que cet &ventuel
corps supplémentaire n'existait pas.

On trouvera dans l'article: About euclidean Rings. Journal of al-

gebra. 19, 1971, 282-301 de P.Samuel la démonstration du fait que seuls
les anneaux obtenus pour d = 1,2,3,7,11 sont euclidiens pour la norme ou
n'importe quel stathme euclidien. Les anneaux obtenus pour d = 19,43,67,
163 sont donc principaux mais ne sont pas euclidiens.
(11). Soient 4 un entier (positif ou négatif) sans facteur carré, X le
sous-corps de € des nombres de la forme a+b/d(a,b ¢ Q), A Ta fermeture
intégrale de Zz dans K.

IT existe deux Q-automorphismesde K (isomorphisme de K sur K lais-
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©
-
1)
<3
©
_
-
O
[}
ot
—.
(=}
=
-
(<9
[1%)
=5
ck

nt invariant tout élément de

aison s : a+bv/d —> a-b/d.

[{a]

On appelle trace (resp. noame) de 1'é1ément x de K le nombre x+s(x)
(resp. xs(x)). C'est un élément de Q.
1. Démontrer les équivalences : (i) x appartient a A

(1i) la trace et la norme de x appartien-
nent a Z

2. Soit x = a+b/d (a,b ¢ Q) un &lément de A.

Démontrer que 2a et 2b appartiennent & Z (On utilisera le fait que
(2a)2-a(2b)? appartient 3 2).

On pose a = a'/2, b = b'/2. Démontrer que b' ne peut &tre impair

o

que si d = 1 mod.4.
3. En déduire que A est un Z-module libre de base
1, /d sid =2 ou 3 mod.4

1, 1;/3 sid=1mod.4
Examiner le cas d = ~1. (Anneaux des entiers de Gauss)

(12). Démontrer que 1'ensemble des idéaux fractionnaires non nuls d'un
anneau de Dedekind ((FFAC.)chap.5.11.8§2) est un groupe multiplicatif dont
1'ensemble des idéaux principaux non nuis est un sous-groupe.

Le groupe quotient est appeléd le groupe de classes d'idéaux de 1'an-
neau de Dedekind. S'il est fini, on note h son ordre et on l'appelle le
nombre de classes de 1'anneau.

L'anneau des entiers d'un corps de nombres algébriques (extension
de degré fini de ) est un anneau de Dedekind (chap.l12.théoréme IV.5).

Le groupe des classes d'idéaux d'un tel anneau est fini (théordme de
Dirichlet). Dire qu'un tel anneau est principal (ou factoriel, ce qui
est équivalent pour ce type d'anneaux) c'est dire que h = 1,

Le calcul de h indique que 1l'anneau des entiers du corps cyclotomi-
que Q(2z) oli z est racine primitive 23-éme de l1'unité n'est pas principal
(confer. Borevitch-Shafarevich. Number Theory. Pure and Applied Mathema-
tics. table 8. p. 429).

Démontrer, de maniére élémentaire, que cet anneau n'est pas prin-
cipal.

(L'auteur ne connalt pas la solution de cet exercice et ignore s'il

en existe une abordable)
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(13). Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions. On note K'
(resp. A*) le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K (resp. in-
versibles de A).

On définit une relatian ¢ dans K* par x £ y si et seulement si 1]
existe a ¢ A tel que x = ay.
1. Démontrer que < est une relation de préordre dans K~
2. Démontrer que ¢ définit par passage au quotient une relation d'ordre
sur le groupe quotient T = K*/a* qui munit r d'une structure de groupe
ondonné. On note encore ¢ cette relation d'ordre dans T.
3. Demontrer que I est totalement ordonné si et seuiement si A est un an-
neauy de valuation de K. Le groupe K*/A* est alors appelé le gnoupe de fa
valuation définie par A.
4. Soit alors v 1'application de K dans T définie comme suit:

v(0) = =3 si x ¢ K¥, v(x) est la classe de x modulo A*(valuation

de A)

Démontrer les propriétés: (1) v(xy) = v(x) + v(y)

(2) v(x+y) » inf(v(x), v(y))

5. Soit, réciproquement, v une application de K* dans un groupe totale-

W

ment ordonné satisfaisant & (1) et {2). On pose v(6) = =.

Démontrer que le sous-anneau {x e K/v(x) > 0} de K est un anneau
de valuation de K. Que peut-on dire de im(v) ?
6. Soient A un anneau de valuation, p un idéal premier de A.
Démontrer que A_est un anneau de valuation du corps K des frac-
tions de A et que A/p est un anneau de valuation du corps résiduel de A.
Soit v Ta valuation associée a A. Etudier v(a-p). Démontrer que
c'est 1'ensemble des éléments » O d'un sous-groupe A de I tel que
Og¢bgaetaced implique b ¢ A. (Un tel sous-groupe est dit {s0LE).
Quels sont les groupes de valeurs de A et A/p ?
(14). Soient k un corps, T un groupe abélien totalement ordonné, R = k[I]
1'algébre du groupe T sur k. (On rappelle que k[r]| est le groupe additif
kT de base (e ), p» OU ey est 1'application de T dans k telle que
e, (1) =1 et “eY(Y') =0 siy' #v, lamultiplication étant donnée par

e e, +). Comme le groupe I est abélien, R est un anneau commuta-

Yoy T Cyey
g,
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Démontrer que R est intégre.

Un élément non nul x de R s'écrit de maniére unigue AleY +...+>\neY
1 n

o0 A # 06ty <. < - On pose v(x) = y,. Démontrer quel'application
vix+—— v(x) de R -{0} dans T se prolonge, de maniére unique, en une

0 i
ation du corps K des fracticns de A de groupe de valuatior

"
3
[}

-

u
(15). On dit que 1'anneau A est semi-hér@éditaire si tout idéal de type
fini de A est projectif. Par exemple, un anneau héréditaire ((FFAC.chap.
5.11.2) est semi-héréditaire.
1. Démontrer qu'un anneau de valuation est semi-héréditaire.
2. Démontrer que, si 1'anneau A est semi-héréditaire, tout sous-module
de type fini d'un A-module L{bre est somme directe d'un nombre fini de
modules isomcrphes & des idéaux de type fini de A,
(Se ramener au cas oll le A-module libre L est de type fini et faire une
démonstration par récurrence sur le cardinal d'une base de L).

En déduire les équivalences pour un anneau A:

(i) A est semi-héréditaire

(ii) tout sous-module de type §ini d'un module projectif est pro-

Jectif

3. Démontrer qu'un sous-moduie de type §ini d'un module libre sur un an-
neau de valuation A est libre.

Démontrer qu'un anneau de valuation est cohérent. Est-il absolument
plat ?
(16). (Démonstration de la transcendance de - Hermite.1873)

%”.%ﬁ.“ algébrique sur Q. Soit

m - . -
ae t...tajeta = 0 une équation de dépendance de o sur Q, avec a, e Z

et a # 0.

On suppose Le nombre e = 1+

Soit p un nombre premier (que 1'on fera tendre vers = en fin de dé-
monstration. )

p~1 o .\P P
On pose £(X) = T x-1DF. .. (X-m)

(p-D!
F(X) = f(X) + £'(X) +...+ f(mp+p—1)(x) oll f(i)(x) désigne la déri-
vée i-éme de f(X).
adiiee de %A e d X -X
Déduire de 1'égalité 3x (e F()) = e "£(X), pour tout ic{0,...,m},
1'égalite

et
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1 .
aJ e XE(X)dX = a,F(0)-a,e “F(i)
0 1 1
puis
. 1
(1).1%a. et [ e Xenany = - g0 poP*P7L a D)
T A Jo 1=0 j=

Démontrer que f(J)(i) est un entier. En déduire 1'égalité

.ol
-X

(2);Z5(a 0" JO E0AX) = Kp + a_(-DP..L (-m)P

oli K € Zpuis que ,pour p assez grand, le second membre de (2) n'est pas

nul.

Démontrer enfin, que quand p tend vers =, le premier membre de (2)
tend vers 0, obtenant ainsi une contradiction.

(17). (Démonstration de la transcendance de w. Lindemann.1882)

On suppose Le nombre 1 algbbrique sun @ ou ce qui revdent au méme
Le nombnre im, ol i2=—1, algébrique sur Q.

Soit alors el(x) = irr(X,im,D) polynéme unitaire de plus petit de-
gré a coefficients dans @ admettant ir pour racine, a, = in,...,an les
racines dans ¢ de 8, (X).

Utilisant Tes fonctions symétriques élémentaires de arseeesay dé-
montrer 1'existence de 8(X) ¢ Z[X] dont les racines soient les exposants

non nuls byseeesby de e dans le développement de
a1 an b1 b
(e #1) ... (e +1) = e "+ ... + e r+k, oll k £ Z.
Soit 8(X) = cxr+c1xr"1 # ... +c . Soit pun nombre premier (que

+
1'on fera tendre vers « en fin de démonstration). On pose

syp-1 P
E_%E:Tgégl_ ol s = rp-1 et F(X) = f(X) + £'(X)+.....

+ f(S+p)(X)-
p ' ite & Xp _ X
Démontrer 1'égalité Ei(e (X)) = e 7£(X). En déduire 1'égaliteé

f(X) =

- X -
e XF(x) - F(0) = —J e Yf(Y)dY puis, par changement de variables,
0

1
F(X) - eXF(0) = X J e "O%e (1 x)de et enfin 1'égalité
0]
r 1 (l—t)bi
(L1 F(by) # KF(0) = - 27 b, Jo e £(tb,)dt

(ol 1'entier k a été défini plus haut).
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Démontrer que pour p assez grand, ie prmeier membre de cette égali-
té est un entier non divisible par p et donc non nul et que, quand p
tend vers «, le second membre tend vers 0, obtenant ainsi une contradic-
tion.
(18) Nombres de Liouville
1. On va démontrer qu'un nombre complexe non rationnel x est algébrique
sur @ si et seulement si i1 se laisse mal approcher en un sens convena-
ble par les nombres rationnels.

Si q est un entier naturel, p/q, ol p ¢ Z, désigne dans la suite un
nombre iationnel valeir approchée & 1/q prés par défaut

Si £(X) ¢ @[x], on désigne par K,
court la boule fermée de centre x et de rayon 1

ou

e
un entier > sup|f'(y)

a) On suppose dans cette question que x est racine de
n n-1
£(X) = a X +a;X '+ ... +a_ e Z[X]

avec a_# 0 et que p/q est distinct d'une racine rationnelle de f(X),
condition shrement réalisée pour q grand.
Déduire de 1'inégalité de la moyenne

lE-f(/a)| < Kg|x-p/q]
+1

1'ipégalité lx-p/q| » l/(Kfqn) et donc |x-p/q| > 1/q siq> Kf.
b) En déduire que s'il existe une infinité d'entiers naturels q tels que
|x~p/q| ¢ 1/qn+1, le nombre x est transcendant sur Q.
2. Un nombre de Liouville est un nombre réel de la forme
a
=4 Iih'
ol les a_ sont des entiers compris entre 0 et 9 pas tous nuls & partir

d'un certain rang.
P s _ = !

Déduire de 2., en considérant les valeurs de q égales a 10", qu'yn
nombre de Liouville est transcendant sur Q.

Associant au nombre de Liocuville x écrit ci dessus le nombre réel

a

0 - . 3 .

nél'gh , démontrer que 1'ensemble des nombres de Liouville a la puis-

10
sance du continu.

Le lecteur intéréssé par des résultats de tramscendance plus fins
et plus complets pourra se référer, par exemple, au livre suivant: In-
troduction aux nombres transcendants. T. Schneider. Gauthier villars -

1959.







CHAPITRE 5

Eléments de théorie
des corps commutatifs







Le lecteur connait sans doute le corps non commutatif H des qua-
ternions, inventé par Hamiltcn en 1853 pour permettre un calcul algébri-
que des vecteurs libres de 1'espace E? et une interprétation des rota-
tions de cet espace. (exercice 8)

I1 existe donc des corps non commutatifs et leur étude est impor-—
tant. Toutefois, conformément au propos général de ce livre, on se li-
mitera ici 3 1'8tude des seuls corps commutatifs. Sauf au début de I.4
les corps considérés seront done toujours commutatifs.

Deux raisons fondamentales sont 3 la base du développement de cet-
te théorie des corps commutatifs. La premiére, historiquement, est son
lien avec la théorie des équations algébriques. La seconde est le fait
que 1'2tude de certaines extensions dites de type fini d'un corps coin-
cide avec celle de la partie de la géométrie algébrique qui traite des
problémes dits birationnels.

Dans la théorie des équations algébriques, on associe & un polynd-
me non constant, 3 une indé&terminée, 3 coefficients (pour fixer les i-
dées) dans @, un sous-corps de €, appelé corps de décomposition du poly-—
néme, qui est le plus petit sous—corps contenant @ et les racines du po-
lyndme.

Le groupe des automorphismes de ce corps de décomposition laissant
invariant tous les &l2ments de Q est appeld le groupe de Galois du po-
lynOme.

Les &tudes du polyndOme, de son corps de décomposition et de son
groupe de Galois sont 1liées. Des théorémes de théorie des groupes s'in-
terprétent ainsi en théorie des &quations. Le théoradme d'Abel affirmant
la simplicité du groupe alternd An pour n > 5, a, par exemple, pour con-
séquence que 1'Equation "générique" de degréd n » 5 ne peut étre résolue
par radicaux (comme les é&quations de degrés 2, 3 ou 4).

En géométrie algébrique sur un corps k, on associe i certains etres
géométriques, les variétés algébriques définies sur k, un corps de fonc-—
tions admettant k comme sous-corps. Deux variétés définies sur k sont
dites birationnellement équivalentes si elles admettent méme corps de
fonctions. La géométrie algébrique birationnelle s'intéresse aux inva-—

riants des classes de varidtés birationnellement &quivalentes.
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Par définition méme, elle étudie donc certalines eXtensions, les
extensions dites de type fini, du corps k.

Dans I, nous avons donné les définitions d'une extension, démon-
tré 1'existence des bases de transcendance.

Dans II, on obtient des extensions d'un corps donné soit par ad-
jonction d'une racine d'un polyndme soit par adjonction de toutes les
racines. On construit &galement la cloture algébrique d'un corps.

Le paragraphe III est consacré 3 la théorie de Galois des exten-
sions finies et aux notions qui s'y rattachent de normalité@ et séparabi-
lité.

Enfin, dans IV, nous donnons quelques indications sur les extensions

radicielles et démontrons l'existence des p bases.

1. Extensions algébriques et transcendantes

1, Définitions et rappels

Définition

Un conps k est un anneau commutatid non nul vérigdiant Les assern-
tions equivalentes

(4) tout eLément non nul de k est invernsible

(id) £'ensemble k™ = k -{0} muni de f£a muliiplication est un grou-

pe, Le groupe multiplicatif de k.

Voici quelques résultats simples sur cette structure. Soit k un
conps.
1. Les seuls idéaux de k sont (0) et k. L'idéal (0) est 1'unique idéal
maximal de k. I1 est premier. En conséquence, fe conps k est un anneau
integre.
2. Un homomorphisme f de k dans un anneau non nuf K, par exemple un
corps, est {infectif car, puisque £(1) # O, ker(f) est différent de k et
donc égal a (0).
Définition
1. Un sous-corps de k est un sous-anneau k' de k muni par Les Lois de
composition induites parn celles de k d'une structure de conps.

Le groupe multiplicatif k'*= k'-{0} est alors un sous-groupe du
groupe multiplicatif K* = k -{0}.
2. Une extension d'un conps k' est La donnée d'une k'- algebre k od

£'anneau k est un conps.
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, nécéssairement injectif, de k' dans k

ne structura
permet alors d'identifier k' & un sous-corps de k.
On aura souvent dans la suite a contruire des extensions d'un
corps donné k'.
On identifierna Le plus souvent k' a des sous-conps de tfelles ex-
fensions.
Caractéristique
On rappelle, d'autre part, que la caractérnistique d'un anhneau A
est 1'entier naturel n tel que ker(¢) = (n) ol ¢ est 1'homomorphisme
t

nn wal Aa @ Aane IIL'L'
Nature: a€& 4 Gans A (i

J>

C).chap.2.1.4). Comme Z/ker{¢) est isomorphe
a un sous-anneau de A, AL £'anneau A est integnre et, en particulier,
s'il est un corps, 1'idéal ker(4) de Z est premier et donc fa caracté-
nistigue de A est 804t O 204t un nombre premier p.

Corps de caractéristique 0. Exemples: @, R, C

L'homomorphisme ¢ de Z dans le corps k de caractéristique 0 se pro-
longe en un homomorphisme, nécessairement injectif du corps @ dans k qui
permet d'identifier Q & un sous-corps de k, £e conps premier de k.

Réciproqguement, si k contient un sous-anneau isomorphe a @, il est
de a

o

aractéristique 0.

Corps de caractéristique un nombre premier p. Exemple: Fp = z/(p)
L'homomorphisme ¢ de Z dans le corps k de caractéristique p définit

un homomorphisme, nécessairement injectif, du corps Eb = z/(p) dans k

qui permet d'identifier Fp a un sous-corps de k, fe conps premier de k.
Réciproquement, si k contient un sous-corps isomorphe & Fp, il est

de caractéristique p.

Degré d'une extension

La donnée d'une extension K/k du cornps k est, en parnticuller, par
oubli de la structure multiplicative de K, ceflfe d'un k-espace vecto-
riel.

La dimension [Kik] de cet-espace vectoriel est appell fe degné de
£'extensdion.

Ce degré peut étre gini: c'est ainsi que [C:R] = 2, ou {ngini:
c'est le cas de 1'extension R/Q car @ est dénombrable mais R ne 1'est
pas.

Le degré est invariant par isomorphisme, deux extensions de k étant
dites isomorphes si les k-algébres le sont.
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Le degré jouit d’une importante propriété de multiplicativitéd qui
permet d&j3 de démontrer des résultats non évidents.
Proposition I.1 (multiplicativité du degré)

Sodent k un corps, K/k une extension de k, L/K une extension de K.

Alons L est de maniérne naturelle (par exemple, par composition des
homomorphismes structuraux) une extension de k.

On a £'égalite

[L:k] = [L:K] [Kik]

Démonstration

......... : ”

oo I Ay 7 - re Ay Y ~o ~ e A 1 - s ~1
o1 \xi)iEI {resp. \yj)jeJ) est une base du k espace vecuoriel K
(resp. du K-espace vectoriel L) en sorte que
[K:k] = card(I) et [L:K] = card(J), 390 (1, 5)elxa
est une base du k-espace vectoriel L, Donc, [L;k] = card (IxJ) = card(I)x
card(J) = [K:k] [L:K].
Exemples d'extensions
1. Sodlent k un conps, (X;); 1 une gamille d'indéterminées.
Le corps des fractions de 1'anneau k[X.]. . des polyndmes est no-
i-1el

té k(x.).EI et appelé le conps de fractions nationnelles en Les indéter-

5
&
S
[
~
<
173
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[»]
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-
-
o
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o
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3
(ad
w
(=%
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3
w
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C'est a;lmaniére naturelle une extension de k. Une extension de k
isomorphe @ une telle extension est dite transcendante pure.

2. Une extension K/k de k est dite algébrique 84 K est algébrique sur k.
Par exemple, 1'extension €/R de R est algébrique.

L'étude des extensions algébriques est importante en particulier
dans la théorie des &quations. Elle est &videmment insuffisante: 1'ex-
tension R/D par exemple n'est pas algébrique: 1'ensemble des nombres
algébriques est dénombrable et [R n'est pas dénombrable; la géométrie
algébrique conduit aussi 3 des extensions qul ne sont pas alg&briques.

On va démontrer dans les paragraphes suivants qu'@tant donnée une
extension K/k de k il existe une extension transcendante pure L/k d'ail-
leurs unique 3 isomorphisme prés, telle que K soit extension algébrique
de L.

L'étude d'une extension de corps se raméne donc 4 celle d'une ex-
tension transcendante pure (c'est souvent la partie la plus facile)

puts 4 celle d'une extension algébrique.
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Polyndme irréductible d'un &lément algébrique

Soient K un conps, k un sous-coaps de K, x un é£ement de K.

L'elément x est algébrique sur k si et seulement si k[x] est un k-
espace vectoriel de dimension finie.

S x est alglbrique swr k, 1'idéal {g(X) e k[X]/g(x) = 0} est non
nul. I1 existe alors un polyndme unitaire et un seul f(X) engendrant
cet idéal principal. C'est le polyndme unitaire k[K] de degré minimal
admettant x pour racine.

On 1'appelle le polyndme ‘irnéductible de x sur k et on £e note
irr(X,x,k).

Proposition 1.2

Sodent K/k une extension de k, x ¢ K algébrique sur k, n Le degne
de irr(X,x,k).

Alons, {1,%,...,x" 1} est une base du k-espace vectoriel k[x] et
donc [k[:x] :k] = n.

Démonstration

On sait que {1,x,...,x“'1} est un systéme de générateurs du k-es-
pace vectoriel k[x].

(Chap.4.Théoréme 1.3). I1 est Tibre car sinon il existerait g(X)
non nul ¢ k[X] de degré n-1 tel que g(x) =0
Fermeture algébrique d'un Sous-corps dans un corps

Sodent K un conps, k un sous-corps de K.
S{ x est un élément de K non nul et algébrique sur k, x L est at-
gébrique sun k:

Soit, en effet, £(X) = irr(X,x,k) = X" + a x“‘1+...+an. Par minima-

1ité de d°(f), a_# 0. Donc, —(an)—l(x“'1+...+ai_1) est 1'inverse de x
dans K.

Ainsi, La feumeture algébrique de k dans K est un sous-conps de K
contenant k.

Norme et trace d'un &l2ment d'une extension de degréd fini

Soient k un corps, K/k une extension de degré fini de k, {el""’en}
une base du k-espace vectoriel K, x e K.
S1i xe, =.§n a..,e,(i = 1,...,n), la méthode indiquée dans la démons-—
1 J=1 "1j7j
tration du théordme I.3 du chapitre 4 montre que x est racine du polyn8-

s . . _ yh n-1
me unitaire £(X) = det(¥S;;- a,.) de k[x]. Soit £(X) = X'#b X" “#...#b .
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On laisse au lecteur le soin de vérifier que f(X) est indépendant
de la base choisie.

On appelle trace de x dans K/k 1'élément ié? a; .- C'est donc au

signe prés la trace de la matrice (aij)' C'est aussi _bl' On note

T I((x) la trace.

r
K/l
On appelle norme de x dans K/k 1'élément (—1)n det(a,j) de k.
i
' _\0
C'est (-1) bn' On note NK/k(x)'

. .. Y oo ' '
Les égalités Tr (x+x') = TrK/k(x)+TrK/k(x ) (x,x' ¢ K)

K/k
TrK/k(ax) = a TrK/k(x) (x € K, a € k)
sont claires.
Donc, l'application x+——> TrK/k(x) est une forme linéaire sur K et

L'application (%,y) —— TP (xy), utilisde dans certaines questions,

K/k
est une forme bilinéaire sur KxK.

La norme possé@de, elle, une propriété de multiplicativité: solent

_.n - o0 .
x, ¥y € K, xei _jél aijej’ yej jél bjkek' I1 est clair que
xye, = 1% (.I7 a..b. e .
Y& k1 Y321 21575k’ %k
s ' = Y - .
On en déduit 1'dgalitéd NK/k(xy) NK/k(x)NK/k(y)' De plus, si ae k

NK/k(ax) = a K/k(x)'

Soit enfin L um sous-corps de K contenant k et soit % ¢ L
[ 4B = R
On a l'égalité TrK/k(x) [k.LJ TrL/k(x)
_ [K:ﬁ]
NK/k(x) = NL/k(x)
Soit, en effet, {el""’er} une base de L/k, {fl""’fs} une base
de K/L.
Alors, {eifj}i=1,...,r;j=1,...,s est une base de K/k que 1'on peut

utiliser pour calculer TrK/k(x) et NK/k(x)' On remarque en effet que la

matrice de X par rapport 3 cette base est formée de blocs diagonaux
égaux a la matrice de x par rapport 3 la base {ei} en nombre m = [L:KJ
les autres éléments étant nuls.

Corollaire de la proposition I.2

Avec les notations de la proposition I.2, soit £(X) = irr(X,x,k) =
b X" L. eb .
1 n

4lors, by et Ny /™) = (—1)“bn.

ey = ™01
Démonstration

On prend pour base du k-espace vectoriel k(x) la base (ei) ol
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~ .. .. n

Compte tenu des égalités Xe, = e, sl 1 < n-1, Xe =x =

n-1 1 i+l n n

b - ... - b,x , on volt que la matrice (a..) telle que xe.=.I a..e,

n 1 ij i 35171373
a tous ses &léments nuls sauf ceux de la n-&me colonne qui sont

_bn’ —bn_lif,t,—bl et ceux de la diagonale immédiatement sous la diago-
nale principale qui sont tous é&gaux 3 1.

I1 suffit alors de revenir & la définition de la trace et de la nor-
me.

2. Sous-extensions d'une extension de corps

Sodent K un conps, k un sous-conps de K, X une partie de K.

L'ensemble ¢ des sous-corps de K contenant k et X est non vide puis-
que il contient K. I1 admet un plus petit élément: 1'intersection des
éléments de ¢. Ce plus petit &lement est noté k(x) ét appelé £Le sous-
conps de K engendré par X sur k.

L'application X — k(X) de 1'ensemble des parties de K dans 1'en-
semble des sous-corps de K contenant k est surjective et posséde les
propriétés évidentes suivantes:

X c k(X)

XIC XZ = k(XI) < k(Xz)

k(k(X)) = k(X)

k(X)) = k(X v X)) = k(X)) (X))

On peut obtenin Le conps k(X)engendré par X surn k d'une autre mani2-
ne.

L'intersection k[X] des sous-anneaux de K contenant k et X est é-
videmment contenu dans k(X). Le sous-ensemble {ab ‘;a,b ¢ k[X], b # 0}
de K est un sous-corps de K contenant k et x. I1 s'identifie au corps
des fractions de 1'anneau intégre k[x]|. I1 contient k(X), en vertu de
la minimalité de k(X). Comme k[X]<k(X) i1 est clair qu'il Tui est é-
gal.

Ainsi, £e conps k(X) est Le conps des gractions de £'anneau k[X].

IT se peut que k(X) soit &gal a k[x],i.e. que 1'anneau k[x] soit
un corps, mais il n'en est pas ainsi en général.

Proposition I.3
1. Avec Les notations ci dessus, 84 tout éfément de X est algébrique
sun k, k(X) = k[x].
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2. Réciproquement, A4 X est gini et 44 k(X) = k[X], tout éfément de X
est algébrique sun k.
Démonstration
1. La premiére assertion résuylte de 1'application du lemme suivant avec
B = k[x].
Lemme
Soient B un anneau INTEGRE, k un sous-coaps de B.
S{ B est entien sun k, B est un conps.
Démonstration du 1emme
Soient x un élément non nul de B, f(x) = 0, ol
£(x) = X +03 é a xl,
une équation de dependance intégrale de degré n minimal de x sur k.
L'élément a est non nul car sinon, par intégrité de B,
xn_1+ cee a -1 " [o]
serait une equat1on de dépendance intégrale de degré < n de x sur k.

L'élément —(an)_l(x 1+...+an_1) est 1'inverse de x.

.|

2. L'assertion 2. peut s'énoncer:

S{ une k-algebre de type find sur un conps k est un conpsd, ce corps
est algébrique sur k.

Elle se démontre par récurrence sur n = card(X).
Casn=1:X%-= {xl}
On peut supposer x, # 0. 11 existe £(X) e k[x] tel que le = £(x))
et x; est racine du polyndme non nul Xf(X)-1.

On suppose n > 1 et L'asserntion démontrée pour fous Les conps k et
tous Les ensembles X de cardinal n-1.

Soit X = {x),...,x_}. L'anneau k [xl,...,x;] est un corps contenant
k et X, et donc le corps k(xl). 11 est donc égal a k(xl)[xz,...,xn].

Par hypothise de nécurrence, Xy, .,%  sOnt algébriques sur k(x,).
Soit an.’.(xl)x?i+ e A ;(x) = O une équation de dépendance
algébrique de x, sur k(x;) od a i(x) e k[X] et an,i(xl) # 0.

Si ¢(X) = 17“ 1(X)’ 11 est aisé de vérifier que $(xp)x, est

1
entier sur k[xi] (i =2,...,n) et donc que, pour tout élément £ de
k[gl,...,xn], i1 existe un entier naturel s tel que ¢(x1)sg soit entier
sur k[x,].
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On va démontren par L'absurde que x, est algébrique sun k.

Supposons fe transcendant sur k. Alors 1'anneau k[xlj est intégra-
lement clos car isomorphe & un anneau de polyndmes et donc tout élément
de k(x,) s'écrit sous la forme f(x’)/¢(xl)s avec £(X) e k[X].

Ceci est impossible:si, par exemple, y(X) est un polynbme non di-
visible par ¢(X), 1'élément l/w(xl) ne peut-étre de cette forme.
Remarques
1. On 2 vu dans la démonstration de l'assertion 1. le résultat souvent
utile suivant: si 1'&lément x d'un anneau intégre B est algébrique sur
un corps k il est inversible et son imverse est un polyndme an x 4 coef-
fieients dans k.

2. Une forme &quivalente de 1'assertion 2. est connue sous le nom de
forme faible du théoréme des zéros de Hilbert:

Sotent k un corps, m un tdéal MAXIMAL de 1'anneau k[Xl,...Xn] ou
X|s..,X sont des indéterminées. Le corps kLXl, cee ,Xn] /m est algébri-
que sur k. (chapitre 6).

3. Soit K un corps contenant k comme sous corps. Alors kIK] = k(K).

L'hypothése de finitude est donc essentielle dans la proposition

I.2.2.

Extensions de type fini

Soit K/k une extension du conps k. On identifie k & un sous-corps
de K.

On dit que £'extension K/k est de type gini 4'{L existe une partie
finie X de K telle que X = k(X).
Exemple

Une extension de degné fini est de type fini: si, avec les notations
ci dessus, K # k, soit a; e K-k si K # k(a;), soit 4, e K-k(a;). Pro-
cédant ainsi de proche en proche, on obtient une suite croissante
kCk(a;)C k(a;,2,)C ... qui aboutit a K au bout d'un nombre fini d'opé-
rations en raison de la finitude de [K:k] et de 1'impossibilité d'exis-
tence d'une suite strictement croissante infinie de sous-espaces vecto-
riels.

L'extension k(X)/k, ol X est une indéterminée, est de type fini
mais n'est pas de degré gind.

Les extensions de type fini s'introduisent naturellement en géomé-
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trie algébrique (chapitre 6: corps des fonctions rationnelles d'un en-
semble algébrique irréductible).
Remarque importante

Dire que £'extension K/k est de type fini n'est pas dire que

o)

' al-
gebne X sur k et de type fini, i.e. quotient d'un anneau de polyndme
d un nombre §ini d'indéterminée a coefficients dans k.

Comme k(X) est le corps des fractions de 1'anneau intégre k([x], di-
ne que K/k est de type fini c'est dire que K est Localisé en £'{déak
(0) d'une k-algebne de type §ini {ntégre. (C'est un cas particulier de
ce qui est quelquefois appelé algebre essentiellement de fype fini).
3. Bases de transcendance

La lecture de ce paragraphe n'est pas utile pour la lecture de la
suite du chapitre.

Sotent K un corps, k un sous-corps de K.

On démontre ici 1'existence d'un sous—ensemble X de K algébrique-
ment indépendant sur k tel que K soit algébrique sur k(X). Un tel sous-
ensemble est appelé une base de transcendance de K/k.

Le cardinal d'une telle base est un invariant de 1'extension, inda-
pendant de la base. On le démontrera ici dans le cas odl K/k admet une ba-
se de transcendance finie. Ce cardinal est appeléd le degré de transcen-
dance de X/k.

On verra ultérieurement que, pour les extensions de type fini K/k,
il s'interpréte géométriquement comme la dimension d'un modéle de 1'ex-
tension.

L'3tude d'une extension K/k se raméne i celle d'une extension trans-
cendante pure k(X), ol X est une base de transcendance, puis a celle d'u-
ne extension algébrique de k(X).

La démonstration de 1'existence d'une base de transcendance se fait
de maniédre purement formelle & partir de certaines propriétés explici-
tées c1 dessous, Le lecteur pourra remarquer qu'une démonstration ana-
logue fournit 1'existence d'une base d'un espace vectoriel. Dans le
§IV, on démontrera de la méme maniére 1'existence de p-bases.

Soit X un sous-ensemble de K.

On note s(X) le sous-corps de K contenant k, feumeture algébrique
de k(X) dans K.
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L'application: X+—— s(X) de £'ensemble des parties de K dans L'en
semble des sous-conps de K contenant k posséde Les cing proprniétés cd
dessous dont se déduiront gonmellement Les théondmes d'existence annon-
ces.

Lemme

1. | X<s(X0)

C'est clair car ¥ k()
Lemme

2. XZCX1 s(Xz)C S(XI)

Un é1ément de K algébrique sur k(X)) 1'est, a fortiori , sur k(X))

Lemme

3. Is(s (X)) = s(X)

D'aprés 1., s(X) € s(s(X)). Un &lément x de s(s(X)) est algébrique sur
k(s(X)) qui est s(X). Comme s(X) est algébrique sur k(X), x est algébri-
que sur k(X).

I7 appartient donc a s(X).

S{x e s(X), on dira que x dépend algébriquement de X sur k.
Lemme

4. |x e s(X) =73 Y find € X/x e s(¥)

(Si x dépend algébriquement de X sur k i1 dépend algébriquement d'une
partie finie de X sur k).

1T est clair que k(X) = gk(Y) ol ¥ parcourt 1'ensemble des parties
finies de x.

Dire qu'un élément x appartient & s(¥) c'est dire que x satisfait
3 une équation a x" + ... + a_ = 000 a; appartient & k(X), a_# O.

IT existe une partie finie ¥ = {x;,..0,x } telle que a, appartienne
k(@ (G =1,...,r). Alors, x appartient a s(¥).
Leme
5. (Propriété d'échange)
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Sodent x, y des éléments de K, X une partie de K.

S{y e s(xU{x}) ety ¢ s(X), x e s(x {y}H)

Cette propriété s'énonce en termes plus concrets; 84 y dépend algé-
briquement de XV {x} sur k mais ne dépend pas algébriquement de X, x
dépend algébriquement de Xvu{v}.

Démonstration
I1 résulte de la propriété 4) que 1'on peut supposer ¥ fini,

X = {xl,...,xn}.

Dans la suite, les majuscules désignent des indéterminées.

I1 existe, par hypothése, F(Xp,.0 00X ,X,Y) ¢ k[xl,...,xn,x,yj tel
que

F(xls'-‘sxnsxsy) =0
1,...,xn,x,Y) # 0
En effet, dire que vy ¢ s({x,,...,x_,x}) c'est dire qu'il existe un
. = r
élément non nul ar(xl,...,xn,r)Y +...+ao(x1,...,xn,x) de k(xl,.,xn,x)[Y]
admettant y pour racine.
I1 est loisible de supposer que les éléments a, (X 0 0,% %) @p-
partiennent & k[x;,...,x ,x].
S ¢

v v o T
JX,Y) = a (Al,...,Xn,X)X + ...+

On ordonne F par rapport a X:
= 5P i
F= . Zo A (X),.0,X , )X
on a donc

Zp

i
iZo Ai(xl,...,xn,y)x

0= F(xl,...,xn,x,y) =

et Ai(xl,...,xn,y) appartient a k[kl,...,xn,y].
Un au moins des polyndmes Ai(xl,...,xn,Y) est non nul puisque
F(xl,...,xn,x,Y) est non nul.

Soit i tel que A, (xp,...,x,Y) # 0. Alors, A, (x;,...,x_,y) est
[e] [e]
non nul car sinon y dépendrait algébriquement de X seee,X  SUP K, i.e.

appartiendrait a s(X).

L'équation (1) est donc une équation de dépendance algébrique pour
x sur k(xl,...,xn,y) i.e., x appartient a s(xv{y}).
Définitions

Soit K/k une extensdion du corps k, X un sous-ensemble de K.
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1. On dit que X est un systéme de t-générnateuns de K/k s4 s(X) = K
2. On dit que X est un systéme t-Libre 84 X = @ ou 4L X # @ et pour tout
xde X x £ s(X-{x}) (i.e. si x de X ne dépend pas algébriquement sur k
des autres éléments de X). Ceci revient a dire que X est algébriquement
Aindépendant sun k. On remarque que ¢ est t-libre.
3. On dit que X est une base de transcendance de K/k 54 c'est un sysite-
me de t—générateurs qui est t-Libre.

On remarque que dire que X est un systéme de t—géénrateurs de K/k
c'est dire que K est algébrique sur k.
Théoréme 1.4 (théoréme de la base incompléte)

Sodient K/k une extension de k, X un sysieme de t-générateurs de K/k,
L un systeme t-Libne.

12 existe une partie X' de X telle que LVX' s0it une base de trhans-
cendance de K/k et LNX" = @
Démonstration

Soit F £'ensemble des sous-ensembles S de X tels que LVS soit t-
Libre et LNS = ¢

17 est non vide car il contient ¢.

Ordonné par inclusion, £ est inductif: en effet, soit (5,);.1
famille totalement ordonnée de F. La réunion ikél Ch est une borne supé-

une

rieure car si Lu J_ S, = U (LuS,) n'était pas t-libre, il existerait
iel 71 iel 1

x de cet ensemble appartenant 3 s(L Uike) Si—{x}). 11 existerait donc

I
des &léments X s.ee,x  de LuiU s, tels que x appartienne a

el
s({xl,...,xn}).

1T existerait donc i de I tel que les éléments X, appartiennent a
LUSi (j =1,...,n) ainsi que x et que x appartienne & s(L usi—{x}).
Ceci contredirait le fait que LV s; est t-1ibre.

Soit alons X' un éLément maximal de F dont 1'existence est assurée
par le théoréme de Zorn. On va démontrer que LUX' est une base de
transcendance de K/k.

Comme on sait que LUX' est t-libre, il suffit de démontrer que
LUX' est un systéme de t-générateurs,i.e. que K = s(LUX').

Comme K = s(X) par hypothése, il suffit de démontrer que X est con-
tenu dans s(LUX') (propriété 2)).

On raisonne par 1'absurde, supposant que X n'est pas contenu dans
s(LuX').
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rs x de X n'appartenant pas & s{(LVX') et soit X" = X7u {x}.
On va vérifier que X" ¢ F, ce qui contredira la maximalité de x' -
puisque x n'appartient pas a x' (propriété 1)).

Soit y ¢ LUX"Si y = x, LUX" - {y} = LVX' et, par hypothése x
n'appartient pas @ s(LVX"). Si y # x, y appartient & LVX'. I] ne peut
appartenir @ s(LU X" -{y}) = s((LVX' -{y}V{x}): en effet, y n'appar-
tient pas & s(LuX' -{y}) et, en vertu de la propriété 4) (propriété d'é-

change), x appartiendrait alors & s((LVX' -{y} u{y}) i.e. & s(LuXx").
Corollaire
L'extension K/k de k a une base de transcendance.
De plus, de tout systéme de t-gén

base de transcendance.

nérateurns, on peutl exthaire une

Démonstration

I1 suffit d'appliquer le théoréme au cas L = @ et au systéme X =
de t-générateurs de K/k.

On va se contenter ici de prouver l'invariance du cardinal d'une
base de transcendance de K/k dans le cas ol ce cardinal est fini ou si
l1'on préfére dans le cas ol 1'extension K/k 2 un systéme fini de t-gé-
nérateurs.

La preuve du cas général est reportée en exercice.

Théoréme I.5

Soit K/k une extension du conps k.

On suppose que K/k a une base de transcendance finie. ALors, Zou-
tes fLes bases de transcendance de K/k sont finies et ont Le méme nom-
bre d'éléments.

Démonstration

On procéde par nécurrnence sur Le nombre n d'éléments d'une base B
ayant Le nombre minimal d'éléments.

Cas n = 0. Alors B = @ et donc k(B) = k. Par conséquent, K = s(B) est
la fermeture algébrique de k(B)= k dans K et K est algébrique sur k.

Si B' est une base de transcendance de K/k, B' = ¢ car sinon un é&lément
x de B' ne serait pas algébrique sur k.

On suppose L'assertion vraie pour £es extensions K/k de base mi-
nimafe d n &&éments.
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Soit K/k une extension telle que Te nombre d'éléments d'une base
minimale B soit n+1l. Soit B' une base de transcendance de K/k et soit
x un &lément de B'.

L'ensemble L ={x} est t-1ibre car sinon x appartiendrait & s(L-{x})

et a fortiori a sB' -{x}).

On applique le théoréme d'échange a L et 5. Il e

xiste
semble C de B tel que CnL =@ et que CUL soit une base de transcendan~
ce de K/k.

Comme, par minimalité de B, card(Cu{x}) » n+l, card(C) » n. Comme
C est strictement contenu dans B, card(C) < n+l et doncC card(C) = n .

Soit k' = k(x). On va démontrer que C et ¢' = B' -{x} sont des ba-
ses de transcendance de 1'extension K/k'. 11 suffit de le faire pour C.

L'ensemble C est un sysiteme de t-générateurns de K/k' car
K'(C) = k(x)(C) = k({x}U ) = k(B) et K est algébrique sur k(B) puisque
B est un systéme de t-générateurs de K/k.

L'ensemble C est t-Libne sun k'. Soit, en effet, z ¢ ¢. Si z appar-
tenanit & s(C -{z}), z serait algébrique sur k'(C -{z}) = k(x) (¢ -{z}) =
k(cV{x} - {z}) = k(B -{z}), ce qui contredirait le fait que B est t-
libre.

On vérifie aisément que C est une base de transcendance minimale
de K/k'. Par hypothése de récurrence, card(C') = card(C) = n et donc
card(B) = n+l.

Définition

Sous Les hypotheses de La proposition, Le nombre d'éLéments d'une
base de transcendance de K/k est appelé fLe degné de transcendance de
K/k et noté d°tr(K/k).

Proposition 1.6

Sodent kc KeL une fourn d'extensions, X une base de transcendance
de K/k, Y une base de transcendance de L/K. Alons, xny = ¢ et YUY
est une base de transcendance de L/k.

Démonstration

Comme K est algébrique sur k(X) et L est algébrique sur K(¥), L
est algébrique sur k(X)(¥) = k(X U Y). (corollaire 2 de proposition 1.4)

IT suffit donc de démontrer que YUY est algébriquement indépendant
sur k.
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Sofent X e X {resp. ST ) des &léments de X {resp. Y} dis-

tincts, £(T,,..0,T 5 UpyeensU ) € [&1,...,Tn, Ul,...,Um] tel que
f(xl,...,xn, yl,...,ym) =0

On ordonne f par rapport aux indéterminées U ,...,U ,
a

il

- 5 £ (TyseesTIU) wun U
(8,54v058 ) aq.4.a B n° 2 m
1 m 1

™
f

Comme les éléments Ypseees¥y Sont algébriquement indépendants sur

K fal...am(xl""’xn) = 0 pour tout (aj,...,a ) e ¥'. Comme les &lé-

ments x.,...,x_ sont algébriquement indépendants sur k, f (T,..T)
1 n a,...a 1 n

s Upsee s U)

[

= 0 pour tout (a,...,a ) e " et donc (T ,een,T 0.
Corollajre (additivité du degré de transcendance)

S¢ d°%tr(K/k) et d°tr(L/K) sont finis, L en est de méme de d°tr(L/k)
et d°tr(L/k) = d°tr(L/K) + d°tr(K/k).

4, Le théoréme de Liiroth

n

Le probléme suivant se pose naturellement:

Un sous-extension d'une extension transcendante pure d'un corps k
est-elle transcendante pure 7

On a une réponse affirmative dans le cas ol 1'exXtension transcen-
dante pure K/k est de degré de transcendance 1, i.e. ol K est isomorphe
4 1'algébre K(T) des fractions rationnelles 3 une indéterminée dans k.
C'est le théoréme de Liroth exposé& ci dessous.

La réponse est également affirmative pour les extensions transcen-
dantes pures de € de degré de transcendance 2. C'est un théoréme de
Castelnuovo qu'il n'est pas question d'exposer ici.

11 existe des contre-exemples dus a Enriques pour les extensions
transcendantes pures de C de degré de transcendance 3.

Proposition 1.7

Solent k un conps, X une Lndéterminie, K = k(X), a = £(X)/g(X), od
£(X) et g(X) sont premiens entre eux dans k[X], un éfément non constant
de K.

Alons, K est algébrique surn k(o) de degné égal & sup(d°f,d’g) et
o est thanscendant sun k.

Démonstration

Soft T une indéterminée. L'élément X est racine du polyndme
$(T) = ag(T) - £(T).
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On va démontrer que ¢(T) es irwriBductible dans k(a)[T].
d

D'abord, ¢(T) utnm1w£'mpw,ileﬁSUWﬁti e N tel que le
coefficient b de T' dans g(T) soit non nul et, si a; est le coef- -
ficient de T* dars £(T), o Soit &gal a ai/bi et appartienne donc
a k.

Donc, X est algébrique sur k(o). I1 en résulte que o est transcen-
dant sur k (transitivité de la dépendance algébrique) et que K est algé-
brique sur k(a).

On suppose ¢(T) néductible dans kla)[T]. On a donc une égalité

c{a)(ag(T) - £(T)) = r(T)s(T) avec d°r(T) 3 1 et d°s(T) > 1,
ol r(T), s(T) appartiennent a k[a,T] et c(a) @ k[a]. Un facteur irréduc-
tible de c(a) divise r(T) ou s(T) (lemme de Gauss). On peut donc suppo-
ser c(a) =

Alors d; (ag(T) - £(T)) =1 = d;(r(T)) + d; (s(T)) et donc un des
polyndmes r(T) et s(T) appartient a k[T]. Comme £(T) et g(T) sont pré-
miers entre eux, ce polyndme est une constante non nulle. Ceci contre-
dit 1'hypothése d°(r) » 1 et d°(s) » 1.

Théoréme 1.8 (Liroth)

Sodent k un corps, K = k(X) une extension monogene thanscendante
pure de k, L un sous-corps de X contenant strnictement k.

12 existe alors y ¢ L thanscendant sur k Zed que L = k(y).
Démonstration

D'abord, X est algébrique sur L: en effet, si o« ¢ L-k, K est algé-
brique sur k(a).

On va démontren £'existence d'un é€ément y de L tel que [K:L] =

[K:k(y)] .
Comme K = L(X), [K:L] est le degré du polyndme ¢(T) = irr(T,X,L) =
Tn+al(X)Tn_1 +e+a (0 00 2, (X ¢ L.

On écrit a. (X) sous la forme b, (X)/b (X) ol b. (X) appartient a
k[x] G = O,...,n-l) et 00 b_(X) a ete cho1s1 de degne mindimalk.

Le polynbme f£(X,T) = bO(X)T + b 0T L s b_(0) e k[X,1]
est frréductible en tant que polyndme en T, paim{tif en tant que poly-
nome en X et tel que £(X,X) =

On va désignen pan m (resp. n) Le degné de £ en X (resp. T).
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Un au moins des éléments a, ; (X) est non nul (car sinon X serait
nul). Soit y un tel é&lément. I1 s'écr1t y = g(X)/h(X) ol g(X) et h(X)
sont premiers entre eux dans k[X] et ol donc d°(g) < d°(b,) < m et
d° (h) < d4°(b o) < m,

e polynd
divisible par ¢(T) dans L[T]. Comme g(T) - yh(T) = g(T)-(g(X)/h(X))n(T),
on a une ega11te

u(X) (h(X)g(T) - g(X)h(T)) = q(X,T)E(X,T) 0@ u(X) ¢ k[x] et
q(X,T) e k[X,T].

Comme h(X)g(T) - g(X)h(T) et £(X,T) sont primitifs en X, u(X) di-
vise q(X,T). On peut donc supposer u(X) = 1. Ainsi on a 1'égalité

(1) h(X)g(T) - g(X)h(T) = q(X,DHE(X,T)

On va démontren que q(X,T) apportient @ k, i.e. est de degré O en

{ et en T,

ndme g(T) - yh(T) e L{T] admet X pour racine. I1 est donc

D'abord, le degré en X du premier membre de (1) est < m, celui du
second membre est m + d;(q(X,T)). Donc, d;(q(X,T)) = 0. On voit de plus
que d;(h(x)g(T) - 8(X)h(T)) =

Par symétrie, d;(h(X)g(T) - g(X)h(T) = m.

17 résulte d'autre part, de 1a proposition 1.6 que n, qu
sup(d®g,d’h), est [K:k(y)]. Comme [K:k(y)] » [K:L], n > m. Ceci impli-
que que q est constant en T et que m = n.

Le théoréme de Luroth 2 une interprétation géométrique suggérée ci
dessous (confer. chap. 6 exercice 14).

A une courbe algébrique irréductible, par exemple, une courbe al-
gébrique plane irréductible {(x,y) € Cz/f(x,y) = 0 ol £(X,Y) est un po-
lyndme irréductible ¢ C[X,Y]}, on peut associer une extension K/C de
degré de transcendancel.

On dit que lacourbe est unirationnelle (resp. rationnelle ou uni-
cursale) si K est une sous-extension d'une extension transcendante pu-
re, de degré de transcendance |, de € (resp. une extension transcendan-
te pure de €).

Le théoréme de Luroth implique alors qu'une courbe unirationnelle
est rationnelle.

Corollaire de la proposition I.7 (automorphismes d'un corps de fonctions

rationnelles)
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Sodent k un conps, X une Lndéterminée.
Un automonphisme du conps k(X) profongeant 1, est de La forme:
aX+b

f(X) b——r f(EYIH)’ od a,b,c,d € k ef ad-bc # 0.

Démonstration

Un homomorphisme ¢ prolongeant 1, de k(X) dans k(X) est de la for-
me: F(X) —> £($(X)).

Dire qu'il est un automorphisme c'est dire qu'il est surjectif,
i.e. que [k(X):k(¢(X))] = 1 i.e. que le degré de ¢(X) est 1.

II. Construction de quelques extensions remarquables

1. Corps de rupture d'un polyndme

Probfeme: solent k un conps, X une indéterminée, £(X) un polyndme non
constant e k[X].
Trouver une extension K/k telfe que: 1) f(X) alt une racine x dans K
7) K = k(x)

Un zel conps K est appelé conps de nupture de £ (X) sur k.

Quitte & remplacer £(X) par un de ses facteurs irréductibles dans
k[X], on peut supposen, de plus, £(X) {nrnéductible.

On suppose Le probleme nésolu.

i1 éxiste un homomorphisme et un seul e de k-algébres de k[X]| dans
k[x] = k(x) = K tel que 8(X) = x.

1T est surjectif. Son noyau ker(6) contient (£(X)) et, comme (£(X))
est un idéal maximal de k[X], parce que £(X) est irréductible, ker(e) =
(£(X)).

L' homomorphisme e définit donc un isomorphisme 6 de la k-algébre
k[X]/(£(X)) sur K tel que & (classe de X modulo (£(X)) = x.

D'odt La construction. On pose K = k[X]/(£(X)).

On identifie k & un sous-corps de K, au moyen de 1'homomorphisme
injectif composé de 1'injection naturelle de k dans k[X] et de la sur-
jection canonique de k[X] sur K. Soit x la classe de X modulo (£(X)).
Alors, K = k(x) et f(x) = O.

Ce procédé, du & Cauchy et & Kronecker, est appelé le procédé
d'adjonction symbolique.

Exemples
l. k=@, f(X) = x2 - 2. Alors K = Q(v2).
2.k =R, £(X) = X + 1. Alors K = R(i), ol i’ = -1, est le corps C des

nombres complexes.
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Remarque

11 est indispensable, pour la construction précédente, de supposer

f(X) irréductible.

Sinon, 1'anneau quotient k[X /(£(X)) n'est pas un corps: exemple,
£(X) = (X-1)(X+1); Il résulte du théoréme chinois que k[X]/(£(X)) est
. R 2
isomorphe a (k[}]/(x—l))x( | | 1)) = k.

Proposition 1I.1 (prolongement des 1som0rph1smes)
Soient k et k' des conps, X une indéterminge.
On suppose qu'il existe un LAOmonph&Ame s de k sun k', On note s
L' isomonphisme: Ta, x — 1s(a )X de k[x] sur k'[x] prolongeant s.
1. Soit £(X) un pokynome LaaeduCILbﬁe de k[x].
Alons, S(£(X)) est un polynome irndductible de k' [X]
2. Sodent K et K' des extensions nespectives de k et k', x et x' des na-
i ectives de £(X) et £7(X) = S(£(X)) dans K et K'.

11 existe un isomorphisme t et un seul de k(x) dans k'(x') prolon-
geant s et tel que t(x) = x'.
Démonstration
1. est clair.

2. Unicitd: un élément y de k(x) s'écrit de maniére unique,
a+ ... *a xn—l,
[] n-1

N . . -1
ol a, e k, n = d°f. On doit donc avoir t(y) = s(a )+...+s(a_ '

_l)x .

Existence. On a un diagramme

S
k[X]/ (E0) ——— &' [X]/£' (%))

1 §

k(x) k' (x)
ol s, est déduit de s par passage au quotient, 6 et 6" sont les isomor-
phismes canoniques appliquant respectivement les classes de X modulo
(£(X)) et (£'(X)) sur x et x'. L'isomorphisme t = ' $p ° 6—1 répond
a la question.

Cette proposition, en dépit de sa simplicité, est d'une importance

capitale pour la suite.
Corollaijre 1

Soient K un conps, k un sous-conps de K, x et x' des éLéments de K,
akgébriques sun k.
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Les assentions sulvantes sont Equivalentes:
(1) irrX,x,k) = irr(X,x',k)
(i1) & existe un Lsomonphisme de k(x) sur k(x') profongeant Ig et ap-
pliquant x sur x'. (Cet isomorphisme est alors unique).
Démonstration
(i) == (ii): c'est un cas particulier de la proposition 1 avec k = k',
© f(X) = irr(X,x,k)
(ii) == (i): évident.
Définition

s =]

S{ £Les conditions équivalentes (L) et {44} du conollaire sont sa-
tisgaites, on dit que x et x' sont conjugués sun k.

Exemples:
1. k = @, K =[R, v2 et -/2 sont conjugués sur @
2.k=Q, K=¢C, i et -1, ol iz = -1 sont conjugués sur R.

Corollaire 2
Deux conps de nupture d'un polynome irnéductible de k[X] sont iso-
monphes dans un Lsomonphisme de k-algebne.
Remarque
Le résultat du début de ce paragraphe peut etre généralisé comme
suit:
Sotent A un anneau intégralement clos, K son corps des fractions,
f(X) un polyndme unitaire irréductible de A[X], B un anmneau contenant A
comme sous—anneau, x un élément de B tel que f(x) = O.
1. £(X) est irréductible dans K[X].
2. L'homomorphisme surjectif de A-algébres de ADQ sur AE@ appliquant
X sur x définit un isomorphisme de A-algébres de A[X]/(£(X)) sur A[x].
L'ameau Alx]| est intégre et le A-module A[x] est libre de base
{l,x,...,xn—l}
Démonstration
1. Soit £(X) = g(X)h(X) une décomposition de f(X) dans K[X]. Les coef-
ficients de g(X) et h(X) sont des fonctions symétriques &lémentaires
de racines de f(X) dans un anneau convenable contenant A (qui sera cons-
truit dans le paragraphe suivant).

Ce sont donc des &léments de K entiers sur A. Ils appartiennent a A.
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L'irréductibilité de f(X) dans A[X] implique que g(X) ou h(X) est
un &ldment inversible de A[X], i.e. de A et, a fortiori, de K.

2. L'idéal £(X)A[X] est premier.

. n n-1
En effet, £(XA[X] = £COK[X]NA[X]: soient £(X) = XT+ra ;X" +...+a_
et g(X) = boXm+...+bm, ol bi e K; la condition £(X)g{X) ¢ A[X]' implique

succesSivement bo e A, b1 3 A,...,bm e A.
Soit alors g(X) ¢ A[X] tel que g(x) = O. Il appartient 2
£COK[X]NA[X] = £(0A[X].
Le noyau de 1'homomorphisme surjectif de A[X] sur A[x:[ est f(X)A[X].
La démonstration devient alors immédiate.

2. Corps de décomposition d'un polyndme

Définition

Scdent k un conps, X une Lndéteuminée, f(X) un pofynome non cons-
tant e x[X].

On appelle conps de décomposition de £(X) sun k une extension K/k
telle que
1. dans K[X], £(X) = e (X=x) v v (X=x )
2. K= k(xl,...,xn)
Exemples
1. Q(v2Z) est un corps de décomposition sur @ de x2-2.
2. € = R(i) est un corps de décomposition sur R de X2+1.
3. K est un corps de décomposition sur k de tout polyndme de degré 1.
Proposition I1.2 (existence et unicité, & isomorphisme prés, du corps

de décomposition)

Solent k un conps, X une indéterminée, f(X) un polynome non cons-
tant de k[X].
1. 12 existe un conps de décomposition de f(X)
2. Deux conps de décomposition de £(X) sont isomonphes dans un Lsomon-
phisme [(en général, non unique) de k-algébres.
(On dit qu'ils sont k-isomorphes)
Démonstration
1. Existence

Démonstration par nécwvience sun d°f. L'assertion est claire si
d°f = 1.

On suppose donc 1'assertion vraie pour tous les corps k et tous les
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polyndmes de degré n-1 avec n > 1. Soit £(X) un polyndme de degré n.

On considére un facteur irréductible g(X) de £(X) et un corps de
rupture k(x) de g(x). Alors, £(X)/(X=x,) € k(xl)[x] admet un corps de
décomposition K = k(xl)(xz,...,xn) sur k(xl) (hypothése de récurrence).
I1 est clair que K est corps de décomposition de £(X) sur k.
2. Unicité

On démontre, pan nécunnence sur d°f, un nésultat plus général.

Sodent k et k' deux conps, £(X) un polyndme non constant de k[X].

On suppose qu'Lil existe un Lsomonphisme s de k sur k'. On désigne
par s L' isomonphisme de k[X]| sur k'[X] profongeant s, par £'(X) Le po-
Lyndme s (£(X)) € k' [X].

Soient K et K' des conps de décomposition de £(X) et £'(X) respec-
tivement sur k et k'.

1€ existe un isomoprhisme t de K sur K' profongeant s .

L'assertion est clairesi d°f = 1 auquel cas K =k, K' = k'. On la
suppose vraie pour d°f = n-1.

Soit £ de degré n. Alors K = k(xp,...,x ) 00 £(X) = c(X=x).. (X% )

et K' = k'(xi,. ,xl'1) oll £'(X) = c(X-xi)...(X-xI'l). Soit g(X) un facteur
irréductible de £(X) admettant x, pour racine dans K. Quitie a rénumé-
roter xi,...,xl'1, on peut supposer que x; est racine dans K' de s (g(X)).

On déduit de la proposition 1 1'existence d'un isomorphisme t' de
k(x;) sur k'(x;) prolongeant s. Par hypothése de récurrence, i1 existe
un isomorphisme t de K (qui est corps de décomposition sur k(x;) de
£/ (X=;)) sur K' (qui est corps de décomposition sur k'(xi) de
f'(x)/(x-xi)) prolongeant t' et donc s.

3. Cl6ture algébrique d'un corps

Definition

Un conps k est dit algébriquement clos 'L satisfait aux condd-
tions equivalentes sulvantes:
(£) ztout polyndme non constant e k[X], od X est une indéterminie, a une
hacine dans k
(4] zout polynome non constant e k[X] se décompose dans k[X} en fac-
teuwrns du premien degn@.
Exemples:
1. @ n'est pas algébriquement clos; par exemple, x2-2 et x+1 n'ont pas
de racine dans @




192 ELEMENTS DE THEORIE DES CORPS COMMUTATIFS

2. R n'est pas algébriquement clos: x>+1 n'a pas de racine dans R.
Théoréme II.3 (théoréme de d'Alembert)

Le conps € des complexes est algébriquement clos
Démonstration

11 existe de nombreuses démonstrations, fort différentes, de ce thé-
oréme, appelé quelquefois théoréme fondamental de 1'algébre. Gauss en a
donné ¢ing preuves.

Soit £(X) un polynéme non constant ¢ €[x]. Supposons qu'il n'ait
est holomorphe

pas de racine dans €. La fonction : z+—— g(2z) = F}7\
dans tout le plan complexe. Comme elle tend vers O_daénd z tend vers
1'infini, elle est bornée.

1T résulte alors du théoréme de Liouville que cette fonction est
constante. 1] en est de méme de la fonction: z > f(z). C'est absur-
de.
Proposition 11.4

Un conps akgébriquement clos est infini
Démonstration

Soit k un corps fini, k = {a1 =0, a, = 1,...,an}. Le polynéme

QL?(x-ai)+1 n'a pas de racine dans k.
Définition
Soit k un conps. Une extension K/k de k est appelée une clofure
algébrique de k 44 1. K est algébriquement clos.
2. K est algébrique sun k
Exemples:
1. € est une cloture algébrique de R
2. Soient K un conps algébriquement clos, k un sous-conps de K.

La fermeture algébrique L de k dans K est une cloture algibrique
de k.

En effet, soit £(X) un polynéme non constant ¢ L[X]. I1 admet une
racine x dans K, qui est algébriquement clos. L'élément x est algébri-
que sur L et, par transitivité, sur k. I] appartient donc & L. Ainsi,
L est algébriquement clos. Par exemple,le conps des nombres algébriques
(fermeture algébrique de @ dans €) est une cloture algébrique de Q.
C'est un corps algébriquement clos dénombrable.
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3. Soient k un conps algébriquement clos, X une indéterminle. Le corps
des fractions de 1'anneau intégre k[x] des séries formelles (FFAC) cha-
pitre 2.11.1) est appelé le corps des séries formelles, et noté k((X)).
Un théoréme du a Puiseux affirme que, si la caractéristique de k est
0, une cldture algébrique de k((X)) est \J, k((xl/“)).
Théoréme 11.5 (existence et unicité, a isomorphisme prés, de la clgture
algébrique)

Soit k un conps.
1. 12 existe une cloture algébrique de k
2. Sodent K et X' deux cljturnes algebriques de k. 1L existe un {somon-
phisme t (non unique en général) de K sur K' profongeant 1.
Démonstration
1. Existence

Soit F 1'ensemble des polynémes non constants de k[X]. On considé-

re une famille (X d'indéterminées indexée par une application:

£ fer
£ X; dnjective.
L'ideéal a = (£(Xp)); o de £'anneau k[x
sinon, on aurait une égalité
n

) = ¥ ( ) )
(*1 1 ig1 gi\"'lfi(xf‘l

est distinet de k[X

f]feF f] feF

1
Considérant alors un corps 9 de décomposition du polyndme gi?fi(x)
et spécialisant X en une racine du polyndme fi(x), on déduirait de

1
(%) 1'égalité absurde 1 = 0.

Soit m un idéal maximal de k[X contenant 4. On pose

f—-]feF
. . s < ) p
k) = k[X;]; /m et on identifie k & un sous-corps de k,. La classe x;

de X_ modulo m est une racine dans le corps k, du polyndme f(X).

f
Le conps kl = k(x

1
e WL algébrique sur k et tout polynome non
constant ¢ k[X] a une racine dans k.

On construit k, & partir de k; et, plus généralement, k_,, @ par-

tir de k » comme on a construit k; @ partir de k. On pose K = U e
nel
IT est clair que K est un corps, extension algébrique de k.

1¢ est algébriquement clos: un polyndme f£(X) non constant e K[X]
appartient, en fait, a kn[x] pour un entier n converable:s I1 a donc
une racine dans kn+1 et, a fortiori, dans K.
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Par conséquent, K est une cloture algébrique de k.
2. Unicité

On va démontrer le résultat plus fort ci dessous

Solent k un conps, k'/k une extension algébrique de k, K un coaps
algébriquement clos, s un homomonphisme (infectif] de k dans K.

1€ existe un homomonphisme t de k' dans K profongeant s .
Démonstration

L'ensemble F des couples (k",s") d'une extension k" de k contenue
dans k' et d'un homomorphisme s" de k" dans K prolongeant s, ordonné

par inclusion

des corps et proiongeient des noioiorphismes, est induc-

I1 admet donc un élement maximal (ki,si).

On a 1'égalité ki = k': sinon, soit a € k', a ¢ ki. Si f(X) =
irr(X,a,k;), le polyndme £'(X) e K[x], obtenu en appliquant s, aux coef-
ficients de f(X), a une racine a' dans K.

IT existe donc un homomorphisme s' de ki(a) sur (si(ki))(a') pro-
longeant si.

1ité de (k!,s!).
1’71

Un corollaire de ce résultat est la proposition suivante dont un
cas particulier est la partie 2. du théoréme.

Sodent k et k' deux conps, K et K' des clotures algébriques nespec-
tives de k et k'.

On suppose qu'il existe un {somonphisme s de k sur k'.

1€ existe alons un Lsomonphisme (en générnal non unique) t de K sur
K' prolongeant s.

Démonstration

Le composé de s et de 1'injection de k' dans K' se prolonge en un
homomorphisme t de K dans K'.

Le corps t(K), isomorphe & K, est algébriquement clos. Le corps K'
est algébrique sur t(K). I1 lui est donc égal. Par conséquent, t qui
est injectif et surjectif est un isomorphisme.

4. Corps finis

Contrainement & wnos conventions générales, on va supposer au début

de ce paragraphe, Le conps k non nécessairement commutatif.
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Le centre Z = {x ¢ k/Vy
mutatif de k.

S{ k est find, i1 en est de méme de 2.

La caractéristique de Z ne peut étre O car sinon Z contiendrait
le corps infini Q.

La caractinistique de Z est donc un nombre premier p.

Le théoréme suivant, du a Wedderburn, va nous ramener a 1'étude
des corps finis commutatifs.

Théoréme I1.6 (théoréme de Wedderburn)

Démonstration

La démonstration donnée ci dessous utilise la théorie des polynd-
mes cyclotomiques.

Le corps de base est le corps ©. On appelle n-i2me polynome cyclo-
tomique Le polynime o (X) = (33%)=fx—zr), ol z est une racine primiti-
ve n-iéme de 1'unité, par exemple, cos(2n/n) + i sin(2w/n). En fait,
@n(X) est aussi égal a Tf(x—ci) ol g5 parcourt 1'ensemble des racines
primitives n-iémes de 1'unité.

Lemme 1

Le polynome 9 (X) est d coefficients entiens,

Démonstration
On procéde par récurrence sur n, a partir de 1'égalité x"-1 =
;;n¢d(X) (o0 la notation d/n signifie que d divise n) qui montre que

@n(X) est le quotient du polyndme x™-1, a coefficients entiers, par un
polynéme unftaire & coefficients entier AE;Qd(X)'
Lemme 2 d/n

Soit n > 1. Pour tout divisewr d de n distinet de n, fe polynome

. I
¢ (X) divise, dans Z[X], Le polynime .

Démonstration

C'g%p une conséquence immédiate des égalités -1 = dTEHQd.(X) et
d . _ ,
X-1-= d,/dcbd.(X).

Ces Temmes étant &tablis, on peut passer & la démonstration du thé-
oréme.

Soit k un conps fdnd, non nécéssairement commutatif.
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Son centie Z = {x e K/ ¥y £ k, xy = yx} est un sous-corps commuta-

Soient p la caractéristique de Z, £ = [z:Fp], en sorte que q= pf
est le nombre d'éléments de Z, n = [kiZ], en sorte que q" est le nom-
bre d'éléments de k.

Si x ¢ k' =k ~{0}, soit Z2(x) = {y e k/yx = xy}. Alors, Z(x) est
un sous-corps de k contenant Z et le nombre d'éléments de 2(x) est
<™ b dax) = [2(0:7].

On fait opéren Le groupe mulbtiplicatif k* sur £'ensemble K par
conjugaison Antdrienne : (y,x) +——> yxy"l.

On obtient ainsi une partition de k* en un nombre fini d'orbites.
L'orbite de x est réduite & x si et seulement si x appartient a 2.
11 existe donc q-1 telles orbites.

L'orbite de x a, de toutes fagon, EE%%T__ gléments car, on sait
q -1

que son cardinal est égal & 1'indice dans K* du groupe de stabilité de
x, groupe qui n'est autre que (Z(x))*,et donc au quotient de 1'ordre
a™1 du groupe k* par 1'ordre ¢¢-1 du groupe (zGx)*.

On a ainsi une égalité
n

-1
X qd(x)

-1

(1) -1 = q-1 + %

oll, dans la sommation, x parcourt un ensemble de représentants dans K*
de 1'ensemble des orbites non réduites a un point. Cet ensemble n'est
vide que si k = Z, i.e. sin=1.

On suppose n > 1. I1 résulte du Temme 2 que ¢ (@) divise tous les
termes de 1'égalité (1) autres que g-1. I1 divise donc q-1. Ceci est
impossible.

En effet, ¢ (q) = M(q-z") est un produit de facteurs de module
> g-1 comme le montre le dessin fait dans le cas q = 2.

- -~

-,
’
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bonc, n =1 et k = Z est commuta
11 suffit donc d'étudier les corps finis commutatifs. Ils sont
connus depuis Galois. On les appelle quelquefois corps de Galois.
Théoréme I1.7 (structure des corps finis)
1. Un conps find k est de caractirnistique un nombre premier p. S4
[}:Fp] =n, {f a pn éléments.
2. Réciproquement, pour tout nombre premiern p et tout entienr n > 1, (&
existe un conps & p élements. 1L est conps de décomposition Auﬂ.Fp
du polynome xP-x.

Y Noiy ~e Iinis = Y. L¥-973 3
3. Deux conps f4nis ayant Le m@me nombre d'8f8ments sont Lsomonphes.

Démonstration

1. Evident

2 et 3. Soit k un corps a p" &léments. Le groupe multiplicatif K =
k-{0} est d'ordre p"™~1. Donc, pour tout élément x de k', P -0 et,

n
pour tout &lément x de k, xP -x = O.

Le polyndéme xpn—x € wp[x], qui est de degré n, a, au plus p" ra-
cines distinctes dans k. Comme tout él1ément de k est racine de ce poly-
ndme, on voit que ce polyndme a toutes ses racines distinctes et que
k est corps de décomposition de ce polynome. Ceci prouve 3.

Soit, réciproquement, k un c0rps de decompos1t1or de xP -x sur E‘.

L'ensemble ky des racines de xp -X dans k a p" éléments. Il con-

tient & car un élément a de [F est tel que aP = a et, donc, aP = a.

c' est un sous- Corps de kn Er effet, soient a, b ¢ kis Alors ab ap-
partient a k1 car_ (a5)?" = aP bP" = ab, si a est non nul, a ! appartient
a k1 car (a )p = (a ) - a—l; et, enfin, a-b appartient a kl’ en

vertu du lemme suivant.
Leme

Sodlent A un anneau de caractirnistique fe nombre premier p, n e N*,
a,b ¢ A. a a a

Alons, (a-b)P = aP —pP
Démonstration

I1 suffit de traiter e cas n = 1. Alors, (a-b)? = aP-paP lp+...+
(-l)i(g)ap—ibi+...+(—1)pbp. Le résultat provient de ce que (E) est di-
visible par p, pour i = 1,...,p-1 et de ce que (-1)P = -1, si p est im-

pair de maniére évidente, et, $i p = 2, parce que 1 = -1 dans A.
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Comme les racines de xpn—x dans k sont distinctes, k1 =k etk a
pn &1éments.
Théoréme 11.8

Le groupe multiplicatif d'un corps find est cyclique
Démonstration

On va démontrer le résultat plus général suivant:

Un sous-groupe fini G du groupe multiplicatif K d'un conps k 2st
cyclique.

Sodent n L'ondre de G, r La borne suplrieure des ordres des &£é-
ments de G.

On sait, alors, que, pour tout x e G, =1, i.e. que G est 1'en-
semble des racines n-iémes de 1‘'unité dans K* et, comme ]1'ordre de G
est n, que le polyndme X"-1 a n racines distinctes dans k. On va démon-
trer gue 1'crdre de tout €

11 en résultera que G est un ensemble de racines de x'-1 dans k et
donc que r est égal & n. Le groupe G serna done cyclique engendrl par un
étément x d'ondne r.

Soit y ¢ G un &lément d'ordre s ne divisant pas r. Il existe un
nombre premier q et un entier m tel que s = q"s' et q" ne divise pas
r. Dont:l,1 r = qur' avec O ¢ u <m et r' non mvltiple de q. L'é&lément
x' = x1 a pour ordre r' et 1'élément y' = y° pour ordre q". L'élément
x'y' a pour ordre ®r', strictement supérieur a r, ce qui est absurde,
en vertu du lemme suivant de théorie des groupes.

Lemme

Soient G un groupe, x (nesp. y) un élément d'ondre m (nesp. n)

yx €t (m,n) = 1. L'ondre de xy est mn.

i

tels que xy
Démonstration

D'une part, Gy)™ = M ™™ = 1. Si d'autre part, ()% =1,
x3 =y 9 donc 1 = ™% =y ™ et n divise mq; par conséquent, n divise
q. De méme, m divise q et par suite, mn divise q.
5. Anneau de décomposition d'un polyndme unitaire

11 peut atre utile d'avoir pour les anneaux, a condition de consi-
dérer des polyndmes unztaires, 1'analogue d- certains raésultats précée-

dents.
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Proposition 11,9

Soient A un anneau, X une indéterminée, £(X) un polyndme unitaire
e A[X].
Il existe un anmeau B contenant A comme sous-anneau tel que
1. Dans B[X], £00 = 77 (X-x,)
2. B = A[xl,...,xn]
Démonstration
On va donner deux constructions différentes d'un tel annneau B.

18re construction

QoS e A A I VA AN
ocoient nl = AKX /IR

f(X) est unitaire, AN(£(X)

, %, la classe de X modulo {(£{X)). Comme

~ N
1l

(0) et on peut identifier A & un sous-—
anneau de A1 en sorte que A1 = Afx ] Remplagant A par A , £(X) par le
polyndme unitaire f(X)/(X—xl) 3 coefficients dans Al’ on Obtlent A2, Xy
Procédant ainsi, de proche en proche, on obtient un anneau A et des

&léments x X tels que An = A[xl,...,xn] et £(X) = 1rn(X X, )

ERED
2-iéme construction

Soit £(X) = X" + ié? a.Xn_l. On introdutt des indéterminées
Tl""’Tn et on désigne par s, (T ,...,T ) la i-éme fonction symétrique
glémertaire de T, ,...,T s.(T .., T Y =3I T, .,.T, la sommation 8-

1° ' n’ i 1° °*“n Jl Ji;
tant Etendue aux suites jl""’ji strictement croissantes d'&léments de
{1,...,n}.
- 3 ! ] — - l

Sotent B l'anneau quotient A[il,...,Tn]/(si(Tl,...,Tn) (-1 ai)’

X, la classe de Ti (i =1,...,n).

Si C est une A-algébre, d'homomorphisme structural p, tel que, dans
Cﬁq, le polynSme PE(X), obtenu en appliquant p aux coefficients de £(X),
soit de la forme i=?(X—xi), il existe un homomorphisme ¢ et un seul de
A-algdbres de A[Tl,...,Tn_J dans B tel que ¢(T;) =y, (i = 1,...,n).

Un calcul classique montre que ¢(s; (T ,...,T )) = ('l)lo(ai)
(i=1,...,n) et par consédquent, ¢ définit, par passage au quotient, un
homomorphisme  de A-algébres de B dans C tel que v(x) =y
On déduit de l'existence, qui en résulte, d'un diagramme commutatif

AN

A
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ol A—— B et A —— An sont les homomorphismes de structure et de
1'injectivité de A —— An’ que l'homomorphisme: A —— B est injectif.
I1 en résulte que l'anneau B répond & la question.
Remarque
Si A est un corps, en remplacant B par son quotient par un idéal
maximal, on obtient un corps de décomposition de f(X) sur A.

I1I. Eléments de théorie de Galois des extensions finijes

L'origine historique de la théorie de Galois est la théorie des
équations algébriques.

Soient k un corps, K/k une extension de k.

Un k-automonphisme de X est un isomorphisme de K sur K prolongeant
1, . Le groupe des k-automorphismes de K, pour la composition, est ap-
pelé le groupe de Galois de £'extension K/k. I1 est noté Gal(kK/k), ou
GK/k'

Sodt £(X) un polyndme non constant ¢ k[X]. Le groupe de Galois de
£(X) est Le groupe Gal(K/k) ol K est un conps de décomposition de f(x)
sun k.

L'étude du groupe de Galois du polyndme f(X) fournit des renseigne-
ments sur les racines du polyndme.

La théorie de Galois est souvent utilisée en algébre commutative
ou géométrie algébrique de maniére un peu différente.

Supposons, par exemple, qu'a partir de données définies sur un corps
k, on ait obtenu un &lément x d'une extension K/k et que 1'on veuille
vérifier que x appartient en fait & k. Une condition nécéssaire éviden-
te pour qu'il en soit ainsi est que X soit invariant par tout k-automor-
phisme de K. La théorie de Galois affirme que, sous certaines hypothé-
ses, cette condition est aussi suffisante.

Un probléme analogue se pose en géométrie algébrique: ayant obtenu,
a4 partir d'ensembles algébriques définis sur k, un ensemble algébrique
défini sur une extension K/k de k (le plus souvent, K est une clGture
algébrique de k), on veut vérifier que cet ensemble est, en fait, défini
sur k. Il se traite de la meme maniére.

Clest sans doute cette deuxiéme utilisation de la théorie de Galois
qui justifie sa présentation actuelle.

On va se limiter ici & la théorie de Galois des extensions fintes,




2017 ELEMENTS DE THEORIE DE GALOIS DES EXTENSIONS FINIES

laissant en exercices celle des extensions algébriques quelconques,
importante si 1'on remarque qu'en général la cldture algébrique d'un
corps n'est pas une extension finie de celui ci, mais dont 1'étude se
raméne facilement & celle des extensions finies. |confer. exercice 28|

11 existe maintenant une thdorie de Galois des annmeaux commutatifs
parfaitement au point et redonnant dans le cas des corps les résultats
usuels. Le lecteur pourra Se reporter aux exercices 5, 6, 7, 8, 9, 10
du chapitre 9 ol & 1'exposé traés clair de (42).

Probléme

de K.

Ltensemble {x ¢ K/ s e G,s(x) = x} est un sous-conps de K appelé
conps des {nvarnianty de G est noté Imv(G) ou K. Si G est un Aous-grou-
pe de Gal(K/k), Inv(G) contient k.

Le probléme posé est le suivant:

é—t-on L'égalité k = Imv(Gal(K/k)) (ou avec les autres notations
k =k XKy o

Le théonéme gondamental de La théonie de Galois affirume qu'il en
est blen ainsd, sous centaines hypothlses, pour des extensions algeé-
briques finies.

On va examiner Lci quelques cas particuliens simples qui mettent
en duidences Les faits essentiels.

Une idée naturelle est la suivante: 1'égalité k = Imv(Gal(X/k))
est vraie si K/k a "suffisamment" d'automorphismes.On verra qu'un man-
que d'automorphisme peut étre du & deux causes différentes: non norma-
1ité ou non séparabilité.

1. K = k. Alors Gal(K/k) = (.} et Inv(Gal (K/k)) = k
2.k =R, K=@=R(i) od i’ = .

Alors Gal(K/k) = {lK,s} oli s est la conjugaison: a+bi—> a-bi
(a,be R).

L'é1ément a+bi appartient & Imv(Ga”(K/k)) si et seulementsia+hi =
a-bi, i.e. si b= 0. Donc, Imv(Gal(X/k)) = k.

3. Un exemple analogue est fourni par k = @, K = 9(v/2)
. x=9, K= Q(%’?).

11 est clair que irr(X,72,0) = X°=2 = (x- 72) (X~ ¥ (x-3% ¥

ol j = cos(2n/3)+1sin(2nw/3).
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Sis e Gal (K/k), s(} 2) est forcément un conjugué de 9”5 dans K,
i.e. est ¥2. 11 en résulte ques = 1.

Par conséquent, Imv(Gal (K/k)) = K # k.

L'inégalité Imv(Gal(K/k)) # k nésulte du fait suivant: le polyndme
irréductible x> 2 de k[X] a une racine dans K mais ne se décompose pas
dans K[X] en facteurs du premier degré.

On dit que 1'extension K/k n'est pas nowmale (ou quasi-galoisienne)

On laisse au lecteur afin de se persuader que la raison invoquée
est effective le soin de traiter 1'exemple ol k = @, K = Q(éﬁé,jéﬁé.jzéf)

11 existe alors un k-automorphisme s (resp. t} tei que 5(9—5) = j%—f

(resp. t(}—é) = j2 %”E).
On vérifie Inv(Gal (K/k)) = k.
5. Sodent Y une ndétenminée, k =F,(Y), k = k(x) ol irr(X,x,k) = x2-y.
Alors irr(X,x,k) = (x—x)z. 117 en résulte que si s ¢ Gal(K/k),
s(x) = x et donc Gal(K/k) = {IK}. Par conséquent Imv(Gal(K/k) = K # k.
L' inBgaliteé Imv(Gal (K/k)) # k nésulte du fait sulvant: le polynG-
me irréductible x> de k[x] a une racine multiple.
On dit que 1'extension K/k n'est pas séparable.
On verra gque ce phénoméne ne se piroduit pas en caractéristigue O;
On va &tudien de maniine plus approfondie £es notions d'extensions
notmale et séparable puis La théorie de Galois des extensions algébni-
ques findes.
On étudiera plus en détail des exemples numériques (§9)

1. Extensions normales ou quasi-galoisiennes

Proposition III.1

Sodent k un conps, K une extension algébrique de k, K une clitune
algébrique de K.

Les assentions suivantes sont équivalentes:
(4) tout potynome irnéductible de k[X] qui a une nacine dans K se décom-
pose dans K[X] en facteurs du premier degné.
(£L) tout homomonphisme t de K dans K prolongeant 1, est un {somonphis-
me de K sur K L.e. ce qu'on appelle un k -automonphisme de K

Démonstration
(1) == (i) - On démontre d'abond t(K) € K.




203 ELEMENTS DE THEORIE DE GALOIS DES EXTENSIONS FINIES

Soient a ¢ K, £(X) = irr(X,a,k). L'homomorpnisme t appiique a sur
un conjugué de a sur k, i.e. une racine de f£(X). Comme f(X) se décompose
en facteurs du premier degré dans K[X], t(a) appartient a K.

On démontrne ensuite t(K) = K.

C'est clain 84 [K:k] < = car alors [t(K):k] &tant &gal a [K:k],
K:t(®)] =1 et K = £(K).

Dans Le cas général, soient a € K, £(X) = irr(X,a,k) = (x-al)...

(x-an) avec a, = a, a, ¢ K, K' = k(al,...,an), t' la restriction de t & K'

1
Alors, [K':k] < =, Comme pour i

1,...,n,t'(ai) est conjugué de

gue t'(ai) = aj. Par conséguen
t'(K') est contenu dans K' et il résulte du premier cas envisagé que

3

1+
P

-

a; sur k, il existe j ¢ {1,...,n
t'"(K') = K'. Il existe donc a_ e K' tel que a = t'(ar) = t(ar) et donc
t est surjectif.
(ii) == (i). Soit £(X) un polyndme irréductible de k[X] admettant une
racine a dans K. Soit f(X) = c(X-al)...(X-an) avec a; = a la décomposi-
tion de £(X) en facteurs du premier degré dans K[X].

Le composé de 1'injection de k(a;) dans X et de 1'isomorphisme

de k(a}) sur k(a;) prolongeant 1, et appliquant a, sur a, se prolonge
K.

en un homomorphisme t de K dans Par hypothése, t(K) e;t contenu dans
K. Donc, t(a;) = a; appartient a K et £(X) se décompose en facteurs du
premier degré dans K[x].
Définition

Une extension X/k satisfaisant aux conditions Equivalentes de fLa
pwposition 111.1 est dite quasi-galoisienne ou nommale .
Exemples
1. Sodent k un conps, £(X) un polynome inréductible de k[X], K Le conps
de décomposition de £(X) sun k.

L'extension K/k est nonmale: soient, en effet, f(x)=(X-al),..(X-an)
K= k(a;,...,a ), t unhomomorphismede K dans K prolongeant L. Il est
clair que t(ai) = ay pour un indice j convenable. Donc, t(K) est conte-
nu dans K.

Par exemple,l’extension Q(%’E, j?‘i, j2 %"5) (ot j est une racine
primitive cubique de 1'unité) de @ est normale car elle est le corps de
décomposition sur @ du polyndme irréductible x-2.

2. L'extension Q(3”§) n'est pas normale car irr(x,%"E,Q) = x3-2 a une ra-
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cine dans Q(%”E) mais ne se décompose pas en facteurs du premier degré
dans @7 2) [x].
3. Soit ke LcK une tour d'extensions algébriques.

SL K/k est nonmale, LL en est de méme de K/L: en effet, un homomor-

Fored
Tortl

=

.
<3

un automorphisme de K.
Par contre, £'extension L/k n'est pas goncément nonmale: ainsi

Q(%”E)/Q est une sous-extension non normale de 1'extension normale
02,7 2.3° ¥y /0.
On remarque les équivalences:
(1) L/k est normale
(i) powr fout s e Gal(K/k), s(L) = L.
Démonstration

(i) = (31): s e Gal(X/k) définit par restriction un homomorphisme de

™

L dans K. Comme L/k est normale, cet homomorphisme est un automorphisme
de L. Donc, s(L) = L.

(ii) == (i): un homomorphisme t de L dans K = L prolongeant 1, se pro-
Tonge en un homomorphisme de K dans K, et donc, puisque K/k est normale,
en un automorphisme s de K. Donc, s(L) = L et 1'homomorphisme t est un
automorphisme de L.

2. Extensions séparables

Définitions
1. Sodient k un conps, X une indéterminde, f£(X) un polynome non constant
de k[X], K un conps de décomposition de £(X) sur k.

On dit que £(X) est séparable sur k 8'{L n'a que des nacines sim-
ples dans K.

S{ fe conps k est de caractérnistique O et 84 £(X) est Ludductible
dans k[X], £(X) est séparable: il ne peut, en effet, avoir de racine com-
mune avec son polyndme dérivé quiest de degré d°(f)-1.

12 n'en est pas toufours de meme en caractéristique p > 0: si, par
exemple, a ¢ k n'a pas de racine p-éme dans k, le polyndme £(X) = xP-a
est jrréductible dans k[X] mais n'est pas séparable car, b désignant
une racine dans K, f(X) = (x-b)p. On remarque que dans ce cas f'(X) =
pxP7l - o,

2. Sodent K/k une extension de k, a e K alglbrique sur k.




205 ELEMENTS DE THEORIE DE GALOIS DES EXTENSIONS FINIES

On dit que a est sEparable sur k 44 irr(¥,a,k) esf un
parable sur k.

Dire que a est séparable sur k c'est dire que le nombre de conju-
gués distincts de a dans un corps de décomposition de irr(X,a,k) sur k
est égal au degré de ce polynéme.
3. Une extension algébrique K/k de k est dite séparable si tout e€iment
de K est séparable sur k.

On introduira plus loin (chapitre 9) une notion plus générale d'ex-
tension séparable.
!

On va traduire d'une autre manidre la notion de séparabilité.

Proposition I1I.2

Sodent K/k une extension algébrique du conps k, s un homomonphis-
me de k dans un conps algébriquement clos Q algébrique sur s(k).
1. Le cardinal de £'ensemble ¢s,9 des homomonphisme de K dans @ profon-
geant s ne dépend pas du couple (2,s). On note ce cardinal [K:ik] . On
L'appelle Le degné séparable de K/k.
2. Si K est une extension algébrique monogene k(a) de k,[x:k]s est égal
au nombre de nacines distinctes de £(X) = irr(X,a,k) dans un conps de dé-
composition de £(X) sur k.
Démonstration
1. Soit s' un homomorphisme de k dans un corps @' algébriquement clos
algébrique sur s'(k'). I1 existe un isomorphisme u de @ dans @' prolon-
geant 1'isomorphisme s'o(sl)_l de s(k) dans s'(k') ol s est 1'isomor-
phisme de k sur s(k) induit par s.

L'application: £t —— u o t est une bijection de 1'ensemble % .0
sur 1'ensemble ¢s.’9,
2. Soit @ une cldture algébrique de K et donc de k. Alors, [K:K]s est le
cardinal de 1'ensemble ¢s,9 ol s est 1'injection de k dans Q.

L'application: £ —— t(a) est une bijection de 1'ensemble % .q
sur 1'ensemble des racines (distinctes) de £(X).
Définition

Le candina [K:k]_ est appeke Le degné sépanable de £'extension
algibrique X/k.
Proposition I11.3 (multiplicativité du degré séparable)

1. Soient L un conps, K un sous-conps de L, k un sous-conps de K,
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On suppose L/k algébriique.
AMM,[pﬂs=[pQSBmL
2. Soit K/k une extension finie (et donc algébrique)
Atons [K:k] < [Kik]
Démonstration
1. Soit s un homomorphisme injectif de k dans un corps algébriquement
clos o algébrique sur k.
Soit (s, i)iel la famille des homomorphismes distincts de K dans @
prolongeant s en sorte que [K: k]s = card(I). Si i ¢ I, soit (tlJ)JEJ(l)
hismes distincts de L dans @ pro

la famille des hemomor ongeant s, en

sorte que [L:K]_ i)
I1 est clair que (tlJ)lEI eI (i)
distincts de L dans o prolongeant s. Donc, [L:k]s = card((t, J)lEI,JEJ(l))
= [Kek] [Lok]
2. Le corps K est de la forme k(al,...,an). On considére la tour
ka(al)C k(al)(az)c... <k(a1,...,an_1) (an) =K
On utilise la propriété de myltiplicativité du degré et du degré
séparable et on remarque que 1‘inégalité [K-k] < [K:k] est une consé-
qguence immédiate de la proposition II11.2.2 danS le cas ol K est monogéd-
ne = k(a) car [K:k] est Te degré de irr(X,a,k) et [K:k] Te nombre de
racines distinctes de ce polynéme.

~

est la famille des homomorphismes

Proposition 1I11.4
Soit K/k une extension algébrique de k.
S{ K/k est finde, Les assentions sulvantes sont équivalentes:

(1) K/k est séparable

[k:k] = [K:k]
Démonstration
Cas monogene. On nemarque fes Equivalences pour a € K algébrique sun k:
1. a est séparable sun k

[k(a):K] = [k(a):k]

3. k(a) est séparable sur k

L'équivalence de 1. et 2. est conséquence de la proposition I11.2.
L'implication 3 =1 est clair. L'implication 2 =>3 résulte de ce que
sibe k), [kd):k]_ = [k(a):k]s/[k(a):k(b)]s, de ce que a est sépara-
ble sur k(b) car le polyndme irr(X,a,k(b)) divise irr(X,a,k) et donc de 1'é
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gatite [k(v):k]_ = [k(@ ]/ [k(a):k(®)] = [k(p):k].
Cas général. On utilise la tour d'extensmons:
= < = =
ko ka(al)C Ckn_l kn k(al, ,an) K
oi k; =k, (a,). L'égalité [K:k] = [k:k]s équivaut, compte tenu de la
multiplicativité du degré et du degré séparable, aux égalités
. _ . . s . 1ira A o
[k, sk, ] [ki'ki-ljs’ i.e. @ la séparabilité de a, sur k,_,
Comme sj a; est séparable sur k, i1 1'est, a fortiori, sur k.l on voit
que (i) == (ii).
non(i) =—=non(ii). Soit, en effet, a

-1?

e K non séparable sur k. Alors

1
[k(a,):x] est » [k(a,):k]_ . La considaration de la tour kck(a,)cK
17774 17" Hs i
montre alors 1'inégalité [K:k] > [K:k]

Remarque

Si a; est algébrique sur k,(i = 1,...,n), 1'extension k(al,...,an)/k
est séparable.
Corollaire 1

Sodlt K/k une extension algébrique du conps k.

Les assentions suivantes sont Equivalentes:
(£) K/k est séparable
(44} pourn toute sous-extension finie L/k de K/k, [L:k] = [L: k]
Corollaire 2

Soient K/k une extension algébrique du corps k, L un 40us-conps
de K contenant k.

Les assentions sulvantes sont Tquivalentes:
(4) K/k est séparable
(id) K/L et L/k sont séparables
Démonstration

Elle résulte si 1'extension K/k est finie des égalités [K:k| =
[k:L] [L:k] et [k:k] = [k:o] [L:k]_ et des inégalités [K:L] » [K:iL] et
L] » [r: k] qui mortrert que [k: g} [K:k]_ si et seulement si
k:1] = [K.L]S et [Lik] = [Lik] .

Dans le cas général, il est clair que (i) == (ii).
(i1) == (i)

Soit a ¢ K. I1 existe une sous-extension g4inie L'/k de L/k telle
que irr(X,a,L) appartienne a L'[x]. Soit K' = L'(a). Les extensions K'/L'
et L'/k sont séparables.
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On déduit de ce qui précéde que i'extension K'/k est séparabie et
donc que a est séparable sur k.
3. Elément primitif

Définition

Soient K/k une extension du conps k, a € K.

On dit que a est éLément primitif de £'extension K/k 84 K = k(a).
1. Une condition nécessaire pour 1l'existence d'un &lément primitif de
1'extension K/k est, évidemment, que d°tr(K/k) soit inférieur ou égal
al.

Il existe donc des extensions ne possédant pas d'élément primitif.
2. Le théoréme de Luroth affirme l'exsitence d'un élément primitif pour
une sous-exXtension, distincte de k, d'une extension transcendante pure
K/k de degré de transcendance 1.

On s'inténesse Lel a La question de L'existence d'éléments primi-
tigs pour une extension algébrique ginie K/k. Lle nésultat essentiel est
qu' il existe un tel &Lément 44 K/k est séparnable.

Si n = [K:k] et si a est élément primitif de K/k, irr(X,a,k) est
de degré n.

Réciproquement, s'il existe a ¢ K tel que d°(irr(X,a,k}) = [K:k],
K = k(a) et a est élément primitif de 1'extension K/k.

Théoréme I11.5

Soit K/k une extension finie séparable du conps k.

12 existe un &Lément primitif de K/k.
Démonstration

Le résultat a déja été établi si le corps k est fini (proposition
11.6).

On suppose done €e conps k ingind.

On va donner deux démonstrations du théoréme, l'une utilisant la
notion de degré séparable, 1'autre ne l'utilisant pas.

lére démonstration

On se raméne par récurrence au cas ol K = k(al,az) avec a;, a, non
nuls.

Soient SpaveeaS les homomorphismes distincts de K dans une c18-
ture algébrique K de K prolongeant 1'injection de k dans K en sorte que
[K:k] = n et donc puisque K/k est séparable,[K:k] = n.
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HT e VA ¥ \ s _ . e Amald_
Le polynbme f(X) = 1<l<J<n( i sj)(a2x+al) est non nul: des égali
tés si(al) = sj(al) et sl(az) = sj(az) impliquerajent 1'égalité s; = sj-
Comme Te copps k est infiné, i1 existe c e k te]l que f(c) # O et
donc tel que, si i #j, si(azc+al) # sj(azc+al). Les restrictions au

s k(a,+ca,) des homomorphismes s -»s  sont donc des homomorphis-

mes distincts de k(a,tca;) dans X prélongeant 1'inclusion de k dans K.
Par conséquent,

n g J:k(azc+al):k]s = [k(azc+al):k] < [K:k]
d'ol [K:k(azc+al)] =1et K= k(a2c+al). L'&lément a,cta; est donc primi-
tif.
2éme démonstration

Soient f(X) = irr(X,al,k) et g(X) = irr(X,az,k), L un corps de dé-
composition de f£(X)g(X) sur k, LIRS SN SR YRR
nes respectives de £(X) et g(X) dans L. L'équation y Xex, = ij+xk a,

les raci-

pour j # 1, au plus une racine dans k.
Soit ¢ € k distinct de toutes les racines de ces équations en sor-
te que yjc+xk est distinct de yc+x, pour tout k et tout j # 1. Soit

6 = ylc+x1 = azc+al.
L'€iément a, est la seule racine commune des polyndmes g(X) et
£(8-cX) = 0 elle est simple. Le p.g.c.d. de ces deux polyndmes est

donc X-a,. 11 appart1ent 3 k(8) [X] comme g(X) et f(e-cx). Donc, a, ap-
partient & k(8). IT en est alors de méme de a; = 6-a,c.

Le résultat suivant donne une condition nécéssaire et suffisante
pour qu'une extension finie admette un &lément primitif.
Théoreme 1II.6

Sott K/k une extension finie du corps k.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
() XK/k a un élément primitif.
(1) l'ensemble des sous-corps de K contenant k est fint
Démonstration

Les équivalences sont claires si k est fini ou ce qui est dquiva-
lent s7 K est fin?, car alors (ii) est Satisfaite et il en est de méme
de (i) puisque le groupe multiplicatif K* de K est cyclique engendré par
un élément a et que par conséquent K = k(a).

On peut donc supposer k infint
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(ii) = (i). La démonstration se fait par récurrence sur l'entier n tel

que K = k(a .,an). Le seul point délicat est celui ol n = 2.

10

L'ensemble des sous—-corps de K contenant k de la forme k(a1+ca2),
oll ¢ parcourt k, est fini par hypothése. Comme k est infini, il existe
deux &léments distincts ¢
. - CLvala _ . .
Soit a a1+cla2 L'élément (c2 cl)a2 appartient i k(a) et il en

est donc de méme de a, et a;. Par conséquent, k(al,az) = k(a) et a est

&lément primitif de 1'extension K/k.

et ¢, de k tels que k(a1+cla2) = k(a1+czaz)-

(i) = (ii). On suppose donc K = k(a). Soit F un sous-corps de K conte-
nant k.

Le polyndme fF(X) = irr(X,a,F) divise fk(X) = irr(X,a,k). Le poly-
nome fk(X) n'a qu'un nombre fini de diviseurs dans K[X]-

11 suffit de démontrer que l'application F t——r fF(X) de 1'ensem-
ble des sous-corps de K contenant k dans 1'ensemble des diviseurs de
fk(X) dans K[X] est injective.

Soit F'o le sous-corps de K engendré sur k par les coefficients de
fF(X).

Le polynome fF(X) qui est irréductible dans F[X] 1'est a fortiori
dans Foﬁq car Fo est contenu dans F.

I1 est clair que K = Fo(a) = F(a). Or, [K:Fo] = d°fF (X) et [K:F] =
d°£L(X). ©

Donc, [K:F ] = [K:F] soit F =F .

4. Le théoréme fondamental de la théorie de Galois des extensions finies

La proposition suivante précise les conclusions suggérées par les
exemples de 1'introduction de III.
Proposition III.7(premiére partie du théoréme fondamental)
Soient k un conps, K/k une extension algébiique de k.
Les assentions sulvantes sont Equivalentes:
(£) Inv(Gal (K/k)) = k
(L) £'extension K/k est normale et séparable
Démonstration

L'assertion (i) peut s'énoncer:
pour tout x e K, irr(X,x,k) a toutes ses racines simples et con-
fenues dans X (prop. 111.1 et III.2).
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(1) ==>(i1)

Sofent x¢ K, L les racines distinctes de irr(X,x,k)
dans K.

Tout élément s de Gal (K/k) permute L SPEEREE 11 laisse donc in-
variant les coefficients du polynfme g(X) = ?I? (X-x.) qui sont les fonc-
tions symétriques élémentaires de xl,...,xn.L ) )

Par hypothése, g(X) qui est, a priori, un élément de K[X], app-
partient, en fait, & k[X]. I1 est donc nécessairement égal & irr(X,x,k)
qui a ainsi toutes ses racines simples et contenues dans K.

(i1) = (1)

Soft x ¢ K n'appartenant pas a k, en sorte que d°(irr(X,x,k)) > 1.

Par hypothése, 11 existe y ¢ K distinct de x et racine de
irr(X,x,k).

On sait alors qu'il existe un homomorphisme de k(x) dans une c16-
ture algébrique K de K prolongeant L et appliquant x sur y et qu'il se
prolonge en un homomorphisme de K dans K. Cet homomorphisme applique K
dans K. C'est un k-automorphisme de K, i.e. un élément de Gal(K/k), qui
ne lTaisse pas invariant x.

(¢4

Par conséquent, x n'appartient pas 3 Inv(Gal (K/k)).
Proposition 111.8 (deuxiéme partie du théoréme fondamental)
Solent K un conps, G un groupe §ini d'automonphismes dek, k=Inv(G)-.
1. L'extension K/k est algébrique, nonmale et séparable.
2. [K:k] = card(G) et G = Gal(K/k).
Démonstration
1. Sofent x ¢ K,{x1 = x,...,xr} = {s(x)/x ¢ G} ol x; # xj sii#j,
g = 1T (xx)).
Pour tout s ¢ G, il existe une permutation n de {1,...,r} telle

que s(xi) = x"(i).
11 en résulte que les coefficients de g(X), qui sont fonctions sy~

x_, sont invariants par G &t donc appartien-

métriques des éléments XppereaX,

nent a k.

Comme g(x) = 0, x est algébrique sur k. De plus le polyndme
irr(X,x,k) divise g(X) et a donc toutes ses racines simples dans K.
2. On déduit de ce qui précéde que, pour tout x ¢ K [k(x):k] ¢ r ¢ n =
card(G).
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Si on savait que K/k est finie, on pourrait conclure que [K:k] < n
au moyen du théoréme de 1'élément primitif. I1 faut procéder autrement:
soit x e K tel que [k(x):k] soit maximal. Si y e k, k(x,y) est de la for-
me k(z) (théoréme de 1'élément primitif).

Donc, par maximalité de [k(x):k], [k(x,y):k] = [k(x):k] et k(x,y)=
k(x). Par conséquent, y appartient a k(x) et K = k(x). Ainsi, [K:k] < n.

L'extension K/k est finie et normale; donc, card(Gal(K/k)) = [K;k]s
Elle est séparable; donc, [K:k] = [K:k]. Par suite, card(Gal(K/k)) =
[K:k] ¢ card(G) = n. Comme G est contenu dans Gal(K/k), on voit que
G = Gal(K/k) et card(G) = [K:k].

Définition

Une extension algébrique K/k du corps k est dite galoisienne A4
elle est nonmale et séparable.

Théoréme III.9 (théoréme fondamental de la théorie de Galois)

Soit K/k une extension galodsienne de degné fini du conps k.

L'application: L y—> Gal(K/L) est une bifection décroissante de
£'ensemble (ordonné par inclusion) des sous-corps de K contenant k sur
£'ensemble (ordonné par inclusion) des sous-groupes du groupe de Galods
Gal (K/k) .

La bifjection néciproque falt correspondre au sous-groupe H de
Gal (K/k) Le sous-groupe Imv(H) (noté aussi KH) de K.

Démonstration

Soit L un sous-corps de K contenant k.

Alors, Gal(K/L) est un sous-groupe de Gal (K/k).

De plus, comme K/L est galoisienne comme K/k, 11 résulte de la pro-
position II1.9 que L = Inv(Gal(X/L)).

Sodl H un sous-groupe de Gal (K/k).

Alors, Inv(H) est un sous-corps de K contenant k. 11 résulte de la
proposition I11.10 que H = Gal(K/Inv(H)).

On verra dans le paragraphe 5 (exemple 1) que, avec les notations
et hypothéses du théoréme II1.9, si L est un sous—corps de K contenant
k, 1l'extension L/k est séparable mais n'est pas forcément normale.

On va préciser maintenant ce point.

Définition
Des sous-conps L et L' de K contenant k sont dits confuguds sur k
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$'40 existe s ¢ Gal (K/k) fef que s(L) = L'.
Proposition II1I.10 (sous~corps et sous-groupes conjugués)
Soit K/k une extension galoisdenne de degné find du conps k.
Soient L et L' deux sous-conps de K contenant k.
Les assentions sulvantes sont Equivalentes:
({) L et L' sont confugulés Aur k
(id) Gal(K/L) et Gal(K/L') Asont des sous-groupes conjugués de Gal(K/k)

Démonstration
(1) —> (i1)

Soit s € Gal(K/k) tel que s(L) = L'. Si t ¢ Gal(K/L) SotoS—l ap-
partient & GaZ(X/L'): en effet, pour x ¢ L', t(s—l(x)) = s1x) et donc
(Sotos—l)(x) = x. On en déduit 1'égalité GalZ(K/L') = SoGaZ(K/L)oS—I, i.e.
le fait que Gal(K/L) et Gal(K/L') sont conjugués.

(1) == (i)

Soient H et H' = SoHoS—l, ou s e Gal(K/k), deux saus-giroupes con-
jugués de Gal(K/k).

I1 est clair que Imv(H') = s(Inv(L)): si x ¢ Inv(H) et Sotos—l est
un €lément de H' (0l t ¢ H), SotoS—l(S(X)) = g(t(x)) = s(x) et donc s(x)
appartient & mv(H'").

Ainsi, s(Inv(H))C Inv(H'). On obtient de méme s—l(Inv(H'))c_Inv(H)
d'ol Inv(H') ¢s(Inv(H)) et v (H') = s(Inv(H)).

On déduit de la remarque du paragraphe 1 que dire que 1'extension
L/k est normale c'est dire qu'il n'existe pas de conjugué de L sur k dis-
tinct de L.

Corollaire

Soit K/k une extensiongaloisienne de degné fimi du conps k, L un

Aous-conps de K contenant k.

1. Les asserntions suivantes sont equivalentes:

(4) L'extension L/k est galoisienne (i.e. est normale)

(44) Gal(X/L) est un sous-groupe distingué (ou normal) de Gal(X/k)

2. S{ elles sont vernifiées, L'application qui a un &€ément de Gal(K/k)
fait correspondre sa nestriction a L définit un Lsomorphisme de groupes
de Gal (K/k)/Gal (K/L) sur Gal(L/k).

Démonstration

1. est une conséquence immédiate de la proposition I11.10: un sous-grou-
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D

s'il est

fD‘

pe est distingu gal 3 ses conjugués.

2. 51 s ¢ Gal(K/k), comme L/k est normale, s(L) = L et donc la restric-
tion s/L de s & L est un élément de GalZ(L/k).

L'application: s +—— s/L est un homomorphisme de @&IZ(K/k) dans
Gal(L/k). I1 résulte du théoréme de prolongement et de la normalité de
K/k qu'elle est surjective.

Son noyau est Gal(K/L), d'ol le résultat.

5. Etudes d'exemples

1. Théonie de Galois des conps ginis

N »p= .
p Cléments, k = F  son conps premien.

o

Salent K un conps §4ind .

Comme la caractéristique est p, 1'application: x r—— xP est un
automorphisme de K.

Cet automorphisme laisse invariant tout &lément de k. C'est donc
un élément s de Gal (K/k) (substitution de Frobenius).

L'application 6:r — s* est un homomonphisme du groupe additif
Z dans Le groupe GaZ(Kék). Son noyau est (n): en effet, si m < n, il e-
Xiste x ¢ K tel que ¥ # x.

L'extension K/k est galoisienne: ellenest normale car K est Je
corps de décomposition sur k du polyndme xP -X; elle est séparable comme
ce polyndme.

Donc, 1'ordre de Gal(X/k) est égal au degré n de ]'extension K/k.
L'application 6 est donc surjective et Gal(K/k) est cyclique d'ordre n
engendné pan s.

Un sous-groupe de Gal(K/k) est un groupe cyclique H engendré par
s™, ol m est un diviseur de n. Le groupe H est d'ordre m/n. Le corps
des invariants de H est le corps E‘m/n et H en est le groupe de Galois
sur k.

2. Extension galodisienne de ghoupe de Galois £Le groupe syméirique sn

Sodent k un conps, £(X) un polynome non constant séparable de
k[X] K £e L CONps de décomposition de £(X) sur k, K = k(al""’an) ol
f(X)=c 1 (X-ap)-

Si s ¢ Gal(K/k) (groupe de Galois de £(X) sur k), i1 existe un u-
nique élément q du groupe symétrique S, tel que, pour tout ie{l,...,n}
s(ai) = a

%(i)'
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L'application: st— o, de Gal(K/k) dans 5, est un homomonphis-
me de groupe.

Cet homomorphisme est injectif et permet donc d'identifier Gal(X/k)
a un sous-groupe de S -

On verra dans 1'exemple 3 que Gal(K/k) n'est pas toujours égal a
Sn. 11 est toutefols des cas importants ot i1 en est ainsi, notamment
le cas suivant:
1,...,; 1des nombres comglixes algébriquement indépendants

sur , f(X) = x“-clx f # DT X L (e

On considére f(X) comme un polynome a coefficients dans k=Q(c1,.cn).

Soient c

On va démontrer que le groupe de Galois de f(X) sur k est Sn.

On pourra en déduire, par exemple, que si n 3 5, on ne peut résou-
dre 1'&quation f(X) = O par radicaux comme c'est la cas pour n = 1,2
(formule usuelle), 3 (formule de Cardan), 4 (formule de Ferrari). (exer-
cice 26).

Sodent, plus généralement, k' un conps, cg,-..,c ~des &€Zments d'u-
ne extension de k' algébriquement .indépendants sur k', k = k'(cl,..,cn),
£(X) Le polynome

(*) x"- lx“'l o4 (-1)icix“'i oo * (—1)“cn
K= k(ag,...,a) od £(X) = =? (X-a,) Le conps de décomposition de f(X)
Aun k.

Alons, Le groupe de Galois de £(X) sun k est isomonphe au groupe
Aymétrique Sn.

On va démontrer le lemme suivant:
Lemme 1

Les é€éments aj,---,a sont algébriquement indépendants sur k'.
Démonstration

Soit g(Xy,.-,X ) ¢ k'[x ---x ] tel que g(al,...,an) = 0.

Si oe Sn’ on rote g le polyrome g(X Le polynfme

(1),..., (n))'
h(xl,...,xn) = gISn(Gg) est symétrique et, en vertu d'un théoréme clas-
sique, i1 est de la forme ¢(sl(x1,...,xn),...,sn(xl,...,xn)) ol
Sl""’sn sont les fonctions symétriques é&lémentaires.

Comme Si(al,...,an) = ¢, On voit que ¢(cl,...,c ) = 0. Pu1sque
CpsveeaCy sont algébriquement indépendants sur k', ¢(sl,...,sn) =
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n
On en déduit 1'existence, pour toutoe s, d'un k'-automorphisme s

Donc, h(X,,...,X ) =0 et g(X ,...,X ) =0,
1 n 1

d = i = . i = ! LI

de K tel que o o, T.e. s(ap) 3,01y En effet, K = k'(a, »a )
L'automorphisme s, qui laisse invariantes les fonctions symé-

triques élémentaires Cyse CLEETL est un k-automorphisme.

Ainsi 1'application * s +—— 9, de Gal(X/k) dans s est surjec-

..,c_de a
n

tive et donc bijective.

Remarques

1. On peut prendre pour CpseresCy des indéterminées. Tout polyndme uni-
taire de degré n 3 coefficients dans k' s'obtient en donnant alors &
CpssesCp des valeurs convenables dans k'. Pour cette raison, le polyno-
me f(X) est appelé le polyndme générique de degré n, conformément i la
terminologie de la géométrie algébrique (chapitre 6).

2. Le probléme de la recherche d'extensions finies galoisiennes de @, de
groupe de Galois un groupe fini donné, n'est encore résolu que dans des
cas particuliers.

Le lecteur pourra trouver des renseignements sur les polyndmes i
coefficients rationnels de groupe de Galois Sn’ avec n égal au degré du
polyndme, dans le livre de Van Der Waerden. Modern Algebra ((20).61).
Groupes Résolubles

On va rappeler ici, sans démonstration, un certain nombre de résul-
tats de théorie des groupes et notamment de théorie des groupes résolu-
bles. Pour les démonstrations, on pourra, par exemple, se reporter & (20).

Soit G un groupe noté multiplicativement d'élément neutre e.

1. Une suite de composition de G est une suite strictement décroissante:

(1) G, =G3G;>...2G = {e}
de sous-groupes de G tels que, pour tout i = 0,...,n-1,G, soit un sous-
groupe nommal de G, -

2. L'entier n est alors appelé la fonguewr de la suite de composition (1).
3. Les quotients Gi/Gi+1 sont appelés les facteurs de la suite de compo-
sition.

4. Un rafginement de la suite de composition (1) est une suite de compo-
sition.

(2) Gc" = GD2G!D... DG‘;1= {e}

1
telle que {G ,...,G_} soit contenu dans {G',...,G'}
o n [o] m
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5. Une suite de composition de G n'admettant pas de raffinement stricte-
ment plus fin (i.e. contenant strictement plus de sous-groupes) est ap-
pelée une suite de Jondan-Holdern de G.

L'exemple d'un groupe cyclique {nfini montre qu'un groupe peut ne
pas avoir de suite de Jordan-Hglder.
6. On dit que deux suites de composition de G sont isomorphes si elles
ont méme longueur et si elles ont des facteurs isomorphes (dans des or-
dres éventuellement différents. Exempfe: si G est un groupe cyclique d'or-
dre 6 engendré par un élément a, les deux séries de composition :
G >(a2)> (e) et G 3(33):)(e); oll ( ) désigne le sous-groupe engendré.
qui sont isomorphes.)

Voicd Les principaux nésultats de La théonie.
7. (Théoréme de Schreier)

Deux suites de composltion d'un ghoupe G ont des raffinements 4s0-
monphes.
8. (Théoréme de Jordan-Hdlder)
1. Deux suites de Jordan-Hélder d'un groupe sont Lsomonphes
2. S{ G possede une suite de Jondan-Holder, toute suite de composition
peut étrne nagfinde en une swite de Jordan-Holder.

S1 un groupe G admet une suite de Jordan-Hélder, la longueur d'une
telle suite est aussi la longueur de toute suite de Jordan-Holder de G.

On 1'appelle la fLonguewr du groupe G.

9. Un groupe G est dit néscluble A'.(L admet une suite de composition
dont tous Les facteurs sont abéliens.

Si un tel groupe admet une suite de Jordan-Holder, ses facteurs
sont des groupes abéliens sdimples, i.e. des groupes cycliques d'ordre
premier.

(On rappelle qu'un groupe G est dit simple si ses seuls sous-graupes dis-
tingués sont G et {e}. Dire qu'une suite de composition (1) du groupe G
est de Jordan-Holder c'est évidemment dire que ses facteurs sont simples).
10. Si n 3 5, Le gorupe symétnique S, n'est pas nésoluble.

On a, en effet, une suite de composition §,2 A D {el. Or on démon-
tre (théoréme d'Abel) que pour n » 5, le groupe A est simple non abélien.
(chap. 2, ex. 11). Cette suite de compositionne peut donc &tre raffinée
en une suite de Jordan-Holder & facteurs abéliens. Or, comme s est fini,
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i1 admet des suites de Jordan-Hglder. S'il 8tait résoiubie, ii admettrait
une telle suite & facteurs abéliens et toute suite de Jodan-Holder serait
a facteurs abéliens ce qui n'est pas le cas.
11. Sodent G un groupe, H un sous-groupe distingué de G.
Les assentions sulvantes sont equivalentes:
(L) G est nésoluble
(44) H et G/H sont nésolubles
Démonstration
(i) == (ii).

On raffine la suite de composition G>H> {e} en une suite de Jor-
dan-Holder. Les facteurs de cette suite sont abéliens. On obtient ainsi
une suite de Jordan-Holder & facteurs abéliens de H qui est donc résolu-
ble et aussi, par passage au quotient par H, une suite de Jordan-Hglder
de G/H a facteurs abéliens et G/H est résoluble.

(ii) == (i). Méme type de démonstration.
Définition

Soit k un conps. Un polyndme £(X) e k[X] est dit résoluble par na-
dicaux (ou simplement résoluble sur k) 4'({f existe une founr: k =kc
kyCeve Cle de conps et une suite fdnde nseee,n o d entiens 3 1 telles
que: a0
1) pour i = 0,...,r-1, ki+1 = ki(Yi) oll Y-ll appartient a ki
?2) kr contienne Le conps de décomposition de £(X) sur k
Exemples
1. Soient k un corps de caractéristique 0, f(X) = X2+2aX+b e k[x].

Ce polynoéme est résoluble par radicaux. I1 suffit, en effet, de

= k(c) ol c2 = az—b.

considérer la tour: ko =k, k;
2. On vérifiera, par contre, que Te polyndme X +X+1 e ¥,[x] n'est pas
résoluble par radicaux.
Lemme 2

Soient k un conps, n un entier > 1 non divisible par La caracté-
nistique de k, z un &Lément d'une extension de k racine primitive n-igme
de L'unité.

Alons, E'extension k(z)/k est galoisienne de groupe de Galois abe-
Lien. S4i, de plus, z n'appartient pas a k, ce groupe de Galodls est is0-
monphe au groupe multiplicatif des classes medulo n d'entiens premiens

a n.
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Démonstrati

6]

n

Elle est claire si z appartient 3 k. On suppose donc que z n'ap-
partient pas a k.

Le polyndme X™-1 est alors {rréductible sur k car, sinon, z serait
racine d'un polyndme & coefficients dans k de degré < n et ne serait pas
racine primitive n-iéme de 1.

L'extension k(z)/k est nommale car k(z) est le corps de décomposi-
tion sur k du polyndme X"-1. Elle est séparabfe car le polyndme X'-1,
de dérivé nx™ ! non nul en vertu de 1'hypothése faite sur la caractéris-
tique, 1'est. L'extension k(z)/k est donc galoisienne.

Un élément s de Gal(K/k) est déterminée par 1'élément s(z) qui

1 ou

doit étre une racine primitive n-iéme de 1, i.e. de la forme z
(q,n) = 1.

L'application: q+— s, 00 s(z) = z7, est un homomorphisme surjec-
tif de 1'ensemble, muni de la multiplication, dés entiers q tels que
(g,n) = 1 sur le groupe Gal(k(z)/k).

11 définit un isomorphisme du groupe multiplicatif des classes mo-
dulo n d'entiers premiers & n sur Gal(k(z)/k).

Lemme 3

Sodient k un conps, n un entlern » 1 non divisible parn La caracténis-
tique de k.

On suppose que k contient une nacine primitive n-ieme de L'unité =z.

Une extension k(c)/k, od c™ = a appartient & k, est galoisienne de
ghoupe de Galois cyclique et donc abélien.

Démonstration

Soit z une racine primitive n-iéme contenue dans k.

Si c appartient & k, 1'assertion est claire. On suppose donc que c
n'appartient pas a k. Alors, x(c)/k est le corps de décomposition de
g = ;Lg-l (X—zic). L'extension k(c)/k est donc nowmale. Elle est 46-
parable comme le polyndme X'-a. Elle est donc galoisienne.

Un é1ément s du groupe de Galois Gal(k(c)/k) est déterminé par 1'é-
lément s(c) qui est de la forme czi. Soient s, t e Gal(k(c)/k), s(z) = zi,
t(z) = zj. Alors, (sot)(z) = s(czj) = s(c)zj = czi+j- L'application :
it—> s, ol s(c) = czi définit un isomorphisme du groupe cyclique Z/(n)
sur Gal(k(c)/k).
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Lemme 4
Soient k un conps, n un entler 3 1 non divisible parn €a caracté-
nistique de k, k(c)/k, ol c" appartient @ k, une extension, non nécés-
sainement normale de k, z une racine primitive n-ieme de £'uniti dans
une extonsion de k(c). Alons, Les extensions successives de La tour
ke k(z)C k(z,cl)
sont galoisienne de groupe de Galods abéliens.
Démonstration
L'extension k(z)/k est galoisienne de groupe de Galois abélien
(lemme 1). I71 en est de méme de 1'extension k(z,c)/k(z).{iemme 2).

On va maintenant modifier la tour de la définition.

Proposition I11.11
Scient k un corps de caractinistique O, £(X) un polyndme non cons-
tant de k[X].
Les assentions sulvantes sont equivalentes:
(4) £(X) est néscluble par nadicaux
({L) 12 existe une tour comme dans La définition telle que, pour tout
i=0,...,r=1, £'extension ki,

[k, s0it gafoisienne de groupe de Galois

abélien. '

Démonstration

(ii) == (i). Clair

(i) == (ii). Soit k = kck,© ...Ck une tour comme dans la définition

On remplace 1'extension k,/k_ par la tour
= c

k koc.ko(zl) ko(zl,cl)
ol z; est une racine primitive n-iéme de 1'unité, Cqane
gués de Y sur k_(z)) puis la tour k = kck,C...Ck par la tour

= 1 ot LI
k) = kCk (z)Ceer €k €y = ky(y,) «ov ko= ki (y).
On procéde de la méme maniére avec 1'extension ké/ki et ainsi, de

proche en proche, obtenant une tour d'extensions de k satisfaisant & la

ssCy les conju-

condition (ii).
Corollaire 1

Sodient k un conps de caractirigtique 0, £(X) un polyndme non cons-
tant de k[X].
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Si f(X) est nésoluble par radicaux sur k, Le groupe de Galois de £
sun k est ndsofuble.
Démonstration

Soient K le corps de décomposition de f(X) sur k, k = koc kIC,..ck
une tour d'extensions de k telle que, pour tout i = O,...,r-1, 1'exten-
sion k., /k; soit galoisienne de groupe de Galois abélien et que k_ con-
tienne K.

Alors, le groupe GaZ(kr/k) est résoluble. Comme 1'extension K/k est
normale, le groupe Gal(K/k) est une quotient de GaZ(kr/k). 11 est donc
résoiubie.

Corollaire 2 (théoréme d'Abel)

Les notations sont celles du début de 2, concernant Les corps k',
k et e polynome géndérique de degr? n sur k'.

Sin 3 5, Le polynome générique de degné n sur k' n'est pas néso-
Luble par nradicaux sur k.

Démonstration
Elle résulte de ce que le groupe de Galois de ce polynéme est S,
et que, pour n » 5, le groupe Sn n'‘est pas résoluble.

Rem
nem

rque

La réciproque du corollaire 1 est exacte. Si le groupe de Galois de
f sur k est résoluble, le polyndme £(X) est résoluble par radicaux sur k.
La démonstration de ce fait repose sur 1'étude des extensions cycliques,
i.e. de groupes de Galois cycliques. (ex. 25).
3. Extension galoisienne de Groupe de Galois le groupe diédral d'ordre 8
Rappels sun Le groupe digdral d'ordre §

Le groupe diédnal d'ondrne § est le groupe G des rotations de 1'es-

pace & trois dimensions laissant invariant un carreé.
On note O le centre de ce carré, 1, 2, 3, 4 ces sommets,
On identifie le groupe G au sous-groupe {syseeessg) du groupe symé-

trique s, ok s, est 1'application identique, s, = (1234) est la rotation

4 1

d‘angle +m/2, sy = (13)(24) la rotation d'angle m, s, = (1432) la rotation
d'angle -n/2 autour de 0, s, = (24) la rotation d'angle = autour de 1'a-
7 6 = (12)(34)

la rotation d'angle = autour de la bissectrice de 1'angle 102, sg=(14) (32)

5

xe 13, s, = (13) la rotation d'angle = autour de 1'axe 24, s

la rotation d'angle = autour de la bissectrice de 1'angle 704.
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Sous-groupes du groupe ditdral d'onrdre §

sous-ghoupe d'ondre 1: G = {s;}

sous-groupes d'ordre 2: Gy, Gg, Gy, Gg, Gg engendrés par les permutations
S3, SS’ S7, 56’ Sg respectivement
sous—groupes d'ondne 4: G, = {31,52,53,34} engendré par Sy
G4 = {51,53;56,58}
G1 = {51,55,57,53}
sous-groupe d'ordre §: Gg =G

On interprétera aisément ces sous-groupes de fagon géométrique
Soit K Le conps de décomposition sur © du polynime X -5.

Les racines de xs—a sont a, = 51/4, a, = isl/a, a, = —51/4, a, =
-isl/a. Le corps K est donc Q(i,sl/a). 11 résulte de la tour
eco/*ycodi,s' = 064 )

que [K:Q] =2 x 4 = 8.

IT1 s'ensuit que £'ordre du groupe de Galois Gal(K/Q) est 8.

Un élément s de Gal(K/Q) permute les racines a;58y,35,8, de xs—a.
I1 est parfaitement déterminé par les valeurs de s(al) et de s(i). Comme
s(i) est +i ou -i puisque s 1aisse invariant le polyndme x2+1, on obtient
facilement Le tableau sulvant qui permet d'identifien Les eéments de
Gal(K/Q) aux 8€ements Enumérds plus haut du groupe di€dral

automorphismes de K/Q S1 152153 (54|55 | % | 57| S8
effet sur i i i i i i -i] -1 -i
effet sur a; a; | 3y | a, a, | a; | 3, | 2, a,
effet sur a, a, | a3 | 3, | a |a |a |a | a
effet sur a, ay |8, fa |38 |a|a |a|a
effet sur a, a, |ag |3 |a3|a|a|a |a

Un 2€ment y de K 4'éenit de maniene unique,
2 3 . . . 2 .3 .
+ ;3=
LR X8, + Xya, + X3a; + x,i + xgia; + xgia; + x,1a] (ijQ,J 0, .47)
Le calcul des sous-corps invariants par les différents sous-groupes
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A Py

de Gal(K/@) ne présente pas de difficulté. la situation esi schématisée
par Les deux diagrammes sulvants dans Lesquels Les §Leches sont des

Anfections:

G

/lox

07/ T'S/ Ta \Té o Gg

i >4

k=0(5'/4, 1)
’//////”/////i::::lzI ::j\\\\\\\\\\\\\\\
ais'/4) Q(S’/‘*)/ 052 5y T e tasy T o' 40
\ 0cs'?) Q(i;\Q(iS’/z)
[
™. q|)/

On va se contenter {ci de fairne quelques unes des verifications
2 3 . 2 .
On remarque que s (y) = X "Xja;¥X,a" x3a1+x41 x51a1+x61a1 x,ia]
Ainsi le corps des invariants par 53, ou ce qui est équivalent par
1/2

3, est 1'ensemble {x + xzai + xal + x61a /x e @}. C'est donc Q(5 ,1)

On vérifie ensu1te les égalités

2 . . 2 2 . . 2
56(xo + x,a, + x, 1 + x61a1) =X, T X3, - xal + xcia;
2 . .20 2 . . 2
ss(xO + Xy3 + Xal + x61a1) = xo + X3, < x,1 - x61a1

Le corps des invariants par S5, i.e. par Gys (resp. s 6° i.e. Gé
est donc celui des éléments x + x a2 (resp. x_+ x6ia ), i.e. Q(S
172 [«] 11 [} 1
(resp. @(i5 )
Remarques
1. Les éléments sj(i+5’/4) (j=1,...,8) sont distincts.
I1 en résulte que £'éfZment pe5! /% est elément primitif de £'exten-

Adon K/Q.
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2. Conme s_ = 5515552’ les sous=-groupes e et e sont conjugués.

! 1/4
Les corps correspondants ®(5

éléments primitifs sont d'ailleurs racines du polyndme x*-5. Les sous-

) et @(i5!'/% sont conjugués. Leurs
groupes G, et Gg sont conjugués ainsi que les corps correspohdants @(51/4
(1+1)) et (sl/4(1-1)) d'&laments primitifs racines de x*+20.
6. Fermeture galoisienne d'une extension algébrique séparable

Définition

Sodlent k un corps, K/k une extension algébrique de k.

Une germeture galoisienne de K/k est La donnée d'une extension L/K
telle que
1. L'extension L/k b0l galoisienne
2. Pour toute extension M/K de K telfe que £'extension M/k s0it galod-
sienne AL existe un homomonphisme (non nécéssairement unique) de L dans
M prolongeant 1.

Une condition nécessaire évidente d'existence d'une fermeture ga-
loisienne de K/k est que 1'extension K/k soit séparable (prop. II1.5).
La proposition ci dessous affirme que cette condition est aussi suf-
sisante.

Proposition I11.12
Soit K/k une extension séparable de k.
1. 1€ existe une germeture galoisdienne de K/k
2. Deux femetunes galoisiennes de K/k sont K-Lsomonphes
Démonstration
1. Si x ¢ K, soit S, 1'ensemble des conjugués de x dans la cl8ture algé-

brique K de K, i.e. 1'ensemble des racines dans K de irr(X,x,k).

Soit L = k( ;gK 5.)- 11 est clair que L contient K et que L/k est
s8panable.

En effet, tout é€lément y du systéme ;éK SX de générateurs de L/k
est séparable puisque racine d'un polynéme irr(X,x,k) ol x € K .

L'extension L/k est normale: il suffit, en effet, de démontrer que
tout k-homomorphisme t de L dans X (qui est une cléture algébrique de k)
est un k-automorphisme de L dans L, i.e., compte tenu du lemme de la pro-
position II1.1, est tel que t(L)C L. I1 suffit, a cet effet, de vérifier
siye ;éK S,» t(y) appartient a L; or, si y e s, yet t(y) sont raci-
nes du méme polynéme irr(X,x,k) et donc y ¢ Sx'
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On a donc démontré que i'extension L/k est galoisienne.

Si M/K est une extension de K telle que M/k soit galoisienne, on
peut toujours supposer M contenu dans K. I1 est alors clair que M con-
tient L.

2. Soient L/K et L'/K deux fermetures galoisiennes de K/k. IT existe un
k-homomorphisme f(resp.g) de L dans L' (resp.L' dans L). Le k-homomorphis-
me gof de L dans L est un k-automorphisme de L et f est un k-isomorphisme
Complément

Si, de plus, L£'extension K/k est ginie, une germetune galoisdienne
de R/k est finie sux k.

Démonstration

Soit x un élément primitif de K/k. On vérifie immédiatement que,
avec les notations de la démonstration précédente, k(S ) est fermeture
galoisienne de k.

11 suffit alors de remarquer que 1'ensemble s est gind.

L'existence de la fermeture galoisienne d'une extension algébri-
que séparable permet, dans certaines démonstrations portant sur des ex-
tensions séparables, de se limiter aux seules extensions galotisiennes.

Voici, 3 titre d'application de cette méthode

d'app , la démonstration
d

d'un important résultat de finitude.

Proposition I111.13

Soient A un anneau noethérien intégralement clos, k son corps des
fractions, K/k une extension finie sZparable de k, B La fenmeture inteé-
ghale de A dans K.

Le A-module B est de type §ini et £'anneau B est noethérien.
Démonstration

Un idéal de 1'anneau B est un sous-module du A-module B. I£ suf-
§it done de démontrern La finitude du A-module B.

Soient L/K la fermeture galoisienne de K/k, C la fermeture intégra-
le de A dans L.

Si le A-module C est de type fini, il en est de méme du A-module B
qui en est un sous-module.

On peut done supposen L'extension K/k galoisienne.

Soient alors n = [K:k], Gal (K/k) = {sl,...,sn} (avec le méme entier
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IT1 existe un é€ément x de B primitif de K/k car, si y e K est un
élément primitif, y s'écrit x/a ot x ¢ Bet a e A et x est primitif
comme y.

On pose e, = 7t (i=1,...,n), obtenant la base {el,...,en} du
k-espace vectoriel K.

On remarque que, pour tout j = 1,...,n, tout i =1,...,n, sj(ei)
appartient & B car s.(e;) est entier sur A comme e, (appliquer 8 a une
équation de dépendance intégrale de e, sur A).

Le déterminant det((sj(ei)) de Ta matrice n x n (Sj(ei)) est non
nul comme déterminant de Van der Monde puisque les &iéments s; (%),
sn(x) sont distincts. )

C'est un &lément de B. Il en est de méme de d = det((sj(ei)) .

De plus, i1 est clair que d appartient & Inv(Gal(K/k)) = k. Comme A
est {ntégralement clos, d appartient a A.

Un élément x de K s'écrit de maniére unique ié? b.e, ot b, e k.

La n2gle de Cramer, donne, par résolution du systéme d'équations
linéaires
ié? bisj(ei) = sj(x) (G=1,...,n)
des égaiités b, = ui/det((sj(ei)) ol u, e K. S4 x appartient & B, u,
appartient @ B comme les éléments sj(x)- On peut alors écrire b, = ci/d
ou ¢y = uidet((sj(ei)).

Par conséquent, c; appartient a B comme u; et det((sj(ei)) et a k
puisque c; = b.d.

Donc, c; appartient & A (parce que A est intégralement clos).

En définitive, le A-module B est contenu dans le A-module de type

fini ié? Ale,/d). Puisque A est noethérien, il est de type fini.

IV. Extensions inséparables

Les phénoménes d'inséparabilité créent des difficultés en théorie
de Galois.

Ils jouent néammoins un rdle important dans des problémes naturels
car ils sont liés & la notion de multiplicité.

On vérifie, par exemple, que si 1'élément a d'une extension du
corps k, de caractéristique p > O, est algébrique sur k mals non sépara-

ble sur k, toute racine du polyn8me irr(X,a,k) est multiple d'ordre de

multiplicité une puissance positive de p.
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On pourra se reporter aussi & la th8orie des multiplicitds d'inter-
section d'A. Weil (34) pour trouver une situation analogue (mais plus dif-
ficile) en géométrie algébrique.

On aborde ici l'étude des extensions non séparables. On démontre en
particulier, qu'une extension algébrique peut s'obtenir en considérant
d'abord une extension séparable puis une extension dite radicielle (ou
purement inséparable) de cette extension séparable, cette deuxiéme ex-
tension étant obtenue par extraction de racines d'ordres des puissances

de la caractéristique.

ietellee n'est Tei qu'esquieede, On n'a-

o

L'étude des exten d n'est 1ot qu'esquissée,
borde pas, par exemple, 1'étude de 1'analogue de la théorie de Galois,
oll interviennent d'autres structures que celles du groupe de Galois (qui
est alors réduit a son élément neutre)) et, notamment, les dérivations
d'ordre supérieur.

On se contente ici de démontrer 1'existence d'une p-base pour des
corps de caractéristique p > O, i.e. de familles (Xi)isl d'éléments de k
tels que les mondmes

ni ni
1 r
X, cee X,
i, i
1 r
ol les éléments il""’ir de I sont distincts et O g n, < p, forment une

base du kp—espace vectoriel k. J

Cette notion de p-base est utile, par exemple, dans certaines thé-
orémes de relévements (structures des anneaux complets). Elle peut &tre

laissée en premiére lecture.

1. Extensions radicielles (ou purement inséparables)

Proposition IV.1 (caractérisation des &léments inséparables)
Solent k un conps, K/k une extensdion de k, a ¢ K un ¢Lément algé-
brique surn k, £(X) = irr(X,a,k).
Les assentions suivantes sont Equivalentes:
(4) a n'est pas séparable sur k
() £'(X) = 0 (ol £'(X) est le polyndme dérivé de f£(X))
(£44) Le comps k est de caractiristique p non nulle et £(X) e k[xP]
Démonstration
(1) &= (i)
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Dire que a n'est pas séparabie sur k c'est dire que f(X)a (dans une
cléture algébrique de k) des racines multiples. Une telle racine multi-
ple b est aussi racine du polyndme dérivé £'(X). Par minimalité du degré
de f, ceci implique £'(X) = O.

(i1) &= (iii)
Evident.
Exemple d'éfément inséparable
Soit o un élément du corps k de caractéristique p > 0 n'admettant

n
pas de racine pn-éme dans k.Le polynéme xP - a est alors irréductible
dans k[Xx].
n
Soit a une racine XP - o dans une cléture algébrique de k.

Alors, xpn_ a = irr(X,a,k) admet a pour racine d'ordre de nultipli-
cité p”, car

Xpn - = Xpu - apu = (X—a)p“.
Définition

Solent k un conps, K/k une extension de k, a e K.

On dit que a est nadiciel (ou purement Lnséparable) sur k 84 L'une
des condiiions sulvantes eat satisgaite:
T. k est de caractéristique O et a appartient @ k n
2. k est de caractiristique p > O et 4L existe n e N tel que aP appartien
ne & k (ceci n'exclut pas le cas a ¢ k obtenu pour n = 0).

L'extension K/k est dite nadicielle (ou purement Linséparable) 44
tout e€ement de K est nadiciel sun k.

En caractéristique 0, ceci implique £'8galité K = k.

Dn remarquera qu'un élément (resp. une extension) radiciel (resp.
radicielle) sur k est algébrique sur k.
Remarque

Si £'extensdion K/k est nadicielle, Le groupe de Galois Gal(K/k) est
reduit a L'auwtomonphisme (dentique.

C'est clair en caractéristique O ol K = k.

Si la caractéristique est p > 0, soient x € K, s ¢ Gal(K/k). Il exis-

kel
te n e & tel que xP appartienne a k. Alors
n n n
s(xp ) = s(x)p = xP s

d'oii
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n
(s(}n{)--x)p =0 et s(x) = x.
Proposition IV.Z2
Sodent k un conps de caractéristique p > 0, k la cldture algébrique

de k. n
*

1. Pourn tout n e N, £'eonsemble (aP /a & K} a8t unsus-conps de k, notd
n
kP .

7. Powr tout n e N
k. On a £a note a®

5 un ¢eement a de k a une seule racine pn-éme dans

- -n
L'ensemble (aP n/a e k} est un sous-cohps, notds kP, de ¥ contenant
k.
Démonstration
Elle est facile et laissée au soin du lecteur.
Définition

Sodient k un coaps, k une cloture algébrique de k.

L'ensemble des 2Lements de k radiciels sur k est appeld La cloture
nadicielle de k. On dit aussd cloture parfaite.

Si k est de caractéristique 0, la cl6ture radicielle de k est k.

Si k est de caractéristique p > 0, la cléture radicielle de k est

Cporist
le sous-corps MY * kP de k.
nelN

—00

On £a note kP

Soit K un sous-conps de k contenant k.

L'ensemble des éfements de K nadiciels sun k est appelé La fermetu-
re nadicielle de k. o

Cette fermeture radicielle est k en caractéristique O, kP 0 Ken
caractéristique p > 0.
Remarque

Dn laisse au lecteur le soin de vérifier que la notion de cléture
radicielle est indépendante, d isomorphisme prés, de la cléture algébri-
que choisie k de k.
Définition

Un conps k est dit pargait 8'4AL est égal a sa cloture nadicielle.
1. Un corps de caractéristique O est donc parfait.
2. Un corps de caractéristique p 5 0 est parfait si et seulement si,
pour tout n e N*, tout a ¢ k, i1 existe dans k une racine pn—éme de a.
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11 suffit, évidemment, a cet effet, que tout élément de k admette dans
k une racine p-éme.
12 en ndsulte qu'un coaps §ini est parnfait: en effet, le cardinal

d'un tel corps est de la forme p", et pour tout élément a du corps,
r-1 p
(a? ) = a.

3. Un corps algébriquement clos est parfait.
Proposition IV.3
Soit k un coaps.
Les asserntions suilvantes sont Equivalentes:
(&) k est pargait
(4L) foute extension algébrique de k est sEparable
Démonstration
Dn peut se limiter au cas od la caractéristique p de k est > 0.

(i) — (ii)

Soit a un élément d'une extension de k algébrique sur k.

Dire qu'il n'est pas séparable c'est dire que f(X) = irr(X,a,k) est
de la forme g(xP) o g(Y) = Yr+a1Yr'l+ e tae k[Y]. Soit b; € k tel
que bg = a,. Le polyndme £(X) s'écrit x" + blxr'1+ ...+br)p. Ceci
contredit 1'irréductibilité de £(X) dans k[X].

(i1) = (i)

Si k n'est pas parfait, i1 existe a ¢ k sans racine p-éme. Le poly-
néme XP-a n'est pas séparable.L'extension k[X]/(xP-a) n'est pas séparable
Proposition IV.4

Solent k un corps, K/k une extension algébrique de k.

1. Le sous-ensembfe de K des 28Zments sEparnables sun k est un sous-corps
K lappet? fermeture akgébrique séparable de k dans K) de K contenant k.

L'extensdion R/K_ est nadicielle.,

2. Soit K La fermeture nadicietle de k dans K. L'extension K/K_ est s2-

parable.

Démonstration
1. Si x,y ¢ KS, le corps k(x,y) est séparable sur k. Donc, xy et x-y et
XL (si x# O) appartiennent a K qui est ainsi un sous-corps de K.

Soit a e K. I1 existe n e ¥° tel que irr(X,a,k) appartienne a
n ntl n
k[xP ] mais n'appartienne pas a k[xP . Si irr(X,a,k) = gxP ), g(¥)
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est irréductible dans k[Y] et est donc irr(Y,apn,k). Comme g(Y¥) n'ap-
partient pas a k[xP], apnest séparable sur k, i.e. appartient & K_ et
donc a est radiciel sur K.
2. Soit a ¢ K. Le polynéme irr(X,a,K ) n'appartient pas a Kr[xp] car si-
non i1 ne serait pas irréductible. Donc, a est séparable sur K.

La situation est résumée sur le diagramme.

séparable sz
k/ Tk

-

-
ra;icieﬂ\le> Kr/séparab le

Le degré [K:KS] est appelé Le degr? inséparabfe de 1'extension K/k
et noté [K:k] . On a Tes égalités [Kik] = [K:K J[K :k] = [K:k J[K :k].
Proposition IV.5

Soit K/k une extension radicielle de k.
1. Le degn? separable [K:k]s de K/k est 1.
2. S de plus, K/k est de degnd f§ini, Le degné [K:k] de K/k (égal a son
degré inséparable) est de £a forme p" (m e N) 44 k est de caractiristi-

que p > O .

Démonstration

1. Le seul k-homomorphisme de K dans une cléture algébrique K de K est
1'injection de K dans K: si s est un tel homomorphisme et x € K, x £ k,

il existe n e #" tel que xpn appartienne a k; donc,
n n n

s(x)p = s(}n{p ) = =P ,
d'oll s(x) = x
2. On remarque que si keK'c K est une tour d'extensions de k, K est ra-
diciel sur k si et seulement si K est radiciel sur K' et K' est radiciel
sur k.

I1 résulte alors de la propriété de multiplicativité des degrés
qu'on peut se Limiter aux extensdions monogénes.

Soit donc K = k(a) ol a est radiciel sur k. Soit m 1'entier tel que

n m~1

aP appartienne a k et a® n'appartienne pas a k. (On suppose a ¢ k

]

car ce cas est évident) .

m

p

m
Le polyndme X° - aP est irréductible dans k[X] car un facteur
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r r
devrait &tre de la forme xP - aP ol r < m. C'est donc irr(X,a,k). Par

conséquent, [Kik] = p".
Corollaire

Soit k un conps de caracténistique p > O.

Soit K/k une extension algébrique de k. Les notations sont comme
ci dessus.
L. [k :k] = [k:k] = [K:k]_ (degré séparable de K/k) et [K:K_] = [K :K].
2. [kek] = [Rek] [Kak] |

En panticulien, a4 £'extension K/k est finie, [K:k| est de La forme
pm[K:E]S . (produit du degré séparable par une puissance de la caracte-
ristique).
Démonstration
1. Les égalités [K_:k] = [K:k] = [K:k]_ résultent immédiatement de la
multiplicativité du degré séparable et de la proposition IV.4.I.

Les egalités [K:K ] = [K :k] = [K:k]_ en résultent.
2. C'est une conséquence facile de 1. et de la proposition IV.4.2.

2. Notion de p-Base

Définition
Sotent k un corps de caractéristique p > 0, k' un sous-corps de k
tel que KPek' ck.

Des éléments XpseeesX de k sont dits p-indépendants sur k' si les

mondmes
il in
Xy e X 0 < iq <ps; qg=1l,...,n)

sont linéairement indépendants sur k',
Un sous-ensemble X de k est dit p-indépendant sur k' si tout sous-—
ensemble fini de X est formé d'éléments p-indépendants sur k'
Lemme
Sott X = {Xl""’xn} un sous-ensemble (fini) de k.
Les assertions sutvantes sont équivalentes;
(1) X est p~indépendant sur k'
(i7) pour tout i = 1,...,n, X, n'appartient pas d k'(X—{xi})
Démonstration
(i) = ({1

Un élément de k'(xl""’xn—l) s'écrit g(xl""’xn—l) oll g(Xl,..,X
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e k' [X,.o0 X ] es

~ P
t un pelyndme de degré < p en chaque X..

i
Si xnappartenait a k'(xl,.,.,xn_l), on aurait donc une égalité

Xn = g(xl"”’xn—l)

avec un polyndme g comme c~ dessus. Ceci contredirait le fait que X est

La démonstration se fait par récurrence sur n. Le cas n = 0 est
évident.
On démontre que si (ii) est vérifiée et si f(Xl,...,Xn) € k'[kl,..

..,Xg] est non nul de degré < p en chaque Xi, f(x ’Xn) est non nul,

sone
On peut supposer que l'indéterminée Xn appariit effectivement dans
f. L'ensemble {Xl""’xn—l} satisfait & (ii). Il est donc, par hypothé-
se de récurrence p-indépendant sur k'. Le polyndme f(xl""’xn—l’xn)
n'est donc pas nul, et, comme il est de degré < p, il est séparable
sur kl(xl""’xn—l)'
Comme kpc k', x est radiciel sur k', L'@galité f(xl,...,x

n—l’xn) =

0 impliquerait qu'il est séparable sur k'(x,,...,x ). Etant radiciel
q 1 ’

et séparable, il appartiendrait & kl(xl""’xn—l) Zoitrairement a 1'hy-
pothése.
Remarque

Un eritére analogue est valable pour un ensemble X non nécessaire-
ment fint.

La démonstration immédiate en est laissée au soin du lecteur.
Définition

Un sous-ensemble X de k est appelé une p-base de k sur k' si il est
p-indépendant sur k' et si k'(X) = k,

ST k' = kp, on dit simplement p-base de k.

Des arguments analogues & ceux qui ont permis de démontrer 1'exis-
tence d'une base de transcendance d'une extension de corps vont permettre
de démontrer 1'existence de p-bases.

Théoréme III.6

Sotent k un corps de caractéristique p > 0, k' un sous-corps de k

tel que KPec k'c k.

Il existe des p-bases de k sur k'.
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Démonstration
On commence par démontrer un théoréme d'échange:

Avec les notations ci dessus, solent X une partie de k, x et y des
Sléments de k.
St x e kK'(XU{y}) et x ¢ k' (X), alors y € k' (Xu{x}).

On peut, en effet, écrire, x sous la forme

ap_lyp—1 ..t al ol a, e k'(X)

Comme x ¢ k'(X), un des coefficients a; n'est pas nul. Par consé-~
quent, y qui est & la fois séparable et radiciel sur k'(XuU{x}) appartient
i k'(XU{x}).

Soit alors F l'ensemble des parties X de k p~indépendantes sur k'.

I1 est non vide car ¢ € F. Ordonné par inclusion, il est inductif.

Sott X un élément maximal de F.

Alors k'(X)= k. Sinon, il existe x € k — k'(X). L'ensemble X U {x}
est p-indépendant sur k': soit, en effet, y ¢ XuU{x}. L'élément y n'ap~-
partient pas & k'((XV {x}) - {y}): c'est clair si y = x puisque x £ k'(X);
si y # x, 1'appartenance de y a k'((XV{x} - {y}) = k' ((Xx - {y}Hvu{x})
impliquerait, puisque y ¢ k'(X), 1'appartenance de x 4 k'((X - {y}Nv{y})=
k'(X) (propriété d'échange), contrairement & 1'hypothése.

L'ensemble XU {x} contiendrait strictement X et appartiendrait a F.

C'est impossible.

Exercices du chapitre 5

(1) Quelle est 1'intersection de tous les sous-corps d'un corps ?
Quels sont les sous-corps de @ ? de Eb ?
(2) Les nombres complexes suivants sont-ils conjugués sur R 7
1. i et V2
2. i+ /2eti-v2
(3) Comparer les corps de décomposition sur @ des polyndmes X2+ X+ 1
et X2 + 3.
En déduire que le polyndme X2 4 % + 1 est résoluble par radicaux
sur Q.
Méme question le corps de base étant F,.
(4) Quelle est la cl6ture algébrique du corps Fp a p éléments (p pre-
mier) ? du corps & n 2 p" éléments (p premier, n > 1) ?
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{56) Soit K/k une extension galoisienne du corps k telle que Gal(K/k)
soit un groupe abélien (On dit alors que 1'extension K/k est abéfienne).
Soient H un sous-groupe de Gal(K/k), L = Inv(H);

L'extension L/k est-elle galoisienne? abélienne ?

Démontrer que 1'hypothése Gal(K/k) abélien est satisfaite si k = @
et si K est le corps de décomposition sur @ du polynéme

(x°-2) (x%-5) (x2-7).

Expliciter alors le groupe Gal(K/k), ses sous-groupes et les sous-
extensions de K/k.
{6) Quels sont les &léments primitifs de 1'extension ,/r_Pp ?
(7) Soit k un corps de caractéristique p > 0. Si K/k est une extension
finie de k, on appelle degné d'inséparabifit? de 1'extension K/k et on
rote [K:k] Te quotient [K:k]/[K:k]_.

Démontrer que _[K:k]l_ est une puissance de p.

Démontrer la multiplicativité de ce degréd'irméparabiliteé.
{8) Quaternions

Soient H le R-espace vectoriel iRZ‘, {e,i,j,k} sa base canonique.

Dn munit © d'une structure de R-algébre en définissant le produit

S H par 1inéarité & partir de 1a tabie de multipliication:

ee = e el = ie = 1 e] = je = 3] ek = ke = k
.2 .2 2

i"=3] =k =-e

ij = -jLi = k jk = -kj = 1 ki =-ik = j

1. Vérifier 1'associativité de la multiplication.

Un élément de H est appelé un quaternion. 11 s'écrit de maniére u-
nique ae + bi + cj + dk ol a,b,c,d e [R.

Un quaternion de la forme xi + yj + zk est dit quaternion pur. Le
vecteur libre (x,y,z) de £R3 est dit associé a ce quaternion pur.

On appelle conjugué du quaternion z = ae + bi + cj + dk le quater-
nion z = ae - bi - cj - dk et nowme du quaternion z le nombre réel posi-
tif ou nul N(z) = zz = zz =a2 + b2 + c2 +d?

2. a) Demontrer si z, z' ¢ B 1'€galité N(zz') = N(2)N(z')
b) Démontrer que, si z est un &lément non nul de H, z admet pour inver-
se N(z) ! Z.
En déduire que ® est un corps non commutatif.
c) Démontrer les équivalences pour un quaternion pur z:
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(i) N(2) =1

(11) 22 = -1

Deux quaternions purs z = xi + yj + zk et z' = x"i + y'j + 2'k
sont dits orthogonaux si xx' + yy' + zz' = 0, i.e. si les vecteurs 1i-
bres associés sont orthogonaux.
3. a) Démontrer que le produit de deux quaternions purs orthogonaux
z et z' est un quaternion orthogonal pur & z et z'. Qelle est sa norme
si N(z) = N(z') =17

b) Soit €, un quaternion pur de norme 1. Justifier 1'existence d'un

quaternion pur e, orthogonal & € et de norme 1. On pose e, = € €y

2 3

Calculer 52 52 52 £ €y Fr€oy oy €n€nyEnEr ,E1EL
1> 72737172 271°°2°3°73722°371°°1°3

En déduire que {e 3} est une base du R-espace vectoriel Hp

1,52,5
des quaternions purs.

c) Soit a e R. On note u 1'application R-Tinéaire de mp dans mp de-
finie par

ua(z) = (cos % + e sin %) z(cos % =g sin %)

Calculer les coordonnées de ua(z) en fonction des coordonnées de
# dans la base {51,52,53}.

Interpréter u, comme la rotation d'angle o et de vecteur directeur
El.
4. Identifiant le quaternion pur bi + cj + dk au vecteur libre associé
v = (b,c,d), le quaternion z = ae + bi + c¢j + dk s'écrit ae + v.

Calculer le produit (ae + v)(a'e + v') en termes de a,a’',v,v' et
des produits scalaires et vectoriel de v et v'. Cas a = a' = 0.

Sofent v et v' deux vecteurs libres de ], v'# 0. Calculer le quo-
tient v/v!
(9) Soient K/k une extension de k, X un systéme de t-générateurs de K/k,
L un systéme libre de K/k.
1. Soit y e L. Démontrer, en utilisant le propriété d'échange, qu'il
existe x € X tel que (¥ - {x})vu{y} soit un systéme de t-générateurs de
K/k.
2. En déduire si X est §{ni, par itération de ce procédé, 1'existence
d'une partie X’ de X en bijection avec L telle que L u (X-X') soit un

systéme de c-générateurs de K/k (théoréme d'échange).
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3. Généraliser par récurrence transfinie au cas général.
(10) Utiliser la notion de dimension d'un espace vectoriel pour démontrer
1'analogue du théoréme 1.3 du chapitre 4 sans utiliser la notion de dé-
touminant, a savoir:

Soient K un corps, k un sous-corps de K, x e K.

Les assertions suivantes sont équivalentes:
(i) x est algébrique sur k
(11) [k[x]:kJ <
(iii) 11 existe un sous-espace vectoriel de K contenant k et de dimen-
sion finie sur k.

(11) Soient k un corps, X une indéterminée, K = k(X).
Utiliser le corollaire de la proposition I.7 pour calculer
Inv(Gal (K/k)).

Démontrer que c'est k, si k est infini, et

(xqz—x‘I+1
F ( )2 y, si k

x3-x9 !
est le corps E& a q €léments.
(12) Soient k un corps premier, n un entier > 1, non divisible parla carac-
téristique de k si elle est non nulle, K le corps de décomposition sur k
du polyndme X™1.
1. Démontrer que 1'ensemble des racines de X" -1 dans K est un sous-grou-
pe du groupe multiplicatif K" et que ce sous-groupe est cyclique.
Un générateur de ce sous-groupe est appelé une racine primitive
n<me de £'unite.
2. Soit z une racine primitive n-éme de 1'unité.
Démontrer les équivalences pour un entier r 3 1:
(i) z* est racine primitive n-éme de 1'unité
(ii) (ryn) = 1
En déduire que le nombre de racines primitives n-émes de 1'unité
est Te nombre ¢(n) nombre d'entiers r tels que 1 s r < n et (r,n) =1
(indicateur d'Euler).
3. Démontrer que, si n et m sont premiers entre eux, ¢(am) = ¢ (n)¢(m).
Calculer ¢(pr), ou p est un nombre premier et r un entier 3 1.
En déduire 1'expression générale de ¢(n).
(13) Démontrer que le n-iéme polyndme cyclotomique o (X) est irréduc-
tible dans Q[Xx].
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[Soient z une racine primitive n-iéme de 1'unité, £(X) = irr(X,z,Q),
o (X) = £(X)g(X).

Remarquer que g(X) ¢ z[x]. Soit p un nombre premier ne divisant
pas n. Supposer £(zP) # 0. Démontrer g(zP) = 0. Posant h (x) = g(xP),
démontrer une égalité h (X) = £{X)q(X) pour un élément q(x) de z[x].
Réduisant modulo p, démontrer que si Y(X) ¢ Z[X] est modulo p un fac-
teur irréductible dans E‘[x] de la classe de f(X), w(x) divise ¢ (X).
En déduire, que necessa1rement f(zp) = 0 puis que toute racine de
9 (X) est racine de £(x) et enfin que o (x) = £(X).]

(14) Soit k un corps fini ayant un nombre q impair d'éléments.
1. Démontrer que 1'application x +— <% est un homomorphisme du grou-
pe multiplicatif * dans Tui méme. Quel est son noyau ?

En déduire que les éléments de K qui sont des carrés forment un
sous-groupe de k* ayant 371 srement
J =
2

Calculer x suivant que x est un carré ou n'est pas un carré dans

*
k.

2. Soit p un nombre premier impair. Un entier n non divisible par p est
appelé un #2sdidu quadratique modulo p s'il existe x € & tel que

X = n modulo p

Démontrer qu'il existe 21 classes modulo p de résidus quadratiques

2
modulo p et que, pour tout entier n non divisible par p on a

2
n =

-1 modulo p si n n'est pas résidu quadratique modulec p

pl {1 modulo p si n est résidu quadratique modulo p

Les exencices sudivants 15, 16, 17 sont consacnds a quelques démons-
trations du théordme de d'Alembert: fe conps € est algébriquement clos.
(15) (Utilisation de propriétés des fonctions continues)

Soit £(X) un polyndme non constant e C[X].

Démontrer 1'existence de m = infzsclf(z)l et de z_ e € tel que

= |f(zo)|.

Soit £(X) = f(zo)+ck(X-zo)k+...+cn(X = )" avec ¢ # 0 le dévelop-
pement de Taylor de f(X).

Démontrer que pour tout r e R+ suffisamment petit, on a uneim -

plication
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. | . Lk+l . n | k
lz-2 | =r—=—> Ick+1(z— z) 4 ..t (zm2) | <{ck|r

On suppose que £(X) n'a pas de racine dans €, {;e. que m est strnic-
tement posdtif.

Dn choisit alors r en sonte qae]ck]rk< m.

Démontrer 1'existence de z, € € que Izl_ ZOI =r et que le point
£(z)) + ck(zl--zo)k appartienne au segment joignant 1'origine au point
f(zo).

Calculer alors ]f(zo)+ck(z1- zo)k| et en déduire 1'inégalité stric-
te |£(z)| < m, contredisant la définition de m.

(16) Soit £(X) un polynome non constant. On suppose que £(X) n'a pas de
racine dans C.

1. Démontrer que la fonction: z —— g(z) = ?%E) est holomorphe dans €
et bornée dans €. Dbtenir une contradiction par le théoréme de Liouville.

2. On poseh (z) = g(z);' (O). Utiliser 1'intégrale de Cauchy ( h (z)dz
- C(R)
oli C(R) est le cercle de centre 1'origine et de rayon R pour démontrer

(en faisant tendre R vers =) que g(0) = O et en déduire une contradic-
tion.
(17) (Démonstration de Lagrange)
1. Démontrer que, pour prouver que € est algébriquement clos, il suffit
de démontrer que tout polyndme non constant & coéfficients #els a une
racine dans C.
(Associer 3 f(X) ¢ C[Xl, le produit de f(X) par son conjugué)
2. Démontrer, par récurrence sur 1'entier m tel que d°(f) = 2™n' avec
n' impair, que le polyndme non constant £(X) ¢ R[X] a une racine dans
c.
Examiner le cas m = O.
Supposer m > 1 et le théoréme démontré pour m- 1.
Considerer un corps K de décomposition de £(X) sur C, z
racines de f(x) dans K[x].

EEREr L les

Soient ¢ ¢ R, Vi3 = 3j¥zitez.zs (1lgi<jgm.

j i

Démontrer que le polyndme g(x;-f 15?I}sm (x-yij) appartient a R[X]
et que son degré est de la forme 2 "n" ol n" est impair. Déduire de
1'hypothése de récurrence 1'existence d'un couple (i,j) tel que Yij ap-

partienne a C.
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Démontrer i'existence de nombres réeis c et c' distincts et d'un
couple (r,s) tels que z *z_+cz 2z et z +z, +c'zra; appartiennent a €. En
déduire que z, et zg appartiennent a C.

(18) Soient k un corps, g une relation d'ordre total sur 1'ensemble k.

Dn dit que (k,s), ou plus simplement k, est un corps totalementor-
donné si les propriétés suivantes sont vérifiées:

¥Yx,y,z ¢ k X § Y= X+Z S y*+z

Og zet xgy=> X2 <y2z
1. Démontrer que si le corps k est totalement ordonné,un carré de k est
positif, que Ta caractéristique de k est 0, que si x ¢ k est > 0, x 1
est > O.
2. Soit P = {x ¢ k/x » 0}. Démontrer, avec les conventions d'écriture
usuelle,

P+ PcP PPCcP et Pn(P) = {0}

Démontrer que, réciproquement, la donnée d'une partie P de k satis-
faisant a ces propriétés munit k d'une structure de corps totalement
ordonnée.

(19) Un corps k est dit foumetlfement réef si -1 n'est pas une somme
de carrés dans k.

11 est dit néellement clos s'il est formellement réel mais n'admet
pas d'extension algébrique K/k distincte de k formellement réelle. On
suppose k néellement clos.

1. Démontrer que, si a ¢ k n'est pas un carré dans k, il n'est pas som-
me de carrés dans k. [Ecrire que Te corps k(¥a) n'est pas formellement
réel; en déduire une égalité -1 = (rg? ai)a + rg? Bi(l)]

En déduire qu'une somme de carrés de k est un carré de k.

Démontrer que si a n'est pas un carré dans k, -a est un carré dans
k. [Utiliser 1'égalité (1)].

En déduire que 1'ensemble P des carrés de k satisfait aux conditions
de 1'exercice 18 et définit sur k une structure de corps totalement or-
donné.

Existe-t-i1 sur k d'autres structures de corps totalement ordonné ?
2. Démontrer par récurrence sur le degré, que tout polynéme de degré
Ampain a coefficients dans k (réellement clos) a une racine dans k.

[Se ramener au cas ol le polyndme f(x) est irréductible; adjoindre & k
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une racine a de £{X); écrire gue k(a) n'est pas forméllement réel; en dé-
duire une égalité -1 = r§?11r(X)2 + £(X)g(X) ob d°hr<d°f'1,d°g<d°f'2 puis
une égalité -1 = ré? hr(l»Z, ol b est une racine de g(X):

3. Reprenant la démonstration du fait que € = R(i) est algébriquement
clos donnée dans 1'exercice 17, démontrer que si k est formellement réel
k(i) est algébriquement clos. Démontrer que k n'est pas algébriquement
clos.

(2D) (théoréme de Puiseux) (cléture algébrique du corps k((X))).

Soient k un corps algébriquement cfos de cracténistique O, X une
indéterminée, k((X)) Te corps des fractions de 1'anneau k[[k]]des sé&-
ries formelles.

On veut demontrner que Le conps @ = AgN k((X
algebrique de k.

1. Démontrer que @ est algébrique sur k.

1/nyy 0t une cliture

2. Démontrer que, pour prouver que ¢ est algébriquement clos, i1 suffit
de démontrer qu'un polyndéme f(X,Y) de la forme Yn+a1(x)Yn-1+...+ an(X),
ol a, (X) appartient a k[[x]], a une racine dans .

Démontrer, ensuite, qu'il suffit de démontrer, dans £e cas an(o)=0
qu'il existe ¢(X) ¢ 0 tel que ¢(0) = 0 et £(X,¢ (X)) = O.

Démontrer ce résultat dans le cas ol O est racine simpfe de £(0,Y).
3. On va démontren, par récurrence sur Le degné nen Y du polynome

n

- i 5 -
f(X,Y) = iéIV j§0 cin Y, ol cij e k et c.o 0,
'existence d'une racine, dans Q, de ce polynome de La forme
tXA + t1XA+A1 Foaaaa,
ol £yt e sont des e€ements non nuls de k et ol A,Al ... dont des nom-

bres nationnels positifs admettant un dénominateur commun.

Dn considére, a cet effet, 1'ensemble Ef des points Mab du plan
Eg, de coordonnées (a,b) si c p* 0, et 1'enveloppe convexe de cet en-
semble, appelé polygone de Newton de f(X,Y).

Démontrer que ce polygéne a au moins un cété de pente négative.

1%

tel cté. On veut démontrern que £'on peut prendre pour x Le nombre

a=a

1

b~ Wﬁ

On choisit deux points L et M du polygbéne de Newton sur un
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Soit p/q avec p,q ¢ Z et (p,q) = 1 ce nombre. Soient Mo les
i1
points situés sur le coté choisi du polygdne de Newton, ol les entiers

q_sont écrits dans 1'ordre croissant.b
[e)

Remarquer que f(X,tXA) = XY(g(t)t + Xﬂl(X,t)) ol

b.- b
1 [e)
8(t) = an.b. t
11
est de la forme gl(tq). Prendre pour t une racine de g(X).

b
Calculer x Y9 f(Xq,XAq(t+Y1)) = fl(X’Yl) = (t+Y1) Og(Y1+t) +

qul(xq,Y1+t).

Remarquer que c'est une série goumelle (et, non plus, nécessairement
un polynéme en Yl) mais qu'elle est réguliére en Y, d'ordre celui de
g(Y1+t) et donc inférieur & n si g(Y1+t) est différent de ch avec
c # 0.

Conciure, dans ce cas, & i'existence de ia racine cherchée, en ap-
pliquant 1'hypothése de récurrence au polynome distingué de la série
réguliére fl(X,Yl).(analogue proposé dans 1'exercice du chapitre 8 de
1'exercice 16 du chapitre 2).

Traiter ensuite, le cas ol g(T) = c(T+)" avec ¢ non nul de k. Dé-
montrer que ce cas n'est possible que si n est un entier. Calculer alors
Y, par le méme procédeé.

(21) (Corps cyclotomiques)

Soient n un entier > 1, ¢ une racine primitive n-éme de 1'unité
(donc, ™ =1letc  #1si1cicn-1), 6 _(X) = irr(x,z,0)

1. Déduire de fait que @n(x) divise x"-1 que le corps K = Q@(z)est une
extension galoisienne de Q.(Dn 1'appelle le n-2me conps cyclotomique
car i1 est 1ié au polygéne régulier convexe & n c6tés ou & la partition
du cercle en n arcs €gaux).

Expliciter le groupe de Galois Gal(K/k) en considérant si s e Gal(K/k
1'é1ément s (z).

En déduire que le polyndéme o (X) (appelé n-2me polynome cyclotomi-
que), qui est en fait & coefficients dans Z, est égal a
ie{1,...,n-1} x=h
(i,n)=1
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r~n
[l

n suppose que n est un nombre premier Lmpairn p.

Démontrer que 1, z,..., cpﬂz est une base de K sur Q.

On se propose de démontrer que £'anneau A des entiens algebriques
du conps K est Z[g] ) 11 est d'abord clair que Z[z] c A.

Calculer TrK/Q(cl). En déguire que si o ao+...+ap_2; oli aisQ)
ést un élément de K, TrK/Q(a(c ®-z)) = pa, (k = 0,...,p~2), En déduire que

p-2 (

si o est entier sur Z, pa, appartient a Z.

Démontrer que 1'élément A = 1-z est un élément premier de Z[z] et
que p = e(1-0)P”! ol ¢ est un élément inversible de z{c].

On écrit po sous la forme co+c1A+...+cp_2Ap—2. Dn démontre, par ré-

currence, sur k que c, est un entier divisible par p: supposant démontré

k

que c_,... sont divisibles parp, on écrit ckxk = 0 (modulo Ak+1). Dn

»Cp-1

en déduit que ¢, est divisible par 1-z puis par p.

k

Quelques précistons supplémentaires concernant le théoréme de
Fermat et les corps cyclotomiques:

L'anneau A ci dessus est un anneau de Dedekind. Ses idéaux frac-
tionnaires non nuls forment donc un groupe multiplicatif dont les idéaux
principaux non nuls forment un sous-groupe. Le groupe quotient est d'or-
dre h fin{. La finitude de cet ordre est en effet vraie pour tout corps
de nombres algébriques et a &té prouvée par Dirichlet.

Le nombre premier p est dit régulier s'il ne divise pas h. On dé-
montre (Kummer) que si p est régulier 1'équation

KPeyP = P
n'a pas de solution (x,y,z) avec xyz # O dans K3 et donc, a fortiori dans
0.

Kummer a donné un critére de régularité du nombre premier impair p
faisant intervenir des nombres de Bernoulli. Le lecteur pourra se référer
a [22].

(22) (Lemme de Dedekind)

Soient G un groupe noté multiplicativement, k un corps, s ,8

1’725,

(¥) Le résultat est encore vral pour un entier quelconque p > 2 mais sa
démonstration est plus délicate dans le cas général.(par exemple,
Ribenboim. Algebraic Numbers. Pure and Applied Mathematics. 1972, 268~
259 ),
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1.

(4]

des homomorphismes distincts de G dans le groupe multiplicatif ¥ d

Démontrer que s TN sont Tinéairement idépendants sur k

1’
(Rafsonner par 1'absurde en supposant, aprés renumérotation éventuel
le,
alsl+ +arsr = 0 avec a,.
Démontrer que, pour g ¢ G tel que sl(g) # sz(g),

-»a_ hon nubs et r minimal

alsl(g)sl+...+arsr(g)sr =0

En déduire 1'égalité

a,(s,(8)=5,(8))s,*+...+a (s, (8)-s (g))s = 0.)

(23) (Discriminant d'une then51on séparable de degré fini)

Soient k un corps, K/k une extension séparable de degré fini de k,
K une cléture algébrique de K.

Si {el""’en} est une base du k-espace vectoriel K, on appelle
discuiminant de {el,...,en} 1'é1ément det(TrK/k(e .e.)) de k. On £e note
discK/k(el,...,en)

1. Soit fl"“’fn une autre base, f, = ra..e.(i = 1,...,n).

1 ij 73

Calculer dlScK/k(fl,...,fn) en fonction de dlSCK/k(el,...,en)

2. Soient SpreevsS, les homomorphismes distincts de K dans K prolongeant
1

.
L

. ) _ 2
Démontrer dlscK/k(el,...,en) = det((si(ej))

J A n
(Utiliser le fait que TrK/k(eiej) = kél sk(eiej) = ké s (e )s (e ))

En déduire que disc vse ) est non nul.

K/k(el"'
(Utiliser le lemme de Dedekind)

En déduire que la forme bilinéaire (x,y) t—- Tr_, (xy) est non dé-

K/k
génénde, i.e. que TrK/k(xy) 0 pour tout y e K implique x = 0.

Démentrer 1'existence d'une base {e ...,e:} de K sur k (dite duafe

de {el"°"en}) telle que TrK/k(e .e., ) 1j (i,j =1,...,n)
3. Calculer discK/k(l,t,.. 1y ou t est un €lément pn4m4145 de K/k.
Démontrer que si f(X) = irr(X,t,k), dlscK/k(l,t,...,tn_l) =
(-l)n(n—l)/2 (t.-t.) si £ = TPkt ) (avec t.=t)
i#j T i=1""7 .

n=ly_ _pyn(n=1)/2g
K/k(l,t,.--,t )=(-1) k(t)/k(f (t)

(ol £'(X) est le polynbme dérivé de £(X)).

Réciproquement, si £(x) est un polyndéme (unitaire) .inrndductible de
k[X], on définit le discriminant de £(X) swr k par 1'égalité ci dessus od
t est une racine de £(X) dans une cl6ture algébrique de k. On f£e note

discK/k(f).

En déduire 1'égalité disc
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4, Calculer disc_, (f) dans les cas suivants:
2 K7k 2
f(X) = X"+aX+b (Dn trouve a“"-4b)
£(X)
f(X)
(Dn trouve (-1)
(24) (Application du discriminant au caicui de certains anneaux d'entiers

X3+pX+q (Dn trouve —(4p3+27q2)

(Xp-l)/(X-l) (polyndme cyclotomique; p premier)
(p-l)/2pp-2)

algébriques)
Soient K une extension de degré n du corps @ des rationnels, A 1'an-
neau des entiers de K.
1. Démontrer 1'existence d'un élément t £ A tel que K = Q(t)
2. Le Z-module A est libre et admet une base {fl""’fn} ayant n éléments.
Pourquoi ?
Que pegt-on dire de discK/Q(fl""’fn)'
Soit el = g™ a..f, (i=1,...,n) Ol a,., € &.
- R o2, H ,
Déduire de 1'égalité d = det\aij) dlSCK/Q(fI,...,fn) que, 44i d n'a
pas de facteur cand dans Z, la matrice (aij) est inversible dans Mn(z).
Qu'en résulte-t-il pour A ?
Appliquer au cas des corps quadratiques (chap. 4 ex )
3. On suppose que A contient un sous-anneau A; contenant stnictement Z[c].
Démontrer que d a un facteur carré dans Z.

Soit {e;,...,e } (resp. {fl""’fn}) une base de A (resp. A;) sur
Z.

Ecrire les égalités liant d, discK/Q(el""’en)’ discK/Q(fl""’fn)'

En déduire que, 44 d = p discK/Q(el,...,en) avec p premien, onh a
1'égalite

discK/Q(el,...,en) = discK/Q(fl""’fn)

et qu'alors A = A
4. Appliquer ceci au cas oll K est obtenu par adjonction & @ d'une racine
t du polyndme X-3x+9 (dont on prouvera 1'irréductibilité dans o[x]).

Dn trouvera alors que d = -(3)3x7x11.

On pose u = 3/t. Démontrer que u appartient a A puis que le sous-
module du Z-module K engendré par 1,t,u est un sous-anneau de A conte-
nant strictement Z[t]. Démontrer que A est égal & ce sous-anneau.

(Le lecteur pourra trouver d'autres exemples intéressants dans (24)ch.l13.
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{25

~o
W

.Soit k un corps. Une extensioun finie K/k est dite cyclique si Gal(K/k
est un groupe cyclique.

Soient K/k une extension cyclique de degré n de k, s un générateur
de Gal(K/Kk).

1. (Théoréme 90 de Hilbert. Forme multiplicative). Soit x ¢ K.

Démontrer les équivalences: (i) NK/k(X) =1
(ii) I1 existe c ¢ K tel que x = E%E)

(Pour démontrer (i) =% (ii), considérer la résolvante de Lagrange—-Hil-
bert de K/k, t = 1K+xs+(xs(x))52+...+(xs(x)...sn-2(x))sn-1.

Utiliser 1'indépendance linéaire de ’LK,s,sz,...,sn—1 sur K (ex.22)
pour justifier 1'existence de z ¢ K tel que t(z) = ¢ soit # O. Utiliser
alors 1'égalité NK/k(X) = xs(x)...sn—l(x) = 1 pour démontrer 1'égalité
xs(c) = c.)

2. On suppose n non divisible par la caractéristique de k et 1'existence
dans k d'une racine primitive n-iéme de 1'unité z.

Démontrer 1'existence de c ¢ K tel que K = k(c) et c soit racine

d'un polynéme Xx™a, ol a e k.

(Remarquer NK Z(z—l) = 1. Utiliser |. pour justifier 1'existence de

c e KX tel que s(c) = zc.)

3. Déduire de ce qui précéde que, si k est un corps de caractéristique
0, et si £(X) est un polyndme non constant de k[x] de groupe de Galois
résoluble, alors f£(X) est résoluble par radicaux sur k.

(Démontrer 1'exsitence d'une tour k = kOC-k1 ...C'—kr d'extensions telles
que kr contienne le corps de décomposition de f(X) sur k, 1'extension
ki+1/ kisoit cyclique (i = 0,...,r-1) et ki contienne une racine primi-
tive dé 1'unité d'ordre celui de GaZ(ki+1/ki).)

4. (Théoréme 9D de Hilbert. Forme additive). Soit x e K.

Démontrer les équivalences: (i) TrK/k(x) =0

(i) I1 existe c ¢ K tel que x
(26)(Théoréme d'Artin-Schreier). Dn suppose k de caractéristique p > 0 et

1'extension cyclique K/k de degré p. Démontrer 1'existence de ¢ ¢ K tel

c-s(c)

que K = k(c) et ¢ soit racine d'un polyndme Xp—x-a, ol a ¢ k.

Démontrer, réciproquement, que, si a e k, le polyndme xP-x-a a tou-
tes ses racines dans k ou est jrréductible et que, dans ce dernier cas,
1'extension k(c)/k oli ¢ est racine de ce polyndme est cyclique d'ordre p

sur k.
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K/k une sous-extensian galai-

=

(27) Saient © une extension d'un corps k,

sienne, L/k une sous-extensian.

1. Démontrer que K(L) est extension galoisienne de L et que K est exten-

sion galoisienne de K L. Comparer Gal(X(L)/L) et Gal(K/(KnL)). Compa-

rer [R(L):K] et [K:K].

2. Soient Kl/k et Kz/k deux sous-extensions galoisiennes de Q/k.
Démontrer que 1'application naturelle de Gal (K, (K,),k) dans

GaZ(KI,k) x GaZ(Kz,k) est injective, et que c'est un isomorphisme si

=
2
~
n
e

ij)i,jeI un systéme pro-
jectif de la catégorie des groupes (non nécessairement commutatifs), G

le sous-groupe de ggIGi [(g); /i ¢ 1i—=7x; = fij(xj)}, £, la restric-
tion & G de la projection pr.

Démontrer que (G’fi)iel est 1imite projective du systéme dans ia
catégorie des groupes.

2. Soient k un corps, K/k une extension algébrique galoisienne (de degré
quelconque) de k, F 1'ensemble des sous-extensions finies galoisiennes de k

Démontrer que F, ordonnéd par inclusion, est filtrant.

SiL, L' ¢ FetL'ecL, on note oL 1'homomorphisme de restriction
de Gal(L/k) dans Gal(L'/k).

On obtient ainsi un systéme projectif (GaZ(L/k),pL,L)L’L,EF de grou-
pes.

On note oL 1'homomorphisme de restriction Gal(K/k) —— Gal(L/k).

Démontrer que (GaZ(K/k)’pL)LEF est Timite projective, dans la caté-
gorie des groupes, du systéme projectif (GaZ(L/k),pL,L)L’L,EF.

3. On munit Gal(K/k) de la topologie, invariante par translation, dans la-
quelle un systéme fondamental de voisinage de e est formé des groupes
Gal(L/k) ol L e F.

Démontrer que la topologie ainsi définie sur Gal(K/k) est la topo-
logie Timite projective,i.e. la topologie induite par la topologie pro-
duit sur EI;GaZ(L/k).

Démontrer que Gal(K/k) est compact, totalement discontinu, i.e. tel
que la composante connexe de tout point soit réduite & ce point.

4. Démontrer que, si H est un sous-groupe de Gal(K/k), H est dense
dans Gal(Inv(H)/k).
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En déduire les équivaiences;

(1) H = Gal(Inv(H)/k)

(i1) H est un sous-groupe fermé de Gal(K/k)

(29) Soient k un corps, 9 une extension de k, K et L deux sous-extensions
de .

Le corps K(L) = L(K) est la plus petite sous-extension de o conte-
nant K et L.

11 est le corps des fractions de 1'anneau K[L].

Le probléme plus générnal suivant est naturel: soient K et L deux
extensions de k {non plongées dans une extension commune). Existe-t~il
une extension E de k et des k-homomorphismes injectifs u:K — E et
v:L —— E ? Existe-t-jl1 plusieurs telstriplets (g,u,v) et combien si
on impose de plus & E des conditions naturelles de minimalité ?

Deux triplets (E,u,v) et (E',u',v') sont dits {somonphes s'il e-
xiste un k-isomorphisme ¢:E —— tel que le diagramme

o
\ l/

soit commutatif.

Le triplet (E,u,v) est appelé extension composée de K/k et L/k si
E est engendré par u(K) uv(L).

1. Soit (E,u,v) une extension composée de K et L.

Soient w 1'homomorphisme (noté u.v dans la suite) de K pL dans E
tel que w(x @ y) = u(x)v(y), p 1'idéal premier ker(w), E' le corps des
fractions de 1'anneau intégre (K g L)/p,u' (resp. v') le composé de 1'ho-
momorphisme x +—> x @ 1 (resp. y—— 1 o y) de K (resp. L) dans K gL,
de la surjection canonique K ? L — (K ? L)/p et de 1'injection cano-
nique de (K ? L)/p dans E'.

Démontrer que (E',u’',v') est isomorphe & (E,u,v).

2. Soit, réciproquement, p un idéal premier de K ®L. Démontrer que
(E',u',v') olt E',u',v' sont définis comme ci dessus est une extension
composée de K et L.

Démontrer que deux idéaux premiers distincts de K pL conduisent &

des extensijons composées non isomorphes.
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Par conséquent, Les classes d'dlsomorphismes d'extensicns composées
de K/k et L/k sont en bijfection avec Spec(K ? L).

3. Soient @/k une extension algébriquement close de k, K/k une sous-exten-
sion de Q/k, L/k une extension de k.

Un suppose d°tr(Q/k) » d°tr(L/k). Démontrer que toute extension com-
posée de K/k et L/k est isomorphe & une extension (E,u,v) ol E est un
sous-corps de @ contenant K, u 1'injection canonique de K dans E.

Cas particulier ol L/k est aussi une sous-extension de o/k ?

4. On revient au cas général et on suppose K/k Séparable de degré fini
et ré

é
/k de d fini. Démontrer que 1'anneau K @ L est artinien séduit

L/k de deg
et donc est isomorphe & un produit de corps gZT E;.

Quelles sont alors les extensions composées de K/k et L/k ?
(L"hypothése que K/k est de degré fini est inutile. On pourra se repor-
ter pour le cas général au chapitre 9: dérivations et differentielles).
(30) Soient k un conps, 9/k une extension de k, K/k et L/k deux sous-ex-
tensions.

1. Démontrer 1'équivalence des assertijons:

(1) tout systéme (fini) d'éléments de K linéairement indépendants sur k
est Tinéairement indépendant sur L.

(ii) tout systéme (fini) d'éléments de L linéairement indépendants sur k
est linéairement indépendant sur K.

(i11) 1"homomorphisme naturel x ¢ y —— xy de K ? L sur le sous-k espa-
ce vectoriel de Q engendré par les produits xy (x € K,y € L) est un iso-
morphisme.

Si ces assertions sont vérifiées on dit que K et L sont £Lindaire-
ment disfolnts sun k.

2. Sodt M/k une sous-extension de L/k. On note MK le sous corps de @ en-
gendré par K et M. Démontrer 1'équivalence des assertions:

(i) k et L sont linéairement disjoints sur k

(ii) K et M sont Tinéairement disjoints sur k et, d'autre part, L
et KM sont linéairement disjoints sur M.

(31) Les notations sont celles de 1'exercice précédent.
1. Démontrer les équivalences:

(1) tout systéme (fini) d'éléments de K algébriquement indépendants

sur k est algébriquement indépendant sur L.
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(11) tout systéme (fini) d'éléments de L algébriquement indépendants sur

k est algébriquement indépendant sur K.
Si ces assertions sont vérifiées, on dit que K et L sont algébri-
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CHAPITRE 6

Eléments de géométrie algébrique







L'étude des courbes algébriques planes complexes, définies dans le
chapitre 2, est une partie de la branche des math@matiques appelée géomé-
trie algébrique.

Cette géométrie, en raison méme des problémes successifs qu'elle
s'est posée, a subi de nombreuses modifications de formes.

I1 ne pouvait étre question ici de faire un exposé exhaustif de
cette évolution. Le lecteur pourra, par exemple, se reporter & (28).

Nous sommes partis ici du point de vue classique des (k,Q)-ensem-
bles algébriques, ol Q est un corps algébriquement clos et k un sous-—
corps tel que le degré de transcendance de Q/k soit suffisamment grand.
Un tel (k,Q)—ensemble algébrique est 1'ensemble des zéros dans Q" d'une
famille de polyndmes & n indéterminées & coefficients dans k.

Une interprétation convenable de la notion de point permet d'iden-—
tifier un tel ensemble au spectre d'une k-algébre de type fini, son algé-
bre affine et,d'ailleurs,ce faisant d'éliminer Q.

Ce spectre est muni de maniére naturelle d'une topologie, la topo-
logie spectrale ou de Zariski, et d'un faisceau de k-algébres dont la fi-
bre en chaque point est 1'anneau locai des germes de fonctions “ration-
nelles" au voisinage du point et 1'anneau des sections globales s'iden-
tifie 4 1'algébre affine.

Plus généralement, on peut associer & tout anneau A un espace topo-
logique, son spectre, et munir ce spectre d'un faisceau d'anneaux dont 1'an
neau A est 1'anneau des sections globales. On obtient ainsi ce qu'on ap-
pelle un schéma affine.

Le plan de ce chapitre est le suivant:

Dans I, on développe le point de vue des (k,Q)-ensembles algébri-
ques.

Dans II, on définit la notion de schéma affine.

Dans III, on étudie le spectre maximal d'un anneau et les proprié-
tés éventuelles de densité de ce spectre maximal dans le spectre.

Dans IV, on donne quelques éléments de géométrie algébrique projec-
tive
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1. Eléments de géométrie aigébrique affine

1. Introduction

Définitions

Sodent 9 un conpA,Xl,...,Xn des Andetermindes, fi(xl,...,xn) €
Q[xl,...,XSJ (i e I) une 5am£££e de polynomes.
1. Un point (paeeenx) de o est dit un zéno de fa famifle (£, )1eI AL
Viel, £ (X senesx) = 0.
2. Le sous-ensemble H de o des zénos de ()1 est appeld Le sous-ensem-
ble algébrique fermé, ou plus simplement Le sous-ensemble algébrique, de
o d'équations £, =0 (e D).
3. Un sous-ensemble H de o est dit algébrique (fermd [«
famille (f), . d'&léments de QLX ...,Xé} tek que H s0it Le sous-ensem-
ble aﬁgebn&que de o d'equations £, =0 e D.

I1 existe un sous-corps k de o éventuellement distinct de o tels
que H soit 1'ensemble des zéros d'une famille de polyndmes a coefficients

*1) srit existe une

dans k (et non plus dans @).
11 résulte notamment du théoréme de Hilbert que # admet un systé-
me fini d'équations.

coefficients des polyndmes correspondants engendrent une exten-

[T

Le
sion de fype {ini du corps premier de @

Des naisons techniques: validité du thZonéme des zénos de Hilbert,
existence de points génériques, condulsent a considérer un couple (k,)
d'un conps @ et d'un sous-conps k de @ tel que Q s0it algébriquement clos
et de degné de trnanscendance infini sun k.

Les équations seront définies par des polyndmes & coefficients
dans k mais on considérera des points & coordonnées dans Q.

Définition

Soit k un conps. Un domaine universel pour k est une extension Q/k

de degné de transcendance infini sur k fel que Q s0it algébriquement clos.

(%)
La notion d'ensemble algébrique fexmé devient rapidement insuffisante.
On doit considérer aussi comme ensembles algébriques des ouverts,
pour une topologie convenable, de " ou d'un ensemble fermé.
Dans la suite, ensemble algébrique signifie ensemble algébrique
fermé.
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2. Ensembles algébriques affines
Dans fa suite, Q est un conps, k un sous-conps de @, Le conps debase.
Des hypothéses seront faites ultérieurement sur le couple (9,k) mais

on n'exclut pas provisoirement le cas k = 9, par exemple, k = o =R ou C.

Conformément & un usage commode, il nous arrivera de noter k[X] l'an-
neau k[Xl,.. .,Xn] des polyndmes a coefficients dans k en les n indétermi-
X_ et (x) 1'élément (x,...,x ) de "

1°°""°"n
On notera alors, st £(X) e k[X], f(x) 1'élément £(x ,...,x ) de .

nées X

Définition

Un ensemble H est dit un (k,0)-ensemble alg@brique 4°4L existe un
entien n » 1 et une partie F de £'anneau k[XI,...,Xn] dont H s0it £'en-
semble des zénos dans Q.

On dit aussi que H est un k-ensemble algébrique de o™ ou, plus
simplement, s'i1 n'y a pas d'ambiguité sur le couple (k,2), un ensemble
algébrique.

Exemple

Soit £(X],X,) € C[Xl,xé]. L'ensemble des couples (x;,x,) e C tels
que f(x;,x,) = 0 est £'ensemble vide (qui est donc algébrique) si f est
constant non nui, une courbe algébrique plane complexe si £ n'est pas
constant (par exemple, le cercle de centre (0,0) et de rayon 1 si
f(xl’xz) = xi+x§—1), le plan complexe cz, qui est donc un ensemble al-
gébrique, si £ = O.

Notations

1. S{F est une parntie de k[xl,...,xé], on note V,(F) Le sous-ensemble
de o7, ensemble algébrique des zéros de F

2. Soit H un sous-ensembfe, non nécessairement algébrique, de o". On no-

te

() £'idéat {f e k[X’ x]/(x x ) e H=—> f(x,.. %) = 0}
des poliyndmes s'annulant en tout pbint Yo s H.
Exemple
Soit H une partie partout dense du cercle d'équation Xi + X; -1=0,
2

2
dans € . On démontre aisément que Ik(H) est 1'idéal engendré par X‘;‘+X2—1.
Les applications Fr—r Vo (F) et Hr— I, (H) sont Lites par des
proprietis simples explicities ol dessous.
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Proposition 1,1

Sodlent F, F1 s Fys Fi(i e I)(resp. H, H; ,H2, Hi)(i e 1)) des par-
ties de k[Xl,...,Xn:l (resp. .
F.c F, = VQ(FZ)C VQ(FI)

1. 1

2. ) C H, =% I (H)S I D
3. VQ(ikeJI Fo= {1 Vg

4o 1 (M A= B T @D

5. Ik(VQ(F))DF

6. VQ(Ik(H))DH

7. V(I (Vo (F)) = Vo (F)

8. I (V (I (&) = I ()
Démonstration

1,2,5,6 sont évidents.
x) ¢ Vg(iLE)IF.l) &> YicI, Vf ¢ Fi’ f(x) = O(E)Viel, (x) VQ(Fi) e
(x) e iel VQ(Fi)
Celle de 4 est analogue.
Démonstration de 7
De Ik(VQ(F))D F et de 1. on déduit
VQ(Ik(VQ(F))C VQ(F)
Appliquant 6. a # = Vo (F), on obtient
Vo (I (Vo (F)) 2 Vo (F)
La démonstration de 8. est analogue

Définitions
1. Seit H un ensemble algébrique

L'ideat T _(H) de k[X] est appels £'idéak de définition de £'ensemble
alg@brique H.
2. Un ideak T de k[X] est dit ideak de déginition d'un ensemble alglbri-
que 4'LL est de La forme L. ol H est un sous-ensemble (algébrique) de
Q.
Corollaire

L'application a—— V,(a) est une bijection dicroissante de £'en-
semble des idéaux de k[X] qui sont ideaux de définition d'ensembles alge-
briques sun £'ensemble des sous-ensembles algébriques de o".

La bijection nécinproque est L'application Hy— I ().
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Démonstration

C'est une conséquence immédiate de la définition et de 7. et 8.

On rappelle que la racine r(a) d'un idéal a est 1'intersection des
idéaux premiers contenant a., Si a = A, r(a) est 1'intersection de la fa-
mille vide d'id&aux premiers de A. Conformément 3 l'usage, on définit
cette intersection comme égale 3 A.

1. Un idéal de définition a est égal & sa racine.

Soit £(X) ¢ k[X] tel que, pour un entier r » 1, £ appartienne a a.
Alors, pour tout x e V,(a), £f7(x) = £x)" = 0, et donc f(x) =
conséquent, £ ¢ Ik(Vé
12 existe donc des
§inition.

2. S on ne fait pas d'hypothise sur o (en fait, si on ne suppose pas @
algébriquement clos), 4£ peut existen des idéaux de k[X] Egaux & Leurs
racines mals qui ne sodlent pas idéaux de définition.

o
m

o
Qe

a))
idéaux de k[X] qui ne sont pas des idéaux de dé-

Exemples

l.n=1, 0 = k =@R. L'idéal principal (x%+1) de R[X] est égal & sa ra-
cine. I1 n'est pas idéal de définition car V(x2+1) est vide et donc,

) =m[x].

2.n=1, k = = Q. L'idéal principal (XZ-Z) de Q[X] est égal & sa ra-
cine mais n'est pas idéal de définition.

3. Si, dans les exemples ci dessus, on suppose @ = €, les idéaux consi-
dérés deviennent des idéaux de définition car V(x2+1) = {+i,-i} et
VP-2) = (V2, - /3} et T(V(X2+1)) = (X%+1), T(V(X*-2)) = (x*-2).

3. Caractérisation des idéaux de définition. Théoréme des zéros de Hilbert

Le théoréme des zéros admet plusieurs énoncés et de nombreuses dé-
monstrations différentes.

L'examen du cas d'un anneau de polyndmes & une indéterminée montre,
conformément aux exemples donnés plus haut, que 1'hypothé&se que le corps
Q est alg@briquement clos, est indispensable i sa validité.

Théoréme 1.2 (Théoréme des zéros de Hilbert)

Soient @ un conps alg@briquement clos, k un sous-conps de @, k[X]
L'anneau des polynimes & n {ndétermintes X;5+ee5X & coefflcients dans k,
a un idéak de k[X].

1.. Les assentions sulvantes sont Equivalentes:
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(£} a eat un {déal de déginition d'un (k,0)-ensemble algébrique,
({L) a = r(a), nacine de a
2. Ik(VQ(a)) = r(a)
3. St a # k[X], €'ensemble V,(a) est non vide
4. Soit m un idéak maximal de k[X], Ve, (m) est non vide
Démonstration du théoréme
Démonstration de 4 : le corps quotient k[xl,...,xn]/m est une k-algébre
de type fini. I1 est donc algébrique sur k (chap. 5. prop. 1.2). I1 résul-
te du théoréme 11.5 du chapitre 5, qu'il existe un homomorphisme (injec-

tif) de ce corps guotient dans Ty T A I P
tif) de ce corps quotient dans @, suppose algébaiquement clos.
On peut, grace & cet homomorphisme, identifier la classe x; de X,
modulo m & un élément de o et donc le point (x,,...,x_) & un point de @".
1 n
Ce point est un zéro de m et donc vV (m) est non vide.
Démonstration de 3 : dire que 1'idéal a est distinct de k[X] c'est dire

qu'il existe un idéal maximal m de k[X] contenant a. Comme v, (a) contient

VQ(m), il est non vide en vertu de 4.
Démonstration de 2: on déduit 2. de 3. grnace d une astuce due &

Rabinowitsch.

Seit £ ¢ Tk(V(n\\ On peut le supposer non nul.

€ 4 [£5

une autre indéterminée, b 1'ideal de k[X,,...,X ,x ]

Soient Xn+ n’ n+

1

engendré par a et le polyndme 1-xn+1f(xl,...,xn).
L'ensemble VQ(b) est vide: dire que (xl,...,xn,xn+1

VQ(b) c'est, en effet, dire, d'une part que (xl,...,xn) appartient & VQ(a)

ce qui implique f(xl,...,xn) = 0, et, d'autre part, que 1—xn+1f(x1,..,xn)=

) appartient &

0, ce qui est impossible puisque 1—xn+1f(x1,...,xn) = 1.
11 résulte de 3., appliqué a b, que 1'on doit avoir b = k[xl,...,

X ,x ]
On a donc une égaliteé
r
EE DT C RN SIS TP FLC PRI SOL TIPS & S0 ST 16 STRPIe &

ol £, €a, g; € k[xl,...,xn,xn+L1 (i=l,...,r), p € k[kl,...,xn,xn+i].
On donne a xn+1 la valeur l/f(xl""’xn)' Le second membre devient

une fraction rationnelle en X <X dont le numérateur est un é&lément

1
de a (présence des fi) et de dénominateur une puissance £° de f.
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Par multiptication par ce dénominateur, on voit gue f
3 a,i.e. que f appartient & r(a).
Démonstration de 1. : on sait déja que (i) implique (ii). Soit, réci-
proquement, a un idéal égal a sa racine. D'aprés 2. a = Ik(VQ(a)) et donc

a est idéal de définition.

Le corollaire suivant illustre trés concrétement le théoréme des

zéros.

Corollaire
Les hypotheses sont celles du théondme 1.2. Soit o' La germetune

"

afgebrique de k dans Q. {C'est un corps algébriquement
Solent v, et v, deux (k,Q)-ensembles aﬂgeananA de @

1
S{ Les traces de v, et Vv, sur £e sous-ensemble @ M e Q" sont éga-

Les, V. =V .

iuihe;ent dit, un (k,Q)-ensemble algébrique de Q" est parfaitement
déternminé pan ses points & coondonnbes algébriques sur k.
Corollaire

Soit a; 1'idéal I (v.) (i=1,2). On remarque que V.0 '™ est 1'en-

semble

i)

{(xl,...,xn) e Q'/E e a; > 1o Xy)
i.e. Vd(ai)‘ Donc, VQ,(al) = VQ,(az)

Comme o' est algébriquement clos, a; = I, (Voi(ap)) = Ik(VQ.(az)) =
a,. Par conséquent v, = VQ(al) = Vg(az) = Vz'

On peut énoncer ce corcllaire en disant que les points & coordon-
nés algébriques sur le corps de base k déterminent parfaitement le k-
ensemble algébrique. Dans nombre de questions, on peut se limiter & ces
seuls points et donc, en particulier si le corps k est algébriquement
clos, aux points & cooordonnées dans k, points qui sont dits rationnels.

Remarques

1. I1 existe de nombreuses démonstrations du th8oréme des zéros de Hilbert

2

et, notamment, de 1'assertion 4. du théoréme I.2.

Une d'elles, valable dans le cas ol le corps k n'est pas dénombra-
ble, a été donnée dans un cas particulier (chapitre 2. lemme du §3).

La démonstration en est la méme dans le cas général.

Une autre démonstration utilise le lemme de normalisation, démon—

tré dans le chapitre 7 mais dont la preuve est assez &lé&mentaire pour
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€tre faite avec les seules connaissances du chapitre 4.
2. Le théoréme des zéros de Hilbert est & rapprocher du théoréme suivant:
Sotent X un espace topologique compact, C(X) l'amneau des applica-
tions continues de X dans R.
L'application: x € X b—> {f € C(X)/f(x) = O} est une bijection de
X sur l'ensemble des idéaux maximaux de 1'anneau C(X). (ex.4)
Le lecteur peut se référer pour des compléments & (Gillman-Jerrison
Rings of continuous functions. Van Nostrand)
3. Le corollaire du théoréme I.2 suggére une propriété de densité des

points a coordonnées algébriques sur le corps de base k d'un (k,Q)-ensem-
ble algébrique.

Une autre démonstration du théoréme des zéros est fondée sur cette
idée. Elle utilise le fait qu'une algébre affine est un anneau de Jacobson
i.e. un anneau dans lequel tout id&al premier est intersection des idé&aux
maximaux qui le contiennent. Cette question est reprise dans III.

4. Topologie de Zariski

Un ensemble algébrique de ®" ou C" hérite d'une structure topolo—

gique, induite par celle de 1'espace dans lequel il est plongé. Des pro-
priétés importantes d'un tel ensemble sont, en fait, topologiques: con-
nexité, existence de points isolés, nature topologique des singularités.

D'autre part, la géométrie &lémentaire qui est, en fait, pour une
part 1'&tude de courbes algébriques simples utilise systématiquement la
notion de ZZeu d'un point. Ce point est appelé suivant les auteurs: point
courant, point général ou point générique.

I1 est intuitif que le lieu d'un point est 1'adhérence de ce point

pour une topologie convenable.

Cette topologie doit possé&der un certain nombre de propriétés sim-

ples.

Elle doit rendre continues les fonctions polynomiales définies par
les polyndmes & coefficients dans le corps de base. Les points & coordon-—
nées dans ce corps de base doivent &étre fermés.

On choisit la topologie la moins fine satisfaisant & ces exigences.

C'est la topologie de Zariski ou topologie spectrale.
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Si le corps de base est R ocu ¢, est moinsg
fine que la topologie usuelle qui doit rendre continues.beaucoupplus de
fonctions.
Proposition 1.3 (définition de la topologie de Zariski)
1. 12 existe une topologie sun Q" dont Les fermds sont Les k-ensembles
algébriques.
2. Les points a coondonnies dans k sont feamés.
Démonstration
1. D'abord V(1) # 0 et v (0) = a".
Ca T+ I8 B
Q" mJI; eTs;Ibi; o - &bri
s fer By o= Q(ieI Ik(Hi)) est un k-ensemble algébrique de
Enfin, une réunion finie de k-ensembles algébriques de " est un

est une famille de k-ensembles algébriques de
Qn

k-ensemble algébrique de o" en vertu du lemme suivant.
Lemme
Sodent H,...,H_des k-ensembles algébriques de ot
Abons MiFr = v (W0 1 (H)).
Démonstration
. N »“'I‘ nr T
Des inclusions i1 Ik(Hi)C i1 Ik(Hi)C'Ik(Hj) (pour j 1,...,1),
on déduit les inclusions
1TI' X - »“fr UI‘
VoCGly L HD) DV (I, (H)) H et donc v (L, Ik(Hi)):)i=1rHi.
Si, d'autre part, (x) = (Xpse0x) n'appartient pas a fgl H,, il

existe, pour tout i ¢ I, fi € Ik(Hi) tel que fi(x) # 0.
r

Alors, f = fl""’fr appartient a ELI Ik(Hi) et f(x) # 0 n'appar-
. ~ r
tient pas a v, (] I, ()

2. Soit (as..e5a) € k™. Alors {(aj,---0a )} = V(X =a;,...,X -a ) est
fermé.
Définition

La topologie définie sur Q" dans La proposition 1.3 4'appelle La
k-topologie de Zariski de q".

La topologie induite sur un fermé de @, L.e. un k-ensemble algé-
brique, 5'appelle La k-topologie de Zariski de ce fenmé. Les fermés en
sont les k-sous-ensembles algébriques.

Remarques
1. Le corps de base joue un réle essentiel dans la définition de la topo-
logie de Zariski: par exemple, les fermés de o dans la 9-topologie de
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Zariski sont @ et les sous-ensembles {inis de @, Mais sj d°tr(Q/k) 3 1,
i1 existe des fermés de @ dans la k-topologie de Zariski qui ne sont ni

o ni finis.

2. De 1'égalité v(F) = EQF V({f}), on déduit que tout fermé de o" est une
intersection de fermés de la forme V({f}). On notera V(f) au lieu de
V({£}) dans la suite. L'ensemble algébrique V(f) est appelé, s{ £ n'est
pas une constante (auquel cas i1 est o ot @), une hypersurface.

Les complémentaires D(f) des ensembles V(f) sont quelquefois ap-
pelés ouvents spéciaux. Ils forment une base des ouverts de La k-topolo-
gie de Zariski de Qn, j.e. tout ouvert de o° est une réunion d'ouverts
spéciaux.

5. Ensembles algébriques irréductibles

Définition

Un k-ensemble algébrique H de Q7 est dit inndductible s'ik est won
vide et 5'il n'est pas néunion de sous k-ensembles algébriques Hy et H,
distinets de H.

On dit alons que c'est une k-varniété algébrique.
Proposition 1.4 (caractérisation des ensembles algébriques irréductibles)

Solt H un k-ensemble algébrique.

Les assentions sulvantes sont équivalentes:

(4) H est {uwéductible

({L) I (H) est un idéak premien.

(id) Si a est un {déakl tel que H = V(a), La nacine r(a) de a est
un {déakl premien.
Démonstration

L'équivalencede (iii)et (i) est une conséquence immédiate du thé-
oréme des zéros.
(non(i1)) == (non(i))

Soient £ et g tels que £ ¢ I(H), g ¢ I(H) et fg e I(H), a (resp. b)
1'idéal I(#) + (f) (resp. I(H) + (g)).

Alors abc I(H) et donc V(ap) = V(@)U V) DVUI(H)) = H et
H=V(@@Vuv®).

Comme a (resp. b) et donc, a fortiori, r(a) (resp. r(b)) contient
stnictement I(H), V(a) (resp. V(b)) est strictment contenu dans # qui
est réductible.
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(nan(i}) == (non(ii))
Soient 4, et i, deux sous-ensembles algébriques stniicts de #, Alors
I(Hi) et I(HZ) contiennent stnictement I(H). Si H = HIUHZ, I(HI)I(HZ)C
1. Donc I(4) n'est pas premier.
Définition
Une néunion HU oo VH de k-ensembles algéb)z,éque/s est dite nédui-
e 84, pour fout i e {1,...,n} H n'est pas contenu dans

#1
Ceci revient a dire que I(H ) ne contient pas ’i" I(H ) (qu1' est

contenu dans I(j#i HJ.)).S1 Hi est irréductible, i.e. :t I(Hl) est pre-
mier, ceci signifie qu'il n'existe pas j # 1 tel que I(H-L) contienne
I(HJ.), i.e. tel que H, soit contenu dans Hj.

Corollaire

Soit a = q;N ...0q, une décomposition primaire réduite de £'idéal
a distinet de k[xl,...,xn] oa q; est pi—p/u'maijte, Gpsev1sdg sont des com-
posantes {s0lées et q; est une composante immergle pour tout i > s,

Alons, V(a) = V(@)Y ... UV(q) est une neprésentation de £'ensem-
ble algébrique V(a) comme néunion néduite d'ensembles algébriques ir-
néductibles.

C'est £'unique nepriésentation de V(a) comme ndunion néduite d'en-
sembles algébriques undductibles,

Démonstration

Comme si i > s, r(q;) = p; contient r(qj) =P pour un j {1,...,s},
I/(q.l) = V(pi) est contenu dans V(ql)u ...UV(qS), d'ou 1'égalité V(a) =
V@pV... V7).

Si V(a) = HIU ...UHt est une représentation de V(q) comme réunion
réduite d'ensembles algébriques irréductibles, r(a) = I(V(@)) = I(Hl)n..
..nI(Ht) est une décomposition primaire réduite de r(a) ol I(HJ.) est pre-
mier. Donc t=s, €t aprés renumérotation éventuelle, I(HJ.) =

Exemple
Soit a 1'idéal (XZ,XY) de k[X,Y]. Une décomposition primaire ré-

pj'

duite de g est (X)r\(Y+cx,X2) (pour un élément quelconque c de k); alors
V(a) est 1'axe 0Y, V(X) est 1'axe 0V, V((Y+cX,X2)) est T'origine (0,0)
quj appartient & cet axe.

Les résultats énoncds ci dessus sont, en fait, de nature topologi-

que et peuvent &tre obtenus dans un contexte plus général.
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Définitions
1. Un espace topologique X est dit {nBductible 8'4L est non vide et s'iL
satisfait aux conditions Equivalentes sulvantes:
() La rdunion de deux ferms distinets de X est distinete de X
(i) &'.intensection de deux ouvents nonvdides de X est non vide,
2. On appelle composante (wngductible d'un espace topologique un sous-
espace {innéductible maximal (dans 1'ensemble, ordonné par inclusion,
des sous-espaces irréductibles)
3. Un espace topologique est dit noethénien 84 toute suite décroissante
de fenméa de X est stationnaire.
Remarques
1. Un espace inneductible est connexe: i1 ne peut étre réunion de deux
ouverts non vides disjoints.
2. Un ouvernt non vdde Y d'un espace fuvidductible X est partout dense:
tout voisinage ouvert de x ¢ X rencontre Y et donc x est adhérent a Y.
3. Un sous-espace Y d'un espace topologique X est {unlductible si et
seulement 84 son adhérence Y est inndductible:

Un fermé z de Y est, en effet, de la forme ZNOY ol Z est 1'adhé-
Y si et

1

rerice de z dans X, qui est contenue dans Y. I1 est donc &gal
seulement si Z = Y.

Comme 1'adhérence de la réunion de deux sous-ensembles est la ré-
union des adhérences de ceux ci, on voit qu'une égalité Y = ZUT ol Z
et T sont des fermés de Y distincts de Y équivaut & 1'égalité Y = ZUT
ol Z et T sont des fermés de Y distincts de Y.
4. Un ensemble algébrique est noeth@rien (dans la topologie de Zariski).
C'est la traduction géométrique du fait que 1'anneau des polyndmes 3 n
indéterminées a coefficients dans un corps est noethérien.
Proposition 1.5

Soit X un espace topologique.
1. Une composante undductible de X est feamée
2, Tout sous-espace unlductible est contenu dans une composante {réduc-
tible
3. Si X est noethérnien, L n'admet qu'un nombre §ini de composantes in-
néductibles.
4. L'espace X est nlunion de ses composantes udductibles.
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5. Une composante connexe de X est nlunion
Démonstration

1. Un sous-espace Y est irréductible si et seulement si son adhérence
1'est.

2. L'ensemble des parties irréductibles de X contenant le sous-espace
irréductible Y est non vide. Ordonné par inclusion, i1 est inductif:
soit, en effet, (Yi)iEI une famille totalement ordonnée d'éléments de cet
ensemble.L'ensemble z = MY est irréductible: sofent U et v deux ou-

verts de X rencontrant Z; il existe i ¢ I tel que U et V rencontrent Y

a fortiori, Z.

comme Yi est irréductible, UnV rencontre Yi et donc,

Donc, Z est borne supérieure de la famille (Yi)ieI dans 1'ensemble con-
sidéré. 14 suffit alons d'appliquer Le thEondme de Zorn.

3. L'existence d'une suite infinie de composantes irréductibles )
de X implique 1'existence de la suite infinie strictement décroissante

() de fermés de X ot z_ = A?n Y et donc le fait que X n'est pas

2N

noethérien.
4. 11 suffit de remarquer que tout point de X est un sous-espace irréduc-

tible et d'appliquer 2.

5. Tou

-espace irréductible est connexe et donc contenu dans une

+ e
v 50 palc v =

composante connexe.
6. Algébre affine d'un ensemble algébrique. Point générique d'une varié-
té algébrique

La courbe algébrique plane H d'équation XZ—Y3 = 0 admet la repré-

sentation paramétrique X = T3, Y = T2 obtenue en coupant par la droite

d'équation X = TY.

On peut considérer T comme un élément du domaine universel Q et
(T3,T2) comme un point de H.

Dans 1'exemple du chapitre 4.IIT d'anneau non intégralement clos,
on a remarqué que 1'idéal premier (XZ—Y3) de C[X,i] est le noyau de
1"homomorphisme ¢ de €-algébres: g(X,Y) t—— g(T3,T2) de C[X,f] dans
cfT].

L'adhérence dans la C-topologie de Zariski du point (T3,T2) est
(; V(g), ol g parcourt 1l'ensemble des polyndomes de C[X,Yj s'annulant en
(T3,T2), i.e. 1'ensemble des éléments de ker(¢) = (XZ—Y3). Cette adhé-

rence est donc H.
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On dit que (Tj,TZ) est un point générique de H et que H et le Lieu

de (T3,T2) sur C.
On remarque que ¢ définit un isomorphisme ¢ de C-algébres de

[ :]/I(H) sur C[I3,Tg] qui applique la classe de X (resp. Y) sur T3

resp. T y. 8i donc x (resp. y) est la ¢

~~
el

I(#), (x,y) est point générique de H.

C'est a ce type de questions qu'est consacré& ce paragraphe.

On commence par donner des définitions qui gardent un sens dans
n'importe quel espace topologique.
Definitions

Soit X un espace topologlique.
1. On dit que x € X est un point géndrique de X s4 X est L'adhérence
{x} de {x}

7. Un vmlwf v ¢ e Apéc;az'éa tion d'un V_)O,ll/l/t x £ X AL vy

L. Un POANL Yy € A nes ur

appartient & L'adhérence de {x}. On dit alons que x est une générisa-
tion de y.
Dire que x est un point générique de X c'est dire que X est 1'en-
semble des spécialisations de x.
3. Deux points x et y de X sont dits spécialisations génériques £'un
de £'autre s4 x est spécialisation de y et y est spécialisation de x.
Ceci veut dire que {x} = {y}.
On remarque que 44 £'espace topologique X admet un point générique
0 est indductible: si, en effet, X est réductible, X = X VX, ot
X, et X, sont des fermés distincts de X. L'adhérence d'un point de X

1
est contenue dans X, ou X, et est donc distincte de X.

Un espace topitogiqie peut, d'autre part, avoir plusdiewrs point
généniques.

Soit, par exemple, un élément U de o algébriquement indépendant de
T sur C. Le point (U3,U2) est aussi point générique de V(XZ—Y3).
Définition

Soit H un k-ensemble algébrique de o

On appelle k-algébre affine, ou, simplement, algébre affine, de #
L'akgebre quotient k[X,,...,X ]/I(#). On La note k[H].

C'est une k-algébre de type fini réduite.
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Réciproquement, soit R une k-algébre de type fini réduite: elle est
isomorphe & une k-algébre de la forme k[X ,...,X ]/a ol a est un idéal
€gal a sa racine. Elle est donc la k-algébre affine de 1'ensemble algé-
brique V(a).

Une conséquence immédiate de la proposition I.4 est le résultat
suivant.

Soit H un k-ensemble algébrique.

Les assentions sulvantes sont Equivalentes:

(L) H est iwndductible

(id) k[d] est integne
Interprétation fonctionnelle

Le corps algébriquement clos o est infini.
On peut donc identifier un élément £ de k[xl,...,xﬁ] a la fonction
polynomiale:

(x .,xn)l———+f(x1,...,x )]

1’ n

de o" dans o qu'il définit.

Dire que f appartient a I(#) c'est dire que la fonction, induite
sur # par la fonction polynomiale définie par f, est nulle.

L'algébre affine k[H] de # s'interpréte donc comme 1'algébre des
fonctions sur #, & valeurs dans @, induites par les fonctions polyno-
miales de o" dans @ définies par les éléments de k[xl,...,xn].

Théoréme 1.6 (ensembles algébriques irréductibles et points génériques)

Sodlent k un coaps, Q un domaine universel pour k, H un k-ensemble
algébrique de a".

Les assentions sulvantes sont gquivalentes:

(L) H est innéductible

(LL) H a un point géndrnique
Démonstration
(i1) == (i). D&ja vu.

(i) = (ii). Comme H est irréductible, 1'idéal I(#) est premier. L'al-
gébre affine k[#] de # est intégre.

i x, est la classe de X, modulo I(#), k[d] = k[gl,...,xﬁj et le
corps k(#) des fractions de k[#] est k(x ,...,x ).

Quitte & renuméroter X .,Xn, on peut supposer que {xl,...,xr}

1
est une base de transcendance de k(#)/k.
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Comme d°tr(2/k) = r, il existe des &léments NRERRES de ¢ algébri-

quement indépendants sur k et un homomorphisme 6 de k-algébres de k(X s
.,xr) dans @ tel que e(xi) = ;-

Comme k(#) est algébrique sur k(xl,...,xr) et @ est algébriquement
clos, 6 se prolonge en un homomorphisme, encore noté 6, de k(#) dans Q.

Soft y, = 8(x,) pour i=1,...,n. Le point (y;,...,y ) de " est
un point générique de 4 sur k. On a, en effet, pour g(xl,...,xn) €
k[x;,...,x ] Tes quivalences:

(1) 8yys-vvny ) = O

(1) glxpseenux ) = 0

(1i1) g e 17(8)

L'adhérence de {(y;,...,y )} est donc égz(ﬁ) Vig) = V(I(H)) = H.
Dimension d'un k-ensemble algébrique

On appelle dimension du k-ensemble algébrique H fLa dimension de
Krull de son algebre affine k[H].

Un idéal premier p de k[#] correspond & un idéal premier P de k[X]
contenant I(H) et donc @ un k-ensemble algébrique irréductible V contenu
dans 4. La dimension de H est donc égale & la borne supérieure des lon-

gueurs de chaines décroissantes d'ensembles algébriques irréductibles
contenus dans 4.

On verra, au chapitre 7, que la dimansion de # est finie et que
st # est irréductible elle est égale au degré de transcendance de 1'ex-
tension k(H)/k. L'existence d'un point générique de # implique donc que
le degré de transcendance de q/k est supérieure ou égal a la dimension
de H.

7. Points géométriques. Spectre premier d'une algébre affine

Point géométrique
On définit dans o" une relation d'équivalence ® par (x)R(y) si et
seulement si 1'adhérence {(x)} de {(x)} est égale & 1'adhérence {(y)} de

{1} .
Une classe d'équivalence modulo R est appelée un point géomtrique

sAwt k a@ valeun dans Q.
Un point géométrique sur k @ valeur dans o est donc 1'ensemble des

spécialisations génériques sur k d'un point de o".
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Exemples
1. n =1, Soit £(X) un polyndme irrdductible de k[X].

L'adhérence d'une racine x de £(X) dans o est 1'ensemble des raci-
nes de f(X) dans Q.

Par exemple, {+i,-i}, ol i? = -1, est un point géométrique sur R
a valeurs dans Q.

2. La classe modulo R d'un point & coordonnées rationnelles (al""’an)
de k" est 1'ensemble réduit a ce point.

On peut donc identifiern un point & coondonnies rationnelles au
point géométrique cornrespondant.

3. Soient {xl,...,xn} et {yl,...,yn} deux sous-ensembles de o algébrique-
ment indépendants sur k. Les points (xl,...,xn) et (yl,...,yn) sont spé-
cialisations génériques 1'un de 1'autre sur k. I1s définissent Te méme
point géométrique.

Volcel quelques proprietés Liges a cette notion de podint géométrnique.
1. Un k-ensemble algébnique H de o &tant fermé est saturd pour La nela-
tion R, i.e. est néunion de points géométriques sur k & valeurs dans 9.

On note Hgéom 1'ensemble quotient H/R, i.e. 1'ensemble des points
géométriques définis par les points de A.

2. La topologie quotient de la topologie de Zariski de # est appelée la
k~topologie de Zariski de Hgéom’ C'est la topologie la plus fine rendant
continue la surjection canonique de ¥ sur Hgéom’ Les fermés en sont les
ensembles de la forme H'géom’ oli H' est un sous-ensemble algébrique de #.
3. Solent x ety des points géomdtriques sun k d valeurs dans O

La condition:

(Xl”"’xn) est sptclalisation (resp. générnisation) de (yl,...,yn)
sun k
est indépendante du choix des représentants respectifs (xl,...,xn) et
(yl,...,yn) de x et y.

Elle se traduit par le fait que x appartient & 1'adhérence de {y}
dans la topologie de Zariski de (Q)Zéom (resp. que y appartient & 1'adhé-
rence de x) i.e. que x est spécialisation (resp. générisation) de y.

On remarquera que contrairement a ce qui se passaitpour les points
au sens usuel, dire que x est spécialisation générique de y revient &
dire que x =y,
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4. Soit H un k-ensemble algébrique.

Les assentions suivantes sont Equivalentes:

(L) H est iwndductible

(4L) Hgéom est ueductible (dans la topologie de Zariski)

(£4d) Hgéom a un point générnique

Si elles sont satisfaites, Hgéom a un seul point générique.

La vérification est immédiate.
5. On peut développer un point de vue fonctionnel. On se limite ici & un
cas simple.

Sodent x un point géometrique swr k d valuers dans ,(x;,...,x ) el
(yy»-+-»y,) deux repnésentants de x dans 2, £, X ) e kX, X ]

Les podints f(xl,...,xn) et f(yl,...,yn) sont sptclalisations géneé-
niques L'un de £'autre sun k.

Soit, en effet, g(T) e k[T], ol T est une indéterminée. On a les
équivalences:

g(f(xl,...,xn)) =0

gof ¢ I((Xl""’xn))

gof € I((yl,...,yn))

glfly;,---5y)) =0

On définit La valeur £(x) de f en x comme Le point géométrique de
Q, classe de f(xl,...,xn) modufo R.

L'application: x —— f(x) de (Qn)géom dans L som est appelé gonc-
tion polynomiale définie par Le polynome f.

La restriction de cette fonction a k", considéré comme sous-ensem-
ble de (Q“)géom , est la fonction polynomiale usuelle de k" dans k.
Spectre premier d'une algébre affine

I1 est commode d'introduire la définition suivante:
Soit x ¢ (Qn)géom . On appetle Lieu de x sur k £'adhérence {x} de

Le point x est donc point générique de son lieu.

S CHINE N Q" est un représentant de x, le lieu de x est 1'en-
semble des point géométriques sur k, a valeurs dans 2, de 1'adhérence de
{(xl,...,xn)} dans k-topologie de Zariski, adhérence appelée lieu de
(xl,...,xn) en géométrie élémentaire.
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Théoréme 1.7 (les trois interprétations d'un ensemble algébrique)
Sodent k un conps, Q un domaine universeld pour k, H un k—ensemble
akgebrique de 9", A = k[d] La k-akgebre affine de H,
1. L'application qui fait correspondre & un point géométrique de H, sun
k & valeun dans 9, son Lieu sur k est une bifection de Hooom B £'en-
semble des sous-ensembles algébriques irnneductibles de H.
La bijection ndciprogue fait comrespondre d un sous-ensemble algé-

brique inndductible H' de H Le point géndrique de H'

_ géom’
2. L'application qui @ un point géométrique x de Hgéom fait conrespondre
L'ideal premies p— = {classe modulo I{H) de £/f(x) = 0} est un homéo-

X
morphisme de Hgéom sun L'espace Spec(a) muni de La fopologle spectrale.

Elle fait conrespondre aux points fermés de Hgéom Les idéaux ma-
ximaux de Spec(A).

La bifection néciproque fait conrespondre a L£'idéal premien p de
A Le podnt génirique de V(q)géom’ o g est L'idéal premien de k[xl,“
xn] tel que p = q/I(H).

Démonstration

On laisse au lecteur la vérification des assertions du théoréme
autres que celles explicitées ci dessgus.

L'application: 6 : x +—— py estun homéomorphisme; i1 suffit,
évidemment de démontrer qu'elle applique 1'ensemble des fermés de Hgéom
sur 1'ensemble des fermés de Spec(a).

Ceci résulte de ce que, pour tout f e k[Xl,...,xn[, 1'image par 6
du fermé V(f)géom est le fermé V(f) = {p Spec(A)/f ¢ p} de Spec(a), ol
f est la classe de f modulo I(H).

I1 est clair que 1'adhérence de {p}, oli p € Spec(A), est V(p). (On
pourra se reporter 3 I1.Lemme 1). Les points fermés de Spec(A) sont donc
les idéaux maximaux.

Dire que py est maximal, c'est dire que k[?l,...,xﬁ], ol (Xl""
.,xn) est un représentant de X, est un coprs car cet anneau est isomorphe

kDﬂ/p; . Compte tenu du théoréme des zéros (forme faible), ceci revient
ERRRE L sont algébriques sur k.

i
3 dire que x
8. Morphismes d'ensembles algébriques

IT est bien naturel de définir un morphisme de k—ensembles algébri-
ques de " dans @™ comme une application polynomiale ¢:
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(xl,...,x y— (t‘lkxl,...
o P (XX ) e kfx;,....x ]

On a vu, d'autre part, que si (xp5ev0s% ) € a" est spécialisation

,xn),.. .,k’m(xl,...,xn))

T T - ‘ . -
de (xl,...,xn) sur k, (Pl(xl,...,xn),...,Pm(xl,...,xn)) est spécialisa
tion de (P1(x{,...,x;),...,P“(x:,...,x;)). L'application ci dessus défi-

i s L 113 i 1
nit donc une application encore notée ¢ de o". dans o™, . On appel-
géom géom
Tera moaphisme de Qgéom dans QZéom une application de cette forme.
Un tel morphisme donne un homomonphisme de k-algZhbres de k[o™] =
oY ] dans k[2%] = k[X,,...,x [+ 1'homomorphisme de substitution

f(Q(Yls"'st)) = Q(Pl(xly'~O:Xn)s"'spm(xly"',xn)) o
R&ciproquement, un homomorphisme f de k-algébres de k[n"] dans
k[a"] est déterminé par les polyndmes £(Y) = P (X,-.,X) ¢ k[xl,...,x;]
(i=1,...,m) et est 1'homomorphisme de substitution correspondant.

Interprétation en termes de spectres

Soit ¢ un monphisme de 9.  dans . .
' n géom géom R L
Le point & ¢ Qgéom de représentant (xl,...,xn) correspond a 1'idéal
premier p; noyau de 1'homomorphisme de k-algébres: u(xl,...,xn) —
n m -
ulx,...x ) de k[ dans . Le point ¢(&) de R gom & POUr représen-
! -
tant (Pl(xl,...,xn),...,Pm(xl, ,xn)). I1 correspond au noyau de 1'ho

momorphisme de k-algébres:

v(Yl,...,szlr——» v(Pl(xl,...,xn),...,Pm(xl,..-,xn)) de k[Qm:l dans
Q. Ce noyau est £ "(p,) ol £ est 1'homomorphisme de substitution de
k[2"] dans k[o"].

Ainsi, Le monphisme ¢ 4'identifie a L'application Spec(f).
Définition

Soient H et H' des k-ensembles algébriques de o et o™ nespective-
ment.

On appelle monphisme de H dans H' un morphisme ¢ de Q" dans @™ tel
que ¢(H)CH'.

Un tel morphisme définit par passage au quotient une application
encore notée ¢ de Hgéom dans H'géom' On appelle morphisme de Hgéom dans
H'géom une application de cette foame.

Compte tenu du fait que I'(H) et I'(H') sont les intersections des
jdéaux premiers qui les contiennent, on remarque les équivalences pour
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un monpiisme ¢ de k-ensembles algébriques de " dans o™
comrespondant @ un homomonphisme £ de k-algebres de k[o™] dans k[2"]:
(i) ¢(W)c H'
(1) p € Spec(k[@"]) et p >I(H) —> £ L (p) > I(H")
(1) £ @) >r@Eh
(iv) £(TH"Y)c Iw)
(v) £ déginit par passage au quotient un homomonphisme f de k-afgd-

v

k[m'] = k[@")/r@) — k[H] = k[2"]/r @)

On remarquera alors que f est 1'homomorphisme de substitution:

A—> X, f
avec 1'interprétation fonctionnelle de k[H] et k[H']. _;

De plus, ¢ s'identifie & 1'application: pr—— f (p) de Spec(k[H])
dans Spec(k[H']), i.e. & Spec(f).

Le composé de deux morphismes est un morphisme. L'application iden-
tique d'un k-ensemble algébrique est un morphisme. On a donc défini la
catégonie des k-ensembles algébriques. On a, en particulier, la notion
d'isomorphisme: un isomorphisme de k-ensembles algébriques correspond a
hisme des k-algédbres affines.

Produit d'ensembles algébriques

On peut démontrer 1'existence du produit de deux objets dans la ca-
tégorie des (k,Q)-ensembles algébriques.

D'un point de vue ensembliste, la situation est simple: 1'ensem—
ble sous-jacent au produit catégorique est I ensemble produit.

Le point de vue fonctionnel est plus compliqué et c'est 13 une des
premiéres difficultés de la théorie.

Voici quelques indications sur cette question. n n
1. Soient H, et H, deux k-ensembles algébriques respectifs de Q Vet o

L'ensem?le produit H1 x H2 est le k—ensemble algébrique V((I(Hl),

n.+n

1" . eas
I(H,)) de @ , ol (I(H)), I(H))) désigne 1'idéal de k[xl,...,xnl,yl,..

2

%Eg engendré par les idéaux I(Hl) de k[?l,...,xni] et I(HZ) de

kY,....¥ 1.
2
On pourrait s'attendre & ce que la somme k[hi] ? k[ﬂzj des k-algeé-
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bres affines kEHij et k[HZ] dans la catégorie des k-algébres soit la k-

algébre affine de 1'ensemble H1 x HZ'
I1 en est bien ainsi si cette k-algébre est réduite, i.e., comme

elle est isomoprhe i k[X WX, Yo, ..,Y |/(TH),T(H,)), si 1'idéal
n1 n2 1 2

1°°° 1
(I(Hl)’I(HZ)) est égal & sa racine.
I1 n'en est pas toujours ainsi comme le prouve 1'exemple suivant:
Sotent k un corps non parfait, p > O sa caractéristique, a un é-
lément de k sans racine p-iéme dans k.
La k-algébre k[X,Y]/(XP-a,YP-a) n'est pas réduite car, si x et y
désignent les classes respectives de X et Y, £ =a-= yp et donc,
(x-y)p = 0 alors que x-y est non nul.
Cette algébre est la somme dans la S?tégorie des k-algébres de deux

copies de la k-algébre affine du point aP?  de Q. Elle n'est pas 1'algé-

-1 -1 2
(ap ,ap ) de Q.

2. Le type de difficulté rencontré ci dessus, ainsi que d'autres de mé-

Tewe £
LDIe aiil

me nature, peut étre levé de deux maniéres différentes.

Dans le point de vue d'A. Weil (34), on restreint les objets en ne
considérant que des {-ensembles algébriques irréductibles (variétés ab-
solument irréductibles). Il faut alors vérifier que chaque contruction
conduit & une telle variété et cette vérification se traduit en une vé-
rification sur le corps des fractions des algébres affines.

Dans le point de vue de A. Grothendieck, on considére au contraire des
objets plus généraux que les ensembles algébriques, les schémas affines
dont la définition est donnée plus loin.

9. Fonctions rationnelles sur une variété. Anneau local d'un point

Soit H une k-vaniété, i.e. un k-ensemble algébrique irréductible.

Le conps k(#) des gractions de £'algébre affine k[H] , conps des
gonclions nationnelles sun H, a une interprétation fonctionnelle:

Soit v = f/g, o0 £, g e k[H] un &Lement de k(H).

Si x est un point géométrique appartenant & 1'ouvert D(g) de #, i.e.
si un représentant (x;,...,x ) de x appartient a D(g), on définit la va-
leur de y en x comme le point géométrique de o de représentant

f(Xl,-~~,xn)/g(x1,...,xn)
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{ol £ et g sont des représentant de £ et g dans k[kl,...x 1). On La note
@) .

Cette définition a un sens car si y = ?I/Qi et x appartient a D(El),
avec des notation naturelles f,e-fg, appartient & I(#) et

fl(xl""’xn)g(xl""’Xn) = f(XL""’xn)g(xl""’Xn)'

Si y appartient & k[d], y(x) s'interpréte comme dans le paragraphe
7 comme la valeur en x de la gonction polynomiale .

On dit que y 4'annule en x et on 8ernit y(x) = 0 si y(x) est le point
géométrique de représentant le point fermé 0 de o (avec lequel on peut

f

Sodent maintenant x un point géomdtrique de H, ¢ un &Lément de
k(H).

On dit que ¢ est définie en x si ¢ admet une représentation £/g ol
f, g ¢ k[H] et x appartient a D(g) (i.e. g(x) # 0).
Proposition 1.8 (anneau local d'un point géométrique)

Le sous-ensemble de k(H) des fonctions définies en un point géomé-
tique x de H est un sous-anneau de k(H).

Ce sous-anneau est Local d'idéal maximal Les fonctions rationnelles
s'annulant en x.

Si x est Le point générique de H, ce sous-anneau est k(H).
Démonstration

Elle est facile et laissée en exercice.
Notion de modele affine d'une extansion de type fini d'un corps

Sodlent H et H' deux k-ensembles algébniques uéductibles.

On dit que H et H' sont birationnellement équivalents sun k s4 Les
k-algebres k(H) et k(H') sont {somonphes.

La relation sur la classe des k-ensembles algébriques: &tre bira-
tionnellement Equivalents est une relation d'équivalence.

L'étude des propriétés invariantes par cette relation est la géo-
métnie binationnelle.

Soit K une extensdion de type §4ini de k. On peut la supposer conte-
nue dans Q.

Un k-ensemble algébrique # est appelé un modéfe afgine de K si

k(#) est isomorphe en tant que k-algébre a K.
Deux modéles affines de K sont birationnellement Equivalents.
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D'autre part, K admet un modéle agfine: en effet, K = k(xl"“’xn)‘
Le Tieu sur k du point de représentant (x
de K.

1,...,xn) est un modéle affine

Notion de courbe algébrique

Un k-ensemble algébrique irréductible # est appeld une courbe al-
gébrique (resp. une surface algébrique) s'il est de d
i.e. si d°tr(k(H)/k) = 1 (resp.2)

On remarquera qu'une courbe algébrique plane irréductible au sens
du chapitre 2 est une courbe algébrique en ce sens. Soit, en effet,
£(X,Y) € €[X,Y] le polyndme irréductible définissant 1'équation de la
courbe. S'il est indépendant de Y, et donc de la forme X-a ol a ¢ C,
son algébre affine est €[X,Y]/(Xx-a) = €[Y] et donc son corps des fonctions
est C(Y). S'il dépend de Y, son algébre affine est ¢[x,y] od y est al-
gébrigue sur €[X]; son corps de fonctions est alors €(X)[v] qui est al-
gébrique sur €(X).

I1. Spectre d'un anneau

Méme pour les seuls problémes de 1a géométrie algébrique classique,
la considération de spectres d'algébres de type fini et réduites sur un
corps n'est pas toujours suffisante.

Volel quelques remarques sur ce sujet.

On a déja vu que, si H1 et H2 sont des k-ensembles algébriques ir-
réductibles, la k-algébre de type fini k[Hl] g k[Hé], n'est pas toujours
réduite et n'est donc pas 1'algébre affine de 1'ensemble produit H1 x HZ'
On démontre que 1'algébre affine de ce produit est 1'algébre réduite de
k[Hl] ? kEHzl . La difficulté provient donc de 1'existence &ventuelle
d'éléments nilpotents non nuls dans k[@g ? k[HZJ.

La constdération d'éléments nilpotents non nuls est aussi tmportan—
te, dans des questions différentielles. En voici un exemple simple.

Soit H un k-ensemble algébrique. Un homomorphisme surjectif ¢ de
1'algébre affine k[@] = k{}l,...,xn] sur k définit le point fermé
(¢(x1),...,¢(xn)) de H.

On peut remplacer le corps k par la k-algébre k[x]/(xz) des nom—
bres duauzx.

Soit ¢ la classe de X modulo (Xz) en sorte que k[X]/(Xz) = k[s].

Un homomorphisme ¢ de k-algébres de k[ﬁq dans k[s],i.e ce qu'on
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doit appeler raisonnablement 'un point de 4 i valeurs dans k[é]”, s'in-
terpréte comme un &ldment infinitésimal du premier ordre comme suit:

Si f ¢ k[H], on pose ¢(f) = 91 (£) + eD(f).

L'application $; est un homomoprhisme de k—algébres de k[j] dans k
qui définit un point (y) de H tel que ¢1(f) = f(y). L'application D de
kDﬂ dans k est telle que, pour tout couple (f,g) d'Eléments de k[H],
D(fg) = £(y)D(g) + g(y)D(£).

C'est ce qu'on appelle une k-dérivation de k[H] dans k et une telle
dérivation s'interpréte comme un vecteur tangent en (y) & H. (chapitre 9)

La donnée de ¢ est donc celie d'un point de H et d'un vecteur tan-
gent & H en ce point. ()

Des considérations arithmétiques naturelles conduisent, enfin, 4
faire de la géométrie qlgébrique non seulement sur un corps mais ausst
sur L'anneau I des entiers, sur anneau d'entiers algébrique ou plus gé-
néralement sur certains annequx de Dedekind (M. Nagata) et donc & consi-
dérer des algébres de type fini sur de tels anneaux.

En fait, on a maintenant pris 1'habitude d'associer & chaque an-
neau un espace topologique, son spectre, qui est 1'ensemble des idéaux
premiers muni d'une topologie naturelle. On a vu, dans I, gque, dans le
cas d'algébres de type fini réduites sur un corps, ce spectre s'inter-—
préte en termes géométriques.

La donnée du seul espace topologique ne permet évidemment pas de
récupérer 1'anneau et, par exemple, de tenir compte des phénoménes dif—
férentiels: un anneau et son anneau réduit ont des spectres homéomorphes.

On introduit donc la notion de schémaq affine en munissant le spec-
tre d'un anneau d'un faisceau d'anneaux dont 1'anneau de départ s'iden-—
tifie & 1'anneau des sections globales, i. e. des fonctions définies sur
le spectre tout entier.

1. Spectre d'un anneau

Soit A un anneau. On note Spec(A) L'ensemble des idaux premierns
de A et on L'appelle Le spectre de A.

00 Le lecteur désirant d'autres motivations de nature analogue pourra
lire avec profit 1'introduction de Lecture on curves on an algebraic
surface de D. Mumford. Annals of Mathematics Studies. Princeton 1966
et, bien sur, ultérieurement 1'ouvrage tout entier.
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1. Les sous-ensembles de La forme V(a) = {p ¢ Spec(A)/acp} ol a par-
court 1'ensemble des parties de a (ou, ce qui est équivalent, des idéaux
de A égaux & leurs racines), sont Les fermés d'une topologle dite fopolo-
gie spectrale ou topologie de Zariski.

L'application p — p/a est un homBomorphisme de V(a) sur Spec(Ala)
(a idéal de A). En particulier, prenant pour a le nilradical de A, on voit
que Spec(A) est homéomorphe a Spec(Ared).
2. Les complémentaires D(a) des ensembles V(a) sont les ouverts de la to-
pologie.

Les ouvents de La forme D(f) = D({f}), dits ouvernts spéciaux, for-
ment une base des ouverts de fa topologie spectrafe quand f parcourt A,
car D(a) = EEZ D(f).

De 1'égalité D(fg) = D(f)OD(g) (f,g e A), on déduit que les ou-

yoarte cnari
verts spéciaux (resp.

les guverts spéciaux contenus dans un ouvert
1 1

fi

(1]

Spec(A)) forment un ensemble ordonn trant pour la relation d'ordre

opposée & 1'inclusion.
3. Lemme 1.

Sodit p & Spec(A).

L'adhérnence de {p} est V(p).
Démonstration

Dire que g e Spec(A) appartient & 1'adhérence de {p} c'est dire
que 1'on a 1'implication: [f ¢ A et p ¢ D(f) = g e D(f)], soit
[feq—=—> f ep] et donc que g ¢ V(p).

I1 en résulte que £es points fermis de Spec(A) sont Les Ldéaux ma-
ximaux de A.

4. Soit ¢ : A —— B un homomonphisme d'anneaux.

L'application Spec($) : Spec(B) — Spec(A) définie par Spec(¢) (g)
= ¢ 1(q) est continue car Spec(6) L(D(£)) = D($(£)).

Les applications A +—— Spec(A), ¢ > Spec($) définissent un §onc-
fewr contravariant, noté Spec, de La catigorie Ann des anneaux commuiatifs
dans La catégornie Top des espaces topologiques.

5. Lemme 2.
Soit £ € A.
L'application Spec(ii) 28t un homgomonphisme de Spec(Af) sun D(f).
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Démonstration

On sait (chap. 1. prop.IlI.3 cor. 1) que Spec(ii) est une bijection
de Spec(Af) sur D(f).

Pour démontrer que un homéomoxphisme, il suffit, puisqu'elle est
continue de démontrer que c'est une application ocuvente, i.e. d'inverse
continue.

Un ouvert spécial de Spec(Af) est de la forme D(g/fr) = D(g/1).
L'image de cet ouvert est 1'ouvert D(g)OD(f).

Exemples de spectre

1. Le spectre d'un conps est réduit a 1'idéal (o), i.e. @ un seul point

LPA

germe,
2. Le spectre d'un anneau artinien Local est réduit & 1'idéal maximal,
i.e. & un seul point genmé.

Le spectre d'un anneau artinien est un ensemble fini de points
genmés.
3. Le spectre d'un anneau principal est formé d'un point non fenme, 1'i-
déal (0), qui en est le point générique, et de points fermés, les idéaux
max imaux.
2. Propriétés topologiques caractéristiques d'un spectre d'anneau

Définitions

Soit X un espace topologlique.

1. On dit que X est T, ( resp. s8part au sens de Haussdorff) a4, pour
ZTout couple {x,y} de points distincts de X, 4L existe un voisinage de
L'un des points ne contenant pas £'autre (resp. un vodisinage de x et un
vodsdinage de y disfoints).

2. Un point x de X est dit génBrique 84 X est L'adhérnence {x} de {x}.

3. L'espace X est dit quasi-compact (resp. compact) si de fout recouvie-
ment ouvernt on peut extraire un recouvrement find (resp. 4'4L est qua-
si-compact et séparé au sens de Haussdorf).

Les propriétés énoncées dans le théoréme ci dessous sont carac-
téristiques des espaces topologiques homéomorphes au spectre d'un anneau.
Théoréme 11.1

Soit X un espace topologique.

On consddére Les assertions

(4) X est homEomoprhe au spectre d'un anneau
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(L] X satispalt aux conditions sulvantes:

(ST) X est To

(S2) Tout fermé iwnéductible de X a un point générique

(83) Toute intersection ginied' cuverts quasi-compacts de X est un
ouvert quasi-compact

(S4) X est quasi-compact et a une base d'ouverts quasi-compacts

Alons, (L) = [(4id)

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, i1 faut signaler

que 1'implication (ii) == (i) est vraie. La démonstration due &
Hochster est donnge en appendice.

Démonstration

(i) = (S1).

On peut, évidemment, se limiter au cas ol X = Spec(A). Sofent p et
q deux idéaux premiers distincts de A. Si tout voisinage ouvert de p con-
tient g, ¢ appartient & 1'adhérence de p, donc est contenu dans p (lemme
1). 11 existe donc f ¢ p n'appartenant pas & g et D(f) est un voisinage
ouvert de g ne contenant pas f.
(1) — (s2)

Un fermé de Spec(A) est de La fonme V(a) o a est um {déal Egal a
Aa hacine.

11 est .unéductible si et seulement si 1'idéal a (8gal @ sa raci-
ne) est premier.

La démonstration de ce fait est analogue & celle de la proposition
1.5 si 1'on remarque que, pour deux {déaux b et e de A, L'inclusion (resp.
L' inclusion stnicte} V()< V(e) équivaut d £'inclusion (resp. £'inclu-
sdon stnicte) r(e)c r(b), puisqu'elle signifie que tout idéal premier
contenant b contient c.

La condition (S2) résulte alors de ce que si p est un idéal pre-
mier, p est point géngrique de V(p).
(i) == (S3) et (S4)

Un ouvert quasi-compact est une réunion {.inie d'ouverts spéciaux.
Comme une intersection finie d'ouverts spéciaux est un ouvert spécial
(puisque igln D(f) = D(?L? £.), <L suffit de demontrer qu'un ouvert
spécial est quasi-compact et, compte tenu du lemme 2, que Spec(A) est
quasd-compact.
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La démonstration de cette quasi-compacité résulte de 1'existence
de 1'analogue des partitions de 1'unité, si utiles en géométrie différen-
tielle.

On doit demontrer qu'une égalit? Spec(A) = ;gl D(£)) implique L'e-
xistence d'un sous-ensemble FINI J de I tel que Spec(A) = ﬁgJ D(E))

(fi) € A)
_ | = i 4z _ U P
or, i\gID(fi) = D((£,); ). L'égalité Spec(a) = ;1 D(f,) équivaut
donc & la condition : 1 ¢ r((fi)iEI) soit 1 ¢ (fi)igl'

E1le équivaut donc & 1'existence d'un sous-ensemble fini J de I et
d'élements a; de A(i £ J) tels que 1 = Ly 28 11 en résulte que
Spec(A) = iLéJ D(fj).

Remarque

Le théoréme II.] montre que le foncteur Spec n'est pas essentiel-
lement surgjectif.

I1 existe, en effet, des espaces topologiques ne satisfaisant pas
aux conditions (S1) ou (S82) ou (S3) ou (S4).

Le foncteur Spec n'est donec pas une équivalence de Ann® dans Top.

On peut remarquer que le foncteur Spec n'est pas non plus pleine—
ment fidéle: soient k un corps, k' un sous—corps de k, i l'injection ca-
nonique de k' dans k.

L'application Spec(i) est un homéomorphisme de Spec(k) sur Spec(k')
ces deux espaces étant réduits 3 un point fermé. Si k' # k, I n'est pas
un isomorphisme.

Proposition 11.2 (critére d'irréductibilité du spectre d'un anneau)

Soit A un anneau.

Les assentions sudlvantes sont Equivalentes:

(4) Spec(A) est .rundductible

({i) Le nitradical de A est un {déal premien
Démonstration

11 suffit de remarquer que Spec(A) = V((0)) = V(r(0)) et donc que
1'irréductibilité de Spec(A) équivaut au fait que le nilradical r(0) de
A est premier.
Proposition II1.3 (un critére de densité)

Soient £ : A —— B un homomonphisme d'anneaux, ¢ = Spec(f),
X = Spec(A), Y = Spec(B).
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Les assentions sulvanies sont Equivalenties:

[4) ¢(Y) est dense dans X. On dit alors que le morphisme ¢ est do-
minant

(44) ker(f) est contenu dans Le nilradical de A
Démonstration

L'adhérence $(Y) de ¢(Y) est V(a) ol a = QY f_l(q) = f_l( QY q) =

l(n(B)), ol n(B) est le nilradical de B. On rgmarque que ker(f?C a et

que a contient le nilradical n(A) de A.
(1) = (i1)

Dire que ¢(Y) est dense dans X c'est dire que V{a) = X et donc,
puisque a contient n(A), que a = n(A). I1 en résulte ker(f)C n(A)
(11) —> (i)

Si ker(£)Cn(A), a = £ (n(B)) = n(A) et donc ¢(Y) = V(a) = X.
Corollaire

Si, de plus, A est nBduift, ¢(Y) est dense dans X s4 et seulement

AL L homomonphisme £ est infectdif.

Exemple
Sodient A = k[X], B = k[X,Y]/(Xt-1), £ £'homgmonphisme, Evidemment
injectif, compos€ de £'infection de k[X] dans k[X,Y] et de La surjection

canonique de k[X,Y] sur B.

Alors Spec(A) est 1'axe des X, Spec(B) est 1'hyperbole d'équation
XY-1 = 0, ¢ est la projection de 1'hyperbole sur 1'axe des X.

L'image de 1'hyperbole par ¢ est 1'axe des X privé de 1'origine.
Elle est bien dense.
3. Spectre d'un produit fini d'anneaux. Connexité

Soient H1 et H2 deux k-ensembles algébriques de Q". $'il existe
£ek[X,...

ensembles Hl et H2 sont disjoints. La réciproque est vraie: en effet,

,Xﬁ] prenant la valeur O sur H1 et la valeur | sur Hz, les

soit p; = I(Hi); la disjonction de H1 et H2 signifie qu'il n'existe pas
vigs . =

d'idéal maximal de k[Xl,...,Xn] contenant p; et p,; donc pP{*P, =

k[xl,...,xg] et 1 = f+g ot f ¢ Py et g € P, et f prend la valeur O sur H1

et la valeur | sur HZ'

Soient f et g les images de f et g dans 1'algébre affine k[H] de

= HU HZ’ k[@] = k[}},...,xn]/(plf\pz). Alors fg = O car fg ¢ pip, et

comme 1 =Ff +¢g, f =7¢f, g = g°. Ainsi, f est un idempotent de k[é] et g
af.

un idempotent orthogonal
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Les résultats de ce paragraphe constituent une généralisation de
ces remarques
Proposition I1.4 (Spectre d'un produit fini)

Sodent ApseeesAl des anneaux, A £'anneau produit ?1? Ay Py La pro-
fection de A sun Ap, oy L' application Spec(pi) de Spec(Ai) dans Spec(A)
i=1,...,n). Alons, (Spec(A),oti)i=1’”.’n est somme des espaces Spec(Ai)

(i=1,...,n) dans fa catégorie Top des espaces topofogiques.
Démonstration
Soit p & Spec(A). I1 existe un &lément i et un seul de {1,...,n}

et un 1déal premier p; et un seul de A tel que p- ?T? Bj, ol Bj = Aj
sij#iets =p, .

Donc, (Spec(a), Spec(p )) n est somme de la famille
(Spec(Ai))i dans la categor1e Ens des ensembles.

Si £ = (f. )1 1, a0 e AL, D(E) = Ul Spec(p;)(D(£;)).0n en

déduit qu'un sous- ensemble U de Spec(A) est ouvert si et seulement si
U(\Spec(pi)(Spec(Ai)) est ouvert dans Spec(Ai)(l =1,...,n), et, donc,
que la topologie sur Spec(A) est la topologie la plus fine rendant con-

tinues les applications Spec(p,).
oin d4'achever 1a démonstration.

w

On laisse au lecteur le
Proposition II.5

Sodlent A un anneau, X son spectre. L'application e —— D(e) est
une bifection de L£'ensemble Idemp(A) des Ldempofents de A sun L'ensem-
ble des parnties de X qui sont ouverntes et feamées.
Démonstration

Si e est un idempotent, il en est de méme de f = 1 - e et ef = O.

L'ensmeble ouvert D(e) est fermé comme complémentaire de 1'ensem-
ble ouvert D(f): en effet,

D(e)UD(f) = D((e,f)) = D(1) = Spec(A)

D(e)nND(f) = D(ef) = D(O) = ¢

L'application ¢ : e — D(e) est surnjective: soit U un ouvert et

fermé de X et soit vV son complémentaire. Alors U = V(a) et Vv = V(b) ol
a et b sont des jdéaux.

De ¢ = UNV = V(a+b), on déduit 1'égalité a+b =

Soient o et g des éléments de a et b tels que a+8 = 1. Alors,
V(@)D V(ab) = V(a)V V(b) = X. Donc, ap est nilpotent.
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Soit n un entier naturel tel que o"8" = 0 et sojent ¢ et d des élé-
ments de A tels que ca” + dg” = 1. Alors, les &léments f = ca” et e = dg"
sont des idempotents orthogonaux de somme 1. On en déduit que V(e) et V(f)
forment une partition ouverte de X. Comme UC V(f) et VCV(e), 11 enrésul-
te Gue U = V(i) et v = V(e) et donc que U = D{e).

L'application ¢ est infective: L'€galité D(e) = D(e') €quivaut a
1'égalité r(e) = r(e') et si e et e' sont des idempotents a des €galités

e = ae' e' = be
ol a, b £ A. On en déduit

' 2 oaat? 2 '

ee’ = ae = age' = e et ee' = be” = be = e

soit e = e'.

Corollaire 1
Soit A un anneau. Les assentions sudivantes sont Equivalfentes:
{4) A n'a pas d'autre idempotent que C et 1.

(£L) Spec(A) est connexe.

On dit alors que A est connexe. Exemples: un anneau local est con-
nexe. Un anneau intégre est connexe.

Corollaire 2

Sodient A un anneau, n un entien > 1.

L'application (e;); L (DCe)) n est une bijection
de £'ensemble E des 5am4££eé de n Ldempoteniz onthogonaux de somme 1 sun
L'ensemble des partitions de Spec(A) en n ouverts.

Démonstration

Soit (ei) - une famille de n idempotents orthogonaux de som-
me 1, Comme eleJ 20sii #3, D(e, )f\D(e ) D(eiej) = D) = 9. D'au-
tre part, ,\i D(e;) = D((ey, ...,en)) 0(1) Spec(A). Donc, (D(e;));_;
est une partition ouverte de Spec(A).

Soit, réciproquement, U4 L une partition ouverte de Spec(A)

I1 résulte de la proposition 11.4 que U, = Dley) ou e, est un idempotent
déterminé de maniére unique. Si i # j, u,n Uj =¢ = D(ei ej) et donc
e; e = 0. D'autre part, D((el,...,en)) = UILJ... UUn = Spec(A). IT1 exis-

te, par conséquent, des &léments a aa de A tels que 1 = a_e,+...+

1°° 171
ae . Multipliant cette &galité par e;, on voit que e; = age, et donc

que 1 = e1+...+en.
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Corolilaire 3
Solent A un anneau, o un {déal de A formé d'éléments nilpotents,
m La sunfection canondique de A surn Afa, L un ensemble find.
L'application (ei)isI > (m(e)); [ @4t une bifection de £'en-
demble des familles indexBes pan 1 d'idempotents onthogonaux de somme 1
de A sun L'ensemble des familles ({ndexBes par 1 d'idempotents onthogonaux
de somme 1 de A/a.
Démonstration
11 suffit de remarquer que Spec(w) est un homéomorphisme de Spec(A/a)
sur Spec(A) et d'appiiquer ie corollaire 2.
4. Notion de schéma affine

Disons qu'un espace topologique est spectrqgl s'il est homéomorphe
au spectre d'un anneau. On sait caractériser intrinséquement un tel es-—
pace (49).

Le foncteur Spec de la catégorie Ann des anneaux commutatifs dans
la sous—catégorie pleine de Top dont les objets sont les espaces spec-
traux est, par définition méme de ceux ci, essentiellement surjectif.

Il n'est pas pletnement fidéle. Afin de remédier & cet inconvénient

o

. . P '
! de la catégorie 4nn°, coppesée & Ann, et d'u-
tre 4’

1]

et d'obtenir une &quivalenc

ne catégorie d'objets géométriques, on munit le spectre d'un anneau d'un
faisceau d'anneaux, obtenant un espace annelé particulier appelé un
schéma affine.

On se contente Tci de donner les éléments de cette théorie des
schémas affines.

Voici quelques remarques préliminaires.

Sotent A un anneau, X = Spec(A), f € A .

8i x ¢ X, on note k(x) le corps des fractions de l'anneau intégre
A/x (corps résiduel de x).

Identifions tous les corps résiduels k(x), ol x parcourt X, i des
sous—corps d'un corps Qo (Dans le cas ol A est 1'algébre affine de 1'en-
semble algébrique H de Q'n, ol Q' est un domaine universel sur le corps
de base, on pourra prendre Q@ = @'). L'élément f définit, alors, une ap-
plication : x b f(x), classe modulo x de f, de X dans Q.

Ainst a4 l'anneau A est assoelé un espace topologique, son sgpectre,

et un ameau de fonctions sur ce spectre.
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Il va d'autre part, étre nécessaire comme dans d'autres géométries
de recoller des ouverts d'espaces spectraux. Il faut donc attacher plus
généralement & tout ouvert de Spec(A) un anneau de fonctions de maniére
3 obtenir un espace annelé, i.e. un espace muni d'un faisceau d'anneaux.
processue davs un cas simple. La situation dans le
cas le plus général sera analogue .Joit H un k-ensemble algébrique ir-
réductible.

On a vu qu'un &lément f/g du corps k(H), ol f, g ¢ k[ﬁ], définit
une fonction sur 1'ouvert D(g), fonction qui au point % de représentant
(Xl""’xn) de H fait correspondre l'é&lément (f/g)(;), valeur de f/g au
point x .

La fonction correspondante est définie sur un ouvert D(h), ol
h e k[H], si et seulement si, pour une représentation convenable de f
D(h) € D(g). Ainsi les fonctions définies sur D(h) proviennent des élé-
ments de 1'anneau Ay -

On va donc attacher a l'ouvert D(h) 1l'anneau de fractions Ah'

Un ouvert U de H est la réunion d'ouverts de la forme D(h). Une
fonction définie sur U est la donnée, pour tout ouvert D(h) contenu dans
U, d'une fonction définie sur D(h) (sa restriction) avec la condition é-
vidente que, pour deux ouverts D(h) et D(h') contenus dans U, les fonc-
tions considérées sur D(h) et D(h') aient méme restriction sur l'inter-—
section D(h)N D(h').

On en déduit aisément que la donnée d'une fonction sur U est celle
d'un @lément de la limite projective du systéme projectif des anneaux
de fonctions définies sur les ouverts D(h) contenus dans U, avec pour
morphismes de transition les restrictions, l'ensemble des ouverts D(h)
étant munis de la relation d'inclusion,

Définition d'un préfaisceau d'anneaux sur le spectre

Solent A un anneau, X = Spec(A).

On va définin sun X un préfaisceau X d'amneaux: on doit donc as-
socier & tout ouvert U de X un anneau X(U) et, a tout couple (u,v) d'ou-
n
pyy de A(V)

v : . . P
dans A(U), ces homomorphismes satisfaisant aux conditions usuelles de

verts tel que Uc v un homomorphisme (dit de restriction)

transitivite.
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1. Cas des ouverts spéciaux

Sodent £, g ¢ A. L'inclusion D(f)CD(g) implique 1'existence de
nei™ethea tels que £ = gh.

Sodent i, et ig Les homomonphismes canoniques respectifs de A dans
A, et A_.

) L?élément if(g) est inversible dans Ag- 11 existe donc un homomor-
phisme Tf d'anneaux et un seul de Ag dans Ag rendant commutatif le dia-
gramme i

f

A —m——— A

11 est facile de vérifier que Tf(¢/gm) = (4h™/£™ (avec des abus
d'écriture évidents).
SL D(f) = D(g), Tf est un isomonphisme d'anneaux. On identifie dans

la suite A et Ag au moyen de cet isomorphisme.
On pose X)) = AL et 84 D(f)eD(g) on définit L'homomonphisme
de 7@4tn&ct&o? pD(f)D(g) comme Etant i,
2. Cas général
Soit U un ouvent de X.

L'ensemble (a est un systéme projectif

£2°D(£)D(8) 'D(£),D(g) U
d'anneaux.

On définit £'anneau X (U) comme fa Limite profective de ce systime,
Pour tout £ ¢ A tel que D(f)c U on a un homomorphisme pg d'anneaux de
X(U) dans Ag.

Soit vV un ouvernt contenant U. Pour tout couple f,g e A tel que
D(f)C D(g)c U, on a un diagramme commutatif

PD(H)D(g)
g f
Xy
IT en résulte 1'existence d'un homomorphisme d'anneaux et d'un seul,

AD®) = A A; = AQ(E))

noté de X(V) dans X(U) tel que, pour tout D(f)c U, Te diagramme

Puve




288 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE

On remarque que, si U = D(f), Puv = pg et que, si U = D(f) et

V=008, oy T PD(f)D(R)"
Proposition 11.6

Le préfaisceau X est un faisceau. Autnement dit, sodent U un ouvernt

de X

= Spec(A), (Ui)ieI un recouvnement ouvert de U, pour tout i e I
n . . . =
8. € A(Ui) tek que, quels que sodlent i, j e I, p(Uin Uj)Ui(ei)

1
p(Ui(\Uj)Uj(ej)'
10 existe alons un tLement 6 et un seul de K(U) tel que, pour fout
iel, 8, =p; (0.

Démonstration *

1. Cas olt U = D(f)

Puisque U est homéomorphe a Spec(A.), quitte a remplacer A par Aps
on peut supposer U = Spec(A).

Comme les ouverts spéciaux forment une base des ouverts de X, on
peut supposer

Ui = D(fi)'

Enfin, comme X est quasi-compact, on peut supposer I §ini.

On peut alors écrire 1'élément 6. de A sous la forme Ai/f? avec

f.
i

le méme exposant n pour tous les i e I.
fys _ : Pa_
La condition p(U.(\U.)U.(ej) =Pw.n U.)U.(ei) se traduit par 1'é
galite ol oyt
n n n n
(Xifj)/(fifj) = (Xjfi)/(fifj)
dans 1'anneau Ap o et donc par 1'existence de r.. ¢ & tel que
r 1] -
ij n _ n
(fifj) ()\ifj )\J.fi)
Soient r = sup(rij), s
A ELES = ALELES
i'17] i1t
r

= [P = S 1= P _ s
On pose Afi Mo d'ol ei ui/fi. On a 1'égalité yu.f, ujf..

0

n + r en sorte que
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P - U = U 4 - s .
La condition X et D(fi) M D(fi) D((fi)iel) se traduit par

une égalité

1= .Z_af>
iel i1
L'élément o = igl a; ; satisfait aux conditions de 1'énoncé.
£ =, u.fS =, LES = L (L J£3) = .. Donc
n effet, f 1§I alulf_] 1)E:I alu_]fl uJ(léI al 1) u_)
x(®) = uj /

On a donc demontre £L'existence de 6. On démontre maintenant £'uni-
citB.

Sofent 6 et 6' deux éléments de A tels que, pour tout i eI
pUix(e) = oUix(e').

11 existe donc s ¢ & tel que fi(e-e'). Puisque ;2 aifi =1,06=298",
2. Cas général

On peut toujours supposer que U, = D(fi) (ieT)(mais U n'est pas for-
cément quasi-compact).

Les conditions sur les restrictions aux intersections D(f n D(f )
s'interprétent par le fait que 6, est la projection sur A(D(f )) d'un
élément 6 de la limite projective du systéme projectif (A(D(g),

Brs smsisdns ~ nsov ... Cet @lément appartient donc, par définition, a
I\,U\g)um) Usg),g(h)c U .
A(U) et satisfait aux conditions.
L'unicité se prouve comme dans le cas 1.
Proposition I1.7
Soit x ¢ X cornrespondant a L'idéal premier p de A.

La §ibre Xx en x du faisceau X est £'anneau Locak Ap.
Démonstration
On doit démontrer que Ap est la limite inductive du systéme induc-

LI $ebnant (Acsop 6y () n(£),D(g) 3%
contenant 1'élément x est ondonné par La nelation opposte a La nelation

, ol 1'ensemble des ouverts D(f)

d'inclusion. L'ensemble de ces ouverts, en effet, est coginal dans 1'en-
semble des voisinages ouverts de x.

La condition x ¢ D(f) équivaut & la condition f £ p. L'élément
i (£), ol i_ est 1'homomorphisme canonique de A dans Ap, est donc inver-

sible. I1 existe donc un homomorphisme 6 A, —> Ap tel que

£ 8
ep(¢/f:) = ¢/f2 (Ta premiére fraction étant dans Ag, la seconde
dans A ).
p




290 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE

i [ o U on a é = .
Si D(E)eD(g), 6 0¢ Peq ol o Dos Pfa T PD(£)D(g)
11 existe donc un homomorphisme 6 et un seul de B = lim (Af,pfg)

dans Ap tel que pour tout £ ¢ p de diagramme

homomorphisme est bijfectif.
11 est surjectif car A = 0. (Ap) -
11 est injectif: soit b £ B tel que 6(b) = 0. I1 est de la forme
pf(a/fn) ot 1'élément a/f" de A _est nul. I1 existe donc g¢p tel que
ga = 0. Alors b = pfg((gna)/(fg)n) =0
Définitions
I. Un espace ammelé est un couple (XA) d'un espace topologique X et d'un
faisceau A d'anneaux sur X.
2. L'espace annelé (X,d) est dit annelé en anneaux locaux si, pour tout

D e
X

e X, la fibre !.X = lim (4 (U),...) (o2 U parcourt 1
sinages ouverts de x) est wun anneau local.

Un exemple de tel espace est fourni par (Spec(A),X) oli A est un an-
neau.
3. Un morphisme de 1'espace annelé (X,A ) dans l’espace annelé (X',*L D)
est la donnée d'une application continue £ : X — X' et, pour tout
ouvert U' de X', d'un homomorphisme d'anneaux e , de A (u") dans

A (£ (U )) tel que pour tout couple (U',V') d! ouverts de X' avee U' V'
que p '

le diagramme oy
Ay ——————— A sy
fury! oe=Lgrye tv)
4 (u") A )
GU,

sott commutatif.
Pour tout x € X, un tel morphisme définit un homomorphisme e de la
fibre A
£(x)

4. S les espaces annelés (X, /t) et (X', A ) sont annelés en anneaux lo-

dans la fibre Jiy
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caux on dit que le movphisme {(£,8) est un merphisme d'espaces annelés en
anneaux locaux, ST pour tout x e X, L'homomorphisme 6, est local.

Le composé de deux morphismes d'espaces annelés en anneaux locaux
est un morphisme d'espace annel& en anneaux locaux.

On définit donc une catégorie, la catdgorie des espaces annelés en
anneaux locaux.

Un schéma affine est un espace annelé en anneaux locaux isomorphe
(au sens de la catégorie des espaces annelés en anneaux locaux) d un es—
pace annelé de la forme (Spec(A),X).

Un fait essentiel est le suivant non démontré ici,

Sotlent A et B des anneaux.

Un morphisme d'espaces annelés en anneaux locaux de l'espace
(Spec(B),%) dans l'espace (Spec(A),X) est de la forme (Spec(p),g) ol p
est un homomorphisme d'anneaux de A dans B et SD(f):X(D(f)) = Af —_—
BOGE) = B 4

Et la conséquence de ce résultat qui est que la catégorie des

et 1'homorphisme déduit de p.

schémas affines est équivalentes & la catégorie Ann®.

III. Spectre maximal. Anneaux de Jacobson

Dafinition

On appelle spectre maximal de L£'anneau A Le sous-espace topologique
de Spec(A) dont Les 8L8ments sont des LdBaux maximaux de A, L.e. L£es
points fenmés de Spec(A).

On Le note Max(A).

Exemple

Sotent k un corps, @ un domaine universel pour k, H un k-ensemble
algébrique de ", A = k[H] son algébre affine.

En vertu du théoréme des zéros de Hilbert, Max(A) est l'ensemble
des points géométriques sur k & valeurs dans (¢ dont un représentant dans
Q" a ses coordonnées algébriques sur k.

L'ensemble de ces points détermine # de maniére unique et, plus pré-
cisément I(H) est 1'idéal des polyndmes qui s'annulent en ces points.

Cect suggére une propriété de densité de Max(A) dans Spec(A).

Sotent p € Spec(A), g L'idéal premier de k[Xl,...,Xu] tel que p =
q/IH) et £ e A.

L'idéal p correspond a la sous-variété V(p) de H de point générique
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(X .,in) ol i& est la classe de X.l modulo q.

' Dire que f n'appartient pas a p c'est dire que f ne s'annule pas en
ce point générique.

Le théoréme des zéros de Hilbert appliqué & V(p) indique alors 1l'e-
xistence d'un idéal maximal m de A, contenant p, correspondant & un point
fermé spécialisation du point (il,...,in) tel que f ne s'annule pas en ce
point, c'est a dire tel que f n'appartienne pas i p.

On voit donc que L'idéal premier p est l'intersection des idéaux
maximauxr qut le contiennent.

Cette propriété n'est pas vrate dans um anneau quelconque, par
exemple dans un anneau local ayant d'autres idéaux premiers que 1'idéal
maximal.

C'est a4 elle que l'on s'intéresse dans ce paragraphe.

Définition

Solent X un espace topologique, Y un scus-ensemble de X.

On dit que Y est Localement fenmé dans X 44 Y = UNV od U (resp., V)
est un ouvert (resp. 4enmé) de X.

I1 revient au méme de dfre que Y = UNY ol Y est 1'adhérence de Y
dans X: en effet, Ycv et donc YSUNYcUNV = ¥

Si X = Spec(A), un sous-ensemble localement fermé est de la forme
V(a)r\(fzé D(fi)) oll ¢ est un idéal de A que 1'on peut choisir égal a sa
racine, i.e. de la forme jQJ Py ol p; € Spec(d).

Un sous-ensemble Localement fenmé de Spec(A) est done une ndunion
de sous-ensembles Localement fermds de La forme V(p)ND(f) ol p est un
idéal premier de A et f e A.

Proposition III.1

Soit A un anneau.

Les assentions suivantes sont Equivalenteq:

(L) tout sous-ensemble Localement §ermé non vide de Spec(A) nencon-
e Max(A).

({L) tout Lidéal premiern de A est intensection des Ld@aux maximaux
qui Le contienmnent.

(Lid) Dans fout quotient de A, Le nilradical est gal au radical.
Démonstration
(1) = (ii): Soft p e spec(a). Si f e A-p, V(p) N D(f) est un sous-es-
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pace localement fermé non vide car i1 contient p. I1 existe donc =m ¢
Max(A) appartenant a v(p) n D(f), i.e. contenant p et ne contenant pas f.
(ii) == (i): i1 suffit de démontrer que, si v(p) 0 D(f) est non vide,
il rencontre Max(A). Ceci résulte de 1'existence de m ¢ Max(A) contenant
p et ne contenant pas f; s'il n'existait pas un tel m, 1'intersection des
jdéaux maximaux contenant p contiendrait f et serait distincte de p.
(iii) == (ii): i1 suffit d'appliquer (iii) au quotient A/p ol p ¢
Spec(A).
(i) = (iii): le nilradical (resp. le radical) est 1'intersection des
idéaux premiers ( resp. maximaux)
Définition

Un anneau A satisfaisant aux conditions Equivalentes de fa propo-
sition 111.1 est dit anneau Jacobson.(*)

Proposition I11.2 (exemples d'anneaux de Jacobson)

1. Un quotient d'un anneau de Jacobson est un anneau de Jacobson.

2. Un anneau de gractions d'un anneau de Jacobson est un anneau de Jacob-
son.

3. Un conps est un anneau de Jacobson

4. Un anneau principal ayant une infinité de classes d'éLéments innéduc-
tbLes (pour la relation d'association) est un anneau de Jacobson.
Pan exemple, Z ou £'anneau k[X] des polyndmes a une indéterminde
4 coefficients dans un conps k est un anneau de Jacobson.
5. Sodient A un anneau, f un homomonphisme entiern de A dans un anneau B.
S{ A est un anneau de Jacobson, if en est de méme de B.
6. Un anneau Local est de Jacobson s son spectre est néduit d son Ldéal
maximal.
Démonstration
Les assertions 1., 2., 3., 6., sont évidentes.

(%)

Certains auteurs disent anneau de Hilbert, d'autres anneau de Hilbert-
Jacobson. On verra plus loin le lien de cette notion avec le théoréme des
zeros.
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4. Si A est principal, son seui idéail premier non maximal est (0). Soit f
non nul ¢ A.

Un élément irréductible ne divisant pas f engendre un idéal maximal
ne contenant pas f.

5. Soient ¢ € Spec(B), p = f_l(q). Passant au quotient par g, on se ramé-
ne au cas ol A et B sont intégres et ou f est injectif et a démontrer a-
lors que 1'idéal (0) de B est intersection des idéaux maximaux de B,

Soit r le radical de B. On sait (chapitre 4. corollaire du théoré-
me 1.12) que rnA est le radical de A. Puisque A est de Jacobson intégre,
rNA =0,

IT en résulte que r = 0; i1 suffit, en effet, de considérer pour
x € r une équation de dépendance intégrale de degré minimal sur A et d'u-
tiliser 1'intégrité de B.

Remarques

1. Un sous—-ensemble ouvert de Spec(A) étant localement fermé, on voit que,
st A est de Jacobson, tout ouvert non vide de Spec(A) rencontre Max(A) et
donc que Max(A) est dense dans Spec(A).

2. 11 est possible d'obtenir une autre caractérisation intéressante des

da caractérisation (i) de la

anneaux de Jacobson en ne considérant dans la
proposition III.! que les sous—ensembles localement fermés de Spec(A)
qui sont réduits & un point.

Si p € Spec(A), l'adhérence de {p} est V(p). Si {p} est localement
fermé, on doit avoir {p} = V(p)r\(i\gI D(fi)’ i.e. {p} = V(p)OD(f) pour
un élément f de A.

Si A est de Jacobson, ce sous—espace doit rencontrer Max(A), i.e.
p doit @tre maximal.

Proposition II1.3

Sodit A un anneau.

Les assentions sudvantes sont Equivalentes:

(L) A est de Jacobson (i.e. tout idéal premier est intersection
des 1déaux maximaux qui le contiennent).

(L) tout idEal premier non maximal de A est intersection des {déaux
premiens qui Le contlennent sinictement.

(4id) Toute A-algebre de type fini qui est un conps est une A-akge-
bre g§inie.
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—

‘assertion (ii) signifie que, pour tout idéal premier p non maxi-
mal de A et tout g € A-p, i1 existe un idéal premier 4 contenant p stric-
tement et ne contenant pas g.

Soit m un idéal maximal dans 1'ensemble des idéaux (non nécessaire-
ment premiers) contenant p et ne rencontrant pas {g“}nEN. C'est un idéal
premier. 11 est maximal car sinon i1 existerait un idéal premier 4 le
contenant strictement et ne contenant pas g. Ceci prouve 1'assertion (i)
qui signifie que, pour tout idé&al premier p et tout g ¢ A—p, i1 existe un
idéal maximal contenant p et ne contenant pas g.

(1) => (i1): evident.
(if) == (iii): Soit f£:4 —— B une A-algébre de type fini ol B est un
conps.

Quitte a remplacer A par A/ker(f), on peut supposer que A est un
sous-anneau de B.

Soit K le corps des fractions de A. Alors B contient K et est, a
fortiori, une x-algébre de type fini. I1 résulte du théoréme des zéros
de Hilbert que B est une K-algébre finie. I1 existe donc g non nul dans
A tel que B soit une Ag—algébre finie: prendre pour g un dénominateur
commun des coefficients d'équations de dépendance intégrale d'un sys-
téme fini de générateurs de B. Donc, A est un corps et puisque A est
de Jacobson, i1 en est de méme de A: en effet, s'i] n'en était pas ain-
si, 1'idéal (0) serait premier non maximal et i1 existerait un idéal
premier non nul g ne contenant pas g; 1'idéal qu de Ag serait premier
non nul. Donc, A = A et B est une A-algébre finje.

(iii) = (ii): Soient p un idéal premiernon maximal de A, g ¢ A-p, g
la classe (non nulle) de g dans B = A/p. Comme B n'est pas un corps,il
existe a non nul ¢ B n'appartenant pas a S—g— = {?}HEN. Un idéal maxi-

mal dans 1'ensemble des idéaux de B contenant a et ne rencontrant pas

sg est premier. I1 est de la forme ¢/p ol g est premier, contient stric-
tement p et ne contient pas g.

Corollaire (théoréme des zéros de Hilbert)

Une algebre de type §ini sur un anneau de Jacobson esf un anneau
de Jacobson,
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Démonstration

Soient A un anneau de Jacobson, B une A-algébre de type fini,

Une B-algébre de type fini C est une a-algébre de type fini. Si C
est un corps, c'est une a-algébre finie et donc, a fortiori, une B-algé-
bre finie. 11 suffit alors d'appliquer (iii) de la proposition III.3.

IV. Eléments de géométrie algébrique projective

Une droite non paralléle aux axes rencontre l'hyperbole H d'équa-
tion XY - 1 =0 en deux points tandis qu'une droite parallé&le aux axes
ou bien la rencontre en un point ou bien ne la rencontre pas. Plus gé-
néralement, en géométrie algébrique affine, il n'existe pas de formule
simple donnant le nombre de points d'intersection de deux courbes algé-
briques planes sans composante irréductible commune.

La géométrie algébrique affine est donc inadaptée & 1'étude des
problémes de dénombrement dont 1'ensembie contitue ce que 1'on appelle
la géométrie énumérative.

Pour remédier aux inconvénients rencontrés ci dessus, on adjoint
aux ensembles algébriques affines, des points & 1'infini, obtenant des
ensembles algébrigques projectifs.

Si 1'on veut suivre un chemin analogue a celui fait dans la par-
tie I, il faut travailler avec un couple (k,Q) d'un corps k et d'un do-
maine universel  pour k. On est ainsi conduit 3 la notion de spectre
homogéne d'un anneau gradué qui remplace celle de spectre premier du
cas affine.

Pour simplifier, on va se placer dans le cas oli & = k. Le lecteur
adaptera sans difffculté au cas général.

1. Espaces projectifs. Ensembles algébriques projectifs

Soient k un coaps, n un entder > 1. On suppode k ingind.

On désfgne par 0 1'origine (0,...,0) de k™',

Définftion

Un sous-ensemble ¢ de k
Lnvarniant globalement parn Les homothities de centre O ou encore si, avec
un point distinct de 0, 11 contfent toute la droite passant par ce point

et 0.

(%)

ml st appele un cone de sommet O 5'iL est

(*)Cette hypothése est inutfle si on admet des points a coordonnées dans
un domafne universel pour k.
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eme

Les assentions swivantes sont Bquivalentes pour un ensemble algébni-
n+ 1

que C de k
(4) ¢ est un cone de sommet O
(L) £'idEak I(C) de k[xo,...,xn] est homogene
Démonstration
(11) == (1): évident
(1) = (11): c'est clair sf ¢ = {0} auquel cas I(C) = (Xo""’xn)‘ On
suppose done C # O.
Soft (x see X y un point de ¢ distinct de 0, Soft f e I(C),
f = bi fi ol
=0, d'ol £.a fi(xo""’xn) = 0 et, comme k est {ngini, pour tout i,
fi(xo""’xn) = 0. Donc fi e I(C) et I(C) est homogéne.
Remarqye

H- M O
.

est homogene de degré i. Pour tout a e k, f(axo,,..,axn)

Si ¢ est un céne algébrique de sommet 0, i'algébre affine k{ 1 e
¢ est un anneau gradu?.
Notation

S{ E est un sous-ensemble de kn+1, on note EX £'ensemble E - {0};
on L'appelle L'ensemble Bpointe dégini parn T.
Définition de 1'espace projectif p (k)

n+l, %

1. L'espace profectif P (k) est z' enAembze quotient (k= ") /R ol R est
La nelation d’equ&vaﬂence deginie sun (k" 1)* par

(x seeesx ) Ry seensy )
si et seulement si i1 ex1ste aek tel que, pour tout i ¢ {1,...,n},
yi = ax,.

Un point de Pn(k) est donc une droite épointée issue de 0
2. Soit €t e Pn(k). S4 (xo,...,xn) est un nepnésentant de ¢ dans (k“*l)*,
on dit que X seeesX @AL un systeme de coondonndes homogénes (ou profec-
tives) de .

On désigne dans la suite par p la surjection canonique de (kn+1)*
sur P_(k).
3. Un sous-ensemble H de P (k) est dit al’.geb/uqae (germe) 4'LiL est Egak

a p(C ) ol C est un cone algebn4que de k™" appeze cone neprisentatif de
H. On dit que k[C] est £'anneau des coondonndes homogemes de H.
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Proposition IV.1 (topoiogie de Zariski)

1. Les ensembles algébriques de P_(k) sont Les fermés d'une topologle sun
P (k), appelie topologie de larniski de P (k)

2 La topologie de Zariski de P LK) est Ea topologlie quotient de La topo-
Logie indwite sun (K1Y par Ka topologie de Zariski de k™ 1

3. Un ensemble algébrique de Pn(k) est (unlductible (au sens de la topo-

logie de Zariski) a4 et seulement 34 son cone représentatif est <uéduc-

tible.

Démonstration

Eiile est laissée au soin du lecteur.
Idéal d'un ensemble algébrique de Pn(k)
Sodlent H un ensemble algébrique de P (k), C so0n cone repniésentatif.
L'ideal homogene I(C) est appell L'idéal de H et noie I(H).
On remarque les équivalences:
(i) £ e I(&)
(ii) ¥ £ ¢ H, i1 existe un systéme X seeeaX, de coordonnées homo-

génes de ¢ tel que f(xo,..,,xn) =0
Proposition IV.2 (théoréme des zéros projectifs)

On suppose Le corps k algebriguement clos.

L'application H\—> I(d) est une bifection décroissante de £'en-
semble des ensembles algébrniques de Pn(k) sun £'ensemble des idBaux ho-
mogénes de k[xo,...,xn] qui sont dgaux & Lewrs nacines, exception faite
de (Xo’ e ,Xn) .

EfLe induit une bifection de £'ensemble des ensembles algébriques
irréductibles sun £'ensemble des {dEaux premiers homogénes de k[xo,..,x;]
distinets de (Xo,...,xn).

Démonstration

Elle est une conséquence immédiate du Temme et du théoréme des zé-
ros.

On remarque que 1'idéal (X 50X ) définit Te cone de k™! reduit
a 0 et donc 1'ensemble vide de P (k). 11 faut 1'éliminer.
Exemples
1. Un sous-espace vectoriel v de k™*! est un céne algébrique de k™!,

Un ensemble algebr1que de P (k) dont le cOne représentatif est un
sous-espace vectoriel de k™" Lest appele une variété Lintaire profective

de Pn(k)'
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Si E est une variété linéaire projective de Pn(k) de cone représen-
tatif ¢, on définit la dimension de E, notée dim(E), comme &tant [C:k]-1

Ainsi, Pn(k) est une varniétd LinBaire profective de dimension n.

On appelle hyperplan profectif de P_(k) une variété lingéaire pro-
jective de dimensjon n-1.

2. Un sous-ensembie aigébrique # de P L) est dit iypeaé wrpace algebri-
1 .
que si son cOne représentatif est une hypersurface de k" i.e. est

V(£) ol £ est un polyndme homogéne non constant de k[}o,...,xn]. On dit
alors que £ = 0 est 1'équation de 1'hypersurface #: un point ¢ de Pn(k)
appartient a # si et seulement si, pour un systéeme X e X de coordon-
nées homogénes de &, f(xo,...,xn) =0 et il en est alors ainsi pour
tout systéme de coordonnées homogénes.

En particulier, si n = 2, une hypersurface algébrique du pfan pro-
jectis P, (k) est appelé une courbe algébrique profective plane.

Une telle courbe est donc donnée par un polynéme homogéne non cons-
tant £(X_,X X)) e k[k XX, 1. Elle est 1'ensemble des points £ de P 5 ()
admettant un systeme X sXps%, de coordonnées homogénes tel que f(x ,

XZ) = Q.

1!

2. Structure de variété topologique de 1'espace projectif. Complétion

projective d'un ensemble algébrique affine.

Si l'on munit P (C) de la topologie quotlent de la topologie indui-
te sur (C ) par la topologie naturelle de ™ (topologle plus fine que
la C-topologie de Zariski) on sait que Pn(C) acquiert une structure de
variété analytique compacte.

Un processus analogue est possible dans le cas général par utilisa~
tion de 13 topologie de Zariski et 1'on obtient ce que 1'on doit considé-
rer comme un cas particulier d'une notion raisonnable de variété algébri-
que.

On ne définira pas ici cette notion en toute généralité. On se con-

”tO—

tentera de démontrer que Pn(k) est muni d'une structure de variété
pologique modelée sur des ouverts de k™M
Soit H, 2" hyperplan de P_(k) d'équation X, =0 (i=0,...,n)
C'est un fermé. Son complémentaire U, est donc un ouvert.

: un . .
17 est clair que Pn(k) 20 U soit, en effet ¢ ¢ Pn(k), s
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(xo,...,x )y est un syst&me de coordonnées homoglnes de £, il existe i tel

que Xy #0etc¢e Ui'

L'application o, de k" dans U, qui associe & (aj,...,a ) le point
£ de coordonnées homogénes X y...aX , aVec X, = ay si j < i, x; = 1,
x, = a, si j» i, est une bijection de bijection réciproque associant a
un poiat ¢ de coordonnées hcmogénes (ali;;LL}""’an) le point (al,...,an)

C'est un homéomonphisme de k" manilde sa topologle de Zariski sun
Ui:

11 suffit, en effet, de remarquer que c'est une application ouver-
Ze et méme que, pour tout f e k[kl,...,xﬁ], pi(D(f)) est un ouvert de
Pn(k).

On va Le démontrer poun i = 0. Soit ?(xo,...,xn) le polyndme homo-
géne fo(xl/xo,...,xn/xo), ol r est le degré (total) de f.

Dire que (a;,....a ) e D(f) c'est dire que ?(1,a1,...,an) # 0. 11
en résulte que pO(D(f)) = p(D(xo?) est bien un ouvert de Pn(k).

En nésumé, Pn(k) admet un necouvnement par des ocuverts Uo,...,U
homZomonphes a des espaces k"

C'est donc 1'analogue d'une variété topologique. On peut dire que

n

c*est une variété topoiogique modeiée par des ouverts de k" »
Sodent i,j ¢ {0,...,n} avee i < j, 0i (resp. Oj) 1'ouvert {(al,...,
an)/aj # 0 (resp. a, # o rde K-
On a un diagramme commutatif u.n Uj ol T, (resp. rj) est la restric-
1 J
0, ——————— 0,
1 0., .
1]
tion de p; (resp. pj) et eij(al""’an) = (il/aj,...,l/aj,...,gj{aj,...,
an/aj) i+1
L'application eij a pour inverse eji' C'est un .Lsomonphisme de Op

Aun Oj en un sens natuwrel.

De la méme maniére, soit # un ensemble algébrique de Pn(k), on vé-
rifie que, pour tout i ¢ {0,...,n}, Hau, est un ensemble algébrique de
..

1
Complétion projective d'un ensemble algébrique affine

L'application ¢ qui associe au point (Xpsenenx) de k" le point de
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P (k) de coordennées home

aneg 1.x x east iniootive., On L(denti
5 ane est (nje 2. Un wdey

Ltifd
moyen de 7. Le complé
= 0, dit a L' ingind.

o

n
dans £a suwite kK" & un sous-ensemble de P_(k)

o 8

mentaire de k" est 1'hyperplan i, d'équation
Proposition IV.3
Soit H un ensemble algébrique de k™.
L'adhérence H de H dans P (k) (muni de sa topologie de Zariski)
est £'ensemble algébrique de P_(k) de cone neprisentatif V(I) oa I est

L'idéal engendnd par Les polynomes homogenes de La forme
x§°f EQX[ /X, o0 sX /X )
od £ parcourt I(H).
Démonstration
L'adhérence H de H est 1'intersection des hypersurfaces algébriques
de Pn(k) contenant H. Les assertions suivantes sont équivalentes pour un
polynéme homogéne f(xo,...,xn) e k[ko,...,xnj:
(i) 1'hypersurface d'équation f = O contient #
i

(i) (Xl’ .,xn) € H=>?(1,x1,...,xn) =0

(1i1) £(L,X,...,X ) e I(H)

(fv) 11 existe £(X,,...,X ) e I(#) tel que ?(1,x1,...,xn) = £(X},.
X))

(v) i1 existe f(xl""’xn) e I(H) tel que

- 4°f
EX,oohX ) = X0 5 E(X /X 000X /X))

On en déduit que T est 1'ensemble algébrique de cbne représentatif
V((E/T = xi°ff(xi/xo) avec f e I(H)).

Définition

L'adhérence H de H dans P (k) est appekie La complétion profective
de #

On remarque que Enk" = # et que le complémentaire de # dans & est
I: M Ho'

On remarque aussi que 1'idéal T est égal a sa racine et que si #
est irréductible T est premier et donc # est irréductible. Cette dernié-
re assertion résulte également du fait évident que < identifie k™ muni
de sa topologie a un sous-espace de Pn(k).

Exemple

La complétion projective de la courbe algébrique plane d'équation
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XX, -1=0 est la courbe algébrique projective plane d'équation
2 2
XO((XI/XO) (X,/X)=1) =0 soit X X)X = 0,

E1lle est obtenue par adJonct1on a 1'hyperbole d'équation X X,~1 =0

les deux points a 1'infini de coordonnées homogénes respectives: 0,1,0

et 0,0,1.

Exercices du chapitre 6
La Lettne k désigne un conps, La Lettrne o un domaine universel pourn

k.
(1). Soient 3 X,%,,T des indéterminées, ¢ 1'hnmnmnrnh{<mp de k-algébres
de k[Xl,xzj dans k[T] tel que o(X) = (1472 ) et ¢(x,) = 1472,

- 2 .2

1. Démontrer que ker (¢) est égal a (X +X5 —x ) En deduire 1'irréducti-

) 1

bilité du polyndme X +x x dans k[xl,xzj

1
2. 0On note ¢ 1 ensemble {(xl,x ) e k /x2+x§—xg = 0} i. e 1'ensemble des
points rat1onnels sur k de la courbe d'équation x1+x2+x2 =0,

Démontrer 1'irréductibilité de ¢, pour la k-topologie de Zariski.
Démontrer que Ce est 1rreduct1b1e pour la topologie usuelle de c?
Démontrer que Qg @ un point isolé et donc n'est pas connexe. Est-
elle irréductible pour la topologie usuelle de R ?
3. L'algébre affine de ¢ = CQ est k[T(1+T2),1+T ]. Quelle est sa cl16-
ture intégrale ?
(2). On suppose k de caractéristique 0.
Démontrer qu'une courbe algébrique irréductible définie sur k est
birationnellement équivalente & une courbe algébrique plane.
(Utiliser le théoréme de 1'élément primitif).
(3). Soient # un k-ensemble algébrique, g ¢ k[hl = k[xl,...,xn]. Démontrer
que 1'ouvert spécial D(g) de # est un k-ensemble algébrique d'algébre af-
fine k[H] g= k[xl, ...,xn,l/g:[ .
(4). Soient v et W deux k-ensembles algébriques. On suppose que v est ir-
réductible et qu'il existe un morphisme ¢ dominant, i.e. d'image dense
de v dans w.
Est ce que W est irréductible ?
Expliciter un morphisme surjectif et donc dominant de o sur la cour-

3

be algébrique V(YZ—XZ,YZ—X ,ZZ—XZY) (exemple 2 du chapitre 3.11.§5)

En déduire 1'irréductibilité de cette courbe.
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(5). Démontrer 1'irréductibiiité dans k{X,Y] du poiynéme XY= (X+Y) (R2+Y%) .
Ce polyndme reste-t-il irréductible dans 1'anneau k[[X,Y]] des sé-

ries formelles ?

(6). Expliciter un point générique de V(XZ—Y3,Y2—Z3). En déduire 1'irréduc-

tibi1ité de cet ensemble algébrique. a n

(7). Soient H et d, des k-ensembles algébriques respectifs de Letq
Démontrer que la k-algébre affine de 1'ensemble algébrique produit

i o< Hy est (k[#] ¢ k[E,]D__,.

(Utiliser le fait que k{ﬁi] g k[H21 est isomorphe a k[Xl,...,an,Yl,..,

2

Ynéj/J ol ¢ est L'idéal engendré par I(Hl) et I(Hz).)
(8). Soient X un espace topologique, ¢(X) 1'anneau des fonctions définies
et continues sur X a valeurs dans R.
Si x ¢ X, soit m 1'idéal maximal de ¢(X) noyau de 1'homomorphisme
surjectif: £+ f(x) de C(X) sur R,
On suppose X compact. On se propose de démontrer que £'application
X m_ est un homéomorphisme de X sur Max(C(X)), muni de la topologie
induite par la topologie spectrale de Spec(C(X)).
1. Soit m un idéal maximal de ¢(X).
{x e X/f(x) = OVf ¢ m} est non vide. En dé-

Démontrer que V(m)

duire que si x e V(m), m =m_.

X
(Raisonner par 1'absurde, supposant V(m) vide. Utilisant la compacité de

X, démontrer 1'existence d'une famille finie {Ul""’Un} d'ouverts de X
et d'une famille finie {fl""’fn} d'éléments de m telles que fi ne s'an-
nule pas sur Ui (i =1,...,n). Considérant f = f§+ . +fi, démontrer

que m contient un €lément inversible de C(X)).
2. On rappelle que, pour tout couple (x,y) de points distincts de X, il
existe £ e C(X) tel que £(x) = 0 et f(y) = 1.

En déduire que 1'application: x¢+—> m, est Lnfective et donc
bijective.
3. Démontrer que cette application est un homéomorphisme.
(9). Le calcul qui suit est tiré de 1'article de A. Micali. Sur Les al-
gebres univernselles. Amn, Tnst. Fouriern. 14,2, 1964,

Soient n un entier 3 2, X ..,xn,Y ..,Yn,T,U des indéterminées,

1’ 1’

R 1'annea X, ... - 'idé 2 Y. -X.Y.). .
eau k| WERTES S5 A8 ,Yn], a 1'idéal homogéne (leJ X_]Yl)l,_]=1,..,n
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A 1'anneau quotient k[kl,...,Xn,Yl,...,Yn]/a, 8 1'homomorphisme de k-al-

gébres de R dans k[Xl,...,Xn,T,U] tel que 6(X.) = TX, et 6(Y,) = UX,

(i=1,...,n).

(Remarquer qu'il suffit de démontrer que si f =r§s fr,s ou fr,s est homo=
géne de degré r en le...,Xn et s en Yl""’yn appartient & ker(8), alors

f appartient 2 a.
r,s PP
Démontrer cette assertion par récurrence sur le degré total r+s.
A cet effet, remarquer que si r 3 1, et s » 1, et si fr g €
’

ker(9), f est combinaison linéaire & coefficients dans k de polyndme

de la forme

1 X ...X nY1 . Ynn— XX Y Y= g(X e X LY, Y )
ol i # P jk # 9 (k =1,...,n), pi*e.etpy = i+ +irl =T, qt...+q =
Jpre.ti =8

Démontrer ensuite que si g(Xl,...,Xn,Xl,...,Xn) = 0, g appartient
aa.

Examiner 1le cas oli g est multiple d'une des indéterminées. Dans
le cas contraire soit M(resp. M') = {i' ¢ {1,...,n}/pi. > 0 (resp. qi,>0)}
Démontrer que 1l'on peut supposer M = {1,...,m} et M' = {m+1l,...,m'} et

que 1'on peut &crire g sous la forme (lem' - Xm'Yl)gl + lem' g2 et u-
tiliser 1'hypothése de récurrence pour prouver que 8y appartient i a.)
Démontrer un résultat analogue en remplagant les algébres de poly-
ndmes par des algébres de séries formelles.
(10). Soient vV et w deux k-ensembles algébriques irréductibles, a = k[?l,
B = k[W] leurs algébres affines, f:A — B un homomorphisme de k-algé-
bres (correspondant & un morphisme de k-ensembles algébriques de W dans
V), W' un sous-ensemble algébrique de w, ¢ 1'idéal de W' dans B en sor-
te que k[w'] = B/q.
On suppose que 1'homorphisme composé: A SN B/q est plat.
1. Démontrer que, si a est un élément non nul de A, q = BAGB. (-
(Remarquer que f(a) est régulier dans B/g).
2. Soient W{ et Wé deux sous-ensembles algébriques de W satisfaisant a
la condition ci dessus. On suppose de plus qu'il existe a non nul tel que
WIND(£(a)) = WND(£(a)).
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Démontrer 1'égalité Wi =W}

(Un morphisme ¢:W ——> V de k~ensembles algébriques est dit plat si 1'ho-
momorphisme f de k-algébres de k[Y] dans k[W] est plat, Cette notion de
morphismes plats est trés utilisée en géométrie algébrique ol elle fournit
des conditions de continuité. Le lecteur pourra remarquer qu'un homomor-
phisme f:A —— B est plat, si, pour tout g & Spec(B), le morphisme fq

de Af—l( ) dans Bq, déduit de f, est plat.)

(11). Sofent v et w des k-ensembles algébriques irréductibles, ¢ un mor-
phisme de w dans V.

1. On suppose ¢ dominant, i.e. d'imade dense.

Démontrer que 1'homomorphisme f:A» —— A o ¢ de k[V] dans k[w] est
injectif. I1 se prolonge donc en un homomorphisme de k-algébres, encore
noté £, de k(V) dans k(W).

2. Démontrer les équivalences:

(1) i1 existe un homomorphisme f de k-algébres de k(V) dans k(W)

(i1) i1 existe g ¢ k[W] et un morphisme dominant ¢ de 1'ouvert spé-
cial (affine) Wg = D(g) de w dans V tel que f se déduise de ¢ comme dans
1.

Un tel morphisme ¢ est appelé un morphisme rationnef de W dans V.
(Attention! Un tel morphisme n'est pas forcément d&fini sur tout W.)

3. Un morphisme ¢ de w dans v est dit birationnel s'il est rationnel et
si 1'homomorphisme f de k(V) dans k(wg) = k(W) qu'il définit est un iso-
morphisme de k-algébres. Un .isomonphisme de V sur W est un tel morphisme.

Démontrer les équivalences pour le morphisme rationnel ¢:

(i) ¢ est birationnel

(ii) 11 existe un ouvert spécial Wg de w et un ouvert spécial vy
de v tel que ¢ induise un isomorphisme de Wg sur V, .

Démontrer 1'existence d'un inverse (en un sens que 1'on précisera)
d'un morphisme birationnel.

Les ensembles algébriques irréductibles v et w sont dits biration-
nelloment équivalents s'il existe un morphisme birationnel ¢ de v dans
W,i.e. s'il existe un {'somorphisme de k-algébres de k(V) sur k(¥).

4. Soit v un ensemble algébrique irréductible de dimension r. (Ceci peut
s'interpréter en disant que d°tr(k(V)/k) = r.)
On dit que v est unirationnel s'il existe un morphisme rationnel ¢




306 ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE

de 1'espace affine o* de dimension r dans v ou, ce qui est équivalent, si
k/‘V)s'identifie & une sous-algébre de 1'algébre k(Tl""’Tr) des fractions
rationnelles & r indéterminées TyseeosT, a coefficients dans k.

On dit que v est nationned si vV est birationnellement équivalent a o
i.e. si k(V) s'identifie a k(T 5eensT ).

On s'intéresse ci dessous au cas r = 1, i.e. au cas ol V est une
courbe.

On désignera par (%50 evsx ) UN point générique de V sur k en sorte
que k(V) = k(xl,...,xn).

Démontrer que V est unirationneile (on dit aussi unicursaiej si et
seulement si i1 existe des polyndmes fl(T)""’fn(T)'g(T) £ k[j] tels
que les fractions fi(T)/g(T) ne sofent pas toutes des constantes et que
tout point de v, sauf éventuellement un nombre fini, soit de la forme
(£,()/g(t),..., £ _(£)/g(L)).

. Démontrer qae v est rationnel si, deplus, tout point de v, sauf
éventuellement un nombre fini, est obtenu pour une valeur et une seule
du paramétre t.
ramétrique &ventuellement impropre (exemple: X =T, x, = 76 qui do
k

) a une représentation parametrique propre (exemple ci des-

ine

sus: X = ue, X, = U3)).
(12). Soient A un anneau, X = Spec(A), x et y deux points distincts de X.
1. Démontrer que 1'une des deux conditions suivantes est satisfaite:

- il existe un voisinage ouvert u (resp. v) de x (resp. y) tels
que UNV = @,

- x et y ont une générisation commune
2. Démontrer que le spectre minimal (ensemble des idéaux premiers mini-
maux) de A muni de la topologie induite de celle de Spec(A) est séparé
(au sens de Haussdorff. On dit encore T,).
3. Démontrer que Max(A) vérifie la condition suivante

- (Tl) soient x et y des points distincts de Max(A). I1 existe un
voisinage ouvert U (resp. v) de x (resp. y) ne contenant pas y (resp. x)
(13). Donner des exemples d'espaces topologiques irréductibles non vides

- admettant plusieurs points génériques

- n'admettant pas de point générique. (On pourra utiliser un k-en-
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semble aigébrigue # et se limiter au seuls points de # & coordonnées dans
k).

(14). Un espace topologique est dit sobre si tout fermé irréductible non
vide de cet espace admet un point générique et un seul..

Démontrer que le foncteur inclusion dans Top de la sous-catégorie
pleine dont les objets sont les espaces topologiques sobres admet un ad-
joint & gauche.

(Associer & un espace topologique X 1'espace topologique °X dont les
€léments sont les parties fermées irréductibles de X et les ouverts les
ensembles de la forme V = { parties fermées irréductibles de X rencon-
trant V}, oli V parcourt l'ensemble des ouverts de X).

(Ref. A. Grothendieck. J.A. Dieudonné. Eléments de géométrie algébrique.
Springer Verlag, 1971. 2.9. p. 67-70)

(15). Soit f:A —— B une A-algébre de type fini. On suppose que A est
un anneau de Jacobson.

Que peut-on dire de 1'image réciproque par f d'un idéal maximal de

(16). Soient X un espace topologique, Y un sous-espace de X.
trer que les assertions suivantes sont équivalentes

(i) tout sous-ensemble localement fermé non vide de X rencontre Y
(ii) pour tout fermé F de X, (FNY) = F

(1ii) 1'application: U+—— UNnY de 1'ensemble des ouverts de X sur
1'ensemble des ouverts de Y est une bijection.

Si elles sont satisfaites, on dit que Y est t18s dense dans X.

Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes pour un
anneau A:

(i) A est de Jacobson

(1) Max(A) est trés dense dans Spec(a).

f_ une dé-

(17). Soient £ un polyndme homogéne e k[ko,...,xn], £ = £ 6,

composition de f en facteurs irréductibles.
Démontrer que fl""’fr sont homogénes.

(Utiliser 1'ordre et le degré)

(18).Soit £ un polyndme homogéne non constant e k[xo,...,xnl.
Démontrer les équivalences:
(i) le polynéme £ est frréductible
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(11} la courbe algébrique plane projective d'éguation £ = 0 est ir-
réductible
(19). Soient Cl""’Cn des courbes algébriques planes, Ei,...,?ﬁ leurs
complétions projectives respectives.

Quelle est la complétion projective de la courbe VUl ?
(20). Soient k un corps, X une indéterminée, f£(X) = aoXn+...+an, g(X) =
b X"....b e k[X].
1. Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) £(X) et g(X) ont un diviseur non constant dans k[X] ou a =b_= 0.

(11) 11 existe ¢(X) de degréd s m-1 et ¢(X) de degré g n-1 et non
nuls de k[X] tels que ¢(X)E(X) = ¢(X)g(X)

(iii) le déterminant de la matrice & n+m lignes et colonnes

a a; e a
a a;  eee. oAy
bo bl e bm
bo by eens b

(dont les m premiéres lignes s'obtennent par décalage & partir de la

ligne a ap ... a, les n derniéres a partir de la ligne b, by ... b,

les &léments non écrits étant nuls) est nul.
Ce déterminant est appelé le xZsultant de £ et g et noté R(f,g)
.,bm comme des inconnues, résoudre le sys-

2. Considérant a s...ra,b
Thera x5, X0 = boxm+3+

o’
téme d'équations linéaires X'f(X) = a X
...+bmxJ i1=1,...,m1; j=1,...,n-1) et en déduire une identite.
R(f,g) = Af + Bg
ol A et B sont des polyndmes en X, as, b. a coefficients dans k.
3. Démontrer que R(f,g) est homogéne de degré n (resp. m) en e
(resp. b ,...,b ).A un monéme ca. ... a, b. ...b. ol c & k on attache
fo) m 11 1 Jl J
son podds i+...+i rj et r s
Démontrer que tous %es mondémes de R(f,g) ont méme poids nom.
. _ i }
4. Sofent £(X_ ,X[,X,) = .I, a,(X_,X)X, ol a. (X ,X) ¢ g[xo,xlj un po
lynéme homogéne de degré n, g(xo,xl,xz) = jéo bj(xo’xl)xz ol bj(xo’xl) €
k[xo,xi] un polyndme homogéne de degré m. Donc, a, (resp. bj) est ho-

mogéne de degré n-i (resp. m-j).
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Démontrer que 'e résultant R(f,g) de f et g considérés comme poly-
ndmes en X2 a coefficients dans k(xo,xl) est un polyndme homogéne de de-
gré mn ¢ k[Xo’XI]’ ou que les courbes projectives planes d'équations
f=0cet g =0 ont une infinité de points communs. (On suppose que le

corps k est le corps € des complexes).
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Homomorphismes d’anneaux
et morphismes d’ensembles algébriqu







On étudie dans ce chapitre quelques propriétés des homomorphismes
d'anneaux, notamment des homomorphismes entiers qui s'introduisent natu-
rellement en géométrie algébrique, et des morphismes correspondants pour
les spectres associés.

Cette étude est menée tantdt dans le cas plus général tantdt dans le
cas particulier des algébres de type fini sur un corps, cas qui corres-—
pond géométriquement A celui des ensembles algébriques.

Sotent £ : A —— B un homomorphisme d'anneaux, ¢ = Spec(f) :
Spec(B) —— Spec(A). La fibre de ¢ en p e Spec(A), i.e. ¢_I(p), est ap-
pelée la fibre de f en p.

Un probléme naturel est celui de 1'étude de cette fibre et, en par-—
ticulier, de l'obtention de critéres permettant d'affirmer que cette fi-
bre est non vide.

Une réponse a déja &té donnée dans le cas ou f est entier injectif
par le premier théoréme de Cohen-Seidenberg : en tout p & Spec(A), la fi-
bre de f est alors non vide.

Dans le méme ordre d'idées, le lemme de normalisation d'E. Noether
affirme que, pour tout (k,R)-ensemble algébrique H, il existe un entier
naturel r égal, en fait & la dimension de H, et un morphisme surjectif
d'ensembles algébriques de H sur Q.

Un autre probléme traité ici est celui de 1'étude de 1'image d'un
fermé de Spec(B) par ¢.

Des exemples géométriques simples montrent que ce n'est pas en gé-
néral un fermé.

Toutefois, si A et B sont des k-algébres de type fini et si f est
un homomorphisme de k-algébres, cas ou Spec(A) et Spec(B) sont des ensem-
bles algébriques et ¢ un morphisme d'ensembles algébriques, un théoréme
de C. Chevalley affirme que 1'image par ¢ d'un fermé est un ensemble cons-—
tructible, i.e. réunion finie d'ensembles qui sont 1'intersection d'un
ouvert et d'un fermé.

Voici le plan de ce chapitre.

Dans I, on donne un critére pour que la fibre d'un homomorphisme en
un idéal premier soit non vide et on démontre les théorémes de Cohen-
Seidenberg pour un homomorphisme entier.
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Dans II, on donne une démonstration algébrique du iemme de norma-
lisation d* E. Noether et son interprétation géométrique.

Enfin, dans III, on étudie 1'image d'un fermé par un morphisme,
donnant d'abord un critére de densité puis le théoréme de C. Chevalley

sur les ensembles constructible.

I. Fibres d'un homomorphisme d'anneaux . Cas d'un homomorphisme entier

1. Fibres d'un homomorphisme
Dé ginition
Solent f : A —— B un homomorphisme d’anneaux, p un idéal premien

de A.

Un idéal premier q de B est dit au dessus de p 44 f-’(q) = p.

En particulier, si A est un sous-anneau de B et f 1'injection cano-
nique, dire que ¢ est au dessus de p c'est dire que gnA = p.

Solent X = Spec(A), Y = Spec(B), ¢ = Spec(f) : Y — X.

L'ensemble des {déaux premiens de B au dessus de p e X est La fibre
¢ ().

On L'appelle La gibre de f en p.
Exempies

1. Soient S unme partie mubtiplicative de A,B = S
Ldéal premien de A.

Sipns =¢ (resp. # ¢) la fibre de f en p est réduite a 1'élément

1 .S
A, f = 1,p un

s~y (resp. est vide).

2. Solent a un (dé¢al de A, B = A/a, f La surnfection canonique, p
un Ldéak premier de A contenant a. La fibre de f en p est {p/a}.

3. Sodent k un conps, V et W des k-ensembles algébriques, A = k[V],
B = k[W]. Un homomorphisme de k-algébres f : A —— B correspond a un mor-
phisme ¢ = Spec(f) de W dans V.

La fibre de ¢ en un idéal premier p, correspondant a un point géo-
métrique (x’,...,xn) de v, s'identifie & 1'ensemble des points géométri-
ques (y’,...,ym) de W tels que ¢(yl,...,ym) = (x’,...,xn).

L'exemple | montre que la fibre de f en p peut &8tre vide. Voici un
critére simple permettant d'affirmer que cette fibre ne 1'est pas.

Propositicn 1.1
Les assentions sulvantes sont Equivalentes :
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() La f4bre de f en p est non vide
(i) £ By = p
(Lid) Bp # po
Démonstration
(i) = (ii). Soit g un élément de la fibre £ en p. De 1'inclusion
pBc g, on déduit les inclusions pec f—l(pB) c f—l(q) = p et donc 1'égalité
£'es) = p.
(i) = (iii). L'égalité £ ' (pB) = p implique 1'égalité
pBn f(A-p) = @.
I1 suffit alors de remarquer que, si T = f(A-p), B_ est t7lp et que,
comme pBnT = ¢ , T—l(pB) = rB, est distinct de T !B = Bi.
(i11) == (1).
11 est utile pour la suite de démontrer le lemme plus précis
suivant.
Lemme

On suppose vérnifite L'assention (Lid), i.e. Bp # po.

L'application : mi—— (i%)-’(m) est une bijection de £'ensemble
des ideaux premiens de Bp contenant po st £'ensemble des {dBaux premdiens
de B au dessus de p.
Démonstration du lemme

Compte tenu des résultats du chapitre 1, il suffit de démontrer que

si m est un idéal premier de Bp contenant po, q = (ii)_’(m) est au des-
sus de p.
On a un diagramme commutatif A—— B

ol g est défini de maniére naturelle.

Alors £ ' (q) = (iBy7' (g7 (m) est egal a p car ¢ Vom) est un ideal
premier de Ap contenant pAp et donc égal a pAp.

L'assertion (1) se déduit de (iii) en prenant pour m un idéal pre-
mier contenant po (par exemple un idéal maximal) et g = (ii)—’(m).
Conollaire

On suppose £ gfidelement plat.
L'application Spec(f) : Spec(B) —— Spec(A) est surfective.
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Démonstration
L'assertion (ii) est, en effet, vérifiée (confer., par exemple,

(FFAC).chap.5.prop.II1.7).
Proposition 1.7 (interprétation de La §ibre en terme de spectre)

Soit £ + A —— B un homomonphisme d’anneaux.

L'application q h——a-qu/po est une bifection croissante de La
§ibre de f en p sur Spec(B g k(@)) (ou k(p) = Ap/pAp est le corps résiduel
de A en p en sorte que B g k(p) = Bp/po).
Démonstration

On va expliciter La bifection néciproque 8.

f
Du diagramme commutatif A — 7 8 — I ol les fléches sont
k() — B g k(p)
naturelles, on déduit le diagramme commutatif

Spec(A) b Spec (B)
aI IB
Spec (k(p)) *jr—’SPEC(B ? k())
oll ¢ = Spec(f), o applique 1'unique point (fermé) de Spec(k(p)) Ssur p,
¢ applique tout point de Spec(B ? k(p)) sur T'unique point de Spec(k(p)).
L'application g fait correspondre a un idéal premier m/pB_ 1'idéal
(ig)_’(m) de la fibre de £ en p. Elle est injective en vertu du lemme de
la proposition 1I.1.
L'assertion est claire, compte tenu de la proposition 1.1, si
B g k(p) = (0) car alors la fibre de f en p est vide et il en est de méme
de Spec (B ? k(p)).
Si B g k(p) # (0), 1'application y est sunjective. On a alors :

Spec(B @ k(p)) = v '@ @) =876 @)) = 87" (Fibre de £ en p)
L'injectivité de g permet de conclure.

2. Interprétation topologique de la notijon d'homomorphisme entier

Soit f : A —— B un homomorphisme entier injectif.
I1 résulte du premier théoréme de Cohen-Seidenberg (chap.4.Théoré-
mel.12.1) que 1'application Spec(f) : Spec(B) —— Spec(A) est surjective.

Soit, plus généralement, f : A —— B un homomorphisme entier.
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H

Si b est un idéal de B, 1'homomorphisme injectif fb de A/E ' (B)
dans B/b, défini A& partir de f par passage au quotient, est entier in-
jectif. Donc, Spec(fb) est surjective.

Identifiant alors Spec(B/b) & V(b) et Spec(A/f ‘(b)) a V(£ ' (b)),
on voit que Spec(fb) s'identifie & la restriction de Spec(f) a V(b) et
que Spec(f) (V(b)) s'identifie au fermé V(f—’(b)).

L'application Spec(f) est donc fermée, i.e. applique tout fermé de
Spec(B) sur un fermé de Spec(A).

Déginition

Un homomonphisme £ : A —— B est dit univernsellement ferumé 54,
pour tout A-alglbre C, L'application Spec(feC) : Spec (B ? c) —>
Spec (A ? C) = Spec(C) est fenmée.

Proposition 1.3 [27]
Soit : £ : A —— B un homomorphisme d'anneaux.

Les assentions sulvantes sont équivalentes :
({) £ est entien
(Li) £ est univensellement fermé
(£44) 84 X est une indEterminde, L'application Spec(f[X])
Spec(B[X]) — Spec(A[X]) est fermée (oU B[X] étant identifié a B ® AlX],
AlX] 2 a 8 Alx], £]x] est feA[X]).
Demonstrat'lon
(i) == (i1). C'est la proposition 1.5 du chapitre 4.
(ii) = (i11). Evident.
(iii) == (1). Soit beB. Onaun diagramme commutatif :
api—Bd . g
al 18
A" ———— B, =B[X]/(bx-1)
olil A" est le sous-anneau de Bb engendré par f(a) et 1/b, o et g les homo-
morphismes de A et B-algébres respectivement appliquant X sur 1/b et f'
1'homomorphisme injectif de A' dans By .
On en déduit un diagramme commutatif en passant aux spectres. Comme
a et g sont surjectives, Spec(a) et Spec(g) sont injectives. I1 en résul-
te que Spec(f') est fermée comme Spec(f[X]). Mais, puisque f' est injec-
tive, 1'ensemble Spec(f') (Spec(Bb)) est dense dans Spec(a') et donc
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puisqu'il est fermé est €gal & Spec(A'). Donc, Spec(f') est surfective.
L'ensemble des idéaux premiers de A' contenant 1/b est donc vide
car c'est 1'image de 1'ensemble des idéaux premiers de B, contenant 1/b.

Par conséquent, 1/b est inversible dans A'. On a donc une égalité

. - , n-1
b = r(an_’)(;/b) +...48(a ),

& a, ¢ A. On en déduit une éauation de
1

n
(8}

&=

dépendance intégrale de b sﬁr f(a).
Exemple : Un cas particulier d'homomorphisme entier

On rencontre quelquefois la situation suivante :

Soient B un anneau {nt2gre de caractérnistique p>0, A un sous-anneau
de B tel que pour fout beB, {L exisfe n(b) e v ter que b" appartienne a
A.

n

S0it p e Spec(A). L'ensemble g = {beB / { n ¢ v tel que xP

tienne a p} est L'unique idéal premier de B au dessus de p.

appar-

L'application q — gn A est fenmie of bijective. C'est donc un

home omonphisme .
La démonstration en est laissée a titre d'exercice.

3. Action d'un groupe d'automorphismes sur une fibre. Deuxiéme théoréme

de Cohen-Seidenberg
Proposition 1.4
Soient B un anneau, G un groupe §ini d'awtomonphisme de B, A = B

G

Le sous-anneau {xeB /¥ seG, s(x) = x}.

1. L'anneau B ¢4t entier sur A.

2. Lle groupe G opére transitivement sun L'ensemble des idéaux pre-
miess de B au dessus d'un {déal premier p de A.

Démonstration

1. Si xeB, le polynéme unitaire Jp (X=s (x)) appartient a A[x].

En effet, si teG, le polyndme (‘£(X)) = SgG(X-t(s(X)), obtenu en
appliquant t aux coefficients de f(X), est égal a f(X). Les coefficients
de f£(x) sont donc invariants par G et appartiennent a A. L'élément x ra-
cine de £(X) est donc entier sur A. Par conséquent, B est entier sur A.

2. Soient ¢ et g' deux idéaux premiers de B au dessus de 1'idéal
premier p de A.

Si xeq', 1'élément JJs () appartient @ g'n A = p et donc & 4. Il
existe donc un élément t de G tel que t(x) appartienne d q. Si s = t-’,
x appartient & s(q). Ainsi, on a 1'inclusion q’c.;;gs(q). 1T existe donc
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7 Madas 27
[

s de G tel gque ¢' soit contenu dans s(g). Mai est clair que s{g) est
1

>

un idéal premier de B au dessus de p. Comme il n'y a pas de relation d'in-
clusion stricte entre idéaux premiers de B au dessus de p, q' est €gal a
s(@).
Proposition 1.5

Sodent A un anneau intégralement clos, K son conps des gractions,
L une extension galoisienne de K, B la {femmeture intégnale de A dans L.

Le groupe de Galois de L/K opére transitivement sur L'ensemble des
Adeaux premiens de B au dessus d'un {deal premier p de A.
Démonstration

1. On suppose L/K finie

Soit G le groupe de Galois de L/K. Il est fini. Un élément s de G
induit un A-automorphisme de B : en effet, si xcB et si £(X) est un poly-

néme unitaire a coefficients dans A tel que f(x) = 0, on a f(s(x)) = O et
donc s(x) appartient a B. La restriction de s a B est donc un homomorphis-
me de B dans B qui admet pour inverse la restriction de s!aB. Clest
donc un A-automorphisme de B. On remarque d'ailleurs qu'un A-automorphis-
me de B se prolonge de maniére unique en un K-automorphisme de L, en sor-
te que 1'on peut identifier le groupe de Galois de L/K au groupe des A-
automorphismes de B.

11 résulte de la théorie de Galois que K est le corps 1C des inva-
riants de G.

G

On en déduit que A est 1'anneau B~ des invariants de G. 11 suffit

alors d'appliquer la proposition I.4.

2. Cas général

Soient g et ¢' deux idéaux premiers de B au dessus de 1'idéal pre-
mier p de A.

Soit ¢ 1'ensemble des couples (M,t) oli M est une sous extension ga-
loisienne de L/K et t un K-automorphisme de M tel que, ¢ désignant la fer-
meture intégrale de A dans M, t(g'a C) = gnC. Cet ensemble non vide est
inductif si on 1'ordonne par inclusion des corps et prolongement des K-
automorphismes. Soit (L',t') un é€lément maximal de &. On va prouver L'=L.
Sinon, soit L" une extension galoisienne de degré fini sur L' contenue
dans L et contenant L' strictement.

IT existe un automorphisme t" de L" prolongeant t'. Alors, si D dé-
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signe la fermeture intégrale de A dans L", les idéaux premiers t"(q'n D)
et gnD sont au dessus du méme idéal premier gnC de C. I1 résulte de 1.
qu'il existe un L'-automorphisme u de L" tel que u(t"(q'n D)) = qnD.
Alors, (L",ut") appartient &8 ¢ et est strictement supérieur @ (L',t").
C'est impossible. Donc, L' = L et le résultat est prouveé.

Thionéme 1.6 (deuxidme théondme de Cohen-Seddenberg, appell en
T anglads godng down)

Sodent A un anneau {ntégralement clos, B un anneau contenant A
comme sous-anneau et entlern sun A.

On suppose que tout éLément non nul de A est n@gulien dans B.

Soient p, p' € Spec(A) ftels que p'c p, q € Spec(B) au dessus de p.

1€ existe alors q' e Spec(B) au dessus de p' tel que q'c q.
Démonstration

Le produit s=(A-(©)) (B~g) des deux parties multiplicatives A-(0) et
B-q est une partie multiplicative de B.

11 existe un idéal premier r de B disjoint de S. Cet idéal est con-
tenu dans g et tel que raa = (0). On peut donc identifier A & un sous-
anneau de 1'anneau intégre B' = B/r et B' est alors entier sur A.

Si g’ est un idéal premier de B' au dessus de p’ et contenu dans
g = q/r, 1'image réciproque de g' dans la surjection canonique de B sur
B' est un idéal premier g' satisfaisant aux conditions de 1'énoncé.

On peut donc supposen £'anneau B intéegre.

Soit, alors, L une extension galoisienne du corps K des fractions
de A, contenant B. Quitte & remplacer B par la fermeture intégrale de A
dans L, on peut supposer que B est &gal a cette fermeture intégrale. Soit
alors qy un idéal premier de B au dessus de p'. On choisit arbitrairement
un idéal premier 9, de B au dessus de p et contenant q{. Ceci est possi-
ble en vertu du premier théoréme de Cchen-Seidenberg.

En vertu de la proposition 1.5, i1 existe un élément s de GaZ(L/K)
tel que s(g) = q,: L'idéal premier q’=S-l(q{) est au dessus de p’ et est
contenu dans q. Il satisfait donc aux conditions de 1'énoncé.

11, Algébres de type fini sur un corps. Lemme de normalisation

Le lemme de normalisation d' E. Noether a un énoncé algébrique sim—
ple et une interprétation géométrique importante : soit H un k—ensemble

algébrique de dimension r.
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Voiel la démonstration de ce fait dans un cas particulier élémen-
taire.

Soit H 1'hyperbole d'&quation XY-1 = O, considérée, pour fixer les
idées, comme sous—ensemble de ¢2.

La projection (x,y) t——> x de Cz sur € définit un morphisme de #
dans €. Ce morphisme n'est pas surjectif car O n'est 1'image d'aucun point
de H. (En géométrie projective, i1 est l'image du point & 1l'infini de
1'axe 0OY).

Soit 6 1'automorphisme de C-algébres de C[X,f] tel que

8(X) = pSad 8(Y) = XY
V2 V2

Cet automorphisme correspond géométriquement 3 une rotation des axes
de coordonnées. Il dé&finit un isomorphisme d'ensembles algébriques de Cz
sur Cz. L'équation de 1'hyperbole H' transformée de H est XZ-YZ—Z = 0.

La projection (xX,y) —> X est, cette fois ci, un morphisme surjec-

tif de H' sur C.

1. Automorphisme d'une algébre de polyndmes 3 coefficients dans un corps

Un probléme de géométrie affine se traduit, aprés choilx d'un systé-
me de coordonnées, par un probléme portant sur une algébre de polynomes.

A un changement de coordonnées, correspond, de la maniére bien con-
nue, un automorphisme d'ensembles algébriques de 1'espace affine ambiant.
Cet automorphisme correspond & un automorphisme de 1'algébre de polyndmes.

C'est & 1'8tude de certains automorphismes d'une algébre de polyno-
mes qu'est consacré ce qui suit.
Proposition 11.1 (existence de suggisamment d'automorphismes d'une algé-
bre de polynimes)

Sodent k un conps, XpeeesX des Andétenminées, P(X,5--2,X ) un po-
Lyndme non constant de k[X ,... ,Xn] .

1€ existe un automonphisme ¢ de k-algebres de k[X,...,x ] tel que
Le tenme de plus haut degré en X, de ¢ (P) s0it de La forme cX¥, avec cek”
el r entien 21,
Démonstration

ler cas : fe conps k est infini (par exemple, algébriquement clos).

1
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On peut alors choisir 1'automorphisme ¢ Lindaire, i.e. tel que
¢(xi) soit une forme linéaire en Xl""’xn i=1, «.., n).

Soit, en effet, Pr la forme non nulle de plus haut degré de P, en
sorte que P = P+ Qavec d®(Q) < r. On peut écrire
PL(X;,.- X ) = xfpr(x, Ypee0,¥ ) 00 Y, = X./X; (i =2, ..., n). Le po-
1yndme Pr(l,Yz,...,Yr) étant non nul et le corps k étant infini, par hy-
pothése, il existe a,,-+0,a € k tels que Pr(l,az,an) # 0.

On définit alors ¢ par ¢(xl) =X, ¢(xi) = Xi+aixl i=2,...,n).
Le coefficient du terme de plus haut degré en xl de ¢(P) est 1'élément

‘‘‘‘‘ TP (1,a,,...,a ) de k.

28me cas : cas général (il contient évidemment le cas précédent)

On définit 1'automorphisme ¢ par les conditions
m.
= 1 1 =
P(X)) = X, $(X) =X, + X, i =2,...,n)
ol m, est un entier naturel convenable, en un sens précisé ci-dessous.

p p o
On remarque que ¢(x”... xnn) est un polynéme dont le terme de plus
p,*p,m, +...+p m
haut degré en X, est X” 272 nn
On veut s'arranger pour que tous les mondmes apparaissant avec des

coefficients non nuls dans P donnent lieu 3 des termes de plus haut degré
en X, de degrés tous différents, ce qui résoudra le probléme posé.

Soit d un entier supérieur au plus grand des degrés en X R

de P.
] _ i-1 .
Si on prend m, = (d+1) G =2,...,n), les nombres P *PyRy*es FP M

. - . p p . s,
relatifs & tous les mondmes X ’...xnn apparaissant avec un coefficient

non nul, ce qui implique P; gld, sont tous distincts : en effet, un nom-
bre s'écrit de maniére unique dans le systéme de base (d+1) et donc une
égalité

Py ¥ Paiy *ees ¥ RM, SRy Y Rpmy toee ¥ opimy

avec 0 < p,, pi < (d+1) implique les égalités p; = p;-

2. Lemme de normalisation

11 existe des analogues formels, i.e. pour les anneaux quotients
d'anneaux de séries formelles, et analytiques, i.e. pour les algébres
analytiques, quotients d'algébres de séries convergentes & coefficients

dans R ou €, du résultat algébrique démontré ci-dessous.
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Ces analogues sont alors les conséquences d'un théoréme fondamental,
le théoréme de préparation de Weierstrass dont d'autres corollaires sont
les théorémes bien connus de la fonction implicite et de la fonction ré-
ciproque.

I1 n'existe pas pour les polynSmes d'analogue de ce théoréme de

préparation.

Proposition 11.7

Sodent k un conps, A = k[k’,...,xﬁj une k-algebre de type §indi,
y, € A-k.

Lexiste y,,nve,y € A tols que A 504t entien sur k[yi‘...,yn].
Démonstration

Soit P(X,,....X ) ¢ ka’,...,x ] tel que Yy = BOxp,eeax ). Comme

t k, 1] en est de méme de P. On choisit les entiers My, ... ,m COMME

dans la proposition II.1. On gose yi = x;T xli (i=2,...,n) et

HL.
QX|, ¥y, 00, Y ) = P(X,Y, + X, ,...,Yn X . Alors y, = Qx ,yz,...,y )
et Q(x 2,...,Y ) a un terme de plus haut degré en xl de la forme cxl ol
L équation ¢ Q(X’,yz,...,y ) - c-ly’ 0 est une équation de dé-
pendance intégrale de x, sur k[y,,...,yﬁj. On en déduit le résultat.

Proposition 11.5
Soient k un conps, A = k[xl ,...,xr] une k-algdbre de type fini, a
un Ldéal de A distinct de A.

1L existe Yyseeeo¥, €A et un entien r < n fels que :

1. vy appartienne @ a 44 i ¢ n

2. ar\k[§r+l,...,yn] = (0)

3.kBVU.JJAW%QMiMAMikBPH.JJ
Démonstration

C'est clair si a = (0) : on prend yi =X et r = 0. C'est clair si
= Q.

Démonstration par récurrence sur n dans le cas a # (0).

Soit Yy £ 0, y, € a D'aprés la proposition 2, il existe
zy,-..,z € A tels que a soit entier sur k[y,,zz,...,z;].

Par hypothése de-wécurrence, il existe Ygreers¥, € k[zz,...,zn] et
r < n tels que :

1. y,,...,y_appartiennent a al\k[zz,..-,zrg
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Z. ank[yrﬂ,...,yn_j = (0)
3. k[zz,...,z;] soit entier sur k[yz,...,y#J.
Alors, Yyr Yoo ceen ¥y et r satisfont aux conditions exigées.

Théoneme 11.4 (Le Lemme de nommalisation d'E. Noether)
’,...,xﬁ] une k-afgébre de tiype find.
12 existe des BLZments YyreeesYg de A algébriquement independants
sur k tels que A s0it entien sun k[&l,...,y;].
2. Soit, de plus, a un {déal de A distinet de A. On peut choisin

YyreeesYg en sonte que £'ideak ank[yl,...,ys] s0dit engendn par

Scient k un coaps, A = klx
1.

YyseresY, AUeC T § S.
Démonstration

1. Soit A = k[x’,...,xéj/b. On déduit de la proposition II.3 1'exis-
tence de Zl""’Z € k[xl,...,xg] et d'un entier r tels gue :

n
Zyser sl appartienne a b
r
baklz ...,z ] = (0
k[x’,...,xn] soit entier sur k[z’,...,zﬁj
Soit y{ la classe de Zr+i modulo » 4 = 1,...,s=n-r). Alors, A est

entier sur k[y;,...,y;] et yj,...,y. sont algébriquement indépendants sur

k parce que la restriction a k[zr ..,Zﬁ] de la surjection canonique de

k['x’,...,x;] sur A est un isomor;Aisme sur k[y;,...,y;].

2. On applique la proposition I1.3 4 la k-algébre k[y;,...,y;] et
i 1'ideal ar\k[y;,...,y;]. I1 existe des &léments y,,...,y_ de
k[y;,...,y;] et un entier r < s tels que YooV, appartiennent & a, que
ar\k[§r+’,...,y;] = (0) et que k[y},...,y.] soit entier sur k[&l,...,y;].
On vérifie que les é&léments Yyseres¥, engendrent 1'idéal ar\k[jl,...,ys].
Comme k(y;,...,y;) est extension algébrique de k(y’,...,ys), le degré de
transcendance sur k de k(yl,...,ys) est s et donc SATEREN sont algébri-
quement indépendants que k.

Conollaine 1 [(interprétation géométrique du théonéme 11.4)

Scdent k un conps, V un (k,q)-ensemble algébrique.

1€ existe un entier natunel s et un monphisme sunjectif d'ensembles
algébriques de v sur o°.
Démonstration

Soit k[v] = A la k-algébre affine de v. I1 existe Yyseees¥g € A
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algébriquement indépendants sur k tels que k[v] soit entier sur
k[y,,---y,] = k[2%].

L'injection de k[0®] dans k[v] définit un morphisme de v dans q°
qui au point correspondant a 1'idéal premier p de k[v] fait correspondre
le point de @ correspondant a 1'idéal premier pok[e®]. La surjectivité
est une conséquence du théoréme de Cohen-Seidenberg.

Conollaine 2

Sodent k un coxps, A une k-algebre de ftype find, a ¢ ... ca, une
chaine d'{déaux de A avec a # A.

12 existe des Elements YyreeeaYg de A algébriquement indépendants
At k et une sulte croissante LYPRRN . d'entiens naturels tels que A
s04t entlen sun k[y’,...,yS] Q/taink[yl,...,ys] = (y’,...,yn.).
Démonstration N

Récunrence surn r, le cas r = 1 étant le théoréme 4.2. On suppose
r> 1.

Par hypothése de récurrence, il existe Z)seensZg de A algébriquement
indépendants sur k tels que A soit entier sur k[él,...,z;] et une suite

strictement croissante n_,e..,n d'entiers naturels tels que

r—1

= (z’,...,z ) pour 1 =1,...,r-1.
i
_, est entier sur k[é’,...,zs]/(ar_ln k[é’,...,z;]),

isomorphe a kE%“r—l*”‘..’z;]. 11 existe ynr_lﬂ,...,yS e k[?nr_l,...,zs],
algébriquement indépendants sur k, tels que 1'anneau k[én +1,...,z;]
r-1

a.nklz ,...,z ]
SR R -8

L'anneau A/ar

,...,y;] et que a /a_ | = (v, ,ys--e¥ )-

soit entier sur k[y_
r r-1 r

“’+l
On pose y; = % siig n_.
Conollaine 3

Soient k un coaps, RisenesXy des indéterminies.

ALors, dim(k[X ,...,X ]) = n.

Autrement dit, l'espace affine Q" est en tant qu'ensemble algébrique
de dimension n.
Démonstration

De 1'existence de la chaine (0)<:(X’) P c(x’,...,xn) d'idéaux
premiers, on déduit 1'inégalité dim(k[}l,...,xé]) > n.

Soit ensuite PoCpyC.--Cp, une chaine d'idéaux premiers. On choi-
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ity,,...,y_ comme dans le corgllaire 2. En raison du théoréme de Cohen-
1 s

Seidenberg, les idéaux pir\k[}’,...,y;] sont distincts et forment une

chaine (y,,...,y ) d'idéaux premiers de k[}’,...,y;]. Comme s = n, on

voit que r ¢ n etidonc que dim(k[X’,...,Xn]) < n.

Conollaire 4

Solent k un conps, A une k-algebre de type fini integnre, K son
conps des gractions.

Alors, dim(A) = d°tr(K/k).
Démonstration

Soient Y seees¥g €A algébriquement indépendants sur k teis que A
soit entier sur k[_y’,...,ys__]. Alors s = dim(k[y’,...,ys]) = dim A.

D'autre part, K est algébrique sur k(yl,...,ys) et donc
a°tr(X/k) = s.
Interprétation

Soit H un k-ensemble algébrique {uéductible. Le corps k(H) des
fonctions rationnelles sur H est une extension de type fini de k. Le de-
gré de transcendance de 1'extension k(#)/k est égal a la dimension de A.
Ce degré est le nombre maximal de fonctions rationnelles sur # linéaire-
ment indépendantes sur k. I1 mesure en quelque sorte le degré de liberté
sur H, i.e. le nombre de paramétres que 1'on peut spécialiser librement.

3. Normalisation
Théoneme 11.5

Sodent A une k-alglbre de type fini intégne, K son conps des grac-
tions, L/K une extension algébrique finie de K, B fa fermeture intégrale
de A dans L.

Alors, B est un A-module de fype fini et une k-algébre de type fini.
Démonstration

11 suffit évidemment de démontrer que B est un A-module de type
fini.

Compte tenu d'une proposition du chapitre 5, on peut se limiter au
cas ol la caractéristique p de k est non nulle et ol 1'extension L/K de K
est radicielle.

Compte tenu du Temme de normalisation, on peut supposer que A est
un anneau de polynOmes k[xl,...,x;]. Alors, L = KX ,ee X LY 5,y ) et




327 ALGEBRES OE TYPE FINI SUR UN CORPS. LEMME OE NORMALISATION

i1 existe une puissance positive q de p telle que yg appartienne a
k(X,

les en Xpseea,X - Soient ay,eeesa les coefficients n97 nuls_?e ces frac-
tions. Le corps L est contenu dans le corps L' = k(a?,...,ag, Xl,...,xg )
et i1 suffit évidemment de démontrer que la fermeture intégrale B' de A

,...,Xn) (i=1,...,r). Les éléments yg sont des fractions rationnel-

dans L' est un A-module de type fini et donc noet?érien.
11 est clair que B' contient 1'anneau k(a? ,...,ag )[X?,...,xg I,
anneau qui est intégraleTent clos car il est isomorphe a anneau de poly-

nomes sur le corps k(a? ,...,ag ). On en deduit que A' est égal a
~1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

P q roq <4 1 . 2 .4 q q q . .

k(a’ R RETE ) X} »eeenX) ] i.e. a kX3 ,...,X0 a, ’i;"ar {lqu1 est

évidemment un k[kl,...,xg]—module de type fini puisque Xg et ag

sont
des entiers sur k[ﬁl,...,xn] (j =l,0ee,n 3 i=1,...,0).

Interprétation géométrique

Un cas particulier important d'application du théoréme II.3 est ce-
lui ot L = K.

La cldture intégrale de la k—algébre de type fini intégre A est de
la forme k[kl,...,xnj/q , ot g est un idéal premier. Soit H une variété
ique telle que A = k[H}.

La variété algé@brique V(q) est appelée normalisée de H.

Elle est par définition méme birationnellement équivalente & H.

Cas particulier ou d°tr(K/k) = 1.

Alors H est une courbe algébrique irréductible. La normalisation #
de H, définie & équivalence birationnelle prés, est aussi une courbe algé-
brique irréductible. Le fait que 1'algébre affine k[ﬁ] soit un anneau in-
tégralement clos sera interprété ultérieurement par le fait que # est une
courbe algébrique non singuliére.

On voit ainsi que toute courbe algébrique irréductible est biration-
nellement équivalente & une courbe algébrique non singuliére.

Exemple

La courbe algébrique plane d'équation X2 - Y3 = 0 a pour représenta-
tion paramétrique X = T3, Y = T2. Son algébre affine sur € est ¢[T3,T2J= A

L'élément T du corps des fractions de cette algébre est entier sur A
I1 en résulte que la cldture intégrale de A contient 1'anneau K[T]. Comme
kEI] est intégralement clos, cette clBture intégrale est &gale a k[T], qui

est 1'algébre affine d'une droite.
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II1I. Ensembles constructibles. Définition et caractérisation

Sotent H, et H2 deux k-ensembles algébriques, £ un morphisme de

H, dans H,.
L'exemple ol Hl est 1'hyperbole d'équation X1X2—l =0, H2 1'axe
des Xi et £ la projection (x, , x,) +——* x, montre que im(f) n'est pas
¥ & 1

toujours un fermé de H2' I1 montre également que im(f) n'est pas toujours
stable par spécialisation. Un théoréme de C. Chevalley affirme que im(f)
est une réunion finie de sous—ensembles localement fermés et que, de plus,

si im(f) est stable par spécialisation, im(f) est fermée.

1. Définition et caractérisation des ensembles constructibles

Dans tout ce paragraphe, X désigne un espace topologique noethérien.

Pour une définition de la notion d'ensemble constructible dans le
cas général, on pourra consulter 1'annexe et ses exercices.
Déginition

Un sous-ensemble Z de X est dit constructible 8'iL est une ndunion
finie de sous-ensembles Localement fenmés, i.e. internsections d'un ouvert
et d'un femé de X.
Proposiiion 111.1

L'ensemble des parties constructibles de X est Le plus petit ensem-
ble de parties de X contenant Les ouverts et Les fenmés et stable pan
Antensection et ndunion finie et passage au complimentaire.
Démonstration

11 est clair que, 44 Z et Z' sont constructibles, {8 en est de méme
de Z vz'.

L'ensemble Z-Z' o5t également constructible : soient, en effet
A =\JZi, z' =L)Z3, oll Zi et Zé sont localement fermés. Alors,
Z-7' = ZnCZ' = U(Zi"(czj)) = U(Zi—Z!). 11 suffit donc de démontrer que
siZ=U Fetz' =U'nF', ol Uet U' sont ouverts, F et F' sont fermés,

Z-Z' est constructible. Or,

UnF)-(U'nF') = (UnF)N (CU'UCF') = (UnFnCU') y(UnFACF'")
est réunion de deux ensembles localement fermés.

On en déduit que CZ et CZ' sont constructibles et done que
ZnZ' = C(CZ uCZ') est constructible.
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Proposition 111.2 {une caractérisation d
Soit Z un sous-ensemble de X.
Les assentions suivantes sont Equivalentes :
({) Z est constructible
(L4) pourn toute partie fermée innéductible F de X felfle que ZnF

s04it dense dans F, Zn F contient un ouvernt non vide de F.

25 constructibles)

Démonstration
(i) = (i1)
L'ensemble ¢ des parties Z de X satisfaisant a (ii) contient les

ouverts et les fermés. Il est stable par réunicn {inie : soient

Zl, 22 e ¢, Fun fermé irréductible de X tel que (Z’L)Zz)r\F soit dense

dans F ; alors, par exemple, Z,NF est dense dans F et contient donc un
ouvert non vide de F ; il en est de méme, a fortiori, de (Z’k)Zz)r\F et
z, z, appartient a ¢. I1 est stable par .ntersection finie : soient

Z’, Z2 e &, F un fermé irréductible de X tel que (Zl” Z2)F\F soit dense
dans F ; alors, Z,nF et z,
vement des ouverts non vides U

nF sont denses dans F, contiennent respecti-

| et U2 de F. Comme F est irréductible,

U’n U2 est un ouvert non vide de F, contenu dans (Z’n Zz)r\F. Par consé-
quent, z, 2, appartient a o.

L'ensemble & contient donc les constructibles.

(i1) = (i)

On commence par démontrer qu'un ensemble Z satisfaisant a (ii) et,
de plus, tel que, pourn fout femé F de X distinet de X, FnZ s0it cons-
trctible est constructible.

Si, en effet, X n'est pas {wviBductible, X = X’k)X2, ol X’et'.x2 sont
distincts de X et Z = (Zr\Xl) u(erXz) est constructible comme ZnXl et
ZnX,.

2 Si X est .(u@ductible, ou bien Z = zn X est dense et alors, d'aprés
(ii), i1 contient un ouvert non vide U et Z = U u(CUNZ) est constructible
comme U et CUNnZ, ou bien Z n'est pas dense et alors Cz contient un ou-
vert non vide U de X ; alors ZuU est constructible d'aprés ce qui précé-
de ; il en est de méme de cZncu, de CZ = U uU(CZnCU) et donc de Z.

Soit Z un ensemble satisfaisant & (ii). On le suppose non construc-
tible.
L'ensemble des fermés F de X distincts de X tels que FnZ ne soit




330 HOMOMORPHISMES O'ANNEAUX ET MORPHISMES O'ENSEMBLES ALGEBRIQUES

pas constructible est non vide. Comme X est noethérien, i1 admet un élé-
ment minimal F. L'ensemble zZ, =Fni n'est pas constructible dans X et
donc dans Fo, qui est fermé. Or, pour tout fermé F de Fo distinct de Fo,
FnZ =FnZ est constructible. On obtient une contradiction.

Conollhaire

Sodent A un anneau noethdrien, X = Spec(A), Z un ensembfe construc-
tible de X.

Les assentions sulvantes sont équivalentes :

({) 2 est ferme

(£L) Z est stable parn spcialisation
Démonstration

(1) = (i1)

Un fermé est stable par spécialisation.

(i1) = (i)

Soit Z = Z,V ...z une décomposition de 1'adhérence Z de z en fer-
més irréductibles.

Comme Z est constructible dans X, i1 1'est dans Z. Donc, Zi/wz est
constructible et dense dans Z; 3 il contient un ouvert U de Zs s cet ou-
vert U; est stable par générisation et contient donc le point générique de
z,. Par conséquent, Z qui est stable par spécialisation et contient le
point générique de zZ; contient Z;.

Ainsi z = Z et Z est fermé.

2. Le théoréme de Chevalley
Théoneme 111.3

Soient A un anneau noethénien, £ : A —— B une A-algdbre de type
§4ini, X = Spec(A), Y = Spec(B), ¢ = Spec(f) : Y —— X.

Alons im(¢) est un sous-ensemble constructible de X.

Démonstration

IT suffit, en vertu de la proposition II1.2, de démontrer que si
peX est tel que ¢(Y)n V(p) est dense dans V(p), 4(Y) nV(p) contient un ou-
vert non vide de V(p).

Soient A’ = A/p, B' = B/pB, £' 1'homomorphisme de A' dans B' déduit
de £, ¢' = Spec(f').

Identifiant V(p) a& Spec(A'), on identifie ¢(Y)nV(p) @ ' (Spec(B')).
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Pujsque A' est intégre et danc réduit, dire que ¢'(Spec(B')) est
dense dans Spec(A') c'est dire que f£' est injectif (chap.6.prop. ).

Quitte a remplacer A par A', B par B', f par f', on est conduit a
la démonstration de 1'assertion suivante.

Solent A un anneau noethérien intégre, B un anneau {ntégre conte-
nant A et A-algebre de type fini, ¢ L'application de Y = Spec(B) dans
X = Spec(a) déduite de L'infection de A dans B. Alons ¢(Y) contdent un
ouvert non vdde.

Soit B = A[x’,...,xﬁ].

L'assertion est claire si Kiaerea Xy sont algébriquement indépen-
dants sur A car alors ¢ est surjective et X est non vide.

On suppose donc K penesX algébriquement indépendants sur A et

X, pse-e»%, algébriques surné[xl,...,xr]. On pose C = A[gl,...,xr].
Soit g n(x’,...,xr)xj3+... = 0 une équation de dépendance algébri-
’
ue de x,(j = r+l,...,n) sur C, avec g. ., hon nul.
9 § 7 Erlhe.ean) SURC, AveC gy 5y
n Soit a un coefficient non nul du polyndme non nul

jgr+1gj’n(j)(xl,...,xr).

On va démontrer 1'inclusion D(a) < ¢ (Y).
n
[ = DNfaYy P Y¥adAal . = = A it 3 + o
Juzt peD{a). L'idéal g = pC de ? est premier et jgr+lﬁj’n§j)
n'appartient pas & ¢. Donc, B_ est entier sur Cq 5 il existe un idéal
premier r de Bq au dessus de ch. Alors, rnA = (rnC)nA = pCnA =p et

comme p = (rnB)N A, p appartient & ¢(Y).

Conollaire

Les notations et hypothéses sont celles du théoneme 111.3.

SLY' est une partie constructible de Y, ¢(Y') est une partie cons-
thuctible de X.
Démonstration

Soient Y' =i§2 D(fi)r\V(pi), ol fi e B, p; € Spec(B), f& la classe
de fi modulo py» B; la A -algébre (ﬁ/pi)?i' Alors, D(fi)f\V(pi) est ho-
méomorphe a Spec(Bi) et Y' & spec(ig1 Bi)‘ Og vérifie que ¢ (Y')=Spec(s)(Y)
ol s est 1'homomorphisme naturel de A dans
le théoréme I11.3.

igl B . 11 suffit d'appliquer
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Exercices du chapitre 7

(1). Soient k un corps, X,
£, € k[}l,...,xgj (i =1,...,m), £ 1'homomorphisme de substi-
tition @ g(Y,,...,¥ ) V> g(£; (X, 00 e X )yuee £ (Xyyeen X)) de
k[¥,,....¥ ] dans k[X ,....X ].

Quelle st la fibre de £ en (0,...,0) ?

(2). Soient k un corps, TyseeesT WX peee, X des indéterminées,

i’ 1!1 -~
e Ly @ XX T o0 e, (T, T))

1 n 1 n
appartient a k[T,,...,T ], t,,...,t_des éléments de k.

<X LY Y des indéterminées,

’,.-.

fX ’Xn) = Zai

Quelle est la fibre en 1'idéal premier (T,=ty,0-,T7t) de 1'homo-

1"
morphisme naturel de k[I’,...,Tr] dans k[il,...,Tr][X’,...,X;]/
(£X),-0 0% ) 2
(3). Soient k un corps, X, ,%,,X4,Y,,Y, des indéterminées, £ 1'homo-
< 2 |

moi.nln-i me de k-aloébres de x v v v 1/Iv v -V dans
m pri o C KTalyebres o I\LA’,Az,A3J \A’A3 A2/ ains

”

1 "4+
9

1 &[YI,YQ] appliguan
la classe de X, (reSp.x2 ; |
Quelle est la fibre de £ en 1'idéal premier
(X,-a, Xz-b, X3-C)/(X’X3—X§), ol (a,b,c) appartient a k3f\V(X1X3—X§) ?
(4). Un homomorphisme £ : A —— B est ditde Lype find s'il munit
B d'un structure de A-algébre de type fini.

resp.x3) sur Y{ (resp.Y, Y. ; resp.Yg).

172

Soit £ : A —— B un homomorphisme de type fini.
1. Démontrer les équivalences :
(i) les fibres de f sont des sous-espaces discrets de Spec(B)
(ii) pour tout idéal premier p de A, B ? k(p) est une algébre fi-
nie sur le corps résiduel k(p) = Ap/pA de Aenp
2. Démontrer que ces conditions équivalentes impliquent que les fi-
bres de f sont finies et qu'elles sont vérifiées si f est fini.
(On utilisera les équivalences pour un anneau noethérien A :
(i) A est artinien ; (ii) Spec(A) est discret et fini ; (iii) Spec(A) est
discret).
(5). Soient A et B des anneaux, f un homomorphisme de A dans B. Si
q € Spec(B), on désigne par p 1'idéal f_’(q) 1'homomorphisme de Ap dans
Bq déduit de f.
Démontrer les équivalences :
(i) pour tout g ¢ Spec(B), fq est surjectif
(i) pour tout p de Spec(a), tout 4 de Spec(B) tel que f_’(q) =p,
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taut p' de Spec(A) contenu dans p, il existe q' e Spec(B) contenu dans
q tel quep' = f_l(q').

(6). Utiliser le lemme de normalisation pour démontrer la forme
faible du théoréme des zéros de Hilbert : un corps, algébre de type fini
sur un corps k, est algébrique sur k.

(7). Démontrer, par récurrence sur n, ie iemme de normalisation
analytique suivant :

Soient k le corps R ou le corps €, a un idéal de 1'anneau
k{{xl,...,xn}} des séries convergentes & n indéterminées. Il existe des
éléments Vyserea¥g de A = k{{xl,...,xn}}/a analytiquement indépendants sur
k (i.e. tel que 1'homomorphisme naturel de k[[Yl""’Ys]]’ ol Y aeennY,
sont des indéterminées, sur k[[yl,...,ys]] soit un isomorphisme) tels que
A soit un k{{yl,...,ys}}-module de type fini.

(8). Soient B un anneau, A un sous-anneau de B tel que B soit en-
tier sur A, g un idéail de A, & la fermeture intégrale de A dans B.

Un élément x de B est dit entier sur g s'il satisfait & une équa-
tion de dépendance intégrale : x" + alxn—l * ... %a =0, ol a; appar-
tient 3 a. (i =1,...,n).

On appelle fermeturne intégrale de a dans B 1'ensemble des éléments
de B entiers sur a.

1. Démontrer que la fermeture intégrale de g dans B est la racine
de 1'idéal aA.

2. On suppose A .ntégralement clos, de corps des fractions K.

Démontrer que, si xeB est entier sur 1'idéal a ,

n n-1

irr(X,x,K) =X + a’X *e.a, ol a; appartient a@ r(a). (i

3. On suppose, de plus, B intégre.

]

yesssl).

Soient p, p' ¢ Spec(A) tels que p'c p, g € Spec(B) au dessus de p.

Démontrer qu'un élément x de p'B est entier sur p’'.

En déduire que irr(X,x,K) est de la forme ) Gl alxn_1+...+an, olt a;
appartient a p'. (i = 1,...,n).

En déduire que p'qu\A = p' puis qu'il existe g' e Spec(B) contenu
dans q au dessus de p’.

Retrouver ainsi le deuxiéme théoréme de Cohen-Seidenberg.

Les exercices 9,10,11 sont tirés de l'article suivant :

Carlo Traverso. Seminormality and Picard Group. Annali della scuola nor-—
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(9). Soient B un anneau, A un sous-anneau tel que B soit entier
sur A.

On appelle semi-nommalisé de A dans B 1'ensemble

{beB /Vp & Spec(a), izé(b) € Ap + r(Bp)}

ol r(Bp) est le radical de Bp.

1. Démontrer que le semi-normalisé de A dans B est le plus grand
sous-anneau A' de B possédant les deux propriétés suivantes :

a) paur taut p £ Spec(A), la fibre de A —— B en p est raduite
a un point q
b) 1'homomorphisme canonique k(p) — k(gq) est un isomorphisme

2. On dit que A est semi-nommal dans B s'il est €gal a son semi-
normalisé dans B.

Démontrer que, si ¢ est un anneau contenant B tel que C soit entier
sur B, si A est semi-normal dans B et B est semi-normal dans C, alors A
est semi-normal dans C.

3. Démontrer que, si A est semi-normal dans B, le conducteur
(A:B) = {xeB / xBcA} de A dans B est un idéal de B égal a sa racine.

(10). Soient B un anneau, A un sous-anneau noethérien. On suppose B
§ind sun A,

Soient p € Spec(a), {ql""’qn} la fibre en p de 1'injection
A—> B, m; 1'homomorphisme canonique k(p) — k(q;)-

On désigne par A' 1'ensemble des éléments b B possédant les deux
propriétés suivantes :

a) pour tout i € {1,...,n}, la classe de b modulo q; appartient
a im(ﬂi)

b) pour tout i,j « {1,...,n}, HEI (classe de b modulo q;) = n;l
(classe de b modulo qj).

1. Démontrer que A' est le plus grand sous-anneau de B contenant A
tel que la fibre en p de A —— A’ soit & un point p’ et que 1'homomor-
phisme canonique de k(p) dans k(p') soit un isomorphisme,

En déduire que A' est semi-normal dans B.

On dit que A' est déduit de B par pincement au dessus de p.

2. Soit p, € Spec(a) n'appartenant pas a 1'adhérence V(p) de p.
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Démontre 1'existence d'une bijection de la fibre de A —— A' en
p, sur la fibre de A —— B en P,

3. Démontrer que, si le conducteur (A:B) est intersection d'idéaux
premiers de B, pour un idéal premier minimal p de (A:B), considéré comme
idéal de A, dont la fibre de A —— B est réduite a un point p’, 1'homo-
morphisme canonique k(p) —> k(p’) n'est pas surjectif.

En déduire que le conducteur de A dans le semi-normalisé de A dans
B n'est pas intersection d'idéaux premiers de ce semi-normalisé.

(Utiliser 1'anneau obtenu par pincement d'un idéal premier minimal
de ce conducteur).

(11). Soient B un anneau, A un sous-anneau noethérien de B. On sup-
pose B find sun A.

1. Démontrer que, si A est semi-narmal dans B, il existe une suite

B =B >B,
de sous-anneaux de B tei que, pour tout i = i,...,n, Bi soit déduit de

5...02B_=A
n

B; par pincement au dessus d'un idéal premier de A.
(Supposer B, déja obtenu, B, # A, Considérer un idéal premier

p € Ass, (A:B;). Définir B.,) comme déduit de B, par pincement au dessus

1
de cet idéal. Remarquer que (A:B;*I) D(A:B;) et que p £ ASSA(A:Bi+l) et
donc que (A:Bi+1) # (A:Bi).)

2. On suppose A semi-normal dans B. Démontrer que, si S est une

1 1

partie multiplicative de A, s 'A est semi-normal dans s ' B.

Dans l'article mentionné plus haut, C. Traverso démontre le théora-
me suivant :
Soient A un anneau noethérien réduit dont la fermeture intégrale

X

dans 1'anneau total des fractions est un A-module de type fini, Xl"' n

des indéterminées, n>l1.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) 1'homomorphisme canonique de Pic(A) dans Pic(AEXl,...,X;]) est
un isomorphisme

(ii) A est semi-normal.

(12). (Théoreme de platitude générique)

Soient A un anneau noethérien intégre, p : A —— B une A-algébre
de type fini, M un A-module de type fini.
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<
w
<4
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-
o+

Démantrer qu'il existe un &lément non nul £ de A tel
un Af—module libre.

(Soit s = A - {0} en sorte que S
de A. Raisonner par récurrence sur dim(é"’B), en supposant 1'assertion

A est le corps K des fractions

vraie si dim(s 'N) < n.

Supposer dim(S 'B) = n.

Utilisant une suite de composition du A-module M comme dans chap.3.
proposition II.1 se ramener au cas o0 M = B et B est intégre.

Considérer des éléments Yyseeea¥y de B, algébriquement indépendants
sur K, tels que s7!B soit entier que K[y1,=.=,yﬁ] puis un &lément non nul
g de A tel que Bg soit entier sur Ag[y,,...,yn]. Remplacer A par Ay et B
par Bg.

Considérer, alors, b sb € B formant un systéme maximal d'élé-

ments linéairement indépenéants sur A[yl,...,y;]. En déduire une suite
exacte de A[yl,...,yn]—modules
O——»(ADIV.”yJ)m B B' 0
ol B' est un module de tonsion, et donc un module sur un quotient strict
de A[}l,...,yn]. Déduire de 1'hypothése de récurrence 1'existence de f
non nul de A tel gue B% soit un Af—module libre et le résultat cherché).
(13). 1. Soient k un corps, B une k-algébre de type fini, g ¢ Spec(B)
Démontrer les équivalences :
(i) g est un point isolé dans Spec(B) (i.e., {g} est ouvert dans
Spec(B))
(i1) i1 existe £ ¢ B-q tel que V(f) = {gq}
(i11) Bq est une k-algébre finie

((ii) == (iii). Remarquer gque B, est local artinien d'idéal maxi-

mal qBg, que Bf/fo est une k-algébre finie (théoréme des zéros) puis que
Be est fini sur k.
(iii) = (ii). Considérer la suite exacte de B-modules
i
0 — N > B % > Bq Q 0
Démontrer 1'existence de £ ¢ B_ tel que Nf = Qf = 0, en remarquant

que lessupportsde N et Q sont des fermés de Spec(B), distincts de Spec(B),
puis démontrer 1'égalité Spec(Bf= {fo}.
2. Soient A un anneau, p : A —— B Une A-algébre de type fini,
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q e Spec(B), p = 0 (@)

Démontrer les équivalences

(i) q est isolé dans sa fibre

(i1) Bq/qu est une k(p)-algébre finie, ol k(p) = Ap/pAp.

Si ces conditions équivalentes sont satisfaites, on dit que B est
quasi-finte sur A en q.

On peut signaler le théoréme suivant :

(Théoréme principal de Zariski). Soient A un anneau, p : A — B
)

).
8bre de type fini, A la fermeture intégrale de p(A

une A-alg A) dans B,
q € Spec(B).

Si B est quasi~finie sur A en g, il existe f € A, £4 q tel que
A = B¢

On en trouvera une démonstration , par exemple, dans 1l'article
suivant :
Peskine C. Le théoréme principal de Zariski. Bull.Se. maths., 90,

1966,119-127 ou dans [16] ol cette démonstration est reprise.







CHAPITRE 8

Topologie o - adique. Complétion







Sotent k un corps, X’,...,Xn des indéterminées.
L'anneau k[[x’,...,xn]] des séries formelles peut 8tre obtenu &
partir de 1'anneau k[X’,...,Xn] = A des polyndmes par un procédé de com~

1étion pour la métrique d définie comme suit

"

Soit a 1'idéal (X’,...,Xn) de A. Si f, g € A, on pose :

- . . . r r+l
e s'i1 existe un entier r tel que f-g £ a et f-g £ a

[

d(f,g)
(ol e est un nombre réel > 1)

= 0 s'il n'existe pas de tel entier r, i.e. si f = g.

La métrique est donc définie par le suite (ar)reN des puissances de
1'idéal a. Les ensembles de la forme ar(rsN) forment un systéme fondamen-
tal (dénombrable) de voisinages de O dans la topologie associée i la
métrique.

On peut obtenir 1'anneau k[[xl,...,xnj] par le méme procédé & par-—

tir de 1'anneau k[X’,...,Xﬁ](x et des puissances de son idéal
1

"’Xn)
maximal ou, si k =R ou €, & partir de 1'anneau local k{{X’,...,Xn}} des
1 1
séries convergentes, i.e. des séries Eai i X”...Xnn pour lesquelles
oo

il existe M ¢ R (dépendant de la série) tel que, pour tout multi-indice
M

<

eeld [ i t...i!
1 n 1 n

(il""’in)’ 1'inégalité de Cauchy [ai soit vérifiée.

L'anneau i(p) des entilers p—adiques, important en théorie algébri-
que des nombres, s'obtient a partir de 1'anneau Z et des puissances de
1'idéal (p) par le méme procédé.

Sotent, plus généralement, A un anneau noethérien, a un idéal de A.
On munit A d'une topologie compatible avec la structure d'anneau en pre-
nant pour systéme fondamental de voisinage de x les ensembles x + a (nel).

On démontre que si A est intégre ou st a est contenu dans le radical
de A, cette topologie est géparée et on vérifie alors qu'elle est métri-
sable. Le complété A de 1'espace métrique A ainsi défini, appelé complétéd
a~adique de A, est muni d'une structure d'anneau obtenue en prolongeant
par continuité les lois de composition de A.

Cet anneau est noethérien. De plus, on démontre que A est plat sur

A et méme, dans le cas oli ¢ est contenu dans le radical de A, fidélement

plat sur A.
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Clest & l'dtude de ce formalisme qu'est consacré ce chapitre.

Voici le plan de ce chapitre.

Le paragraphe I est essentiellement consacré & la démonstration du
lemme d'artin-Rees et d'applications de ce lemme tel le théoréme d'inter-
section démontré initialement par Krull en utilisant des décompositions
primaires.

Dans II, on étudie le complété d'un anneau et plus généralement
d'un module pour une métrique associée a un idéal. L'utilisation de tech-
niques de limites projectives donne a cette question de nature topologi-
que en apparence un aspect purement aigébrique.

Dans III, on étudie quelques propriétés importantes du compléteé
(platitude, noethérianité).

Le paragraphe IV traite du théoréme de préparation formel sous dif-
férentes formes. Ce théoréme a pour corollaire le théoréme de la fonction
implicite ou réciproque.

Le paragraphe V est consacré a un critére de platitude, du a
N. Bourbaki, plus fin que les critére énoncés dans (FFAC) en termes de
Tor. I1 peut étre laissé en premiére lecture, d'autant plus que, dans
ultérieure, nous ferons une démonstration

3 R | ~
certains cas d'utilisation

1. Filtrations. Lemme d'Artin-Rees

1. Filtrations
Voici quelques définitions classiques d'algébre topologique générale
Elles ne seront en fait utilisées que dans des cas particuliers.

Groupe topologique

Un grnoupe topologique est un espace topologique G muni en ouire
d'une structure de groupe, notée ici additivement, compatible avec La topo-
Logie, i.e. telle que fLes applications : x ——> -x de G dans G et
(x,y) ——— x+y de GxG, muni de La topologie produit, dans G sodlent conti-

nues.
On définit la catégorie des groupes topologiques en prenant pour
morphismes les applications continues qui sont aussi des homomorphismes

de groupes.
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Anneau topologique
Un anneau topologique est un groupe topologlque A tel que £'appli-
cation (x,y) — xy de GxG, muni de La topologie produit, dans G soit

continue.

Module topologique

Soit A un anneau topologique.

Un A-module fopofogique est un A-module M dont Le groupe additif
est topologique et tek que L'application (a,x) —— ax de AxM, muni de fa
ftopologlique prodult, dans M s0it continue.

On définit la catégorie des A-modules topologiques en prenant pour
morphismes les applications qui sont & la fois continues et A-linéaires.

Les modules topologiques Les plus utifes en algébre commutative
sont obtenus comme suif.

Soient A un anneau, a un {déal, A un A-module.

Si X et Y sont des parties de M, on note X+Y 1'ensemble
{x+y/yeY, xeX}. Si xeM, x+Y est {x+y/yeY}.

On défindit sun M une fopologie {nvariante parn trhansfation en prenant
comme systéme fondamental de voisinages de xeM £'ensemble des parties
x+a'M, oll n parcourt N. On £'appelle La topologie a-adique.

On vérifie que M est alors un module topologique.

Si M=A, on vérifie que A est muni d'une structure d'anneau topolo-
gique. Un A-module M devient alors un A-modufe fopologique.

Les topologies g-adiques sont au moins a priori insuffisantes. Soit,
en effet, N un sous-module de M. La topologie induite sur N par la topolo-
gie g-adique de M n'est pas forcément la topologie a—adique de N. Un sys—
téme fondamental de voisinages de O de N dans cette topologie induite est
donné par la suite décroissante a"™ AN de sous-modules de N. Un systéme
fondamental de voisinage d'un point de N s'en déduit par translation.
Déginition

Solent A un anneau, M un A-module. Une {iltrnation (décroissante) de
M est une suite dicrodlssante (Mn)ngN de sous-modules de M.

Une telle filtration définit sur M une topologie invariante par
translation qui munit M d'une structure de module topologique sur 1'anneau
A muni de la topologie discréte : un systéme fondamental de voisinages de
xeM est 1'ensemble des parties x+M (nel).
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La filtration (anM)ngN’ ol g est un idéal de A, est appelée
§iltnation a-adique .
Les cas historiquement les plus importants sont ceux o A = Z et

a = (p), ol p est un nombre premierset A = k[xl,...,xnj eta = (X,....x)

Proposition 1.1 (métrique difinie par une §ltration s€parée)

Sodent A un anneau, muni de £a topologie discnite, M un A-module,
(Mn)ngN une giltration de M.

1. la suite (M) . est un systeme fondamental de voisinages de 0
d'une topologie sun M {nvariante par translation et munissant M d'une
strctune de A-module topofogique.

2. L'adhérence d'une partie X de M dans cette topologie est
AQN (X+Mn)'

En particulier, £'espace topologique M est sépan s4 et sewlement
8¢ Dow = (0).

On dit alons que La filtration ™)y est sépante.

3. S{ La filtration M)y et sepande, L'application d : MxM + R
définie par :

d(x,y)
d(x,y) = e_n, olie est un nombre néel > 1, 54 x~y € M et

0 44 x=y

x-y # ML, est une distance sur M.

Cette distance définit La topologie de M qui est ainsi métrnisable.
Démonstration

On va se contenter de démontrer 2, laissant les autres points au
lecteur.

Dire que x appartient & 1'adhérence de X c’est dire que, pour tout
ned, (x+Mn)r\X est non vide et donc que x appartient & X+Mn.

Dire que 1'espace topologique M est séparé c'est dire, puisque la
topologie est invariante par translation, que 0 est fermé,

L'exemple de la filtration a-adique sur l'anneau A et de la filtra-
tion induite sur le sous-module N d'un A-module M par la filtration g-adi-
que de M conduit & 1la définition suivante.

Définition (filtration compatible avec une filtration d'anneau)

Une giltrnation (an)nsN du A-modufe A est dite filtrnation d'anneau

AL,

mn e N, a_ a a
V > > - mC n+m
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Une §iltration M) e d'un A-module M est alorns dite compatible
avee La filtnation d'anneau (an)nsN de A 84, Ym,n e N, aM M .

Exemples : Tles filtrations g-adiques définis ci-dessus.

Proposition 1.2
Une giltration d'anneau (a,)

neau fopologique.

de A munit A d'une structurne d'an-

nelN

S4 alonrs (Mn)neN est une filtration de M compatible avee la filtra-
v de A, (M) mundt M d'une structure de module

n’ nelN
topologique surn L£'anneau fopologique A.

tion d'anneau (a )
n’ne

Dans la plupart des problémes portant sur des modules filtrés, on
s'intéresse plus aux topologies définies par les filtrations qu'awfiltra
tions elles mémes. La bonne notion de morphisme est donc celle d'applica-
tion continue. La notion d'application compatible définie ci-dessous est
souvent plus agréable. La proposition I.3. permet souvent de travailler
avec les applications compatibles.

Déginition
. _ [ -

1. Sodent A un anneau, M un A-module, (Mn)nsN et o)y des il
thations de M.

. . . - ', . —

On dit que M)y @8t cofinale a M) ey 3’44 existe une applica
HUon croissante 8 : N —— N telle que o(n) tende vers L£'ingini avee n e,

1 =
que, pour fout n e W, M Me(n).
. . . “ _
1L est clain que (Mn)nEN et (Mn)ns]v définissent sur M La méme topo
Logie.
2. Solent M et M' des A-modules munis de §iltrations (Mn)
D ey £ oune application A-Lintaire de M dans M'.
On dit que £ est compatible (avec les filtrations) s, pour fout
]
nel, f(Mn)CMn.

nelN et
™

Proposition 1.3
Les notations sont celles de La déginition 2, ci~dessus.

1. S{ £ est compatible, elle est continue.
2. SU £ est continue non nécessairement compatible, £ existe sur
M une giltration O cofinale a La giltration (Mn)nEN telle que £
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s04it compatible pour Les §iltrations (N 5 . et (M;)neN'
Démonstration

1. Résulte de ce que, pour tout newm, f—’(M;) contient Mn.

2. La continuité de f se traduit par 1'existence, pour tout new,
d'un entier a(n) tel que f(Me(n)) soit contenu dans M;. On peut choisir

8 stnictement croissante de ¥ dans ¥ et poser N = Me(n)'

2. Le lemme d'Artin-Rees

Le résultat qui suit, démontré indépendamment par E. Artin et
D. Rees, donne une forme quantitative au résultat qualitatif suivant :

Sotent A un anneau noethérien, a un idéal de A, M un A~-module de
type fini, N un sous-module de M. La topologie sur N induite par le topo-
logte a-adique de M est la topologie a-adique de N.
Theoneme 1.4 (Lemme d'Antin-Rees)

Sodient A un anneau NUETHERIEN, a un 4dé
TYPE FINI, N un sous-module.

1€ existe r e N tel que, pour tout n e N supérieur a r,

O " e
de A, M un A-module de

a™nN = an—r(aerwN)

Démonstration
On pose N =a™M nN. I1 est clair que aN_c ¥ .-
Le Temme d'Artin-Rees implique les égalités N oo

= aNn Sinzr.
Ceci conduit a donner la définition suivante.
Définition
Sodient A un anneau, a un Ldéal de A, M un A-module, (Mn)ngN une
giltration de M.
On dit que La gltration (Mn)nEN est q-admissible (resp. a-bonne)

AL, pourn fout nel, aM e M | (resp. aM e M et aM_ =M __, pout n Aufgi-

1 +1

samment grand).

On peut traduire comme suit le fait que la filtration (Mn)neN est
a-admissible :

Un élément du produit tensoriel A[X] 8 M s'écrit, de manitne unique,
y st une base du A-module A[X]. On Zernit,

mnxn L'eLement DI X" e m_ et on note M[x] Le

n -~ n
EneN X @ m ol m € M car {X }nE

pour simplifier, EneN

A[X]-modube A[X] QU .

elN
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Soient A' e sous-anneau de A[X] Egal a T _, a"x" lanneau de Rees
du couple (A,a)), M' Le sous-groupe additif z . X" @ M de M(x]

303 1 13 H a 3 n -~
eLement de M' s'écnit donc, de maniére unique, Toen PpX 0dm e M .

Lemme 1

Les assentions suivantes sont Gquivalentes :

(L) La filtnation (M ) e/.s/t a-admissible

(L) £'application (Ea xn Lm ) > Z(am )X™® de A'xM' dans
M[X] applique A'xM' dans M' et mun&t donc M' d'une stauctune de A'-module
Démonstration du lemme 1

Elle est évidente.

Il est également possible, sous hypothé&se noethériemne, de traduire

le fait que le filtration (M) est a-bonne.
n’ nelNl

Lemme 2
Soient A un anneau noethérnien, a un {déal de A, M un A-module de
type fini, M)y une giltration a-admissible de M.
Les assentions sulvantes sont équivalentes :
(L) La giltrnation (Mn) N est a-bonne
( &fin

af

(44} Le A'-module M'
Démonstration du lemme 2
(i) == (ii).
De 1'égalite M_ = an_er pour n » r, on déduit Mnxn=(a

nrnr)(MX)

I1 en résulte que le A'-module M' est engendré par 1'ensemble
M+, o+M X
[e] r

Si (x, j)j est un systéme {ini (puisque M est noethérien) de géné-
rateurs du A-module M., (x, XY, . (i =0,...,r) est un systéme {ini de

1,] 1,]
générateurs de A'-module M'.

(ii) == (i).
Soit (x’,...,xu) un systéme fini de générateurs du A'-module M'.
Quitte a remplacer chaque x; par 1'ensemble fini de ses composantes

homogénes non nulles, on peut supposer x; homogene, i.e. de la forme

d,
1 -
V4. X . Soit r = Sup(di).

Soient ne Vet z &M . L'élément z x"deM' s'écrit ¥  b.x..
n n n 1=1 171
On suppose n > r. On va démontrer 1'égalité M = aM
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Ecrivant chacun des éléments bi (i=1,...,u) comme somime de Ses
composantes homogénes, on voit que 1'on peut supposer by homogéne de de-

gré n-di, soit :
n-di n-di
b, = a X avec a dans a

1 n-d, n-d,
i i

Soit (a’,...,ar) un systéme {ini de générateurs de 1'idéal a. Alors,

n-d, -
r ~ - = 1
an—di = gj=’ a5Vey 00 vy appartient a ¢
T u 127 =
n_ﬂA{frs, z = Ej=1 “j(zi=l Vjiydi)° Comme 1'élément vjiydi appartient
s i . 5 =
aa My, il appartient a Moo et z_ appartient a aM_ -

1
Par conséquent, pour n > r, M = gM et la filtration () est
n n-l n nelN
a~-bonne.
Fin de la démonstration du lTemme d'Artin-Rees
L'anneau de Rees A' est noethénien. 11 est, en effet, égai a

A[a’X,...,arX], ol {a ,...,a } désigne un systéme fini de générateurs de

1'idéal o et est donc une algébre de type fini sur 1'anneau noethérien A.
La filtration (a™) . est a-bonne. Le A'-module M' = £ (a"M)X"
est donc de type fini, ou, ce qui est équivalent, noethérien. Le sous-
module N' = EHEN(anMnN)xn est de type fini et, par conséquent, la fil-
tration (anMr\N)nEN de N est g-bonne.
11 existe donc r ¢ & tel que, si n % r, @MaN) = " T (a'MAN)

en effet, pour n > r, a™aN = a@™ TMaN).

3. Applications du lemme d'Artin-Rees

Proposition 1.5
Sodlent A un anneau noethénien, a un Ldéal de A, M un A-module de

Type find, N un sows-module.

la topologie induite sur N parn La topologie a-adique de M coincide
avec La topologle a-adique de N.
Démonstration

L'inclusion évidente ¢™N¢ o™ nN montre que la topologie g-adique
de N est plus fine que la topologie induite par la topologie g-adique de
M.

I1 existe, d'autre part, r ¢ ¥ tel que, sin >r, a™nN = g" ©
(@™MnN)c o TN et donc la topologie induite est plus fine que la topolo-

gie g-adique de N.
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Proposition 1.6

Solent A un anneau ncethdsrien, a un idéal de A, M un A-module de
type fini, N = nQN a™ £'adhérence de (0) dans M muni de La topologie
a-adique.

Alons aN = N ef (L existe x € a fel que (1-x)N = O.
Démonstration

11 est clair que N = ¢™MnN. 11 existe donc r ¢ ¥ tel que, pour n>r,

N =a" T @MnN).

On en déduit les inclusions NcaNcN et 1'égalité N = aN.
On utilise alors la méthode du déterminant de Krull : sqit
(el,...,es) un systéme fini de générateurs de N. On a des égalités :
_ S .
i Ej=l aijej (i l1,e0.,8) (aij e a)
soit

s
Ej__:l(éij a;.)e, =0

=
-

d'ol det(s,.-a..)e, =0 (k =1,...,s) et det(§,.~a,.)N = 0.
ij 1377k iy ij
11 suffit alors de remarquer que det(dij—aij) est de la forme 1-x
od x appartient & g comme aj;

Conollaire 1

Sodent A un anneau noethdrien, a un {déal contenu dans Le nadical de
A, M un A-module de Zype §ind.

Tout sous-module de M est fermé dans La topologie a-adique.

En panticulier, (0) est fermé et done La topologie a-adique de M est
s8parie.

Démonstration

La topologie q-adique d'un module quotient M/M' est la topologie
quotient de la topologie g-adique de M.

Pour démontrer que le sous-module M' de M est fermé, i1 suffit donc
de démontrer que le sous-module (0) du module M/M' est fermé (dans la to-
pologie a-adique).

11 suffit donc de démontrer la deuxiéme assertion, i.e. que le sous-
module (0) de M est fermé. Or, 1'adhérence N de (0) vérifie (1-x)N=0 avec
x ¢ g et donc 1-x inversible. 11 en résulte N = 0,

(On peut aussi utiliser oN = N et le Temme de Nakayama, en fait re-
démontré dans la proposition).
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Conollaine 2 (theonéme d'internsection de Knull)

Soient A un anneau noethérnien, a un {déal de A contenu dans Le
nadical. -

Atons 0 a" = (0).

Un cas particulier important est celui ol A est un anneau local

noethérien et ¢ son idéal maximal.

Conollaine 3

Soient A un anneau noethérien inteégne, a un idéal de A distinct de
A, .

Aorns D a™ = (0).
Démonstration .

11 existe x ¢ a et donc # 1 tel que (l-x)(A:O an) = (0).

Le résultat provient de 1'intégrité de A.

Proposition 1.7
Soient A un anneau noethénien, a un L{déal de A.
Les assentions sulvantes sont équivalentes :
(4) a est contenu dans Le nadical de A
(L) ztout sous-module d'un A-module de fype fini est fermé pourn La

topologie a-adique
({id) tout {déal maximal de A est fernmé poun La fopologle a-adique

Démonstration

(i) = (ii) : c'est le corollaire 1 de 1a proposition I.6.

(ii) = (iii) : un idéal (maximal) est un sous-module du A-module
de type fini A.

(ii1) = (i) : on prouve (non i) = (non iii).

(non i) implique qu'il existe un idéal maximal m ne contenant pas a.

Pour tout n e N, m+a" = A car m et " sgnt étrangers comme m et q.

Donc, 1'adhérence de m dans A qui est nQO (m+a™) est égale a A et
distincte de m.
Déginition

Un anneau topologique ncethérien A est dit anneau de Zariski s4 sa
fopologie est une topologle a-adique pourn un idéal a contenu dans fe ra-
dical de A.

Exemples

Un anneau local noethérien muni de sa filtration m-adique, ol m est
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son idéal maximal, est de Zariski.
Plus généralement, un anneau semi-local noethérien muni de la fil~
tration m-adique, ol m est le produit de ses idéaux maximaux, est de

Zariski.

Soient A un anneau noethérien, ¢ un idéal de A. On suppose, pour
simplifier, la filtration g-adique séparée. On a vu, dans le paragraphe
précédent, des cas importants ol ceci &tait réalisé, par exemple A = Z ,
a = (p) ou p est un nombre premier, ou A = kEX’,...,Xﬁ], a =A(X’,...,Xn).

L'anneau A est alors un espace métrique. Son complété A est, en
fait, muni d'une structure d'anneau en sorte que A s'identifie & un sous-
anneau de A.

Dans le premier exemple, ; est 1'anneau des entiers p-~adiques. Dans
le second, c'est 1'anneau k[[xi,...,XﬁJ] des séries formelles.

L'anneau A est souvent plus agréable que 1'anneau A. Un procédé
naturel consiste donc & travailler dans A puis a essayer de redescendre
a A.

Voici un exemple géométrique simple suggérant 1'intérét d'une telle
démarche.

Deux courbes algébriques planes T et T' de ¢2 passant par l'origine
(0,0) sont dites algébriquement équivalentes d l'origine si les anneaux
locaux de T et T' en ce point sont des C-algébres isomorphes.

Les courbes T d'équation f(X,Y) = XY - (X+Y)(X2+Y2) et 1' d'équation
XY = 0 ne sont pas algébriquement équivalentes 4 l'origine : en effet,
1'anneau local de 1'origine sur T est intégre comme 1'algébre affine de T
car f(X,Y) est irréductible ; par contre, 1'anneau local de l'origine sur
I' ‘n'est pas intégre.

On peut maintenant considérer T et T' non plus comme des courbes
algébriques mais comme des courbes analytiques : ceci revient a considé-
rer £ et g comme des séries convergentes et a considérer sur T et I'' non
seulement les fonctions rationnelles mais aussi les fonctions analytiques.

Les anneaux de germes de fonctions analytiques a 1'origine sur T et
I' sont respectivement A= C{{X,Y}}/ (£(X,Y)) et A'an = C{{X,Y}}/ (g(X,Y),
ol €{{X,Y}} désigne l'anneau des séries convergentes, qui s'identifie,

par le développement de Taylor, a l'anneau des germes de fonctions ana-
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lytiques & 1l'origine de Cz, Les anneaux Aan et A;n sont C-isomorphes,
i.e., avec une définition naturelle, les courbes T et TI' sont analytique-
ment équivalentes d l'origine : on vérifie, en effet, par calcul, que
£(X,Y) = (X+a(X,Y)) (Y+b(X,Y)) ol a(X,Y) et b(X,Y) sont des séries for-
melles d'ordre 2 puis que ces s@ries sont convergentes.

L'application ¢ : (X,Y) —— (X+a(X,Y), Y+b(X,Y)) est un automor-
phisme de la C~algébre C{{X,Y}} tel que ¢(£(X,Y)) = g(X,Y). Elle définit,
par passage au quotient, un isomorphisme de C-algébres de Aan sur A;n.

La situation est done plus simple analytiquement qu'algébriquement.

Un probléme analogue se pose pour les courbes I' et T' de mémes
équations mais considérées cette fois-ci comme courbes sur un corps quel-
conque k. La notion de série convergente n'a alors plus de sens en géné-
ral. On doit la remplacer par celle de série formelle.

Les anneaux formels de 1l'origine sur T et I'' sont, par définitien,
k[[X,Y]]/(f(X,Y)) et k[[X,Y]]/(g(X,Y)). Ils sont les complétés respectifs
des anneaux locaux des courbes algébriques T et T''. La validité d'un théo-
réme de la fonction réciproque formel (plus simple & démontrer que le
théoréme analytique) implique que ces anneaux formels sont des k-algébres

isomorphes. On dit que T et I'' sont formellement équivalentes d 1'origine.

1. Séparé complété d'un rodule filtré

On va rappeler, & propos des modules filtrés, des définitions clas-
siques sur les espaces métriques. Le lecteur habitué@ 3a ces définitions
pourra passer rapidement sur ce paragraphe. Le cas le plus important est

celui des filtrations g-adiques traité dans le paragraphe suivant.
Déginition

Solent A un anneau, M un A-module §LEtn8 par une §Lltration (Mn)
(xn)nEN une suite d'éféments de M, x un éLément de M.

1. On dit que (%) oy Converge vens x, qui est alors appelé une
Limite de £a suite, 54, YnelN, il existe r(n) ¢ NV tel que m € N et
m > r(n) Amplique x=x € M.

2. On dit que (%) .y T une suite de Cauchy s4 Yn e V , L existe

s(n) € N tel que m,m' 3 s(n) ===)xm—xm, e M.

nel’

Une suite convergente est une suite de Cauchy.
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3. Si la réciprogue est vraie, on dit que le A-module filtré M est complet

Si la suite (Xn)nEN converge vers x, les assertions suivantes sont
équivalentes pour un élément y ¢ M :

(i) y est limite de (Xn)nsN

(ii) y-x appartient & nQN M

En particulier, s{ £e A-module §8tné M est sépanl, une suite (x
d'éléments de M ne peut converger que verns une seule Limite.

Si le A-module filtré M est séparé et complet, on dit qu'il est sé-
pane complet.
Notations

L'ensemble (M) des suites de Cauchy de M est un sous-module du

nel

A-module produit MN.

L'ensemble ¥(M) des suites qui convergent vers un €lément de AQN M
est un sous-module de C(M).

On note M le A-module quotient C(M)/N(M) et ay 1'application a-Tiné-
aire qui a xeM associe la classe modulo N(M) de la suite de Cauchy (xn)neN
avec x_ = x pour tout n e ¥.

S{ M est s€pané, V(M) est 1'ensemble des suites qui convergent vers
0. 11 en résulte que oy est infective.

S{ M est complef, oy est surjective : soient, en effet, X e M,
(Xn)nsN unf suite de Cauchy représentant %, y une limite de (Xn)neN dans
M. Alors, x = aM(y).

Ainsi, a4 Le A-module §iLtné M est sEpané complet, ay es% un Lsomon-
phisme.

On démontrera plus loin que la réciproque est vraie.

Foncteur complétion
Proposition 11.1

Sodlent M et M' des medules §4&tn2s, f une application A-Lindaire de
M dans M'.

T. Les assentions sulvantes sont quivalentes :

({] £ est continue en O
(£L) £ est continue
(idi) £ est uniformiment continue, i.e. VYneN, i existe t(n) ¢ ¥
tel que x,x' ¢ Mt(n) implique £(x) ~ £(x") ¢ M;.
2. Si elles sont virnifiBes, £(C(M)) est contenu dans C(M'), &4




354 TOPOLOGIE x-ADIQUE. COMPLETION

(Xn)neN convenge vers x, (f(xn))neN convenge f£ix) et £(V est cont
dans N(M').
Démonstration

1. Est classique et résulte immédiatement des définitions.

2. Soit neN. Il existe r(n) ¢ ¥ tel que x-y ¢ Mr(n) = £ (x)~f(y) EM;l
(continuité uniforme). Si (Xn)neN est une suite de Cauchy de M, il existe
s(n) € ¥ tel que m,m' > s(n) = X "X 4 € Mr( ) Si donc m,m' > s(n),
f(xm) - f(xm.) € Mé.La suite (f(xn))nE est une suite de Cauchy. Ainsi

£ ¢ c').

Si la suite de Cauchy <Xn)neN converge vers xeM, i1 existe s(an) ¢ ¥
tel que m > s(n) = X “X € Mr(n) (avec les notations ci-dessus) et donc
f(xm) - f(x) € M' La suite de Cauchy (f(x )) y converge donc vers f(x).

Comme avec les notation ci dessus, f ’(M ):>Mr(n),
n = n N n
nell £ (M ) £ ( M ) contient el ( ) et donc, a fortiori, ooy M .

Par c0nsequent Pw M' contlent f( ﬂ M ) 11 en résulte que f(N(M)) est

contenu dans N(M').
Corollaire

Avec Les nofations de La proposition 11.1, L'application continue f
definit parn passage au quotient, une application A-Lindaire £ de

= C(M)/NM) dans M' = C(M")/N(M")

Les applications : My M, f— £ dfinissent un foncteur additif
covariant de fa catlgonie des A~modules §iltnés et applications Linéaires
continues dans Mod(A).

Les applications (o) deginissent un monphisme fonctorniel du foncteur
Ldentique de La catigorie des modules §4{Ltrnes dans ce foncteurn =.
Démonstration

Les vérifications sont immédiates. Si f est une application linéaire
continue du A-module filtré M dans le A-module filtré M', le diagramme

Q
R
—=

=) =
rh) [ 'P‘h
=

est commutatif : & la classe de la suite de Cauchy dont les termes sont
tous égaux & x ¢ M, f fait correspondre la classe de la suite de Cauchy
dont tous les termes sont égaux & f(x).
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Proposdition 11.2
Soit 0 M’ £ M —&, u 0 une sudlte exacte de Mod(A), ol
M est f4Ltne par une fLLtration (Mn)ngN’ M' est muni de fa fiLtration
. . -1 " ; . .
indulte (f (Mn))nsN et M" de fa filtration quotient M) p

la suite 0 — f' —5s i B " — 0 est exacte.
Démonstration

L'injectivité de F résulte de 1'égalité C(M') nN(M) = N(M') : une
suite d'éléments de M' tend vers 0 dans M' si et seulement si elle tend
vers O dans M.
est additif, g , £ = 0 et donc im(f) ¢ ker(é).

Soit x € ker(g). Si (x) .y €St une suite de Cauchy représentant x,
il existe une fonction crolssante 6 : N —— N telle que, pour tout n e ¥
glx ) e M“G(n) et donc,yn € Me(n) tel que g(xn—yn) = 0. Enfin, il existe
x; e M' telle que x = f(x;) * Vg

La suite (x;) EpEartienE a c(M'). La suite (yn) apparti?nt aAN(M).
Par conséquent, x = f(x') ol x' désigne la classe de (x;) et xeim(f).

Soient x" ¢ M" et (X;)nEN un représentant dans c(M"). Si x eM est

tel que x" = g(x ), (x) o appartient & C(M) : sine N, soit me ¥ tel

n
n
> m = X""’X"; e Mu!
q n -
. . _ .
Alors, q,q' » m implique X Kq € L g Si x est la classe de (Xn)neﬁ”

3" = g(x). Donc g est surjective.

Proposition 11.3
Les notations sont celles de La proposition 11.2.
1. S{ Le sous-module M' est fermé, Le module §48tnE M" est sEpand.
2. S¢ Le module M est complet, <L en est de mdme du module M".
Démonstration

1. Est clair.
2. Soit (x") une suite de Cauchy de M" et soit x_e M_tel que
n ' nel n n

x; = g(xn).

La suite (x;+’ - X;)neN converge vers 0. I1 existe donc une applica-

tion crodssante 8 : N—— N telle que, pour tout neW, x;+’ - x appartien-
3 MM - = a —h! ' 1 3 'él1é-~
ne a Me(n)' Donc, x 1%, = a7bl ol a € Me(n) et bl e M'. Soit Yy 1'é1é

n—1 1 — ! :
ment X +I;_g bl Alors, gly) = x! et Ta suite (yn)nsN est de Cauchy.

Soit y une limite de la suite (v,) N dans M qui est complet. Comme g est
n
continue, g(y) est une Timite de (x;)nEN dans M".
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Une filtration naturelle sur M

Soit M un A-modufe muni d'une filtration (M) ..

11 résulte de la proposition I1.2 que, pour tout ne¥, la complété
ﬁn du A-module M muni de la filtration induite (Mm)mgN s'identifie a un

sous-module de M.
On munit dans La suite Le A-modufe M de La §iltration (ﬁn)ngN .

Proposition 11.4

Sodlent M un A-module d'une giltration (Mn)nsN’ M compleLe.

1. Le A-module §48trn8 M est s8pard complet.

2. ay() est dense dans M.

3. Soit £+ M —— M' une application continue de modules §LLtnis.
L'application F: M — M' o4t continue.

Démonstration
1. La filtration (M) est séparée : un représentant (x_ ) dans
. n’ F F n’ nelN
o) d'un élément x ¢ nQN M_est un élément de N(M) puisque, pour tout
. - n ‘\=
nel, x_ appartient & nel Mo Donc, x= 0

Le aA-module filtré M est complet : Soit (;n)nsN une suite de Cauchy
de M. Pour tout neW, i1 existe u_e M tel que % - ay(u ) appartienne a

~

Mo:osio(x. ) _y est représentant de % dans C(), on choisit r(n) > n

n n,m’m
tel que m > r(an) implique X0,m *n,r(n) © M et on prend Uy T X r(n)” La
suite (u) _y est une suite de Cauchy de M : 1'entier n étant donné, on

choisit s(n) € ¥ tel que s(n) > r(n) et q,q' 3 s(n) =>ﬁq—ﬁq, € ﬁn'
ATOY:S, iq - on(uq) e.ﬁq, iq, - on(uq,) € ﬁq' et, donc, cxM(uq)-on(uq,) eﬁn,
d'oll u ~u , € M_. Soit G la classe modulo N(M) de la suite (u ) . La

. q q n n’neN
suite (X ), .y converge vers 4 : si q = s(?), X ,m Y ¢ Mq pour m grand et
u —u M. Donc, x -u eM et -Ge M. Donc si q' 3 s(u),
m q n qg,m m n q n

%, e M.
q n

N £ m

Soient £ ¢ ﬁ,(xn)nEN une suite de Cauchy représentant £. 11
existe rEN tel que m,m’ > r impliquent X X €M Alors, g—aM(xr) appar-
tient & Mn.

3. I1 suffit de remarquer que, f étant continue, pour tout neN, il
existe meN tel que f—’(M;) contienne ¥_. Alors, E—’(ﬁé) contient ﬁm :
car, un élément de M admet comme représentant une suite de Cauchy

-1 . .
(x) eM . Pour tout peW, Xp e f (Mn) s

xp pel olu, pour tout pe¥N , x5
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Ainsi, Le foncteur 2 est un foncteun de La catégornie des modules
filtnes et applications Lintaines continues dans fa sous-catégorie pleine
des modubes §iltnes separds complets. On apelle - Le foncteun comofdtion et,
54 M est un module §ilind, M Le s8pard compldté de M.

Proposition 11.5
Soit M un A-modufe Lt par une §iltration (M )ne
1. aM (M )

2. M est L' adhénence dans M de o M ).
n M ' 'n

3. oy dé ginit, pan passage au quoitient, un Lsomornphisme de M/M swr
M/M_.
Démonstration

1. Soit xeM. Dire que x appartient a a&’(ﬁn) c'est dire que la classe
modulo NEN) de la suite de Cauchy (Xp)peN’ oG pour tout peW, x, = %, appar-
tient a M M c'est donc dire que x appartient a M.

2. Le complémentaire du sous-module ouvert ﬁn

-~

classes modulo ﬁn nomeomorpnes a mn, est ouvert et donc #_ est fermé.
D'autre part, aM(Mn) est dense dans Mn.

3. 11 résulte de 1. que Oy définit, par passage au quotient, une
application linéaire fnjective. Elle est Auﬂjectiven: soient £ e M/M_, x
un représentant dans M, (Xp)pEN un représentant de x dans C(M). Soit meWN
tel que p,p' > m=>xp—xp, e M.

17 est clair que, si 1'on pose y_ = x, pour p €« m et Yy = - pour
p > m, (y )p N est un élément de c(M) et que la classe y de (y )pEN est
telle que y - x appartienne a M et donc que y est un représentant de £.

Or, y est visiblement aM(xm).

Theoneme 11.6 (proprndet univenselle du séparé complite)
Sodient M un A-module §48t18, N un A-module §<Ltrne s8pan? complet, £
une application Linéaine continue de M dans N.
1L existe une application Lindaire continue g ef une seule de M dans
. a - -
N telle que Le diagramme M —M M s0it commutatif.

L

N
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Démonstration

Unicité

Soient er M, (Xn)nsN une suite de Cauchy représentant x. Alors aM(xJ
converge vers x quand n tend vers 1'infini. Comme g est continue, g(aM(xn))
converge vers g(§). Donc, g(§) est La limite de la suite de Cauchy

(f(xn))nEN de N.

Existence

11 suffit de démontrer que 1'application g : M —— N telle que
g(x) - lTimite de (f(xn))nsN ol (Xn)nslV est une suite de Cauchy de M représen-
tant % est bien définie (Ceci est laissé au soin du lecteur) et qu'elle

est continue.

On peut procéder autrement, remarquant que a_ est un isomorphisme et

que 1'application a;’o £ répond & la question. !
Conollaire

Le foncteun ~ est adjoint a gauche du foncteur {nclusion de La sous-
catégornie pleine de fa catigonie des modules filtrnés dont Les objets sont
Les modules fiLitnls sEpants complels.
Démonstration

Elle est purement formelle et laissée au soin du lecteur. ((FFFAC),
chap.1.1.§6).

On a un isomorphisme fonctoriel en le module filtré M et le module
filtré séparé complet N : QM,N
¢ (resp. C) désigne la catégorie des modules filtrés (resp. filtrés sépa-

Pog > Boay de Hom-(ﬁ,N) sur HomC(M,N) ol

rés complets).
Remarque

Il est facile de démontrer que le foncteur inelusion de la sous—caté-
gorie pleine C° de C dont les objets sont les modules séparés admet un ad-
joint a gauche.

Si M est un module muni d'une filtration (Mn)nsN , on note M° le
module M/AQN M muni de la filtration quotient et py la surjection canoni-
que de M sur M.

Il est clair que, pour toute application lindaire continue f de M
dans un module filtré séparé N, il existe une unique application linéaire

continue g de M° dans N telle que f = 8oPy-
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iltrations g-adiques

Sodent A un anneau, a un Ldéal de A.

On munit Les A-modules de fa filtration a-adique.

Sodient M et M' des A-modules, f une application A-LinZaine de M dans
M'.

L'application f est compatible car pour tout neN, £(a™)cda™'. Elle
est donc continue.

Sodient M un A-modufe, Mson complité, A Le complete du A-module A.

Si (Xn)nEIV e C(M), (an)nsN e C(A), (anxn)nslv appartient a c(M)

En effet, a X T an,.x ., = am(xm - xm,) + X (am - am.) appartient a
a™ pour n grand puisque x_ - x_, appartient alors a a™ et a - a,
appartient a 4".
i ient & N(M).
Si () € N et (@), .y € VA, (anxg)nem appartie (M)

On définit donc une application AxM —— M qui a (a,x) fait corres-
pondre, si @) .y (resp. (Xn)nEN) est un représentant ?s a (resp. x), la
classe modulo ¥(M) de la suite (a_x_) , classe notée ax .

n n’ nel .

On laisse au lecteur le soin de vérifier que M est ainsd muni d'une
stwctune de A-modube et qu'en particulier, A est muni d'une staucture
d'anneau. L'application N A — A est un homomonphisme d'anneaux et

munit donc A d'une structure de a-algébre .
Voici quelques propriétés du complété.

Lemme 1

S{ Lo A-modufe M est de type fini, son s8part compleis M de M est
un A-module de type fini.
Démonstration

De la suite exacte A — > M —» 0, on déduit la suite exacte de
A-modules (;h) —— M — 0. 11 suffit alors de remarquer que (Xﬁ) est
isomorphe a A™.

Lemme 2

Soit N un A-module de type find.

ALons, Le A-module (2,),(N) est complet, pour la giltngtion a-adique
Démonstration

Comme N est quotient d'un ;—module (K)“, (aA)*(N) est quotient du
A-module (uA)*(R)n.

Compte tenu de la proposition II.3, i1 suffit de démontrer que
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(ch)*(:\)n est complet et donc que (aA)*(K) est compiet. Ciest 1a

proposition II.4.

Lemme 3

Soient A un anneau noethérien, a un {déal de A, M un A-module de Zype
gand.

1. La §iltrnation a-adique de M' est cofinale a La §iltrnation induite
sun M' pan La §iltration a-adique de M.

2. Le s%pand complite a-adique de M' coincide avec Le s8part complife
de M' dans La §iltnation induite pan La giltration a-adique de M.
Démonstration

1. Le Temme d'Artin-Rees implique 1'existence de ren tel que, pour
tout nyr, a™naM' = 4" "(@™MAM'). On a donc les inclusions a™'c d™MAM'e

n-r
a M

o
(%]
©

I1 est clair que, Tes modules C(M') et ¥(M') correspondants a des

filtrations cofinales sont identiques.

Théoneme 11.7

Soient A un anneau noethtnien, a un idéal de A, A son s8pant complLe
a-adique.

18 existe un isomonphisme fonctoniel du foncteur A ® - de La catégo-
nie des A-modules de Zype §indi dans fa catégonie des K—moéuﬂea de type §ini,
dans Le goncteuwr =. Cet isomonphisme fonctoniel est défini parn £'applica-
tion Ay = A @ M — M telle que Ay(Gex) = QaM(x).

Démonstration

Soit X, N 1'isomorphisme, fonctoriel, en le A-module de type fini M
et le A—module de type fini N, de HomA(A @ M,N) sur HomA(M N) composé de
1'isomorphisme :

\pM N (£ A @ M — N) — (g:M —— (O‘A)*(N)) ou g(x) = f(lex)

de Hom;(A ? M,N) dans Hom, (M, (a,) , (N)) ((FFAC) chap. 4, Théoréme I.5)

g — h : M — N tel que g = hoo

et de 1'isomorphisme fonctoriel L

M
de Hom, (M, (a,) () sur Hom-(ﬁ,N).

En vertu du lTemme de Yoneda, 1'isomorphisme fonctoriel Xy, N est

(Hom-(x ,N)) ot A est 1'isomorphisme (1. ) de A @ M Sur M.
A M MNAM

] :(>®

Cet isomorphisme Ay est tel que AM(Qox)

aotM(x) .




Conollaine 1
le A-module A est plat.
Démonstration
Soit 0 > M M —E M 0 une suite exacte de A-modules

de type fini.

0 ——— A ® VLR L} SN P V.- Sy g M ———— 0
A
Ayr l le AM..l
0 M s M - 12 0
£ 2

dont la ligne inférieure est exacte (proposition [1.2). Il en est donc,
puisque les fléches verticales sont des isomorphismes, de méme de la
ligne supérieure.

Le foncteur A @ - est donc exact sur la catégorie des A-modules de

Type §ind.
IT en résulte qu'il est exact. En effet, Tor?(;,N) = 0 pour tout A-
module de type fini N (utiliser une suite exacte o R L N

— 0 ol L est libre de type fini) et donc, puisque Tor commute aux limi-
tes inductives filtrantes pour tout A-module N.

Conotlaine 2
Solent A un anneau noethérien, a un idéal de A, M un A-module de type
fini, M son complBie a-adique.
~ A
Poun tout neW, (a'M) =a"M.
En particulier, (4Y) = a"A.
Démonstration

On remarque que A est un isomorphisme de A @ (d™) sur (a“M) Donc,
a
(anM) est 1'image de 1'homorphisme naturel de A ® (anM) dans M Comme a™M

est 1'image de 1'homorphisme naturel de 4" g M, dans M , (anM) est 1'ima-
ge de 1' homomorph1sme naturel de 4" @ A ? M dans M et donc de 1' homorphis-
me naturel de 4" @ M dans M. C'est donc a™.

Ainsi, La 6L£I&atL0n naturelle sun Le completé a-adique M du A-module
de type §ini M est La topologie ah-adique.
On laisse au lecteur le soin d'énoncer les propriétés formelles résul-

tant de la platitude de A, analogues a celles des corollaires 2 et 3 de la
propesition 11.5, du chapitre 1.




362 TOPOLOGIE x-ADIQUE. COMPLETION

La proposition suivante donne une condition nécessaire et suffisante

pour que le A-module A soit fidélement plat.

Proposition 11.8

Sodent A un anneau noetihrien, a un idéal de A, A Le s8pard complit?
de A dans La giltration a-adique.

Les assentions suivantes sont Zquivalentes :

(i) A est §idelement plat sur A

(ii) a est contenu dans Le radical de A (i.e. A muni de La fopologie

a-adique est un anneau de Zariski).
Démonstration
(i) = (ii). On va utiliser le Temme suivant.

Lemme

Sodient A un anneau, a un Lddal de A (non nécessailrement noethénien).
Si A est s8pant et complet dans La Ztopologle a-adique, a est contenu dans
Le nadical r(A) de A.
Démonstration du lemme

11 suffit de démontrer que, pour tout xea, 1-x est inversible. Soit

X =14+ ... + xn.
n
La suite (Xn)nsN est de Cauchy et converge donc vers un élément y
de A.
Comme (1-x)x = 1—xn+’,£a limite de la suite ((1-x)x_) est 1. Cet
n n’nelN
Timite est (1-x)y. Donc (1-x)y = 1 et 1-x est inversible.

Comme A est fidélement plat sur A, r(;)n A est contenu dans r(a) :
tout idéal maximal de A est, en effet, trace sur A d'un idéal maximal de A
((FFAC).chap. 5. proposition III.7). L'anneau A est séparé complet dans la
filtration qA-adique.

En vertu du lemme »(A) contient gA. Donc, r(A)>r(A)nA>aAnA = a
((FFAC). Idem).

(i1) == (1).

Si a est contenu dans r(a), tout A-module de type fini M est séparé
(corollaire 1 de la proposition 1.6). L'application ay ¢ M— M est
donc injective. Par conséquent, 1'égalité A g M = 0 implique M = 0 et A
est fidélement plat sur A.
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Conollaine
Sodient A un anneau noethérien, K son ameau total des gractions, a
un idéal de A contenu dans Le hadical de A, A Le complét? a-adique de A.
Alons, K est contenu dans £'amneau total des §ractions de A et
KnA = A.
Démonstration
Un élément régulier de A est régulier dans As par platitude de A sur
A,
Sofent y/x ¢ erﬁ, od x,y A et x est régulier dans A. Alors

v e xAnA = xA et donc, y/x appartient a A.

Séparé complété d'un anneau local
Proposition 11.9
Solent A un anneau Local, non nécessalrement noethénien, m son Ldéal

maximal, k son conps nésiduel.

Le s8pant complite A de A est Local d'{déal maximal m et de conps
nésiduel k.

Sé, de plus, A est noethénien, m = mA.
Démonstration

De 1'isomorphisme A/m= A/m résulte que m est un idéal maximal de A.

Comme A est séparé complet dans la topologie m-adique, i1 résulte du
Temme de la proposition I1.8 que 7 est contenu dans le radical de A. Donc,
m est 1'unique idéal maximal de A.

Si A est noethérien, 1'égalité m = mA est un cas particulier du
corollaire 2 du théoréme I1.7.

On démontrera plus loin que si 1'anneau A est noethérien, il en est

de méme de A.

3. Utilisation des limites projectives

On peut interpréter le séparé complété d'un module filtré& en termes
de limites projectives et déduire certaines propriétés de ce séparé complé-
té de propriétés correspondantes des limites projectives

Cette interprétation est particuliérement commode par utilisation de

la propriété d'associativité des limites projectives.

Soient M un A-modufe, (M ) une §iltration de M.

nelV
On désigne par ¢§ la surjection canonique de M sur M/M et si, m » n,




364 TOPOLOGIE x-ADIQUE. COMPLETION

par ¢ la surjection canonique de M/M sur M/M_.

Le systéme (M/M ,¢nm)n el est prOJectif Soit ¢ liE(¢§)' Donc, ¢M
est 1'application A-linéaire : x —— (¢ (x)) de M dans lig(M/Mn,¢§m).
On pose pnovéboinement = 11m(M/M ). On note M le sous-module

J

lim(Mm/Mn) de M des éiéments de la forwe (¢ \x )y uu, pour tout nel, ®

nelV
appartient a My

Le A—module M devient un A-module filtré par la filtration (M ) mel*
L'application ¢ est compatible.

On va démontrer que (§,¢M) est solution du probléme universel du

théoréme II.6 et donc qu'il existe un isomorphisme 2 fonctoriel de M sur
M tel que aM = XM ° ¢M.
Lemme 1

Pourn tout nel, ¢M definit, par passage au quotient, un Lsomorphisme
de M/M sur ﬁ/ﬁn.

Démonstration
Pour tout m > n, on a une suite exacte :
0 — Mn/Mm M/Mm M/Mn 0
Passant 4 Ta Timite projective, onr obtient une suite exacte

0 —-»-ﬁ£ — lim(M/M ) LN MM (exactitude a gauche du foncteur
limite projective).

L'application o est surfective : si g e MM, £ = (¢ =) ol x
est un représentant de ¢ dans M et ¢ = a((¢ x)).

On remarque que, par cofinalité, M = 11m(M/M ). Donc, o définit un
isomorphisme o de M/M sur M/M . I7 est clalr que son inverse est défini

par passage au quot1ent par ¢ .

Lemme 2
1. SiM est sEpard, o est injective.
2. Si M est complet, ¢ est surjective.
3. Si M est s8pant complet, ¢M est un isomonphisme.

Démonstration
1. On remarque que ker (3" = nQN M.
X . M )
2. Dire que (an)nEN neN M/M appartient a 11m(M/Mn,¢nm) c'est dire

M
que, simsn, ¢ (a) = a . Soit alors x e M tel que ¢§(xn) =a. Si

M . N
m > n, ¢n(xm) =¢nm(¢m(xm)) = ¢§(Xn)’ T.ee x - ox e M. Donc, si m,m' > n,
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x - x_, appartient a M_ et la suite (x)) est de Cauchy.
m m n n’nelN
Soit x une limite de la suite(xg. I1 existe n_e¥d tel que, pour

M M
n3an, ¢ (x)= ¢n(xn)-

Sin<a, ¢§no(¢§o(x)) - ¢§no(¢§(xn )). Donc, pour tout ne ¥ ,
o

DAOIERNCR
Ainsi (a.) est ¢M(x) et ¢M est surjective.
n’ nelN
Proposdition 11.10
Soient N un A-modufe §40tn8 sépard complet, £ une application A-Lind-

aine continue de M dans N.
12 existe alons une application A-Lindaine continue f et une seule de

M dans N telle que Le diagramme :
M

M—t

rh
Z— 2
rh

A0Lt commutatdif.
Démonstration

Quitte a remplacer la filtration de M par une filtration cofinale et
munir alors le A-module M de la filtration correspondante, on peut supposer
1'application £ compatible.

L'application f cherchée est alors nécessairement compatible.

Pour tout ne¥, on doit avoir un diagramme commutatif :

4"

M M/Mn < M/Mn

L

D ———
N N/Nn

ou ?; (resp. f) est déduit de £, (resp. f) par passage au quotient.
On a donc un diagramme commutatif :

UmQU/M ) ——— M/M_

M
?'l lfn
N N

lim(N/N ) —— N/N - avec f'=¢ o f
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11 en résulte que 1'on doit avoir £' = lim(f_ ) et donc
- N, -1 . — 0
f=(o) ° (11m(fn)).
Ceci démontre 1'unicité. L'existence est évidente, compte tenu de ce

qui précede.

Conollaine
Sodent A un anneau semi~-Local, m
nadical de A, i.e. m,n ...am_=m,...m_.
1 s R s s A
ALons Le complété r-adique A de A est isomenphe d RGN ol

l“.”mséu,aﬁmmnmumwx,rke
FaN
A
m.
1

est Lo complexd de £'anmeau fLocal A muni de sa fiftration moA -adique.
i i
Démonstration
Comme r" est 1'intersection des idéaux étrangers m? (1= 1,..0,8),
n . . S n ~ . n s . n
Aér est 1somgrphe a I, A/mi. Donc, A = lim(A/r ) =0 11m(A/mi) =
e }_iE(A.,r /mA ) .
i=1 3 my ' g
Remarque

Dans toute la suite, Le teame complét? d'un anneau semi-Local est
néserve au complete dans La §iltration r-adique ol r est son radical. En
particulien, Le complét? d'un anneau Local est Le complét? dans La filtra-
tion fonmée des puissances de son Ldéal maximal.

II1. Propriétés de transfert

1. Gradué associé a un module filtré

Module gradué
Solent A un anneau, P un A-module, (Pn)neN une suite de sous-modules

telle que P s0it La somme directe .interne 2 P ((FFAC).chap. 3.§5).

On dit que P est gradu? par la suite (Pn)neN' Un élément de P est
dit homogéne de degré n.

Soit (Pn)neN une suite de A-modules. On identifie, au moyen de 1'in-
jection canonique, P a un sous-module de P = n%N P . Le A-module P est
alors gradu? par la suite (Pn)neN'

On ne distinguerna pas dans La sulte ces deux podnts de vue.

Module gradué associé a un module filtré

Deginition
Soit M un A-module muni d'une g{ltration (Mn)

nel*
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On appelle module gradu? associé du module §4i£tne M fLe A-module
cron = @, cr’t (M)

-~ n
ol Gr' (M) =M /M . ;

Application graduée associée a une application compatible

Sodient M ot N des A-modules munis de giltrations respectives M)
et (Nn)neh” f une application A-Lintaire de M dans N compatible avec £es
filtrations, i.e. telle que fM) N (e

On note Gr''(f) £'application Lindaire de Gr' (M) dans Gr(N) déginie
par passage au quotient a partir de La nestriction de f aM . Si donc 1'éle-
ment £ de cr®(M) = Mn/Mn+l est Ta classe de x €M, cr(£) (£) est ia clas~

se de f(xn) e N modulo LI
L'application a-lineaire Gr(f) = @, cr(f) de Gr(¥) dans Gr(N) est
appelée £'application gradude associBe de f.
Avec des notations évidentes, Gr(gesf) = Gr(g).Gr(f) et Gr(lM) = ’Gr@ﬁ
Les applications : M+——— Gr(M), f —— Gr(f) définissent donc un
foncteun covariant de La catigorie des A-modules §LLtnds avec pour morphis-
mes Les applications Lindaines compatibles dans La caiigornie des modules
gradus avec poun monphismes Les applications Lindaires homogénes de de-
gné 0 (qui appliquent un &lément homogéne sur un élément de méme degré).
Ce foncteur est additif.
Soit A un anneau §{Ltrhe par une sulte décrodssante @) ey d'i(déaux.
Le groupe abélien Gr(a) = ngN an/an+’ est muni d'une structure d'an-
neau par les applications
(%% ) F———— classe de (x_x_) modulo a

n+m+ |

n+m
(

Grn(A) X Grm(A) - Gr A)

(ol §£ et x désignent les classes modulo a e et a .1 de X ea et
X ea, respect1vement)

Sodent A un anneau §LLnE par une suite décroissante (an)nsN d' {deaux,
M un A-module.

Une giltration (M )y de M est dite compatible avec fLa filtration
de A 84, poun tout coupte (m n) € Nz, a M est contenu dans L S

On dit aussi, dans ce cas, que M est un module filtreé sur 1'anneau
filtré A.

S'il en est ainsi, on munit crM) d'une strwucture de Gr(A)-module au
moyen des applications
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(a_,x ) ¥——————+ classe de a_x_modulo M . .
n m nn n+m+i

(avec des notations évidentes).

Exemple
Sodent k un anneau, (X)) g une famille (finie) d'indéterminées,
= k[[xi]]isl'
On considére la filtration (a ) ol o est 1'ideal (x.)T . des
n’nelN n i“1el
séries formelles d'ordre 2 n.
On peut identifier, de maniére évidente, Gr™(a) = an/an+’ au k-module
des polyndmes homogenes de degné n.
On vérifie aisément que la structure d'anneau sur Gr(A), ainsi iden-

tifié a 1'anneau k[xi] des po!ynﬁmes, est la structure usuelle.

Proposition 111.1

Sodent A un anneau, a un L{déal de A.

Le gradu? associe Gr, () de €' anneau gLt pan (@ ) new est engendné
en fant que Gra(A) Ala- aﬂgebne par cr! 7B = a/a .
Démonstration

11 est clair que Gr (&) est une Grg(A)-algébre d'homomorphisme struc-

tural 1'injection canonique.
Un élément de GrZ(A) est une somme finie d'éléments de la forme

a. «¢¢ a-
1 1n
ol a, € aeta désigne la classe modulo &,
] - -
Un tel &lément est le produit a, ... a; des classes modulo a® des
1 n

éléments a; ,.--,a; comme il résulte de la définition méme du produit.
1 n
2. Propriétés d'un module filtré et du gradué associé
Soit M un A-module muni d'une giltration M) v

11 résulte de la proposition II.5.1. que @, définit, par passage au
n

quotient, un isomorphisme de M _/m__ sur ﬁn/ﬁn+’.

12 en ndsulte que Gr(ay) est un {somorphisme de Gr(M) sur Gr(M).

On va voir ci-dessous que certaines propriétés du module filtré M se
lisent sur le gradué associé Gr(M).

Par conséquent, il sera possible d'établir, par considération des
gradués associés, des propriétés de transfert de M & M. Le résultat suivant

est fondamental a cet égard.
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Proposition 111.2

Scient M et N deux groupes abéliens munis de filtrhations sEparées
M) oy et M)y nespectivement, £ un homomonphisme de groupes de M dans
N compatible avec fLes filtrations.

1. S{ Gr(f) est infectif, £ est {nfectif.

2. On suppose M complek.

S{ Gr(f) est sunfectif (resp. bifectif), £ est sunfectif (resp.

bifectif).
Démonstration

i. L'injectivité de Gr(f) &guivaut a 1'inclusien

-1
Mnr\f (N )CMn+l

n+l
pour tout n ¢ M.

On en déduit, pour tout n ¢ ¥ et tout k tel que 0 « k ¢ n, 1'inclu-

sion
~1
Mn-~k nt (Nn+ 1) < Mn+l
car
-1 -1
Mn-knf (NnH)CMn—knf (Nn+1-k)cMn+l—k
et donc
-1 _ -1 - _ -1
Mn—knf (Nn+1) - Mn+1—knf (Nn+1) Teerm Mnnf (Nn+I)CMn+l'

En particulier, pour k = n , on obtient :

-1
£ (N, DeM ,etdonc £ (N ) =M

n+l n+l"

Alors, ker(f) = £ (@ cf (N Ny = 0 g la) = Now = (0
puisque M et N sont séparnés. Donc, £ est injectif.

2. Compte tenu de 1. i1 suffit de prouver la surjectivité de £ sous
hypothése de surjectivité de Gr(f).

La surjectivité de Gr(f) équivaut & 1'égalité N o= £f@M)+ N, pour
tout n ¢ N. On en dédudit £'égalite N = f(Mn) et donc la surjectivité de f.

Soit, en effet, y ¢ N . On construit une suite de Cauchy o er de
M en posant x =0 et en définissant Xl d partir de x, comme suit
1'élément y—f(xk) est par construction un élément de N et s'écrit donc
f(z) + t ol z ¢ Mok et t e N ore1 On pose ol = % * o2

Le sous-module M de M est fermé et donc complet comme M.
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La suite de Cauchy (xk)keN a donc une Timite x dans M. Puisque f est
continue, f(x) est limite de la suite de Cauchy EE) oy de N . Mais y
est aussi limite de cette suite et, comme N est séparé, y = £(x).
Déginition

Soit M up groupe abslien muni d'ume {iltration sEparfe (M )

Solt x un eLément non nul de M. L'entien n tel que x ¢ Moetx ¢ LI
est appelé Le degné initial de x.

La classe x de x modufo Mo
tiake de x.

Cette denomination est justifige par 1'exemple M = k[[x,]]; ;. Un

élément non nul x de M s'écrit £ (X.). . + g(X.). ol n est 1'ordre de x
n 171¢el i“1el

est un éLément de Gr(M) appell forme (ni-

et g une série d'ordre supérieur a n.

Si 1'on identifie cr(M) a k[Xi]ieI’ la forme initiale de x est
f (X.). . et le degré initial est n.
n 171el

Proposition 111.3

Solent A un anneau §4€Xn€ complet, M un A-module §Li8tne sEpari,
(x,); 1 une famille finie d'eLéments de M dont Les formes initiales engen-
drent Le Gr(a)-modufe Gr(M).

Les 2€ements (x); 1 engendrent alons Le A-module M. De plus, M est
complet.
Démonstration

Soient n, le degré initial de x; (iel),  p = inf (n ), q = sup; 10})'
On munit 1e A-module libre A(I) de la f1ltration decroissante
(Ln)neN od
{(a1)1€1 / a € an—ni} (> q)
On déduit des inclusions
a(I) L ¢ a(I)
n-q n n-p

(1)

que la topologie définie par la filtration (Ln)neN sur A est la topolo-

gie produit des topologies définies sur les facteurs A par la filtration
(an)neN' (1)
11 en résulte que A = L est complet.
L'homomorphisme £ : (a.), . +—— .I_ a.x, de L dans M est compatible
171l 1€l i1
avec les filtrations.

Pour prouver qu'il est surjectif, il suffit en vertu de la
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proposition I11.2.2. de prouver que Gr(f) est surjectif, i.e. que si
xeM , 1) existe a, ¢ a (i e 1) tel que
n 1 n-n.

(Iy =x-= Lpoagx; moéu!o L S

Scient ;i (ieI) et x les formes initiales de x; et x. 11 existe, par
hypothgse, des éléments a; € Gr(a) tels que x = I ai;i. On peut d'ail-
leurs choisir oy homogéne de degré n-n. La condition (1) est satisfaite
en prenant pour a; un représentant de o, dans a .
Cornollaine 1 '

Solent A un anneau §LLtn€ complet, M un A-module §{Ltn€ spani.,

S{ Le Gr(A)-module Gr(M) est de type gini (resp. noethérien), Le
A-module M est de type §ini (resp. noethérien).

Démonstration

Si le Gr(a)-module Gr(M) est de type fini, 1] admet un systéme {int
de générateurs himogénes. I1 résulte de la proposition I1I.3 que des re-
présentants dans M de ces générateurs engendrent le A-module M.

Si le Gr(a)-module Gr(M) est noethérien, un sous-module N de M est
séparé pour la topologie induite et Gr(N) qui est un sous-module du Gr(a)-
module noethérien Gr(M) est de type fini. Il résulte de la premiére partie
de la démonstration que N est un A-module de type fini. Donc, M est noethé-

rien.

Conollaine 2

Solent A un anneau noethérdien, a un Ldéal de A.

Le complété séparnt de A dans La topologlie a-adique est un anneau noe-
thernien, et, donc, un anneau de Zariski.
Démonstration

17 suffit de remarquer que Grag(;) = Gra(A) et d'appliquer le
corgllaire 1.

Conolhaine 3

Sodent A un anneau, a un {déal de A.

On suppose L'ameau quotient A/m noethénien, Le A/m-module m/m2 de
type fint et A sEparé et complet dans La topologie a-adique.

Alons £'anneau A est noethérnien.
Démonstration

La A/m-algébre Gr, (a) est de type fini puisqu'elle est engendrée par
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m/m2 et donc par un systéme fini de dénérateurs de m/mz sur A/m.
L'anneau Grm(A) est donc noethérien. I1 suffit alors d'appliquer le
corollaire 1.

Proposition 111.4
Sodent A un anneau noethérnien, a un {déal de A, A Le s8pant complite

a-adique de A.

1. L'application : mw—> mhA est une bifection de £'ensemble des
Ldéaux maximaux de A contenant a sur £'ensemble des {ddaux maximaux de A.

La bifection néciproque est L'application a;’, 0 a, est L'applica-
tion natunelle de A dans A définie en II.1.

2. Soit m un ideakl maximak de A contenant a. Le completé mA-adique de
A est isomonphe au complEté m-adique de A.
Démonstration

On remarque que 1'application : m+——— m/ 0 a" est une bijection de
Max(a) N V(a) sur Max(a/ 0, a").

On remarque ensuite que le complété séparé g-adique de A est le com-
pléte de A/(;QN a") dans la topologie a/QQN a™y : c'est évident avec 1'in-
terprétation en terme de limites projectives.

On peut done supposer AsZpari dans La Zepologie a-adigue et démontrer
akons que L'application m ——> mA est une bifection de Max(A) sun Max(A) .

Soit m ¢ Max(a). Comme m contient a, il est ouvert dans la topclogie
a-adique. Son comlémentaire qui est réunion d'ensembles homéomorphes & a
(Tes classes modulo a distinctes de a) est aussi ouvert. Donc, m est fermé.

La topologie a-adique sur le A-module quotient est donc discréte. I
en résulte que le complété de A/m est isomorphe & A/m. Ce complété est
A/mA. Donc, mA est un idéal maximal de A.

Soit m € Max(A). Le A-module m est complet.

Soit »n un idéal maximal contenant a;’(ﬁ) = m. Son complété A est
contenu dans m. Donc, »A, qui est maximal, est égal a m. Par fidéle plati-
tude de A, n = agl(ﬁ) =m et m est maximal.

2. Resulte de ce que, pour tout n e ¥, A/m"A est isomorphe & A/m" et
donc de ce que le complété mA-adique de A, qui est lim(A/m"A), est isomor-
phe & lim(A/m") qui est le complété m-adique de A.

3. Quelques autres propriétés de transfert

Un anneau local noethérien A est dit analytiquement non ramifié
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(resp. analytiquement normal) si son complété R est réduit (resp. intégra-
lement clos).

Propogition III.5
Un anneau local noethérien analytiquement réduit (resp. normal) A est

réduit (resp. intégralement clos).
Démonstration

L'anneau A est un sous~anneau de ;. I1 est donc réduit (resp. intégre)
si A 1'est.

Si A est intégralement clos, soient K et K les corps des fractions
respectifs de A et A. Un &lément de K entier sur A 1'est a fortiori sur A.

I1 appartient donc i R(\K. Or, AnK = A : en effet, soit a/b ¢ ; ol a,b € A
(b # 0) ; alors a ¢ bANA i.e. a e bA et donc a/b € A.

La réciproque de la proposition III.4 est fausse. M. Nagata ([}i] s
exemple 6. p. 208) a construit des exemples d'anneaux locaux noethériens

intégralement clos analytiquement ramifiés.

I1 sera prouvé au chapitre 15 que la réciproque est vrale pour cer-
taines classes d'anneaux locaux et, en particulier, pour les anneamx locaux
de la géométrie classique (théoréme de Chevalley et Zariski).

En particulier, un anneau local d'une algébre de type fini sur un
corps ou sur l'avmeau Z des entiers est analytiquement non ramifié (resp.

normal) st et seulement si il est réduit (resp. intégralement clos).

IV. Quasi-finitude et finitude
Définition
Sodent A un anneau Local, non nécessairement noethérnien, d'idéal maxi-

mal m, de conps néslduel k, M un A-module.
On dit que M est quasl-gini sur A A4 e k-espace vectorniel M/mM est

de dimension ginie.

Un A-module de type fini est quasi-fini. La réciproque n'est pas tou-
Jours vraie :

Solent k un conps, X une indéterminde, A = k[[X]], K Le conps des
fractions de A.

Le A-module K n'‘est pas de type fini. Pourtant K = mK et K/mf& (0).

Voici une réciproque partielle importante.
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Proposition IV.1
Sodent A un anneau noethdrien, m un L{déal de A, M un A-modufe.

On suppose A sEparé complet et M séparé dans La topologie m-adique.
Les assentions sulvantes sont équivalentes :
(L) M/mM est un A/m-module de type gini.
(L4} M est un A~module de type gind.
Démonstration
(ii) == (i) clair.
(i) = (ii). Soient € seeesep des éléments de M dont les classes

modulo mM engendrent le A/m-module M/mM. Soit x ¢ M. On va construi-
r

re une suite (x_ .) d'éléments de A telle que x . —x_ . em et que
r,i’ryl r+l,1 r,i
X - Z? X .e. g mrM.
i=] "r,i’i
On suppose cobtenus les éléments X . (i=1,...,n). On &crit :
E]
~n ~ r
X = 1. X .e, + L. yu.y. Ol . em et . €M
i=1 "r,171 MY ! Y3
puis
y. = L u, . e, +z 0ol zenmM
] i=] 3,1 1

On pose alors :
X s =X , + L. u, u. .,
r+l,1 r,1 J 3 3.1

Comme A est séparé complet, la suite de Cauchy (xr i) converge

s1°r2l
vers xi € A.

Soit x' = Zi=l Xi e, Alors, x—x' ¢ Q mM = (0) et donc x = x'.

Conollainre

Solent A un anneau Local noethénien complet d'idéal maximal m, M un
A-module.

On suppose M s8pare dans La topologie m-adique. Alorns M est quasdi-
find sun A 84 et seulement 8L {L est de type §ini sun A.

La proposition IV.l contient comme cas particulier le théoréme de
préparation formel, explicité plus loin.
Déginition

Sodent A un anneau Local, non nécessairnement noethérnien, B un anneau
£ un homomonphisme d'anneaux de A dans B.

On dit que £ est quasdi-gini s4 Le A-module B défini parn f est quasd-

fini.
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Proposition 1V.2

Sodient A et B des amneaux Locaux, non nécessairement noethéiniens,
d'idéaux maximaux m et n, de conps nésdiduels k et k(B), £ un homomonphisme
Local de A dans B.

La condition

(1) f est quasdi-fini
Amplique La condition

(ii) 1. 12 existe un entien r » 1 tel que n* « mB (autrement dit mB
est un Ldéal de définition de La topclogie de B).

2. L'extension nésiduelle k(B)/k est finie.

S, de plus, £'idéal maximal n est de type §ini, La condition (il
implique La condition (L),
Démonstration

(i) = (if).

Dire que f est quasi-fini cfest dire que ia k-algé&bre B/mB est de

rang fini.

11 en résulte que la k-algébre B/»n qui en est un quotient est de
rang fini, d'od (ii) 2.

L'anneau B est alors artinien et son radical n/mB est nilpotent, d'ol
la condition (ii)1.

(i1) == (i) si n est de type §ini.

On considére la suite décroissante

BomB+n omB + n2> v.. 3mB + nr = mB

Les quotients successifs (mB + ni)/(mB + ni+’) = Z"i/ﬁ'i+i, ol n est
1'idéal maximal »n/mB de 1'anneau local B/mB, sont des k(B)-espaces vecto-
riels de dimension finie et donc des k-espaces vectoriels de dimension
finie. I1 en résulte que B/mB est un k-espace vectoriel de dimension finie.

On utilisera souvent dans la suite le corollaire suivant.

Conollaire
Solent A un anneau Locacl noethérien complet d'idéal maximal m, B un
anneau Local noethérnien d'idéal maximal n, dominant A.
On suppose que A et B ont méme conps nésdiduel et que n = mB. Alons,
A = B,
Démonstration
Le A-module B est quasi-fini et donc de type fini (prop. IV.1 et 1V.2)
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11 résulte alors du lemme de Nakayama que A = B,

Interprétation géométrique

Les notations sont celles de la propostition IV.2.

On a vu dans le chapitre 7 que 1'application g —* g/mB est un homéo-
morphisme de la fibre de Spec(f) en m sur Spec(B/mB).

Dire que n est Zgsolé dans cette fibre c'est dire que n/mB est isolé
dans Spec(B/mB), i.e. que n/mB est le seul idéal premier de B/mB : il doit,
en effet, exister f ¢ B/mB n'appartenant pas & n/mB mais appartenant 3 tout
autre idéal premier de B/mB.

Si om suppose de plus B noethérien, 1'anneau B/mB est artinien local
d'idéal maximal »n/mB.11 existe donc rel* tel que n" ¢ mB.

Si on suppose de plus que l'extension résiduelle k(B)/k est finie,
dire que n est 1solé dans sa fibre c'est dire que 1'homomorphisme f est
quasi-fini.

Cette hypothése de finitude sur 1l'extension k(B)/k est souvent satis—
faite. Elle 1'est mnotamment, en raison du théoréme des zéros de Hilbert, si

B est une A-algdébre de type fini.

Déginition
Solent A un anneau Local d'Lidéal maximal m, X une Anddterminde, f£(X)
. pa B i
un &ment de A[[X]], £(x) = Loy 25
On dit que £(X) est néguliern d'ondre n s4 a; em (i =0,...,n°1) et

a m .
0t

Theondme 1V.3 (thondme de préparation formed)

Solent A un anneau Local noethérnien complet d'lidéal maximal m; X une
indeterminte, £(X) un &Lement de A[[X]] négulier d'ondre n.

Pour tout éfement g(x) e A[[X]], il existe q(X) ¢ A[[X]] et r(X) de
degne < n-1 dans A[X] tels que

g(X) = q(X)f(X) + r(X)

Les eLements q(X) et r(X) sont détermins de manilre unique par Les
conditions ci-dessus.
Démonstration

Soient B 1'anneau quotient A[[X]]/(£(X)), T(x) 1'image de £(x) dans
1'anneau k[[x]].

Alors, B/mB = k[[x]]/(£(X)). La série £(x) est un polynéme de degré n.
n—h

I1 est clair que B/mB est un k-espace vectoriel de base {1,X,...,X
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Le a-moduie B est quasi-fini. I1 est &videmment s&paré. I1 est donc
de type fini et les éléments l,x,...,)(n"l forment un systéme de générateurs
du A-module B.

On en déduit 1'existence de q(X) et r(X).

On peut traduire ce résultat en disant que

AlX]] = foa[[x]] +
ol M est le sous-module Tibre de A[[x]] de base 1,x,...,x" 7!,

L'unicditeé de q(X) et r(X) va nésulter des asserntions sulvantes :

1) £x)A[[x]] M = (0), qui donne £'unicité de r(X)

2) £(X) n'est pas un divisewr de zéro dans A[[X]], qui denne alens
Llunicits de q(X).

Démonstration de 1)

On démontre qu'une égalité
i _ n-1 - .
(ZisN bix YEX) = e, * c’X + ...+ cn_,x , ol bj’ s appartiennent
a A impligue bj = 0 pour tout j.
Comme ;20 mt = (0), i) suffit de démontrer que b appartient a m"

pour tout n.

Ceci se démontre par double récurrence : le cas n=0 est évident.

On suppose que b, e A1 pour tout j et by e m" pour tout j < k. On
démontre qu'alors b, appartient aussi a m.

Soit £(X) = . _ a.,X'. Le coefficient
1elV 1

(b a + ... +b

o n+k ) +b an + (b

k k+1%n-1
i
¥ bix YE(X) est nul.

Les termes de la premiére parenthése appartiennent a m" par hypothése
n-1

+ ... + b a)

k=1%n+1 k+n?o

n+k

de X dans le produit ;.

b appartien-

Tl
mo=mocar b ,...,b

Ceux de la seconde appartiennent a m
nent a m" et a__ys---,a_ appartiennent a m.

Par conséquent, b a_ appartient a m" et comme a_ n‘appartient pas &
m, b, appartient & m".

L'assertion 2) est un cas particulier de ce qui précéde.

V. Le critére local de platitude

On va démontrer ici un critdre souvent utilisé dans la suite.
Voici d'abord quelques remarques. Soient A un anneau, a un itdéal de
A, M un A-module.

1. Si le A-module M est plat, il en est de méme, pour tout entier n,
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du A/a"-module M/a™M. La réciproque est—elle vraie ?
2. On suppose A local d'id&al maximal a. Si le A-module M est de
type fini, et si A est noethérien, on a les Equivalences :
(i) M est un A-module libre
(ii) Tor’(M,a/a) = 0
On a, en effet, une suite exacte : 0 — R —> L=An . M’——a 0 avec
Rcal, obtenue & partir d'un systéme {e’,...,en} minimal de générateurs de
n
a.e..

i=1 “i1
On en d&duit la suite exacte des Tor, ol k = A/a,

M en définissant u par u((ai)) = T
0 = Tor“;'(L,K) — Tor‘?(M,k) — R/aR=R ® k — L/aL —— M/aM —» O
Or, l'application u est un isomorphismeAcar son noyau est (R+al)/aL
et donc, R/aR = Tor?(M,k). Le lemme de Nakayama permet alors de conclure
en raison de la finitude de R.

On a souvent besoin d'un résultat plus général, & savoir

Théoréme V.1

Sotent A et B des anneaux locaux noethériens, f un homomorphisme Lo-
cal de A dans B, k le corps résiduel de A, M un B-module de type fini.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(7) M est un A-module plat

(11) Tor?(M,k) =0

Si B=A, f=lA , on retrouve le résultat précédent.

La réciproque de 1. et le théoréme V.l sont des cas particuliers
d'un méme théoré&me appelé critére local de platitude. Avant de démontrer
ce théoréme, i1 faut donner une définition.

Définttion

Sotent A un anneau, a un idéal de A, M un A-module.

On dit que M est idéalement séparé pour a st, pour tout idéal b de
A, le A-module b ? M est séparé pour la topologie a—adique.

Sous les hypothéses du théoréme V.!, on remarque que M est idéalemen
séparé pour m.

En effet, pour tout idéal b de A, le B-module b ® M est de type fini
comme M et b. Il est donc séparé dans la topologie mB-adique et donc dans
la topologie m—adique.

Solent A un anneau, a un idéal de A, M un A-module.

L'application (a,x) —— classe de ax modulo an+1M oli a (resp. X) es
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n n+l .
la classe de 1'élément a de a" modulo a” (resp. x de M modulo gM) est

A/a-bilinéaire.

Elle définit donc une application A/a-linéaire <y de an/an+’A9a M/aM

n+l

dans a™/a"T M.

)

Théoréme V.2 ({critére local de platitude)

Sotlent A un anneau, a un idéal de A, M un A-module.
On suppose vérifiée l'une des conditions suivantes :
1. a est nilpotent
2. A est noethérien et M est idéalement séparé pour a
Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) M est plat sur A
(27) Tor?(M,N) = 0 pour tous les Al/a-modules N
(i77) M/aM est plat sur Ala et 1'homomorphisme canonique a g M — agM

sot 1
cou [3

tsomorphisme

(Zv) M/aM est plat sur Ala et Tor?(M,A/a) =

(v) M/aM est plat sur A/a et, pour tout nel, c_ est un £ somorphi sme
(vi) Pour tout ned, M/an+’ est plat sur A/an+’
Démonstration

Elle se fait suivant le schéma d'implications

(1) == (i1) & (i11) &= (1iv)

JJ

(vi) & )

la seule implication faisant intervenir 1'une des conditions 1. et 2. &tant
d'ailleurs 1'implication (vi) = (i) qui sera la seule utilisée dans un
certain nombre de démonstrations dans la suite.

(vi) == (i). Elle est claire sous 1l'hypothé&se 1. On suppose donc
1'hypothése 2.

On va démontrer que, pour tout idéal » de A, l'application canonique
A b ? M —— M est injective, ce qui est suffisant en vertu de (FFAC).
Théoreéme V.2. (vi).

Puisque b @ M est idéalement separe, il suffit de démontrer que
ker()) est contenu, pour tout nelN, dans aq (b @ M).

Soit k un entier naturel tel que br\ak soit contenu dans a'b.

On considére la diagramme commutatif suivant dont on vérifiera que
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les flaches sont naturelles

n - n = n
(b:b)gM—A/a @beu= (b @W/a(beow
b — Y (B/bnad) @M = (B/bad) @, (1/aW
A u A Ala
M K K
# (a/a) @M = u/a'y

ol y est 1'application naturelle, injective parce que, par hypothé&se,
M/akM est un A/ak-module plat et § est surjective.

Si £ € ker(A\), (8 o Y)(§) = 0 et donc & appartient a an(b ? M) comme
désiré.

(1) = (11). Evident car Tor?(M,N) = 0 pour tout A-module N.

(ii) = (iii). De la suite exacte 0 — g — A —> A/a —> 0, on
déduit la suite exacte O = Tor?(M,A/a) — a g M —M et donc 1'homomorphis
me g ® M — M est injectif.

ASoit 0 — N' — N — N" —» 0 une suite exacte de A/a-modules.

La suite O = Tor?(M,N") — M g N' — M ? N est exacte. Mais
M ? N' = (M/aM) A?a N' et M ? N = (M/aM) A?a N, d'ot la platitude du A/a-
module M/gM.

(iii) €= (iv). Clair.

(i1) = (v). La démonstration du fait que c, est un isomorphisme se

fait par considération du diagramme commutatif a lignes exactes :

0~ an+’ oM ——gteM —— (an/an+’) M —— 0
A A
o N S
n
0 a* 'y a™ + a™/d" 'y 0
déduit de la suite exacte 0 —— an+’ —_— g — an/an+1 — 0, ou a

est 1'application canonique surjective. On sait que a, est injective (con-—

dition (iii)). On en déduit de proche en proche que @pseess@ 5. sONL in-

n
jectives. Par conséquent, @  est un isomorphisme et il en est de méme de <y

(v) = (vi). Par hypothése, 1'assertion (vi) est vraie pour n = O,
On suppose donc n > O.

On a un diagramme commutatif & lignes exactes :
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i+1, n+l, _ .,
(@ /a )M —— (a
A

. . . 41
0 — a1+ M/an+’M — alM/an+’M _ alM/a1 M —0

ol les applicationg naturelles Bi+i’ Bi sont surjectives et o, par hypo-
thése, cy est un isomorphisme. Il en résulte, par le lemme des quatre, que

B; est injective et est donc un isomorphisme. Or, 8, est l'application na-

n+l) ® M/an+lM dans (a/an+’)(M/an ’M). Le A/an+’-modu1e
Ala

turelle de (a/a a1
+1

n+ly  satisfait a 1la condition (111) avec 1'idéal nilpotent ald"

M/a
Il suffit done de démontrer l'implication (ii) == (1) sous
1'hypothése 1.
I1 suffit, 4 cet effet, de démonter que, pour tout A-module N,
Tor?(M,N) = 0.
De la suite exacte 0 — an+’N N anN/an+’N — 0, on
déduit la suite exacte :
Tor?(M,an+lN) —_— Tor?(M,anN) — Tor?(M,anN/an+’N) = 0, pulsque

n+l . . m
anN/a N est annulé par a. Partant de 1'entier naturel m tel que a = O,

on voit que Tor?(M,am_’N) = 0, Tor?(M,am_zN) = 0 et, finalement,
Tor‘;‘(M,N) - 0.

Exercice du chapitre 8

(1). Soient k un corps, Xpseens X des indéterminées.
Quel est Te complété d'un anneau quotient de 1'anneau k[[x,,...,x ]]?
(2). Soient A un anneau, M un A-module, M) et M)y deux fil-
trations séparées sur M. On note dans la suite M, (resp. M_) Te A-module
filtré par M)y (resp. (M;)HEN).
1. On suppose de plus que, pour tout new, M est contenu dans M;

Que peut-on dire de 1'application Iy de M, dans M, ? d'une suite de

1 2)

Cauchy de LS considérée comme suite de M, ?

2. On suppose de plus que, pourn tout ned, M est gerumé dans M,.
Démontrer que, si x est une limite dans M, d'une suite (x ) de
2 n’ nelN
Cauchy de ¥

, x est aussi limite de (x ) dans M
1 n’ nell

En déduire que, si M

1

2 est complet, il en est de méme de M.

3. Soient A un anneau noethérien, a et » deux idéaux de A con-
fenus dans Le nadical de A et tels que b ¢ a.
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On suppose A comofet dans fLa topologie a-adique. Quel est le complété
de A dans la topologie b-adique ?
(3). Soient A un anneau local noethérien, A son complété.
1. Soit J 1'ensemble des idéaux a de A tels que 1'anneau quo-
tient A/a soit complet.
Démontrer : a) si a ¢ J et b est un idéal de A contenant a, b ¢ J.
b) si a et a' appartiennent & J, aa' appartient & J.
2. En déduire que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est complet
(ii) pour tout idéal premier minimal p de A, 1'anneau A/p est
complet.
3. Soit, si a,a’ e J et aca’, faa, la surjection canonique :
Ala —— Ala’.

Démontrer que 11m(A/a,faa,) est isomorphe a A.

a,a'ed
. » . -~ n-e . I - o
(Remarquer lim(A/a) = lim(lim (A/a A) = lim(A .), ol A ~ est Te com-
aed aed nell aed GA aA
plété a;-adique de A).

.. ooy X
1°? 1°? >r

des indéterminées, A le séparé complété de A dans la topologie g-adique. Si

(4). Soient A un anneau, a un idéal de A, a va_ea, X

b ¢ A, on note b 1'image de b dans A.

: il i1:
1. Soit £(X,,...,X) = I xi’___irx’ S S A[!:X’,...,Xr]].

s _— ) . ce.a .
Pour new, on pose x_ Z(1’,.._,1r) SRS S r

i, +...41_ € n
1 r

Démontrer que la suite (x )y est une suite de Cauchy de A. On note,

N
dans la suite, f(al,...,ar) la limite de cette suite (i.e. la somme
! i _ 1 !
T AL . a....2.7 de la série de terme général (. .3, 2.
1,4vs.1 1 r 1’...1 1 r

1’ r r
Démontrer que 1'application o : f(x’,...,xr) — f(al,...,ar) de
allx,,....x ]] dans A est un homomorphisme d'anneaux et que, si {a;,..-0a}
est un systéme de générateurs de 1'idéal (alors de type fini) a, cet homo-
morphisme est surjectif.
2. On suppose a de type fini, {al,...,ar} systéme de génirateuns
de A et A séparé dans La topologie a-adique.

Démontrer que ker(s) est 1'adhérence de 1'idéal (X’-a seeesX ma)
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dans la topologie de A[[x,...,x ]] définie par 1'idéal
aa[[x,,---.x J] + 2i_, (mapA[[x), ... ,x ]] de a[[x,,....x ]].
3. On suppose A noethérien et a contenu dans £e radical de A.

Démontrer que 1'idéal aa[[x,,...,x ]] est alors contenu dans Te radi-
cal de A[[x,,...,x ]].

En déduire que le complété de A dans la topologie g-adique est iso-
morphe a 1'anneau quotient A[[x’,...,x£]]/(x’-a’,...,xr-ar).

(5). Soient A un anneau noethérien, a un idéal contenu dans le radical
de A, M un A-module de type fini, ¥ le complété de M dans la topologie
a-adique.

Démontrer que si 1'@lément a de A n'est pas diviseur de zéro dans M
il n'at pas diviseur de zéro dans M.

(6). Soient A un anneau, m un idéal de A, A le séparé complété de A
dans la topologie m-adique. ~

1. Démontrer 1'isomorphisme Al x AT

En déduire que, si M est un A-module de type §ini, un &lément du sépa-

ré complété M de M dans la topologie m-adique s'écrit A o (x;) 00 A, e A,

X. € M.
1

2. £n déduire que si m est de type §ini, m = mA.

(7). Soient A un anneau, m un idéal de type {ini de A. On suppose A
s8pane complet dans la topologie m-adique et A/m ncethérien.

Démontrer que A est noethérien.

En déduire que le séparé complété de 1'anneau §1 des germes a 1'ori-
gine des fonctions de classe C” au voisinage de 0 dans R" est noethérien.

(On peut démontrer que ce séparé complété est isomorphe & 1'anneau
Ei[[xl,...,xn]] des séries formelles a n indéterminges X,,....X ).

(8). Soient A un anneau, C une catégorie de A-modules filtrés avec
pour morphismes les applications A-linéaires continues, ¢° la sous-catégo-
rie pleine de ¢ dont les objets sont les modules filtrés sépanés.

Démontrer que le foncteur d'inclusion de ¢® dans ¢ admet un adjoint &
gauche (-)°. Etudier le cas ol A est noethérien et C est la catégorie des
A-modules g-adiques od a est un idéal de A. S6it alors S = 1 + 4.

Démontrer que le foncteur (-)° est isomorphe au foncteur 7!

1

(-).
Que peut-on dire de 1'idéal s 'g de 1'anneau s 'a ?
(9). Soient A un anneau intégre, X une indéterminée, r = A[[x]], s

une partie multiplicative de A,
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Démontrer que 1'on a une inclusion s™'r e (s™'a) [[X]] et que cette
inclusion gst_en général stricte. (Prendre A =2, S = {zn}nsN et considé-
rer I xt/2Yy.

Démontrer que, si T est la partie multiplicative {f(X) € R/f(0) € S}
de R, T_’R est le séparé de s_’a, nour 1a topologie (V\-2d1ﬂu°

Démontrer que (s_’A)[DQ] est le complété séparé de s 'R dans la topo-
logie (X)-adique.

(10). Utiliser la proposition I1.9 et les propriétés d'exactitude des
limites projectives ((FFAC). Chap.3. Prop. V.4) pour donner une autre dé-
monstration de la proposition II.2.

(11). (Théoréme de Chevalley)

Soient A un anneau semi-focal noethérien complet, m son radical,
(a) _y une suite décroissante d'idéaux de A telle que d“ a_ = (0).

n’ne e
Démontrer qu'il existe une application : nw—> s(n) de ¥ dans ¥
s(n)

telle que s(n) tende vers « avec n et que, pour tout ned, a cm

(Autrement dit, fa topologie naturelle de A est La moins fine des %o-
pologies Lintairnes séparies de A).

(Raisonner par 1'absurde, supposant l'existence de s ¢ N tel que,
pour tout n ¢ N, an¢lﬂs. Utiliser le fait que, dans 1'anneau artinien A/ms,
JQN (an+ms)/ms # (0), pour démontrer l'existence de X appartenant a an+ms,
pour tout nel, mais n'appartenant pas & m®. Définir alors une suite de Cau-
chy (Xt)t>s de A telle que X, =X, (mod.ms) et X, € an+mt, pour tout ne]\l.s
Démontrer que la limite x de cette suite est O mais n'appartient pas a m ).

(12). Soient A un anneau, a un idéal de A. On suppose A séparé complet
dans la topologie g-adique. Soit (x )y une suite d'éléments de A. On pose
Sn = Z?=O X

On dit que la séndie de terme général x est convergente si la suite
(Sn)neN 1'est.

La Timite de la suite (Sn)nsN est appelée la somme de La sénie et
notée z; x

Démontrer les équivalences

(i) la série de terme général x est convergente

(i) x tend vers 0 quand n tend vers 1'infini.
(13). So1t p un nombre premier. On considére le complété (z( )) de
1'anneau local 2 ou ce qui revient au méme de 1'anneau Z dans la topo-

. (p)
logie p-adique.
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1. Quelles sont les sommes des séries suivantes :

terme général p" ?

terme général (p-1)p" ?
- _ - 2n _ 2n+1 - "
série x_ =3, x, = 6.7, x, ., = 2.7 (avec p = 7) ? )
2. Démontrer qu'un &lément de Z s'écrit de maniére unique Lo ap

ol a e {0,...,p-1}.
Que peut-on dire de cette représentation pour un élément de #7?
o~ )
3. Demontrer que tout élément de (z(p)) s'écrit de maniére unique

p olda e {0,...,p—1}. Comment s'écrit un &lément (nvernsible de
?

? .
4. Démontrer que 1'anneau (z(p)) est intégre. Son corps des fractions
o~

est noté Qp et appelé le coaps des nombres p-adiques. L'anneau (z(p)) est
appelé £'anneau des entiens p-adiques.

= -y o - . .- . n
Démontrer qu'un élément de Qp s'écrit de maniére unique Losm 2qP ©OU

a € {0,...,p-1} et m est un entier positif, nul ou n&gatif . {La re-
a

t:
présentation ci-dessus est appelée la nepnésentation p-adique de 1'élément

considéré de Qp).
Quels sont les éléments de @ qui admettent une représentation p-adi-

)

que périodique , i.e. telle qu'il existe reN et seZ tels que Aiqr = 3

a = a sesssd
s+l+qr s+] s+r—1+qr
(14). Soient A un anneau semi-local, r son radical.

v =a_, _, bour tout q e v ?
Démontrer les équivalences :
(i) A est noethérien
(i1) les deux conditions suivantes sont satisfaites :
1. tout idéal de A est fermé pour la topologie r-adique
2. tout idéal maximal de A est de type fini
(15). Soient A un anneau local, non nécessairement noethérien, sépard
complet, m son idéal maximal, k son corps résiduel, X une indéterminée.
Si £(X) ¢ A[X], on note £(x) son. image dans k[x] (obtenue en rempla-
cant les coefficients de £(X) par leurs classes modulo m).
Démontrer que, si £(X), g (X), h_(X) appartiennent a AlX], 8, (X
étant unitaire, sont tels que F(X) = E;(X)E;(x) et (Eg(x),ﬁg(x)) =1, il
existe g(X), h(X) e A[X] tels que g(X) soit unitaire, g(X) = go(x),
h(x) =h_(X) et £(X) = g(Oh(X).
(Démontrer, de proche en proche, 1'existence de représentants g, (X)
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unitairesde'go(x) et h_(X) de h_(X) tels que £(X) - g (X)h_(X) appartienne
a ™ IAX]).
(16). Soient A un anneau, (a_ ) une filtration de a, X,,...,X_ des
n’' nelN 1 r
indéterminées. :
Une série formelle :zc, o ox o x T e a[[X,...,x]] est dite
1 .1 r 1 r

| I

nestrelnte si c, ; tend vers 0 quand inf(i’,...,ir) tend vers 1'infini.
poeeis
Démontrer que les séries formelles restreintes forment un sous-anneau

de A[[x,,....x ]] noté afx,,....x}.
Démontrer que si A est séparé complet dans la filtration (a_)__,,
1'anneau A{Xl""’xr} des séries formelles restreintes est isomorphe a

lim (@/a)[X,,....x ].
nel

Soit B un anneau séparé complet pour une filtration (bn)nsN et soit u
une application linéaire continue de A dans B. Démontrer que, pour toute
famille ®),_, ‘ d'éléments de B, i1 existe un homomorphisme continu v
et un seul de A{X,,...,X_}, muni de la filtration (F.) , o0 F_ est 1'idéal

1 r n’nel n

des séries dont tous les coefficients appartiennent a as dans B tel que

v(a) = u(a) pour tout a ¢ A et v(Xi) = bi (1 =1,...,1).




CHAPITRE 9

Dérivations et différentielles







C'est de maniére purement algébrique qu'apparaissent les notions de
dérivations et différentielles & propos des polyndmes et des géries for—
melles mals on oublie souvent ce point de vue en raison de 1'importance de
ces notions dans les cours de calcul différentiel & propos des fonctions
différentiables dont les polyndmes & coefficients réels, par exemple, sont
des cas particuliers.

Voiei quelques rappels qui figurent, en général, au début d'ouvrages
de géométrie différentielle.

Sotent U un ouvert de R, B la R-algébre des fomctions de classe C
de U dans R.

Un champ de vecteurs (de classe Cw) sur U est la donnée d'une appli-

cation : : e — . N .
tio X (X’9 9xn) (al(x]’ ’xn))1=l,...,n

(de classe Cw) de U dans R".
On peut interpréter, en termes de fonctions, un tel champ de vecteur
comme suit :
Soit D l'application de B dans B telle que
D(f)(xl,...,xn) = gt

i=)

ai(x!,...,xn)af/axi(x!,...,xn)

Elle vérifie les conditions :

(1) D(f+g) D(f) + D(g)

(2) D(fg) gd(f) + fD(g)

(3) D@®) =0, ol R est identifié i la sous—algébre de B des

fonctions constantes.
Soit, réciproquement, D une application de B dans B satisfaisant aux
conditions (1), (2) et (3).
On vérifie qu'elle est de la forme :
£f—— 38
1=]
Une application de B dans B satisfaisant aux conditions (1), (2) et

ai(x’,...,xn) Bf/BXi(x’,...,xn)oﬁ a; est de classe C .

(3) est appelée une R-dérivation de B dams B.

L'ensemble DeﬁR(B,B) des R-dérivations de B dans B est muni d'une
structure naturelle de B-module : en termes de champs de vecteurs, si X
est un champ de vecteurs et f ¢ B, fX est le champ de vecteurs :
(x’,...,xn) — ((fai)(xl,...,xn)).

Soit maintenant f ¢ B.
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La diff8rentielle df de f est l'application de U dans le dual

La giirerentiell de r est 13

HoqR(Rn,R) de Rp :

n
(psenx ) > ((hy,.eosh)) —> 50 hiaf/axi(xl,...,xn))n
Le sous—module du B-module des applications de U dans HoqR(R ,R)
engendré par les différentielles df des éléments f de B est appelé le modu-
le des différentielles de la R-algébre B et noté QBAR'

Un élément de Q est souvent appelé une forme différentielle de

B/R
degré 1 sur U.

Le B-module est libre de base, les différentielles dxi (i=l,...,n)

B/R n
des projections de U sur les facteurs de R . C'est une circonstance assez

particuliére et on verra dans 1'étude faite dans ce chapitre que la situa-
tion est souvent moins simple.

' . . PP .
L'application ¢ de QB/R X DerR(B,B) dans B définie par :

(4 (84E,D)) (xyyev-vx ) = BORyaenoy X DIL | @ (0 py e % DOE/0X, () hennax)
(ol D correspond 3 1l'application (x’,...,xn) — (ai(xl"'"Xn))i=l,...,n)
est B-bilingaire.
Elle permet d'identifier le B-module DeﬁR(B,B) au dual du B-module
QB/‘R.
Ces rappels de calcul différentiel étant faite, voici l'idée de 1l’étu-
de algébrique effectuée dans ce chapitre.
Sotent A un anneau, B une A-algébre.
On définit les A-dérivations de B dans un B-module M comme les appli-
cations de B dans M vérifiant les conditions (1) et (2) et l'andogue de (3).
L'ensemble DerA(B,M) de ces dérivations est muni d'une structure de
B-module.
On définit, de maniére naturelle, un foncteur, noté DerA(B,—) de
Mod(B) dans Mod(B). Ce foncteur est représentable. Un représentant est un

couple ( ) d'un B-module QB/A’ appelé module des différentielles de

B/A’dB/A

~algébre B 4 ~dérivati
la A-algébre B, et d'une A-dérivation dB/A de B dans QB/A

A-dérivation de B dans un B-module M se factorise de maniére unique par

d

telle que, toute

et une application B-linfaire de Q dans M. Autrement dit, on a un

B/A
isomorphisme fonctoriel en M,

B/A

DerA(B,M) = HomB(QB/A,M)

qui dans le cas M=B redonne le fait que DerA(B,B) est isomorphe au

dual de QB/A'
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Dans I, on définit la notion de dérivation et on donne deux construc-
tions du module des différentielles.

Dans II, on étudie parallélement le comportement des modules de dé-
rivations et de différentielles par les opérations usuelles (localisation
et quotient par exemple). On en déduit des procédés de calcul, en particu-

ier, celui du module de différentielles d'une al gébre affine.
Dans III, on applique les notions différentielles introduites au

problémes de séparabilité.

I. Définition des dérivations et différentielles

1. Definition des denivations

Sodent A un anneau, B une A-algébre d'homomonphisme structural p, M
un B-module.

Une dérnivation de B dans M est une application D : B —— M satisgal-

sant aux conditions sulvantes
(1) ¥x,y ¢ B, D(x+y) = D(x) + D(y)
(2) ¥x,y € B, D(xy) = xD(y) + yD(x)

(3] p(p(a)) =
On dit aussi, plus simplement, que D est une A-dérivation de B dans M
Exemple

Un anneau B est muni d'une structure de Z-algébre au moyen de 1 'homo-
morphisme p : n+——— nl. Une dérivation de 1a Z-algébre ainsi définie B
dans M est appelée une dérivation de £'anneau B dans M.

On peut remarquer que, pour une telle dérivation, la condition (3)
devient inutile car (1) = D(lz) ; donc d'aprés (2), D(12) = 2D(1) et
D(1) = 0. I1 en résulte D(nl) = O Si neN, d'aprés (1). Comme D est un homo-
morphisme de groupes additifs, D(p(2)) =

Avec les notations de la définition , on désigne par DerA(B,M) £'en-
semble des A-dénivations de B dans M.

On rappelle que p, (M) est Te A-module obtenu par restriction des
scalaires & partir du B-module M.

Proposition 1.1

Les notations sont celles de La définition.

1. Une A-dénivation de B dans M est une application A-Linfaine de B
dans o, ().
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2. Le sous-ensemble DerA(B,M) de HomA(B,pi(M)) est un sous-module de
HomA(B,p*(M))-
Démonstration

1. Soient D ¢ DerA(B,M), acA, x ¢ B, Alors,
D(ax) = D(p(a)x) = p(a)D(x) + xD(p(a)) = p(a)D(x) = aD(x).

2. est clair.

Le foncteur Der, (B,~)

Proposition 1.2

Soient A un anneau, B une A-algébnre, M et M' des B-modules, f une ap-
plication B-Lindalire de M dans M'.

S{D e Der, (B,M), £ o D appartient a Der, (B,M').
Démonstration

11 suffit de vérifier que f,D satisfait a la condition (3).

Or, (f.D)(xy) = f(xD(y)+yD(x)) = xE(D(¥))+yf(D(x)) = x(foD) (Y+y(£D)&)

On note Der, (B, £) L'application : D+—— £,D de Der, (B,M) dans
DerA(B,M').

11 est clair que les applications : M+—— Der, (B,M) ;
f— DerA(B,f) définissent un foncteun covariant, noté DerA(B,—), de fa
catégonie Mod (B) des B-modules dans ellfe-méme (et donc, par oubli de struc-
ture, dans Ens).

On verra ultérieurement que ce foncteur de Mod(B) dans Ens est
représentable.

Proposition 1.3 (compontement de DerA(B,M) en B)

Solent A un anneau, B une A-alglbre, o un homomonphisme d'anneaux de B
dans C, M un C-module.

1. S4D ¢ DerA(C,M), D o 0 appartient a DerA(B,o*(M)).

2. S{ 0 est sungectif, L'application b — D , 0 est une bifection
de DerA(C,M) sun Le sous-module de DerA(B,o*(M)) des dérndivations s'annulant

sun ker (o).
Démons tration

L. (De0) (xy) = D(a(x)o(y)) = a(x)(Doo) (¥)+5(y) (Do) (x)=x(Do0) (y) +
y(Do0) (x).

2. 11 est clair que D o o s'annule sur Ker(g), car D est un homomor-
phisme de groupes additif.
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Soit, réciproquement, D' ¢ DerA(B,o*(M)) s'annulant sur ker(g). Elle
définit, par passage au quotient, une application A-linéaire de B/ker(o)=C
dans M. Cette application est une A-dérivation de C dans M.

On démontrera, ultérieurement (premi&re suite exacte fondamentale.

II1.4) un résultat plus général.

2. Exemples de dérivations

1. Soit B fa R-algebre des fonction de classe C sur une vari?té
di4ferentiable X, par exemple un ouvert de R.

Un élément de DeﬁR(B,B) est un champ de vectewrs suwr X.

2. Soit D un tel champ de vecteurs. Soit x e X. L'application
f —— f(x) de B dans R est un homomorphisme surjectif qui munit R d'une

structure de B-module.
L'application D ,: B+— R définie par D (f) = D(f)(x) est appelé un
vecteur tangent em x a X. Elle vérifie la condition :

(1) b, (fg) = £(x)D (8) + g(x)D (f) (f,g € B)

Elle se prolonge en une application, encore notée D.s de 1'anneau local A
des germes de fonctions c” en x telle que :

ihd 2
D, (E/g) = (D (£)g(x) - D _(2)£(x))/g(x)

ol f?é est le germe en x de f/g (f,g € B/g(x) # 0)

L'application ainsi prolongée vérifie encore (1). C'est une dérniva-
tion de A dans R.

3. 11 est possible de donner une version algébrique de cette situa-
tion.

Sodent A un anneau Local, m son {déal maximal, k son corps nésiduel.

On note x 1'unique point fermé de Spec(a). Si f ¢ A, on rappelle que
La valeun de £ en x est L'8Lément classe de £ modulo m du coaps k(x) = k.

On suppose que La surfection canonique de A sur k admet une section
qui permet alors d'identifier k & un sous-corps de A. Cette condition est
vérifiée dans les cas géométriques classiques.

Solt D une application de A dans k telle que :

(2) D(fg) = £(x)D(g) + g(x)D(f) (f,g € A)

11 est clair que D(mz) = 0 puisque un élément de m2 est somme finie
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d'éléments de la forme fg od f et g appartiennent a m, i.e. sont tels que
f(x) = g(x) =

L'application D définit donc une application k-linéaire u du K-espace
vectoriel m/m2 dans k par u(f) = D(f) od f est un représentant dans m de
1'élément T de m/m.

Réciproguement, soit u wune forme Lindaire sun mfm . I1 existe une ap-
plication D de A dans k et une seule satisfaisant a (2) et telle que
u(f) = D(f) : elle est définie par D(f) = u(f-f(x)) of f(x) est identifié
d un élément de A au moyen de la section sS.

Ainsi, £'ensemble des applications D de A dans k vérifiant (2], i.e
Z’enéembze Der, (4, k) eAt un k-espace vectorndiel AAomonphe au dual
Homk(m/m k) = (m/m ) du k-espace vectoniel m/m .

L'interprétation des cas classiques conduit a la définition suivante.
Déginition

Soient A un anneau

(
Ltespace vectoniel (m/mz) sun e conps k est appelé L'espace tangent de A.

idial maximal, k son coups nésdiduef.

Local, m son

L'espace vectoniel m/m est appele L'espace cotangent de A.

4. Sodlent A un anneau, B une A-algébre d'homomorphisme structural p,
M un B-module.

On munit 1'ensemble DB(M) = B x M d'une structure d'anneau en défi-
nissant la somme et le produit par :

(x,m) + (x',m") = (x+x', m+m')

(x,m)(x',m'") = (xx', xm' + x'm)
et d'une structure de B-algébre d'homomorphisme structural 1'injection
i : x — (x,0) de B dans DB(M).

Ainsi, D) est muni d'une structure de a-algébre d'homomorphisme
structural i.p.

L'application m — (0,m) est un isomorphisme de B-modules de M sur
un idéal de carré nul de Dp() auquel on L'identifie dans La suite.

Si p est la projection (x,m) —— x de DB(M) sur B, on a une suite
exacte de B-modules

O——rMi—»DB(M) L ,.5—o0

Proposition 1.4
Solent B une A-alglbre, M un B-modufe.

L'application D —-> 1B+D, oll (IB+D)(X) = (x,D(x)), est une bifection
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de £'ensemble Der, (B,M) swr £'ensemble des homomonphismes de A-algébres de
B dans DB(M) Lnvenses a drnodite de p.

Démonstration
Soit D une A-dérivation de B dans M. Posant 15#D = u, on a, pour
x,x" € B, u(xx")=(xx',D(xx"))=(xx',xD(x")+x'D(x))=(x,D(x)) (x',D(x"))=

u(x)u(x').

Soient a € A, x ¢ B. Alors, u(ax)=u(p(a)x)=(p(a)x,p(a)D(x))=au(x) et
donc u est un homomorphisme de A-algébres de B dans Dp(M) . 11 est clair que
Pou = ’B'

Réciproquement, soit u un homomorphisme de A-algébres de B dans DB(M)
tel que pou = Ige Si x est un élément de B, u(x) s'écrit (x,D(x)). La défi-
nition du produit dans DB(M) montre que D est une dérivation de B dans M.
C'est une a-dérivation car, si a € A, u(p(a)) = (p(a),0).

3. Premiére construction du module des différentielles

Soient A un anneau, B une A-algébre.

On va démontrer que fe goncteun DerA(B,—) de Mod(B) dans Ens est he-
présentable et en expliciter un représentant, i.e. un B-module QB/A et une
A-dérnivation dB/A de B dans g5 feks gque, pourn fout B-modufe M et toute
A-dénivation D de B dans M, (L existe une application B-Linfaire et une

seule u  de @ dans M tel que La diaghamme

D dB/A
B/A
————y
B QB/A
u
\\\;\\\\\\\\* l D
M

S04t commutatif.

La construction ci-dessous "par génirateuns et nelations" est bien
naturelle.

soit 8B ge B-module Libre engendr? pan L'ensemble B, i.e.(FFAC.)
le B-module des applications de B dans B a support fini. Soit i £'applica-
tion de B dans B qui assocle @ x £'application e, telle que e (y) = 0 84
y # x et ex(x) = 1.

On désigne pan 5/ Le B-module quotient de g(® par Le sous-module
R engendrZ pan Les ELements d'une des formes :

et T Xe T x'eX (x,x' ¢ B)

XX
ep(a) (a & A)
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et pan dB/A Lo composd poi, ofi p disigue La surnfection canonique de 5 (®)
AW Q-
Proposdition 1.5
- B.o).
Le couple (QB/A,dB/A) rneprisente Le foncteun DerA( s=)

Démonstration

Pan construction méme, est une A-dérivation.

d
B/A

Soit D une A-dérivation de B dans un B-module M. Elle définit alors
une unique application B-linéaire v de B(B) dans M telle que D = vDoi, i.e
vD(ex) = D(x) pour x e B.

A TN ~Ae - Aqas e a -~ ~ wma~ - o P -~ — =
Comme D est upe dérivation, le noyau de v_ contient R et v_ dé

par passage au quotient une application B-linéaire u_ : Q — M. Cette

a i i e ep= ol = oDol = u_o .
pplication est telle que D Vpol = upoPol = uy dB/A

Les éléments d (x) ol x parcourt B forment un systéme de généra-

B/A

B/A®
A dans M telle que D = u.d

teurs du B-module @ On en déduit que, si u est une application B-liné-

. ' P
aire de QB/ B/A’ on a 1'égalité u = up.

4. Deuxiéme construction du module des différentielles

On va commencer par rappeler quelques résultats classiques.

Soit T une fonetion définie dans un voisinage owvert U de x e R" &
valeurs dans R".

On dit que f est différentiable en x s'il existe une application li-
néaire L de R" dans R™ tel que, pour h ¢ R" tel que x+h € U,

f(x+h) = £(x) + L(h) + ||h]]g(h)
ol g(h) tend vers O avec h.

L'application linéaire L est alors appelée la différentielle de f en
x et notée df(x).

$i h = (hy,...,h), L(h) = 10
af/aXi(x) et on a @

£(x,+h

1 Aihi od Ai est la dérivée partielle

beensX #h ) < E(x),.ee,x ) = 27 Ak + [[n][g()

En parliculier, si f est une fonction pilyane, ou plus généralement
une fonction admettant un développement limité A 1'ordre 2 en x, on voit
que df (x) (h) est la partie homogéne du premier ordre de
f(x1+h’,...,xn+hn) —f(x],...,xn).

On peut domner ume interprétation algébrique dans le cas des polyndres

Sotent A un anneau, X’,...,Xn,H’,...,Hn des indéterminées,

f(X’,...,Xn) € A[X’,...,Xﬁ]. On peut &crire :
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n
£(X +H X +H ) - £(X JX )=t

e X HH ) SEEEEEE. 0 LU
ol g appartient a 1'idéal o de A[X’,...,XH,H’,...,HAJ engendré par les &lé-

»

A, + g(X, oo X LH L H)

ments HiHj (i,j = l,e..,0).
On peut Zdentifier la différentielle de f en (Xl""’xn) a la classe

modulo 1'idéal o de Z?= AiHi et, en particulier, la différentielle notée

1

dXi de la fonction polyndme (X’,...,Xn) — Xi , 4 la classe de Hi modulo o.

Si on pose Yi = Xi + Hi (i=1,...,n), les éléments Yl""’Yn sont
évidemment algébriquement indépendants sur l'anneau A[X’,...,Xﬁ] et peuvent
tre considérées comme des indéterminées.

On a un isomorphisme de A-algébres de B g B sur A[X‘,...,X",Yl,...,Y“]

T i 1 ir

f(X’,...,Xn) ® g(Xl,...,Xn) — f(xl""’xn)g(Yl""’Yn)

On peut écrire, aprés identification par cet isomorphisme,

E( pen¥) = B, X ) = 18 £(X e X)) = B ,.00X) 8]

= Z?=’ Ai(l ® Xi - Xi © 1) + g ol g appartient & 1'idéal de B ? B engendré
par les éléments (] o Xi - Xi e 1)(1 @ Xj - Xj o 1) (i,j = i,...,0).

En définitive, soit I 1'idéal de B ? B engendré par les é&léments
1 ® f(X’,...,Xn) - f(X’,...,Xn) © 1. Il est engendré en tant que B-module,
ol B opére sur le facteur B de gauche, par les éléments | e Xi - Xi e 1.

On appelle différentielle de B sur A la classe modulo 12 d'un é1é-
ment de I. Plus précisément, la différentielle de 1'élément f de B est la
classe modulo 12 de 1 e £f-f o l.

Sodlent A un anneau, B une A-afgébre.

L'application A-bilinéaire (x,x') ——> xx'de BxB dans B déginit une
application A-Lin€aine e de B g B dans B felle que :

(2) e(Ix; ® xi) = Ix; xi

Cette application est un homomorphisme de A-algébres. 11 est surjec-
tif et, de plus, si i et i2 sont les homomorphismes de A-algébres de B dans
B 2 B définis par :

(3) i’(x) =x e | iz(x) =1 @ x

On munit dans La suite B @B de La structune de B-akgibre d'homomon-
phisme stnuctural il.
IT est clair que e est un homomorphisme de B-algébres.
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Lemme 1
Le noyau I de € est £'idéal de B g B engendné parn Les eLéments
lex - xel (x £ B).
Démonstration
I1 est clair que e(lex - xe1) = 0, D'autre part, si Ix; ® xi appar-
tient & 1, on peut écrire, puisque Ix;x} =0

inoxi = Z(xioxi) - Z(xixi)ol = Z(xiol)(]ox£ - xiol)

B®B =1 (B) &I
A
fionstration
L'égalité B g B = il(B) + I résulte de 1'égalité
xex' = (xx')el + (xel) (lox' — x'el) si x,x' ¢ B
L'égalité eoi, = ’B montre alors que Irwil(B) = (0).

By /12 = i(® @ /12,

du B-module DB(I/IZ) B®I/Iz Aun

1
12 nesulte du Lemme Z que (B

®
A
o 1

Sodent y L'Lsomonphisme i, )
1/1
(B ® B)/T%, n La surjection canonique de B @B sun (B @ B)/1%. La suite
d'homomorphismes de A-algébres
i -1

B—2 808 -"uBeoB)/1’+ p (1/1%) -2 B
A A B
X iex (xel,n(lex — x@l1)) —— (x,n(lex - xe®l)) — X

indique que 1'homomorphisme u = w" o T o iz de A-algébres de B dans
DB(I/IZ) est inverse d droite de p.

L'application d de B dans I/I2 définie par d_, (x) = w(lex-xel)

B/A
est donc une A-dérivation de B dans le B-module 1/12.

B/A

On pose :

Q = I/I2

B/A

Théoneme 1.6

Les notations sont celles qui préeédent. Le couple (Q
sente Le goncteun DerA(B,—).

Autrhement dit, s04t D une A-dérnivation de B dans un B-module M, I£
— M telle gue

B/A’dB/A) nephé

existe une unique appfication B-Lintaire up b,
D=11DodB/A.
Démonstration

Unicité. Le B-module I est engendré (lemme 1) par les éléments
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lex - x&! oll x parcourt B. Par syite, le B-module QB/A = I/1° est engendré
B/A(X)'
Une application B-linéaire u de @

par les éléments d

= e t
B/A dans M telle que D = u.d es

B/A(X)).
Existence. L'application (x,x') —— xD(x') de BxB dans M est A-bili-

déterminée par les éléments D(x) = u(d

néaire. Elle définit donc une application a-1inéaire o de B g B dans
que

a(Zx. ® x!) = Zx.D(x!)

L app11cat1on A- 11nea1re € + o : xex' — xx' + xD(x") de B @ B dans
DB(M est un hamomorphisme de B-algébres comme e. Elle induit une app11ca-
tio B-linéaire ¢ de I dans Dy (M) et, puisque e(I) = 0, de I dans M. Donc,
¢(I ) est contenu dans Mz 0 ol M est identifié a un 1deal de D ™). Par

conséquent, ¢ induit une application B-linéaire uy de I/I =Q dans M.

B/A
Ainsi, ¢ = up o (n/1) oli w/I désigne la restrictlon de v a I. Si x ¢ B,
(lex — x@1) = (lex - xel) = D(x) - xD(1) = D{x) d'o0 (u ouB/A)( x) = D(x) et
D=u °dB/A'

Le B-module @ est appele Le module des difgérentielles de La A-al-

B/A
gébre B. La dérnivation dB/A de B dans Qp/a est appelie La diggérentielle
exténieune de La A-algtbre B.

I1. Proriétés et calcul des modules de dérivations et différentielles

Sotent A un anneau, B un A-algébre.
Nous avons choisi ici de déduire des propriétés des modules DerA(B,M)
des propriétés du module QB/A par utilisation de l'isomorphisme, fonctoriel

en le B-module M, u+—— ued du B-—module HomB(Q M) sur le B-module

B/A
DerA(B,M) et du lemme de Yoneda.

B/A

On peut également, si l'on ne s'int@resse qu'aux propriétés du module
des différentielles, obtenir directement les propriétés de celui-ci par

utilisation de sa propriété universelle.

1. Changement de base et localisation

Solent A un anneau, B et A' des A-algebres, B' La A'-algébre B @ A',
g L'homomonphisme : x —— xel de B dans B' déduit de £' homomonph&éme sthuc
tunal de A'.

On rappelle que 1'application » : D' —— D',g est un isomorphisme,
fonctoriel en le B'-module M', de HomA,(B',M') sur HomA(B,g*(M')) (ol &JM)
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est le B-module déduit de M' par restriction des scalaires) et que 1'iso-
morphisme réciproque u fait correspondre a 1'élément D de HomA(B,g*(M'))
1'élément D' de HomA,(B',M') défini par D'(bea') = (lea')D(b).

Proposition 11.1 (changement de base)
1. L'application : D' —— D'.g est un Lsomorphisme, fonctorniel en M',

de DerA.(B',M') Aun DerA(B,g*(M')).
2. 1L existe un Lsomonphisme ¢ et un seul de B'-modules de Qprypr AW
g B' nendant commutatid Le diagramme
dB'/A.

r
B QBI/AI

1 ) lv¢
dB/AOA \
Q ® B!

B/A B

/A

Démonstration
1. I] est facile de vérifier gue si D' ¢ DerA,(B',M’), D'og appartient
a DerA(B,g*(M')). 11 suffit de vérifier que, avec les notations ci-dessus,
SiDe DerA(B,g*(M)), D' = u(D) appartient a DerA.(B',M'). On se contente
ici de vérifier la propriété (2) des dérivations :
D'((boa')(b’oa;) = D'«bb!)o(a'a;)) = (lo(a'a;))D(bbl)
= (1e(a'a])) (bD(b,) + b D(b))
= (loa'a;)((bol)D(b’)+b’ol)D(b)) = (boa')(loa;)D(b])+(b’oap(lod)DGﬂ
= (boa')D'(b’oa;)+(b’oa;)D(boa')
La propriété (2) s'en déduit par linéarité.
2. On a la suite d'isomorphismes, fonctoriels en le B'-module M'

HomB.(QB/A % B' ,M') — HomB(QB/A,g*(M')) — DerA(B,g*(M')) — DerA.(B',M')
— HomB,(QB,/A,,M'), qui, appliquée avec M' = QB/A % B', donne pour le mor-

phisme JB/AoB'

1 eB' — (I @B') h +— (1 —> D' — 4

B/A B/A
o0 h est le morphisme x —— xo! de QB/A dans QB/A g B', D' est tel que

oB')ohodB

B/A /A

D'(bea') = (lea') ((! ®B') hod Y(b) = 4d (b)ea'

B/A
A')(boa') = (dB/AoA')(boa').

B/A
(b)ea' = (4od

B/A
- L - LIPS

et enfin D' = ¢°dB'/A' d'od dB/A B'/
IT résulte du Temme d'Yoneda que 1'isomorphisme composé de

HomB,(QB,/A,,M') sur HomB,(QB/A % B',M'") est Hom(4,M"'). Le calcul ci-dessus

LIF A - |
montre 1'égalité ¢°dB,/A, = dB/AoA .
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En dépit des apparences, la proposition II.2 n'est pas un corollaire
de la proposition II.! : on considére, en effet, une partie multiplicative

de B et non de A.

Proposition 11.7  (Localisation)

Sodent S une parntie multiplicative de B, M un ™' B-modute.

1. L'application D — Doig de DerA(S—’B,M) dans DerA(B,(ig)*(M))
est un Lsomonphisme (de B-modules), fonctorndiel en M.

2. 12 existe un {somonphisme ¢ (et un seul) de s~ B-modutes de Qlg

sun 57! NE 1B nendant comnutatif Le diagramme

(25 j B/
-1 “s™1p/a

S'B—-22 g o

B/A
-1
S dp s l¢
-1

S QB/A

Démonstration

1. En vertu de la prop051t10n 1.3, si D appartient a Der, (S lB,M),
Doi appartient a Der, (B, (1 ) L)

Soit A ¢ Der (B, (1B) (M). L'application D de S_’B dans M telle que

{x)-xA(

D(x/s) = ——————E-——l-est bien définie et appartient a Der, (s~ B,M), L appii-

cation ainsi def1n1e : Ar—> D de Der (B, (1 ) » (D) dans Der (s B,M) est

1'inverse de 1'application : p——D , 1

S
2. On utilise la suite d'isomorphismes fonctoriels en M :

Hom . (S QB/A,M) ——ﬂ-HomB(QB/A,(ig)*(M)) ——ﬂ-DerA(B,(ig)*(M))—+De5§S—’B,M)

o l

Hom - (2 -
S B S 'B/A

M) sur

M)

qui fournit un isomorphisme fonctoriel en M de Hom (S—’Q

Hom 4 Q _’ M) .
S B S B/A

Cet isomorphisme fonctoriel est donné par Hom(¢,M) ol ¢ est 1'isomor-

1
B/A

’
s 's B/A

phisme de o _ sur s”'q qui provient (cas M = s 'q_,.) de 1'&lément

'B/a B/A
I .
S 9p/p
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On laisse au Tecteur, d titre d'exercice, le soin de faire ies véri-
fications nécessaires, analogues a celles de la proposition II.1.

Conollaire 1

Soient B une A-algebre, L £'anneau total des fractions de B, M un L-
module.

L'application D —— Doi, 0l i est L'infection canonique de B dans L,
est un Lsomonphisme de Der, (L,M) sur Der, (B,M).

En parnticulien, Der, (L,L) est Lsomonphe a DerA(B,L).

Conogllaine 2

Sodent B une A-algébre, S une pantie multiplicative de A.
On a un Lsomorphisme de Q _ | Aur Qg © s”'s.
'BY(s™ ') B

2. Produits et limites inductives filtrantes
Proposition 11.3  (modules de differentielles et de dénivations d'un produit
d'algebres)
r
Sodient ByseeesB des A~algebres, B L£'algébne produif 1T B..

r i=1
1. Un B-module M est de £a forme 1T M., ol M, est un B -module.

r
M) sur T Der, (B.,M.), mun{

i=) 1
D ; mnﬁz_ph/('/‘x,me du B-modufe Der (B A i
1=] 1

n iz
o oa un Lsoeme! Q. o-m

de sa structure de B-module.
. 2. 12 existe un {somonphisme ¢ et un seul du B-module QB/A sun

lg Q. A muni de structure natunefle de B-module rendant commutatiq Le

d&agnamme 4
a—BA g
B/A
J¢
r

5%, /A

olt A est L'application : a+—— (d (a)).

B./A
Démonstration

1. Soit e; 1 1dempotent de B associé au facteur B, . On pose M, = e .M
C'est un B. —module et M = H M, 11 est clair que Hom, (B M)= n Hom, (B M)

et que Der (B M) = H’ Der (B M )

2. Il suffit d' ut111ser la suite d'isomorphismes, fonctoriels en le
B-module M,
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r r
M) Dery (BM) =l Dexy (ByoMp) =yl Bomg (B 0o

r l
HomB(iEIQBi/A,M)

HomB(QB/A

(Pour le dernier isomorphisme, on remarguera que :

Mi) = HomB(Q Mi) ).

Homp (95 /p» B./A’
1 i 1 r
' , .
L'isomorphisme composé de HomB(QB/A,M) sur HomB(igl QBi/A,M) est de
la forme Hom(¢ ',M) ol ¢ est 1'isomorphisme cherché.

Proposition 11.4

Sodlent (Bi’fji)i,jel un systeme inductif de A-algébres, (B’fi)ieI Aa
Limite inductive.

1L existe un Lisomorphisme de B-modules de Qp /5 S lig(QBi/A 2 B).
Démonstration

Soit p 1'homomorphisme structural de B.

On rappelleque le systéme (HomA(Bi,p*(M)), HomA(fji’p*(M))i,jQI est

projectif et que 1'con a un isomorphisme fonctoriel en M :

eM : HomA(llm(Bi), p*(M)) = lim HomA(Bi,p*(M))

11 est clair que HomA(fji,p*(M))(DerA(Bj,M))c.DerA(Bi,M) si 1< j.

Si gij est Ta restriction a DerA(Bj,M) de HomA(fji,p*(M)), le systéme

(DerA(Bi,M),gij)
est projectif et Oy induit un isomorphisme fonctoriel en M
DerA(llm(Bi),M) = lim DerA(Bi,M).
On en déduit un isomorphisme fonctoriel

= 11 i ' 1
Hom (© = lim HomBi(QBi/A,(fi)*(M)) ou £, est 1'homomorphisme

/a0
de B, dans B , soit un isomorphisme fonctoriel
HomB(QB/A,M) = lim (HomB(QBi/A ? B,M)

t enfin un isomorphisme fonctoriel

HomB(QB/A,M) = HomB(Eig (QBi/A ? B),M)

Cet isomorphisme provient d'un isomorphisme de 2 ® B)

sur lim(Q

/A
3. Deux suites exactes

Theoneme 11.5 (premitre suite exacte fondamentale)

Soit A -2+ B s ¢ une suite d'homomonphismes d'anneaux.
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er, (C,M) daus

1. Solent M un C-module, ) L'application D +—— D0 de A
C-module

D
DerA(B,M). On mundit DerA(B,M) de sa stwuctune de sous-module du
Hom, (B,)..
Alons A est C-LinBaire et La suite de C-modules
0 —> DerB(C,M) —_— DerA(C,M) —éle-DerA(B,M
est exacte.

dans @ telle

2. Sodent ¢ £'unique application C-EinZaire de 9., c/B
® C dans QC/A d

i . L g
/B " ¢odC/A et y £'application C-Lintaine de /a8

duite de £'application B-bilindaire (w,c) r— cv(w) de QB/AXC dans QC/A s
oit v est L'unique application B-Lingaire de @

que d e~

B/A dans % /a fello que

v°dB/A = dC/A°0 .
La swite de c-modules

s/a § C —4 Sc/a — Sepp 70
Démonstration

1. L'exactitude de 0 —— Der (C,M) ———e-DerA(C,M) est claire : une
B-dérivation définit, par restriction desscalaires, une A-dérivation et une
seule.

L'exactitude de la suite Dery(C,M) —> Der, (C,M) 2 Der, (B,M) résul-
te des équivalences : A(D) = 0= D ¢ DerB(C,M;. "

2. On déduit de 1. 1'exactitude de la suite

0 —> HomC(QC/B,M) —Jge-HomC(QC/A,M) —JL+ HomB(QB/A’O*(M))

oli & = Hom(4,M) et v rend commutatif le diagramme

A
DerA(C,M) _— DerA(B,M)

| |

C/A,M) ———T—> HOHLéQB/A,U*(M))

L'application

HomC(Q

ub—— (Zw, ® ¢, +—— Ic. u(w.))
i i i i

est un isomorphi de c-modu d

n isomorphisme de c-modules de HomB(QB/A,o*(M)) sur HomC(QB/A % Cc,M).
On obtient ainsi une suite exacte y
w -2, Hom,, (9, »¥) N Hom_ (0

0 ——r HomC(Q ® C,M)

B/A g
= Hom(y,M).

c/B’ c/A?

fonctorielle en le c-module M. On vérifie que ¥,
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L'exactitude de 1a suite de 2. en découle.

Complément au théoréme

Les notations sont celles du théondme. Les assentions sulvantes sont
gquivalentes

(4) La suite de C-modufes

O_"QB/Agc_L“’Qc/A_(L*QC/B—’O
est scindée

({i) Pour tout C-modufe M, foute A-dérnivation de B dans M se prolfonge
en une A-dénivation de C dans M.
Démonstration

La condition (i) équivaut a 1'exactitude pour tout C-module M de :
¥

0 —— Homc(Qc/B,M) N Hom €] »M) -—’» HomC(Q ® C,M) —— 0

C/A B/A B
et donc de la suite :

0 ——s DerB(C,M) —_ DerA(C,M) —_— DerA(B,M) — 0

Theoneme 11.6 (deuxitme suite exacte fondamentale)
Soient A un anneau, B une A-algébne d'homomorphisme sthwuctural p, m
un Ldéal de B,C = B/m.

de m dans Q ®C = Im Q

J
®

L'apptication x r— d

9 B/A % B/A B B/A BéA
applique m" sur 0 et définit donc une application C-Lintaine & de m/m* dans
QB/A%C'

La suite de C-modules
2 [
m/m~—>QB/A®cLQ — 0

est exacte, oll ¢ est L'application déginie dans Le thiéoneme 11.4.
Démonstration

Soit M un c-module. La suite

0 —> HomA(B/m,M) — HomA(B,M) —_— HomA(m,M)
est exacte. De plus, p désignant la surjection cancnique B —— B/m ,
Hom(p,M)(DerA(B/m,M)) est contenu dans DerA(B,M) et HomA(m,M) s'injecte
dans HomB(m,M).

On en déduit 1'exactitude de la suite

0 —— DerA(C,M) —_— DerA(B,M) _— HomB(m,M)
puis celle de la suite

0 ——> HomC(QC/A,M) ———9-HomB(Q M) —— HomB(m,M)

B/A
On remarque enfin que, comme M est annulé par m,
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® C,M), obtenant

2
HomB(m,M) = Homc(m/m ,M) et que HomB(Q B/a 8

une suite exacte, fonctorielle en M,

B/A’M) = Homc(Q

0 —— Hom (/M) AN Hom, (2 g C,M) SN Homc(m/mz,M)

C/A B/A
On véfifie que ¥ = Hom(y,M) et A = Hom(§,M).

L'exactitude de la suite du théoréme en résulte.

4. Prolongement de dérivations

Solent A un anneau, (X)) g une gamille d'indéterminées.

On note pour simplifien D, La dernivation partiefle 3/3X,. C'est un
&lément de per, (a[X.]. ., a[x], D).

iel
Proposition 11.7 (prolongement d'une dénivation a une algébre de polynimes
Sodlent k un anneau, A une k-algébre (xi)ieI une. famifle d'Lindétermi-

nées, B = A[X.]. _,
i‘iel
famille indexie pan 1 d'éLéments de M.
D
S{ f e B, on note £ © £'8L8ment de B obtenu en appliquant La dériva-

M un B-module, D une k-dénivation de A, (mi)ieI une

Zion D aux coefficients de f.

1L existe une dénlvation D et une seule de B dans M de restriction D,
a A et telle que D(Xi) = m (i e I).

Elle est donnde pan :

o]
D(E) = £ °+ I,  D,(Dm

Démonstration D
11 est clair que les applications f +—— £ °

et fr— 3, . D;(Dm;

sont des k-dérivations de B dans M. I1 en est donc de méme de leur somme.
Soit D une dérivation satisfaisant aux conditions de 1'énoncé.

L'application A = D - ¢, Di( )mi est une dérivation de B dans M in-

1el
duisant D sur A et telle que A(X.) =0 (i ¢ I). . .
[e] . 1 i] in 1] ln .
11 est clair que A(a. ., X ... X ) =D (a. L)X ... X si
1 «1 n [e) 1,..1

1°"""n 1 n
a i appartient a A.

n
Le résultat s'en déduit.

Proposition 11.8

Les données sont celles de La proposition I11.7.

Sodent a un idéal de B, C £'anneau quoiient B/a. On suppose que M est
un C-modufe et que sa structure de B-module est celfle déduite de La surfec-

tion canonique p de B sur C.
Les assentions suivantes sont dquivalentes :




407 PROPRIETES ET CALCULS DES MODULES DE DERIVATIONS ET DIFFERENTIELLES

({) 12 existe une dérnivation D : C — M hendant commutatig £e dia-

DO
gramme A ——2— s M

D
C
oll ¢ est Le compos? de L'infection de A dans B et de La sunfection de B sun
C. D

(L) poun tout f e a, £ ° 4 ZieI Di(f)mi =0

Si La condition (LL] est satisfaite, La dénivation D de (L) est
undfque.

Démonstration

L'unicité de D résulte de ce que Dop est la dérivation D de B dans M
d2finie dans la proposition I11.7.

(i) = (ii). L'application p = D ., p de B dans M satisfait aux con-
ditions de la propositionIL.7 ets'annule évidemment sur le noyau a de p. La
condition (ii) résulte alors de 1'expression donnée précédemment de D.

(ii) implique (i). Soit p 1'application de B dans M prolongeant D, et

telle que D(X;) = m, (iel). La condition (ii) exprime qu'elle s'annule sur

1
a et définit donc par passage au quctient une application D de ¢ dans M dont

a
on vérifie que c'est une dérivation.
Les propositions II.7, I1.8 et II.2 permettent le calcul des mosules
de dérivations pour les algébres de la géométrie algébrique classique.
On va maintenant traiter le probléme des dérivations d'extensions de

corps et, plus particuliérement d'extensions monogénes.

Proposdition 11.9
Sodent k un conps, K = k(x) une extension monogene de k, M un K-espa-

ce vectoniel, D une dérnivation de k dans M.

1. S{ x est transcendant sur k, pour fout m e M, {L existe une dérni-
vation D et une seule de K dans M prolongeant D et telle que D(x) = m.

2. Si x est algébrique sun k , 404t £(X) = irr(X,x,k).

Si x est séparable sun k, {L existe une seule dénivation D de K dans
M profengeant D. Elle est telle que D(x) =—fD(x)/f'(x).

Si x est instparable sun k et 84 £2(x) # 0, L n'existe pas de deni-
vation de K dans M prolongeant D.

Si x est {nslpanable sun k et 44 £2(x) = 0, pour tout m € M, L& exis-
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une dérivation D et une seule de K dans M prolongeant

O &+

N~
b
~
n
=1

Démonstration

1. Résulte de la proposition I1.7.

2. Résulte de ce que k[X] est isomorphe en tant que k-algébre
k[X]/(£(X)) et de la proposition 1I.8.

Y]

5. Applications au calcul de certains modules de différentielles

On commence par le calcul du module des différentielles d'une algébr
de polynomes. C'est un module libre dont une base est formée des différen-
tielles des indéterminées. On en déduit, grace aux résultats déjia obtenus,
le module des différentielles d'une algébre de la géométrie algébrique
classique.

Proposition 11.10 (di44erentielles d'une algebre de polyndmes)
Solent k —— A un homomonphisme d'anneaux, (Xi)ieI une famille d'in

deteamindes.
' . - B
On note B 2'anneau A[X.]; ; et d La differentietle dg/ar
Alons, QB/k = (QA/k g B) @ (j?r Bd(Xj))
Démonstration

On commence parn calculen QB/A'
Soit D; la dérivation partielle 3/3X; . C'est une A-dérivation de B
dans B telle que Di(Xj) = Gij (1 si j=1i, 0 sinon).
Par propriété universelle de d, il existe une unique application B-

linéaire £, de ¢ dans B telle que £. 0 d=0D,.

B/A

Les différentielles d(xi)igl forment un systéme de générateurs du B-
module QB/A car les indéterminées X5 forment un systéme de générateurs de
la A-algébre B. Elles sont linéairement indépendantes sur B : soit, en ef-
fet, il b;d(X;) = 0 avec b, ¢ B. On obtient fj(ZiEIbid(Xi)) =0 =
b.D.(X.) = b..

173 6 3
onc, QB/A’_ j?IBd(Xj).

On va enswite appliquer Le compliment du théoreme 11.4, ce qui est
loisible puisque en vertu de Ta proposition I1.6 toute k-dérivation de A
se prolonge en une k-dérivation de B.

Conollaire (module des differentielles d'une algebre gquotient d'une alge-
bre de polyndmes)

Sodent A un anneau, (X)), 1 une famille d'indéterminges, a un idéal

de A[X] o1 B = A[__Xi] ier/a
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2o @ est Lo quotient du B-modufoe Libre de base (dX.). -
< “B/A quot - T de base L4741

par Le sous-module engendr? par Les eLeEments Ziel(af/axi)dxi oa £ parcournt

aet, si ge A[Xi], ‘g désdigne La classe modulo a.

Démonstration
11 suffit d'utiliser la suite exacte
2 8
ala” —— Qg \/a 95/ 0

oll R = A[X.]. ., le fait que o_,, est lTe rR-module libre de base (dX.). .,
. i“iel R/A 17iel
le fait que inf(8) est 1'ensemble des &léments dR/A(f) ol f parcourt q
et enfin 1'égalité dR/A(f) = Zigl(af/axi)dxi'
Exemple
Sodlent k un conps, X
2 .3
kX%, ]/ (X]=X)).
Alors,

) et X, des Lndeterminies, B L'algebre affine

2 N
® BdXz)/(Zx’dX’ 3x2dX2) B ou x.

QB/k est le B-module (del i

est la classe de X; modulo (Xf—xg) en sorte que B = k[gl,xz .

Voici une application différente & la caractérisation différentielle
des p-bases.
Proposition 11.171

Solent k un conps de caracténistique p>0, k' un sous-corps de k tel

que kPek'ck, (x;3; g une famille d'Efements de k.
1. Les assentions sulvantes sont Zquivalentes :
(L) Les elements (x,); 1 sont p-indépendants sun k'
(£4) Les elements dk/k’(xi) (ie 1) sont Lindairement indépendants
sun k.

2. Les assentions sulvantes sont gquivalentes :
(£) Les BLEments x, (ie1) foament une p-base de k sur k'
(£L) Les eLements dk/k,(xi) (1 € I) forment une base de @
Démonstration

RIE

2. est une conséquence facile de 1. On peut, d'autre part, dans 1.
remplacer k par k'(xi)iEI en sorte que les assertions 1. et 2. deviennent

équivalentes.
2. (i) = (i)
On note d au lieu de dk/k" On pose ki =k'(x.),

i’ jeI-{i}"
= ki [1]/(™P=xp), la déri

vation usuelle d/dT de ki[&], qui est telle que d/dT(Tp—xi) = 0, définit

Alors, k'(x!) = k, £ ¢ k!, x. # k!. Comme k
i i i’ 71 i
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En fait Di est une k'dérivation de k dans k telle que Di(xj) =5ij.
I1 existe une application k-linéaire fi : Qk/k, — k telle que

D. = fi o d.
On conclut que les éléments dx.1 (i ¢ I) sont linéairement indépendants

sur k : une relation ZieIaidXi = 0 implique 0 = fj(zielaidxi) = aij(xj)=aj

1. (1) = (i)
11 suffit de démontrer que, si X sen X sont des éléments de k tels

que d(x’),asa,d(xn) soient linéairement indépgndants sur k, i1 n'existe pas
de polynéme non nul £(X.,...,X ) ¢ k'[xl,...,xn] de degré < p en chaque X,
tel que f(x’,...,xn) = 0,

Or, une égalite f(x’,...,xn) = 0 implique 1'égalité

n

., Of/3X,(X,,...,x )dx, = O
i=] 11 n i
et donc Bf/BXi(x’,...,xn) = 0.

On peut supposer que f a été choisi de degré total minimum. I1 en ré-
sulte que af/axi =0 pour i = 1,...,n et donc que f(xl,...,Xn)=g(xp,...,xg),

ce qui contredit le fait que f est de degré < p en chaque X

II1. Extensions séparables

La définition d'une extension séparable dans le seul cas algébrique,
donnée dans le chapitre 5, est insuffisante pour les applications.

En géométrie algébrique, par exemple, on utilise les corps de fonc-
tions rationnelles de k-ensembles algébriques irréductibles. Ces corps sont
des extensions de type fini de k mais ne sont qu'exceptionnellement des ex-
tensions algébriques, ou ce qui revient au méme finies, de k.

On se propose dans ce paragraphe de donner une définition générale de
la notion d'extension séparable.

1. Compléments sur les extensions algébriques séparables
Proposition 111.1
Soient k un conps, K/k une extension algébrique de k.

Les assentions sudlvantes sont équivalentes :
(4] K est separable sur k
(L) poun toute extension k'/k de k, £'anneau K E k' st néduit
({il) pourn toute extension algébrique k'/k de k, £'anneau K E k' ost
nedult
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{dv] poun toute exiension alglbrique finie k'/x de k, £'amneau K % k'
est neduit

{v) ou bien k est de caractérisation O cu bien k est de caractérisa-
tion p > 0 et L'anneau K ® kP est neduit

(vi) QK/k =0 )
Démonstration

1L suffit de demontren Les équivalences dans Le cas od £'extension
K/k est findie : en effet, le produit tensoriel commute aux limites inducti
ves, une limite inductive filtrante d'anneaux réduits est un anneau réduit
et une extension algébrique est limite inductive, en fait réunion, filtran
te de ses sous-extensions finies.

La démonstration se fait suivant Le schéma

(vi) &= (1) ? (ii) = (iii)

|

(v) (iv)
Les implications (ii) == (iii) == (iv) sont évidentes.
(i) == (ii) et (i) == (v).
Par hypothése, K = k(x) oll f(X) = irr(X,x,k) a ses racines simples
dans toute extension algébriquement close de k.

2
Soit £(X) = f’(X) .

irréductibles distincts £,(X),...,f_(X) dans k'[X]. Les exposants a; sont

a
£.(0 ® la decomposition de f£(X) en facteurs

égaux a 1.

Alors K ® k' = k[X]/£(0Ok[X] ® k' = k'[x]/£(X)k'[X] =
Hz=lk'DQ/fi(X)k'Dq est le produit des corps k'[x]/f, (x)k'[X] (qui sont
d'ailleurs des extensions séparables de k').

Donc, K ? k' est réduit.

Pour démontrer (i) === (v}, on suppose que la caractéristique p de k
est non nulle et on applique ce qui précéde a k' = P

(i) == (vi).

On sait que @ est limite inductive (et, en fait, réunion car les

K/k
homomorphismes de transition sont injectifs) des K-espaces vectoriels

% /1 g' K oll K' parcourt 1'ensemble ordonné filtrant des sous-extensions
finies de K.

Si K est séparable sur k, une extension finie K' de k contenue dans
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K est de la forme k(x) et donc isomorphe & k[X]/(£(X)) ol f(X) est un
polyndme s3parable de k[X].

Donc, = K'dx ol f'(x)dx = 0 et, comme f'(x) # 0, Q = 0.

O /x
Par suite, @

K'/k
Rk 0.
(vi) == (i).
Le raisonnement ci-dessus montre que, pour toute sous-extension (fi-
nie) K'/k de K/k, QK,/k
Soit, en particulier, x ¢ K. Posant K' = k(x) = k[X]/(£(X)), on doit

avoir, comme ci-dessus, f£'(x) # 0. Donc, x est séparable sur k et K 1'est

= 0.

aussi.

(non i) == (non v) et (non iv)

En effet, (non i) implique que la caractéristique p de k est non null
et qu'il existe x ¢ K tel que f(X) = irr(X,x,k) soit de Ta forme g(Xp) oll
g(Y) = ZaiYi e k[Y]. Soit k' le corps k[a‘i’—]. Dans k'[x], £(X) est de la
forme h(x)P ol h(x) e k*[X].

Alors, K ® k' qui est isomorphe a k'[X]/ng)pk’ [x] n'est pas réduit.

I1 en est de méme, a fortiori, de K 8 kP

2. Algébres séparables sur un corps

Définition

Soit k un conps.

Une k-algebre B est dite sépanable surn k 44, pourn toute extension al
gébrnique k'/k de k, £'anneau B E k' est néduit.

Les propriétés suivantes résultent immédiatement de la définition :

1. 8¢ B est séparable surn k, B est néduite.

2. Poun que B s04t sEpanable sur k, {L faut et {L suffit que, pour
toute extension FINIE k'/k de k, B ? k' 404t nBdult.

3. Poun que La k-algébre B s0it stparable, {L faut et iL suffit que
ZToute sous-algebre (resp. foute sous-algebre de type 4ini ) de B so0it 8¢-
parable.

La proposition suivante prouve que,pour la séparabilité de B sur k,
seules les extensions radicielles k'/k de k comptent.
Proposition 111.72

Solent k un conps, B une k-algébre, k'/k une extension thanscendante
pure ou une extension algébrique séparable de k.
SL L'anneau B ost ndduit, {L en est de méme de £'amneau B % k'.
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Démonstration

Si k' = k(xi)igl est une extension transcendante pure, B E k' est un
anneau de fractions (par rapport & la partie multiplicative
k[ki]igl - {0}) de 1'anneau de polyndmes B[kijisl qui est réduit comme B.

Soit k'/k une extension algébrique séparable de k. On peut supposer
que B est de type fini sur k (car B est limite inductive de ses sous-algé-
bres de type fini).

L'anneau B est alors noethérien. L'anneau total des fractions K de B
est réduit et artinien. I1 est donc isomorphe a un produitiﬁl ky de corps
k; extensions de k. Comme k'/k est algébrique séparable, k' E k. est rédui
(proposition III.1).

Par conséquent, K ? k' est réduit et i1 en est de méme de B ? k' qui

en est un sous~anneau.

Conollaire
Soit k un conps pargait (par exemple un corps premier). Une k-algebx
est sBparable 54 et seulement 54 elle est réduite.

La proposition ci-dessous donne une caractérisation des algébres de
type fini séparables.

Proposition III.3

Sotent k un corps, B une k-algébre de type fini.
Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) B est séparable sur k, i.e. pour toute extension algébrique k'/k
de k,B ? k' est réduit.
(1) QB/k = 0.
(111) B est isomorphe en tant que k-algébre & un produit fini de corps
extensions algébriques séparables de k.
Démonstration
(i) = (ii).
On va démontrer que, pour tout idéal maximal m de B, k(m) est exten-
sion séparable de k. C'est une extension algébrique de k car k(m) est de
type fini sur k.

Soit k' une extension algébrique de k(m). L'anneau B ? k' est réduit

Or, B g k' =B g k(m)k%w)k' = B/m ? k(m)k%w)k’ = k(m) g k(m)k%w)k' =

k (m) g k'. Donc k(m) est séparable sur k et, compte tenu de la proposition
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. v, = 0. Mais, PR = 2L o Ly T ot TR
I1I1.1, e om) 0. Mais, @ (i = Qg /1) © kim (QD/K)m/m(QD/K)m
m By,
Comme QB/k est un B-module de type fini, (QB/k)m est un Bm-module de
type fini.

I1 résulte alors du lemme de Nakayama que (QB/k)m = 0 et du lemme de

On va démontrer que la condition @ = 0 implique que B est artinien

B/k
et réduit. I1 résultera alors de la structure des anneaux artiniens que

r
B =iH ki ol ki est un anneau local artinien réduit, i.e. un corps.

r
= .1
i=

Comme = 0 et donc ki/k est une extension sé-

B/k 1 %,k 0 Yk
i i
parable de k.

Soit k une cl8ture algébrique de k. On va démontrer que B % k est un
E;espace vectoriel de dimension finie. Il en résultera que B est un k-espa-
ce vectoriel de dimension finie et donc un anneau artinien.

Comme B est sous-anneau de B E X, pour démontrer que B est réduit il
suffit de démontrer que B E k est réduit.

. ' B - — = _= i

S5i 1'on remarque enfin que Q(B Kk (QB/k) ? k = 0, on voit que
L'on peut pour démontrer 1l'implication supposer k algébriquement clos.

Soit alors m un idéal maximal de B.

La k-algébre B/m = k(m) est finie (parce que B est de type fini sur k

La suite exacte :

n+1 n+ 1

— B/m ——B/m —— 0 (n 3 1)

. n . « .
de k-espaces vectoriels prouve que B/m est aussi une k-algébre finie : en

0 —— mn/m

P P © s s . n, n+l
effet, B &tant noethérien, 1'idéal m est de type fini et donc m /m est d
dimension finie sur k ; une démonstration par récurrence donne alors 1l'as-
sertion.

De Q = 0. On en déduit

= 0, on déduit (théoréme II.6 ) Q

B/k (B/m™) /k

B/mn = k en vertu du lemme suivant.
Lemme
Soit C une algébre finie sur le corps algébriquement clos k.

St C est locale et 81 Q =0, C = k.

C/k
Démonstration du lemme

Soit n 1'idéal maximal de C. L'anneau C E C est local d'idéal maximal

n(C g C) : en effet, il est fini sur C donc entier sur C ; tout idéal maxi-
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mal de C ? C contient donc #n{C E C}. D'autre part,

(C ? C)/n(C ? C) = (C/n) ? (C/n) =k g k puisque C/n est un corps extension
algébrique du corps algébriquement clos k. Donc, (C ? C)/n(C 2 C) = k.

La condition QC/k = 0 implique que 1'homomorphisme canonique
e+ C % C —— C fait de C un facteur direct de C ® C. Mais, comme C @ C
k K

est connexe, car local, ¢ est un isomorphisme.
On en déduit 1'égalité :
[c:k] =[c ®cC: K] = [c: K2

et donc B}: k] =1, soit C = k.

. n . n
On voir donc que, pour tout n » 1, B/m = k et, par suite que m = m .
L'anneau local Bm est noethérien comme B. Il résulte du théorédme d'in

tersection de Krull que (0) = JQN man = mBm. Donc, Bm est un corps.

1.'anneau B isomorphe & mgMaX(B) Bm est donc réduit.

(iiil) = ().

Evident.
3. Extensions séparablement engendrées. Le critére de Mac-Lane
Déginition

Soit K/k une extension du conps k.

Une base de transcendance (x)i.1 de K/k est dite séparante sL K est
(algébrique) séparable sur k(xi)iEI.

L'exemple classique suivant montre que la séparabilité de 1'extension

K/k n'implique pas forcément 1'existence d'une base de transcendance sépa-
rante :

Soit k un conps non parfait de caracténistique p.

L'extension K = n%% k(Xp—n), ol X est une indéterminée, est séparable
de degré de transcendance 1 sur k. Elle n'admet pas de base de transcen-
dance séparante.

12 est clain, d'autre part, gue a4 £'extension K/k admet une base de
transcendance séparante, elle est séparable (proposition III.2).

Deginition

Si £'extension K/k de k admet une base de transcendance séparante, on
dit qu'elle est separablement engendrie.
Proposition 111.4 (cnitene de Mac Lane)

Sodent k un conps, K/k une extension de k.
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Les assentions suivantes sont Eguivalentes
(4) K est s8parable sur k
(i) La canactiristique de k est 0 ocu La caractirnistique p de k est
non nulle et, pour ftoute famifle (x);.1 Lingainement indépendants sun k,
La famille (x‘i)).lEI
Si, de plus, £'extension K/k est de type §ini, elles sont Equivalen-
tes a L'assention.
(Lil) K est sépanablement engendné sur k

est Lintainement Lindépendante sur k.

Démonstration
(i) == (ii). On démontre (nonii) == (non i)

Soit z, ; aixg = 0 une relation ol les a. e k ne sont pas tous nuls.
-1 -1
: | - p 3 = P ' 1
Soit k' = k(a; ) et soit y =Ix; o a} e klx] BK'CKOK.
Comme les éléments x. sont linéairement indépendants sur k, 1'élément

p

y n'est pas nul. Or, yP = Ix; ® a, = (Za:xg) e 1 =0.
i r 1

Donc K @ k' n'est pas réduit et K/k n'est pas séparable.

Pour démontrer les autres équivalences, on peut (quitte a considérer
les sous-extensions de type fini de K/k) supposer que K est extension de

Soient K = k(x’,...,xn) oll (x’,...,xr) est base de transcendance de
K/k.

On suppose que er,...,xq sont séparables sur k(x’,...,xr) et que
L ne 1'est pas.

Soit f(xl,...,xr,x +l) un polyndéme non nul a coefficients dans k de
degné minimal tel que f(x’,...,xr,xq+1) = 0.

I1 ne peut étre de la forme ¢ c_ Ma(x)p ol c & k et les mondmes
M (X) sont distincts car, de 1'égalité 0 = 5 c Ma(x)p, on déduirait par
hypothése 1'égalité o = ¢ °, Ma(x) qui contredit la minimalité du degré
de f.

On en déduit qu'une des indéterminées x’,...,xr,xq+’ apparait effec-
tivement dans 1'expression de f & une puissance non multiple de p. Ce ne
peut &tre xq+’ car alors L serait séparable sur k(X ,...,%). C'est donc

par exemple, X,

de méme, bien sur, de X

Alors, x est séparable sur k(x_ ,...,x _,x ) et il en est
1 2 r’ g+l

cee g X
+1° ’q
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On rem

place la base de transcendance (x’,...,xr) par la base
(xz,.,.,xr,x +l) et on itére le procédé s'il y a lieu jusqu'a obtenir une
base de transcendance séparante de K sur k.
4. Degré de transcendance et dimension de 1'espace vectoriel des différen-
tielles d'une extension de corps
Proposition 111.5
Sodlent k un conps, K/k une extension de type gini de k, L/K une ex-

Zension de type fini de K.
1. [_-QL/k:L] 3 [QK/k:K] + d°tr(L/K).
2. S{ L est séparablement engendrée sur K, on a £'Zgalité
[QL/k:L] = ['_QK/k:K] + d°tr(L/K)
Démonstration
On peut se Limitern au cas ol L est une extensdion monogene K(x) de k.
Quatre cas sont alons possibles.
ler cas : x estf transcendant sur K
Alors, % [x] /= O 8 K[x]) ® k[x]dx et, par localisation,

QL/k = (QK/k % L) & Ldx

On a alors, [QL/k:L] = [QK/k:K] + 1= o, K] + d°tr (L/K)

2éme cas : x est algébrique séparable sur k
Soit alors £(X) = irr(X,x,K). 4
_ K/k ;
QL/k = ((QK/k % L) ® LdX)/(f (x)L ® (£'¢(x)XX)L) et donc
puisque f'(x) est inversible, QL/k = QK/k ® L.

K
Par conséquent, [QL/k:L] = [QK/k:K] - [QK/k:K] + d°tr(L/K)

On sait que

3éme cas : La caractéristique p de k eat_?on nulle et x est rnacine d'un
polynome xP-a oil a n' appartient pas a KP et dK/k(a) = 0.
- = P_ =
Alors, L = K[x] = K[X]/(x"-a) et Y= O] @1 @ Ldp 00
Par conséquent, [QL/k:L] = [QK/k:K] + | est strictement plus grand
que [QK/k:K] + d°tr(L/K).

4éme cas : les hypoth&ses sont celles du 3éme cas sauf que dK/k(a) # 0.

On obtient alors comme dans le 2éme cas, @ K % L et donc
[QL/k:Q] = [QK/k:K] + d°tr(L/K).

On applique au cas ol K = k. Le 4éme cas envisagé ci-dessus est alors

L/k - %y

exclus puisque dK/k = 0. On obtient donc le résultat suivant.
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Conollaine 1

Soit L/k une extension de type fini de k.

1. [gL/k:L] » d°tr (L/k)

2. L'égalite [QL/k:L] = d°tr(L/k) Bquivaut au fait que L/k est Alpa-
nabfement engendnd, i.e. est séparable.
Conollaine 1

Les hypotheses sont celles du cornollaine 1.

Les assentions suivantes sont gquivalentes

({) L est ALGEBRIQUE séparable sun k

{44) . = O

-
£

Exercices du chapitre 9

(1). Soient k un corps.

Calculer le module des différentielles @

A= k[_‘x,y]/(x-yz(x-xz))

A = k[x,¥]/ &2y

Examiner s'il a de la torsion.

(2). Demontrer, en utilisant la propriété universelle des différen-
ielles, la proposition I1.1(2), Ta proposition I1.2(2), Ta proposition
I1.3{2) et Tes théorémes II.5 et II.6.

(3). Calculer 20 0 By /K ° ol k —> A et k —— B sont deux k-algé
bres, en fonction de QA/kket /1"

(4). Les notations sont celles du théoréme I1.5. Soit ¢ un idéal de

Exprimer en termes de modules de différentielles le fait que, pour
tout c-module M annulé par ¢, toute A-dérivation de B dans M se prolonge e

N dans les cas suivants :

o+

une A-dérivation de c dans M.

(5). La plupart des résultats suivants s'étendent au cas d'algébres
non commutatives. Le lecteur pourra consulter, par exemple, 1'ouvrage
suivant : Frank DeMeyer - Edward Ingraham. Separable Algebras over commuta
tive Rings. Lecture Notes in Mathematics. 181 . Springer-Verlag dont nous
avons suivi 1'exposé.

I1 faut signaler qu'ici 1'é&tude du cas non commutatif est essentiell
notamment pour 1'6tude du groupe de Brauer.

Solent A un anneau, B une A-afgebre commuitative.

On note ¢ 1'application : Ix, @ y, — IX;y, de B g B sur B. Elle
munit B d'une structure de B g B-module.
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Démontrer 1'équivalence des assertions :

(i) B est un B g B-module projectif

ii) La suite 0 —» I —> B & —£+ B —— 0 est scindée
(iii) I1 existe un élément e de B ® B tel que e(e) = 1 et Ie = O.

Démontrer que cet élément e est un idempotent de B ? B.

S{ ge A-algébre B satisfait d ces conditions Equivalentes, on dit
qu'elle est séparable. On verra, plus loin, que, si A est un corps, on re-
trouve la notion exposée dans III.

2. SiMestunB g B-module, on note & 1e B-module
{(xeM/ Yac A (ae I)x =18 a)x}.

Définir, de maniére naturelle, un foncteur (-)B de la catégorie des
B ® B-modules dans la catégorie des B-modules.

Démontrer que les applications : f — £(1) de Homy, ® B(B,M) dans

B o - . . .
M définissent un isomorphisme fonctoriel de Hom, ® B(B,-) sur (-)B.
A
Démontrer que HomB ? B(B,B) est isomorphe & B et que
H (B,B ® B) est isomorphe & 1'annulateur de I.
omy, g B © ) 1 orp

Démontrer que la A-algébre B est séparable si et seulement si le fonc
B . - .
teur (=) est exact & droite.

3. Soient c,etc, des A-algébres, B, (resp. B2) une c, (resp. cz)-

1
algébre séparable.

Démontrer que la c, 1

En déduire, en particulier, que la notion d'algébre séparable est

g Cz-algebre B g B, est séparable.

stable par changement de base.

4. Soient c, et c, des a-algébres, B, (resp. B,) une C, (resp. C2)-

1 2) 1

algébre.
On suppose que la c, ? Cz-algébre B,

module B2 est fidéle et contient A comme facteur direct.

Démontrer qu'alors B

2 B, est séparable et que le A~

, est séparable sur A
En déduire que, si B est une a-algébre, C une A-algébre contenant A
comme facteur direct (en tant que A-module) et si B g C est une C-algébre
séparable, B est une A-algébre séparable.
5. Soient B une a-algébre séparable, C une B-algébre séparable.
Démontrer que C est une a-algébre séparable (transitivité de la sé-

parabilité).
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6. Soit B une A-algébre sé
On suppose que le A-module B est projectif.
Démontrer que le A-module B est de type fini.

(Considérer une famille (f.,). _(resp. (x.), _) d'éléments de
17iel 171el
HomA(B,A) (resp. B) telle que, tout x ¢ B s'écrive Zfi(x)xi. ((FFAC. Chap.
5. Prop. II.1) et un idempotent e de B ® B comme dans (iii) de 1.
Calculer x = e((lex)e) = Zi (Bofi)((lox)e)xi = Zi,jfi(tjx)zjxi si
e=%z. @ t.).
i i
7. Soit B une A-algébre séparable,

Démontrer qu'un B-module qui est projectif en tant que A-module 1'es

aussi en tant du B-module.

(Partir d'une suite exacte de B-modules : 0 — M' —» M £, M —
od M" est projectif en tant que A-module. Considérer une section h A-liné-
aire de g.

Démontrer que eh, ol e est un idempotent de B g B comme dans (iii) d
1, est une section B-linéaire de g).

8. Démontrer que, si A est un corps, et si B est une A-algébre sépa-
rable au sens de 1'exercice elle 1'est au sens de III. du texte.

{(Soit K une extension de A. Démontrer que tout B g K-module est pro-
jectif en utilisant 7. Utiliser alors le fait qu'un anneau artinien sur
lequel tout module est projectif est réduit).

(6). (Théornie de Galois des anneaux commutatifs)

Solent B un anneau, A un sous-anneau, G un groupe finl d'automorphis
mes de B.

Soit {u} seG fa base canonique du B-modufe Libre B

On deﬁ&n&t que B(®) une structure de B- -algebnre A(B;G) en définissant
Le produit (bus)(b us,), oid b,b' € B, s,s' € G, comme étant bs(b’' )us°s,
(algébre non commutative) et une autne strcuture de B-algébre V(B;G) en
définissant Le produit (bus)(b'us,) comme étant bb'dss,,us, o, dans La
suite, ass, =0 4L s #s' et =1 s{s=5".

On définit un homomonphisme j de A-algéebres de A(B;G) dans HomA(B,B)
par (j(bus))(x) = bs(x) (x e B) et un homomonphisme 1 de B-algebnres de
B ? B dans V(B;G) par

I(b ® b') = ZSEGbs(b')us.

1. Démontrer que les conditions (i), (ii), (iii), (iv), (v) ci-des-

@)
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w
o
<
w
wn
[«]
3
o+

—
-
~—

é :
1. 37 =4A (ol BG = {xe B/YVYs e G, s(x) = x})
2. pour tout idempotent ee B et tout couple (s,t) d'éléments dis
tincts de G, il existe xe B tel que s(x)e # t(x)e
3. B est une A-algébre séparable
(ii) 1. 8% = a
2. 1] existe K soeesXps Yyseeesy € B tel que

z?=’ x.s(y.) = 8., (avec la signification donnée plus haut de 5)

sIB
(iii) 1. Le A-module B est projectif de type fini
2. 1'homomorphisme j de A(B,G) dans HomA(B,B) est un isomorphism
(iv) 1. B¢ = a
2. 1'homomorphisme 7 : B ® B —— V(B;G) est un {somorphisme
(v) 1. 8¢ = 4 A
2. pour tout idéal maximal m de B et tout &lément s de G, distin
de ’B’ i1 existe xe B tel que s(x)-x n'appartienne pas & m.
((1) = (ii). Soit e = Z?=’ X ey, un idempotent comme dans 1'exer-
cice 5 1.(iii).
Calculer x e(les(e)) = s(x)(les(e)).
(ii) == (iii). Définir fi € HomA(B,A) par fj(x) = ZseG s(xyi). Dé-
montrer 1'égalité x = Z?=’ fi(x)xi pour xe B et utiliser une caractérisati

des modules projectifs.

Démontrer ensuite que si h ¢ HomA(B,B), h = j(w) od
v = ZssGZIi1=l h(xi)s(yi)us. G

(iii) ==> (iv). Remarquer que B est contenu dans le centre de A(B;G
Utiliser le fait que A est le centre de HomA(B,B). Soit t 1'&lément ZssGus
de A(B;G).

Démontrer que i(tB) = HomA(B,A). Construire alors une suite d'isomor
phismes de A-modules :

B g B— B8 tB—— B8 Hom, (B,A) —— Hom, (B,B) — A(BiG)

V(B;G)

dont le composé est Z.

. .. -1
(iv) = (ii). Poser L (u, ) = Z?=’ xioyi.

=

1
(ii) == (i). Poser e = z’i‘

conditions de 1'exercice 1.(iii).

=1 ¥;®Y;. Démontrer que e satisfait aux
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(ii) =% (v). Démontrer que, si pour se G distinct de 1 (1 _-s)B

B
est contenu dans B, | appartient a m.

(v) = (ii). Démontrer d'abord 1'existence pour tout s fixé de G

distinct de ’B d'éléments KyseeesX s YyseeasY ) dépendants de s ainsi que n

satisfaisant aux égalités de (ii).2.: choisir ESERTRPE SUPES SRR SN tels
n-1 _ _ _.n-1 _

que Zi=l Xi(’B s)(yi) = | et poser X Zi=l xis(yi) ety 1.

Remarquer ensuite que si l'on a l'un des groupes d'égalités

n
L. 1 Xit(yi) = §

1= t,lB
Iy xieGD =8,
3= 3 3 SRR
'égalité X! Ly = .
on a 1'égalité Z(i,j)XlXJt(ylyJ) Gt 1 )

Si le couple (A,B) satisfait aux Eonditions équivalentes ci-dessus,
on dit que B est une extension galoisienne de A de groupe de Galois G.

Comment se transforme la condition (i), si on suppose de plus 1'an-
neau B connexe ?

Comment se transforme la condition (v) si B est un corps ?

(7). Soit B une extension galoisienne de A de groupe de Galols G.

1. On note TrB/A 1'élément j(zseG us) de HomA(B,A) (avec les nota-
tions de 1'exercice précédent).

Démontrer 1'existence de ce B tel que TrB/A(c) = 1.

(Démontrer, au préalable, que si M est un A-module projectif et si
ay est 1'idéal de A engendré par les éléments f(x) ot xeM, fe HomA(M,A),
A= ay ® Ann(M).

En déduire 1'existence de LIERERES S B et fl""’fn € HomA(B,A) tels
n

que Zi=l fi(xi) —nl.
Poser ¢ = Zi=l c X, ol ¢, est défini par la condition fi(x)=TrB/A(ch

pour tout x¢ B).

2. Déduire de la surjectivité de TrB/A que A est facteur direct du
A-module B.

3. Soit C une A-algébre. On fait opérer G sur C g B par
s(ceb) = ces(b).

Démontrer que C g B est une extension galoisienne de C de groupe de
Galois G.

En déduire, que si p e Spec(A), Bp est une extension galoisienne de
Ap de groupe de Galois G.
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4. Démontrer que le A-module projectif B est de rang égal a 1'ordre
de G.

(Se ramener au cas oli A est local. Ecrire alors 1'égalité
rg(HomA(B,B)) = rg(A(B,G)).

(8). Sofent A un anneau, B une A-algébre séparable, z?=’ X ey, Un
idempotent de B & B comme dans i‘exercice 5.1.(iii), h un homomorphisme de
A-algébres de B dans A.

1. Démontrer que " . h(x,)y. est 1'unique idempotent « de B tel que,
q 1= i yl

1
pour tout be B, h(b)e = be et h(e) = 1.

2. On suppose, de plus, A connexe.

Sojent hl,...,hn des homomorphismes distincts de a-algébres de B dans

A, CITERRPL les idempotents correspondants. Démontrer les égaliteés
e.e., = e, 8§, . et h.(e.) =6, ..
13 i 7i,] 1°] i,3
(9). Soient A un anneau, B une A-algébre de type fini séparable, C
une A-algébre connexe

1. Démontrer qu'il n'existe qu'un nombre fini d'homomorphismes de A-
algébres de B dans C.

(Remarquer que, si s »s, sont des homomorphismes distincts de A-

o
algébres de B dans C, les homomorphismes h]""’hm de C ? B dans C, défi-

nis par hi(cob) = csi(b), sont distincts. Considérer des“idempotents

STERREE L associés A ces homomorphismes comme dans 1'exercice. Démontrer

(C ® B)e, »~ C. En déduire, C® B = "o (C® B)f ot f = I-e,~-...-e_, puis
A i A A ! n

le fait que si B peut &tre engendré en tant que A-algébre par r éléments,
alors m g r).

2. Démontrer que, si, de plus, le A-module B est projectif et possede
un nang, i1 existe au plus rg(B) homomorphismes de a-algébres de B dans cC.

3. Démontrer que, si B est une extension gafo.isienne de A de groupe
G et, sT f et g sont des homomorphismes de a-algébres de B dans ¢, 1]
existe un élément s de G et un seul tel que g = f,s.

En déduire que, si B est une extensfon galoisfenne connexe de groupe
G, tout homomorphisme de A-algébres de B dans B est un élément de G.

(10). Soient B un anneau connexe, A un sous-anneau de B tel que B soit
fini sur A.

On suppose que B est une extension galoisienne de A, de groupe de
Galois G.
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1. Démontrer que le groupe de Galois G de B/A est fini d'ordre égal
au rang rgA(B). (UtTliser 1'exercice 7).

2. Démontrer que si H est un sous-groupe de G, 1'extension B/BH est
galoisienne et déduire de 1. le fait que 1'application : H+—— B est in-
jective.

3. Démontrer que 1'extension BH/A est séparable.

(Utiliser 1'élément u = ¢ s de Hom H(B,BH), 1'élément c de B tel
B

que u(c) = 1, puis 1'élément e Z:HB ® BH égal & Z?=1u(xi) @ u(yic), ol les
éléments X,y sont ceux de (ii) de 1'exercice 6, en démontrant que, pour
tout x¢ BH, on a 1'égalité (xelde = (lex)e).

4. Soit C un sous-anneau de B contenant A et séparable sur A. Démon-
trer 1'égalité c = B o0 H est Te sous-groupe de G des automorphismes de B

laissant invariants les éléments de C.

(Considérer un ensemble {sl,,..,sr} de représentants des classes &
gauche de G modulo H avec s, =1 et les homomorpnismes h, de B ? C dans B
définis par hi(xoy) = xsi(y) (i =1,...,r). Prendre un idempotent
e =1 u ev. de B®C tel que, pour tout weB ® C, h,(w)e = we et

! =1 7 3 A A 1 1 1
ey =85 - . -

Démontrer que si aeB , a = Zioy Ceg s(ujca)v;). En déduire 1'in-

- Sev J

clusion Bic ¢ et 1'égalite g = c).

5. Démontrer que si le sous-groupe H est nonmal, A = (BH)K oll K est le
groupe de Galois de B sur a.

Soient A —— B —— C une suite d'homomorphismes d'anneaux, M un
C-module.

On a des suites exactes :

QB/A%M—>QC/A?M—>QC/B%M—>O
0 — DerB(C,M) —_— DerA(C,M) —_— DerA(B,M)

Le but des exercices 11-17 est de définir des foncteurs Ti(B/A,M) et
i . _ ° -
T (B/AM) (1 = 0,1,2) tels que TO(B/A,M) QB/A g M, T°(B/A,M) = DerA(B,M)
et que les suites exactes ci-dessus se complétent en suites exactes a 9
termes :
TZ(B/A,M) ——»>T2(C/A,M) — T2(C/B,M) I T’(B/A,M) _— TI(C/A,M) “—*T}@ﬂ%M
0 «—T_(C/B,M) <— T_(C/A,M) «— T_(B/A,M)

ot suite analogue avec indices supérieurs au lieu d'indices inférieurs.
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Le lecteur ge reportera 4 l'article
The cotangent complex of a morphism. S. Lichtembaum et
M. Schlessinger. Trans. Amer. math. soc. 41,70.
(11). Soit A —— B un homomonphisme d'anneaux.

Une extension (a deux termes) de B sur A est une suite exacte de A-

modules
e e eo

&y o EZZE,’R B 0

oll R est une a-algébre, e un homomorphisme de A-algébres, E, et E, des R-

modules, e

et e, des applications r-linéaires telles que, Vx,yE:E’,

1
e, (x)y = e, (y)x.

1. Soit 1 = ker(eo). Démontrer que IE2 = 0 et donc que E2 est un B-

module.
A (E ) on associe la suite : d
1

L({) 0—E 225 g1 g
. 2 I R R/

ol dz(x) = ez(x) e | et dl est le composé de e ® B : El g B—> 1 g B et

de 1'homomorphisme canonique 4 : 1/12 _ QR/A % B (on remarquera que

AgB—»O

im(e’) = 1).
2. Démontrer que L.(t) est un complexe.

. €o . . . -
Sodent R —— B un homomonphisme surfectif de A-algebres, T = kerle ),
0 — > U——>F-ds1 0 une suite exacte de rR-modules, ¢ 1'application

de F ® F dans F telle que ¢ (xey) = j(x)y-j(y)x, u, = im(¢) .
3. Démontrer que U_ est contenu dans U et que sT e est 1'application
naturelle de F/U_ dans R et e, 1'application naturelle de U/Uo dans F/U_,

la suite :
e2 e’ eo
O——*U/UO—>F/UO R —~+ B -+ 0

est une extension de B sur A.
Démontrer que toute extension de B sur A peut é€tre obtenue par ce

procédé.
Une extension (z ) de B sur A est dite £{bre si elle est de la forme
0 — U/UO —_ F/UO R B 0

oll R est une algebre de polynimes sun A et F un R-module Libre.

(12). Soit R une A-algébre.

On dit qu'elle posséde la propri8tZ de nefevement si pour toute A-
algébre s, tout s-module M, toute application s-1inéaire u : M —— 5 telle
que, Yx,yeM, u(x)y = u(y)x et tout couple (f,g) d'homomorphfsmes de A-al-
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gébres de R dans S tel que im(f-g) cim(u), i1 existe une appliication A-
linéaire » : R —— ¥ telle que :
Yx,y e R, A(xy) = £(x)A(y) + g(y)A(x) et que uox = f-g
Démontrer que si R est une algébre de polyndmes sur A, R posséde la
propriété de relévement.
(13). Soient A ———— B un diagramme commutatif d'anneaux, (Z )
b
A'—— B'
et (f') des extensions respectives de B sur A et B' sur A'.
Un monphisme de (&) dans (&') compatible avec b est un triplet

(as Gy o) oll o est un homomorphisme de A-algébres, o, et a, des homomo

1
phismes de rR-modules rendant commutatif me diagramme :

e e
2 1
B
0 E2 E’ R 0
0 E} — E! — R' : B' 0
2 e 1 e e
2 1 ¢}

1. Démontrer qu'un tel morphisme définit un morphisme du complexe
L (%) g B’ dans Te compiexe L (%Y.

2. Démontrer que, si la a-algébre R posséde la propriété de reléve-
ment, deux morphismes de (%) dans (') définissent des morphismes homo-
topes de L_(%) ® B' dans L _(%"). ((FFAC) chap. 6. 11.2).

3. Démontrer que si 1'extension (&) est libre, i1 existe un morphis
me de (¥) dans (§') compatible avec b.

(14). Soit A —— B un homomonphisme d'anneaux.

On appelle complexe cotangent de B sur A un complexe L.(é) ot (&)
est une extension £(bre de B sur A.

Déduire de ce qui précéde que deux complexes cotangents de B sur A
sont homotopiquement équivalents et que pour tout diagramme commutatif

A—— B

Al - Bl
i1 existe un morphisme, et un seul a homotopie pnes, du tensorisé par B!

sur B d'un complexe cotangent & B sur A dans un complexe cotangent & B'
sur A
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(15). Scient A —— B —— C une suite d'homomorphisme d'anneaux,

(@) et (S) des extensions Libres de B sun A et C sur B nespectivement.
1. Démontrer 1'existence d'une extension libre (¢ de C sur A et de

morphismes (—g) _ ) — (8) compatibles avec les homomorphismes

A —— B —— C telle que la suite :

R — ¢ C 9 R —
0 L.(?;)g L &) L.(g) 0

soit exacte a 1'exception éventuelle prés que 1'application
Lz('t) g c —> Lz(&) n'est pas forcément injective.
 Soit M un B-modufe. On pose T, (B/A,M) = H (L ()
T (B/A,M) = H \HomB(L.(G),‘M) oti {¥) est une extens
(i =0, 1, 2).
2. Démontrer 1'existence des suites exactes &

M,

Lon £ibrne de B sur A.

neuf termes annoncées

dans la présentation des exercices.
(16). Soit A ———B un canré cocantision'™. Soit M' un B'-
L
module.
Démontrer que si B est plat sur A ou si A' est plat sur A, les homo-
morph1smes naturels T, (B/A, M') — T, (B’ /A ,M") et
T (B/A/M') —— T (B /A ,M) sont des 1somorph1smes
Soit M un B-module.
Démontrer que si A' est plat sur A, 1'homomorphisme naturel
Ti(B/A,M) ® B' —— Ti(B'/A',M ® B') est un isomorphisme.
(17). Soient A —— B un homomorphisme d'anneaux, $ une partie mulil
plicative de B, M un B-module.
Démontrer 1'existence d'un isomorphisme
T, (B/A,M) e sl — Ti(s_’B/A,s"M).
(18). Soient k un anneau, p : k —— A une k-algébre.
Une k-dérivation de Hasse de A est une suite infinie {Dn}nsN d'ele-

ments de Homk(A,A) telle que :

) e, tel que B' soit somme amalgamée B g A' du diagramme A ——— B

A|
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1. D = !A

2. V x,y € A, Dn(xy) = Z(m,p) Dm(x)Dp(y)
m+p=n

3. ¥Vxea, D (@ ()= ("D (x

1. Que peut-on dire de D,?
A quelle condition D, dééermine-t-il la dérivation de Hasse de A?
2. Soit X une indéterminée.
Démontrer que 1'application : x+—— g D (X" de A dans A[[X]]

est un homomorphisme f de k-algébres possédant les propriétés suivantes

(X)

1. Si g est 1'homomorphisme v(X) —— v{0) de A[[X]] dans A,

gof(x) = lA.
2. Le diagramme :

£ a[[x]] o
w \AW
I

oll Y est une autre indéterminée, a est le prolongement de f(Y) tel que
a(X) = X et g est 1'injection canonique, est commutatif.

Y11

A
Jd




Espaces spectraux

par M. L. Mascle et Mme M.L. Pham
(d'aprés I'article de M. Héchster (49))







Un espace topologique X est dit spectral s'il est T , quasi-compact,
si toute intersection finie d'ouverts quasi-compacts est quasi-compacte,
si 1'ensemble des ouverts quasi-compacts est une base des ouverts de la
topologie et si toute partie fermée irréductible de X a un point géné-
rique.

Le spectre d'un anneau est un espace spectral. Dans (49

M. Hochster démontre, epn particulier, la réciprogue : u
dl

est homéomorphe au spectre d'un anneau.

§1. LA TOPOLOGIE CONSTRUCTIBLE

Dans tout ce paragraphe, X désignera un espace spectral, Q £'en-
semble des ocuverts quasi-compacts de X, o £'ensemble des femés de X. On
dit qu'un sous-ensemble & de QU @ & La proprittd d'intersection finie 54
toute intensection finie d'eLements de & est non vide.

Lemme 1

Avec fes notations ci-dessus, si % a fa prnophddts d'internsection
finie, R'intensection des &liments de & est non vide.
Démonstration

11 est immédiat que 1'ensemble des parties de Qu ¢ ayant la propri-
été d'intersection finie et contenant & , ordonné par 1'inclusion, est un
ensemble ordonné inductif ; i1 posséde donc un élément maximal JG. Or va
montrer que 1'intersection des éléments de J/Gest non vide. On pose
Jns = {9, /iel}, et F = iQI 61

a) F appartient a /b :

comme F est un fermé et Jbest maximal, i1 suffit de démontrer que
JoU{F} a la propriété d'intersection finfe. Pour tout i ¢ I, ¢; contient
F 3 i1 suffit donc de démontrer que pour tous EIRPERPUIE. Qn S,
wpn e w0 F # ¢. Mais X étant spectral, w = w

1 1
=Fnuw=n(;nw impliquerait qu'il existe Liseeasig eI tels que

Nn... nw_t et
P

¢ = $; N -nds N WA -0 wys ce qui est impossible.
1 s

b) F est uéductible :
F est non vide d'aprés a).
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Supposons F = o, U by b, et ¢y € & 5 0n va démontrer gue ceci
implique ¢, = Foug¢, =F, ce qui est équivalent a ¢, ¢ Jt(ou encore &
Hule,} ou Jbu{¢2} a la propriété d'intersection finie).

Supposons ¢ ¢ Jb; 11 existe donc m,..., m € Jhtels que

¢ynm N... nm =9 . 0naalors, pour tous £, ... £ & S
b0 E; N0 o nE # ¢ car N EN o nE = ¢ impliquerait
FAE, A -« nE. AT A -eonm =@ce qui est impossible d'aprés a).
Donc, ¢, e Jb.

c) Conclusicn :

comme X est spectrai, ¥ posséde un point générique, qui appartient
a tout ouvert rencontrant F, donc & tous les éléments de V@, ce qui aché-

ve la démonstration du lemme 1.
Déginitions

Les &Liments de @ u @ constituent une sous-base de fermés d'une
nouvelle topologie sun X ; c'est La topologie constructible sur X. Un
ensemble pro-constrwuctible est pan déginition un fermé pour cette tope-
Logle.

Un ensemble pro-constructible est done intersection de sous-ensem-
bles de La forme w ¢, 0l w e 2 et ¢ € &.

Par passage au complimentaire, un ocuvert pour La topologie cons~
tuctible est ndunion de sous-ensembles de £a fonme U N[V, od U et Veq.

La topologie constructible est plus fine que la topologie initiale
sur X.

Théonéme 1

Un espace spectral X est compact pour La topologie constructible.
Démonstration

L'espace X est sZpan : sofent x et y deux points distincts de X ;
comme X est T ; i1 existe un voisinage v de 1'un ne contenant pas 1'autre;
on peut supposer V € Q car @ est une base des ouverts de X. Alors v et CV
sont des voisinages des points de x et de y pour la topologie construc-
tible. .

L'espace X est quasi-compacticeci est une conséquence du lemme 1,
car on sait qu'un espace topclogique quasi-compact est caractérisé par
1'existence d'une sous-base de fermés ayant la propriété suivante : toute
partie &= (. ;/iel} de cette sous-base qui a la propriété d'intersection
finie, ver1f1e N, # 0.
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Sodient X un espace spectral et Y un sous-ensemble pro-constructi-
ble de X. Un Lément x de X est adhérent a Y a4 et seulement 44 LL est
adhérent 4 un 8Lément de Y.

Démonstration

Soit x un élément de X adhérent 3 Y. Soit E = {we® / xew} v k.
Les €léments de E sont des fermés pour la topologie constructible, et E
a la propriété d'intersection finfe. Comme X est compact, 1'intersection
A des éléments de E est non vide, et x est adhérent & tout élément de A.

La réciproque est évidente.

§2. SOURCES

Le but de La construction que £'on va faine est, etant donné un
espace spectral X, d'obtenin un anneau A dont Le spectre soit homéomorphe
a X.

Dans tout ce paragraphe, X désignera un espace spectrak, Al x

une famille d'anneaux Lntégres indexie parn X, et A un sous-anneau de

<Ix A, Pour tout yeX, on note pry La projection de oy A, sun Ay.

Deginition

Une sowrce est un trniplet (x’{Ax}XEX’A) notée quelquefols (X,A)
dans La suite qui vernifie Les conditions suivantes :

(p’) pour tout xeX, prx(A) =A_.

(pz) pour tout acA, L'ensemble d(a) = {xeX / prx(a) # 0} est

X

ouvert et quasi-compact dans X.
(p3) L'ensemble {d(a) / aeA} est une base d'ouvernts de X.
Exemple 1
Soit B un anneau rddult. On note ¢ L'homomonphisme :

b~ (b(x)) de B dans ngpec(B)B/x'

Alons Le thiplet (Spec(B), {B/x}

xeSpec (B)

xeSpec(m’¢(B)) est une sournce :

(p’) est vraie par construction ; pour (p,) et (p3) il suffit de remar-
quer que pour tout beB, d(¢(b)) = D(b).

* fwen / xew} est non vide car X est spectral.
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L'anneau B &tant réduit, 1'homomorphisme ¢ est injectif. Alors
Spec ¢ est un homéomorphisme de Spec(¢(B)) sur Spec(B), dont 1'applica-
tion réciproque est Spec ¢ | ; on 1'explicite :

pour tout x & Spec B, (Spec ¢_’)(x) = ¢(x) = ker(prx) n ¢(B).

Plus généralement, étant donné une source (X’{Ax}xsX’A)’ Les an-
neaux A etant integres, AL existe une application y de X dans Spec A
telle que pour ftout xeX, P(x) = ker(prx) N A.
Déginition

On dit que La source (x’{Ax}xsX’

C'est le cas dans i'exempie 1.

A) est affine 8L P(X) = Spec(A).

Exemple 2
Sodient X un espace spectral et o L'ensemble des ocuverts quasi-

compacts de X. A tout weq, on associe une déterminée T,» en sorte que
1'application o +—— T, soit injective. Soit k un corps et K = k[TwJ.
On désigne par 0 1'application de x dans K telle que tw(x) =T, s xew
et tw(x) =0 581 x £ w.

Solt A = k[tu;| wesd La sous-algebre de La k-algébre KX des applica-
tions de X dans K, engendre par {t } wed * On remarque que si aeA et xeX
la valeur a(x) de a en x est un element de k[t ] ey ol
QX {weQ / xew} = {we / tw(x) w . Soit A k[I [ wjxem

C'est un anneau intégre. L'application a — (a(x))XEX est un
homomorphisme de 1'anneau A dans 1'anneau produit <Ix Ay 1T est évidem-
ment injectif car a(x) = 0, pour tout xeX, signifie que 1'application a
est nulle. On identifie A @ son image au moyen de cet homomorphisme.
Alors prx(a) = a(x)

Le trniplet (X,{AX}XEX,A) que £L'on vient de construine est une
Aounce :

(p’) i1 suffit de remarquer que pour tout Tm dans A, On 2 xew et

Tm = tw(x) = prx(tw).

(p2) soit a = Ly a;8; ol les s, sont des monf6mes distincts en les
ty et les a; des éléments de k - {0}. I1 est clair que d(a) =i§l d(s;)

or tout monome 3 est de la forme tw1 th v twp , et d(si)=w’nw2n...nwp
est un ouvert quasi-compact de X, cqfd.
(p3) pour tout we?, w = d(e) 3 donc {d(a) / aeA} > @ qui est une

base d'ouverts de X.
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La sounce que 2'on vient de construine n'est en génénal pas affine:

i1 suffit pour le voir de prendre pour X 1'espace réduit & un point, et
pour k le corps des complexes. L'anneau A est alors 1‘anneau des polyno-
mes €[T], et Spec A contient plus d'un point ! On a y(X) = {(0)}, et on
remarque que (0) étant 1'unique point générique de Spec €[T], {(0)} est
un sous-ensemble pro-constructible dense de Spec €[T] ; i1 est clair
qu'il est homéomorphe & X. Ce résultat se généralise :

Proposition 1
Soit (X’{Ax}yeX’A) une souwrce. L'application y définie plus haut

est un homéomonphisme de X sur un sous-ensemble pro-condtructible dense
de Spec(A).
Démonstration

a) v est L{njective :
soient x et y deux €léments distincts de X ; X étant T, et d'aprés (p3)
i1 existe acA tel que par exemple xed(a) et y ¢ d(a). On a alors afdy(x)
et aey(y), donc y(x) # y(y), cqgfd.

b) v est continue :
d'aprés (pz), i1 suffit de remarquer que, pour tout asA,w—’(D(a)) = d(a).

c) v est une application cuvente :
d'aprés (p3), i1 suffit de montrer que, pour tout aecA,y(d(a)) est ouvert
ce qui est vrai car y(d(a)) = D(a) n P(X).

¢ est donc un homéomorphisme de X sur y(X).

d) ¢(X) est dense dans Spec A :
ceci revient a montrer que D(a) n Y(X) = @ est équivalent & D(a) = ¢ ;
cette derniére condition équivaut & a = 0 (car A est réduit comme sous-
anneau de 1 AX). Supposons D(a) n y(X) = @. Alors pour tout xeX, aeyp(x),
donc a ¢ F\ker(prx), donc a = 0. cqfd.

c) V(X) est un sous-ensemble pro-constructible de Spec A :
de la remarque faite en b), on déduit également que y est continue pour
les topologies constructibles sur X et sur Spec A. Comme ce sont des
espaces compacts (th. 1), y(X) est fermé pour la topologie constructible
Sur Spec A.

Le probleme posé au début de ce paraghaphe est done Equivalent,
Etant donng un espace spectral X, d La recherche d'une source affine
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dont X soit Lo premien fenme : i1 suffit de remarquer que, si £ est un
homéomorphisme de X sur le spectre d'un anneau A, le triplet
(X,{A/f(x)}xgx,¢’(A)) est une source affine ol ¢, est 1'application :

ar— (a(f(x))XEX de A dans ng A/f(x).

Poun tout aeA, on note v(a) = X - d(a) = ¢4(V(a)). Pour tout sous-
ensemble B de A, R,(B) d2signera {'intersection des {diaux premiens de A
contenant B ; c'est aussd La hacine de L'({déal engendné par B.

Avec ces notations, on a la caractérisation suivante des sources
affines :

Théoneme 2

Une sounrce (X,{AX} A) est agpine s4 et seulement 8L pour tout

xeX’
sous-ensemble f4ini B de A, ef pour tout aeA, on a :

(%) bQB v(b) ev(a) dmplique a e R,(B)
Démonstration

I1 est clair que si la source est affine, la condition (x) est

satisfaite.

Réciproquement, on suppose la condition (*) vérifiée, et on démon-
tre y(X) = Spec A;y(X) est un sous-ensemble pro-constructible de Spec A
(prop. 1), donc intersection de sous-ensembles de la forme
Ua,B = V(a) v D(B), oll acA et B est un sous-ensemble fini de A. De plus,
Y(X) n V(B) ¢ Ua,B n V(B) ¢ V(a) implique d'aprés (*) a ¢ RA(B), c'est &
dire V(B) ¢ V(a). On en déduit Spec(a)= V(B) U D(B) = V(a) y D(B) = Ua,B’
donc y(X) = Spec(A).

Etant donné un espace spectral X, on a construit une source dont X
est Le premien terme (exemple 2). I8 est plus difficife de trouver une
sounce qud de plus virnigdie (x). C'est dans ce but que £'cn intredull La
notion d'extension.

Déginition

On dit que fLa source (XI’{A;'}X'eX"
sowrce (X,{AX}XEX,A) 44 X = X', et 44 pour fout xeX, Al est un sous-an-
neau de k,(x) et contient A (k, () désigne Le conps des fractions de A)

A') est une extensdion de fa

Exemple 3
Sodient (X,{A_} »A) une source, et B un sous-ensemble de T k, (x) ;
X xeX A
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on noie A[B] Le sous-anneau de 1 k, ) engendnE par A et B, et on suppose
que pour tout c e A[B], d(c) s0it un ouvert quasi-compact de X. Alons
(x,{er(A[ﬁj)}XEx,ADﬂ) est une sowrce extension de La source
(X’[Ax]xex’A) ; elle est dite induite par B.

Définition

Soit X un espace topologique. On désigne par o(X) Le sous-ensemble
de X* des couples (y,x) d'un point y de X et d'une spécialisation x de y.

Un indice sun fLa sounce (X, {A } A) est La donnde w, pour tout

= (y,x) € o(X), d'une valuation dAAcnete vy k) — 2 (chap. 12)*

Aa/tus{\a,usam‘ aux axiomes sudivants :

(1)) pour tout aeA tel que pry(a) # 0, wp(pry(a)) > 0 et
w (pr (a)) = O 44 et seulement AL PT, (a) # 0.

(I ) pour fout acA, LL existe nel el que pour tout p = (y,x) de
o (X), teﬁ que pry(a) #0, on a wp(pry(a)) £ n.

Une source (X,A) munie d'un indice w est appelée une source indexée
et notée (X,A,w). Si (X,A') est une extension de la source indexée (X,A,w)
on dit que (X,A') est une w-extension de (X,A) si w définit un indice sur
(X,A").

Soient (X,A,w) une source indexée, a et b ¢ A tels que v(b) ¢ v(a),

a #b 1'élément de (x) tel que pr (a#+l>) =0 (resp.=prx(a)/prx(b))
si pr(b) =0 (resp # 0) et r= .1 a, (a#b) un éLément de Afa# b]
alons £'éLement ¢ = b™r de Ala #1b] appant&eni aAetllona
_.m _ m i n-i
c=br=_.% a.ab .
1=0 1
Démonstration

Si x e d(b), on a :
m

m m i_m im-i, | _.
pr (b'r) =.L pr (a;,)pr (b)pr (afp)” =1 pr (a;a’b" ") ;5 si
P m m i m-i
x € v(b), x est élément de v(a), et prx(b r) = pr (. é a.a b ) = 0.
_ m m i m~i
Par conséquent, pour tout xeX, on a prx(b r) = pr (. Ly @@ b ).

Theoneme 3
Soient (X,A,w) une sowrce Lndexle, a et b deux éLéments de A tels
que v(b) & v(a), (alors a#b est défini). Les conditions sulvantes sont

* Application telle que wp(ab) = wp(a)+wp(b), wp(a+b) > inf(wp(a),wp(b))
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(i) afb Andwit une w-extension de (X,A,w).
(44) pour tout p = (y,x) € o (X) tel que pry(a) # 0,
wP(Pry(a)) > wP(pry(b) et on a L'égalit? 8L et seulement si pr (a) # O.
Démonstration
(i) = (i) :
Par hypothése, pry(a) # 0 implique pry(b) # 0, d'ol
pry(a#b) = pry(a)/pry(b) # 0. Par conséquent,
wp(pry(a#b)) = wp(pr (a)) - wp(pry(b)) » O d'aprés (i) et I B

1
équivaut a wp(p y¢ (a#b) = 0, et d'aprés (i),

D'autre
part, wp(pry(a)) = wp(nry(b))
a prx(afb) # 0, donc a prx(a) # 0.
(ii) = (i) :
a) a#b Lﬂduki une extension de fa source (X,A)
soit r =1§o o (afb)” un élément de ala#b], alors 1'élément
c = b"r =.§o aiaibm—i appartient &8 A, et on remarque que
d(r) = (d(c) n d(a)) u (d(ao) nv(a)), ce qui démontre que d(r) est pro-
constructible, et donc quasi-compact.
17 reste a
v(r) = (v(c) n d(d)) u (v ) n v(b))
v(r) = (v(c) n d(@)) v (v(a ) a v(a))
Donc, v(r) est pro-constructible, et d'aprés le corollaire 1, il suffit

montrer que v(r) est fermé. On a les égalités :

de montrer que tout élément de X adhérent & un élément de v(r) est dans
v(r).

Soient y & v(r) et x ¢ X tels que xe {y} ; Si y ¢ v(oto) n v(a),
alors x appartient aussi & v(ao) o v(a) car c'est un fermé ; si
y € v(c) n d(a) et si x ¢ d(b), il suffit de remarquer que x est &lément
de v(c) car {y} ¢ v(c), et par conséquent x appartient & v(r) ; il reste
le cas o0l y appartient & v(c) n d(a), et x est élément de v(b). Comme y
appartient & v(c), on a pr (c) = 0, et en remplacant c par ig alalbm i
on obtient :

~pr_(a_)pr (™) = pr_(ay)pr, (ahpr, (6™ L)

y o'ty i%o "y i’y y

Si 1'on pose p = (y,x), ~n a :

wp(‘pry(ao)pry(bm)) = wy(pr (o)) + mwp(pry(b))
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tandis que :

m i m—i . i m-1
wP(l D pry(ai)pry(a )pry(b )) = 1nf(wp(pry(ai)pry(a )pry(b )

En remarquant que pry(a) # 0 et pr(b) = 0 = pr_(a) impliquent, d'aprés

(ii),wp(pr (a)) > wp(pry(b)), on a :

<

A

i m—1i
p(igo Dry(ai)Pry(a )pry(b ) > me(Pry(b))-

D'on wp(pry(ao)) > 0 et prx(ao) est nul d'aprés Il' Par conséquent x ap-
partient & v(a_), et comme x appartient & v(b), on a x e v(r). cqfd.

b) w définit un indice sun (X,A[a#b])
Soient p = (y,x) un élément de o(X), et r =, Lo % (a#b) un élément de
Ala#b] tel que pry(r) # 0. On va démontrer que, s1 pr_(r) = 0 alors
wp(pry(r)) > 0, et que si prx(r) # 0 alors wp(pry(r)) =

1) pr (r) =

- s prx(a) # 0, alors pr (b) # 0, d'ol pry(b) # 0 (car x ¢ {y}) et
'p’p v (b)) = 0 ; d'autre part, PT (r\ # 0 et pr (b) # 0 entrainent
pr (br) # 0, et pr (b r)
wp(pry(r)) =, (pr (™)) - mwp(b)) > 0.
- si prx(a) = O et pry(a) = 0, alors wp(pry(r)) = wp(pry(ao)) > 0 car

0 entra1ne wp(pry(bmr)) > 0, d'ol

pr (r) = pr_(a_ ) = O.

- si pr (a) = 0 et pry(a) # 0, on a pr (a ) = P (r) = 0, donc

w (pr (a )) > 0 ; d'autre part, w (pr (a)) > wp(pr (b)) d'aprés (ii), et
pour tout i >0, w (pr (o (atp)® ) =w Gr ) + 1[@ (pr (&) T eoﬂ >0;

et par conséquent w (pr (r)) = inf (w (pr (a (a#b) )) > o
Py is0

2) pr(r) #0
- si pr (b) # 0, On a pr (b) # 0 (car x ¢ {y}), et w (pry(b) 0, de
méme, pr (b r) #0 entralne pry(b r) # 0, et w (pr (b r)) = 0. Par con-
séquent WP(Pry(r)) =w (pr ®"r)) - m (pry(b))
0, on a d une part prx(r) = prx(ao) # 0, d'ol

- si prx(b)
wp(pry(ao)) = 0 ; d'autre part,

- sipr (a) =0, On a pry(r) = pry(ao), et wp(pry(r)) =0

- si pr (a) # 0, comme pr (b) =0 = pr (a), on a,d'aprés (ii),
Wp(pry(afb) =w (pr (a)) - w (pr (b)) > 0, donc

wp(pry(r)) = igg(w (pr CH (afb) ))) = wP(pry(ao)) =
Ceci achéve 1la demonstratlon de (Il)’ celle de (IZ) est évidente.
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Notation
Soit (X,A,w) une sounce indexe. On désigne par (G(X,A,w) L'ensem-
ble {(a,b) ¢ Az/v(b) c v(a), et a # b lndult une w-extension de (X,A,w)}.
On remarque que, dans la condition (ii) du théoréme 3, on peut
remplacer (X,A,w) par n'importe quelle w-extension de (X,A,w). On en dé-
duit que, si1 (X,A',w) est une w-extension de (X,A,w), On a
G(X,A',w) 0 a2 = G(X,A,w) .

Lemme

Poun toute partie finie H de G(X,A,w), £'ensembfe {a$b/(a,b) e H}
indudlt une w-extension de (X,A,w).
Démonstration

Si (a,b) appartient & G(X,A,w), afb induit une w-extension de
(X,A,w).

Soit n > 1, supposons la propriété vérifiée pour tout sous-ensem-

ble de G(X,A,w) ayant n éléments. Soit H = {(a’,b’),...,(a bn+l)} un

n+l’
sous-ensemble de G(X,A,w) ayant n+! éléments ; pour tout i = 1,2,...,n+1,
posons p. = a, # bi' Par hypothése de récurrence, (x,A[}l,...,pn],w) est

une w-extension de (X,A,w). Puisque (a bn+l) appartient a

G(x,A,w) = A2 v o(x,Afp cp W) 1;+éf’\urce

G(X,A,w) (T,A[p 5. vvsp (%) o

(X,A[pl,...,pn] D)n+’—_] W) = (X,A[p’,...,pn+’j ,w) est une w-extension de
(X,A[pl,...,p;],w) et par conséquent de (X,A,w).

On en déduit que £'ensemble {a#b / (a,b) & G(X,A,w)} induit une
w-extension de (X,A,w), que £'on note (X,A’,w). De proche en proche, on
définit (X’An+l’w) comme La w-extension de X,An,w) induite par L'ensem-
bfe {a#b / (a,b) € G(X,A ,w}. La néunion M(A) = ééN A indudt une w-ex-
tensdon de (X,A,w), que £'on désigne parn M(X,A,w).

On remarque que, si a et b sont deux éléments de M(A) tels que
a # b induise une w-extension de M(X,A,w), alors il existe n ¢ ¥ tel que
a et b appartiennent a A a # b appartient donc & A et la w-exten-

sion de M(X,A,w) induite par a # b est M(X,A,w).

n+l’

Proposition 4
Sodlt (X,A,w) une sounce {ndexée, alons

(#%) pour tout (a,b) e M(A)2 tel que v(b) ¢ v(a), on a aeRM(A)(b).
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Démonstration

Si a et b sont deux éléments de M(A), i1 existe un entier n tel
que a et b appartiennent a A W étant un indice sur A, il existe un
entier N > O tel que, pour tout y ¢ d(b) et tout p = (y,x) € o(X), on
ait wp(pry(b)) > N. On va démontrer que, si v(b) « v(a), alors (aN+’,b)
appartient a G(X,An,w).

D'aprés le théoréme 3, il suffit de montrer que, pour tout

= (y,x) € o(X) tel que pry(a) # 0, si pr_(a) # 0 alors

WP(Pr (b)) = w (pr (a)), et si pry(a) = 0 alors wp(pry(a)) > wp(pry(b))

1) pr (a) #0
Alors w (pr (a)) = 0, d'ol w (pr (a )) = 0. D'autre part, prx(b) #0
(car v(b) c v(a)) implique pry(b) # 0 (car x ¢ {y}) d'ol wp(pry(b)) =

2) pr (a) =
Alors w (pr (a)) > 0, donc w (pr (a)) > 1 et w (pr (aN+’)) > N+1. D'autre
part, pr (a) # 0 implique pr (b) # 0, donc vy (pr (b)) < N. Par conséquent,
w (r a1 > wp(pry(b))

Pu1sque a"*1,b) appartient & G(X,An,w), aN+’ # b appartient & Ava
et par conséquent & M(A). On en déduit que a ¢ RM(A)(b).
Déginition

Une sounce (X,A) est dite simple s'{L existe un anneau R tel que
powr fout x e X, A 804t un sous-anneau de R, et tel que, pour tout a e A,
£'ensemble {pr_(a) / x e X} 804t un sous-ensemble fini de R.

La source construite dans 1'exemple 2 est simple.

Theoneme 4

Si La sounce (X,A,w) est simple, alorns La sounce M(X,A,w) est
simple.
Démonstration

Soit (X,A,w) une source simple. Pour tout x ¢ X, Ay est un sous-an-
neau d'un anneau R, et (A’)x est un sous-anneau de 1'anneau total des
fractions de R. D'autre part, pour tout élément (a,b) de G(X,A,w), si les
ensembles {prx(a) / x e X} et {prx(b) / x € X} sont finis, alors 1'ensem-
ble {prx(a#b) / x € X} est fini.

Par conséquent la source (X,A,,w) est simple, et par induction,

pour tout n e N, la source (X,A,,w) est simple. On en déduit que d'une
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10! et d'autre part
pour tout a £ M(a), il existe n e N tel que a ¢ A, et 1'ensemble
{prx(a) / x ¢ X} est fini.

Théoneme 5

Soit (X,A,w) une souwrce index@e simple. Alons Les asserntions sui-
vantes sont Equivalentes :

(*) Pour tout sous-ensemble fini B de A, et pour tout a € A
bQB v(b) ¢ v(a) implique a e R, (B).

() Pour tout (a,b) e A2 el que v(b) c v(a), on a a e R, (B).
Démonstration

11 suffit de montrer que, pour tout sous-ensemble fini B de A, il
existe un élément c de 1'idéal de A engendré par B tel que v(c) = bQBv(b)
Par induction on peut supposer que B a deux €léments, B = {bl’bz}’ et en
passant aux omplémentaires, chercher c tel que d(c) = d(b,) U d(b,).
Appelons wj(’)""’wj(mj)’ j = 1,2, les sous-ensembles de'd(bj) sar les-
quels x —> prx(bj) est constante. Choisissons un point y(w) dans chaque
ensemble w, et un point y(W,,W,) dans chaque intersection non vide d'un
w, et d'un W, - Soit Y 1'ensemble de ces points ; Y est un sous-ensemble

1
fini de d(b’) V] d(bz). On remarqgue gue pour tout &lément c du sscus-anneau
[b,.b,] de A engendré par b et by >

{prx(c) / x ¢ d(b’) d(bz)}

t

{pry(C) / y e Y}

11 suffit donc de trouver c élément de I = (b,>b)) N [}l,bé] tel que pour
tout vy € Y, on ait pry(c) # 0, ou, ce qui est équivalent, tel que c n'ap-
partienne & aucun des éléments de y(Y). Or les éléments de y(Y) sont des

idéaux premiers, et aucun ne contient I, donc leur réunion ne contient

pas I.

Conollaine 2

Pour toute source simple indexde (X,A,w), La sounce M(X,A,w) est
aggine.
Démonstration

En effet, si (X,A,w) est simple, M(X,A,w) est simple (th. 4) ;
d'autre part M(X,A,w) vérifie (xx) (prop. 4), donc M(X,A,w) vérifie (%)
(th. 5) et M(X,a,w) est affine (th. 2).
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On revient a la situation considérée dans 1'exemple 2, et on munit
la source simple qu'y est construite d'un indice ¢, de la maniére sui-

vante :

Proposdition 5

Pour tout p = (y,x) e o(X), s0L% v, L'unique valuation discréte de
kA(y) telle que :

(4} poun tout w e Qy, wp(Tw) =044 x e w el wp(Tw) = | A X ¢ w.

(L) 84 8ys---s8 sont des monomes distinets de Ay en Les L{ndéten-
mM%a%,déiﬁvumandué&mMA@k—{m,
wp(iél aiSi) = i?f(wp(Si)).

Alons L'application p W, est un inddice sun fa source (X,A).
Démonstration .

(I;) Soit a = .z, a;s. un élément de A, tel que pr, (@) # 0 ; alors

5 (pr (a)) = lnf(WP(s ¥)) »0;
v, (pr (a)) = 0 signifie qu'il existe i tel que wp(si(y)) = 0. On

remarque que s; est de la forme s; = tw’.--th »8VEC Yy £ w N .- N W,
et v, (T ) = ... = v, (T )=0.D'0lixeuw, n-.- nw etpr (a) #0.
wy Wpy 1 n X
ReC1proquement, si pr (a) # 0, 11 existe i tel que si(x) # 0. On remarque
que s, est de la forme s. = ¢ .- t ,etquexew, A - Nw .
i i w) wy 1 n

Or x ¢ {y}, d'oli vy ¢ wy N ... nw o, et s (y) # 0. Par conséquent

wp(si(y)) =0 et s (pr (@) =

(I } Soit a —.fl a,s, un élément de A ; soit n, le degré de 5;-

Pour tout p £ o(X), tel que pry(a) # 0, wp(pry(a)) < Sup(ni).
Theoreme 6

Soit X un espace spectral, alorns {L existe un anneau B tel que X
204t homéomonphe a4 Spec(B).
Démonstration

On associe d@ 1'espace X la source indexée simple (X,A,w) que 1'on
vient de construire (prop. 5). On sait alors (cor. 2) que la source
M(X,A,w) est affine, et X est homéomorphe 3 Spec(M(a))-

On peut a titre d'exercice faire explicitement la construction de

la source (X,A) dans le cas ol X est un ensemble fini {x’,...,xn} muni de
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la topolegie discréte et k = €.

Alors o est 1'ensemble des parties de X, et A est 1'ensemble des
(a’,...,an) tels que

- a; est un polyndme en les indéterminées T(w) pour X, e w0,

- si Wysenes wq sont toutes les parties de X contenant X et xj ,

alors ai(Tw’,...,Tw 305...,0) = aj(Tw’,...,Tw »0,...,0).
L'ensemble 0(3) est 1'ensemble des coup?es (xi,xi), et G(X,A,w)
est 1'ensemble des couples (a,b) ¢ A2 tels que pour tout i = 1,2,...,n ,
b, =0 entraine a;, = 0.
On vérifie alors que tout élément de A, est de la forme a #b ol
(a,b) € G(X,A,w)7%, et que M(a) = 4.
En particulier (cf. p.4) si n =1, M(a) est le corps des fractions
de A, et Spec M(A) = {(0)}.
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