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INTRODUCTION

Cet ouvrage est divisé en deux parties.

La premiére est purcment algébrique. Son objectif est
la classification des formes guadratiques sur le corps des
nombres rationnels (théoréme de Hasse-Minkowski); il
est atteint au chapitre IV. Les trois premiers chapitres
contiennent divers préliminaires : loi de réciprocité qua-
dratique, corps p-adiques, symboles de Hilbert. Le cha-
pitre V applique les résultats précédents aux formes
quadratiques 4 coefficients entiers de discriminant 4 1;
ces formes interviennent dans des questions varides :
fonctions modulaires, topologie différenticlle, groupes
finis.

La seconde partie (chap. VI et VII} utilise des moyens
« analytigues » (fonctions holomorphes). Le chapitre VI
donne la démonstration du « théoréme de la progression
arithmétique », dit 4 Dirichlet; ce théoréme intervient
d’ailleurs en un point crucial de la premiére partie
(chap. III, n® 2.2). Le chapitre VII est consacreé aux
formes modulaires, et, en particulier, aux fonctions théta;
on y voit reparaitrc certaines des formes quadratiques
du chapitre V.

Les deux parties correspondent & des cours donnés
en 1962 et 1964 aux éléves de scconde année de I'Ecole
Normale Supérieure. Une rédaction de ces cours, sous
forme de notes polycopiées, avait été faite par J.-J. Sansuc
(chap. I-IV} et par J.-P. Ramis et G. Ruget (chap. VI-
VII). Elle m’a été trés utile; je tiens & en remercier ici
ses auteurs,



PREMIERE PARTIE

METHODES ALGEBRIQUES



CHAPFITRE I

CORPS FINIS

Tous les corps considérés ci-dessous sont supposés
commutatifs,

§1. Généralités

1.1. Corps premiers et corps finis.

L’intersection des sous-corps d'un corps K en est le
plus petit sous-corps; il contient 'image canonique de Z,
isomorphe en tant qu'anneau intégre 3 Z ou 4 Z[pZ avec
# premier; il est done isomorphe, soit 4 Q, soit au corps
Za.

Dirnrrion 1. — On appelle corps premiers les corps @
et F,=Z[pZ, oi p est un nombre premier, el caracléristiqie
d'un corps K Uentier O ou p, suiwant que K est extension de Q
ou de F,.

Si caract (K) = p # 0, p est aussi le plus petit entier
n>0 tel que 2.1 =0,

LEMME, — 8% caract (K} = p, Papplication ¢ : x> z¥
esi un isomorplasie de K sur un de ses sous-corps K2,

On a olxy) = o(s) oly). D'autre part, le cocfficient
binomial (*:} est congru & 0 (mod p) si 1 < A< p; on
en déduit que

o(x + ) = o(x) + a(y),
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d'olt le fait que & est un homomorphisme. De plus, ¢ est
tvidemment injectif.

Trtorime 1. — 1) La caracteristique d'un corps fini K est
un nombre premier p#E 0, st f=[K:F,], l¢ nombre
a4’ éléments de K est g = p'.

il) Soit p un nombre premier et soit g = p" {2 1) une
puissance de p. Seit L un corps algébriquement clos de caracté-
ristigue p. Il existe un sous-corps ¥y de Q et un seul qui ail
g éléments ; c'est Uensemble des racines du polynime X9 — X,

iii) Lout corps fini & g = p7 élémenis est isomorphe & F,

51 K est fini, il ne contient pas le corps Q; sa caracté-
risticue est done un nombre premier g, Si f est le degré
de Pextension K/F,, il est clair que Card (K] = p/,
d’olt i),

D’autre part, si {2 est algébriquement clos de caracté-
ristique p, il résulte du lemme ci-dessus que application
x> 37 (ol g =p!, /= 1) est un automorphisme de £2;
en effet, c’est la puissance f-itme de l'automorphisme
g x =" [noter que g est surjectil puisque £ est algébri-
quement clos). Les éléments v £ £2 invariants par x — a7
forment done un sous-corps F, de Q. Ce corps a g éléments.
En effet, la dérivée du polynéme X' — X est

gXT 1 — 1 = p p/ 1N 1 = 1

et ne s'annule pas; il en résulte (puisque £ est algebri-
guement clos) que X9 —X a ¢ racines distinctes; on a
donc bien Card (F,) = 4. Inversement, si K est un
sous-corps de (1 4 ¢ éléments, le groupe multiplicatif’ K
des éléments non nuls de K a g — 1 éléments; on a
donc 22" =1 s xecK", doi x%=2x si 2K, ce
qul monire que K est contenu dans F,; puisque

Card (K) = Card (F,)

ona K = F, cequiachéve de prouver ii).
Enfin, I'assertion iil) résulte de ii) et du fait que tout

CORPS FINIS II

corps 4 p éléments peut étre plongé dans (2, puisque ce
dernder est algébriquement clos.

1.2, Groupe multiplicatif d’un corps fini,

Seit p un nombre premier, soit f un entier = 1 et
soit g = p'.

TutorkME 2. — Le groupe multiplicatif ¥, du corps fini F,
est eyelique d'ordre g — 1.

Démonstration. — 8i d est un entier 2 1, rappelons quon
note @(d) Vindicatenr d*Euler de d, ¢'est-a-dire le nombre
des entiers x, avec 1 € x < d, qui sont gremiers ¢ d (autre-
ment dit, dont 'image dans Z[dZ est un générateur de
ce groupe).

Tl est clair que le nombre des générateurs dun groupe
cyclique d’ordre o est égal 4 ¢/d).

LEMME 1. — 87 n est un entier 2 1, on a n = X old).

dl

{Rappelons que la notation 4| n signifie que d divise n.)

Si d divise n, soit C; l'unique sous-groupe de ZnZ
d’ordre 4, et soit @, l'ensemble des générateurs de C.
Comme tout élément de ZjnZ engendre I'un des C,, le
groupe ZfrZ est réunion digjointe des ©; et 'ona @

n = Card (ZjnZ) = X Card (0,) = T ¢(d).
it In

LEmvE 2, — Soif H un groupe d'ordre fini 0. On suppose
que, pour foul diviseur d de n, Uensemble des x e H tels que
A =1 aau plus d éléments. Alors T est cpelique.

Sait 4 un diviseur de #, 8] existe v e H d’ordre 4,
le sous-groupe (x) ={1,x, ..., 5 '} engendré parvest
cyclique d’ordre d; vu Phypothese, tout ¢lément y e H
tel que 3 =1 appartient & {x]. En particulier, les seuls
éléments de H d'ordre 4 sont les générateurs de (x), et
ceux-ci sont en nombre 9{d). Ainsi le nombre d'éléments
de H d'ordre d est 0 ou g(d). 8i c'était O pour une
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valeur de d, la formule n= X ¢(d) montrerait que
din
le nombre d’éléments de H est < n, contrairement a

I’hypothése. En particulier, il existe un élément xeH
d'ordre #, et H coincide avec le groupe cyclique (x].

Le théoréme 2 résulte du lemme 2, appliqué & H = F;
et n=g—1; il est en cffet évident que I’équation
# = 1, qui est de degré d, a au plus & solutions dans F.

Remargue, — La démonstration ci-dessus montre que,
plus généralement, tout sous-groupe fini du groupe multi-
plicatif d’un corps est cyclique.

§2. Equations sur un corps fini

Soit ¢ une puissance d'un nombre premier f, et goit K
un corps a4 ¢ éléments.

2.1. Sommes de puissances.

LEMME. — Sait u un entier = 0. La somme S(X") = P

-1

est dgale &-1 si w est = 1 et divisible par ¢—1; elle est égale
a 0 sinon.

(On convient que x* =1 si u=0, méme s ox=10)

8i u = 0, tous les termes de la somme sont égaux a 1,
d'ot §(X") = g¢.1 =0, puisque K est de caractéris-
tique p.

Si i est = 1, ct divisible par ¢— 1, on a 0% = 0 et
st=13s x#0; dott §(X9Y) =(g—1).1=—1

Enfin, si w est = 1, et non divisible par g — 1, le fait
que K' soit cyclique dordre ¢ — 1 (th. 2) montre gqu'il
existe e K’ telque 3*# 1. Ona

S(X) = I a"= Iy = "8(X),
2EK" 2EE*

d'ol (1—3*).8(X¥) =0, et celaentrainebien S(X") =0,

CORPS FINIS 13

(Variante. — Utiliser le fait que, si dz 2, la somme
des racines d-itmes de 'unité est nulle.)

2.2. Le théoréme de Chevalley.

TrEorimEe 3 (Chevalley-Warning). — Soient
KXy, X,

des polynimes & n variables tels que Ndeg (f,) < n, eisoitV
Pensemble de leurs zéros communs dans K*. Ona

Card (V) = 0 (mod ).

Posons P = [T (1 —/f2 1), etsoit xe K" S & eV,
tous les f,(x) sont nuls, et Pon a P{a) =15 si x¢ v,
P'un des f,(*) est non nul, et f37'(x) =1, d'ott P(x) = 0.
Ainsi, P est la fonction caractéristique de V. 81, pour tout
polyndme f, on pose S{f) = ¥ flx), onadonc :

rERR

Card (V) = S(P} (modp),
et tout revient & montrer que S(P} = 0.
Or, 'hypothése deg (f) <n entraine
deg (P) < n(g—1};
donc P est combinaison lindaire de mondmes
v X‘ifl .. X:’ln
avec Y, < n(g — 1); il suffit de prouver que, pour un

tel mondme X", on a S(X¥) = 0. Mais cela résulte du
lemme, puisque 1'un 2u moins des 4 est << §— 1, e.qfd.

Cororrame 1. — §i Lideg (f,) < n, et si les fo sont
sans terme constant, les f, ont un zéro commiln nOR rivial.

En effet, si V étaitréduita{0}, on aurait Card (V) =1,
et Card (V) ne serait pas divisible par .
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Le corollaire 1 s’applique notamment lorsque les f,
sont homogénes; en particulier :

CoroLLAIRE 2. — Toule jforme quadralique d'an moins
d variables sur K a un 2éro non frivial,

{(En langage géométrique @ toute conique sur un corps
fini a un point rationnel.)

§ 3. Loi de réciprocité quadratique
3.1, Carrés de F,.
Soit g une puissance d'un nombre premier p.

TuiorEME 4. — a) 8t p = 2, lout élément de T, est un carré,

By 8 p 2, les carvds de B, forment un sous-groupe
d’indice 2 de F, ; ce sous-groupe est le noyau de I homomorphisme
X a0 G palewrs dans { £ 1),

{En d’autres termes, on a une suite exacte :

1—>-F;2 ——>-F; —“x{j: 1}—3— 1.)

Lecasa) résulte de ce que # }— 4% est un automorphisme
de F,.

Dans le cas b}, soit £ une cléture algébrique de F;
si xeF, soit pe() telque 3* =2 Ona

PR g e

puisque x% -1 =1,

Pour que x soit un carré dans F, il faut et il suffit
que y appartienne 4 F,, c'est-a-dire que 3*~1 =1, On
voit done bien que Fg? est le noyau de x =212, De
plus, comme F; est cyclique d'ordre g—1, lindice
de F;? est égal & 2.

3.2, Symbole de Legendre (cas élémentaires).
DeErFmrrion. — Seit p un nombre premier # 2, et soit x € F,

On appelle symbole de Legendre de x, el on naote {%}, Pentier

P e

=1

CORPS FINIS I 5

On convient d’étendre ce symbole & F, tout entier en
posant {g} = 0. Deplus,si x£Z apourimage x" €F,,
&
—J.
B
X, 7 Xy,
Ona (=) (=) = (%) : lesymbole de Legendre est un

on pose (%) =

«caractére» (cf. chap. VL, § 1), Vule théoréme 4, {;} =1

¢quivaut & x e F}?; si veF) a pour racine carrée

dans une cléture algébrique de Fy, on a (g} =yl
Caleud de {;} pour x =1, —1,2.

Si r est un entier impair, solent z(n) et () les éléments
de Z/2Z définis par :

. g1 0 s a=1 {mod 4)
e(n) = 3 (mod 2) = { 1 si n=—1 (modd)
T 49 _rO sion=£1 (mod8)
win) = g (mod 2) = l 1 si n=4£5 (mod8),

[L’application = est un homomorphisme du groupe multi-
plicatif (Z/4Z)" dans Z/2Z; de méme, & est un homo-
morphisme de (Z/8Z)" dans Z[22.]

THEOREME . — On a les formudes :

|

1 (=) =1;

) ()

—1
b4
311} (2} ( 1)m|p]
iy (=) = (— .

"5

i) (—) = (=1
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Seule la dernitre mérite qu'on la démontre. Si« désigne
une racine primitive 8-iéme de unité dans une cloture
algébrique Q de Fy, élément p = ¢ + o~ ' vérifie 3* = 2

{eneffet, ona a*=—1, dott «* + 2 2=0). Ona:
=alf +a”"

8i p=+1 (mod8), cela entraine ¥ =3, d'ob
2

Y=y l=1.
( p}‘ y

5 g = + 5 (mod8), on trouve :

W= tedt=—(etel)=—

cela se voit en utilisant la formule o -4 &? - &% - 7 = 0.
On en déduit que - = — 1, d’ol iii).

Remargue. — On peut exprimer le théoréme 5 de la
maniére suivante :

— 1 est un carré (modp) <= p= 1 {mod4).

2 est un carré (modp) <= p=+1 (mod8),

3.3. Lot de réciprocité quadratique.

Soient £ et p deux nombres premiers distinets, différents
de 2.

TuaforiMe 6 (Gauss). — On ¢ (g) (P) (—1)= =2,

Soit £ une cléture algébrigque de F, et soit w € L) une
racine primitive f-1éme de l'unité. 81 x € Fy, I'élément w#
a un sens, puisque @’ = 1. On peut donc définir la
« somme de Gauss » !

y= 2 (3 )w"
z&Fy
Lemme 1. — 3° = (— 17)etf,
{Par abus de notations, on note encore ¢ 'image de ¢
dans le corps F.}

GORPS FINIS _ 17
En effet :
T4 tu—¢
}—E() ZZE“’"—‘_f)-
uEF; tEFy
Orsi t#£0;
Hu—t — 11—t ut~t
Aty (=5 ) = (= o (-
{ £
et
{_ I)ctr‘n_yzz N Gﬁw*‘
uFy
oll
1—utt
G, =3 f“).
{ET}

Siu=0, C= X ()u!—-hsmons—I—ﬂr

EEF‘e
décrit F,a—{]}, et 'on a
1 1
=LY =

vu que dans F; il y a autant de carrés que d'éléments qui
ne le sont pas. Done ¢

2 Cuw=Ff—1—_ 2 w="F
UEP! uEFE

ce gui démontre le lemme.

Lemue 2. — -1 = (‘%}.
Puisque {} est de caractéristique p, on a !
-
»=3% Owr=3 @ Hw=>) =)
zEF zE F{

dot -1 = (?).
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Le théoréme 6 est maintenant immédiat. En effet,
d’aprés les lemmes 1 et 2, on a

(_ 1):2!’1f ey E

el d’autre part, le théoréme 5 montre que

(— 1 _
RO S RS J— eidl slpt
7 J= (=1}

Traduction. — Ecrivons {Rp si ¢ est un carré (mod p)
(autrernent dit, si { est « resie quadratique » modulo p) et
{Np sinon, Le théoréme 6 signifie que :

{Rp = pRSE si poud= 1 (modd]
[Rp <= pIN{E si pet {=-—1 (modd].
Remarque. — Le théortme G peut Etre utilisé pour

calculer par réductions successives les symboles de
Legendre. Ainsi

3 = (G =

7

14 2
(g) = {ﬁ (55

¥ 20 1
APPENDICE

Auntre démonstration de Ia loi de réciprocité gquadratique

(d'aprés G, Eisenstein, J. Crelle, 20, 1845, p. 177-184)

i) Le lemme de Gauss.

Soit p un nombre premier # 2, et soit S une partie
de F, telle que F, soit réunion digjointe de S et de — 53
pr—1

L.

a2

dans la suite, on prendra S = {1, ...,

CORPS FINIS Ig

Si seS et acF,, on peut écrive as sous la forme
efa) =+ 1 et 5,85

as = e,la) 5., avec

Loz (Gauss). — () = I ¢,(a).
f-’ LR

On remarque d’abord que, si 5 et 5 sont deux éléments
distinctsde 8, ona s, # s (carsinon, on aurait § = + 5,
contrairement au choix de 5). On en conclut que s+ 5,
est une bijection de S sur lui-méme, Faisons alors le
produit des égalités as = e (a) 5, On obtient :

av-t2 I1 s = ( 11 e,(a)) TL 5, = ( T ey(a)) 11 s
£ES sE8 g8

dot sER T}
oLl
A =102
a = ]l;[s‘gsiaj 3
s

= 1)f2

S . a, ,
ce qui démontre le lemme, puisque (-) =a*
dans F,. ’

Exemple, — Prenons a =32, et § = {1, ,‘ﬂ—_;-—l}

Ona e(2) =1 si 255‘{}; et ¢,(2) = —1 sinon.

Onen conclut que (;) = (—1)™¥!, ol n(p) estle nombre

p—1 P —
1 < 5% 5

forme 14 4k (resp. 3+ 1%, on a alp) =4k + L
2

d'entiers s tels que Si p est de la

On retrouve ainsi le fait que (;} =1sip=+1 (mod8§)
2 =
et {;) =1 si p= 25 [mod8), cf. théortme .

i) En lemme trigonomélrique.

Lensz, — Shit m un entier posityf impair. On a :
sin mx . L 2wy
— = (e J)fm =22 11 (sin®*x — sin® —j) .
sin x L& i =102 mn
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Cela se vérifie sans difficulté (on peut, par exemple,
démontrer d’abord que le premier membre est un poly-
nome de degré (m— 1)/2 en sinx, puis remarquer que

ce polyndéme a pour racines les sin® ;—:}, avec
1<js (m—1)/2;

le facteur (— 4)~D% $obtient en comparant les coeffi-
cients de ¢~ 1% dans les deux membres).

iii) Démonstration de la loi de réciprocité.

Soient ¢ et p deux nombres premiers distinets, et diffe-
rents de 2. Soit 8 ={1, ..., (#—1)/2}, comme ci-des-
sus. D’apres le lemme de Gauss, on a @

4
=) = £,
)= ILet®
Or Dégalité {5 = g,(f) 5, montre que
2n 2
sin == £5 = e,(f) sin — 54
b ( i ? I3

En faisant le produit de ces égalités, et en tenant compte
de ce que sk+ 5 est une bijection, on obtient :

£ 2nfsi . Zms
-y =TI ¢,(f) = I sin —-/sm _,
{P} ER ) SES y: i
En appliquant le lemme trigonométrique avec m = £,
cecl peut s'écrire ;
. g 2mt

4 27s
- v v —1072 in2 2 -
(Pj _siels (— ) ‘IEIT(sm 5 sin? — )

. Lo 2T ., 2t
— (__ 4)u’—1] w-ui I [:SJn“" o sip? } ,
sC8 LET b4 £

CORPS FINIS 21

oft T désigne I'ensemble des entiers compris entre 1
et ({ — 1)/2. En permutant les rdles de £ et #, on obtient
de méme :

b _ , L 2wt 2
Py - nip-nid I sin? 2™ sin2 270,
(f} (—4) xESJET{“n ¢ - §Z )

Les facteurs donnant (g} et (‘%) sont done identiques, au

signe pres. Comme il ¥y en a (p—1}({ —1}/4, on
trouve .

(E} =) (v,

ce qui est bien la loi de réciprocité quadratique, cf. théo-
réme 6.



Crarrrre 11

CORPS p-ADIQUES

Dans tout ce chapitre, p désigne un nombre premier,

§1. L'anneaun Z, et le corps @,
1.1, Définitions.

Pour tout »z 1, posons A, = Z/p*Z; c'est'anneau
des classes d’entiers {mod #"). Un ¢élément de A, définit
de manitre évidente un é€lément de A, _,; on obtient
ainsi un homomorphisme

D : A‘n _:"A‘n-l
qui est surjectif, et de noyau p* 1A
La suite :

LA A Ay Ay
forme un « spstéme projectif », indexé¢ par les entiers = 1.

Dermution 1. — On appelle anneau des entiers p-adiques,
&t on nole Z,, la limits projective du systime (A, 5, défim
ci-dessus,

Par définition, un élément de 2, = lim. (A, 4,) est
1UNE SUIte & = (..., Xy, <0 .y %p)y AVEC !

x, A, et gyx)==x,_, s 12l
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L’addition et la multiplication de Z, sont définies « coor-
données par coordonnées »; autrement dit, Z, est un

sous-anneau du produit TI A,. 3ilon munit les A, de la
n=1

topologie discréte, et [T A, de la topologie produit, Pan-
neau Z, se trouve muni d'une topologie qui en [ait un
espace compact [car fermé dans un produit d’espaces
COmMpAacts).

1.2, Propriétés de &,

Seit ¢, : Z, — A, l'application qui associe & un entier
p-adique ¥ sa n-itme composante x;.

"

Propostrion 1. — La suite 0 — B, 2> Z, il A, =0 est
exacte.

(On peut done identifier B,/p* 2, 2 A, = Zj" Z.)

La multiplication par p (donc aussi par p*) est injective
dans Z; en effet, si x = (¥} est un entler p-adique tel
que px =0, ona px, ., =10 pour toutnx,ce qui entraine
que x, ., cst de la forme p"y,.,, avec 7, M EALL
comme %, = ©,.,(%,,,), on voit que x, est également
divisible par p", donc est nul.

11 est clair quele noyaudes, contient " 2, ; inversement,
si x = {x,) appartienta Ker (g,},ona x, = 0 [mod p")
pour tout m = n, cc qui signifie qu'il existe un élément
. _, bien déterminé de A, _, tel que X, = "3, n
Les 7, définissent un élément y de Z, = lim. Ay, ct I'on
vérifie tout de suite que p*y = x, ce qui acheve de
démontrer la proposition.

Prorosition 2. — a) Pour qu'un #ément de 2, (resp.
de A) soit inversible, il faul et il suffit qu'il ne soit pas divisible
fpar f.

b) Si U désigne le groupe des éléments inversibles de Z,
tout élément de 2, différent de O sécrit de fagon unique sous la
forme pru, avec weU et nz 0.

GORPS H-ADIQUES 25

(Un élément de U est appelé une unité p-adigue.)

11 suffit de prouver a) pour les A, : le cas de Z, en
résultera. Or, si x €A, n'appartient pas a pA,, son
image dans A, = F, est non nulle, donc inversible; il
existe alors p,zed, tels que x=1-—pz dob
ap(l 4+ pz+ ... +p* 12"~ 1) =1, ce qui montre bien
que ¥ est inversible,

D’autre part, si ¥ €2, est non nul, il existe un plus
grand entier n tel que %, = e,(x) soit nul; on a alors
x = p*u, avecu non divisible par p, d’olt u € U d’aprés a).
L'unicité de cette décomposition est évidente.

Natation. — Soit x un élément non nul de Z,; écrivons x
sous la forme p"u, avec u e U. L’entier n est appelé la
valuation p-adigue de x, et noté , (x). Onpose v,(0) = + o0,
et on a :

uy(ay) = v,(x) + 25(3)
vp(x -+ ) 2 Inf (2,(), v:(0))-

1l résulte aussitdt de ces formules que Z, est un anneau
niégre.

Propostrion 3. — La topologie dz 2, peut étre définte par
e distance
dlx,y) = e~ =L

Lanncau Z, est un espace complet, dans lequel 2 est dense.

Les idéaux p" 2, forment une base de voisinages de 0}
comme x € p*Z, équivaut 3 z,(x) > n, onvoit bien que
la topologie de Z, est définie par la distance

dx,y) = & * Y,

Comme Z,, est compact, il est complet. Enfin, si x = (x,)
est un élément de Z,, et si y, €& est congru a x,
(mod p*), on a lim.y, ==, ce qui prouve que Z est
dense dans Z,.
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1.3, Le corps Q.

DErITIon 2. — On appelle corps des nombres p-adigues,
et on note Q,,, le corps des fractions de l'anneau L.

On voit toutdesuiteque @, = Z,[p~1]. Toutélémentx
de @}, s'écrit de fagon unique sous laforme " u, avee n €2,
u e U; ici encore, n s’appelle la valuation p-adique de x,
et se note #,(x). Ona z,(x) > 0 sietsenlementsi x €2,

Prorosrion 4. — Le corps Q,,, muni de la topologie difinie
par dix,y) = e WV, est localement compact, el Z, enest
un sous-anneai ouverd ; e corps Q est dense dans Q.

(Pest immédiat.

Remarques, — 1) On aurait pu définir @, (resp. Z,)
commele complété de @ (resp. Z) pour la distance p-adiqued.

2) La distance d vérific Vinégalité « wltrametrique » :

dis, 2) < Sup (d(x, ), d(3, ).

On en déduit facilement qu'une suite u, a une limite si
et seulement si lim, (i, ., —#,) = 0; de méme, une
série converge si et seulement si son terme général tend
vers (.

$ 2. Equations p-adigues
2.1, Solutions.

Lemue. — Soit ... = X, =X, ;= ... =X ul
systéme projectif, et soit X = l('nj.}{,‘ sa limite projective. Si
les X, sont finis et nion vides, X est non vide.

Le fait que X soit # 2 est clairsiles X, - X, _, sont
surjectils; on va se ramener a ce cas. Pour cela, notons X,
limage de X, , ,dans X, ; pour n fixe,les X, , forment une
famille décroissante d’ensembles finis non vides; il en
résulte que cette famille est stationnaire, i.c, que X, , est
indépendant de § pour p assez grand. Seit Y, cetle valeur
limitedes X, ..Onvérific immédiatement que X, X,

i, m o ,
applique Y, sar Y, _y; comme les Y, sont non vides, on
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a EE'Y“ # = d’aprés la remarque faite plus haut;
d'ol, a fortiori, lim. X, # 2.
.&

Notation. — Si feB,[X,, ..., X,] est un polynéme
4 coefficients dans Z,,, et sl # est un entier = 1, on note f,,
le polyndme & coefficients dans A, déduit de f par réduc-
tion [mod p*).

Propostrion 5. — Seient YV eZ [X, ..., X,] de
polyndmes & cogfficients entiers p-adiques. Il y a équivalence entre ;

1) Les £' ont un zéro commun dans (Z,)™.

i) Pour toui nz 1, les polyndmes 37 ont un zére commun
dans (A, 1"

Soit X (resp. X, 'ensemble des zéros communs aux £
(resp. aux £, Les X, sont finis, etl'ona X = li{_rn‘X";
d’apres le lemme ci-dessus, X est non vide si et seulement
si les X, sont non vides; d’ol la proposition,

Un point x = (¥, ..., &,) de (Z)" est dit primitif si
I'un des x; est inversible, ¢’est-A-dire si les x; ne sont pas
tous divisibles par #; on définit de maniére analogue les
éléments primitifs de (A,)7.

Proposirion 6. — Sozent fﬁ]. £ Z],,[X_l, ooy K] des poly-
némes homogénes @ coefficients entiers p-adiques. Il y a équivalence
entre & )

a) Les ' ont un géra commun non trivial dans (@)™,

by Les [+ ont un zéve commun primitif dans (2, )"

¢) Powr tout nz 1, les £ ont un zéro commun primitif
dans (A"

L'implication b} ==a) est évidente. Inversement, si
%= (%, ..., %, estun zéro commun non trivial des f",
posons

ho=Inf (v,(x), - o,(x,)), et y=p""x

Il est clair que y est un élément primitif de (&)™, et que
c’est un zéro commun des £'; on a donc bien b) <= a).
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Quant 4 'équivalence de b) ¢t ¢}, elle résulte du lemme
donné plus haut.

2.2, Amélioration des solutions approchées.

11 s"agit de passer d’une solution {mod #*) & une solution
véritable (i.e. & coefficients dans Z,). On utilise le lemme
suivant {analogue p-adique dela ¢« méthode de Newton ») ¢

Lesme. — Soit feZ,[X], et soit ' sa dérivée. Soient
xeB, kel telsgue 0< 2k < n, flx) = 0 (mod p),
v f(x)) = k. Il existe alors y €&, tel que ;

£(3) =0 (mod p"+?)
() =k e y=x (modp-H).

Prenonsy delaforme » + p" %z, avec z € Z,. D'aprés
la formule de Taylor, on a :

Fi) = fla) + pnFzf'(x) + p* g, avec acd,

Par hypothése, on a f(x) = p"b et f'(x) = p*c, avec
beZ, et ceU; cela permet de choisir z de telle sorte
que

b+ 22=0 (modp).
Des lors

Fiy) =p™b 4 ze) + " 2Fa =0 (modp**?)

puisque 2n — 2k > 2. Enfin, la formule de Taylor appli-
quée & " montre que f'(y) = pFe¢ [mod p" ~*); comme
n —% >k, on en déduit bien que #,(f(»)) = &

TuatorkMe 1, — Sotent
fE.Z:,[Xl_, Ceny X.L'"]-" x = (x; (2" kel
el j un entter compris énlre 1 el m. On suppose que 0 € 2k << n,
et que

Fi)=0 (modpm e z-p(g (x)) = k.
i
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Il existe alors un zéro v de [ dans (B,)™ qui est congru a
modula p* %,

Supposons d’abord que m = 1. En appliquant le
lemme ci-dessus & '™ = x, on obtient x' € Z,, congru
A+ (mod p* %), et tel que :

fl:.x“l} =10 {modpn+lj’ !;p[:f-‘(x[li)) =k

On peut appliquer le lemme & #%, en remplagant n
par # + 1. De proche en proche, on construit ainsi une
suite £, ..., %7, ..., telle que :

2+ = gl {mod pﬂ-i-ll—i!)_‘ f{an) =0 {mod ﬁn—'a}_

Clest une suite de Cauchy; si 'on note y sa limite, on a
évidemment f(3) =0 et y=x (modp"~F), d'ol le
théoréme dans ce cas.

Le cas m>> 1 se raméne au cas m =1 car on ne
modifie que x;. Plus précisément, soit feZ [X;] le
polynéme & une variable obtenu en remplagant les X,
i # j, parles x,. On peut appliquer ce que 'on vient de

démontrer & f et & x;; on en déduit Uexistence de p; = Xy

{mod p" %) tel que }"(_yj) = 0. Sil'on pose 3, = ¥; pour
i # j, I'élément y = () répend a la question.

CoroLrairg 1, — Tout zére simple de la réduction modulo p
dun polynime f se reléve en un zéro de f & coefficients dans .

(8i g est un polyndéme sur un corps, un zéro x de g
est dit simplesi l'une au moins des dérivées partielles &g/oX;
est non nulle en x.)

C’est le cas particulier n =1, 2= 0.

COROLLAIRE 2. — Supposons p # 2. Soit
SX) = Ze; XX,
avee ay; = ay, une forme guadratique & cogfficients dans Z,
dont le discriminant det (a,;) est tnversible. Soit a € &y, Toute
solution primitive de 'équation f(x) = a (mod p) se reléve en
une solution exacte.
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Vu le carollaire 1, il suffit de voir que x n'annule pas
toutes les dérivées partielles de f modulo . Or :

d
{',_}J;_ = quaiJ-X‘- H

fl

k)

comme det {g;) = 0 (modp) et que x est primitive,
on voit bien que I'une de ces dérivées partielles est = 0

(mod f).

(lOROLLAIRE 3, — Suppasons p = 2. Soit
J=2a; XX,

avec a; = ay, une forme quadratigue a coefficients dans Zy,
et soit a € Zy Soit x une solution primitive de f(x) = a
(mod 8). On peut relever x en une solution exacle, pourvy que x
W annule pas toutes les 8f|EX; modulo 1; cetle derniére condition
esi nofamment vérifide si det (a)) est inversible.

La premiére assertion résulte du théoréme, appliqué
4 n=23, k#=1; la seconde se démontre comme dans
le cas p# 2 (& cela prés qu'il faut tenir compte du
facteur 2).

§3. Le groupe multiplicatif de qp
3.1. La filtration du groupe des unités,

Spit U =%, le groupe des unités p-adiques. Pour
tout nz 1, onpose U, =1+ p"Z,; ilest clair que u,
est le noyau de 'homomorphisme e, : U — (Blpm 2y,
En particulier, le quotient U/U, s'identific & F,,, donc est
cyclique d’ordre p— 1 {cf chap. I, th. 2). Les U, for-
ment une suite décroissante de sous-groupes ouverts de U,
et on a U=Ilim. UV, Si nz 1, lapplication

+
(1 + p*=) > (x modulo ) définitun isomorphisme
U Uusr > BIPZ 5
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cela résulte de la formule :

(L4 p (14 p73) = 1F g+ 5) (mod g7,
On en déduit, par récurrence sur , que U,/U, est d’ordre
I:-’,ﬂ—l_

LEMME. — Soit 0 = A — B — B — 0 une suile exacte de
groupes commutatifs (notés additivement), avec A et B finis
dlordres a et b premiers entre eux. Soit B' Uensemble des x € E
tels que bx = 0. Le groupe E est somme divecle de 1\ ¢l de B';
de plus, B est le seul sous-groupe de B isomorphe & B.

Puisque a et & sont premiers entre cux, il existe 7,5 € Z
telsque ar +bs = 1. Bi xe ANB, ona av = bx =10,
d'ott lar + bs) x = x = 0; ainsi ANB =0. De
plus, tout x e E peut s'écrire x = arx — bsv; comme
B =0, ona BEC A, d'olt bsx e A; d'autre part, on
a abbhh =0, doi axeB. On voit donc bien que
E = A@DB, etlaprojection E — B définit un isomor-
phisme de B” sur B. Inversement, si B” est un sous-groupe
de E isomorphe & B, on a #B" =0, d'olt B"CB et
B" = B’ puisque ces groupes ont le méme ordre.

Proposmios 7. — One U=V x U, o
V={xeUlsar =1}
est le seul sous-groupe de U isomorphe i Fy.
On applique le lemme aux suites exactes :
1-1U,/U,->UTU,—-F,—1
ce qui est licite puisque Uordre de UyfU, est p7 1 et

celui de Fj est p—1. Onen conclut que U/U, contient
un unique sous-groupe V., isomorphe  Fy, et la projection

UiIIUw- -+ UJ'IUN—I
applique V,, isomorphiquement sur V,, ;. Comme
U=1Lm. UT,
.&
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on en déduit par passage 4 la limite un sous-groupe V
de U isomorphe 2 Fy; ona U=V x U;; l'unicité de v
résulte de celle des V..

COROLLAIRE. — Le corps @, contient les racines ( p— 1)-iémes
de Lunité,

Remarques. — 1) Le groupe V s’appelle le groupe des
représentants mulliplicatifs des éléments de Fy.

9) Llexistence de V peut aussi se démantrer en appli-
quant le corollaire 1 au théoréme 1 4 I'équation

Xr-t—1=0.
3.2. Structure du groupe U,.

LivME, — Soit xe U, — U, _,, avec nz 1si p#2
et n=2 5 p=2 Onaalors U, — U, 0
L’hypothése signifie que x =14 kp", avec k#0
(mod ). D'aprés la formule du bindéme, on a
P R e T o

et les exposants de p dans les termes non écrits sont
> 2n 4+ 1, donc aussi = n 4+ 2. D’autre part, on a
np>n+ 2 (grice au fait que 22 2 si p=2). On
en conclut que
=14kt

d'onr a7 € Un+1 _Uﬂ+2‘

(mod p**#)

PropositioN 8. — Si p # 2, Uy est isomorphe & Z,.
Sip=2 ona U ={x 1} x Uy et U, est isomorphe & Zy.

Occupons-nous d’abord du cas p # 2. Choisissons un
¢lément x € U, — U,, par exemple & =1+ #. D'aprés
lelemme ci-dessus, ona «? € U;,; — Ug,p. Soita, l'image
de o dans U,/U,;ona () " # 1 et (@) =1 en
vertu de ce qui précéde. Mais U,/U,, est d’ordre p"~1; on
en conclut que ¢’est un groupe cyeligue, engendré par e,
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Notons alors 0, , Pisomorphisme zt»of de Zfp*~'2
sur U,/U,. Le diagramme

ZprZ T UL,

| |
W v

Zjph 17 % U U,

est commutatif. On en conclut que les 0, , définissent un
isomorphisme 0, de Z, = lim . Zfp" 12 sur
—

Ul = li{_rn.'Uﬂ’Uﬂ,

d’oll la propesition pour p # 2.

Supposons maintenant que p = 2. On choisit alors
o € Uy — U,, autrement dit ¢ = 5 {mod 8). On définit
comme ci-dessus des isomorphismes

0, . 4222 - U jU,,

d'oll un isomorphisme 0, : Z, — U,. De plus, homo-
marphisme
U, - U, /U, ~ Zf2Z

induit un isomorphisme de { + 1} sur Z/2Z. On en déduit
que U, ={+1}x VU, caq.ld

TuiorbMe 2, — Le groupe Q) esi isomorfite &
Zx2D,x8(p—1)2 si p#2
el d

ExZ,xBRE s p=2.

Tout élément x €@, s'écrit de fagon unique sous la
forme x=p*u, avec neZ et u=U. On a done
Q, ~ Z x U. Dautre part, la proposition 7 montre

J.-P. SERRE 2
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que U=V x Ty, o V est cyclique dordre p—1;
enfin, la structure de Uj est donnée par la proposition 8.

3.3, Carrés de Q.

THEOREME 3, — Supposons p # 2, ef soit x = ptu un
élément de Q) avec n € Z et we U. Pour que x soit un carré,
il faut et il suffit que n soit pair, et que Pimage & de o dans
F, = U/U, soit un carré.

(Clette derniére condition revient 2 dire que le symbole

de fegendre (Ej de @ est égal & 1; nous écrirons par la
suite {E] au licu de {—u-).)

Décomposons # sous la forme u =v.t;, avec U eV
et u, €U, La décomposition Q) =% X ¥V x U, du
théoreme 2 montre que x est un carré si et seulement si
n est pair et v et #, sont des carrés; mais U, est isomorphe
a Z,, et 2 est inversible dans Z,; tout élément de U, est
donc un carré. Comme V est isomorphe 4 Fy, le théoréme
en résulte,

COROLLAIRE. — 87 p # 2, le groupe Q,,[Q;} est un groupe
de type (2, 2) ; il admel pour représentants { 1, p, u, upoi u € U

est tel que (;} =—1
Clest évident.

TrtoriMe 4. — Pour qu'un lément x = 2°u de Q; sout
un carré, il faul et 1 suffit que n soit pair ot que 1 = 1 {mod 8).

La décompesition U ={+ 1} x U; montre que « cst
un carré si et seulement si wappartient a U, et est un carré
dans U,. Or lisomorphisme 8, : Z; — U, construit dans
la démonstration de la proposition 8 applique 2"Z, sur
U, ., on en conclut {pour n=1) que I'ensemble des
carrés de U, est égal & U, Un élément u € U est done
un carré si, et seulement si, il est congru & 1 modulo 8,
d'oiz le théoréme.
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Remarque. — Le fait que tout élément de Uy est un carré
résulte aussi du corollaire 3 au théoréme 1, appliqué a la
forme quadratique X*

ClOROLLAIRE. — Le groupe Qu/Qi% est de type (2,2,2). 11
admet pour représentants {£ 1,45, £ 2, = 10}.

Cela résulte du fait que {4 1, 2 3} est un systtme de
représentants pour U{Uj.

Remarques, — 1) Pour p =2, définissons des homo-
morphismes &, @ : U/Uy — Z[2Z au moyen des formules
du chapitre I, n® 3.2 :

. 42 [U si o z= 1 (modd)
e(z) = (med2) =11 4 s=—1 (mod 4)
2 1 0 si z=4 1 (mod8)

= —— d2) =
wl) g (mod2) {1 § s=+5 (mod8)

11 est clair que € définit un isomorphisme de Uf U, sur
Zj2Z et w un isomorphisme de U, /U, sur Z/2Z. Le
couple (g, @) définit donc un isomorphisme de UjU, sur
Z/2Z % Z2Z; en particulier, une unité 2-adique z est
an carré si ct seulement si Pon a &(7) = w(z) = 0.

2) Les théorémes 3 et 4 montrent que Q2 est un sous-
groupe ouvert de @;.
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SYMBOLE DE HILBERT

§1. Propriétés locales

Dans ce paragraphe, la lettre & désigne, soit le corps R
des nombres réels, soit le corps @, des nombres p-adiques
{ # étant un nombre premier;.

1.1. Définition et premifres propriétés.

Solent a, b £k’. On pose :

(a,b) = 1si —ax’ — b =0 a une solution
# (0,0,0) dans &%
(a, b) = — 1 sinom.
Le nombre {a, b) = = 1 s'appelle le symbole de Hilbert

de a et b, relativement A &, 11 est clair que (e, §) ne change
pas lorsqu'on multiplie @ et & par des carrésy le symbole
de Hilbert définit donc une application dz k" [R'® % k'[E™
dans {1}

PropostTioN 1. — Soient a, b € k", et soit ky = k{A/b)
le corps obtenu en adjoignant & k une racine carrée de b
Pour que (a, &) = 1, il faut et il suffil que a appartienne att
aroupe Nky des normes des éléments de ky.

&i # est le carré d’un élément ¢, Péquation

Feat—ht =0
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admet (¢, 0, 1) pour solution, ¢t 'on a (a, ) =1, d'on
la proposition dans ce cas, puisque £, = & et NA, = &
Sinon, k, est quadratique sur k; si B désigne une racine
carrée de b, tout élément E ek, s'écrit z By avec
y, 7€k, et la norme N(E) de & est égale & 2 — by®,
Si a e Nk, il existe donc 3, z €k tels que @ = 7 — &%,
si bien que la forme quadratique 2* —ax® —43* a un
zéro (z,1,7), et l'on a (a,0) = 1. Inversement, si
{a, b) = 1, cette forme a un zéro (2, &, # (0, 0,0);
on a nécessairement x # 0, car sinon b serait un carré;

2 .
on en conclut que z est norme de - + ;3'3_
x £

¥

ProrosiTION 2. — Le symbole de Hilbert satisfail aus
Jormules
i} (a, b} i!), ﬂ') et (a, g'zj =1;

i) (a,—a) =1 et (a,1—a)=1;
1ii) (a, b) = 1 = (aa’, b) = (', b);
iv) (a,d) = (a, —ab) = {a, (] — e} b).

21

(Dans ces formules, @, a', b, ¢ désignent des éléments
de %'; on suppose a # 1 lorsque la formule contient le
terme 1 —a.)

La formule i) est évidente. Si & =-—a (resp. si
b=1—a), la forme quadratique z*—a®—¥&" a
pour zéro (0, 1, 1} {resp. (1, 1, 1}}; on a donc ia, b) =1,
ce qui démontre ii}. Si (g, b) = 1, I'élément a appartient
au sous-groupe Nkj, ¢f. proposition 1; on a done

a e Nk, <= aa &Nk
ce qui démontre iii). La formule iv) résulte de i), i}, iii),

Remarque. — La formule iii) est un cas particulier de
la formule
v) (aa’, &) = (a, b) (a', b)
qui exprime la bilindarité du symbole de Hilbert; cette
formule sera démontrée au numéro suivant.

——_ R ———
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1.2. Caleul de (a, b).

Tuforive 1. — Si k=R, ona (a,b) =1 siaoub
et = 0t (a,6) =—1 siaethsont <0

Si k= Q,, elsilonderit a, b sous la forme p*u, BPu oit u
et v appartiennent au groupe U des unités f-adigues, on a

(a,5) = (— D ()" ()" i

{a’ 5‘) — (__ l)scuneiv}-haw’.m + Pastil 5 P — 2.
[On rappelle que (E) désigne le symbole de Legendre (%],
o1 4 est 'image de # par 'homomorphisme de réduction
modulo p : U —F,. Quant a =) et w(u), ils désignent
—1 |
respectivement la classe modulo 2 de L 5 ¢t de u—ug—,
cf, chap, 1, n° 3.3.] =

THEoREME 2. — Le symbole de Hilber! est ung forme bilinéaire
non dégénérée sur le B-espace vectoriel &"[R'%.

[La bilinéarité de (a, b) n'est autre que la formule v),
mentionnée 4 la fin du n® 1.1; Passertion « [a, &) est
non dégénérée » signifie que, si b £ A" est tel que (g, b) =1
pour tout aek’, ona bek™]

COROLLAIRE, — i b wesi pas un carré, le groupe NF,
défini dans la proposition 1 est un sous-groupe dindice 2 de B,
L’homomorphisme ¢, : &' —{+ 1} défini par
q};)f:a:} = (-E, b}

a pour noyau Nk;, d’aprés la proposition 1; d*autre part,
@, est surjectif, puisque (g, &) est non dégénérée. Ainsi,
¢, définit un isomorphisme de E(NE; sur {4+ 1} d'ou
le corollaire.

Remarque. — Plus généralement, soit L une extension
finie de & qui est galoisienne, et dont le groupe de Galois G
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est commutaiif. On peut montrer que k"/NL' est isomorphe
4 G, et que la connaissance du groupe NL' détermine L;
ce sont 14 deux des principaux résullats de la théorie dite
« du corps de classes local ».

Diémonstration des théordmes 1 et 2.

Le cas ot & = R est trivial; on notera que &'j&™ est
alors un espace vectoriel de dimension 1 {sur le corps Fy),
admettant pour représentants {1, —1}.

Supposons mainienant que & = @,

Levume. — Soit o€ U une unité p-adique. Si I'équation
2 — pi® — = 0 a une solution non triviale dans Q,, elle
o une solution (z, x,y) telle que 2,3 U et x By,

D’aprés la proposition 6 du chapitre 11, n® 2.1, 'équa-
tion considérée a une solution primitive (2, x, 3. Montrons
que cette solution répond & la question. Sinon, on aurait
soit y=0 (modp), soit z2=0 (modp); puisque
27 =0 (modp), et 20 (modp), on aurait &
lafois y = 0 (modp) et =0 (modp), don pat = 1)
(mod p*),i.e. ¥ = 0 (mod p), contrairement au caractére
primitif de (2, x, 7).

Revenons maintenant & la démonstration du théo-
reme 1, en supposant dabord fp # 2.

11 est clair quc les exposants 2. ¢t  n'interviennent que
par leur résidu modulo 2; vu la symétrie du symhole,
il y a trois cas & considérer :

1) =0, B=0 1 faut vérifier que (1,2) = 1.
Or ’équation

2w —m? =0

a une solution non triviale module p {cf. chap. I, § 2,
cor. 2 au th. 3); comme le discriminant de la forme qua-
dratique considérée est une unité p-adique, cette solution
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se reléve en une solution p-adique (chap. II, n® 2.2,
cor. 2 au th. 17; on a donc bien (v} = 1.

2) =1, p=0. Il faut vérifier que (pu, v) = {;)
Comme (4,0} =1, on a (pu,v) = (p, v) d'aprés la
formule iii} de la propesition 2; il suffit done de vérifier
que (p,v) = (If)_ Cest clair si v est un carré, les deux

h 5 F u
termes étant égaux 4 1. Sinon, ona () = —1, cf. cha-

pitre II, n® 3.3, théoréme 3; le lermme ci-dessus montre
alors que 22— pa* —py* n'a pas de ztro non trivial,
etl'on a bien {p,v) = —1.

3 w=1, p=1. 11 faut vérifier que :

(s o) = (=17 (5) (5).

Or la formule iv) de la proposition 2 montre que :
(pu, pu)y = (pu, — pPuw) = (o, — ur).
D’aprés ce que l'on vient de voir, on a done :
— ur,
b l

r = - 1
d’otr le résultat cherché, puisque (-

(pu, pr) = (

) = (— e,

Une fois le théoréme 1 établi (pour f # 2), on en
déduit le théoréme 2; en effet, la formule donnant (a, b)
montre que ¢'est une forme bilinéaire; pour prouver que
cette forme est non dégénérée, il suffit d’exhiber, pour
tout a e k[ distinct de I’élément neutre, un elément b
tel que (g, b) = — 1. D'aprés le corollaire au théoréme 3
du chapitre II, n® 3.3, on peut prendre a = p, u ou up,

avec ue U tel que (;) = — 1; on choisit alors pour &
u

respectivermnent ¥, p et u,
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Le cas p = 2, Ici encore, % et fi n'interviennent que
par leur résidu modulo 2, et il y a trois cas & considérer :

1) =0, §=0. Il faut vérifier que (w,2) =1 si
# ou v est congru 4 1 {mod4) et (1,#) =—1 sinon.
Supposons d’abord que z=1 (mod4). On a alors
w=1 (mod8),ou u=5 (mod8). Dans le premier cas,
u est un carré (cf. chap. I, n® 3.3, th. 4) et Pon a bien
(1,2} = 1. Danslesecond cas,ona u + 4o = 1 {mod 8)
et il existe weU tel que w®=u -+ 4p; la forme
2 —ux? —p? a donc pour zéro (w,1,2), et l'on a
bien (#,7) = 1. Supposons maintenant que ¥ = v = — |
(mod 47; si (z, x, ¥} est une solution primitive de

22—t —ut =0,

ona 22+ a4 2 = 0 (mod4); mais les carrés de Z/4Z

sont 0 et 1; cette comgruence entraine done que 2, ¥, & sont

congrus A 0 (mod 2), contrairement & Ihypothese de

primitivité. On a donc bien (,v) = —1 dans ce cas.
2) w=1, B =0. Il faur vérifier que :

(2, o) = (— 1)ehoein +wi

Montrons d'abord que (2,7) = [— 1)®", c'est-d-dire
que (2,0) =1 équivaut a » = = 1 [mod8). D’apres
le lemme ci-dessus, st (2,2) = 1, ilexiste x, 9, 2 €2, tels
que 22—2x2 —p? =0 et »,2%0 (mod2). On a
alors 32 = 22 = 1 (mod8),d’'oit 1 —242—v = 0 (mod 8},
Mais les seuls carrés modulo 8 sont 0, 1 et 4; on en tire
bien que ¢ = +1 [(mod 8). Inversement, si 2 =1
(mod 8),vestuncarréet (2,v) = 151 ¢ = -—1 (mod 8),
I'équation z*— 2% —p* = 0 admet (1, 1,1} pour
solution modulo 8, et cette solution approchée se reléve
en une solution véritable {cf. chap. II, n® 2.2, cor. 3 au
th. 1}; on a done bien (2,7) = 1.

11 faut ensuite montrer que [2u, ) = (2, o}{u, ¥);
d’apres la proposition 2, cest vrai si (2,2} =1 ou
(u,7) = 1. Ilrestelecas (2,0) = (4,0} = —1,le. v =3
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(mod 8) et ¥ = 3 ou— 1 {mod 8); quitte & multiplier u
et v par des carrés, on peut douc supposer que ¥ = — 1,
p=23 ou u=23, v =—~>0; or les équations

#2422 532 =0 et 22—+ 5t =0

ont pour solution (1,1, 1); on a donec bien (v, 2} = 1.
3) « =1, 8 =1 Il faut vérifier que :

(211, 2!.:; — {—- 1):(::1 gl) + il + wie

Or la formule iv) de la proposition 2 montre que :
(2, 20) = (20, — dup) = (2n, — w).

Draprés ce que I'on vient de voir, on a donc :
(D 21le — (’,_ l):tu) g{—ur) = w{=-ur)
(2, = .

Comme e(— 1) =1, w{— 1) =0 et e{u) {1 +=(u)) =0,
Pexposant ci-dessus est bien égal & e(u) =(v) - w(u) + w(v),
ce qui achéve la démonstration du théoréme 1. La bili-
néarité de (e, ) résulte de la formule donnant ce symhole,
puisque £ et w sont des homomorphisimes. La non-dégéné-
rescence se vérific sur les représentants multiplicatifs
{u,2u}, avec u = 1,5,—1 ou—3;0onaen effet :

3,2 ) =—1 e (—1,—1)=(—1,—58 =—1

Remargue, — On peut expliciter la matrice de la forme
bilinéaire (a, b) par rapport a une base de &'j2™ :

— Pour & =R, c'est la matrice [— 1).

— Pour 2 =Q,, p+# 2, avec la hase {p,u}, ol

1 —
{;j =1, i’e]st li i‘natricu (_1 1) s p=1
{mod 47, et ( 1 1) sinon.

— Pour k= Q,, avec la base {2,— 1,5}, c'est la
matrice :

1 1 —1
I —1 i).
—1 1 I
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§ 2. Propriétés globales

Le corps Q des nombhres rationnels se plonge comme
sous-corps dense dans chacundescorps @, et R. Si a,b € Q'
on note (g, &), (resp. (g, b)) le symbole de Hilbert de
leurs images dans @, {resp. dans R}, On désigne par V
la réunion de l'ensemble des nombres premiers et du
symbole oo, et Uon convient que @, = R.

2.1, La formule du produit.

TutoriMe 3 (Hilbert). — 5t a, 6 Q", ona (g, 0), =1
Jour presque lout v =V, et

T (a,8), = 1.
rEV

{L’expression « presque tout z €V » signifie « tous
les éléments de V saufl un nombre fini ».)

Puisque les symboles de Hilbert sont bilinéaires, il
suffit de démontrer le théoréme lorsque g et b sont égaux
a —1 ou a un nombre premier. Dans chaque cas, le
théortme 1 permet le calcul des (a4, 8], :

lla=—1, 6=—1. On a

(—L,—1,=—1,—1);,=—1 e [—1,—1) =1
si p# 2, 00; le produit est bien égal 4 1.
2 a=—1, =1, avec { premler. 51 { =2, ona
(—1,2),=1 pour tout veV ;
sif#£2 ona
— L8, =1 si vs2,{

et

(— 1, &), = (— 1, &), = (— 1=,

le produit est bien égal a 1.
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Na={, b={F, avec &, premiers. Si £ =&, la
formule iv) de la proposition 2 maontre que

(4, ¢6), = {‘_ 1, ﬂ-J

pour tout p €V, et Uon est ramené an cas traité ci-des-
sus, Si F# ¢ etsi =2, ona (£{2),=1 pour

0 2,2 et (£,2) = (— D50, (£,2), = (5) = (— 1%,

cf. chapitre I, n® 3.2, théortme 5. 31 £ et {' sont distincts,
ct différents de 2, on a (£, f), =1 pour v # 2,{, ¢

ct (6, £)5= (— D9, (2,00, = (0), (6,600 = (3);

malis, d’aprés la loi de réciprocité quadratique (cf. chap. I,
n° 3.3, th, 6), on a

5 () = (- njeo=r;

le produit est bien égal & 1. Ceci achéve la démonstration.

Remarque. — La formule du produit est essentiellement
équivalente 4 la loi de réciprocité quadratique. Son intérét
provient en grande partie de ce qu'elle peut s'étendre 4
tous les corps de nombres elgébriques (I'ensemble V étant
remplacé par 'ensemble des « places » du corps).

2.2, Existence de nombres vationnels de symboles de Hilberi
donnés.

TatoriMeE 4. — Soit (a;);cp une famille finie d'éléments
de Q" et 501t (g \}ic1. o v une famille de nombres dganx & + 1,
Pour qu'il existe x € Q" tel que (g, ¥), = &; , pourtout { €1
et tout v €V, 1l faut et il suffil que les trois conditions sutvantes
sotent salisfaites

(1} Presque tous les &, sont égaux & 1.

(2) Pour towt 1€1, ona [l g,=1
LIS
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3} Pour toul v eV, i exaste x_ €@, tel gus
3 v b '?

(@) X}y = &0
pour tout {1,
La nécessité de (1) et {2) résulte du théoréme 3; celle
de (3) est triviale {prendre x, = x).
Pour démontrer la suffisance de ces conditions, nous
aurons besain des trois lemmes que voici :

LeyMe 1 (« lemme chinois »). -— Soient a5, ..., a,,
My, ooy My, des entiers, les my élant premiers entre eux deux
& deux. Il existe un entier a fel que a = a; (mod m,) pour
tout 1.

Soit m le produit des m;. Le théoréme de Bezout montre
que "homomeorphisme canonique

d=un
Z/mZ — 11 Z/m2
i=1

est un isomorphisme, Le lemme en résulte.

Lemme 2 (¢ théortme d'approximation »). — Seil 5
une partie finie de V. L'image de @ dans [1 Q, est dense dans

L= ]
ce produi! (pour la topologie produit de celles des Q.
Quitte & agrandir S, on peut supposer que

S =0, pr, s bal}

ol les p, sont des nombres premiers distinets, et il s'agit
de démontrer que @ est dense dans R Qm ¥ X Q.
Soit done f{xg, x,, ..., x,) un point de ce produit, et
montrons que ce point est adhérent & @; quitte & [aire
une homothétie de rapport entier, on peut supposer que
Pona x €2, pour 1< 1< a; ils’agitalors de montrer
que, pour tout ¢ = 0, et tout entier N = 0, il existe
xeQ tel que :

ly—sc (<2 et o lx—x)2N pouri=1,..,n

SYMBOLE DE HILBERT 47

D’aprés le lemme 1, appliqué aux m; = pf}, il existe
%, €% tel que v,(x,—x;) = N pour tout i. Choisissons
d'autre part un entier g2 2 qui soit premier & tous
les f; (par exemple un nombre premier). Il est facile de
voir que les nombres rationnels de la forme ef¢”, a €2,
mz 0, sont denses dans B {cela provient simplement de
ce que g" — oo quand m — ). On peut donc cholsir
un tel nombre # = afg™ tcl que :

Loy ¥
|xﬂ_xuu il ”ﬁ? R |$ £
Le nombre rationnel x = x, + up ... p5 répond alors
4 la question.
LEMME 3 {« théoréme de Dirichlet »). — Si a et m sont

des entiers = 1 premiers entre eux, il existe une infinité de nombres
premiers plels que p = a (mod m).

La démonstration sera donnée au chapitre VI le
lecteur pourra vérifier qu'elle n'utilise aucun des résultats
des chapitres I1I, IV et V.

Revenons maintenant au théoréme 4, et soit (g ,) une
famille de nombres égaux 4 = 1, et satisfaisant aux condi-
tions (1), (2) et (3). Quitte & multiplier les a; par le carre
d*un entier, on peut supposer que tous les g sont entiers.
Soit § le sous-ensemble de V formé de oo, 2, et des fac-
teurs premiers des 4;; soit T I'ensemble des éléments o € v
tels qu'il existe i€l avec g, =—1; ces deux en-
sembles sont finis. Distinguons deux cas :

1) Ona SNT=a

Posons :
a=1I1"+¢ et m==2 [ ¢
fET {ES
f#m f#£a,m

Puisque S N T = &, les entiers a et m sont premiers
entre eux, et, d’aprés le lemme 3, il existe un nombre
premicr p = ¢ [modm) tel qus pgS UL
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Nous allons voir que le nombre x = gp répond 4 la
question, autrement dit que (a;, #), = ¢;, pourtout 1 €1
et tout ve V.

Si ve8, ona g,=1 puisque SNT =g, etil
faut donc vérifier que (g, x),=1. 81 v = w, cela
provient de ce que x est = 0; si st un nombre premier /,
ona x = a* {mod m), d’olt x = ¢* (mod 8) pour { = 2,
et x = a® (mod ¢) pour £ # 2; comme x et @ sont des
unités f-adiques, cela montre que x est un carré dans @
(ef. chap. II, n® 3.3), et I'on a bien (g, ), = 1.

Si v = ¢ n’appartient pas & 8, ; est une unité {-adique.
Comme £ # 2, ona

(a,, b); = (?)"I’“ pour tout b €@},

cf. théordme 1. 8i £ ¢ T U{p}, xestune uniié¢ f-adique,
d'ot o(x) =0, et la formule ci-dessus montre que
(a;, ), = 1; d'autre part, on a g, =1, puisque £eT,
8i T, ona u,(x) = 1; d’autre part, la condition (3}
montre qu'il existe x;, € Q) tel que (a;, %), = g, pour
tout ¢ €1; comme l'un des g; ; est égal & — 1 (puisque
£ appartient & T), on a zfx) =1 [mod2), dou :

{at') ,l:':]f = (ﬂ—;} = {ai! .Te:]l.’- = Eyr pour tout =1,

Reste enfin le cas § = p, que 'on raméne aux autres
grice a la formule du produit :

(a;, x))) = 1_:[ (aia .t':lt. = 1;-[ Sie T Sige
TFE rFEP

Clela achéve la démonstration du théoréme 4 dans le
cas SNT = &,

2y Cas général,

On sait que les carrés de @ forment un sous-groupe
ouvert de @, cf. chapitre IT, n® 3.3. D’aprés le lemme 2,
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il existe donc 2’ Q" tel que x'fx, soit un carré dans @,
pour tout # €3. On a en particulier

(a5, &'}, = (&, %), = &4 pour tout v e85,
Si l'on pose w;,=z¢ (a,x"), la famille »;, vérific

les conditions {13, (2), (3), et de plus +w; , = 1 si 2 8.
D'aprés 1) ei-dessus, il existe done 3y €@ tel que

':a'i)_y)r = :ﬂ'[_l'

pour tout i€l et tout veV. 8i l'on pose x = ',
il est clair que x répond & la question,



Caarrrre IV

FORMES QUADRATIQUES
SUR Q, ET SUR Q

§1. Formes quadratiques
1.1, Définitions.

Rappelons d’abord la notion générale de forme quadra-
tigue (cf. Bourbaki, Alg., chap. IX, §3,n°4) :

Dérnrrion 1, — Soit 'V oun module sur un annean commi-
tatif A. Une application Q:V - A esl appelée une forme
quadratique sur V st

1) Ona Qlax) = a*Q(x] powr ac A et xcV.

2) L'application [x, )1~ Qix + 3] — Qix) — Q) est
une forme bilindaire.

Un tel couple [V, Q) est appelé un module quadratique.

Dans tout ce chapitre, nous nous limiterons au cas
ol Panncau A est un corps k de caractéristigue # 2; le A-
module V est alors un k-espace vectoriel; nous le suppo-
serons de dimension finie,

On posera

x5 = 5 [Qx + ) — Q) — QU

ce quia un sens puisque la caractéristique de 2 estdifférente
de 2. L’application (x, ) > .3 est une forme bilinénire
sypmétrique sur V3 on lappelle le groduit scalaire associd 4 0} .
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Ona Q(x) = #.x. Celaétablitune correspondance bijec-
tive entre formes quadratiques et formes bilinéatres symélrigues
(il n'en serait plus de mémc en caractéristique 2).

8i(V, Q) et (V, Q) sont deux modules quadratiques,
on appelle morphisme (ou morphisme métrique) de (V, Q)
dans (V’, Q) toute application linéaire f:V = V' telle
que Qof=10Q; ona alors f(x).f(y) =« pour
£y EV.

Matrice d’une forme quadratique. — Soit {¢)) << une
hase de V. On appelle matrice de () par rapport A cette
base la matrice A = (g}, ol ay = ¢.g; cest une
matrice symétrique. Si ¥ = 2 est un élément de 'V,

om a
Qix) = Eaiixix}:
4

ce qui montre que Q[¥) est une « forme quadratique »
€I Xy .. .5 %, AU SENS usuel.

$i Pon modifie la base (g) au moyen dune matrice
inversible X, la matrice A’ de  par rapport a la nouvelle
base est X.A.'X on !X désigne la transposce de X.
On a en particulier

det (A') = det (A).det (X))@

ce qui montre que det (A) est dbterming & la multiplication
prés par un élément de k%5 on I'appelle le discriminant de Q.,
et on le note disc (Q).

1.2. Orthogonalité.

Seit (V, Q) un module quadratique sur k. Deux élé-
ments x, ¥ de V sont dits orthogonaux si .y =0 Llen-
semble des éléments orthogonaux & une partie Hde V
est noté H; cest un sous-espace vectoriel de V. 81V,
et V, sont deux sous-espaces vectoriels de V, on dit que
V, et V, sont orthogonaux si 'V, C VY, iesi 3V, yeV,
entraine x.y = 0.

L’orthogonal V® de V tout entier est appelé le radical
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(ou le noyar) de V, et note rad (V). Sa codimension
sappelle le rang de Q. 5i V0 =10, on dit que €, est non
dégénérée; ccla équivaut 4 dire que le discriminant de Q,
est # 0 (auquel cas on peut le considérer comme un
¢lément du groupe A" [E").

Soit U un sous-espace vectoriel de V, et soit U° le dual
de U. Soit gy:V —»U" lapplication qui associe &
tout eV la forme linéaire (3 €U a3} Le novau
de gp est U% En particulier, on voit que Q est non dégeé-
nérée si et seulement si gy 1 V — V' est un isomorphisme.

DévmiTionN 2. — Seient Uy, ..., U, des sous-espaces vec-
toriels d2 V. On dit que V est somme directe orthagonale des U,
s cewn-ci sont dewx & dewx orthogonaux et si V en est la somme
directe. On écrit alors ;

V=U®..280U,.

Remargue. — 31 x € V. a pour composante & dans Uj,

on a
Qlx) = Qulxy) + oo + Lnltnl

ohr Q= Q | U, désignela restriction de Q & U, Inver-
sement, si (U;, Q;) est une famille de modules quadra-
tiques, la formule ci-dessus munit V=& U; dune
forme quadratique Q, dite somme directe des O, et Pon

a Ve=U,®... 80,

ProposiTioN 1. — Si U est un supplémentaire de rad (V)
dans V, on 2 V = U @ rad (V).
(Pest clair.

ProvosiTion 2. — Supposons (V, Q) son dégénéré. lars
i) Tout morphisme métrique de V dans un module quadra-
tigue (N'y Q) est injeciif.
ii) Pour toul sous-espace vectoriel U de WV, on a
UM =1, dimU+dimU'=V
rad (U) = rad (U?) = Unu
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Pour que U soit non dégénéré, il faut et ol suffit gue U le soif,
auguel cas V = U & UL

i) SiV est somme directe orthogonale de deux sous-espaces,
cemwx-ci sont non dégénérés, et chacun & zux est Porihogonal de
U autre.

Si f:V -V est un morphisme métrique, et si
fix) =0, ona x.3=f(x).f{y) =0 pour tout yeV;
d’ott x =0 puisque (V, Q) est non dégénére.

Si U est un sous-espace vectoriel de V, I'homomeor-
phisme gy @V — U défini plus haut est surjectif; en
effet, il s'obtient en composant gy :V — V' avec la
surjection canonique V* — U", et 'on a suppos¢ que gy
cst bijectif, On a done une suite exacte :

0=-Ul=V 1T =0

ot dim V = dim U* — dim U? = dim U + dim T,
Ceci monire que U et U° ont méme dimension;
comme U est contenu dans U%, on a U =T%; Ja
formule rad (U) = U n U9 est évidente; en Pappli-
quant 4 UY et en tenant compte de ce que U =T,
on en déduit que rad (U% = rad (U), d’olt en méme
temps la derniére assertion de ii). Enfin, iii) est triviale.

1.3, Vecteurs isoiropes.

Deratton 3. — Un élément x d'un module quadratique
'V, Q) est dit isolrope si o a Q(x) = 0. Un sous-espace U
de V' est dit fsobrope si tous ses dléments sont isofropes.

On a évidemment

Uisotrope = UCU" = Q|U=0

DeviniTIoN 4, — On appelle plan fyperbolique tout module
quadratique ayant wne base formés de denx éléments isotropes %, ¥
tels que x.p # 0.

Quitte & multiplier y par 1/x .y, on peut supposer gue
x vy = 1. La matrice de la forme quadratique par rapport
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1 .
a x,y est alors simplement (1 0) ; son discriminant
est— 1 (en particulier, elle est non dégéntrée).

PropostTion 3. — Soit & un élémeni isolrape 0 d'un
module quadratique non dégénéré (V, Q). Il existe alors un
sous-espace U de N qui contient x et qui est un plan hyperbolique.

Puisque V est non dégéneré, il existe z eV tel que
x.2 =1, L'élément y =2z— (z.2) » est isotrope et
x.p =2, Le sous-espace U =&« L~ ky répond & la
question.

ClorOLLAIRE. — 8% (V, Q) est non degénéré el contient un
Hément isotrope non nul, on a QV) = k.

(Autrement dit, pour tout @ €%, il existe v eV tel
que Q(v) = a.) _

Vu la proposition, il suffit de faire la démonstration
lorsque V est un plan hyperbolique, de base 1,y avec ¥,y

q
isotropeset vy = 1. Si a =k, onaalors 2= Qv+ G-J;)’
dot QV) = k. =

1.4, Bases orthogonales.

DErFNITION b, — Une base (g, <« -, &) un muffuief ngrza‘m-
tique (V, Q) st dite orthogonale si elle est formée @ éléments
deux & deux orthogonaux, ie. i V =ke € ... € ke,

1l revient au méme de dire que la matrice de Q par
rapport & cette base est une matrice diagonale :

g, 0 ... 0O

0 a ... 0O

\0 0 Ty
Si x = e, onaalors Qx) = a4+ ...+ a, x5,
THEOREME 1. — Tout module quadratique (V, Q) posséde

une base orthogonale,
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lela se démontre par récurrence sur n = dim V, le
cas n =0 étant trivial. 81 V est isotrope, toute base
de V est orthogonale, Sinon, on choisit un ¢lément ¢ &'V
telque ¢,.¢, # 0. L'orthogonal H de ¢, est un hyperplan,
et comme ¢, n'appartient pas & H, on a V = ke, @ H;
vu Phypothése de récurrence, H posséde une base ortho-
gonale (e, ..., £,); il est clair que {#, ¢,, .. ., ¢,) répond
a la question.

Dermirion 6. — Deux bases orthogonales

s

—_— Y .l_l,-'r 1
e=1(g,...,¢ et e = (e, ..., &)

B

de 'V sont dites conliguds si elles ont an élément en commun
(Le, s”il existe £ et tels que g = &]).

TuéorkMmE 2. — Supposens V' non dégénére de dimension = 3,
ef sment €= (e, ..., e), € = (e, .. ., e} deux bases
orthogonales de V. Il exisie une suile finie %, e, ..., ™
de bases orthogonales de 'V telle que €V = e, ™ = ¢, o
gue e solt contigud & ™V ponr 05 1< m.

(On dit que %, ..., e™ est une chafne de hases
Olthognnales contigués reliant € a € J

Nous distinguerons trois cas

1 On oa (eg.e el e)) — (g.e0)% # 0.

Ciela revient a dire que ¢, et ¢} ne sont pas proportionnels
et que le plan P = ke, 4 key est non dégénéré, 11 existe
alors g, 2, P tels que

P=keyBhe, o P ke el

Soit H 'orthogonal de P; comme P est non dégénéré,
ona V=HCP, cf. proposition 2, Soit (¢, ..., e,) une
base orthogonale de H., On peut alors relier € & €' au
moyen de la chaine

: Ly L T ] LN
[ - T T TR L T A +e

d'on le théoréme dans ce cas.
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iy On a (ey.e)){eg.en) — (e,.00)® 5 0.

On raisonne de la méme maniére, en remplagant ¢
ar e,

i) On a (e.e)(e .6} — (.6 =0 powr {=1,2.
On démontre d’abord :

Lemve, — Il existe x ek tel gque ¢, = o] - 2y soit
non isotrope, &f engendre avee o un plan non dégdnéreé,

Ona e,.6, = ;. ¢; + 2%(e;.£;); on doit donc prendre +*
distinct de — {e7.e)){(e5.¢5). D’autre part, pour gue &,
engendre avee ¢; un plan non dégénéré, il faut et il suffit
que

(#1.91} r:ez'g:) _ {‘?1'3:}2 # 0.

5i PPon explicite en tenant compte de 'hypothése iii),
on trouve que le premier membre est — 2afe; . e7) {6 . 85).
Or I'hypothése iii) entraine e¢.¢f # 0 pour i= 1,2,
On voit donc que ¢, vérifie les conditions du lemme si et
seulementsil’'onaalafois x 2 0 et 2% —{e].e])/(es.25)
Cela élimine au plus trois valeurs de x; si 4 a au moins
4 éléments, on peut donc trouver un tel x. Reste le cas
ou k= Fy (lecas k = F, estexclu puisque caract (k) # 2},
Mais, dans ce cas, tout carré non nul est égal 4 1, et
I'hypothése iii) s'¢crit (e.6)(6.g) =1 pour i = 1 2;
le rapport {2 .¢)/ (ez. ¢z) est done égal & 1, et, pour réahser
la condition »% s 0,—1, il Sufﬁt de prendre & =1,

Ceci étant, chomsnons e, = ¢j + x¢p vérifiantles condi-
tions du lemme. Comme 2, n'est pas isotrope, il existe ¢
tel que {e, £7} soit une base orthogonale de kel @ kel
Posons :

€' = (e, €5, €55 - ., &)

c’est une hase orthogonale de V., Comme he; + ke, cst
un plan non dégénéré, la partie i de la démonstration
montre que l'on peut relier € 4 €" par une chaine de
bases contigués; d'autre part € et € sont contigués;
d’ol1 le théoréme.,
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1.5. Théoréme de Witk

Soient (V, Q) et (V, Q') deux modules guadratiques
non dégéndrés; soit U un sous-espace vectoriel de V, et
soit

1 U=V

un morphisme métrique injectif de U dans V' On cherche
4 prolonger § & un sous-cspace plus grand que U, et si
possible & V tout entier. On commence par le cas o U
est dégénére :

LEMME, §i U est dégénéré, on peut prolonger 5 en un
morphisme méirigue injectif s, 1 Uy — V', ot U, contient U
comime hyperplan.

Soit » un élément non nul de rad (U). Comme a est
isotrope, la propesition 3 monitre qu'il existe un plan
hyperbolique de V qui le contient; on peut donc trouver
yeV telque vy =1 et 3.y = 0. Puisque y n'est pas
orthogonal & x,ona y ¢ U etlesous-espace U, =U2k
contient U comme hyperplan. On construit de méme un
dlément 3 € V' tel que slx).y" =1 et ') = 0. Soit
s, : Uy = V' Dapplication hnéaire qui coincide avec s
sur U et applique y sur . Il est immédiat que & répond
a la question.

TrHEoREME 3 (Wit), — St (V, Q) ef (V' Q) sont
isomarphes, et non dégénérés, tout morphisme métrique injeckif
U=V

d"un sous-espace vectoriel U de N peul étre prolongé en un iso-
morphisme de V sur V'

Puisque V et V' sont isomorphes, on peut supposer
que V =V Dautre part, en appliquant le lemme
ci-dessus, on voit gue 'on peut se borner au cas ou U est
non dégénéré. On raisanne alors par récurrence sur dim U.

8i dim U =1, U est engendré par un élément x non
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isotrope; si ¥ = s(x), ona y.y = x.x. On peut cholsir
£ =41 tel que x + gy ne soit pas isotrope; sinon, en
effet, on aurait

Qv,x L 2xy=2x.x— 23 =10

ce qui entrainerait x.x = 0. Choisissons un tel g, et
soit H I'hyperplan orthogonal & z=a-¢g; on a
V = kz® H. 8oit o la « symétrie par rapport & H »,
i.e. 'automorphisme de V qui est Iidentité sur H et qui
change z en — z, Comme x — gy appartienta H,on a :

olx—er) =x—zgy et o(x + o) = —x—zey
d’oht  g(x}) = — ¢y, L’automorphisme —eo prolonge
done s.

Si dim U > 1, ondécompose U sous la forme Ulfﬁ U,,
avec U,, Uy = 0. D'aprés Phypothése de récurrence,
la restriction s, de s & Uj se prolonge en un automorphisme
7, de V; quitte & remplacer s par o7 'es, on peut donc
supposer que 5 est Uidentité sur U, Le morphisme s
applique alors U, dans orthogonal V, de U,; d’aprés
I'hypothése de récurrence, la restriction de s & Uy se
prolonge donc en un automorphisme 6, de V,; lauto-
morphisme & de V qui est 'identité sur U, et gy sur V,
répond alors & la question.

IOROLLAIRE., — Dewx sous-espraces isomorphes d’un madule
quadralique non dégénéré ont des orthogonawx isomorfihies.
On prolonge un isomorphisme entre les deux sous-
espaces en un automorphisme du module, et 'on restreint
ce dernier aux orthogonaux.

1.6. Traductions.

Soit
fIX) = 2 a;Xj + ‘-'_E.aij XX

i=1 i<
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une forme quadratique & n variables sur k; on posc
a; = a; si i j, de sorte que la matrice A = (a;}
est symétrique, Le couple (R, f) est un module quadra-
tique, dit associé & f (ou & la matrice AY,

Derition 7. — Deus formes quadrafiques f et f' sont diles
équivalentes si les modules correspondants sont isomorphes.

On écrit alors f~ . Si A et A" sont les matrices de f
et {7, cela revient a dire qu’il existe une matrice inver-
sible X telle que A’ = X A X, cfin?l.1.

Soient f(Xy, ..., X,) et g(¥Xy, ..., X,) deux formes
quadratiques; on note f4 g {ousimplement f+4 g si
aucune confusion n'est possible) la forme gquadratique

f(X]> teE XJI\.J +g(Kﬂ.+I? N ":X|:+mj

en n 4 m variables, Cette opération correspond a celle
de somme orthogonale (cf. déf. 2, n® 1.2), On &erit de méme
Ff— g (ousimplement f— g} pour f d- (— ).

Voici quelgues exemples de traductions :

Dirmnrion 4. — Une forme £(X,, Xo) & deus variables
est dite hyperboligue si l'on a

f~ XXy~ XE—XE

(Cela signific que le module (&%, f) correspondant est
un plan hyperbolique, cf. déf. 4.)

On dit quune forme f(X;, ..., X,) représente un elé-
ment a de & $°il existe x k% x # 0, telque fix) = o
En particulier, f représente 0 si ct seulement i le module
quadratique correspondant contient un élément isolrope
non nul.

ProposiTionN 3. — Si f représente 0, et est non dégénérée,
ona f~fo-t g onf;est yperbolique. De plus, f représente
tout élément da k.

(Pest la traduction de la proposition 3 et de son
corollaire.
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ClorROLLAIRE 1. — Soit g = g(X,, ..., X, _q) une forme
quadratique non dégénérée, et soit a € k', Les propriétés suivantes
sont dquivalentes

i) g refrésente a.

i) Ong g~ h - aZ?% o hestune forme enn— 2 variables.

iil) La forme f= g — aZ® représente 0.

11 est clair que ii} = i). Inversement, si g représente 4,
le module quadratique V correspondant & g contient un
¢lément x tel que x.x = a; si H désigne lorthogonal
dex,ona V=H®@k doit g~k -+ aZ° olt k désigne
la forme quadratique attachée & une base de H,

L’implication ii) == iil) est immédiate. Enfin, si la
forme f= g — aZ® aunzéronontrivial (x;, ..., %1, 2)s
or a, soit z = 0, auquel cas g représente 0, donc aussi g,
soit 7z % 0, auquel cas glxz, ..., %, -4/2) = a. Dol
ii) == 1i).

(CIOROLLAIRE 2. — Soient g et h deux _formes non dégénérées
de rang = 1, et soit f= g—— h. Les propriétés suivantes son!
éguivalentes

a) f représente 0.

b) Il existe ack’ qui est représenté par g et par b

) I existe ack’ tel que g—aZ* et h—aZ® repri-
sentent 0.

L'équivalence b) <-c) résulte du corollaire 1. L'im-
plication b) = a) est triviale. Montrons que a) = b).
Un zéro non trivial de f peut s'écrire sous la forme (x, 5),
avec glx) = hly). Sil'élément a = g(x) = h{y) est 0,
il est clair que b) est vérifiée. Si ¢ = 0, I'une des formes,
¢ par exemple, représente 0, donc tout élément de %,
et en particulier, toute valeur non nulle prise par k.

Le théoréme 1 se traduit en la classique décomposition
des formes quadratiques en « sommes de carres » !

TrforkumE 1. — Soit f une forme quadratique en n variables.
Il existe @y, ..., a, €k tels que f~ a, X3 + ... + a,X].
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Le rang de fest le nombre des indices i tels que a; # 0.
Tl est égal & n si et seulement si le discriminant @y . .. 4,
de fest # 0 (autrement dit, si f est non dégénérée).

Enfin, le corollaire au théortme de Witt donne le
théoréme de « simplification » suivant :

Tutorime 4. — Soient f=g -+ h e =g+
deux formes quadraliques non dégéndrées. Si f~ foet g~ g,
on a h~ k.

COROLLAIRE, — i f ast non dégénérée, on a
S+ e +gm+’&

O Gy -+ s By Sont fyperboliques, el h ne représente pas 0.
Cetle décomposition est unique, & équivalence prés,

I existence résulte de la proposition 3', et I'unicité du
théoréme 4.

[Le nombre  des facteurs hyperboliques peut étre
caractérisé comme la dimension des sous-espaces solropes
mavimaux du module quadratique correspondant a i

1.7. Formes quadratiques sur .

Soit # un nombre premier # 2, etsoit ¢ = ¥ une puis-
sance de g soit F, un corps & g ¢léments (cf. chap. 1,§1).

Proposirioy 4. — Une forme quadratique sur B, derang = 2
(resp. de rang 23 représente tout élément de F, (vesp. de Fo).

Vu le corollaire 1 & la proposition 3, il suffit de prouver
que toute forme quadratique & 3 variables représente 0,
ot ceci a été démontré au chapite I, § 2, comme consé-
quence du théoréme de Chevalley.

[Indiquons rapidement cormment on peut démontrer
cette proposition sans utiliser le théoréme de Chevalley.
1l s’agit de montrer que, si 4, §,cF, sont non nuls,
I'équation
*) @ + b =
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a une solution. Soit A (resp. B) I'ensemble des éléments
de F, de la forme ax* (resp. de la forme ¢— 0, avec
xeF, (resp. avec y € F;). On voit tout de suite que A
et Bontchacun (g + 1)/2 éléments; onadonc ANB # 2,
d’olr une solution de 'équation (*).]

Rappelons d’autre part {c[. chap. I, n° 3.1) que le
groupe F:/F;? a deux éléments. Notons a un élément de Fy
qui n'est pas un carre.

Prorosttion 5. — Toute forme quadratique non dégénérée
de rang n sur B est équivalente &
2 ER
X+ ... X, T X
ou

X2 ...+ XE_ 4 aXE

suivant que son discriminant est ou non un carré.

CPest clairsi » = 1. 8i #n2 2, laproposition 4 montre
que la forme f représente 1. Elle est donc tquivalente
4 X% 4 g, ou g cst une forme & n — 1 variables, et Pon
applique ’hypothése de récurrence a g.

C'OROLLAIRE, — Pour que deux jformes quadratiques non
dégénérées sur B, soient équivalentes, il faut et il suffit quwelles
aient méme rang el méme discriminant.

(Bien entendu, le discriminant est considéré comme un
¢lément du groupe quotient F/F;.)

§2, Formes quadratiques sur @

Dans ce paragraphe (n® 2.4 excepté), p désigne un
nombre premier; on note £ le corps p-adique Q.

Tous les modules quadratiques considérés sont relatifs
4 b, et sont supposés non dégénérés; on fait les mémes
conventions pour les formes quadratiques.

9.1. Les deux invariants.

Soit (V, Q) un module quadratique de rang #; nous
noterons 4(Q ) son discriminant; c’est un élément de £°/R™,
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ef. n®1.1. 81 € = (¢, ..., ¢,) estune base orthogonale
de V, et si 'on pose @, = ¢.¢, ona:

dQ) =a, ... a, (dans &'[k'%),

(Dans tout ce qui suit, nous nous permettrons souvent
de noter par la méme lettre un élément de £ et sa classe
modulo £'%.)

Rappelons d’autre part que, si @ et b sont des éléments
de %', on a défini au chapitre III, n® 1.1, le symbole de
Hilbert (g, b), égal & + 1, Nous poserons :

s(e) = II (4, a;).
i<i

Ona s(e) = + 1. Deplus, ¢[€) est un inzariantde (V, Q).
En effet :
TutorREME 3. — Le nombre c(e) ne dépend pas du choix

de la base orthogonale e.

Sin=1 ona el =1 8 n=2, ona =lej=1
si et seulement si la forme Z%-— g, X* —a,Y? repré-
sente 0, autrement dit (cf. cor. 1 & la prop. 3} si et seule-
ment si a; X* 4+ @, Y? représente 1; mais cette derniére
condition signifie qu'il existe x €V tel que Q(x) =1,
et cela ne dépend pas de e. Pour #> 3, on raisonne
par récurrence sur z#. D'aprés le théoréme 2, il suffit de
prouver que ={e) = e(e’) lorsque € et €' sont contigués.
Mais, vu la symétrie du symbole de Hilbert, =(e) ne
change pas de valeur lorsqu’on permute les ¢; on peut
donc supposer que € = (e, ..., ¢,) esttelque ¢ = e
Silon pose 4 == ¢ .¢/, ona aj = a,. Onpeutécrirec(e)
sous la forme

ele) = (a,a ... a,) I (a, EI_,;)
EE ]

= (a;, d(Q) ;) I_l (a, ;)
iy

puisque 4iQ) =ay ... a,.
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De méme
ele) = (ay diQ) @) 11 (a},a)).
Bmdy
Mais I’hypothése de récurrence, appliquée & I'orthogonal
de ¢, montre que l'on a
1—[ {“é: a_i:' = H (af: G_Jl'} 3
2 =i

d’ol1 le résultat cherché,

Nous écrirons désormais e{()) a la place de e{e].

Traduction, — 51 f est une forme quadratique & # va-
riables, et si
fova X+ . + a, X5,
les deux éléments
dify=a, ... a, {dans &7[R™)

(f) =_1'<I_{'«=,-, a)  (dans{£1})

sont des invariants de la classe d’équivalence de f.

9.2, Représentation d*un élément de k par une forme quadratique,

LEMME, — a) Le aombre d’éléments du Fo-espace vectoriel
B R'2 st 27, avee r=2 si p#£2 ot r=23 si p=2

b) 8i aek'|k® et == +1, soit Hi Pensemble des
x ek |B? tels que (x,a) =c. 81 a=1, H} a2 éléments
et Hil=u. S g+ 1, H;a 2" éddments.

c) Solent a, 0 k'R et g,¢" = £ 1; onsuppose que HE
et HE sont non vides, Powr gue HE M HE = &, il faul et
il sffit que @ =a' ot £ =—¢".

L’assertion a) a été démontrée au chapitre 11, n® 3.3,
Dans b), le cas e =1 est trivial; si @ # 1, Phomo-
morphisme b (> (a, b) appliquek’|&™ sur{ £ 1} (chap. ITI,
no 1.2, th, 2); son noyau H} est donc un hyperplan de
B2 et a 27-7 éléments; son complémentaire H7*' a
27 -1 éléments [c’est 'hyperplan « affine » parallele 2 H}.

J.~P. SERRE 3
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Enfin, si HE et HE sont non vides et disjoints, ils ont
nécessairement 27! éléments chacun et sont complé-
mentaires Pun de Pautre; cela entraine Hl = HL, d'ob

(%, 8) = (5,4 pour tout x € &'k

comme le symbole de Hilbert est non dégénéré, on en
déduit 2 = 4’ et évidemment ¢ = —<'; la réciproque
est triviale.

Soit maintenant f une forme quadratique de rang #»;
solent d = d{ f) et ¢ = g{f) ses deux invariants,

TutorEME 6. — Pour gue f représente O, i faut et 1l sujffit
que
Dn=2 e d=—1 (dans B"JR%) ;
i) n=3 e (—1,—d) ==,
) n=4 et,witdz 1, wifd=1ct e =(—1,—1);
vl n= .
(En particulier, toute forme & aw moins 8 variables repré-
senite 0.)
Avant de démontrer ce théoréme, indiquons-en une
conséquence :
Soit « = k'[k™, et soit f, =f — aZ® (cette forme est
définic & équivalence prés). On sait (cf n® 1.6) que
Jo représente O si et seulement si f représente ¢4, Or, on a

dfe) =—ad,  e(fi} =(—ade,

cormune on le vérifie aussitdt. En appliquant le théoréme 6
& f,, et en tenant compte de ces formules, on obtient :

CoOROLLAIRE. — Ssit a s k' fky. Pour gue f représente a,
tl faut et i suffit que
Jn=1e a=4d,;
) n=2¢l (a,—d) =¢;
iii) n=3el,witas® —d, wita=—det (—1,—d) =g;
iv) nz= 4,

—__—‘
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(Précisons que, dans cet énoncé comme dans celui du
théoréme 6, a et 4 sont considérés comme des éléments
de &'k ainsi, U'inégalité a # — 4 signifie que a n’est
pas égal au produit de — d par un carré.)

Démonsiration du théoréme 6. — On écrit f sous la forme
F~ X3+ .. 4+ a,XE, et Pon considére séparément
lescas n =2,3,4et = .

1} Lecas n=2.

La forme f représente 0 si et seulement si — afa, cst
un carré; mais — /o, = —a,a, = — d dans B[R
on deit dong avoir —d =1, ie. d =—1,

i) Lecas = 3.

La forme f représente 0 si et seulement si la forme
—ayf~ —aga X —agay X5 — X§
représente 0. Or, par définition méme du symbole de
Hilbert, cette derniére forme représente 0 si et seulement

si l'on a :
(—aya;, —aya,) = 1.

En développant, on trouve :
("" 1: - 1} (— 1: alj (_ 1.'; '22) (‘151 ﬂﬂ)

(@), aq) (ay, 3g) (3 @) = 1.
Mais on a (g3, 85} = (— 1, a), cf. chapitre 1T, ne 1.1,
proposition 2, formule iv). On peut done récrire la condi-
tion ci-dessus sous la forme
(— 1L —1) (—1, qyapay) (a5, as) (ay, a5) (a3, a;) =1
ouencore (—1,—dle=1, le. (—1,—d)=0¢

i) Leecar n=4.

D’apres le corollaire 2 4 la proposition 3", freprésente 0

si, et seulement si, il existe un élément x € 27/k™ qui est
représenté par les deux formes

a, X3 + a, X2 et — g, X — g, X3
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D'aprés le cas ii) du corollaire ci-dessus, un tel x est
caractérisé par les conditions :

(#, — ayay) = (ay, a,) et (x,— agdy) = (— ag, — a,).

Soit A la partie de k™[k" définie par la premiére condition,
et soit B celle définie par la seconde. Pour que f ne repré-
sente pas 0, il faut et il suffitque ANB=25. OrAect B
sont évidemment non vides (on a 4, €A et —ag € B,
par exemple). D’aprés la partie ¢} du lemme donné au
début de ce numéro, la relation AN B =& équivaut
donc a :
a4y = gty et (@), @y) = — (— a3, —ay).

La premiére condition signific que o = 1. 5i elle est
réalisée, on a

e = (ay, a3) (a3, a;) (239, Ay dy);

en utilisant la relation (x, #) = (— 1, %) (cf. chap. I1I,
1o 1.1, formule iv) de la propesition 2}, on en tire :

e = (ay, ag) (a5, a,) (— 1, ag ay)
= (g, @) (— a5, — a,) (—1,—1).

On voit ainsi que la seconde condition s’écrit
g=—(—1,—1),

d’ol1 le résultat cherché.

iv) Lecas nz D

11 suffit de traiter le cas # = 5. En utilisant le lemme
et la partie ii) du corollaire ci-dessus, on voit qu'une
forme de rang 2 représente au moins 27! éléments
de &°/k2, et il en est a forfiori de méme pour les formes
de rang > 2. Comme 27-13 2, freprésente au moins
un élément a = B[k qui est distinel de d. On a @

fr~aXt+ g
ol g est unc forme de rang 4. Le discriminant de g est
égal a dja; il est donc différent de 1, et, d’aprés iii), la
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forme g représente 0. Il en est alors de méme de f, ce
qui achéve la démonstration du théortme 6.

Remarques. — 1) Soit f une forme quadratique ne
représentant pas 0. Les résultats ci-dessus montrent que
le nombre d’éléments de k"/E2 qui sont représentés par f
estégalalsi n =1, A%-lgi g =2 42 —1sin=23
eta 2751 n = 4.

2) On a vu que toute forme quadratique a 5 variables
sur @, représente 0. Signalons a ce propos la conjecture
qu'avait faite Artin : foul polynime homogéne de degré d
sur @, en au moins d% 4+ 1 varigbles, a un zéro non trivial.
Le cas d =23 a été résolu affirmativement (cf. par
exemple, T. Springer, Koninkl, Nederl, Akad, Van Wetenss.,
1933, p. 512-516), Le cas général est resté ouvert pendant
une trentaine d’années. Ce n’est qu’en 1966 que G. Ter-
janian a montré que fz conjecture o Artin est fausse il existe
un polynéme homogene de degré 4 sur @, en 18 variables,
qui n'a aucun Zzéro non trivial. Terjanian part du
polyndme
n(X,Y,Z) =X2YZ + Y ZX + ZrXY + X*Y?

Y7 4 FIWI WY — A

qui a la propriété que alx, v, % = —1 (mod4) si
(x,, #) est primitif dans (Z,}3, Soit

fEXu . ':Xg) = R(XIJ Xiﬂxa}
T H[X;, X—s: X&} + H(XF:XS:XQ} H

on a flx, ..., %) =0 (mod4) si (x, .. .y Xg) est pri-
mitif. De la, on déduit facilement que le polyndéme

F[:Xls LI X‘IS} sz\xls DR X[l:] _:' '1,)“(){]_0: Ty X].E)

n’a pas de zéro non trivial. (11 existe des exemples ana-
logues — mais de plus hauts degrés — pour tous les Q)

On sait toutefois que la conjecture d’Artin est « presque»
vraie : pour un degré & fixé, clle est vraie pour tous les
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nombres premiers $ sauf un nombre fini (Ax-Kochen,
Amer. J. of Math., 1965); cependant, méme pour d = 4,
on ne sait pas déterminer 'ensemble des nombres premiers
exceptionnels.

2.3. Classification.

TuforEME 7. — Deux formes guadratiques sur k sont
équivalentes si et senlement si elles ont méme rang, méme discri-
minani, et méme invariant €.

Que deux formes équivalentes aient les mémes inva-
riants résulte de la définition de ceux-ci. La réciproque
se démontre par récurrence sur le rang n des deux formes ¥
et g considérées [le cas » = 0 étant trivial). Le corollaire
au théoréme 6 montre que f et g représentent les mémes
¢léments de &' /&™; on peut done trouver g €k’ qui est
représenté 4 la fois par f et par g; cela permet d’écrire

fraz et gmaZiig
o1 f', g’ sent des formes de rang n — 1.Ona

d(f') = ad(f) = ad(g) = d(¢)
() = e(f)a df) = elg)le, d(¢)) = =lg)

ce qui montre que f* et ¢ ont les mémes invariants. Vu
Phypothése de récurrence, on a f'~g', d'ol F~ g

COROLLAIRE. — A éguivalence prés, il existe une forme de
rang 4 et une seule qui ne représente pas 05 si (a, 8) = — 1,
Cest Lo forme 22— ax® — by® - abt®,

En effet, d’aprés le théoréme 6, une telle forme est
caractérisée par d(f) =1, e(f) =—(—1,—1), etun
calcul immédiat montre que 28 — ax? — Iy? - abi® a ces
propriétés,

Remargue. — On peut caractériser cette forme comme
la norme réduite de Vunique corps non commutatif de
degré 4sur Q,;si (g, b) = — 1, ce corps peut étre défini
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comme un corps « de quaternions », de base { 1,4, 1, 4}
avec 2 =a, =4, y=—j

ProposrTioN 6, — Soient nz 1, d ek’ [k? ef e = £ 1.
Pour qu'il existe une forme quadralique f de rang n telle que
d(f) = d et e(f) =, il faut el il suffit que Pon aif ¢

n=1, z=1; ou n=2, d#—1;

ou n=2 ==1; o nz 3

Lecas # = 1 est trivial. Si n =2, ona f~ axX? 4 bY?
et, si d{f)=—1, e(f) = {a, b} = (a, —ab) =1; on
ne peut donc pas avoir simultanément d(f) =—1 et
¢(f) = — 1. Inversement, sid=—1 =1, on

prend f=X?—Y? s d# —1, il existe aek’ tel
que (a,—d) =¢g, et l'on prend f= aX® 4 adY? Bi
n =3, on chaisit a € Bk distinet de — d; d'aprés ce
qu'on vient de voir, il existe une forme g de rang 2 telle
que dig) =ad, elg) = ela,—d}; la forme aZ® +— g
convient. Le cas a2 4 se raméne au cas n= 3 cn
prenant f de la forme 2(X, Xy Xg) - K]+ - T Xz,
o g a les invariants voulus.

COROLLAIRE. — Le nombre des classes de formes quadratiques
de rang n sur Q,, p # 2 (resp. p= 2] est dgal a4 (resp. 8)
sin=1, a7 (resp. 13)si n = 2,eta 8 (resp. 16) st n = 3.

En effet, (/) peut prendre 4 (resp. 8) valeurs, et (f)
peut prendre deux valeurs.

2.4, Le cas réel.

Soit f une forme quadratique de rang n sur le corps B
des nombres réels. On sait que f est équivalente &

XL A XY Y

ol r et 5 sont deux entiers = 0 tels que r+ 5 =1 le
couple (7, 5) ne dépend que de f; on I'appelle la signature

de f. On dit que f est définigsirou § = 0, autrement dit
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si fa un signe constant; sinon, on dit que f est indéfinie
(c’est le cas ol f représente 0,

L’invariant e f) se définit comme dans le cas de @,;
du fait que (—1,— 1) =—1, ona:

1 si s=0,1 (modd)

el ) = (— 1) -2
(== !1_1 si 5= 2,3 (mod 4},

Drautre part :
dif) = (—1)* =

]

—1 si =

i

{ 1 si s=0 {mod2)
1 (mod 2},

On voit ainsi que la connaissance de d( f) et e f] équivaut
3 celle de la classe de s module 4; en partculier, d( f7) e
e f) déterminent f & équivalence prés si n < 3.

On vérifie également que les parties 1), ii), iii] du théo-
réme G el de son corollaire sont valables sur R (dailleurs leur
démonstration n’utilisait que la non-dégénérescence du
symbole de Hilbert, et celle-ci s'applique & R}; il nen
va évidemment plus de méme pour la partie iv),

£ 3. Formes quadratiques sur Q

Toutes les formes quadratiques considérées sont & coef-
ficients dans @, et sont supposées non dégénérées.

3.1, Invariants d'une forme.

De méme qu'au chapitre I11, § 2, on note V la réunion
de 'ensemble des nombres premiers et du symbole oo,
et I'on convient que @, = R.

Soit f~ X3 4 ... + ¢, X% une forme quadratique
de rang n. On lui assoeie les invariants suivants

a) Le discriminant d( f) e Q' /@7, égal da, ... a,

b} Soit z €V. Llinjection @ — Q, permet de consi-
dérer f comme une_forme quadratique (que nous noterons f,]
sur @, Les invariants de f, seront notés 4,( f) et e, f); 1l
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estclair que d,( f)est 'image de d( f) par @/Q"™ — Q./Q.%;
on a
e(f) = I (ai, ay)y -
i<q
La formule du produit (chap, ITT, n® 2.1, th. 3} entraine

la relation :
[Helf)=1

vEY

c) La signature (r, 5) de la forme guadratique réelle f,,
est un autre invariant de f.

Les invariants &, f), ,( f) et {r, &) sont parfois appelés
les invariants focaux de f.

3.2. Représentation d'un nombre par une forme.

Tutorkme 8 (Hasse-Minkowskl). — Pour que f repré-
sente 0, il faut et il suffit que, pour towl veV, la forme f,
refrésente (1,

(Autrement dit : fa un zéro « global » si et seulement
si fa partout un zéro « local ».)

La nécessité est triviale. Pour voir la suffisance, on
écrit f sous la forme

feaXi+ ... +e, X2, ae@Q.

Quitte 4 remplacer f par 4, f, on peut en outre supposer
que a, = L

On considére séparément les cas n=2,3,4 et 2 5.

i) Lecas n=2

Ona f = X2 — aX}; comme f,, représente 0, a est > 0.
Si on écrit a sous la forme :

a= Hﬁa'plfﬂl
b

le fait que f, représente 0 montre que a est un carré
dans Q,, donc que z,(a) est pmir. Il en résulte que a est
un carré dans @, et freprésente bien (.
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i) Le cas m =3 (Legendre).

On a f= X —aX;— bX$; quitte & multiplicr a,
par des carrds, on peut supposer que 4 et b sont des enfiers
sans facteurs carrés (ie. v,(a), v,(b) sont égaux a 0 ou 1
pour tout nombre premier p). On peut aussi supposer
que |al < |b|. On raisonne alors par récurrence sur
Ientier m = |a| = |b]. 51 m =2, ona

SR X+ X5

le cas de Xj + XI + X% est excluy, puisque f,; repre-
sente 0; dans les autres cas, f représente bien zéro.
Supposons m > 2, ie. |#]|= 2, et éorivons b sous

la forme
b=tpy..

oit les p; sont des nombres premiers distincts. Soit p 'un

des p;; nous allons voir que @ est un carré modulo p. Clest

évidentsi a = 0 [mod p}. Sinon, « est une unité f-adique;

par hypothése, il existe (x,, %) € (Q,)° tel que
Pt — =0

et Uon peut supposer (x,y, 2 primitif (cf. chap. II,
n® 2.1, prop. 6). Ona #—a? =0 (modp). On en
conclut que, si * = 0 (mod ), il en est de méme de z,
et B® est divisible par p%; comme o,(5) =1, cela en-
traine y = 0 (mod p) contrairement au fait que (x, ¥, )
est primitif. On a donc x=£ 0 (mod p), ce qui montre
bien que a est un carré (mod p). Cecl ctant, comme
Z/bZ = T1Z/p,2, on voit que a est un carrd modulo b
1l existe done des entiers ¢, b" tels que

12 =g - Bb

et 'on peut choisir ¢ de telle sorte que |¢| < [#[/2. La
formule b6 = 12 —a montre que db' est une norme de

Pextension A(\/a)/k, ot 2 =@ ou @,; on en conclut

(le raisonnement est le méme que celui de la prop. 1
du chap. [11} que freprésente 0 dans & si et seulement s'il
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en est de méme de [ = X — oX5 — ' X3 En parti-
culier, f* représente 0 dans chacun des @,. Mais 'on a :
L Y

|5r|=i .-_-;_TT'la::]M puisque |&| = 2,

Ecrivons & sous la forme ¥ «® avec §°, u entiers et §” gans
facteurs carrés; on a a forizori |67] << | &), L'hypothése
de récurrence sapplique done & la forme

Fr= X aXE— bR

qui est équivalente a [, On voit ainsi que f* représente O
dans @, et il en est de méme de f.
i) Leeas n=4.
Ona:
F=aXi + bXE — (X2 4+ dXI).

Soit » £ V. Puisque f, représente 0, le corollaire 2 & la
propesition 3° du n® 1.6 montre qu’il existe x, € @ qui
est représenté 4 la fois par aX? + #XZ et par ¢X§ - dXJ;
d’aprés la partie i) du corollaire au théoréme 6 [qui
sapplique également & @, = R}, ccla revient a dire
quel'ona :

{xu: —_ &5)0 = ("Er b)r et (xw —ed), = i-ﬁ, d}w‘
Comme [I {a, b}, = [I (¢,d), =1, on peut appli-
L= iz V
quer le théoréme 4 du chapitre III, n® 2.2, et I'on en
conclut qu’il existe xe @ tel que ;

{x, —ab), = (a, b)), et (x—cd),=lcd),
pour tout ¥V,

La forme oX% -+ bX3— xZ? représente alors 0 dans
chacun des Q,, donc dans @ d’aprés ce que l'on vient
de voir, On en conclut que x est représenté dans @ par
aX? 1+ bX3, etleméme arguments’applique a ¢Xj -+ dXj;
d’ot1 le fait que freprésente 0,
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iv) Lecas nz 5.
On raisonne par récurrence sur n. On éerit f sous la

forme
f=t—¢

avec h =X+ a, Xk g = —(Xf+ ... + a, X2},

Soit 8 la partie de V formée de o0, 2 et des nombres
premiers p tels que 2,(a;) # 0 pour un iz 3; c'estun
ensemble fini. Soit v e S. Puisque f, représente 0, il
existe &, € @ qui est représente dans Q, par k ct par g;
il existe donc x' €@, i =1,...,n, telsque:

h(xy, x3) = a, = g(%5 « s 2%,

Mais les carrés de @) forment un ensemble ouzer! (ef.
chap. II, n° 3.3). On en conclut, au moyen du théoréme
d’;?.pproximation (chap. ;II, n® 2.2, lemme 2}, qu'il
existe x,, X, € @ telsque,si a = A, ), on ait afa, € @;*
pour tout z €8, Considérons maintenant la forme

fi=aZ? =g

Si &8, g représente g, dans Q,, donc aussi g puisque
ale, € @2; on en conclut que f; représente 0 dans Q,.
Si v¢8, les coefficients — dg, ..., — gy de g sont des
unités p-adiques; il en est de méme de d,(g), et, puisque
2% 2 ona glg) =1 Comme lerang de g est 2 3,
le théoreme 6 montre que g représente 0 [cela pourrait
aussi se déduire du cer. 2 au th, 1 du chap. 1L, n® 2.2,
combiné avec le théoréme de Chevalley]. Dans tous les
cas, on voit que f; représente 0 dans @,; comme le rang
de f, est n— 1, 'hypothése de récurrence montre que
J1 représente 0 dans @, i.e. que g représente a dans Q;
comme k représente a, on en déduit bienque freprésente 0,
ce qui achéve la démonstration.

CloroLLAIRE 1, — Soit a € Q" Pour que f représente a
dans Q, il faui et il suffit qu'il en soit ainsi dans chacun des Q.
Cela résulte du théoréme, appliqué i la forme aZ* —f.
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CoroLLAIRE 2 (Meyer). — Une forme quadratique de
rang 2 O représente O 5i et seulement si elle est indéfinie (i, si
elle représente 0 dans R).

En effet, d’aprés le théoréme 6, une telle forme repre-
sente 0 dans chacun des Q.

ClOROLLAIRE 3. — Suit n le rang de f. Supposons que # = 3
(resp. n=4 e dif)=1). Si f représente O dans fous
les Q, sauf un au plus, alors [ représente 0.

Supposons que n = 3. D’aprés le théoréme B, f repré-
sente 0 dans Q, si et seulement sil'ona :

(%o (— 1, —d( N =el]):

Mais les deux familles g,( ), (— 1, —d{f))s vérifient fa
formule du produit du chapitre I1I, n® 2.1, On en conclut
que, si (*), est vraie pour tout v saul un au plus, (*), est
vraie pour tout z; d’aprés le théoreme 8, la forme f repré-
sente 0.

Lorsque n =4 ct d(f) =1, on raisonne de la méme
maniére, Uégalité (*), étant remplacée par -

(—1,— 1, = EE{_]’:I.

Remarques. — 1) Supposons que 7 = 2, et quefrepre-
sente 0 dans tous les @, sauf un nombre fini, On peut alors
montrer, au moyen du théoréme de la progression arith-
métique (cf. chap. VI, n® 4.4}, que f représente 0.

2] Le théortme 8 ne s'étend pas aux polynémes homo-
génes de degré > 3; par exemple, Selmer a démontré que

I'équation 3X5 L AY2 L 528 =10

A une solution non triviale dans chacun des Q,, mais
n'en a aucune dans Q.

3.3. Classification.

Tagorkwe 9. — Seient [ et f' deux formes quadratiques
sur Q. Pour que J et f" soient équivalenies sur Q, il faut et il suffit
qit'elles le soient sur chacun des Q.
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La nécessité est triviale, Pour prouver la suffisance,
on raisonne par récurrence sur le rang n de f et f'. 5i
n =0, il n’y a rien & démontrer. Sinon, il existe 2 € Q'
représenté par £, donc aussi par f7 (cf. cor. 1 au th. 8).
On a alors f~ aZ% £ g [f'~aZ?--g'. D'aprés le
théortme 4 du n® 1.6, on a g~ g’ sur @, pour tout
v € V. L’hypothese de récurrence montre alors que g~ &

sur @, d’olt f~ f.

ClOROLLAIRE. — Soient (r, 5) et (1, s') les signalures de f
et de f. Pour que f et f' soient équivalentes, il faut el il suffit
gue l'on ail

ar(f] = d':fF): [:i“, j') = (TIJ JI,} et atl_'f:' = Eilrf"]
pour tout ve'V.

En effet, ces conditions expriment simplement que f
et f' sont équivalentes sur chacun des Q,.

) R‘emarqae. — Les in\fari;lmts d = d{_f}; g, =g, f) et
(r,5) ne sont pas arbitraives. Ils vérifient les relations
suivantes

(1} g, = 1 pour presque tout v=V, et Il e =1;
tEY

(2) e, =15 n=1, ousi 2 =2 ctsilimage d, ded
dans Q)@ est égale 3 — 1;

3y r,s20 et r+r5r=mn;

() do={—1]%;

(5) ez = (— 1

Inversement :

Prorosrrion 7. — Soient d, (e}, =v et (7, 5) vérifiant les
relations (1} & (3) ci~dessus, Il existe alors wne forme quadra-
tigue de rang n sur Q, ayant pour invariants d, (e,), e v et (7, 5]

Tecas n =1 est trivial.

Supposons que n = 2. Soit zeV. La non-dégéné-
rescence du symbole de Hilbert, jointe a la condition (2},
montre qu'il existe x,£@Q, tel que (x,—d), =¢.

=
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Dela, et de la condition (1}, on déduit Pexistencedex €@’
tel que (¥, — d), = g, pour tout ¢ € vV [cf. chap. IIT,
o0 2.2, th. 4), La forme xX* 4 ¥ dY?% convient.

Supposons que 7 = 3. Soit § 'enserble des vV
tels que (—d,— 1), = — & c’est un ensemble fini.
Si peS, choisissons dans Q;/@; un ¢lément ¢, distinet
de Vimage — d, de —d dans ce groupc. Utilisant le
théoreme d’approximation (cf. chap. ITL, no2.2,lemme 2)
on voit qu'il existe ¢€@’ dont I'image dans chacun
des Q/Q2, veS, est . Dapres ce que Ion vient de
prauver, il existe une forme g de rang 2 telle que
dlg) = ed, g (g) = (6, —d)u s pour tout veV.
On constate alors que la forme f = ¢Z® 4 ¢ convient.
[Noter que, pour 1< 3, on n'a pas a s'occuper de la
signature de la forme, car les conditions (3), (4), (8) la
déterminent en fonction de dg et £..]

Lorsque 23> 4, on raisonne par récurrence Sur f.
Supposons d’abord que ¥ soit = 1. On voit alors, au
moyen de I'hypothése de récurrence, qu'il existe une
forme g de rang n — 1 qui a pour invarants 4, (£),ev
et (r—1,5); la forme X* +¢ répond & la question.
Lorsque # = 0, on construit une forme h de rang n— 1,
ayant pour invariants —d, g(— 1, —d), et (0,n— 1};
la forme — X* 4 i convient.

APFENDICE

Sommes de trois carrés

Soient 7 et p des entiers positifs, On dit que n e5t jomme
de p carrés si n est représenté suf [anneau Z par la forme

quadratique Xi+ ... — X2, ie. 5'il existe des entiers
Ry« .y 0l telsque .
poe=nl ... .
TrforEME (Gauss). — Pour qu'un entier positif n soit

somme de trois carrés, il faut et il suffit qu'il ne sout pas de la
Sforme 42(86 — 1), aver a, b ek
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{Exemple : sinn’est pas divisible par 4, ¢’est une somme
de trois carrés si et seulement sil'ona n=1,2,3,5,8
{mod 8).)

Démonstration. — On peut supposer n non nul. La
condition « 2 est de la forme 4%8b —1) » équivaut
alors & dire que — n est un carré dans Q; (cf. chap. II,
n? 3.3, th. 4). Or, on a le résultat suivant :

Lemme A, — Soit a € Q" Pour que a soit represents sur Q
par la forme f=Xi + X3 4+ X3, o faul el il suffit que a
soit = 0 et que — a ne soit pas un carré dans Q.

D’aprés le corollaire 1 au théoréme 8, il faut exprimer
que a est représenté par f sur R et sur tous les . Le cas
de Rdonnela condition de positivité. D'autre part, lesinva-
riants locaux d,(f) et e, ( ) sont égaux 4 1.8 p+£ 2, ona

(— 1L —d(f)) = (— I,""Up =1 ZEJ:{fJQ

le corollaire au théoréme 6 montre alors que 4 est repré-
senté par fsur @,. 8i p=2, ona

(—L—d(fNe=—1# &(f);

le méme corollaire montre que @ est représenté par f
sur @, si et seulement si 2 est différent de — 1 dans Q;/Q.7,
i.e. si — a n’est pas un carré de Q,.

Il faut maintenant passer des représentations sur @ aux
représentations sur & Cela se [ait au moyen du lemme
suivant :

LemmE B (Davenport-Cassels), — Soit

el
JIX) = X ;XX
ii=1
une forme guadratique difinie positive, la malrice (a;) étant
symétrigue et & coefficients entiers. On fait Phypothése survante
(H). — Pour fout x = (x,, ..., x,) € Q% ilexisle yc@?
tel que flx—y) << 1.

r

D
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Alors, si neZ est représenté par f sur Q, n est aussi repré-
senté par f sur 2,

Si x=(x,...,%) et y=(¥,...,5) sont deux
éléments de Q%, nous noterons x.p leur produit sca-
laire Xa;x3;. On a x.x = f(x),

Soit # un cntier représenté par f sur @. Il existe un
entier ¢t > 0 tel que *r = x.x, avec x e Z¥. Choisis-
sons ¢ et x de telle sorte que / soit minimum}; il nous faut
prouver que Pon a alors ¢ =1,

D'aprés 'hypothése (II), il existe y 2 tel que

=3+ %, avec 2.z < 1.

. N . .
Siz.z=0,0ona =20, et Sesta coefficients entiers.

Vu la minimalité de ¢, cela entraine ¢ = 1.
Supposons que 'on ait 7.7 # 0, et posons @

a4 =3.y—n
bo=2{ni—x.1)
" =ai+ b

¥ = ax + by

Ona aqbt' ed De plus :
o= atx.x 4 2abxy 4+ B2y
a®t*n + ab(2ni— b) + b n 4+ a)
= n{a®t* + 2abt + b?)
= "%y,

Diautre part :
#o=al®+ bt =12y y— 4+ 2nt*— 2Ux.y
=y y—2y+rxx={p—x.(lp—2a)
=iz.z,
d'oll ' =tz.2; comme O0<"z.2<"1, ona 0<§ <

Ceci contredit la minimalité de ¢, et achéve la démons-
tration du lemmie.
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Pour démontrer le théoréme, il suffit maintenant de
vérifier que la forme f= Xi -+ X2 4+ X% satisfait & la
condition (H) du lemme B. Or cest immédiat : osi
(3, ¥, %) €Q°  on choisit (3o 90y 0y) €20 tel que
| — 1 < 1/2 pour tout ijona Slv—)" s 34 1.

CoroLrame 1 (Lagrange). — Tout entier positif est
somme de quatre carvés.

Soit nun entier = 0, On peut I'écrive sous la forme 4%m,
otum n’est pas divisible par 4. Sim=1,2,3,50 (mod 8),
m est somme de trois carrés, et il en est de méme de n.
Sinon, on a m= —1 (mod &}, et m— 1 est somme
de trois carrés; dans ce cas m est sorme de quatre carrés,
et il en est de méme de n.

CloroLLAIRE 2 {Gauss). — Tout eniier positif est somme
de trois nombres triangulaires.

(On appelle « nombre triangulaire » tout nombre de

mim -+ 1

la forme mir )

2
Spit # un entier = 0. En appliquant le théoréme a
Sn -+ 3, on voit qu'il existe des entiers ;, ¥, % tels que

22 ad g =8n 1 3

, ol m est entier.)

Ona:

A4+ E+a3=3 (mod)

Mais les seuls carrés de B/8Z sont 0, 1 et 4; une somme
de trois carrés de % /8% ne peut étre égale a3 que si chacun
de ses termes est eégal 2 1. On en conclut que les x; sont
impairs, et l'on peut les écrire sous la forme 2m; -+ 1,
avee my entier. On a :

Smm 1)

=

im1 2 8

=T

i=3
(2 (2m, + 1)*—3) =%:8n+3-—3}
i-1

CHAPITRE V

FORMES QUADRATIQUES
ENTIERES
A DISCRIMINANT + 1

§ 1. Préliminaires
1.1. Définitions.

?cit 2 un entier 2 0. On s’intéresse a la catégorie S,
swvante @

Un objet E de S, est un groupe abélien libre de rang n
(donc isomorphe 4 Z") muni d'une forme bilinéaire
symétrique E x B —2Z, notée (x, ) > x.7, telle que :

i)y Ihamomorphisme de B dans Hom (B, Z) défime par la
forme w.y est un isomorphisme.

On voit tout de suite que cette condition équivaut &
la suivante (cf. Bourbaki, 4fz., chap. IX, § 2, prop. 3) :

i1} St (¢;) est une base de By el si ay; = ;.65 le déterminant
de la matrice A = (a;;) est égal @ + 1.

La notion d’isomorpkisme de deux objets E, E' €8, se
définit de fagon évidente : on écritalors E =~ E'. Il est
commode d'introduire aussi S=w8, r=0,1, ...

Si EeS,, lapplication x> x.x fait de E un medule
quadratique sur Z (cf. chap. IV, déf. 1, n® 1.13, 8Bi (&) est
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une base de E, et i # = D¢, la forme quadratique
Jf(x) = x.x est donnée par la formule

fx) = EE!% Xy AVEC  ay = 6.8
i
= EQEE.T% + 2 E ﬂi_?- xi.'t_l"
i i

Les coefficients de ses termes rectangles sont done pairs,
Le discriminant de f'(i.e. det {g;;)) est égal a = 1. Changer
la base (¢) revient & remplacer la matrice A = (g}
par ‘BAB, avec B eGL(r, Z). Du point de vue de la
forme f; cela revient a effectuer sur les variables () la
substitution linéaire de matrice B; la forme obtenue est
dite éguivalente & la forme f. (On observera qu'il s'agit la
d’équivalence sur annean Z des entiers; c’est une notion
plus fine que celle d*équivalence sur @, étudiée au chapitre
précédent.)

1.2, Opérations sur S.

Soient E,E' €8. On note E@E' la somme directe
de E et de B, munic de la forme bilinéaire somme directe
de celles de E et de E'; on a, par définition (cf. Bourbaki,
Alg., chap. IX, § 1, n® 3) :

(x + ). (3 +¥) =5y + ¥
si oxm,pek et 2,3 ek
Du point de vue « formes quadratiques », cette opéra;fiDIl
correspond & celle de somme directe orthogonale, notée @ au
chapitre IV, o

On peut aussi définir le produit tensoriel E @ E', ainsi
que les puissances extérieures A" E [cf. Bourbaki, loc. eit.,
n® 9); nous n’en aurons pas besoin.

1.3. [lnoarianis.

1.3 1. 8i EeS,, lentier # s’appelle le rang de E,
et se note r{ki},
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1.3.2. Soit E€§, etsoit V=E®R le R-espace
vectoriel obtenu en étendant les scalaires de Z 4 R. La
forme quadratique de 'V a une signature (r, 5) bien déter-
minée (cf chap. IV, n® 2. 4). L'entier

“(E) =r—ys
est appelé Pindice de B, On a :
—r(E) £ ©«(E) € r(E} et f(E) = 1(E) (mod 2).

Rappelons que E est dite définie si t({E) = + r(E),
1e. sl x.x a un signe constant; sinon, E est dite indefinie.

1.3.3. Le discriminant de E par rapport & une base (g) ne
dépend pas du choix de cette base; en eflet, changer la
base {g) multiplie le discriminant par

det (X'X) = det (X)?,

ot X est une matrice inversible sur #; le déterminant de X
est égal & - 1, et son carré est égal 4 1.
Le discriminant de E se note d(E); ona 4(E) = £ 1.
Si V=E®R est de signature (r, 5), le signe de d(E)
est (— 1)%;comme d(E) = 4 1, onen déduit la formule :
d\E) — {_ I)iF[EJ —‘,tE]HE.

1.3.4, Soit E €8, Ondit que E est pair (ou de fpe 11)
si la forme quadratique associée 4 E ne prend que des
valeurs paires; si A est la mairice définie par une basc
de E, il revient au méme de dire que lous les termes diagonaux
de A sont pairs.

5i E n'est pas pair, on dit que E est impair {oude type I).

1.3.5. Boit Ee8, et soit E=Ef2E la réduction
de E module 2. C'est un espace vectoriel de dimension r(E)
sur le corps F, = Zf2Z. Par passage au quotient, la
forme x.y définit sur E une forme & . ¥ qui est symétrique
et de discriminant 4+ 1 =1, La forme quadratique
associéc X . x est additive : on a

(F+3) (i+F)=F.53+5.5+25.F=5.54+5.5;
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C’est done un élément du dual de E. Mais la forme bili-
néaire ¥. 7 cst non dégénérée : clle définit un isomorphisme
de E sur son dual. On en conclut qu'il existe un dlément
canonique # € L tel que

H.X¥ ==X.X pour tout ¥ € E.

Revenant & E, on voit done qu'il existe # e E, défini
modulo 2E, tel que

u.x = x.x (mod2) pour tout x £ E.

Considérons Pentier #.». 8i U'on remplace » par « + 2%,
u.u est remplacé par ;

(w42, (u+2%) =0+~ Hux+x.x)=uu (mod8).

L’image de w.u dans Z(8Z est donc un invariant de B;
on le note o(E), 8i E est de type IL, la forme ¥ . % est nulle
(autrement dit, ¥ . J est alternée), et 'on peut prendre « =0,
d'ol1 o[E) =0.

1.3.6, Soit p un nombre premier, ¢t soit V, = E@Q,
le @,-espace vectoriel déduit de E en étendant les scalaires
de Z 4 Q,. L'invariant e(V,) =+ 1 de V, défini an
chapitre 1V, n® 2.1, est @ jfortiori un invariant de E;
notons-le ¢, (E). On peut démontrer que Fon a :

g (E) =1 siop#E 2

_ !
e(E) = (—1)f, ot j = 3 (dE) +r(E) —o(E)—1)

Cela se voit en décompesant E® Z, en somme directe
orthogonale de Z,-modules de rang 1 (resp. de rang 1
ou2)si p # 2 (resp.si p = 2). Comme nousn’utiliserons
pas ces formules, nous laissons le détail de la vérification
au lecteur (voir aussi J. Cassels, Comm. Math. Helv., 37,
1962, p. 61-64).

1.3.7. Soient E;, Ey 8, etsoit E=E;©E,; Pour
que B soit de type 11, il faut et il suffit que E; et Ey le
soient. On a :
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r(B) = 1(Ey) + r(Ea), TEE

)= “(Ey) + 7(Ey)
G{E} = G(El) + G(Ez\h d E) =d

d(E,).d(E,).

1.4, Exemples.

1.4.1. On note I, (resp. I_} le Z-module Z muni de
la forme hilinéaire xp (resp. — x¥) ; il correspond i la forme
quadratique x? (resp. — %),

Si 5 et £ sont deux entiers = 0, on note sI, @il la
somme directe de 5 copies de I, et de ¢ copies de 1_;

] i

la forme quadratique correspondante est _Ele _le 3
i= i=
Les invariants de ce module sont les suivants :

r=s4+1t T=s5-—1, d=(—1)!, o=s—1t(maodS8).

A partle cas trivialot (s, £) = (0, 0], lemodule sI. &¢I
est de type L.
1.4.2, On note U Pélément de S, défini par la ma-

01
trice (1 0). La forme quadratique associée est la

forme 2x,x, : U est de type 11. On a
f(Uj =2, '7|:U:| =0, d(Ufl =—1, U{:U:I = (),

1.4.3. Soit & un entier = 0, soit n = 4k, et soit V
I'espace vectoriel @7, muni de la forme bilinfaire stan-
dard Ex, y;, correspondant 4 la matrice unité. Soit E; le
sous-groupe de V formé des points & coordonnées entigres;
muni de la forme bilinéaire induite par celle de V, E est
un élément de $,, isomorphe 4 =n.1,. Soit E; le sous-
module de E, formé des éléments x tels que x.x =10
(mod 2}, cest-da-dire Xy, = 0 {mod 2), On a :

Byt Ep) =2,

Soit E le sous-module de V engendré par E; et par
e=(1/2,...,1/2). Ona 2¢ecE, (du fait que n=0
(mod4)) et e¢L,, d’olt (E:E;) =2, Pour quun
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¢lément x = (x,) de V appartienne a E, il faut et il
suffit que Pon ait :

L
2%, €2, x—x€8, iE x; € 28,
=1

1
On a alors x.ezc—)ExiEZ; comme e.e =4k, on en
=l

conclut que la forme x.y prend sur B des valeurs entidres.
De plus, le fait que E, ait le méme indice dans E; et
dans E montre que le discriminant de E est égal & celui
de L,, c’est-a-dire & + 1. Le module quadratique E est
donc un ¢lémentde S, = S;; onlenotera ' Lorsque £
est pair (i.e. lorsque n =0 (mod8)), e.e =k est pair,
et on en déduit que x.x est pair pour tout x € By I', est
done de type 1T {orsque n = 0 (mod 8), On a :

r(Ty) = 8m, T, = 8m, o(l'y,) =0, d(Iy,] =1

Le cas de 'y est particuli¢rement intéressant. Il y a
2140 éléments (1) x e Ty tels que x.x = 2 si (g} deésigne
la base canonigue de Q%, ce sont les vecteurs
1 & g
teode (HEE et - gy g==+1, IIg=1L
2 i=1 i=1
[Les produits scalaires mutuels de ces vecteurs sont
entiers; ils forment ce que Pon appelle en théorie des
groupes de Lie un « gystémne de racines de fype Eg », cf. Bour-
baki, Gr. et Alg. de Lie, chap. VI, § 4, n® 10.]
On peut prendre pour base de I'y les éléments :

i 1
i |
7 A1 + ) - (ea + ... T &),
-t -
e+ e et g—e_y (215 7).
1 Plus généralement, nous verrons au chap. VLI, n® 6.6, que, si N

est un entier 2 1, le nombre des » € ['y tels que x.x = 2N est ¢gal &
240 fois la somme des cubes des diviseurs de IN.

T

S
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La matrice correspondante est :

2 0 —1 0 0 0
0 2 0 —1 0 0
0 2 —1 0 0
—1 -1 2 —1 0
0 0 —1 2 —1

o0 0 —1 2 —1 0
o 0 0 0 —1 2 —1 /

0 ] 0 0 0 —1 2
Pour m = 2, les vecteurs x eIy, tels que x.x =2
somt simplement les £+ ¢ (i # %&); on observera
qu'ils a’engendrent pas 'y, contrairement i ce qui se passe

dans le cas m = 1, En particulier, I'; &', n'est pas
isomorphe & Iy,

e nie B e B e S o]
= o = D =

o TR - R e T e Y e B

1.5, Le groupe K(S).

Soient E, E' £ 5. Nous dirons que E et E' sont stable-
ment isomorphes s°il existe Fe8 telque E8F ~ E'a 1l
c’est 14 une relation d’équivalence. Nous noterons K _(8)
le quotient de S par cette relation, et, si E €3, nous
noterons (B} la classe de I dans K {S). L'opération @
définit par passage au quotient une loi de composition,
notée 4+, sur K, (8); cette loi estcommutative, associative,
et a pour élément neutre la classe 0 du module D e S,

On a : (E®E) = (E) + ().

De plus, si %, 3, 2= K _(8) sonttelsque & + 2 =3 -+ z,
ona a =y; la vérification est immédiate, Cecl permet
de définir le groupe K(8) 4 partir de K (8] {exactement
comuine on définit Z & partir de I'ensemble Z, des entiers
= 0) : par définition, un élément de K(8) est un couple
(x,3), avec x, 3 e K, (8), deux couples (xr,3), (x',5")
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étant identifiés si et seulement si 'ona a4+ 3 =y 4 &
La loi de composition de K(S) est définie par

(%) + #,0) = (x + 2,2+ ¥).
Elle fait de K(S) un groupe commutatif, d’¢lément
neutre (0, 0). On identific K,(S) 4 une partie de K{5)
par I'application x> {x,0). Tout élément de K(5) est

différence de deux éléments de K (8}, donc peut s’écrire
sous la forme (E) — (F), avec E,Fe8, Ona

(B) — (F) = (B)— (") dans K(8)

si et seulement s'il existe G 8 tel que
EaFeGxEalaeG,

e siet seulement si E@F et E@&F sont stablement
isomorphes.

Propriéié universelle de K(S). — Solt A un groupe commu-
tatif, et soit f: S — A une application telle que

FE) =FEy) + f(Ey) si E > E, ®Ey;

on dit alors que f est additive. 5i x = (E) — (F) est
un élément de K(S), on pese f{x) = f(E) —f(F);
cela ne dépend pas de la décomposition de x choisie.
Il est immédiat que l’application f:K(S8] = A ainsi
définie est un Aemomorphisme. Inversement, tout homo-
morphisme f: K(S) - A donne, par composition avec
§ — K(S), une fonction additive sur 8. On exprime cette
propriété « universelle » de K(8) en disant que K(3} est
le groupe de Grothendieck de 8, relativement 4 'opération 2.

En particulier, les invariants r, 7, d, 5 du n® 1.3 défi-
nissent des homomorphismes :

ri Ki(8) =& T K8 =2
diK(S) »{x1),  o:K(S) ~ZSZ

On aici encore 7 = rmod 2, d = (— 1) 773,
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&2, Enoncé des résultats

2.1, Détermination du groupe K(S).

TueorkME 1. — Le groupe K(S) a5t un groupe abélien libre
de base (1) et (1),

(La démonstration sera donnée au n? 3.4,

En d'autres termes, tout = KiS8) sécrit de fagon
unique sous la forme :

F=s {10+ ¢t.(1), avec 5, t e Z,

Ona rif)=s-t ={f) =5—1, cequimontre que s
et ¢ sont déterminés par r et <. On en conclut ¢

Cororrare 1, — Lz couple (r, T) définit un isomorphisme
de K(S) sur le sous-groupe de Z X Z formé des dléments (a, b)
tels que a =4 (mod2),

Dioir ¢

CoroLLAIRE 2. — Powr que dewr éléments B et E' de 8
sotent stablement isomorphes, il faud ef 11 suffit qu'ils aient méme
rang et méme indice,

[Noter que cela n'entraine nullement E ~ E’, Par

0 1
exemple U = (1 0) définit dans K(8) le méme élé-

0
0 1)=I+@'I_, bien que Uet I &1

soient de types dillérents.]

THioriME 2. — On a o(E) = <(E) mod 8) pour
tout E g8,

En effet, 1, réduit modulo 8, et 5 sont des homomor-
phismes de K(8) dans Z/82Z qui coincident sur les géné-
rateurs I, et I_ de K(5); ils coincident donc sur tout K{S).

ment que (

CoroLLARE 1. — Si E est de type I, on a 1(E) = 0
(mod §).
En effet, o(E) = 0.
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(Noter que ceci entraine r(E) = 0 mod 2 et
d{E} == (_ 1}?(]31."2')

CoROLLAIRE 2. — 8i K est défini et de type [, ona v(E] = 0

{mod &), .
En effet, on a alors t{E) = =+ r[E).
Remarques. — 1) Inversement, on a vu au n® 1.4 que,

pour tout » multiple de 8, il existe E €5, qui est défini
positif et de type 1L .

2} La congruence (L) = ~(E) (mod8) peut auss
se déduire de la formule du produit [le(E) =1
(cf. chap., IV, n° 3.1}, combinée avec les valeurs des ey E)
données (sans démonstration) au n® 1.3.6.

9.9, Théorémes de structure (cas indéfini).

Spit E 8. Nous dirons que E représente zéro 81l existe
seB, x=0, tel que x,x =10, Cela équivaut a dire
que la forme quadratique Q(x] correspondante reprisente ()
sur @, au sens du chapitre IV, n® 1.6; en effet, on passe
d’un zéro rationnel & un zéro enticr par homothétie.

TutoriMe 3. — Si B eS8 est indéfini, L représente zéro.

(La démonstration sera donnée au n° 3.1.)

Tuéorime 4. — 5§ E &8 oot indifini et de type I, B est
isomorphe & 51, ®t1_, o 5 et £ sont des entiers = 1. _
[La forme quadratique correspondante est donc dqui-

] ]

valente sur Z & la forme X af — X 3%.)
i=1 i=1
(La démeonstration sera donnée au n° 3.3.)
COROLLAIRE, — Soiend E et E' dewx fléments de S de méme
rang et de méme indice. On a alors

Ecl, ~E®I, o« E@I_ ~E QI

Crest clair si E =0. Sinon, I'un des deux mod_u‘lf:s
E®I,, E®I_ est indéfini. Supposons que ce soit le
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premier. Comme E ¢t B ont méme signature, E'® 1,
cst également indéfini. En appliquant le théoréme 4, on
voitque E@ I, et E'®I, sontisomorphes i sI, @ i1_
et &' I, @¢' I respectivement. Comme E et E' ont méme
signature, on a s = ¢, t =1¢', d'ou le résultat cherché,

Tutorime 5, — S E e S st inddfint, de ipe II, et 51
<(E) = 0, E est {somorphe & 10 D gl'y, ot p el q sont des
entiers = 0 convenables,

[Lorsque =(E) < 0, on a un résultat correspendant,
obtenu en appliquant le théortme au module déduit
de E par changement de signe de la forme quadratique.]

{La démonsiration sera donnée au n® 3.5.)

On notera que ¢ = %T(E) et p= %(r{EJ — =(E}}.

Il en résulte que E est déterminé 4 isomorphisme prés par
son rang et son indice. Comme il en est de méme pour

le type 1 (ef. th. 4), on en déduit :

TueorEME 6, — 5t E,E' €8 sont indéfinds, ont méme
rang, méme indice, et méme fype, s sont tsomorphes,

2.3, Le cas défini.

On n’a pas de théoréme de structure, mais seulement
un théoréme de finitude : pour tout entier #, 8§, ne contient
gqu'un nombre fini de classes définies positives, Cela
résulte, par exemple, de la théorie de la « réduction »
des forines quadratiques. La détermination explicite de
ces classes n'a éié faite que pour les petites valeurs de n
(pour < 16, voir M. Kneser, Archiv der Matk., 8, 19537,
p- 211-250). On peut emplover pour cela la formule de
Minkowski-Siegel (Kneser utilise une méthode différente).
Voicl en quoi consiste cette formule {je me borne, pour
simplifier, au type IT — il y a des résultats analogues pour
le type 1) :

Soit n = 8% un entier divisible par 8 Notons C,
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Iensemnble des classes, 4 isomorphisme prés, d'éléments
E €5, qui sont définis positifs de type II. 8i EeC,,
soit Gy le groupe d’automorphismes de E; ¢’est un groupe
fini, puisque c'est un sous-groupe discret du groupe
orthogonal, qui est compact; soit g, lordre de Gj.
Posons :
M,= % lgz
EE Ty

Clest la « masse » de C,, au sens d’Eisenstein, i.e. le
nombre des éléments E de G, comptés chacun avec la
multiplicité 1fgg. La formule de Minkowski-Siegel (%)
donne la valeur de M, :

B, f=#-1
f*'] hIi‘l = 21 -8k ml jl_]_l Bj {J'.i == 8}3}

ou les B, sont les nombres de Bernoulli (B, = 1/6,
B, =130, ..., cf. chap, VII, n° 4.1).

(Voici quelques valeurs approchées des M, :

M, = 10-% x 1,4352...; M,; = 1015 x 2,4885...
M, = 10715 % 7,9369...; M,, = 107 x 4,0300...;
M, = 109 % 4,3930...)

Cette formule permet de prouver qu'une partie C'de C,,
est dgale & G : il suffit de vérifier que la somme des 1/o4,
pour Ee ', estégale &8 M, (si C' # C,, cette somme
est < M,).

Exempler

i) n =28, ie. #=1. Onadonné plus haut (n°1.4.3)
un élément Iy de Cy On peut vérifier (cf. par exemple
Bourbaki, Gr. et Alg, de Lie, chap. VI, § 4, ne 10) que
Pordre du groupe d’automorphismes de I'y est 21437527,
D’autre part, la formule (*) donne My = 271437857271,

{} Pour une déwmonstration de cette formule, voir C. I,. SEcEL,
Gesamm. Abi, I, n® 24, et III, n® 79,

-
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En comparant, on voit que Cj est réduit au seul élément |
résultat dit & Mordell,

ii) n =16. On connait deux éléments de C,y : I
et I'g® 'y, On peut montrer que les ordres gn, corres-
pondants sont respectivement 29(16 1) et 23105472,
D’autre part M, = 691.27303-105-47-21{-113-1 gt i]
n'est pas difficile de vérifier que

691/2%0310547211.13 = 1/215(16 1) 4 1/228 3105472,

On a donc Gy ={D [y® 5}, résultat do & Witt.

lii) =24, La détermination de C,, a été faite
en 1968 par H. Niemeier; cet ensemble a 24 éléments.
L'un d’eux (découvert par Leech 4 propos d’un probléme
d’empilement de sphéres dans R#) est particuliérement
remarquable; c’est le seul élément de C,, qui ne contienne
aucun vecteur x avec x.x =2, Son groupe d’auto-
morphismes G est d’ordre

2239547211.13.23 = 8 315 553 613 086 720 000.

Le quotient G/{+ 1} est le nouveau groupe simple
trouvé par Conway (1).

iv) n=32. Comme M, > 1.107 etque g5 = 2 pour
tout E, on voit que Cy, a plus de 80 millions d’éléments;
la liste n'en a pas été faite.

§ 3. Démonstrations
3.1, Démonstration du théoréme 3.

Soit Ee§,, etsoit V=FE2Q le Q-espace vectoriel
correspondant. On suppose E indéfini, et il faut montrer
que E {ou V, cela revient au méme) représente 0.
On distingue plusieurs cas :

i) n=2. La signature de V est alors (I, 1), d’ont

('} Cf. J. H. Conway, Proc. Naf, Acad. Sci. U.S.4., 61, 1968,
P. 398-400, ainsi que Invent, Maih., 7, 1969, p. 137-142,
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d(E) = — 1, Comime — d{E)} est un carré dans @, il est
clair que V représente 0.

i) n=3. Soit f(X,,X;, X;) = Za; X;X; la forme
quadratique correspondant 2 une base de Ejon a 4;; ¢ Z
et det {a;) = 4+ 1. 5i p est un nombre premier # 2,
la forme déduite de j par réduction modulo g a un zéro
non trivial {chap. I, n® 2.2}, et ce zéro se reléve en un
zéro p-adique (chap, II, n® 2.2, cor. 2 au th. 1). Ainsi
J représente 0 sur tous les , (p ¥ 2), ainsi que sur B;
d'apres le corollaire 3 au théoréme 8 du chapitre IV,
n® 3.2, il en résulte que freprésente 0 sur Q.

iii) n =, Le méme argument que ci-dessus montre
que la forme quadratique f représente 0 sur tous les Q,
p # 2, ainsi que sur R. Si le discriminant d(E) de f est
égal & 1, cela suffit & entrainer que f représente 0 sur @
(cor. 3 au th. 8 du chap. IV, n® 3.2). Sinon, on a

d(E) = —1

et d{E) n’est pas un carré dans Q,; d’aprés le théoréme 6§
du n® 2.2 du chapitre IV, il en résulte que freprésente O
sur @3 le théortme de Hasse-Minkowski (chap, IV,
no 3.2, th., 8) montre alors que f représente U sur @.

ivinz 5. Onapplique le théoréme de Meyer {chap. IV,
n® 3.2, cor. 2 au th, 8).

3.2, Lemmes,

Soit E€8 et soit I un sous-module de E; soit F*
Pensemble des éléments de E orthogonaux aux éléments
de F.

Levme 1. — Pour que ¥, muni de fa_forme x_y induite par
celle de B, apparitenne & S, il faut ef il suffit que E soit somme
directe de F et de F'.

85T E=F2F, on a dE)=d4T.4d[), don
d(I'y = £ 1. Réciproquement, si dF) ==1, on a
évidemment I N} =0; de plus, si x=E, la forme
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linéaire yi>x.y (7eF) est définie par un élément
seF, Onaalors x =5, -+ x), avec v, eF et x, e F,
d'ot E=F31I"

LevMe 2. — Soil x e E tel que x.x = L 1, ef soit X
Uorthogonal de x dans BE. Si D=2, one E=Da X,

On applique le lemme 1 avec I' = D.

(Si, par exemple, x.x=1, on a D=~1, don
ExI, &X)

Un élément x € E est dit indivisible s'il n’appartient
a aucun des sous-groupes #E (n2 2), autrement dit
sion ne peut le diviser par aucun entier = 2, Tout élément
non nul de E s'écrit de manitre unique sous la forme mx,
avec mz 1 et x indivisible.

Lemve 3. — 57 & est un dlément indivisible de L, il existe
yeE el que x.y = 1.

Soit f; la forme linéaire y i,y définic par x. Clest
un homomorphisme de E dans Z, De plus, £, est indivisible,
puisque x est et que x,y définit un isomorphisme de E
sur son dual Hom [E,Z). On en conclut que f, est
sutjective (sinon, on pourrait la diviser par un entier = 2)
et il existe donc y e E tel que ».y =1,

El

3.3. Théoréme de structure (cas indéfini impair (1)),

Lesve 4, — Soit L €S,. Supposons E indéfini ei de type I.
il existe alors Fe8S, _, telque E~1, S1_@FT.

D’apres le théoréme 3, il existe xeE, x# 0, tel
que x.x = 0. Quitte & diviser » par un entier conve-
nable, on peut supposer x indivisible; d’aprés le lemme 3
ci-dessus, il existe alors y € E tel que ¥.» = 1. On peut
choisir 7 de telle sorte que y.y soit impair, En effet, suppo-
$01S que y.y soit pair; puisque E est de type I, il existe
teE tel que {.7 soit impair. Posons 3" —= ¢ ky, et

(*) La méthode snivie dans ce numére m’a ¢t indiquée par Milnor,

ainsi que Iidée dintroduire le groupe K(S).

J.=p. SERRE 4
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choisissons  de tellesorte que 2.3 = 1, ie. A =1—x.4;
ona .3 =t.t (mod2), et 3.3 est impair. On peut
donc supposer que 3.y = 2Zm - 1 . Posons alors

£ = J — mx, ey =y — {m 4+ 1) a,

On constate immédiatement que ¢ .2 =1, ¢ .¢, = 0,
3.2 = — 1. Lesous-module G de E engendré par (g, ¢;)
est isomorphe &4 T.@I_; d'aprés le lemme 1, on a
donc E~I @®I_®F, avec Fe§,_,.

Démonstration du théoréme 4, — On raisonne par récur-
rence sur #. Soit E 8, avec E indéfini et de type I
D'aprés le lemme 4, E~I ©I_&F 8i n=2, on
a F =10, et le thétorétme est démontré. 85i n> 2, on
a I'#0, et 'un des modules I, ®F, 1_@F est
indéfini; supposons par exemple que ce soit le premier,
Comme 1, est de type I, il en est de méme de I, @ F,
et 'hypothése de récurrence montre que I, @F est de
la forme oI, @ 5I_; d'ou :

Exal,® (b 4+ 1)1,

3.4, Détermination du groupe K(8).

Soit Ee8, E#0. Alors E®I, ou E&I. est
indéfini et de type I. Appliquant le théoréme 4, on en
déduit que I'image de E dans K(S) est combinaison
linéaire de (I.) et de (I.). Il s’ensuit que ([.) et {I_)
engendrent K({8). Comme leurs images par Phomo-
morphisme k() > 2 x 2

sont linéairement indépendantes, (I.) et {I_) forment
une base de K({8).

3.9. Théoréme de structure (cas indéfini pair).

LemME 5. — Soit E € 8. Supposons B indéfini et de type 11,
Hexiste alors T e8 telgue E = USF.
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On procéde comme dans la démonstration du lemme 4,
On choisit d’abord un x € E, x # 0, x indivisible, tel
que x.x = 0; onchoisitensuiteun y € E telque x.y =1,
Si ».y = 2m, on vemplace y par y — mx ¢t 'on obtient
un nouvel y tel que y.3 = 0. Le sous-module G de E
engendré par (%, y} est alors isomorphe & U; d’aprés le
lemme 1, ona E ~ U®F, avee Fe8.

LemME 6. — Sofent T\, F, €8, Supposons que F, et F,
soient de Gpe II, ot que 1.®1_&F, = 1. 81_0OF,,
Alers U F, ~ U@ F,,

Pour simplifier les notations, on posera W =1, ®1_,
E,=W&F, V,;=E,@Q. Dans E;, soit E? le sous-
groupc formé des éléments » tels que x.x = 0 (mod 2);
c'est un sous-groupe d'indice 2 de E;. On voit tout de
suite qu'on a El! = WS F,, o W? est Pensemble des
tléments x = (x, x,) de W tels que x, = », (mod 2).
Soit Ef le « dual » de E} dans V;, ¢’est-a-dire 'ensemble
des ¥ £V, telsque x.y €& pour tout v € EY 1l est clair
que Ef = W'@F, ot W* est Uensemble des (x,, »,)
telsque 2, €2, 2x, €4, 5 — 1, €Z. Ona EYCE,CE},
et le quotient E7/ED est isomorphe & W*/W,; c’est un
groupe de type (2, 2). Il existe donc trois sous-groupes
strictement compris entre Ef et EF; ils correspondent aux
trois sous-groupes d'ordre 2 d’un groupe de type (2, 2).
Lun d’eux est E; lui-méme ; les deux autres seront notés E
et Ej. Icl encore, on a :

E,=W@&F, E =WaF,

ol W’ et W” sont définis de fagon évidente, On constate
immédiatement que W’ et W” sont isomorphes a U
{on peut par exemple prendre pour base de W’ les vec-
teurs a = (1/2,1/2), b= (1, —1); onag.a=b.b =10,
a.b =1; pour W" on prend (1/2,—1/2) et (1, 1)).
Soit alors f: W @ F, - W@&F, un isomorphisme. 1l se
prolonge en un isomorphisme de V, sur V,, qui applique
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E, sur E;, donc aussi Ef sur Ef et Ef sur Ef vu les défi-
nitions de ces sous-groupes. Il applique done aussi (Ef, Ej)
soit sur (E;, E3), soit sur (E;, E;). Comme E{ et E} sont
isomorphesa U@ F;, on voit bien que USF, ~ UaF,,

Démonstration du théoréme 5, — On va d’abord prouver
que, 5t By, By €8 sont indéfinis, de type 11, et oni méme rang
et méme indice, ils sont isomorphes. D¥apris le lemme 5,
ona E;=U@F, E,=UdF,; il est clair que F,
et I, sont de type II et ont méme rang et méme indice.
Les modules 1, &1_97T, et I.@1_&F, sont indé-
finis, de type I, de méme rang et de méme indice. D'aprés
le théoréme 4, ils sont isomorphes. Appliquant le lemme 6,
on voit alors que E, et E; sont isomorphes, ce qui démontre
notre assertion.

Le théoréme 5 est maintenant immédiat : si E est
défini, de type II, et si <(E) 2 0, on détermine des
entiers p et g par les formules

g=g5(E) b= ((E) —(E).

En appliquant le résultat ci-dessus aux modules E et
pUDg¢l'y, on voit que ces modules sont isomorphes.

DEUXIEME PARTIE

METHODES ANALYTIQUES



CrarITRE VI

LE THEOREME
DE LA PROGRESSION
ARITHMETIQUE

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme
suivant, conjecturé (et utilisé) par Legendre, et prouve
par Dirichlet ;

THEOREME, — Sofent a ef m des entiers = 1, premiers entre
eux, II existe une infinité de nombres premiers p tels que p = a
{mod m).

La méthode suivie (qui est celle de Dirichlet lui-méme)
utilise les propriétes des finctions L.

§1. Caractéres des proupes abéliens finis

1.1. Dualité.

Soit G un groupe abélien fini, noté multiplicativement.

DermniTion 1. — On appelle caractire de G tout homo-
morphisme de G dans le groupe multiplicatef C des nombres
complexes.,

Les caractéres de G forment un groupe Hom (G, €7)
que l'on note G et que I'on appelle le dual de G.

Exemple. — Supposons que G soit ¢gyelique d'ordre n, de
générateur 5. Si 7 : G — 0" est un caractére de G,
Pélément w = y(s) vérifie la relation @" =1, ie. est
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une racine a-itme de Punité, Inversement, toute racine

n-itme de Punité w définit un caractére de G an moyen

de "> w" On voit ainsi que I'application Xr(s) est

un isomorphisme de G sur le groupe ., des racines n-idmes de
s

Punité; en particulier, G est cyclique d’ordre n.

Prorostmion 1, — Sait H un sous-groupe de G. Tout
caractire de T1 peut étre prolongé en un caractive de (3.

On raisonne par récurrence sur Pindice (G : H) de H
dans G. 8i (G:H) =1, ona H=G, etil n'y a rien
a démontrer. Sinon, soit » un &lément de G n’appartenant
pas a H, et soit n le plus petit entier = 1 tel que »* € H,
Soit 7 un caractére de H, et soit ¢ = y(x"). Puisque €
est un groupe divisible, on peut choisir un élément w e ¢*
tel que w" =1, Soit H' le sous-groupe de G engendré
rar H et x; tout élément de H' s'éerit 4 — hxt, avee a =&
et ke H. Posons

1Y = (k) s

On vérifie aussitét que ce nombre ne dépend pas de la
décomposition Ax*de X', et que ' : H' — € est un carac-
ttre de H' prolongeant y. Clomme (G:H) < (G H),
Uhypathése de récurrence permet de prolonger ¥ en un
caractére de G tout entler,

Remargue, — L’opération de restriction définit un
homomorphisme

0:G - H

v

et la propesition 1 dit que 5 est surjectif. D autre part,
le noyau de g est formé des caractéres de G qui sont
triviaux sur Hj il est donc isomorphe au groupe G/H)"
dual de G/H, Dol la suite exacte
{1} = (G/H)~ =G —H = {1}
Prarostiion 2. — Le croupe G est un groupe abélien fini
de méme ordre gue G. '
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On raisonne par récurrence sur Pordre n de G, le
cas # =1 étant trivial. $i n 2 2, on choisit un sous-
groupe cyclique H non trivial de G. D’aprés la rentargue

ci-dessus, ordre de G est le produit des ordres de H et
de (G/H)". Mais l'ordre de H (resp. de G/H) est égal
a celui de son dual, puisque H est cyclique {resp. puisque
G/H est d’ordre strictement plus petit que n). On en

conclut que ordre de G est produit des ordres de H et
de G/H, et il est bien égal & l'ordre de G.

Remargue. — On peut prouver un résultat un peu plus

précis : G est ésomorphe (non canoniquement en général)
@ G. Cela se démontre en décomposant G en produit de
groupes cycliques,

Si xeG, lapplication v i»>y(#) est un caractire
de G. On obtient ainsi un homomorphisme ¢ : G — G.

Prorosition 3. — L'homomorphisme = est un {samorphisme

.

de G sur son bidual G

Puisque G et G ont méme ordre, il suffit de montrer
que £ est injectif, i.e. que, si x est un élément £ 1 de G,
il existe un caractére 3 de G tel que 7(x) # 1. Or,
soit H le sous-groupe cyclique de G engendré par x. Il
est clair (cf. exemple ci-dessus) qu'il existe un caractére %
de H tel que %(+) # 1, et la proposition 1 permet de
prolonger y en un caractére de G, D’ail le résultat cherché.

1.2, Relations d’orthogonalité,

Prorostrion 4. — Seit 5 = Clard (G), et sit y e G.
Ona:
Xoylx) =n gy =1
iz

=0 s oy L
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La premitre formule est évidente. Pour prouver la
deuxiéme, choisissons y € G tel que y(y) # 1. Ona :

. A R {x
,c(y}xEEbe) zgﬂxtx)) Eﬁx,x),

d’ol
(%3 — l)xglc;{'ix) =0,

Comme () # 1, on en déduit bien ng(x] = 0.

ClOROLLAIRE. — Soit x £ G. Ona:
Yoy =n i ox=1

=8
=10 siox & 1.

Clela résulte de la proposition 4, appliquée au groupe G-

Remarque. — Les résultats précédents sont des cas
particuliers des « relations d'orthogonalité » de la théorie
des caractéres des groupes finis (non nécessairement
abéliens),

1.3, Caractéres modulaires,

Soit m un entier > 1. Nous noterons G{m) le groupe
multiplicatif {Z/mZ)" des ¢léments inversibles de l’fan-
neau Z/mZ. Clest un groupe abélien fini d"ordre‘qflkm},
olt p{m) est Uindicateur d’Euler de m, cf. chapitre I,
no 1.2, Un élément ¥ du dual de G{m) est appelé un
caractire moduls m; on peut le considérer comme une fone-
tion définie sur l'ensemble des entiers premiers a m, &
valeurs dans @', ct vérifiant la relation y(ab) = y(a) yaH
on convient de prolonger cette fonction 4 Z tout entier,
en posant () = 0 sian'est pas premier a i,

Fxemples

1) m = 4; le groupe G{4) a deux éléments, denec a
un unique caractére non trivial, qui est x> {— 1)e=,
cf. chapitre I, n® 3.2.
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2) m = 8; le groupc G(8) a quatre éléments, Il a
trois caractires non triviaux, qui sont

P (_ 1):‘.9:}_‘ {_ g}mtnﬂ} |:_ 1)3[::-1—:.3[:_\ R
cf, chapitre I, n® 3. 2.

3) m=p, avee p premier # 2. Le groupe G{p) est
cyclique d’ordre p— 1, doncaunseul caractére d’ordre 2,

, E7
le caractére de Legendre x = (<),

4y m = 7. Le groupe G(7) est cyclique d'ordre 6, donc
a deux caractéres d'ordre 3, qui sont imaginaires conju-
gués. L'un d’eux est donné par

(%) =1 sioa==1 (mod7}
y(x) = etrhd i x=4+2 (mod?7)
ylx) = gimiia sior=L% (mod7).

Les caractéres d'ordre 2 sont étroitement lids aux
caracteres de Legendre. Plus précisément :

PROPOSITION D. — Soif @ un eniier non nul sans facleurs
carrés (cf chap. IV, n° 3.2), et soit m = d|al|. Il existe

alors un caraclére *y, modulo m et un seul tel que w,(p) = (,;_;)

pour tout nombre premier p ne divisant pas m. On a yi =1
et w,# 1 sia# L

L'unicité de y, est évidente, puisque tout entier premier
4 m est produit de nombres premiers ne divisant pas m;
il en est de méme du fait que ¥: =1,

Pour démontrer 'existence de vy,, supposons d'abord
que a soit de la forme £, ... £, oli les £; sont des nombres
premiers distincts, et différents de 2. On prend alors
pour ¥, le caractére

Yal¥) = {— 1 (%}') e {};)-
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8i p est un nombre premier distinct de 2 et des £, la loi
de réciprocité guadratique montre que

oy = i by _ (@
me)—(p)---{p) {P:':

et 3, répond bien & la question.

Lorsque a est de la forme — b (ou 2b, ou — 2b), avec
b=4¢ ...¢ comme ci-dessus, on prend pour ¥, le
produit de ¥, avec le caractére (— 1)*% (ou (— )=,
ou [(— I)s+w)  Cette construction explicite de y,
montre en méme temps que ¥, # 1 st a # 1,

Remargue. — On peut montrer que, si x est un entier > 0
premier & i, cn a

2alx) = [ (g, %), = 11 {a %)y,
£ fom=1

ot (a, »), désigne le symbole de Hiibert de a et ¥, dans
le corps @ On aurait d’ailleurs pu utiliser cette formule
pour définir .

§2. Séries de Dirichlet
2.1. Lemmes.

Lemve 1. — Soit U un omvert de ©, et soit f,, une suife de
Jonctions holomarphes sur U qui convergent uniformément sur towl
compact vers une fonction f. La fonction f est alors holemarphe
dans U, et les dérivdes f, des f,, convergent uniformeément sur tout
compact vers la dévivde ' de f.

Rappelons brigvement la démonstration :

Soit D un disque fermé contenu dans U, et soit C son
bord, orienté & la fagon habituclle, D'aprés la formule
de Cauchy, on a

-

flo) = g | 2 a

c¥F— 5

¥
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pour tout Z, intérieur & D. En passant 4 la limite, on
en déduit :

1 fiz
fe0 = g | L,
iTr I's! 5 —_ zu
ce qui montre que f est holomorphe dans Pintérieur de D,
d’ol la premitre partie dulemme. La seconde se démontre
de la méme maniére, en utilisant la formule :

, 1 flz)
) = — — et
J'(z) B o (2 — 2502 az
Lewvme 2 (lemme d'Abel). — Sotent {(a,) et (b,) deux
suites, Posons :
= a=m'
Am.p = E &y et Sm.m' = anbn*
i =1 n=m
On a alors &
f=m' -1
Sm. m E Am,n{bu - bﬂ-]-lj + Am. ! bm'-
=i
Démonstration, — On remplace a, par A, ,— Au 51

et on regroupe les termes.

LEmME 3. — Satenter, B deux nombres réels, avec 0 << « < f.
Soit z=x4-1ip, avec 5, yeR et x>0, Ona:

4
emer — om0 | < |2 (om0 — o™ B).

Démonstration. — On éerit ¢

PRl Lpe—a =—z-[3e“”d£
[r

d’'ob, en passant aux valeurs absclues !

d
, z|
e % — e B#| g |z|J et dE = —u’ (67 2% — ¢~ Pe),
[r

—— e
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2.2, Series de Dirichlet.

On se donne une suite strictement croissante (3,) de
nombres réels tendant vers + oo, Pour simplifier, on
suppose que les &, sont positifs (ce n'est pas essentiel, car
on peut toujours se ramener 4 ce cas en supprimant un
nombre fini de termes des séries considérées),

On appelle série de Dirichlet d’exposants (1) une série
de la forme :

2 a, e e (2,20, ze0).

Exemples

a) h, =logn [séries de Dirichlet proprement dites),
On écrit alors la série sous la forme Xa,/n%, cf. no 2.4,

b) &, =n. En posant {=¢"% on est ramené aux
séries entiéres en ¢,

Kemarque, — La notion de série de Dirichlet est un cas
particulier de celle de transformée de Laplace d’une
mesure (.. On appelle ainsi la fonction

[ e~ * (e

v

Le cas considéré ici est celui ot1 y est une mesure discréte,
(Pour plus de détails, cf. par exemple D. Widder, The
Laplace Transform, Princeton Univ. Press, 1946.)

Proposrrion 6, — Si la série f(z) = Za,e” ™ converge
pour = = 2y, elle ronverge uniformément dans tout domaine de
laforme Rz — z,) 2°0, Arg (z — 2,) € 2, avec o << w/2.

(Ici, et dans toute la suite, on désigne par R(z) la partie
réelle du nombre complexe 2.)

Quitte 4 effectuer une translation sur z, on peut sup-
poser_que z, = 0. L’hypothése signific alors que la
série X a, est convergente. Il nous faut prouver quil y a
convergence uniforme dans tout domaine de la forme
R(z) = 0, |2]/R{z) € %. Soit &> 0. Puisque la série T a,,
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converge,ilyaun Ntelque,si m,m' 2 N, ona |4, |<¢
(les notations étant celles du lemme 2). Appliquant le
lemme en question avec b, = ¢ %, on obtient :

m' -1

= E f\*m_g;{*g—}.":_g_;‘nrli) + A
m

5 g~ hm
m, ne i, n" .

En posant z = x 4 iy, et en appliquant le lemme 3,
on trouve (pour m, m’ 2 N) @

| im'=1

Z| 3 (E-)'"rf—:?_l’“l#:l)
X

e

[Smm | < 2(1 4
cest-a-dire ;
[8p, o | € 2(1 + ke~ m® — g7 *m 5y
IS ml€e(l +4)

d'ol :

et la convergence uniforme est évidente,

CoroLLAIRE 1, — 7 f converge pour = = z,, elle converge
pour R(z) > Riz), et la fonction ainsi difinie est holomorphe,
Cela résulte de la proposition 6 et du lemme 1.

CorOLLAIRE 2. — Lensemble de convergence de la série f
contient un demi-plan ouvert maximal (appelé demi-plan de
CORUErgence).

(Par abus de langage, on considére @ et € comme des
demi-plans ouverts.)

Sile demi-plan de convergence est donné par Riz) = ¢,
on dit que g est ["abscisse de convergence de la série considérée.

(Lescas eet Ccorrespondentrespectivement d p = + o
et p = — o0.)

Le demi-plan de convergence de la série ¥ [a,| ™"
est appelé (pour des raisons évidentes) le demi-plan de
convergence absolue de f; son abscisse de convergence est
notée o7, Lorsque k, =n {cas des séries entiéres), on
sait que p = p*, Il n'en est pas de méme en général,
Par exemple, la série L la plus simple :

L{z) =1—1/3* +1/5*—1/7* + ...
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correspond &4 p =0 et o™ = 1, comme on le verra par
la suite,

CoROLLAIRE 3. — f£(z) converge vers f( %p) lorsque 7 — z,
enrestant dans le domaine R(z—z) 2 0, | Arg (r—zp) | < o,
avee o < /2.

Cela résulte de la convergence uniforme, et du fait
que ¢ tend vers g%,

CororLare 4. — La fonction f ne peut Btre identiquement
nulle que si tous les cosfficients a, sont nuls.

Montrons que g, est nul. On multiplie f par £9°, et
Pon fait tendre 7 vers + oo (avec z réel, par exemple).
La convergence uniforme montre que e™*f tend alors
vers dy, d’oll @y, = 0. On procéde de méme pour g, ete,

2.3. Séries de Dirichlet & soefficients positifs,

Prorostrtoxn 7. — Soit = Xa, e7*** une série de Dirichles
dant les coefficients a,, sont réels = 0. Sugposons que [ converge
pour R(z) = o, avec geR, ot que la Jonction F puisse éire
prolongée analytiguement en une fonction holomorphe au voisinage
du poini z = o, Il existe alors un nombre e > 0 tel que f
converge pour R(z) = p —o¢,

(En d’'autres termes : le domaine de convergence
de f est limité par une singularité de f situfe sur l'axe
réel.)

Démonstration. — Quitte A remplacer z par z—p,
on peut supposer que g = 0, Puisque f est holomorphe
4 la fois pour R{z} > 0 et dans un voisinage de 0, elle
est holomorphe dans un disque |z—1|< 1 L~¢, avec
¢ > 0. En particulier, sa série de Taylor converge dans
ce disque, Or, d’aprés le lemme 1, la dérivée p-itme de f
est donnée par la formule

SP%) = Da,(—3)7¢ ™ pour R(z) =0
k]
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d’ou :
SP) = (—1)» Taza,en,
i

La série de Taylor en question s’écrit
- 1
fln=3% = (2 —1)7 £19(1), la—1|< 1 +e
-p—D.f’-
En particulier, pour z=—¢, ona :
o1
Sl=e) = Z (1 g (— v pmy),
v—ﬂﬁl

la série étant convergente.
Mais (— 1) f@ (1) = 238 a,e”™ est une série conver-

k.
gente & termes 2 0. Il s'ensuit que la série double &
termes positifs

1
Sl—s)=Za, = (14 g)raze™
Fo P *
converge. Or, en regroupant les termes, on peut Péerire ;
=4
- 1
fl=e) = Tape™ I (1 4 e)oaz
n ﬂcﬂﬁ’!
— Eane_“fi“ﬂﬂ;] _ Eﬂ“ gh,'a ,
i} L

ce qui montre que la série de Dirichlet donnée converge
pour z = —e¢, donc aussi pour R(z) > —¢, c.q.fd.

2.4. Séries de Dirichlet proprement difes.

Clest le cas A, =logn Les séries correspondantes
s"écrivent

1) = X an,

la notation s étant traditionnelle pour désigner la variable.




114 COURS D'ARITHMETIQUE

Prorosttion 8. — SY les a, sont bornés, il y a convergence

absolue pour R(s) = 1. %
Clela résulte de la convergence bien connue de 2 1/n*

pour w>- 1. i=t

a

Yk

ProrosITION 9. — 87 les sommes partielles A, = "

sont bornées, il v a convergence (non nécessairement absolue)
pour B{5) = 0. _

Supposons que lon ait |A,, | € K. En appliquant le
lemme d’Abel (lemme 2), on trouve

a1 1 1

| S, e | < K %‘ ]n_’_(ﬂ——l—i_j;l =+ o 1)

On peut supposer s réel (grace & la prop. 6). Cela permet
d’écrire I'inégalité précédente sous la forme plus simple

lsm.m' l = K:'rms E

et la convergence est évidente,

§ 3. Fonction zéta et fonctions L

3.1, Produits eulériens,

Deérmmion 2. — Une fonciion f:N —» C est dite multi-
Bplicative si Ton a
S(nm) = f () £ (m)

chague fois que les entiers n el m sont premiers entre eus.

Exemples. — L'indicateur & Euler (chap. I, n® 1.2), la
Jonction de Ramanyjan {chap. VII, n° 4.3) sont des fonctions
multiplicatives.

Soit f une fonction multiplicative et bornée,
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Levye 4, — La série de Dirichlet 2 fi(n)[n® converge
=1

absolument powr R(s) = 1, et sa somme dans ce domaine esi
égale au produit infini convergent

TSP s S ™ ),

{Tei, et dans toute la suite, on note P ensemble des
nombres premiers.)

La convergence absolue de la séric résulte du fait que
S est bornée (cf. prop. 8). Boit 8 un ensemble fini de
nombres premiers, et soit N(S) I'ensemble des entiers > 1
dont tous les facteurs premiers appartiennent 4 S,

L’égalité suivante est immédiate :

2 flfnt =T (X f(p") p=™).

n = Nidh PER m=1

o]

Quand 8 croit, le premier membre tend vers X f(n)/n'.
d=1

On en déduit que le produit infini converge et que sa

valeur est bien égale & X f{n)/n".
Lemwme 5. — Si f est mudtiplicative au sens sirict (le, sl
finn"y = f(n) f(n') pour tout couple a,n' €N), on a ;

- 1
T fmn =1 ————.
nflf( )f rEP 1 _f(zb}u'rﬁa
Cela résulte du lemme précédent, combiné avec I'iden-
tit f(p") =S(p)™
3.2, La fonction zéta.

On applique le numéro précédent avec f=1. On
obtient la fonction :

. = 1 {
)y =X == H
n=1"1 rlEPl_i
bt

ces formules ayant un sens pour Ris) = 1.
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Propostrion 10. — a) La fonction { est holomorphe st ()
dans le demi-plan R(5) = 1.
b) On a :

) = — + 9

ot p(s) est holomorphe pour R(s) = 0,
L’assertion a) est évidente, Pour b), on remarque que

Yon a :

1 ] o n41

=f Frdi = e dh
§—1

i n=1.J5
On peut donc écrire
1 w0 1 n+1
U )= ——=+ X (5 — 1% dt)
s—1 ne=1 I "

H+1

L+ ¥% (n=®— 1 1) dt.

s—1 neldn

Posons

©,(5) =Jm1 (nm* — %) dt et

"

p(s) =§l%(~ﬂ-

Tout revient & voir que o(s) est définie et holomorphe
pour R{s) = 0. Or il est clair que chaque ¢, (s) vérific
cette condition; il suffit donc de prouver que la série 3 P
converge normalement sur tout compact pour Ris) = 0.
Ona:
[@als) < Sup.

nEixadl
Mais la dérivée de la fonction n~* — =% est égale 4 5/12 +1,
On en tire ;

In=t— g9,
lea(s) ] < oz avec ¥ =R(s),

et 'on obtient bien une série qui converge normalement
pour R(s) = & quel que soit > 0.

LE THEOREME DE LA PROGRESSION ARITHMETIQUE 11y

CoroLLalge 1. — La fonction zéta a un pile simple pour
s=1,
Clest clair.

CoroLLare 2, — Lorsque 5 — 1, on a

Tpt~ log (s —1)
P

alors que 2 1/p** reste borné.
P.E=1
Ona
logQls) = 2 Tkpt* = T 1/p* +¢(s)
PEP FEP
k31
avec yis) = X X 1fk.p" La séric § est majorée
par la série PEF £21

Tl = X1 (pr—1)
SZUp(p—1) € X Un(n—1) = 1.
=2

On en conclut que § reste bornée, et, comme le corollaire 1
montre que log [(s) ~ log 1/(s — 1), le corollaire 2 en
résulte.

Remarque. — Bien que ce soit inutile pour notre objet,
il faut mentionner que Z(s) se prolonge analytiquement
en une fonction méromorphe dans tout le plan complexe,
avec pour seul pdle s = 1. La fonction

&(s) =2 T(5/2) L[s)

vérifie léquation fonctionnelle E(s) = E(1 — 5).
De plus, la fonction zéta prend des valeurs rationnelles sur
les entiers négatifs :

U—2n) =0 sion>0
L1 —2n) = (—1)"B,j22  si n>0
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B, désignant le n-ime nombre de Bernoulli (¢f. chap. VII,
n® 4.1).
On conjecture (hypothése de Riemann) gue les autres

, . 1
zéros de ¥ se trouvent sur la droite R(s) = 5 cela a

été vérifié numériquement pour un grand nombre d’entre
eux (plus de trois millions).

3.3, Les fonctions L.

Seit m un entier = 1, et soit ¥ un caractére mod m
{(cf. n2 3.1). La fonction L correspondante est définie par
la série de Dirichlet

Lis, ) = Z y(n)jn"

On notera que, dans cette somme, on peut e borner aux
entiers n qui sont premiers ¢ m; en effet, les autres corres-
pondent & une valeur nulle de y.

Le cas du caractére unité ne donne rien d'essentiel-
lement nouveau :

Prorosirion 11, — Powr 3 =1, ona:
Lis, 1) = F{s) (5}, avec F(s) =[1{1—p"*.

En particulier, T{s, 1) est prolongeable analytiquement pour
Ris) =0, ef admet 5 =1 pour péle simple.
Clest immeédiat.

ProrosiTion 12, — Pour 3y # 1, la série L(s, 3] converge
(vesp. converge absolument) dons le demi-plan Ris) = 0
{resp, R{s) = 1), Ona;

. 1
Lissyd = 1l —— powr R(s) = 1,
L SR AY U]

{1_;1
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Les assertions relatives & R(s) > 1 résultent de ce qui
a été dit au n° 3.1, Reste & voir la convergence de la
séric pour R(s) > 0. D’aprés la propasition 9, il suffit
de voir que les sommes

o
A= 2 7(n),s s U,
U
sont bornées. Or, d’aprés la proposition 4, on a
wtm-1
2 y(n) =0,
B

On en conclut qu'il suffit de majorer les sommes A, ,
pour » —u << m, ce qui est immédiat : on a

[A = {?(mj'
Dol la propesition,

Remargus. — En particulier, L(1, %) est fini lorsque
4 # 1. Le point essentiel de la démonstration de Dirichlet
consiste & prouver que L{1,y) est différen: de zéro. Cest
Pobjet du numéro suivant.

3.4, Produit des fonctions L relatives & un méme entier m.

Dans ce numéro, m est un entier fixé = 1. 8i p ne divise
pas m, on note p son image dans G(m) = (Z/mZ)" et
F(p) Pordre de 7 dans le groupe G(m). Par défini-
tion, f{#) est le plus petit entier £ 1 tel que pf=1
(mod m). On pose

glpy = om)[f(p) ;

cest 'ordre du quotient de G(m} par le sous-groupe (f)
engendré par #.

LeMME B, — S5 p+m, on a Didentité
T — () T) = (=T,
Iz produit dtant dtendu a tous les caractéres y, de Gim).
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Soit W l'ensemble des racines f{p)-iémes de Punité,
On a l'identité :
IT (1 —aT) =1—T7",
wEW

Lelemme 6 résulte de la, et du fait que, pour tout w & W,
il existe g(p) caractéres y de G(m) tels que ¥(p) = w.

Nous allons maintenant définir une nouvelle fonc-
tion £,,(s), au moyen de la formule

Kﬂ:(‘f} =1I L{:":! :".) s

le produit &tant étendu 4 tous les caractéres ¥ de G{m).

Prorosirion 13, — Onoa
- 1
Cals) = I1
IR ¢
( -_Pﬂ:i]s)n "

CFest une série de Dirichlet i coefficients entiers = O, convergeant
dans le demi-plan R{s) = 1.

En remplagant chaque fonction L par son dévelop-
pement en produit, ct en appliquant le lemme 6 {avec
T = p7¢), onobtientle développement en produitde T, (s).
Ce développement met en évidence le fait que c'est une
sériec &4 coefficients entiers = 0; sa convergence pour
R{s) = 1 cst immédiate.

TreEorEMe 1. — a) I, a un péle simple powr 5 = 1.
b) Lil,y) # 0 powr teut 3 # 1.

Si Li{l,4) # 0 pour tout y # 1, le fait que Lis, 1}
ait un péle simple pour s =1 montre qu’il en est de
méme de 7. Donc b} == a). Supposons maintenant que
lon ait L{l,¥} =10 pour un y # 1. La fonction €,
serait alors holomorphe en 5 = 1, donc aussi pour tout s
tel que R{s) = 0 [cf, prop. 11 et 12). Comme c’est une
série de Dirichlet 4 coefficients positifs, cette série conver-
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gerait pour tout 5 du méme domaine {cf. prop. 7). Mais
c’est absurde. En effet, le p-itme facteur de ¥, est égal a

1

(T prmaem — (1 p7/Pe 4 pmtivie g o

el domine la série

'i __-__F-¢-.'m}s . A—Izimlg ‘i‘ i
Il s’ensuit que 7, a tous ses cocfficients supérieurs 4 ceux
de la série :
E n aiml e
e, w2l =1
. L. 1 .

laquelle diverge évidemment pour s = s Dol le
résultat cherché. P,

Remargue. — La lonction €, est égale (3 un nombre

fini de facteurs prés) & la fonction zéta attachée au corps
des racines m-itmes de I'unité. Le fait que Z,, ait un pole
simple pour s = 1 peut donc aussi se déduire de résultats
généraux sur les fonctions zéta des corps de nembres
algéhriques.

§ 4. Densité et théoréme de Dirichlet
4.1, Densité,

Soit P I'ensemble des nombres premiers. Nous avons
vu (cor. 2 4 la prop. 10} que, lorsque s tend vers 1 (5 étant
reel > 1, pour fixer les idées), on a ;

1 1 1
pEP Jb! Dg 5 — k )

Soit A une partie de P. Nous dirons que A a pour densitd
un nombre réel & lorsque le rapport
1 1
oy -
( - Ps)i Uog £ — 1.;'

nEA
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tend vers % lorsque s— 1. (Bien entendu, on a néces-
sairement 0 k< 1) Le théforéme de la progression
arithmétique peut se préciser de la maniére suivante :

TuforREME 2. — Soit m = 1, et soif a tel que (a,m) = 1.
Soit PP ensemble des nombres premiers p tels que p = a (modm).
Llensemble P, a pour densité 1]oim).

{Autrement dit, les nombres premiers sont « également
répartis » entre les différentes classes modulo m qui sont
premiéres 4 m.)

CoOROLLAIRE, — L'ensemble P, st infind,
En effet, un ensemble fini a une densité nulle.

4.2, Lemmes.

Soit y un caractére de G{m). Posons :

Fuls) = X y(B)ie*s
Pt
cette série étant convergente pour s> 1.

. 1
LEmMe 7. — Siy =1, ana f, ~ log p—1 pour 5 — 1,

En effet, f ne différe de la série 2 1/p* que par un
nombre fini de termes.

Leume 8, — §& y # 1, f, reste borné lorsque 5 — 1.
On va utiliser le logarithme de la fonction Lis, ¥).
Il faut préciser un peu ce que 'on entend par 14 (du fait
que log n'est pas une fonction & proprement parler) :
L(s, ) est défini par le produit [T 1/{1—=x(p)/s%).
Pour R{s) == 1, chaque facteur est dela forme 1/{1 — o),

comime

avec Nous définirons  log

o 1l —a

2 atfn (détermination « principale » du logarithme),
a=1

|| < 1.

1
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et nous définirons log L{s, ¥) par la série (évidemment
convergente) ;

log L(s, %) = Xlog T (R(s) = 1)

N N
wpp
= Z (o).

(Autre définition équivalente ; on prend la « branche »
delog L(s, 7) dans R(s) > 1 quis’annule quand § = co
sur I'axe réel.)

On peut décomposer log L{s, y) en deux marceaux :

Iog L[:.f, 3{:‘ :f?_(.f) + Fx':-f) E]

F )= % ip)fnpre.

ponz

avec

Le théoréme 1, joint au corollaire 2 4 la proposition 10,
montre quelog L{s, y) et F, (5) restent bornés quand s — 1.
Ilen est donc de méme de £, (s), ce qui démontre le lemme.

4.3, Démonstration du théorime 2.

11 faut étudier le comportement de la fonction

Lils) = X 1p
rEl,
pour 5 =1,

LEvME 9. — On 2
1 . .
&) = oty %}‘Jﬂ)_ R AR

la somme étant étendue & tous les caractéres ¥ de Gi{m),
La fonction 2y (a)~1 £, (5] s’écrit, en remplagant f, par
sa définition : _

3 (D oylam )yl p)) et
ptm oy
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Mais y(a=') y(p) = y(a~'p). D'aprés le corollaire a Ia
proposition 4, on a :

Zyla~1p) = o(m) sioa”lp=1 (modm)
w

=0 sinon.
On trouve donc bien la fonction o(m) g,(s).

Le théoréme 2 est maintenant évident. En effet, le

1 L
— powr x=1,
et le lemme 8 montre que les autres f, restent bornés,
En comparant au lemme 9, on voit que

1

1
Zals) ~ o(m) log —1°

lemme 7 monire que f,(s) ~ log

Lo . 1
ce qui signifie bien que la densité de P est —.
plm)

4.4, Une application.

Prorostrion 14, -— Soif a un endier gui ne soff pas wn carré.

Flensemble des nombres frremiers plels que (fj =1 a pour
densité 1/2. 2

On peut supposer @ sans facteurs carrés. Soit m = 4 |al,
soit ¥, le caractére {mod m) défini dans la proposition 5
dun® 1.3, et soit HC G{m) le novau de y, dans G{m).
Si p est un nombre premier ne divisant pas m, soit p son

image dans G(m). On a (E) =1 si et seulement si

p appartient 4 H. D'aprés le théoréme 3, l'ensemble des
nombres premiers vérifiant cette condition a donc pour
densité Pinverse de lindice de H dans ((m), c’est-a-
dire 1/2.

|
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CoRrROLLAIRE, — S0if a un entier. Si I équation X2 —a =0
e une solution moduls p pour presque fowt pe P, elle a une
solution dans 2.

Remargue, — Il y a des résultats analogues pour d’autres
types d’équations. Par exemple :

i) Boit f(X) =¢,X"+ ... + 4, un polyndme de
degré a, a coefficients entiers, qui soit irréductible sur Q.
Soit K le corps engendré par les racines de £ (dans une
extension algébriquement close de @), etsoit N = [K : Q];
ona N2z n Boit Py l'ensemble des nombres premiers p
tels que f « se décompose complétement modulo p »,
i.e. tels que toutes les racines de f (mod p) appartiennent
4 F,. On peut démontrer que le densité de P, est 1/N.
(La méthode est analogue 4 celle du théoréme de Dirichlet
— on utilise le fait que la fonction zéta du corps K a un
polesimple pour ¢ = 1.} On peut aussi donner la densité
de Pensemble P} des p tels que la réduction de f (mod #)
ait au moins une racine dans F,; c’est un nombre de la
forme g/N, avee 1< g« N (mis 4 part le cas trivial
o n=1).

i) Plus généralement, soit {f,(¥X,,...,X,)} une
famille de polyndémes & coefficients entiers, et soit
Pensembledes p e P tels queles réductions des f, (mod )
aient un zéro commun dans (F,)" On peut montrer
(cf. J. Ax, Ann. of Math., 85, 1967, p. 161-183) que Q a
une densité; de plus cette densité est un nombre rationnel,
et n'est nulle que si Q est fini,

4.5, Densité naturelle,

La notion de densité utilisée dans ce paragraphe est la
notion « analytique » (ou « de Dirichlet »), Malgré sa
complication apparente, elle est d'une utilisation trés
commaode,

Il ¥y a une aulre notion, celle de densité « natu-
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relle » : un sous-ensemble A de P a pour densité natu-
relle % si le rapport

Nombre d’éléments de A qui sont £ n
Nombre d’éléments de P qui sont < »

tend vers & gquand n — oo,

On peut montrer que, si A a pour densité naturelle &,
la densité analytique de A existe, et est égale 4 k&, Par
contre, il existe des ensembles ayant une densité analy-
tique, mais pas de densité naturelle, Clest le cas, par
exemple, de Pensemble P! des nombres premiers dont le
premier chiffre {dans le systéme décimal) est égal 4 1 :
on voit alsément, en utilisant le théoréme des nombres
premiers, que P! n'a pas de densité naturelle, et d’autre
part, Bombieri m’a communiqué une démonstration du
fait que la densité analytique de P! existe (elle est égale
4 log,y 2 = 0,3010300...).

Toutefois, cette « pathologie » ne se produit pas pour
les ensembles de nombres premiers considérés plus haut ¢
Vensemble der peP tels que p = a (mod m) a une densité
naturelle (gale & 1/a(m), si 2 est premier & m); il en est
de méme des ensembles notés F,, P; et Q au numéro
précédent. Pour une démonstration (et une estimation du
« terme d’erreur »), voir K. Prachar, Primzaflverieilung,
V,§7.

CHAPITRE VII

FORMES MODULAIRES

§1. Le groupe modulaire
1.1. Définitions,

On note H le demi-plan supérienr de €, autrement dit
I'ensemble des nombres complexes z dont la partie ima-
ginaire Im (2) est = 0. a b

Soit 8L,(R) le groupe des matrices ( a')’ 4 coefficients

£
réels, telles que ad —bc = 1. On fait opérer SLy(R)
sur 0= 0u {0} dela maniére suivante :

. a b ~

si g= (c d) est un élément de 8L,(R), etsi 7 ¢ C,

on pose

az 4+ b
B =y
On vérifie facilement la formule
Im (z)
1 I _ ——e——
{ ) m(gz) |§2-_E_a’lﬁ'
Il en résulte que H est séable par 'action de SLy(R). On
notera que P'élément — 1 = (_(1} () de SLR)

optre trivialement sur H; on peut donc considérer que
c'est le groupe PSLy(R) = SLy(R)/{+ 1} qui opére (et
ce groupe agit fidélemen! — on peut méme montrer que
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c’est le groupe de tous les automorphismes analytiques
de H}.

Soit BL;(Z) le sous-groupe de SL,[R) formé des matrices
4 coefficientsdans Z. C'est un sous-groupe diseret de 8L, (R),

Dermrrion 1. — On appelle groupe modulaire le groupe
G = BL,(Z)/{+ 1}
image du groupe SL,(Z) dans PSL,(R).
51 g= (: :D est un élément de 8Ly(Z), on se per-

mettra souvent de noter encore g son image dans le groupe
modulaire G.

1.2, Domaine fondamental du groupe modulaire.

2

Soient S et T les éléments de G définis respectivement

0 —1 11
pzu"(1 0] ct(ﬂ I).Clna.:

Sz =—1/x, Tz =z-+t1
, (ST)* = 1.
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Soit, d’autre part, D le sous-ensemble de H formé des
points z tels que |z 1 et [R(z)] < 1/2. La figure
de la page précédente représente les transformés de D
par les éléments ;

{1, T, TS, ST-18, 8T-4, S, 8T, STS, T-18, T-1}

du groupe G.
Nous allons voir que D est un domaine Jondamental pour
Paction de G sur le demi-plan H. Plus précisément :

TueorkmE 1. — 1) Pour tout 2 EH, i axiste g G
tel gue gz e D,

2) Supposons que dewx points distingts 2, 2' de D soient COngrus
madulo G, On a alors, soil Riz) =412 &t z =211,
soit 5| =1 et 2" = — 1fa.

3) Soit zeD, eof soit Iiz) ={glecC, gz = 7} e
stabilisatenr de z dans G. On a I(z) = {1}, sauf dans les
frois cas suivants
z =1, augquel cas 1(z) est le groupe d’ordre 2 engendrd par S
¢ =p =& auquel cas 1(z) est le groupe dordre 3 engendré

far 8T,

F==—g =" auguel cas 1(2) est le groupe dordre 3
engeitdré par TS,

Les assertions 1) et 2) entrainent :

CoroLLAIRE, — L application canaigue D ~ (G e
surjective; sa restriction & intévicur de D est injective.

TuforkMe 2. — Le groupe G est engendrd par S et T.

Démonstration des théorémes 1 ¢t 2, — Soit G’ le SOUS-
groupe de G engendré par 8 et T, et soit z e H, Nous
allons voir qu'il existe ¢' € G' el que g'zeD, ce qui

b
démontrera I'assertion 1) du théoréme 1. §i ¢ — (“ )

est un €lément de G', on a ¢ d
Im {z)

1 = .

(1) Im (gz) CEYTE

4.=F. SERRE

o
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comme ¢ ¢t 4 sont entiers, le nombre des couples (¢, d)
tels que |ez L+ 4] soit inférieur 4 un nombre donné est fini.
On en conclut qu'il existe ge G’ tel que Im (gz) soit
maximum. Il existe d’autre part un entier # tel que T* gz
ait une partie réelle comprise entre —1/2 et - 1/2.
Lélément 7 = TUgz appartient & D; en effet, il suffit
de voir que |z'|= 1; mais, si I'on avait |z'| <1,
I'"¢lément — 1/2" aurait une partie imaginaire strictement
plus grande ¢ue Im {z'}, ce qui est impossible, L’élément
g = T*g répond donc a la question.

Prouvons maintenant les assertions 2 et 3) du théo-

a b
réme 1, Soient zeD et g=( d)EG tels que
c

gz e D. Qnitte &4 remplacer (2, g) par {gz, £77), on peut
supposer que Im (gz) = Im (2}, le.que|er -+ d]est< 1.
Cleci est évidemment impossible si Je] 2 2. Restent donc
lescas e=0,1,—1, Si c=0, ona d =41 et gest
une translation par + &, Comme Rz} et R(gz} sont tous
deux compris entre — 1/2 et 1/2, cela entraine, soit & =0
et ¢ = 1, soit b = £ 1, anquelcasl™un des nmnbrcs Rz
et Rigz) dolt étre égal & — 1/2 et l'autre & 1/2, 5i ¢ =1,
le fait que |z + d]soit £ 1 entraine d = 0, saufsi 2 =p
(resp. — g} auquel cas on peut avoir 4= 0,1 (resp.
d=0,—1). Lecas d =0 donne gz=a-—1fr et la
premiére partie de la discussion montre que ¢ = 0, sauf
si R{z) = + 12, ie.si z=p ou-— p, auguel cas on
peut prendre 2=0,—1 ou a=10,1. Le cas z=7,

d =1 donne f-'zw-a—lh\l g =a+p dotta=0,1;
on iraite de méme le cas 2 = —p, d = -1, Enﬁn, le
cas ¢ = — 1 se raméne au cas ¢ = 1 en changeant les
signes de a, &, ¢, d (ce qui ne change pas g, considéré
comme élément de G). Ceci achéve la vérification des
assertions 2} et 3).

Il nous reste a prouver que ' = G, Soit g un élément
de G. Choisissons un point %, intérienr & D (par exemple
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zy = 2i), etsoit z = gz, On a vu plus haut qu’il existe
2'eG tel que g'zeD. Les points 7, et g'z = g'gq
de D sont congrus modulo G, et I'un d’eux est intéricur
a D. D'aprés (2} et (3) il en résulte que ces points sont
confondus et que gg=1 On a donc bien geG',
ce gui achéve la démonstration.

Remargue. — On peut montrer que <8, T; 8% (ST)3 >
cst une prérentation de G, ou (ce qui est equwalent) que
G est produit [ibre du groupe cycligue d'ordre 2 engendré par S
et du groupe cyolique d’ordre 3 engendré par 51,

§ 2, Fonctions modulaires
2.1. Définitions.

Dermarion 2. — Soit k un eatier. On appelle fonction
Jaiblement modulaire de poids 2k (Y} toute fonction méromorphe f
sur {2 demi-plan T gui vérifie la relation :

(2) flz) = a.cz—a’n-“lf{"”ri)

b
) d) & SL,(Z).

a
pour foul (
, > a b
Soit g I'image dans G de ( d) .Ona:

¢
dlgz)|dz = (¢z + )77,

La relation {2) peut donc §'éerire

flga) (dtgz:}
f(z)

o\ cncore J

(3) Sflgz) diga)t = f(z) d2

(1) Certains autenrs disent gue f est « de poids — 2k v, d'antres
que foost o« de podds 2 o
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Elle signifie que la « forme différentielle de poids & »
flz) dz* est invariante par G. Comme G est engendré par
les éléments 3 et T (cf. th. 2), il suffit que cette forme
soit invariante par 8 et par T. Dol :

ProrosrrioN 1. — Soit f une fonction méromorphe sur H.
Pour que f soit une fonction faiblement modulaire de poids 2k,
il faut et il suffit que l'an ait les deux relations :

(4) Jz+ 1) =f(z)
(5) S(—1/z) = #f(2).

Supposons la relation (4) vérifite. On peut alors expri-
mer f comme fonction de g = ¢, fonction que nous

noterons _f, elle est méromorphe dans le disque |g| < 1

privé de Porigine. Si _,F se prolonge en une fonetion mére-
morphe (resp. holomorphe) 4 I'origine, nous dirons, par
abus dc langage, que f est méramorphe (resp. holomorphe)
& Pinfini. Cela signifie que f admet un développement de
Laurent au veisinage de 'origine

- 4w
fla) = Za,q"
-
ou les g, sont nuls pour n assez petit [resp. pour » << 0).

Darvirion 3. — Une fonction faiblement modulaire est dite
modulaire si elle est méromorphe & Pinfind. -

Lorsque fest holomorphe 4 Pinfini, on pose f{ ) = £(0),
c’est la valewr de fa Pinfini.

Dirmimion 4, — On appelle forme modulaire tonte fonction
modulaire qui est holomorphe partont {y compris a infini);
st une telle fonction annule & Uinfini, on dit que ¢'est une forme
paraboligue (Spitzenform en allemand, eusp-form en anglais).

ne forme modulaire de poids 2k est donc donnée par
une série

{6) f{zj — Eﬂa" gﬂ — E ar‘gﬂﬂi""

w=0
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qui converge pour |g| <1 (i.e. pour Im (z) > 07, et
qui vérifie Pidentité

9) Si—1z) = f(a).
Cest une forme parabolique si g, = 0.
Exemples

1) Si f et £’ sont des formes modulaires de poids 2k
et 2%, le produit ff* est une forme modulaire de poids
2k 4 2%,

2) Nous verrons plus loin que la fonction

g IT (1— g% — g —24¢° +2524% — 147244 &~ ..,
=1
est une forme parabolique de poids 12.

2.2, Fonctions de rdseaux et fonctions modulaires,

Rappelons d’abord ce qu’est un rérean dans un espace
vectoriel réel V de dimension finie : c’est un sous-groupe T’
de V vérifiant les conditions équivalentes suivantes

i) T" est discret et VT est compact;
i} T' est discret et engendre le R-espace vectoriel V;
iii) ilexiste une R-base (e, ..., ¢,) de V qui est une Z-base
de I (e, I' = Ze, @ ... & Ze,).

Soit # Censemble des réseaux de O, considéré ecomme
R-espace vectoriel. Soit M I'ensemble des couples (e, w,)
d’éléments de C° tels que Im {w,foy) = 0; a un tel
couple, on associe le réseau

Dy, o) = ooy @ Ziay

de base{ w;, @, }. On obtient ainsi une application M — &
qui est évidemment sugjective.

a b
Soit g = ( ) € 8L,(Z] et soit (o), m, = M.
Posons : ¢ d

Wy = a4, + bw, et 0 = 63y + dtdy.
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Il est clair que{ @), @} }est une base de ['{w,, w,). De plus,
sil'on pose 7 = w,/u, et 2’ = wjfwl, ona:

z,_az—f—b
i+ d

= gz.

On en conclut que Im (#) = 0, donc que (w), w)
appartient & M,

Prorosition 2. — Pour que deux dléments de M définissent
le méme véseau, il faut et i suffit gu'ils solemt congrus mo-
duls 8Ly (Z}.

On vient de voir que la condition est suffisante. Inver-
sement, si (o, wy) et (W, wy) sont deux éléments de M
qui définissent le méme réseau, il existe une matrice

a b
entiére g = ( d) de déterminant £ 1 qui transforme
¢

la premitre base en la seconde. Si det (g) était = 0, le
signe de Im {w/ew)) serait Popposé de celui de Im (w,/ew.),
comme on le voit par un calcul immediat. Ces deux
signes étant les mémes, on a nécessairement det (g) =1
ce qui démontre la proposition.

On peut done identifier Pensemble F8 des réseaun de C
avec le quotient de M par Paction de 8L, [Z).

Faisons maintenant opérer € sur & (resp. sur M) par
I al' (resp. (e, wy) > (A, haog)], & g 0. Le quo-
tient M{C" s'identifie & H par (e, wy) - 2 = ooy, et
cette identification transforme 'action de SLy(E) sur M
en celle de G = BLy(Z)/{+ 1} sur H (cf. n® 1.1), On

tire de 1a :

Proposrrion 3. — L'application (wq, wg) b )ty induit
par passage au quotient une bijection de B0 sur H)G.
{Ainsi, un élément de H/G peut éire identifié & un

résean de €, défini & homothétic pres.)

Remargue, — Associons & un réscau [ de € la courbe
elliptigue Ep = C/T'; il est facile de voir que deux ré-
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seaux [ et I définissent des courbeselliptiques isomorphes
si, €t seulement si, ils sont proportionnels, Clela fournit une
troisitme description de H/G = ZZ/C" : c’est 'ensemble
des classes d*isomorphisme dg courbes elliptiques.

Passons maintenant anx jonctions medulaires. Soit F une
fonction sur #, & valewrs complexes, et soit &k e Z, Nous
divons que F est de fioids 2k si l'on a

(7 FOTY = 1" %F(T)

pour tout réseau I et tout ke €7

Soit F une telle fonction. Si (o, o,) € M, notons
Fleiy, wg) la valeur de F sur le réscau Doy, o). La
formule (7) se traduit par

(8} Flroy, davg) = 27 % Flmy, wg);

de plus, Fley, w,) est invariante par Paction de 8L,(2)
sur ML

La formule {8) montre que le produit o Flw,, ».) ne
dépend que de 7 = wyjw,. 1l existe done une fonction f
sur H telle que
(©) Flesg, 05 = 07 * flo,j0,).
En écrivant que F est invariante par 8L,(Z), on voit

que f satisfait & identité
2) £ = ot

ot + &

b
pour tout (E d) e 8L, 2},
s

Inversement, si j véritie (2), la formule (9) lui associe
une fonction F sur # qui est de poids 2k On peut ainsi
identifier les fonctions modulaives de poids 28 A4 certaines
Jonctions de réseaux de poids 2k
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2.3, Exemples de fonctions modulaires : séries d Fisensiein.

Lesme 1, — Soit ' un résean de C. La série E 1|’|7|"
est copvergente powr o > 2,

(Le symbole 2 signifie que la sommation porte sur
les éléments non awls de I'.)

On peut procéder comme pour la série 21/n%, i.e. majo-
rer la série considérée par un multiple de lintégrale

double |. 5 dx-—@.;——,;

SO Gl
de centre 0. L’intégrale double se calcule sans difficulté, en
passant aux « coordonnées polaires ». Une autre méthode,
essentiellement équivalente, consiste 4 remarquer que le
nombre des éléments de I tels que || soit compris entre
deux entiers consécutifs n et n 4 1 est O(n); la convergence
de la série est ainsi ramenée & celle de la série 21/r° "1,

étendue au plan privé d'un disque

Soit maintenant £ un entier = 1. 81 T" est un réseau
de €, posons

(10) Gul) = X7 14
el

Cette série converge absolument, en vertu du lemme 1.
11 est clair que Gy est de poids 2k; on Tappelle la série
d' Eisenstein d'indice k {ou ’indice 2%, suivant les auteurs).
Comime au numére précédent, on peut considérer Gy
comme une fonction sur M, donnée par

(11) Guloon @) = 3 !

iy 1 'fmf.l.'ll + LT

NEX

ici encore, le symbole %' signifie que la sommation porte
sur les couples d’entiers {m, n} distincts de {0, 0). La fonction
sur H correspondant & Gy, (par le procédé explicité an
numéro précédent) est encore notée Gy. D'apres les
formules (9) et (11), on a :

1
(12) G(2) =2 ——:IJ‘

pe,on VRS TR
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ProrostTion 4, — Seit & un entier = 1. La série ' Eisenstein
G.(2) est une forme modulaire de poids 2k, On a

G, (<o) = 2(2K)

ot ¥ désigne la fonction zéta de Riemann.

Ce qui précéde montre que G, (z) est faiblement modulaire
de poids 2k, Il faut voir que G, est partout holomorphe
(y compris 4 linfini). Supposons d’abord que z appar-
tienne au domaine fondamental D (ef. n® 1.2). On a
alors :

|mz + n|* = mPzz + ZmaR(z) + n®
zmt—mn+nt=|mp—nl

D’apres le lemme 1, la série X' 1/|mp — n|** est conver-
gente, On en conclut que la série Go(z) converge normale-
mentsur D, donc aussi {enappliquantlerésultat d G, (g~ z),
avec g £G) dans chacun des transformés gD de D par G.
Comme ceux-ci recouvrent H (th. 1), cela montre que G
est holomorphe dans H. Reste a voir que Gy, est holomorphe
a I'infini (et & trouver sa valeur en ce point). Cela revient
4 prouver gue G, a une limite pour Im (z) — co. Or,
on peut supposer que # reste dans le domaine fonda-
mental I; vu la convergence uniforme sur D, cela permet
de passer a la limite terme & terme, Les termes 1/(mz -+ n)%
relatifs & m % 0 donnent 0; les autres donnent 1/n%,
On a donc

lim. G, 7) = 3 1/n® =2 = 1/n2* = 20(2%) ,

=1

ce qui achéve la démonstration.

Remarque, — Nous donnerons au n? 4.2 le dévelop-
pement de G, en série de puissances de g = £,

Exemples. — Les séries d'Eisenstein de poids les plus bas
sont G, et G, qui sont de poids 4 et 6, 11 est commode (&
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cause de la théorie des courbes elliptiques) de les rem-
placer par les multiples

(13) g, =60G, g = 140G,

On a glo) = 1200(4) et goo) = 280%(6). Vu les
valeurs connues de £(4) et L(6) (cf. par exemple n® 4.1
ci-aprés}, on trouve

4 8
(1) glw) =gn et @) = g
Si U'on pose

(13) A = g8— 27,

on en déduit que A{oo) = 0; autrement dit, & est une
forme parabolique de potds 12.

Lien avec les courbes eltiptiques, — Soit T' un réseau de C,

et soit .
1 1

= — L ———

(16) prl) = 5+ Z (e Tg)

W yeT

la fonction de Weierstrass (1) correspondante. Les Gy(T')
interviennent dans le développement de Laurent de pr :

1 < ) ap. a
17y prle) = 'HE" (2k — 1) G () u¥ 2.

Si l'on pose x = pr(u), » = prlu), ona
(18) F=da® — gy — g,
avec g, = 60G,(T), g = 140G,(I") comme ci-dessus.
A un facteur numérique prés, A = g — 27g5 est égal
au diseriminant du polyndme 4X* — g, X — gg.

On démontre que la cubique (projective) définie par

1y Voir par exemple H. CARTAX, Théarie éldmentaire des jﬁnc!€up£s
aualytiquss dune v plusicirs variables complexes, chap, ¥V, §2, n° 5.
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I*équation (18) est isomorphe & la courbe elliptique C/T';
en particulier, c’est une courbe non singuliére, ce qui
entraine que A est # 0.

£ 3. L'espace des formes modulaires
3.1, Les zéros ef les piles dune fonction modulaire.

Soit f une fonction méromorphe sur H, non identi-
quement nulle, et soit p un point de H. Nous appellerons
ordre de f en p, et nous noterons v,{ [, Uentier n tel que
fi{z—p* soit holomorphe et non nul en p.

Lorsque f est une fonction modulaire de poids 24,
IPidentité

az -+ b

ci+d

montre que v, f} =, f), si geG; end’autres termes,
v,{ f) ne dépend que de 'image de p dansle guotient H|G.
On peut de plus définir o,,( ) comme Pordre pour g =0
de la fonction f(g) associée a f (cf. n® 2.1).

Enfin, nous noterons e, lordre du stabilisateur du
point p; on a e, =2 (resp. ¢, =3) si p est congru
module G 2 7 (resp. a p), et ¢, = 1 sinon, cf. théoréme 1.

fiz) = (ez + d) 2 f(

)

TutorkME 3. — Seit f une fonction modulaire de poids 2k,
non identiquement nulle. On a

(19) mlf) + 2 ln,,{f)=§.

pEA/G €y

[On peut aussi écrire cette formule sous la forme

: 1 o1 . . . i
(20) vl f) + 5 ol f) + 3 v (f) — 2 oo df) = B

PEH/L

oit le signe %' indique que la sommation porte sur les
points de H/G distincrs des classes de 7 et de p.]



140 CGOURS D'ARITHMETIQUE

Observons d’abord que la somme écrite dans le théo-
réme 3 a un sens, ie. que f w'a quun nombre fint de zéros
et de piles modulo G. En effet, puisque f est méromorphe,
ilexiste r = 0 telquefn’ait nizéro nipdle pour 0 << g <I7;
ceci signifie que f n’a ni zéro ni péle pour Im (2) > £,
Or, la partie D, du domaine fondamental D définie par
Pinégalité Im (z) < €™ est compacte; comme f est méro-
morphe dans H, elle n’a qu'un nombre fini de zéros et
de pbles dans D,, d’oit notre assertion. 1 d

- ot ; i

Pour démontrer le théoréme 3, nous intégrerons 5— —
sur le bord de D. Plus précisément : 2 f

1) Supposons que f n’ait, sur la frontitre de D, dautres

zéros ou d’autres pdles que i, p, — p éventucllement. 11
existc un contour ¥ tel celui
P - représenté  ci-contre, dont

Iintérieur contienne un re-
présentant de chaque zéro ou
péle de f non congru dioug.
D'aprés le théoréme des ré-
sidus, on a

4] .
21».[ L= 2 mh

el rEmsG

B A o
bl e D’autre part :
H ! a} Le changement de va-
': E riable ¢ = £ transforme
! | Farc EA en un cercle @ cen-
4 cuz o 1z tré en g = 0 parcouru dans

le scns rétrograde et ne ren-
. fermant d’autre zéro ou pble
de f que 0 éventuellement. Dol

L L A
%zdE f  2imde f
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b) L’intégrale de L & sur le cercle auquel appartient
2in f

P’arc BB', parcouru dans | sens rétrograde, vaut —, (f)-
Lorsque le rayon de ce cercle tend vers 0, I'angle iﬁpﬁT

phid R
tend vers T;«, d’otr

1 (Y4 1
o | L =G,

De méme, lorsque le rayon des arcs CC’ et DD’ tend
vers 0 ¢

1 (Y 1
E‘L"’j—*—“iﬂs(f)
1 (Y 1
gm_ln?"*_'é”n[:f)

¢) T transformant 'arc AB en l'arc ED', et fiTz) étant
égal & f(z), on a :
LN P N
izt f | 2=ln f
d) 8 transformant I'are B'Ceenl'arc DU, ct f{Sz) étant
égal & 2™ f(z), ona 1
#f(82) _ o dz | df(z)
S85 T2 fla)’

d'olt :

U (Car 1 (P 1Y df(s) (8
L5+ —=§;5L,{ )

2ty f ' 2imle oy fi8a)
1 ¢ dz
=gl THT
1 k
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lorsque les rayons des arcs BB, CC/, DD’ tendent vers 0.
En écrivant Pégalité des deux expressions trouvées
1 df . .
pour s— | - et en passant a la limite, on trouve la
2inle S
formule (20).
2} Supposons que f ait un zéro ou un pole A sur la

. 1
demi-droite {z{R{z) = — 5 Im (z) = 'V;} On re-
'y E prend la méme démonstra-

tion avee un contour ¥ mo-
difi¢ au wvolsinage de X et
de T comme l'indique la fi-
gure (l'are de cercle contour-

| nant Th est le transforme
(}n par T de Parc de cercle

H contournant ).

On procéde de maniére
analogue si f a plusieurs
zérog ou poles sur le bord

de D.
A e L
St ¢ .
i D Remargue. — Cette démons-
! : tration un peu pénible aurait
i | pu étre évitée si Lon avait
I : défini une structure analyti-
T BT A

que complexe sur le compac-
tifie de H/G [cf. par exemple
Seminar on Complex Mulliplication, Lecture Notes in Math.,
n® 21, exposé II).

3.2, L'algébre des formes modulaires.

Si k est un entier, nous noterons M, (resp. M{) le
C-espace vectoriel des formes modulaires de poids 2k
(resp. des formes paraboliques de poids 2k), cf. n® 2.1,
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définition 4. Rappelons que M est le noyau de la forme
linéaire f=+f(o2) sur M;; on a done dim M. ME < 1
De plus, pour k= 2, la série d’'Bisenstein G, est un
&lément de M, tel que Gi(oo) # 0, cf. n® 2.3, propo-
sition 4; on a donc

M, = M@ C.G, (pour k= 2].

Rappelons enfin que I'on note A T'élément 28— 27g%
de M2, ot g, = G0G, et gy = 140 Gy,

Tutorime 4. —1) Ona M, =0 powr k< 0 et b = 1.
ii) Pour k=0,2,3,4,5, M, est un espace de dimen-
sion 1 admetiant pour base 1, Gy, Gy, Gy, Gy on e Mi = 0.
iit) La multiplication par A définit un tromorghisine de My _,
sur ML
Spit £ un élément non nul de M. Tous les termes du
membre de gauche de la formule
_ 1, 1 . .k
(20} v, () +§L'a'!.f} +3:Ep(f) + X v, (S =%

pEHG 6

sont alors positifs. On a donc A2 0, et aussi k1
1 .. .

car & ne peut pas s'écrire sous la forme n + /{2 + 2'/3,

avee n, o', # = 0. Cela démontre i).

Appliquons maintenant (20) & f = G,, & =2. Onne
peut écrircgsous la forme n + n'j2 + a"j3, nn'y 0" = 0,
que pour n =10, o' =0, 7 = 1; on en conclut que
7,(G;) = 1 etque 2,(Gy) = 0 pour p # p {modulo GJ.
Le méme argument s'applique & Gy et montre que
n,(Gy) = 1 et que les autres 2,(Gy) sont nuls. Cecl suffit
déja & prouver que A ne s'annule pas au point I, done
n'est pas identiquement nul. Comme le poids de A est 12,
etque v,(A) = 1, laformule (20) montre que #,(A) = 0
pour p# © et que v(A) =1; autrement dit, A ne
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sSannule pas sur H, et @ un 2éro simple & Pinfini. 5i f est un
élément de M}, et si 'on pose g = f/A, il est clair que
g est de poids % —- G; de plus, la formule
v ( s1p = a0

00(8) = oyl f) — o,y = [ P meE
1”?(f)—1 81 p = O
montre que v,{¢) cst = 0 pour tout p, donc que gappartient
& M, _g, ce qui démontre iii).

Enfin, si 2<5, ona E—6<0, dou M]=0
d’aprés i) etiii); on en conelut que dim M, £ 1. Comme
1, G, G,, G, G; sont des ¢léments non nuls de M,
M, M, M, M, ona dim M, =1 pour £ =10,2,3,4,5,
ce qui démontre ii).

CoroLLAIRE 1, — On a &
[2/6]
[#6] + 1

(Rappelons que [x] désigne la partie entidre de x, ie. le
plus grand entier n tel que n < x.)

La formule (21) est vraie pour 0< % < 8, d’aprési)
et ii}, D’autre part, les deux membres augmentent d’une
unité lorsqu’on remplace & par &+ 6 (cf iii)). La
formule est donc vraie pour tout &= 0.

k=1 (modb), £z 0
;

1} dim M, =
[:2 } 1ITL N { 5 k:’él (nlﬂd 6}1 k 0.

CoroLLAIRE 2. — [lespace M, admet pour base la famille
des mondmes GF GE, avec o, f eatiers = 0 et 2w 4 38 =4

Montrons d’abord que ces mondmes engendrent M.
C’est clair pour k< 3, d'aprés i) et ii), Pour &3 4,
on raisonne par récurrence. On choisit un couple (y, &)
d’entiers = O tel que 2y + 38§ = & (c'est possible pour
tout k> 2). La forme modulaire ¢ = GIG§ est non
nulle & linfini, 81 fe M,, il existe donc 2 €€ tel que
F—2g soit parabolique, donc de la forme Ak, avec
heM,_, cf iii), On applique alors I'hypothése de
récurrence a A

’ -

o ———— e e i N
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Il reste & voir que les mondmes en question sont linéai-
rement indépendants; s'ils ne I'étaient pas, la fonc-
tion G3/G§ vérifierait une équation algébrique non tri-
viale, & coefficients dans O, donc serait constante, ce qui
est absurde puisque G, s'annule en p mais pas G,.

+ @

Remarque. — Soit M = X M, lalgtbre gradude

somme directe des My, et soit 2 : O[X, Y] =M I'homo-
morphisme qui applique X sur G, et Y sur (5. Le corol-
laire 2 équivaut & dire que & est un isomerphisme; on peut
done identifier M & lalgébre de polynémes C[G,, Gyl

3.3, Linvariant modulaire.

Posons
(22) J=1728 gfiA.
Prorpostrion b, — a) La fonction j est une fonction modu-

laire de poids O.

by Elle est holomerphe dans H et @ un péle simple & Uinfini,

c]ﬂ Elle définit par passage au quotient une bijection de HfG
SUr .

L'assertion a) provient de ce que g et A sont toutes
deux de poids 12; b) provient de ce que A est 0 sur H
ct a un pdle simple & Pinfind, alors que g, est non nulle
a infini. Pour prouver ¢), il faut voir que, st Ae €, la
forme modulaire f;, = 1728g8 — 1 A a un zéro et un seul
modulo G. Pour cela, on applique la formule (20), avec
f=/f et & =06, Les seules décompositions de &(6 =1
sous la forme n 4+ n'f2 +a"f3, avec n,n',n" 2 0, cor-
respondent 2

{n,n',n") = (1,0,0),

Cela entraine bien que f s'annule en un point et un seul
de H/G.

ou (0,2,0), ou (0,0,3)
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PropostTion 6. — Soit [ une fonction méromorphe sur H.
Les profriétés suivantes sont équivalentes |

i) f est une fonetion modulaive de poids U;
i) f est quotient de deux formes modulaives de méme poids;
iii) f est ume fonction rationnelle de j.

Les implications iii) = ii} = i) sont immédiates. Mon-
trons que i} = iif). Seit donc f une fonction modulaire.
Quitte & multiplier f par un polyndme en j convenable,
on peut supposer que f est holomorphe sur H. Comme
A Cannule a Pinfini, il existe un entier nz 0 tel que
g = A"f soit holomorphe & l'infini, La fonction g est
alors une forme modulaire de poids 12n; d’aprés le corol-
laire 2 au théoréme 4, on peut I'écrire comme combinaison
linéaire des G#GE, avec 2z + 3f = Ba. Par linéarité,
on est ramené au cas ot g = GFGE, Le. f= GEGH/A"
Mais la relation 20 + 33 = 6z montre que p = a3 et
g = B/2 sout des entiers, etVona f= GPFGP/AT*7 On
est ainsi ramené 2 voir que G3/A et G/A sont des fonctions
rationnelles de j, ce qui est évident.

Remarques. — 1) Comme on I'a signalé plus haut, il est
possible de définir de fagon naturelle une j_t__lyciure de
varidté analytique complexe sur le compactifié H/G de H/G.
La proposition 5 s’énonce alors en disant que j définit un
isomorphisme de T1/G sur la sphére de Riemann

quant 4 la proposition 6, elle se réduit au fait bien connu
que les seules fonctions méromorphes sur 8, sont les
fonctions rationnelles.

2) Le coefficient 1728 = 203% a ¢té introduit pour
que j ait un résidu égal a 1 & Uinfini. Plus précisément, les
développements en série du § 4 montrent que :

gl
231 jlz) = }} L 741+ X on) g", zeH, g=e&""

il=1
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o(1) = 20391823 == 196884
¢(2) = 2115.2099 = 21493760,

Les ¢{n) sont des entiers, jouissant de remarguables
propriétés de divisibilité (1) :

n=0 (mod 2% ==¢(n) =0 (mod 2%+%)
n=0 (mod 3% =¢n) =0 (mod 327%
n=0 (mod 5% =¢(n) =0 (mod 35"')
=10 {mod 7 =¢n) =0 (mod 7
n=0 (mod11%) =¢(n) = 0 (mod 117).

§ 4. Développements en série & Dinfini
4.1, Les nombres de Bernoulli By,

1ls sont définis par le développement en série :

i - k41 ﬂ
@ F==1—3 ﬂf_:,( DA (2R
Table numérigue
1 1 1 4 b
Bl'_"ﬁl BS_SOJ 33—4—2: B-}_‘EJ BE_BE
601 7 3617 43867
B, = —— =L = i
8~ 9730° B =5 B==mpr B 798
B _ 174611 B - 854513 236364091
w= T33p 0 N T 138 0 T® T T 2730
B — 8553108 o _ 23749461029
BT g M 870

(1) Veir la-dessus A. O L, AT et J, N, O'BrieN, Trans, dmer.
Math, Soe., 126, 1967, ainsi gque Varticle &’ATEIN dans Compufers i
mathematical research (MNorth Holland, 1968).
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Les B, permettent de calculer les valeurs de la fonction
zéta de Riemann pour les entiers pairs = 0 (et aussi pour
les entiers impairs £ 0)

ProrosiTION 7. — St % est un enlier 2 1, on a
gk -1
(25) L(2k) = I‘Ekj ‘ B, e,
L’identité
2.& 22k
(26) zeotgz = 1— E B.—— @

résulte de la définition des B, en posant x = 2{z." D'autre
part, en prenant la dérivée logarithmique de

(27} sinz =z [1 (1 ——--),
fi=1 e
on a :
o Z-z
(28:1 2C0tg2=1—{—22'7—'1
f=1 2" — AR
3 % z‘:k
=1—23% .
5=1k-1

En comparant (26} et (28), on obtient (23).

Exemples
J.a TLT* . ""tﬁ
?(ZJ' 3 ﬁ[:‘i') = 2.33‘5! C(GJ = g 5_?
o 0
S8 =g 38,52 7’ Y10 = 5570
14
(12) = gyt e L) = et

38.5%.72.11.1%° 38.5%.7.11.13°
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4.2, Développements en série des fonctions G, .

Nous allons donner le dévcloppcment de Tavlor de
la série d’Eisenstein Gy (z) par rapport 4 ¢ = o2,
On part de la formule bien connue 1

1 oL
-+ Z( +

z n=1 % - n E—1

(29} T cotg mE = 3.

On a par ailleurs :

coswr . g4 1
3 T 7= — = iw
{30) mcotgm il —1

D o
—— =i —2ir T ¢"
1—(_? n=1

D’olt, en comparant ;

1 d 1 . A
(31) -+ X2 } = m—2m X g
Z — 0 n=1

Par dérivations successives de (31}, on obtient la formule
suivante (valable pour %3z 2} :

[32) }:1=1

Y

JE P Y R |
anez(n + z)* {fe—l}!( Zir) ;-.§1n 1

Convenons de nater 6,(n) la somme 2 d* des puis-
wln

sances k-iémes des diviseurs positifs de 2.
Prorosition 8, — Pour fout entier 2 2, ona:
(2im)®*

(33) Gy(z) = 2(2k) + 2 ﬁ

E a5 -1(n) g™
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On développe :

1
G, = -
(2) tnom, 0 (1E 5 m)™
z 1
= 27(2k 2 ¥ ——
=28 + n-1mez (nz | m)o
2(__ 2]_:1:]1k @ -]
= 2k .- "7 L
R Ty A AT
2(2mi)
—_— ! B
= 20(2%) + 1)1 uzc'alﬂza.-—xf”) g".
CororLatre, — G, (2} = 2U(2k) E.(2), avec
(34) Bylz) =1+, Eldza—q{.ﬂ} q"
"=
el
P .k
(3) Y= (=145

On définit B, (z) comme le quotient de G,[2) par 2L (2k) ;
il est clair que E.(2) est de la forme (34). Le coefficient v,
se calcule au moyen de la proposition 7 :

o (2dm 1
"= T 6
_ e (=1 2! m 1k
T @iy g e (T U
Exemples
E,=1+ 24(}“?153(?1) ", 2s = (2m)¢ 73 E,
L, =1-—504 Mglﬂ's:frz) g, 25 = (2m)8 o 55 s
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E.l =] + 480 ;IGT(H}QM‘

o
E; = 1 —264 % ay(n) g*
n=1

85520 =
3 ap(n) gt (65320 = 2¢.32.5.7.13)
1

=

E, =1+

E,=1—24 % g,,(n) g%
n=1

Remargue. — On a v au % 3.2 que 'espace des formes
modulaires de poids & (resp. 10) est de dimension 1.
On a donc :

36 Ei:=E, E,E, = E,
i ! 2 £ 4

Dol les identités ;
n-1

oy(n) = oa(n) + 120 X o4(m) oy(n — m)
me=1
n-1

Uoy(n) = 21a5n) — 10a,(r) + 5040 % o4(n) o5(n — m).
m=1

Plus généralement, chaque E; peut g'exprimer comme
polyndme par rapport 4 L, et E,.

4.3, Ordre de grandear des eoeffictents des formes modulaires.
Soit
=0
(37) flz) =% a,q" (g =¢m%)
n=
une forme modulaire de poids 2%, &= 2, On gintéresse
4 la croissance des a,.

Prorostrion 9, — 5 = G, [lordre de grandeur de a,
est w21 De fapon plus prévise, il exisle denx constantes A, B> 0
telles que

(38} An¥ "1 |a,| € Ba¥ -
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La proposition 8 montre qu'il existe une constante
A= 0 telle que a, = (— 1)*Agy_,(n), d'ol :
la,| = Aoy _4(n) = An® L

D’autre part :

tﬂnl » 1 = 1 | :
ﬂ%-led%;Ws Ad§13m=ﬁﬂ(2k—lj{—-—oo

TutoriMe § (Hecke), — Si f est une forme parabolique,
ona

(39) a, = O(n").

(Autrement dit, le quotient |e, |/n* reste borné quand
n—= o)

Puisque f est parabolique, on a gy = 0 et l'on peut
mettre ¢ en facteur dans le développement (37) de f.
Dol
(10) /()| = Ofg) = O(*%), avee y = Im (5}

lorsque g tend wvers O.

Seit o) = | flz)| 5% Les formules (1) et (2) montrent
que 7 est ingarianiz par le groupe modulaire G, De plus,
o est continue sur le domaine fondamental D, et la for-
mule (40) montre que ¢ tend vers 0 pour y — 0. Onen
conclut que ¢ est bornde, autrement dit qu’il existe une
constante M telle que

41 | flz)] < My-*® our # € H.
( £ P

Tixons y et faisons varier x entre 0 et 1. Le point
q = T décrit un cercle C, de centre 0. D'apris la
formule des résidus, on a :

1 1
— -1 — L oga g B
Iy = i -[Cj.f{z) g dg jﬂ Slx+1r) ¢ dx.

(On pourrait aussi déduire cette formule de celle donnant
les coefficients de Fourier d'une fonction périodique.)
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En utilisant (41), on en tire :
la’n1 < M_,P—k P2

Cette inégalité est valable pour tout y > 0. Pour y = 1fn,
elle donne |a,] < " Ma*, d'ol le théoréme.

COROLLAIRE. — i f n’est pas une forme parabolique, U'ordre
de grandeur de a, est n** 1L,

On écrit f sous la forme WGy - h, avec h# 0 et
# parabolique, et on applique la proposition 9 et le
théoréme 5 en tenant compte de ce que #* est « négli-
geable » devant #* "L

Remarque. — L’exposant k du théortme 5 peut étre
amélioré @ on a

a, = O(n*~v+*+¢)  pour tout ¢ >0

{ef. A. Selberg, Proc. Symp. FPure Math., VIII, Amer.
Math, Soc,, 1963).
On conjecture que & peut méme étre remplact par
1

F—3

<+ ¢ pour tout ¢ > 0, ou encore que
a, = O{rF~ *gy(n)),

ol g,(n) est le nombre des diviseurs de #. Nous reviendrons
14-dessus au n° 5.6,

4.4, Le développement de A,

Rappelons que
(42) A = g} —27g} = (2m)"* 27 373(E] — E)
= (2m)"* (g — 2 + 2629 — 1472¢* £ ... ).

Trgoriwe 6 (Jacobi). — A = (2m)% g TI (1—g)*.
LR
[Cette formule se démenue de fagon naturelle an

movyen de la théorie des fonctions elliptiques. Comme cette
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méthode nous entrainerait trop loin, nous allons indiquer
une autre démonstration, qui est « élémentaire » mais
quelque peu artificielle; pour plus de détails, le lecteur
pourra se reporter & A. Hurwitz, Marth, Werke, Bd, 1,
p. 578-595.]

Pasons
(43) Fla) = ¢ T (L— ¢t

Pour prouver que F et A sont proportionnels, il suffit de
montrer gque F est une forme modulaire de poids 12;
en effet, le fait que le développement de F ait un terme
constant nul montrera que F est parabolique, et 'on
sait (th. 4) que Pespace M}, des formes paraboliques de
poids 12 est de dimension 1, D’aprés la propesition 1
du n® 2.1, tout revient & prouver que

(44) F{—1/2) = 21*F(z).
Nous utiliserons pour cela les séries doubles
. 1
1(3) —%% nn—a~n
Gls) = E % (m + nz®

1
(o) — % L
H,(2) -~ % (m—1 4 nz) (m + nz)

1
= E" . _—
He) E a (m— 1+ nz) (m 4 nz)

ol le signe 2 indique que Pon excepte de la sommation
le couplc (0, 0). (Noter Uordre des sommations!)

Les séries H, et H sont faciles & calculer explicitement,
A canse de la fcrmulc

1 1 1

im—1 4 nz) (m+az) m—1+ns m—4nz
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On trouve gu'elles convergent, et que 'on a :
H, =0, H = — 2wi{s
D’autre part, la série double de terme général

1 1
fm—1 + nz) (m + rai)_ T (m L pa)®

(m —+ nz)® (m—1 4+ nz)

est absolument sommable, On en conclut que G, —11;
et 3 — H coincident, done que les séries G et G, conver-
gent (avec Pordre de sommation indiqué), et que Pon a :

G, (2) — G(2) = H,(z) — H{z) = 2ri/=.

De plus, il est clair que Gy{— 1/z) = z2G{—1/z). On
en déduit :

(45) Gy(— 1/2) = 22 Gy (2) — 2miz.

D’autre part, un caleul analogue 4 celui de la pro-
position 8 donne :

(46) Glz) = = —8=* T ay(n) ¢
bh

=1

Revenons a la fonction F définie par (43). Sa différentielle
lugarithmiquc est :

dF

(47 = (1 2 X ﬂﬁ'“’”)
F W=l
= — (1 — 24 ¥ o,(n) q").
f:llI A=l
D'oil, en comparant & (46)
dF 6 .
{-1:8:] T = - GI(_A‘J EL.
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En combinant (45) et (48), on obtient

dF(—1/z) 6 dz
(49) '5(_—”:{} =z Gy(—1/z) =
= ?g—: (122G, (z) — 2mia)
_ dF(z) 119 d_z
dz F

Ainsi, les deux fonctions F{— 1/z) et 222F(z) ont méme
différentielle logarithmique. Il existe donc une constante &
telle que F(— 1/z) = kz2F(z) pour tout z € H. Pour
z=1 ona zn2=1, —1jz=12z et F(z) #£ 0, dou
k=1, ce qui établit (44) et achéve la démonstration.

Remargue. — On trouvera une autre démonstration
« Elémentaire » de Uidentité {44) dans C. L. Siegel,
Gesamm. Abh., 111, no 62. Voir aussi Seminar on Complex
Multiplication, VI, § 6.

4.5. La fonction de Ramanujan.

On note 7(n) le n-itme coefficient de la forme parabo-
lique F(z) = (27712 A(z). On a donc :
(50) Z s(ny gt =q 11 (1—g"*

m=1 =1

La fonction nts=(n) s'appelle la fonction de Ramanyujan.
Table numérique (1)

1) =1, =(2)=—24 =(3) =232, <(4)=-—1472
T(5) = 4830, =(6) = — 608, =(7) = — 16744
T(8) = 84480, 7(9) = — 113643, <(10) = — 115920
c(11) = 534612, <(12) = — 370944,

{1y Cette table est extraite de D. H. LEHMER, Ramanujan's function
Tin), Duke Mafr, J., 10, 1943, oit T'on trouvera les waleurs de 1(n)
pour # = 300,
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Propridiés des = (n)
(61) (1) = O(n%
puisque A est de poids 12, cf. n® 4.3, théoréme 5.
(52) w(nm) = t(n) =(m) si (n,m) =1
33) (o) =5(p) S —#T
pour p premicr, n = 1
cf. n® 5.5 ci-aprés.

Une autre fagon d’énoncer (52) et (53) consiste a dire
que la série de Dirichlet L.(s) = X =(n)/n* admet
le développement eulérien suivant : "7*

1

B Y

(54 Ly =

cf. n® 5.4.
D’aprés Hecke (cf. n° 5.4), la fonction L. se prolonge
en une fonction eniiére dans tout le plan complexe, et la

fonction (2=)~¢ I(s) L.(s)

est invariante par s 12 —s.
Les +(n) vérifient diverses congruences modulo 2'2, 38, 53,
7, 23, 691. Citons en particulier (sans démonstration) :

(55) =(n) = nfoy(n) (mod 3%)
{H6) T(n) = nog(n)  (mod 7)
(67) t(n) = op(n)  (mod 691).

Pour d’autres exemples, et leur interprétation en termes
de « représentations {-adiques », voir Sém. Delange-Pisot-
Poitou 196768, exposé 14, et Sém. Bourbaki 196569,
exposé 355,

Signalons enfin deux guestions ouvertes :

a) (conjecture de Ramanujan, cf. n® 5.6) est-il vrai que
|w(p) | << 2p'° pour tout f premier?

b) (Lehmer) est-il vrai que <{n) # 0 pour tout a?
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§ 3. Opéraieurs de Hecke
3.1, Définition des T(n).

Nation de correspandance sur un ensemble, — Soit E un
cnsemble et soit Xp le groupe abélien libre engendré
par L. On appelle correspondance sur E (4 coefficients
entiers) tout homomorphisme T de X dans lui-méme.
On peut se donner T par sa valeur sur les éléments x de E :

(58) T@) = T n(dy  n) e,
vEL

les n,{x) étant nuls pour presque tout 3.

Soit F une fonction numérique sur E. Par Z-linéarité,
clle se prolonge en une fonction, encore notée F, sur Xg.
On appelle transformée de F par T, et I'on note TF, la
restriction & B de la fonction F o T. Avec les notations
de (B8}, on a

(39) TF(x) = F(T(x)) = Z n,(x) F(J).
¥EE
Les T(n). — Soit # lensemble des réseaux de €

(ef. n® 2.2). Soit # un entier = 1, On note T{n) la corres-
pondance sur F qui trangforme un résean en la somme (dans X )
de se5 sous-rdseaux d'indice n, On a done :
(60} Ty = ¥ IV, si I' e 4.
(L= n

La somme du deuxiéme membre est finie : en effeti
les réseaux [V contiennent tous #['; leur nombre est auss.
le nombre des sous-groupes d’ordre n de I'fnl’ = [Z[nZ)2,
Si n est premier, on voit facilement qu'il y en a n 4 1
(nombre de points de la droite projective sur le corps
a n éléments).

Nous utiliserons aussi les opérateurs d’homothétie R,
(he ') définis par

B1) R, [ =i sTea.
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Formulaire. — On peut composer les correspondances T(n)
et R, entre elles, puisque ce sont des endomorphismes du
groupe abélien Xz,

Proposirion 10. — Les correspondances T(n) et R, vérifient
les identités

62)  R,R, =R, Dyue)
{63] R, Tim) =T R, nz1, nel.
(64)  T(m) Tin) = T(mn) si (myn) =1,

(B5) T{g") T(p) = T(p"*Y) + pT(p" YR,
(p premier, nz 1),

Les formules (62) et (63) sont triviales.

La formule (64) équivaut & l'assertion suivante :
soient m, n deux entiers > 1 premiers entre eux, et soit
I un sous-résean d'un réseau I' d'indice mn; il existe
alors un unique sous-résean I de T, contenant I", tel
que (I':I"y=n et (I":I") =m. Cette assertion
résulte elleméme du fait que le groupe I'Y1, qui est
d’ordre mn, se décompose de fagon unique en somme
directe d’un groupe d’ordre m et d’un groupe d’ordre n
(théoréme de Bezout),

Prouvons (65). Soit I' un réseau. Alors T(p") T(p) T,
T{g* 71 I'et T(p" 1) R, I" sont des combinaisons linéaires
de réscaux contenus dans I" et d'indice 4 *! dans I" {noter
que R, I' est d'indice p* dans I'). Soit I un tel réscau;
il est affecté, dans les termes précités, des coefficients a, b, ¢;
tout revient & montrer que ¢ = b - pe, Le. que

ga=1+ pec,
car b est visihlement égal 4 1.

Distinguons deux cas :

i) ' n’est pas contenu dans pT', Alors ¢ = 0 et ¢ est
le nombre des réseaux [, intermédiaires entre I' et I,
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el d'indice p dans I'; un tel réseau I contient pI'. Dans
/g, Timage de I est d’indice p, et contient limage
de I, qui est d’ordre p (done aussi d'indice p puisque
I'/pl" est d'ordre ¢*); il n'y a donc gqu'un seul I qui
réponde i la question;d'ott ¢ = 1 etlaformulea =1+ p¢
est vérifie.

iit) I"CpI', On a ¢ =1; n'importe quel réseau T
d’'indice ¢ dans I' contient pT', donc a fortiori T, D'ota
a=p+ 1 etlaformule 2 =1 1 fic est encore vérifide.

CoRoOLLAIRE 1. — Les T{p™), nz= 1, sont des polynimes
par vapport & T(p) et R,.
Cela résulte de (65), par récurrence sur n.

CororLatre 2, — L'algébre engendrés par les R, et les
T(p), p premier, est commutative; elle contient lous les T{n).

Cela résulte de la proposition 10 et du corollaire 1.

Action des T{n) sur les fonctions de poids 2k. — Soit F une
fonction sur & de poids 2k (ef. n° 2.2); par définition,
on a

(66) R, F=x"%F  pour tout » e 0"

Soit # un entier = 1, La formule (63) montre que
R, (T(n) F) = T(n) (R, F) = 1" *T(n) F,
autrement dit T(#) F est aussi de poids 2k. Les formules (64)
et (G5) donnent :
(67)  Tim) T(a) F = T{mn) F 51 (m,n) = 1;
68)  T(p)T(")F =T(s ) F + p-=T(r Y,
p premier, 2z L.

5.2, Un lemme matriciel.

Soit I' un réseau, de base [w,, wy), etsoitsun entier 1.
Le lemme suivant donne le moyen de construire tous les
sous-réscaux de I' d’indice n :

|
l
l

FORMES MODULAIRES 161

. b
LeyE 2. — Soit S, ensemble des matrices entiéres (; d) )

b
avec ad =n, az 1, 0 &< d 5 c=(g d) appar-

tent a S, soit I, le sous-réseau de T' apant pour base :

@ = awy + by, ) = de,.

Lapplication 51T, est une bijection de S, sur 'ensemble '(n)
des sous-réseaux dindice n de I,

Le fait que I', appartienne a I'(n) est immédiat.
Inversement, soit I € I'(n). Posons :

Yy =I[(I + Zew,) et Yy =Za /(" M Zey).

Ce sont des groupes eycliques, engendrés respectivement
par les images de @, ct de w,. Soient a et 4 leurs ordres.
La suite exacte

0=Y,-»T/I" =Y, =0
montre que ad =n Si @ =dw, on a w;el’,
D’autre part, il existe o] e [ tel que
(mod Zes,).
Il est clair que @, et o} forment une base de I", De plus,
on peut écrire w; sous la forme
w; = dw; + b,

@ = acw,

avec b,

ol b est déterminé de fagon unique modulo d; si l'on
impose & b I'inégalité 0 < b < d, cela détermine b, donc
aussi @j. On a done associé 3 tout 1" € I'(n) une matrice
o{l") €8,; on vérifie tout de suite que les applications
s et IV a(I) sont inverses I'une de lautre;
d’otr le lemme,

Exemple, — Si p est premier, S, se compose de la ma-

J.-F. SERRE [
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5.3. Laction des T(n) sur les fonctions modulaires.

Soit £ un entier, ct soit f une fonction faiblement modu-
laire de poids 2k, cf. n® 2.1, Comme on I'a vu au n® 2.2,
il lui correspond une fonction F de poids 2% sur 2 telle
que

(69) F(l(wy, ) = 05 ¥ flofo,).
Nous définirons T{n) f comme la _fonction sur H associde
& la fonction 2%~ YTin) T sur # (noter le coefficient numé-

rique #% -1 qui permet d’avoir des formules « sans déno-
minateur » par la suite). On a done, par définition :

(70) T{m) f(z) = w1 T(a) Bz, 1)

ou encore, grace au lemme 2 :

(71)  Tin) flz) = a1 S 4 %_f(az -+ 5).
a1, ad =0 i
D h<d
Proposition 11. — La jfonction "T'(n) [ est jfaiblement

modulaire de poids 20 elle est holomorphe sur H si f Pest. On a
(72)  'T{m) T{n) f = Timn) f si {m,n) = 1;
(33) T() T f = Tip S P T f

b premier, nz= 1,

La formule (71} montre que T(a) f est méromorphe
sur H, done faiblement modulaire; si de plus [ est holo-
morphe, il en est de méme de T(a) f. Les formules (72)
et (73) résultent des formules (67) et {68), compte tenu
du coefficient numérique n*~! incorporé dans la défi-
nition de T'(n) f.

Comportement & P'infini. — Suppesons que [ soit une
Sonclion modulaire, i.e. soit méromorphe a linfini. Soit
{74) fla) = X e(m) ¢°

wmED

son développement de Laurent par rapport 4 g = &7,
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Prorposttion 12. — La fonction T{n) f est une fonction
modulaire. On a
(75) T(n) flz) = X y(m) ¢
mEE
avec
mn
(76) y(m) = X 4% le(=).
gp "

On a par définition :
.ozt b
T flz) = a1 8 4% E elm) e a ™

pd=n,a==1 me=zx
oEbad

Or

vaut d si d divise i, et sinon vaut 0. On peut donc écrire,
en posant #mjd = m' :
T fz) = P by d=* L olm' d) qnm' .
L

azxl.m el

Ordonnons suivant les puissances de ¢ :

Te)fis) = T ¢ (% (5.
wEE

a{_!tg.in a

Puisque f est méromorphe & I'infini, il existe un entier
. d

Nz 0 telque ¢m) =0 si mg — N, Les c(%) sont

alors nuls pour w € — #N, ce qui montre que T(n) fest
également méromorphe 4 'infini; comme elle est faible-
ment modulaire, c’est bien une fonction modulaire. Le
fait que ses coefficients soient donnés par la formule (76)
résulte du calcul ci-dessus.

CloroLLAIRE 1. — (0 = ey o (n) o(0) et y (1) =c(n).
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Cororraire 2, — 87 n = f, avec p premier, on a

v{m) = e[ pm) si m 0 (mod g)
yim) = e(pm) L+ p™ " elm/p) #om=0 (modp).
COROLLAIRE 3. — 87 f est une forme modulaire (resp. une

Jorme parabolique), il en est de méme de Tin) f.

Clest clair,

Ainsi, les T'(r) opérent sur les espaces M, et M dune 3.2
Diaprés ce quion a vu plus haut, les opérateurs ainsi
définis commutent entre eux et vérifient les identités :
(72)  T(m) T(n) = T{mn) si(m,n) =1
(3) T() Tl = T(p""Y) + %1 T(p )

si p est premier, n 2 1.

5.4. Fonctions propres des T'(n).

Soit f(z) = 2 ¢(n) ¢" une forme modulaire de
o=

poids 2%, k> 0, non identiquement nulle. Supposons
que f soit fonckion propre de tous les Tln), Le. qu'il existe
une suite de nombres complexes A(n) tels que

(77 Tin)f=hin) f

TrHEoREME 7. — a) Le coefficient ¢{1) de g dans fest # 0.
b} St f esi normalisée de telle sorte que ¢[1) =1, on a

(78) 6(n) = M)

pour tout 2= 1.

pour tout nz= 1.

Le corollaire 1 & la proposition 12 montre que le coeffi-
cient de g dans T'(n) fest ¢(n). D'autre part, d'aprés (77),
¢’est aussi A{n) ¢(1). On a donc :

o(n) = n(n) &(1).

5i ¢(1) était nul, tous les ¢(n), =n> 10, seralent nuls,
et fserait une constante ce qui est absurde. Dol a) et b).

E—
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CoroLLAIRE 1. — Dews forntes modulaires de poids 2k, k> 0,
qut sont fonctions propres des T(n) avec les mémes valeurs propres
n(n), et qui sont normalisées, coincident.

Cela résulte de a), appliqué & la différence des deux
fonctions en question.

CorovLLatrE 2, — Sous les fiypothéses du théordme 7, b), on a
(79)  e(m) ¢cin) = c(mn) st (myn) = L.
(80) e(p) elp") = clp™* ") + pFLe(pn Y
s p est premier, nz 1,
En effet, les valeurs propres A{n) = ¢(n) vérifient les
mémes identités (72) et (73) que les T(n).
Les formules (79) et (80) peuvent se traduire analyti-

quement de la maniére suivante :
Soit
=+
(81) O,05) = T clmyne
n=1

la série de Dirichlet définie par lese(n) ; d’aprésle corollaire

au théortme 3, cette séric converge absolument pour
R{s) = 2k

COROLLAIRE 3. — On &

1
(82 D05 = —
\ ) }'R‘f) p]é[l* 1 U{ﬁj ﬁ_ g ﬁg_t- “1-a:"

Diapres {79), la fonction # s e(n) est multiplicative.
Le lemme 4 du chapitre VII, n® 3.1, montre donc que
L=+

@, (s5) est produitdes séries X ¢(p") p~". Posant p=* =T,
no
on voit que Pon est ramené 4 prouver 'identité :
o
(83) Zelp T =
n=0

. Dy (1)
0Ll

q:',r. pf..T) =1— np;] T + ﬁ._k -1
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Formons la série

(T) = (E;Eﬁ") T*) (L—e(p) T +p*71 T,

-

Le coefficient de T dans ¢ est o{p) —e(p) = 0; celui
de T?+Y nz 1, est

e(p" ) — () c(p) A+ 5 elB" )

qui est nul d’aprés (80). La série s est donc réduite & son
terme constant ¢(1) = 1, ce qui démontre (83).

Remarques. — 1) Inversement, les formules (81) et (82)
entrainent (79) et (80).

2) Hecke a démontré que @, se prolonge analytique-
ment en une fonction méromorphe dans tout le plan
complexe (qui est méme holomorphe si fest parabolique),
et que la fonction

(84) X, ls) = (2m) 7 D{s) ©,(s)
vérifie ['équation fonctionnelle
(83) X, (5) = (— 1) X, 2k — ).

La démonstration utilise la formule de Mellin :
X(s) = |, (1) — )] Dy

combinée avec lidentité f{— 1jz) = 2% f(z). Hecke a
également démontré une réciproque : toute série de
Dirichlet & qui vérifie une équation fonctionnelle de ce
type, ainsi que certaines hypothtses de régularité et de
croissance, provient d'une forme modulaire f de poids 2&;
de plus, f est une fonetion propre normalisée des Tin) s
et seulement si @ est un produit eulérien du type (82).
Voir la-dessus E. Hecke, Math, Werke, n® 33, ainsi que
A, Weil, Math, Annalen, 168, 1967,
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5.5, Exemples.
a) Séries d' Eisenstein, — Soit k un entier > 2.
Prorostrion 13, — La série o Lisenstein Gy est fonction

propre des T(n); les valeurs propres correspondantes sont les
Og - 1 (1), et la fonction propre normalisde est :
o

LB B &
(86) (—1)F L E = (— 44+ D o) g

n=1

La séric de Dirichlet correspondante est C(s) Uls — 2k 4 1).
Prouvons d’abord que (i, est fonction propre des T{i);

il suffit de le faire pour les T{ ), p premier. Considérons Gy,
comme une fonction sur Pensemble & des réseaux de C;
on a

G = X' 1y {ef. n®2.3),

¥

et

T(p) Gl = X I 1%

=g yeIv

Soit yel. Si yepl, y appartient 4 chacun des
p + 1 sous-réscaux de [ d’indice p; sa contribution
dans T(#) Gu(I") est (g + L)fv*. Si yeI' —pI', yn'ap-
partient qu’a un seul sous-réseau d’indice p et sa contri-
bution est 1/y™. On a donc :

T(p) Gull) = Gll) + 9 T 1v¥ = Gull) + 4G (4T)
YEyp
= .:]_ - pl—izk} Gx(FJ ,
ce qui montre que G, {considérée comme fonction sur %)
est fonetion propre de T () pour la valeur propre 1+ =%,

considérée comme forme modulaire, G, est donc fonction
propre de T’ p) pour la valeur propre :

!}-3- 11.1 _..,pl‘:"'} = Go .1\ )
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Les formules {(34) et (36) du n® 4.2 montrent que la
fonction propre normalisée associée 4 Gy est @

B_ o
(—1)F I; +ﬂ¥152k—1(ﬂ) g

On en déduit que les valeurs propres des T(x) sont
les @y _q(n).
Enfin :

X Oa (0}t =
=1 adz=1

—— |: E 1,"(13‘*) l: E 1;"&’“'2;"]
dz=1 azzl

— 205) Y — 2k + 1),

a'.’k - 1||"|'I;ds

b) La fonction A,

Prorostrion 14, — La fonction A est fonction propre
des T(n); les valeurs propres correspondantes sont les <(n), et
la fonction propre normalisde est

(2m) " BA =g [] (1—¢") = 2 <(3) ¢"

Clest évident, puisque 'espace des formes paraboliques
de poids 12 est de dimension 1, et qu'il est stable par
les Tn).

ClorROLLAIRE. — On a
(52} T{nm) = z(n) =(m)

(53) =(p)=(p") =<(p" 7Y + P (p" )

s poest premier, nz 1,

st {mym) =1

Clela résulte du corollaire 2 au théoréme 7.

Remarque. — On a des résultats analogues chaque fois
que Pespace M¢ des formes paraboliques de poids 2% est
de dimension 1, ce qui se produit pour £ = 6, 8,9, 10,11
avee pour base respectivement A, AG,, AGy, AGy, AG;,
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o

LB, Complémenis,

6.1, Le produit scalaive de Petersson,

o

Soient f, g deux formes paraboliques de poids 2%, avec
k=0, On vérifie facilement que la mesure

wfog) =S(3) ¢(a) s dxdply* (v = R(3), y = Im (2))
est invariente par G et que c’est une mesure bornée sur
I'espace quotient H/G. En posant

87)  <hev=[ wife) = [ S gE

on obtient un preduil scalaire hermitien sur MY, qui est
positif et non dégénéré. On vérifie en outre que l'en a
(88) (T fig>=<{f,Trg>

ce qui signifie que les T(n) sont des opérateurs hermitiens
par rapport & < f, ¢ >. Gomme les T{#) commutent entre
eux, on en déduit, par un argument bien connu, gu'if existe
une base orthogonale de MY formée de vectenrs propres des Tin),
et que les valeurs propres des T{n) sont des nombres réels.

5.6.2, Propridtés d&'intégralité.
Soit M(Z) I'ensemble des formes modulaires

£= X e g

de poids 2k dont les caefficients ¢{n) sont entiers. On peut
prouver qu'il existe une Z-base de M, (&) qui est une
U-base de M, (utiliser le fait que M,(Z) conticnt les
mondmes EF Ef, avec 2% — 33 = £). La proposition 12
montre que M,(#) est stable par T{#),n= 1. On en
conclut que les coefficients du polynsme caractéristique de T (n),
apérant sur M, soni des entiers (1); en particulier, les

(1) Signalons qu'il existe une ferimele exblicids donnant la trace
des T{m), cf, M. EwHLER et A, SELBERG, Journ, Trdian Mafh, Sec.,
20, 1936,
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valeurs propres des T(n) sont des enfiers algébrigues (« tota-
lement réels », d’aprés 5.6.1).

5.6.3. La conjeciure de Ramanuyjan-Petersson,

Seit = E c(n) g", ¢(1) =1, une forme parabo-

lique de pmda ik qui soit fonction propre normalisée
des T(x). Sait

D, (T) =1 —¢(p) T + p* 1T } premier

le polynéme défini au n® 5.4, formule {83). On peut
I'éerire

89 BT = (1—%,T) (1 —aT),
avec
(80) %, + o, = e(p); oy, = po

La conjecture de Petersson consiste & dire que o, et «, sont
imagingires conjugués; on peut aussi exprimer en disant

que
]
la, | = |og | = pF- 172

lelpy| < 265712

ou ¢ncore

Ou E€ncore

lein) | £ n¥ =12 n) pour tout nz 1.

Four & =0, c'est la comjecture de Ramanujan :
|w(p) < 2p2

{Cles conjectures peuvent étre ramenees aux com’ccmrcs
générales de Weil sur les variétés algébriques sur les corps
finis; voir la-dessus P. Deligne, Sém. Bourbaki 196868,
exposé 355.)

FORMES MODULAIRES 171

§ 6. Fonctions théta
6.1, La formule de Poisson.

Soit 'V un espace vectoriel réel, de dimension finie n,
muni d'une mesure invariante p. Soit V' le dual de V,
Soit f une fonction indéfiniment différentiable 4 décrois-
sance rapide sur V {cf. L. Schwartz, Thévrie des Disiribu-
tions, chap. V11, § 3). La fransformée de Fourier f* dc [ est
definie par la formule

O )= [ e £ p).

C'est une fonction indéfiniment différentiable & décrois-
sance rapide sur V7,

Soit maintepant I' un réseau de V (el no 2.2}, Neus
noterons I'' le réseau de V' dual de I'; c’est Pensemble
des pe V' tels que (x,y5eZ pow tout v, On
vérifie tout de suite que T s'identifie au Z-dual de I
(d'ol la terminologie).

Prorosition 15, — St v = p(VT). On a

(92) Z f) =o' L 00
ze I weI™
Quitte & remplacer . par »~'w, on peut sUpposer quc
T B w P Pl q
w(¥W/I) = 1. En prenant une bhase ¢, ..., ¢, de T, on

ldﬁntlﬁeVQR" T'aZ", ety ala mesure produitdy, .. . dx,;
ona alors V' =R*, " =2Z* &t l'on est ramené & la

formule de Poisson classique (Schwartz, loe. cit., for-
mule (VII, 7; 3)).

6.2, Application aux formes quadratiques.

Nous supposerons désormais que V est muni d’une
forme bilindaire symétrique x .y qui est positive non dégéndrée
fLe.ona x.x>>0 8 a # D)

Nous identifierons ¥V 4 V' au moyen de la forme bili-
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néaire précédente. Le réseau I devient ainsi un rdsean
de V; ona yel" si et seulement si x.yeZ pour
out x el

Au réseau I', nous associerons la fonction suivante,
définie sur B} :
(93) Oplt) = T v,

re= I

Enfin, nous choisirons la mesure invariante p de V
de telle sorte que, si 2, . .., g, est une hase orthonormale
de V, le cube unité défini par les g ait un volume égal
4 1. Le volume v du réseau I' est alors défini par v = p{V/T')
cf. n® 6.1,

ProrostTion 16. — On g fMdentiid
(94) Oplt) = =720 100 (1Y),

Soit f=e¢ ™% (Yest une fonction indéfiniment
différentiable 4 décroissance rapide sur V. La transformée
de Fourier f de f esi égale & f. En effet, choisissons une base
orthenormale de V, et utilisons cette base pouridentifier V
4 B"; la mesure p devient la mesure dx = dx; ... dx,, et

: g D
la fonction f s'éerit " .
f = g~ W g,

On est alors ramené 4 montrer que la transformée de
Fourier de ¢~ ™" est e~ ™, ce qui est bien connu. _

On peut maintenant appliquer la proposition 15 & la
fonction f et au réseau {'*I'; le volume de ce réscau
est $%2p, et son dual est 1125 en explicitant, on obtient
la formule & démontrer.

6.3. Interprétation matricielle.

Soit &,, ..., e, une base de T'. Soit a; = ¢.6;. La
matrice A = (g;;) est une matrice symétrique, positive
non dégénérée, 8i x = Xx ¢ est un élément de V, on a

XX = D 5%
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La fonction @ s’éerit :
{95) @1_‘{:) — E E—T:tzu{jn:,'ru}'_

el
Le volume » de T est donné par la formule
(96) v = det {A)"%

Cela peut se voir de la manitre suivante : soit g, .. ., g,
une base orthonormale de V, et posons

E=2A ... A&y, E=8 A ... N

Ona e=3jg avec |A|=rw D’autre part, on a :
¢.¢ =det (A)e.gg

en comparant, on obtient bien z? = det (A).
Soit B = (&;) la matrice inverse de A. On vérifie

tout de suite que la base duale {¢) de (g) est donnée par
les formules : ,
31' = Eb‘j -

Les (¢f) forment une base de I". La matrice e; . ¢} est égale

4 B. On en conclut en particulier que, si 'on pose
o =pV/I["), ona w' =1,

6.4, Cas particulier.

Nous allons nous intéresser aux couples (V, ') qui
vérifient les deux conditions suivantes :

1) Ledual I' de ' est dgal a I

II revient au méme de dire que l'on a x.y € Z pour
x, 3 el et quela forme . y définit un isomorphisme de I’
surson dual. En termes matriciels, cela revient 4 demander
que la matrice A = {g.¢;) soit & coefficients entiers et que
son déterminant soit dgal & 1; d’aprés (96), cette dernitre
condition équivaut & v =1,

5i n == dim V, cette condition entraine que le module
quadratique I' appartient & la catégorie S, définie au
n? 1.1 du chapitre V. Inversement, si 1" € 5, est défini
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L

f=-I

positif, et si Pon pose V=12R, le couple (V, N
vérifie i),

i) Ona x.x=10 [modZ2] pour fout xcT.

Cela signifie que " est de type 17, au sens du chapitre V,
no 1.3.4, ou encore que les termes diagonaux e.¢; de
la matrice A sont pairs.

Nous avons donné au chapitre V des exemples de tels
réseaux ',

6.0. Les fonctions théta,

Dans ce numéro, ainsi que dans le suivant, nous suppo-
sons que le couple (V, I') satisfait aux conditions 1) et ii)
du numéro précédent.

Soit m un entier = 0, et notons ri-(m) le nombre des
éléments x de T tels que x.x = 2m. 1l est facile de voir
que rp-(m) est majoré par un polyndme en m (et méme,
plus précisément, que rp{m) = O(m"*}). Il en résulte
que la série entiére

ol

Eurr(m) P=14+rl)g+...

o=

converge pour || < 1. On peut donc définir une fonc-
tion Op sur le demi-plan H par la formule :

i
(97) Br(z) = X rpm) g™ foi1 ¢ = S'E“E°:}.
=10

On a :
Egg} B[‘{z:] — E qiz.:r,'u"& — E grizlr.x)
ze T eesT
La fonction Op est appelée la fonction théte du module
quadratique I'. Cest une fonction holomorphe sur H.

TrforEME 8. — a) La dimension n de V est divisible par 8.

b) La fonction Op est une forme modulaire de poids nf2,

L’assertion a} a déja été démontrée (chap. V, n® 2.1,
cor. 2 au th, 2},
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Montrons que 8 vérifie Pidentité
(99) Bp(— 1/2) = (—iz)"= Op(s).

Clomme les deux membres sont apalytiques en z, il suffit
de prouver cette formule lorsque z = i, avec fréel = 0.
Orona:
al‘(ﬁ) i E g mhzLE) — GI‘(”-
EI=R

De méme, Bp(— 1jit) = Op(¢~ 1), Laformule (99) résulte
done de (94), compte tenu de ce que v =1 et " =T,

Comme # est divisible par 8, on peut récrire (89) sous
la forme :

(100) Bp(— 1/2) = "*0p(3),

ce qui montre bien que Op est une forme modulaire de
poids n/2.

[Indiquons brigvement une autre démonstration de aj.
Supposens que n ne soit pas divisible par 8; quitte &
remplacer T'par & T ou '@ DT @, on peut
supposer que n = 0 (mod 4), La formule (99} s’écrit
alors @

Op(— 1fz) = (— 1)"* 2*20p(2) = — 2"* 0 {z).
S8i I'on pose w(z) = 0p(z) d#"4, on voit que la forme
différentielle ¢ est transformée en — o par 5 : z b+ — 1z,
Comme o est invariante par T :z—z 41, on en
conclut que ST transforme e en — w, ce qui est absurde,
puisque (5T)% = 1.]

\oROLLAIRE 1. — IV existe une forme parabolique fr de
poids w2 telle que
(101} 0 =E, +/r ot & = nfd.

Cela résulte du fait que Op({o0) = 1, done que by
est parabolique,

E
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CoOROLLAIRE 2, — Ona rp(m) = é—k Gy -1 (m) + O(m*),
atr k= n/d, k

Cela résulte du corollaire 1, de la formule (34) et
du thégréme 5.

Remarque. — Le « terme correctif » fi- est en général
non nul. Toutefois Siegel a démontré que la mopenne
(convenablement pondérée) des fr. est nulle. Plus préci-
sément, soit C, Pensemble des classes (a4 isomorphisme
prés) de réseaux I vérifiant i) et ii), et soit gr Pordre du
groupe d’automorphismes d’un élément I' de G, (cf.
chap, V, n®3.3). On a

1
102 Y —fp=0
[: ) CEQ, grfl
DU encore
1 1
— 0 = M,.E, ‘Mﬂ==E —,
(103} r‘g.x. P I - L ol e

On notera que cela équivaut 4 dire que la moyenne
des By est fonction propre des T(n}.

Pour une démonstration des formules (102) et (103),
voir C. L. Siegel, Gesam. Abk., n® 20.

6.0, Exemples.

i) Lecas n=2_8

Toute forme parabolique de poids #/2 = 4 est nulle.
Le corollaire 1 au théortme 8 montre que l'on a By = E,,
autrement dit :

(104)  rp(m) = 240a,(m) pour tout entier m = 1.

Ceci g'applique au réseau I'y construit au chapitre V,
no 1,4.3, réseau qui est d’ailleurs 'unique élément de Cy.
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i) Le cas n =186,
Pour la méme raison que ci-dessus, on a :

o
(108) b =E, =1+ 480 X o,(m) g™
=1

Ici, on peut prendre I'=T3@ Ty ou I'=T; (avec
les notations du chap. V, n® 1.4.3); bien que ces deux
réseaux ne soient pas isomorphes, ils ont méme fonction
théta (ils représentent le méme nombre de fois chaque
entier).

On notera que la fonction 8 attachée au réseau I'y @ I'y
est le carré de la fonction © de I'y, On retrouve ainsi
Iidentité :

=3 =
(14240 X ay(m) ¢™2 =14+ 480 X o.(m) g™
me=1 me=1

iti) Le cas n =24,

L’espace des formes modulaires de poids 12 est de
dimension 2. Il admet pour base :

691 m--‘lc
d 2
F=(@2ma=g Il (1—¢= 3 ()"
=1 m=1

La fonction théta associée 4 un réseau I’ s’écrit denc
(106) O = Eg - ¢ T,
On a :

avee ¢p Q.

65520
(107) rp(m) = % ay(m) + cptm) pourm = 1.

Le coefficient ¢p se détermine en faisant m =1
55520
(103) o = r11(1) —_ W.
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On notera qu’ll est = 0 puisque 65520/691 n’est pas
un entier.
Exemples

a; Le réseau I" construit par J. Leech (Canad. [. Math.,
16, 1964) est tel que rp{1) =0. On a alors :

- = _%@ = — 2%325.7.13/691.
,b.) Pour '=T,®80;@® T, on a r-(l) =3.240,
Ton cr='l?§$=273353{691.
¢) Pour I' =T, on a rp{l) =2.24.23, d'ou :
ér = (%3144 = 2103 287691,

6.7. Compléments.

Le fait que nous n'ayons traité que le groupe modulaire
G = PSL,/Z) lui-méme nous a obligé 4 nous limiter
aux réseaux wvérifiant les conditions trés restrictives
du n® 6.4, En particulier, nous n'avons pas pu traiter
le cas le plus naturel, celui des formes quadratiques

Xf+... . +X

gqui vérifient 1) mais pas i1). Les fonctions théta corres-
pondantes sont des « formes modulaires de poids n/2 »
{noter que #f2 n'est pas pécessairernent pair, ni méme
cntier] par rapport au sous-groupe de G engendré par 8
et T2 Ce groupe est d'indice 3 dans G; son domaine
fondamental a deux « pointes » auxquelles correspondent
deux types de « séries d’Eisenstein »; on obtient par ce
moyen des formules donnant le nombre de représenta-
tions d’un entier en sormine de 2 carrés; pour plus de de-
tails, voir les ouvrages cités dans la bibliographie ci-aprés.

Bibliographie

Guslques classiques

C. F, Gauss, Disquisitiones arithmeticas, 1801, Werke, Bd. T (traduc-
tion frangaisc ; Blanchard ; traduction anglaise : Yale Univ. Press],

€. Jacont, Fundaments nova theoriae functionum ellipticarim, 18249,
Gezammelte Werke, Bd. 1., p. 49-239,

¢, LEJEUNE-DIRICHLET, Démonsiration d'un théoréme sur la pro-
gresslon arithmétique, 1834, Werke, Bd. I, p. 307

. TrsexNsTERY, Mathematische Abhandlungen, Berlin, 1847 (réimprimd
en 1967, Hildesheim, Georg Clms Verlag).

B, BIpuaxy, Gesammelfe mathematische Werke, Teubner, 1892 [tra-
duction frangaise partielle : Gaothier-Villars, 1898).

. HILeERT, Die Theorie der alpebraischer Zahlklrper, Gesam. Abh.,
Bd. I, p. 63-363 (traduction frangaise : Ann, Fac. Sci. Toulonge,
1009 et 1910}

H. MoreowsKI, Gesammelie A bhandlungen, Teubner, 1911,

E. HECEE, Mathematische Werke, Gittingen, 1950,

C. L. SIEGEL, Gesammelte Abhandlungen, Springer-Verlag, 1964,

Corps de sombres ef covdbs locaug

E. HECKE, Algebraische Zaklen, Leipzig, 1923,

%. Borevit et I. Sarapewvd, Théorie des nombres (traduit dn russe),
Cauthier-Villars, 1967 (il en existe ansai des traductions en anglais
st en allemand).

M. TICHLER, Einfithring in dis Theorie der algebraischen Zaklen ahdd
Funktionen, Birkhduser Verlag, 1963 {traduction anglaise ! Academic
Press, 1966},

J.-P. SERRE, Corps locaux, Hermann, 1962,

P. Samuer, Théorie algébvigue des nombres, Hermann, 1967,

H. ARTod and J. ‘TaTe, Class Field Theory, Benjamin, 1968.

7. Cassers and A, Frémmion, 4lgebraic Number Theory, Acad. Press,
1967.

A, WEIL, Basic Number Theory, Sprivger-Verlag, 1967
[Tes irois dernicrs ouvrages conilennent un cxpose de la théorie

dite « du corps de classes &)



e __-—*___

180 COURS D’ARITHMETIQUE

Farmes gquadratigues

a) Géndralitds, théordme de Wil

E. Wirr, Theori¢ der quadratischen Formen in beliebigen Korpern,
J. Creile, 176, 1937, p. 31-44,

IN. BouRBAKI, Algdbre, chap, 1X, Hermann, 1959,

L. ARTIN, Geomedric Algebra, Interscience Fubl, 1937 {traduction
frangaize ; Gauthier-Villars, 1%962).

b} Propridids arithmétigues

B. Jowes, The ariihmetic theory of guadratic forms, Carus Mon., ne 10,
John Wiley and Sons, 1950

M. EcHLER, Quadratische Formen und orthogonale Gruppen, Springer-
Verlag, 1952,

G. L. Warsaw, Inlegral guadratic forms, Cambtidge Tracts, nv 51,
Cambridge, 196().

0. T. O'Meara, Introduction to quadrelic forms, Springer-Verlag, 1963.

c) Formes quadratigues enmtiires d discriminant - 1

E. Wrrr, Hine Identitit zwischen Modulformen zwelten Grades, 4 bi.
matk, Sem. Unjy, Hamburg, 14, 1941, p. 323-337.

M. E~EsEr, Klassenzahlen definiter quadratischer Formen, Arch, der
Math., 8, 1957, p. 241-250,

J. Murxor, On simply connected matifelds, Symp. Merieo, 1958,
p. 122.128,

J. Mxor, A procedure for killing homotopy groups of differentiable
wlanifolds, Symp, Amer, Math. Sor, n° 3, 1961, p, 39-55,

Théordme de Divichlet, fonction séta st forctions 1,

J. HapaMarp, Sur la distribution des zéros de la fonetion ¥ (5} et ses
conséquences arithmeétiques, 1896, (Eurres, CN.R.S., ¢ I, g 180-210.

E. Lawpaw, Handbuch der Lelze von der Verteilung der Frimszahlen,
‘Teuhner, 1909,

A. BELBERG, An clementary proof of the prime number theorem for
arithmetic progressions, Cangd. J. Math., 2, 1950, p. 66-78.

K. PRACUAR, Primsaklvertsilung, Springer-Verlag, 1957,

H. DAVENPORT, Multiplicztive number theory, Chicago, Markham, 1068,

K. CHANDRASEXHARAN, Juiroduction to analytic number theory, Springer-
Verlag, 1968,

A. BraxcHAarD, faitiation d Ja thdorie anelyligue des nombres pre-
aiers, Dunod, 1969,

BIBLIOGRAPHIE 181

Fonetions modulaires

F. ELEWN, Vorlesungen iiber die Theorie der elliptizchen Modulfunktionen,
Leipzig, 1390,

5. RAMANUTAN, On certain arithmefical functions, Trans. Cambrides
phil. Soc., 23, 1916, p. 159-184.

G. HARDY, Ramanujzn, Cambridge Univ. Press, 1940,

E. GODEMEXT, ‘fravaux de Hecke, Sém. Bourbaki, 1952-53, exposés T4-
a0,

R, C. Gueowmve, Lectuwres on modular forms (notes by A. ERUMER],
Ann. of Math, Studies, Princeton, 1962.

A. BorgL el al., Sestinar on complex muliiplication, Lecture Notes
in Math., n® 21, Springer-Verlag, 1966,

A, WELL, Sur la formule de Siegel dans la théorie des groupes classiques,
Acta Math., 113, 1965, p. 1-87,

A. Oca, Modular forms and Divicklet series, Benjamin, 1069,

{Voir aussi les (Burrer de HECKE of SIEGEL citdes plus haut.)




Index des Notations

Z,N, @, B, C: ensemble des nombres entiers, entiers positifs, ration-
nels, réels, complexes.

A" : ensemble des éléments inversibles d’un anneau A,

F, : corps & g éléments, 1.1.1.

X
(;} : symbole de Legendre, 1.3.2, 11.3.3.

ein), cofn} ¢+ 1.3.2, T1.3.3.

Z, ! anneau des entiers p-adigues, TI.1.1.

v, @ valuation p-adique, IT.1.2.

U =2, : groupe des unités p-adiques, 11.1.3.

Q,, : corps des nombres p-adiques, 11.1.2.

{a, b), {a, &), : symbole de Hilbert, I1[.1.1, III.2.1.
V=P {«e}: II1.2.1, IV.3.1,

é‘, @ : somme directe orthogonale, IV.1.2, V.1.2,

Seg s IV.1.6,

Ftoa F—g: IV.1.8

d( 7} discriminant d'une forme f, IV.2.1, TV.3.1.

el £, g, f) : invariant local d’une forme f, [V.2.1, IV.3.1.
5, 8, @ V.L.L

4{E)}, r(E), a(E}, T[E) : invariants d'un élément de §, V.1.3.
1., I, 1, I, Ty, : éléments de 8, V. 1.4,

K(8) : groupe de Grothendieck de 5, V.1.5.

G ¢ groupe dual d'un groupe abélien fini G, VI.1.1.

Gim) = (ZmZ)" : VI.1.8.

P : ensemble des nombres premiers, VI.3.1.

%(s) : fonction zéta de Riemann, VI.3.2.



184 COURS D’ARITHMETIQUE

L(s,%) : fonction L relative a y, VI.3.3.

G = 8Ly (Z)[{+ 1} : groupe modulaire, VII.1.1.

H : demi-plan supérieur, VII[.1.1.

D : domaine fondamental du groupe modulaire, VII.1.2.
g =¥ VILL1.2,

g = e¥iE : VII.2 1.

& : ensemble des réseaux de €, VII.2.2,

G (h=12), o0 g & = g3 —27g5 : VII.2.3,

B; : nombres de Bernoulli, VII.4.1.

E, : VIL. 4.2,

Gpin} @ somme des puissances f-lémes des diviscurs de n, VII. 4.2,
= : fonction de Ramanujan, VII.4.5.

T{n) : opérateurs de Hecke, VII.5.1, VIL.5.2.

rp{m) ; nombre de représentations de m par I', VII.6.5.

B : foncton théta du réseau [7, VIT.6.5.

Index Terminologique

Abel (lemme d°—) + VI.2.1.
approximation (théoréme d'—) : I1I[.2.2,

Bernoulli {nombres de —) @ VIL.4.1.

caractére (d'un groupe abélien) : VI.1.1.

- modulaire @ VI.1.5,

caractéristique (d'un corps) : T.1.1.

Chevalley (théoréme de —) : T.2.2.

contigués (bases —) : IV.1.4,

dégénérde (forme quadratique non —) ¢ IV.1.2

densité (d'un ensemble de nombres premiers) » VI.4.1.
—  naturelle © VI 4.5,

Dirichlet (série de —) : IV.2.2.

— {théortme de —} : TIL.2.2, VI.4.1.
discriminant (d'une forme guadratique) @ IV.1.1.
domaine fondamental (du groupe modulaire) @ VII.1.2,
dual (d'un groupe abélien) @ VI 1.1,

Eisenstein {séries d'—) : VII.2.3.

elliptique (courbe —) @ VII.2.3,

fonction L : VI.3.3.

Hasse-Minkowski {théortme de —) : IV.3.2.
Hecke {opérateurs de —] : VII.5.1, VII.5.2.
invariants (d'une forme quadratique) @ IV.2.1, V.1.5.
isotrope (vectesur, sous-espace} : [V.1.3.

loi de réciprocité quadratique @ 1.3.3.

Meyer {théoréme de —) : IV.3.2,
Minkowski-Siegel (formule de —) : V.2.3.
modulaire (fonction, forme) : VII.2.1,

— {groupe) : VIL.1.1.
multiplicative (fonction —) @ VI.3.1.



186 GOURS D'ARITHMETIQUE

p-adique [entier) : IL.1.1.
—  {nombre) : T1.1.3.
—  (unitd) : IL.1.2.
parabolique {forme —) : VII.2.1.
poids (d'une fonetion modulaire) @ VII.2.1.
Poisson {formule de —) + VIL.6.1,
primitif {(vecteur —) : II1.2.1.
produit (formule du —) @ TII.2.1.
quadratique (forme —, module —) : 1V, 1.1,

Ramanujan (conjecture de —) ¢+ VII.5.0.3.
— (fonction de —} @ VIL.4.5.

représenté (élément — par une forme gquadratique] :

réseau 3 VILL2U2.

signature {d’une forme quadratique réelle) @ IV.2.1.

somme directe orthogonale @ IV.1.2, ¥V.1.2.
symbaole de Hilbert @ IIT.1.1.
— Legendre : 1.3.2.

théta {fonction — d'un réseau} : VII.G.5.
type (d'unc forme quadratique) : V.1.3.

Witt (théoréme de —) + TV.1.5,
zita [fonction —) : VI.3.3.

IV.1.6.

Table des Matiéres

InvTRODUCTION .. ..., b e aaaaa s

PREMIERE PARTIE

METHODES ALGEBRIQUES

Creapitre Lo— Corpe s oo oavoi e
§ 1, Généralitda. . ..o oo i
§ 2. Equations sur un corps fini ........... G

§ 3. Lol de réciprocité quadratique ...

Appendict, — Autre démonstration de la loi de réciprocité
quadratigue ... i feeearrreis

CHAPITRE 11, — Corps pradigues ..o

§ 1. L'anneau Zi, et le corps @p 0oovavnioeiaans
§ 2. Equations p-adigues ... oo
§ 3. Le groupe multiplicatif de @y ...........

Cuaritre [II. — Symbole de Hitbert ...

§ 1. Propridtés locales .. ..oon oo i

§ 2. Propriétés globales ... oo
CHarrreE IV, — Formes gquadratiques sur Q et sur Q

§ 1. Formes quadratigues . ...ecvvennnrion e

§ 2. Formes guadratiques sur Qp ...

§ 3. Formes quadratigues sur @ ... .oo0ien

Appendice. — Sommes de trois carrés ...

I'asEes

o

14

18

23

23
26
30

av

37
44

51

51
63
72
9



188 COURS D'ARITHMETIQUE

Paces

Craritre V. — Formes quadratiques entidres d discriminant == 1 83
§ 1. Préliminaires ...... - 2
§ 2. Enoncé des résultats .. .......... ... ... ... i
§ 3. Démonstratians .............. ... ... e 83

DEUXIEME PARTIE

METHODES ANALYTIQUES

Cuapitke VI, — L théorime de la progression arithmétigne ... 103

§ 1. Caractéres des groupes abéliens finis .............. 103
§ 2. Séries de Dirichlet .................. ... o0, 108
§ 3. Fonction zéta et fonctions I, ...... e, 114
§ 4. Densité et théoréme de Dirichlet ................. 121
CHAPITRE VIL. — Formes modulaives . ... .. .. T B
§ 1. Le groupe modulaire ......................0..... 127
§ 2. Fonctions modulaires.................. ......... R B3 |
§ 3. L'espace des formes modulaires .................. .13n
§ 4. Développements en séric & Pinfini ..., .......... 147
§ 5 Opérateurs de Hecke ............................ 1538
§ B Fonctions th&ta. . .......oveeevnnee e, 171
BIBLIOGRAPHIE . ...ty . 179
IvpEX DES NOTATIONS ... ... ..ooiiivnr e, ... 183
INDEX TERMINOLOGIQUE....... % ... v uveivn. ... 185

/]

s5UF

SECTION « LE MATHEMATICIEN »

JEAN-LOUIS KRIVINE
THEORIE AXIOMATIQUE DES ENSEMELES

JEAN-PIERRE SERRE
COURS D'ARITHMETIGUE

VYOLUMES EN PREPARATION :

LOUIS COMTET
ANALYSE COMBINATOIRE — | et 1l

GERARD LETAC
FROBLEMES DE PROBABILITE

BERNARD MALGRANGE
LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

ROGER TEMAM
ANALYSE NUMERIQUE




1870, — Imprimerie der Presses Universituires de Fronee.— Vendime [Franee)
EDIT. ¥e 80780 IMFEIME EX FRANOE IMP, Mo 21 644






