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PREFACE

Le présent volume est en principe le premier d’une série de quatre ol l'on
projette d’initier le lecteur aux objets et méthodes algébriques de la géométrie
contemporaine.

Ce travail voudrait inaugurer un genre nouveau de combinaison entre ou-
vrage didactique et ouvrage synthétique, congu qu’il fut & partir d’une volonté
sensible aux essences naturelles des « choses » dans leur rapport, dialectique pour
certains, pathétiquement palen pour d’autres, avec I’activité de 1’esprit humain.
La réalité mathématique est d’'une richesse inouie, l'intelligence s’appliquant &
détecter, reconnaitre, ou parfois inventer, des ordonnancements qu’elle ressent
comme primordiaux. Ceci suppose une grande expérience de ces objets, qui s’ac-
quiert par leur manipulation systématique. Aussi avons-nous réservé un aspect
de notre approche & la familiarisation du lecteur, par I'exemple ou par l'exercice,
avec les objets de la géométrie, pour le conduire par la suite & saisir la hiérarchie
des énoncés et tenter une élaboration des principes, et lui offrir enfin le plaisir
de détecter de lui-méme a 1'occasion de tel ou tel énoncé les essences dont il fut
question auparavant.

L’idée de cet ouvrage est née il y a quelques années, a ’époque ol un dépar-
tement de mathématiques existait encore a 'Ecole normale supérieure de Saint-
Cloud. 1I s’agissait, & partir de cette position privilégiée qu’offrait le jeune audi-
toire des normaliens, d’établir un lien entre ce que nous percevions des hautes
mathématiques qui sont pratiquées dans certaines équipes universitaires, et les
non moins belles mathématiques que 1'on enseignait dans les classes préparatoires.
Ces deux mondes professionnels se méconnaissaient et se méconnaissent toujours
trop, malgré quelques rares exceptions. Une collaboration active entre les uns et
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Le monde mathématique ressemble beaucoup a une ville, une ville immense,
dans laquelile les lois de 1’échange ne sont pas toujours bien définies. On s’y insére
sans toujours la dominer, et en y vivant, on la fait vivre. Elle est bétie avant
notre arrivée, et on n’apprendra jamais tout ce qu'elle contient, mais chacun
de nous sait que beaucoup y ceuvrent dans 'anonymat pour que les circuits de
distribution et d’information y soient efficaces, et que certains veillent sur sa
mémoire, préservent ses monuments, alors que d’autres la font visiter, et d’autres
y béatissent de nouveaux édifices, souvent dignes d’intérét, et plus rarement de

superbes monuments. Certaines gens réhabilitent de vieux batiments et d’autres
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les regardent faire... Mais comme il est bien connu, il faut de tout pour faire un
monde.

Nous avons voulu, en travaillant & cet ouvrage, apporter une contribution
bien modeste & la fascinante vie de ce petit monde, et souhaité que les lecteurs
qui voudront bien s’y plonger découvrent i leur tour les nombreuses occasions de
bonheur que nous avons connues durant son élaboration.

Réussir un ouvrage de géométrie, c’est avant tout «
métrie ». Cette conviction, qu’il ne s’agit évidemment pas de porter comme une
vérité éternelle, organise spécialement la perception du champ mathématique et
I’ordonne suivant la Nature. Cette nature porteuse de structures s’offre au mathé-
maticien dans un foisonnement inhérent & sa matérialité et 3 la pulsion de vie qui
I’anime. Il apprendra donc petit & petit & la réinterpréter et la déchiffrer, parfois
méme A l'inventer, pour s’apercevoir 3 la fin qu’il ne fait que la découvrir.

Les objets algébriques comme les méthodes analytiques doivent ainsi finir par
étre «vus »; la fonction déterminant se voit en effet dans ’ensemble des matrices
singuliéres, et la transformation de Fourier dans le groupe unitaire de L?... L’ap-
prentissage de cette démarche peut efficacement se faire dans le champ linéaire,
qui offre ’avantage de méler une dose limitée de complexité & une richesse con-
sidérable des données. Cette affirmation que nous avons eu ’occasion de vérifier
aupres de nombreuses promotions d’éléves, dans ’expérience au jour le jour, con-
firmera la place privilégiée de cette branche de base dans I'enseignement.

L’algébre linéaire, qui doit donc faire partie des connaissances fondamentales
dans toute formation scientifique, est accessible aux étudiants 3 travers de nom-
breux textes qui encombrent les rayons des bibliothéques universitaires. Manuels
de cours et recueils d’exercices se disputent les mémes points de vue et les mémes
approches depuis plus de vingt ans'. Aussi le présent ouvrage prétend-il, entre
autres, devoir servir & inspirer de futurs auteurs qui voudraient sortir des sentiers
battus et proposer au pubhc mathématique un traité d’a.lgebre linéaire qul serait &
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Nous avons subdivisé 'ouvrage en chapitres ou thémes ol s’intercalent un cer-
tain nombre de notes. Tout est ici organisé de fagon relativement indépendante a
la maniere des tiroirs d’'un méme meuble : il arrivera donc que 1’on rencontre une
paire de chaussettes dans une pile de tricots; nous procéderons alors & son inser-
tion en son lieu «naturel». Ce travail, qui va de pair avec I’affermissement des
connaissances, nous semble utile au niveau de 'apprentissage véritable. L’ordre
n’est saisi que si I'on a vécu le chemin qui le sépare du désordre. Ceci finit pa.r
donner a l'ouvrage 'apparence d'un mpn_‘y'q'lie le corps proprement dit des cha-
pitres et des notes, constituant la partie majeure, 'autre partie regroupant les
commentaires et remarques qui doivent permettre de surmonter les difficultés de
certains exercices, et dévoiler le secret des situations. C’est 14 que 'on procéde a

! Nous excluons de ce propos les louables efforts qui ont été faits au niveau
des retombées de l'algébre linéaire dans les mathématiques appliquées et en
informatique.
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I'ordonnancement des énoncés et que le lecteur est livré & lui-méme pour continuer
a sa maniere le voyage initiatique ainsi commencé.

Dans le cadre actuel des études, on commence en suivant un ordre pédago-
gique logique pour tout démontrer, mais quand on a avancé, on renonce systéma-
tiquement & regarder 1’édifice dans son ensemble. La tendance de l’enseignement
consiste & favoriser un ordre démonstratif au détriment d’un ordre descriptif; 1’on
finit souvent par accepter cet état de fait, sans méme penser a le remettre en
cause. Nous procéderons a différentes occasions différemment, tout en sachant
que les deux approches sont nécessaires et méme complémentaires.

Un exercice ou un probleme doit toujours étre posé. formulé, résolu, sans
qu’il faille nécessairement l'insérer dans un contexte de 300 pages. C’est 1a toute
la fascination des problémes des oraux de concours. Quelques exercices se ren-
contrent dans le texte méme des chapitres, et ceci donne déja une indication sur
leur solution; les autres sont regroupés a la fin de chaque chapitre ou note, et
sont suivis la plupart du temps d’indications. Nous pensons que le lecteur sérieux
devrait se poser ces exercices et y réfléchir tout seul aussi longtemps qu’il le faut;
c’est vraiment quand il a épuisé toutes ses ressources, notamment et surtout en
regardant les situations particuliéres et les cas de petite dimension, qu'il pourra
se reporter aux suggestions et autres indications proposées.

Les exercices sont souvent originaux; parfois ce sont des variantes sur des
thémes classiques. L’ordre dans lequel ils apparaissent peut sembler & certains
endroits arbitraire. Il faudrait cependant penser les exercices comme les com-
posantes d'une boite & jouets, s’en servir pour étudier un théme déterminé, en
les adaptant au besoin, ou en les réordonnant. Démanteler entiérement un exer-
cice peut nécessiter parfois un cheminement a travers ’ensemble du livre; c’est
I’occasion alors d’'une promenade orientée ou les références croisées et 1’'index
alphabétique sont fort utiles.

L’ouvrage contient assez d’exemples de petits groupes pour servir d’illustra-
tion & un cours introductif & la théorie des groupes finis. Les théorémes de Sylow
sont sollicités maintes fois, et de nombreux treillis de sous-groupes sont dressés.
La manipulation méthodique de ces petits groupes est indispensable pour vérifier
ou faire ressortir certaines idées de la théorie. Outre l'intérét propre d’une telle
démarche, nous y voyons une excellente préparation aux exemples de la théorie
des représentations des groupes finis ou de la théorie de leur cohomoiogie. Nous
avons délibérément laissé de coté l'examen attentif des classes de conjugaison
(des éléments) des groupes considérés ainsi que la détermination de générateurs
et relations, pensant que cela trouvera mieux sa place ultérieurement. D’ailleurs,
traitées trop t6t, les présentations des groupes finis risquent parfois d’éclipser la
signification géométrique de leurs éléments : la nécessaire étape qui privilégierait
’essence par rapport aux avatars est frustrante au stade ol 'on se place.

Plus inattendue, une introduction aux groupes algébriques affines {et du
méme coup & la géométrie algébrique) est offerte au lecteur qui a un goiit pro-
noncé pour les choses de I’algébre linéaire. Une bonne introduction au sujet sup-
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pose 'apprentissage rapide, en plus évidemment du théoréme des zéros de Hilbert,
des notions d’ensembles irréductibles et d’ensembles constructibles. De nombreux
exemples issus du champ linéaire peuvent aider a cela efficacement. Prouver I'ir-
réductibilité de ’ensemble des matrices nilpotentes d’indice de nilpotence donné,
ou reconnaitre « a la main » la constructibilité de 'image de 1’application polyno-
miale qui & une matrice associe sa comatrice, c’est déja en fait se préparer 4 une
meilleure manipulation de certaines notions cruciales de la géométrie algébrique.
Les anciens faisaient cela en jouant tres tot avec les courbes et les surfaces algé-
briques, et quand ces chapitres sont tombés en désuétude dans les programmes
universitaires (non pas pour leur manque d’actualité, mais parce qu’on réalisait
mieux toute leur difficulté), rien n’est venu remplacer ces vieux exemples qui
rendaient plus intuitives des notions telles que celle d’intersection compléte ou
celle de normalité. Or, établir que ’ensemble des matrices de rang inférieur & p
(quelconque) n’est pas une intersection compléte, ou que I'adhérence d’une classe
de similitude est une variété algébrique affine normale, c’est faire de 1'algébre
linéaire (toute élémentaire) et de la trés bonne géométrie algébrique. Sans aller
jusque la dans le présent volume, il a été possible d’introduire élémentairement,
et & travers de nombreux exemples, des notions importantes telles que celle de
quotient catégorique, celle de points réguliers et de points singuliers ou encore
celle de complétude. Espérons enfin que les jeunes étudiants reconnaitront do-
rénavant la densité ou la connexité de GL(n,C), mais aussi celles de ’ensemble
des matrices diagonalisables complexes, en invoquant des arguments algébriques
avant tout autre argument. De méme serait-il souhaitable qu'’ils relévent que, si
I’ensemble des matrices ayant un rang donné, ou une classe de similitude, sont
localement fermés, c’est parce qu’il s’agit d’orbites d'un groupe algébrique affine.

Au moment ol 'on apprend le théoréme de Steinitz sur l'existence d’une
cléture algébrique, ou la caractérisation des équations algébriques résolubles par
radicaux, des problemes aussi simples que le calcul des sous-groupes du groupe
alterné & quatre éléments ou la détermination du groupe des automorphismes du
groupe Z /27 x Z/27Z x Z/2Z restent souvent inaccessibles aux étudiants. Il n’est
plus acceptable en cette fin de siécle, & un moment ou ’enseignement des hautes
um.bhmuubiques Se propose de toucher le plus gié and nombre pGSSwa d’ét udiants,
de taire les situations clés qui cachent l'essentiel des difficultés et que ’on ap-

privoise en premier quand on réfléchit sur un probléme ou une question. Pour

no Mmag I—nml'\nr ru:\r\nnr‘o-nf t"ﬂ'rld l DVDDE |r|1:rn1~cn NN No I-1~Q1rn1"n~r-a naa 1Y|r‘o'ﬂn1mnn+
AL PR DUVLLILSCL UOLLAULRACRILY WACLMLLLY L UAALLAT ALLVLLILDLy WL UL LYV L O O LI ALLlALLLy

avec des matrices 2x2, des connexes dans R ou des courbes planes. .. Le passage
au cadre général reste malgré tout nécessaire pour comprendre le vrai sens des

choses, car finalement & quoi cela servirait-il de diagonaliser la matrice f "; 2]
si I'on n’évoque pas le fait qu’une matrice symétrique réelle est diagonalisable,
ou bien d’affirmer que GL(n,C) ou ’ensemble des matrices complexes ayant des
valeurs propres distinctes sont connexes, si ’'on ne releve pas que cela découle
d’un méme principe 7

1l s’agit donc de garder systématiquement un juste équilibre entre une for-
malisation extréme et une manipulation indéfinie de cas particuliers. Dés lors, on



se servira avec joie des applications propres une fois comprises les applications
propres dans R et dans R?, et I'on s’étonnera devant 1'équation générale de degré
supérieur ou égal 4 cing en méme temps que l'on sera capable de résoudre par
radicaux 1’équation du troisiéme degré et de calculer non sans aise le groupe de
Galois de quelques équations de degré quatre. ..

On ne lit plus que trés rarement un ouvrage mathématique du début a la fin,
mais on y regarde de temps en temps. Les ouvrages réussis sont aujourd’hui un peu
a l'image des séries américaines télévisées qui ont la faveur du public : des scénes
courtes et de la variété. Le lecteur veut consommer vite et veut de jolies choses
a chaque page. On ne peut plus se permettre de lui demander de patienter 70
ou 80 pages en lisant des mathématiques indigestes avant de s’émerveiller sur les
finesses de la géométrie algébrique ou la théorie des groupes de Lie. 1l faut savoir
I’étonner rapidement, ’accrocher dés le début et lui montrer qu’il peut s’amuser
avec des exemples non triviaux avant qu’il ne soit gagné par le sommeil, sinon
par le désespoir. Ceci suppose que ’enseignement évolue pour rendre possible ce
genre de promesses, un peu comme le cinéma et la publicité n’ont plus besoin de
détailler toute une scéne pour montrer un acteur qui entre dans une maison ou
qui descend d’une voiture : certaines choses semblent faire partie du sens commun
alors que ce n’était pas encore le cas au début du siécle. Le spectateur a été
éduqué!

Le corps méme du chapitre zéro est bati & la maniére d’une legon d'agrégation

(qQuoique & une tout autre échelle), en ce sens qu’il essaie de donner un panorama
succinct d'un sujet, en ’occurrence les actions de groupes, en présentant les résul-
tats essentiels au niveau ou l'on se place, et en évoquant & 'occasion de chacun
d’eux quelques applications ou illustrations immédiates. Les notes qui suivent
évoquent trois thémes abordés dans le corps du chapitre zéro?, et qui sont déve-
loppés plus en détail pour eux-mémes. Les exercices devraient d'une part justifier
P’arriere plan des connaissances qui fondent I'édifice, et d’autre part illustrer les
développements plus pointus sur une question donnée.
Ce premier volume est par ailleurs con(;u pour préparer le terrain aux chapitres qui
SUIVI'OHT. ]_1 mvestiSsemem- pour enu(uer par exemple le groupe U.LJLA J.L‘3) 1€ sau-
rait étre justifié si 'on n’avait a ’esprit le besoin d’y puiser une foule d’exemples
pour mieux comprendre, et les représentations des groupes, et plus tard la coho-
mologie de ceux-ci.

La note sur le birapport introduit le lecteur & certains thémes centraux de la
géométrie projective plane; un effort a été fourni pour sortir des sentiers battus

tant an nivean de la nrésentation de la matidre converte ane de son contenn. Une
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certaine familiarité avec le sujet est toutefois souhaitable.

® Une derniére note sur les géométries affine et euclidienne et sur les groupes
cristallographiques du plan aurait pu trouver sa place dans ce cadre. Cela aurait
doublé ou peu s’en faut la taille du présent volume. Nous devrions pourtant
revenir ultérieurement sur ce sujet fascinant, et surtout fondateur.
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La note sur la similitude des matrices occupe prés de la moitié du présent
volume, c’est dire toute I'importance que nous lui accordons. Qutre un traitement
d’ensemble, dans le langage des groupes, des idées clés de la réduction des endo-
morphismes, le lecteur y découvrira une présentation claire des rapports étroits
qui existent entre la réduite de Jordan, les sl-triplets et les représentations de
I'algebre de Lie sl(2). C’est aussi 'occasion pour lui de manipuler les tableaux
de Young, que l'on retrouvera lors de 'examen des représentations du groupe
Gn, et qui devraient normalement figurer avec la réduction de Jordan, dans les
programmes des classes préparatoires. Nous pensons que la clarification qui en
découlera fera du bien tant aux éléves qu'a leurs enseignants.

L’idéal pour juger de notre travail est d’avoir quelque peu regardé les ouvrages
suivants : le joli cours de D. Perrin fait & 'ENS de Sévres, les livres de Weinstein
et de Hall sur les groupes, le livre de Glazman-Liubitch sur 1’algébre linéaire en
dimension finie, celui de Kaplansky sur la géométrie, de Mneimné-Testard sur
les groupes de Lie classiques, le livre de J.-P. Serre sur les algébres de Lie semi-
simples complexes, celui de Carter sur les groupes finis de type de Lie et enfin le
tres élégant Humphreys sur les groupes algébriques. Ce sont surtout ces ouvrages
que 'auteur a consultés et c’est en partant de 14 que le lecteur pourra voir le
chemin parcouru.

La question de l'originalité est sans doute épineuse. Beaucoup de choses non
écrites peuvent étre connues malgré tout des spécialistes, surtout quand on traite
de sujets mathématiques relativement classiques. Les rendre accessibles soudain
au grand public ne permet pas pour autant de prétendre & leur paternité. Par
opposition, une preuve réellement inattendue, mais élémentaire, d’un résultat
bien connu, ou une présentation nouvelle d’'un sujet standard, ont beaucoup de
mal & passer pour originales, méme si elles le sont en réalité. Aussi, s’atteler a
prouver la nouveauté de telle ou telle idée dans un domaine plus que classique
nous semble presque inconvenant et l’on devrait en toute logique laisser le public
I’'ouvrage. Aussi avons-nous renoncé délibérément & préciser notre contribution

%a science universelle (sic}, tant il est vrai en effet que nous n’avons effectué
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avoir découvert. D’ailleurs, détiendrions-nous méme la certitude que 'originalité
des quelques idées nouvelles et sirement modestes que contient I’'ouvrage nous

soit rh‘lp nous savons pertinemment gue tout cela est néeligeable i 1’échelle de

Sio YL ilD pAUL USLATIIALISU AN e vUuyL Voidk Loy UTpligulity @ 1 DLLTUT

la science, et a fortiori devant le miracle d’un mot qui vient éclore sur les lévres
d’un enfant.

Enfin, nous nous devons de signaler que le corps du texte a été pour 1'essentiel
fixé dés la fin de l’année 1992, et que plusieurs fragments ont c1rcu1e, auparavant
et aprés, parmi quelques amis et collegues®. Certaines idées, et nous nous en
réjouissons, furent de ce fait mises & profit, entre autres, pour élaborer quelques

sujets d’examens écrits ou oraux.

% Un principe sourd et d’essence négative aura retardé durablement la parution
de ce volume. Peut-étre comprendrons-nous un jour les termes de sa viralité. ..
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Un des souhaits de 'auteur est que le présent ouvrage puisse enrichir aussi le
débat sur les contenus des programmes des deux premiers cycles universitaires,
ainsi que celui des classes préparatoires; en particulier, la place grandissante qui
est donnée d’ores et déja dans l'organisation de ceux-ci a la notion de groupe
opérant sera, nous I’espérons, d’autant mieux fondée que ceux qui auront a 'en-
seigner seront en état de juger en connaissance de cause de son importance et
de son efficacité. De méme, le traitement qui est proposé de la réduction des en-
domorphismes devrait normalement convaincre ceux qui ne le sont pas déja de
la priorité & accorder & 'examen du cone nilpotent, et de 'urgence qu'il y a &
dépasser le blocage psychologique qui interdisait encore aux jeunes etudlants (et
a leurs enseignants) I'usage systématique de la réduction de Jordan. A un stade
un peu plus avancé, les représentations de sl(2) seraient appréhendées en méme
temps que les sly-triplets lors de la réduction des opérateurs nilpotents.

On débattait encore a la fin du dix-neuviéme siécle de I’'opportunité d’ensei-
gner la notion de dérivabilité aux éléves de I'Ecole polytechnique, et c’est main-
tenant dés la Premiére que cette notion est abordée. Aussi, avec ’accélération du
progres, nous sommes en droit d’'espérer que les quelques vertus que nous trou-
vons a ce modeste travail seront appréciées par le plus grand nombre, avant la fin
de cette décennie.

Le texte de ce volume a été saisi en TEX, dans le format IXTEX. Les dessins
ont été réalisés dans Adobe Illustrator en langage postscript, puis incorporés dans
le texte.

Le travail sur machine est 4 double tranchant et il y a beaucoup & dire a
ce propos. Il est encore t6t, nous semble-t-il, pour tirer des jugements sur cette
évolution sans doute irréversible et il faudra attendre encore un certain temps
pour qu’on se fasse une idée précise sur le sujet. On peut cependant d’ores et déja
exprimer quelques idées a cet égard. Sans évoquer les nombreux troubles oculaires
et articulaires que les spécialistes de l’ergonomie du travail sont mieux aptes que
nous a relever, nous dirons que I'inconvénient majeur est quelque peu paradoxal :
il est trés difficile de s’arréter un jour de toucher ou retoucher le texte! Les
possibilités qu’on a d’intervenir indéfiniment, d’améliorer, de remanier, d’ajouter,
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tendance a croitre dangereusement. La tentation est grande!. Cependant, saisir

directement sur machine fait qu’on a du mal & réécrire de longs passages qui ne
sont pas sortis sous leur meilleure forme deés le dénart
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Un ouvrage comme celui-ci est le fruit d’une longue maturation mathéma-
uq'uc, aussi serait-il 1111p0551u1t: de décliner toutes les influences qui ont pu s’exer-
cer sur 'auteur durant la période correspondante. Il est cependant une personne
& qui 'auteur tient en priorité a adresser ses remerciements, une personne dont

la patience et la générosité ne se sont jamais démenties durant les trois derniéres

4 Ainsi, I'histoire des bagues de Suleima que nous avons insérée presque un an
aprés nous étre promis de ne plus toucher au « manuscrit », et qui apparait en
exercice, marqua pour nous l'ultime intervention effectuée sur le texte.
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années de gestation de 'ouvrage. Alberto Arabia, qui tenait tant 4 ’achevement
du présent volume, nous a appris avant tout & savoir aller seul jusqu’au bout
d’'un projet, mais il a aussi su ne pas nous laisser seul, et nous accompagner de
son attention, de son assistance et surtout de son amitié quand la vie nous ren-
dait quelquefois la vie malheureuse, ou que certaines mathématiques nous étaient
un peu trop délicates. Il suffisait parfois de désirer simplement ou de réver pour
qu’Alberto Arabia prenne & cceur la réalisation du réve ou ’accomplissement du
désir : beaucoup de jolies choses n’auraient pu ainsi figurer dans 'ouvrage s'il
n’avait contribué & les rendre possibles et i les faire s’accomplir. Le temps for-
midable qu'il a pu nous consacrer, il le prenait sur ses activités de recherche
et surtout sur ses loisirs en famille : puisse la qualité de notre travail constituer
une compensation a tant de labeur. Nous remercions aussi Abderrazak Bouaziz
pour nous avoir aidé & éclaircir plusieurs points obscurs. Par ailleurs, Bernhard
Keller, mais aussi Ghazi Abou-Jaoudé, Jean-Paul Allouche, Yves Benoist, Jean-
Yves Charbonnel, René Cori, Michel Duflo, Paul Gérardin, Jean Giraud, Nouri
Kamoun, Olivier Mathieu, Bernard Randé, Christoph Sorger et Michele Vergne,
ont tous apporté leur contribution a 1’élaboration de cet ouvrage; qu’ils en soient
aussi remerciés. Enfin, les séances de cours ou de travaux dirigés avec les éléves,
de méme que les (courtes) conversations mathématiques autour d’un repas ou
lors d'une pause-café, furent a l'origine de bien des idées que nous avons mises a
profit ici ou la. L’auteur n’oubliera donc pas toutes ces personnes non citées, et
qui auront malgré tout, par leur attention et leur curiosité, marqué cet ouvrage.

Paris, septembre 1994.
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Chapitre 0

Actions de groupes

0.1 Introduction

Il est naturel et presque nécessaire de commencer de nos jours un ou-
vrage sur la géométrie par un chapitre sur les groupes opérant sur un
ensemble. Nous avons voulu par ce choix aller dans le sens d'un courant
majeur qui prend ses racines au dix-neuvieéme siécle, mais également préci-
ser un langage et habituer aussi le lecteur & regarder {quand c’est possible)
le champ mathématique a travers la recherche de ce que les physiciens ap-
pellent le principe de symétrie.

Des mots tels que stabilisateur, orbite, espace homogeéne, etc., non
seulement éclairent favorablement un contexte mathématique, mais per-
mettent aussi de formuler des problemes et d’enrichir par ce fait méme
notre connaissance (voir a titre d’illustration la série d’exercices en fin de
chapitre).

Dans le cadre précis de I'algebre linéaire, qui est pour nous un territoire
d’apprentissage mathématique privilégié, des problemes aussi variés que la
recherche de critéres de similitude de deux matrices, la classification des
formes quadratiques ou encore la caractérisation des transvections, sont
mieux analysés au moyen de ce langage.

Quand on se souvient par ailleurs qu’un certain nombre de renseigne-
ments sur un groupe peuvent étre obtenus en le faisant opérer de fagon
appropriée, on comprendra la nécessité que cela entraine pour nous d’ex-
hiber des opérations pour tel ou tel groupe de la géométrie linéaire. Nous
rencontrerons évidemment dans ce chapitre les théorémes de Sylow. C'est
I'occasion de proposer certains exercices concernant les groupes classiques
sur les corps finis. Nous y reviendrons ultérieurement quand nous étudie-
rons les formes quadratiques sur les corps finis ou les représentations des

groupes finis.
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0.2 Quelques mots clés

0.2.1. On dit que le groupe G opére sur l'ensemble X si I'on a une ap-
plication définie sur G x X & valeurs dans X, notée (g,z) — g-x vérifiant
ez =z et g1-(g2-x) = (g192) -z pour tout z dans ’ensemble X et tout g,
et g» dans le groupe G.

L’orbite d’'un point x de X est définie comme ’ensemble formé

y Al T tabhaliants A
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1
1
sous-groupe de G formé par les éléments g € G tels que gz = z. On le
note G,. Les stabilisateurs de deux points x et ¥ appartenant 4 une méme
orbite sont conjugués dans G : si y = h-x, alors Gy = hGzh™!. (Cf. exercice
0.11.1 pour justifier 'expression sous-groupes conjugués.)
1l existe une bijection canonique entre ’ensemble des classes d’équiva-
lence & droite modulo G, et 'orbite G-z, donnée par

2 G/Gy — G

g — g-T.

On précisera plus bas (cf. 0.2.3) une appellation pour ;.

On dit que le groupe G opére transitivernent sur X si I'orbite de tout
élément z € X est ’ensemble X lui-méme; ceci équivaut clairement a dire
qu’il existe x € X tel que G-x = X. L’ensemble des orbites du groupe
G dans X est noté G\X. On note 7 'application canonique de X dans
G\X qui & z € X associe son orbite G-z. Dire que G opére transitivement
équivaut 3 dire que 'ensemble G\X est réduit & un seul élément.

0.2.2. Le premier exemple non trivial de groupe opérant sur un ensemble
est donné par le groupe G = G(X) des bijections de X. Se donner un
groupe H opérant sur X équivaut a se donner un homomorphisme A du
groupe H dans le groupe G(X), et 'on a h-x = A(h)(z).

AIT\QI tont enng-oronne {']ﬂ (‘{Y\ n'nn'w:\ LI Y T a8 cag ]D T\.||‘|Q 1mm£r‘iaf
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est donné par l'action sur X = {1,...,n} du sous-groupe engendré par une
permutation ¢ de X. Les orbites correspondent alors & la décomposition
en cycles (disjoints) de o.

Par ailleurs, les opérations naturelles de GL{n,K) ou de I'un de ses
sous-groupes sur K" relévent encore de cette situation. Dans ’exemple
de GL(n,K) lui-méme, opérant sur K", on a deux orbites dont 'une est
réduite a {0} : tout vecteur non nul de K" peut étre, en effet, complété en
une base.

Dans I’exemple du groupe orthogonal O(n) opérant sur ’espace eucli-
dien R", les orbites sont paramétrées par R, ; cela résulte du fait que le
groupe orthogonal opére transitivement sur les spheres.
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0.2.3. L’exemple typique de groupe opérant transitivement est donné par
’action canonique de G sur l’espace G/H des classes & droite modulo un
sous-groupe H, action (bien) définie par 1'écriture G x G/H — G/H et
(g,%) — ¢g-T = gz. Le stabilisateur de l'origine € € G/H n’est autre que
le sous-groupe H.

Si X et Y sont deux ensembles sur lesquels opére le groupe G, une
application ¢ de X dans Y est dite équivariante si p(g-z) = g-p(z) pour
tout z € X; le stabilisateur de zg est alors contenu dans celui de (zg).
C’est le cas de la bijection canonique ¢, quand on fait opérer G canoni-
quement sur G/G.. On appellera ¢, la bijection canonique équivariante,
et espace homogéne tout ensemble de la forme G/H muni de I'opération
canonique de G. Toute orbite d’'un groupe agissant sur un ensemble est
donc isomorphe, du point de vue des groupes opérant, a un espace homo-
geéne!. Un tel isomorphisme privilégie ainsi un point particulier de 'orbite
correspondant & ’origine dans G/H.

0.3 Exemples fondamentaux

0.3.1. Exemples issus de 1’algébre linéaire. Nous allons dés mainte-
nant donner quelques exemples fondamentaux de groupes opérant dans le
cadre de ’algebre linéaire.
a) Le groupe GL(n,K) opérant sur M(n,K) par conjugaison, ou simili-
tude

(P,M)+— P-M = PMP™!,

L’étude des orbites de cette opération correspond au chapitre « réduction
des endomorphismes » de 1’algebre linéaire.
b) Le groupe GL(n,K) opérant par congruence sur M(n,K)

(P,M)—~ P-M = PM'P.

! Dans le cadre des groupes opérant, les G-espaces homogeénes jouent un peu
un réle analogue & celui que jouent les espaces K" dans le cadre des K-espaces
vectoriels. L’énoncé ci-dessus sur les G-espaces munis d’une action transitive
correspond au classique résultat qui exprime que tout K-espace vectoriel V' de
dimension finie est isomorphe a un K". De méme qu’un isomorphisme entre V et
K™ suppose le choix d’'une base dans V', un isomorphisme entre un G-espace X
sur lequel G opére transitivement et un G/H suppose le choix d’'un point dans
X. Et de méme qu'un K" admet une base privilégiée, un espace homogéne admet
un point privilégié. Enfin, & I’énoncé (non trivial) qui affirme que deux espaces
vectoriels K" et K™ sont isomorphes si et seulement si m = n, correspond dans
le cadre des groupes opérant 1’énoncé suivant qu’on propose au lecteur & titre
d’exercice facile : deux G-espaces G/H, et G/H, sont isomorphes si et seulement
si les sous-groupes H, et Hs sont conjugués dans G.
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Deux matrices M; = 51 + A1 et M; = S; + Ay sont congruentes si et
seulement si leurs parties symétriques et antisymétriques le sont simulta-
nément. Le probleme de la classification des formes quadratiques et des
formes bilinéaires alternées sur le corps K est un cas particulier de cette
situation.

¢) Le groupe GL(n,K) x GL(n,K) opérant sur M(n,K) par

On appellera cette opération 1'opération de Steinitz, et deux matrices con-
juguées sous cette action seront dites r-équivalentes. La «r-équivalence »
des matrices est & la base de la notion de rang d’une matrice (ce qui
explique la présence de la lettre «r»).

d) Le groupe GL(n,K) opérant sur les quadruplets de droites de K"

(9, (D1, D2, D3, Dy)) — (g(Dh), 9(D2), 9(D3), g(D4)).

L’étude de cette opération, lorsque n est égal a 2, est a la base de la notion
de birapport de quatre points de la droite projective.

0.3.2. Sous-groupes de Sylow. L’exemple qui suit sort du cadre linéaire
proprement dit. Il apparait cependant souvent lors de I'étude des groupes
linéaires sur les corps finis.

Soit G un groupe fini d’ordre n = p®m ol le nombre premier p ne divise
pas m. Alors le groupe G opeére de fagon transitive sur les p-Sylow, c’est-
a-dire sur les sous-groupes de G de cardinal p®. On verra en 0.4.5 que de
tels sous-groupes existent toujours.

J
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Nous procédons dés ce paragraphe a quelques manipulations sur chacun
des exemples rencontrés plus haut.

0.4.1. Classes de similitude. Soit M € M(n,R) et 3(M) le centralisa-
teur de M, c’est-a-dire I’ensemble des matrices X qui commutent avec M.
Le stabilisateur Z(M) de M, sous I'action de GL(n,R) opérant par con-
jugaison, apparait comme le groupe des éléments inversibles de 1’anneau
unitaire 3(M). Le bon point de vue ici consiste en fait a constater que
le sous-groupe fermé Z(M) est une sous-variété différentiable de M(n,R)
dont ’espace tangent en 'identité est précisément 1'espace vectoriel 3( M),
que cet espace vectoriel est muni d’une structure naturelle d’algébre de
Lie (& savoir celle induite par la structure d’algébre associative), et que
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'application exp : 3(M) — Z(M ) donnée par X — exp X est bien définie2.
De facgon plus précise

Xe3M) «— VteR, exp(tX)e€ Z(M).

Le groupe Z(M) apparait donc comme un sous-groupe de Lie fermé de
GL(n,R) dont I’algebre de Lie est donnée par 3(M).
Beaucoup plus élémentairement, on a

Proposition 1. L’espace vectoriel 3(M) est de codimension paire.
Démonstration. Posons [X,Y] = XY — Y X. L’application
f: (X, Y)Y tr(M[X,Y]) = tr([M, X]Y)

est une application bilinéaire alternée, dont le noyau?® est précisément
3(M). La proposition résulte alors aussitét du

Lemme 2. Le noyau d’une forme bilinéaire alternée est de codimension
paire.

Démonstration. L’application f : E/E+ x E/E* — K donnée par
(Z,9) — f(z,y) est bien définie, bilinéaire alternée non dégénérée. Si A
désigne la matrice de f dans une base, on a ‘A = —A et 0 # det A =
det A = (—1)™det A; il en découle que m est pair. n

Remarque. Le résultat énoncé dans la proposition est un sous-produit
élémentaire du fait que ’ensemble des matrices semblables a M (c’est-a-
dire l'orbite de M) posséde une structure naturelle de variété symplec-
tiques. Etablir tout cela demande un certain effort (voir en tout cas la
section N.8)

oA VLIVLL U'U/-

0.4.2. La réduction de Gauss

Proposition 1. Quand le groupe GL(n,K) opére par congruence sur 'es-
pace vectoriel des matrices symétriques S(n ]K) Iorb1te de tout élément

contient une matrice diagonale (le corps K étant supposé de caractéristique
différente de 2).
? L’exponentielle d'une matrice M est la somme de la série & - >oM " /n!, série

qui est convergente, car norma.lement convergente dans ’espace vectonel norme
complet M(n,R). Pour tout ce qui concerne les propriétés élémentaires des expo-
nentielles de matrices, le lecteur est invité & consulter le chapitre 3 de [Mn-Ts].
3 Le noyau d’une forme bilinéaire antisymétrique f, appelé encore radical de f,
n’est autre que 'orthogonal de ’espace tout entier.

* On appelle ainsi une variété différentielle V munie d’une 2-forme différentielle
symplectique, c’est-a~dire une 2-forme w fermée (dw = 0) et telle que w, soit non
dégénérée sur l'espace tangent T,(V) pour tout z € V.
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Démonstration. Soit f la forme bilinéaire symétrique définie dans la
base canonique de K" par la matrice symétrique S; comme car(K) # 2, la
forme f posseéde une base orthogonales, ¢’est-a-dire une base dans laquelle
la matrice de f est diagonale, soit D. Si maintenant P désigne la matrice
de changement de base, on a S = PDP. m

Suit un exercice que nous donnons sous forme de

Corollaire 2. Soit S une matrice symétrique complexe vérifiant
det(S + X) =det X

pour toute matrice X symétrique complexe; alors S est nulle.

Démonstration. La propriété vérifiée par S est invariante par con-
gruence (le vérifier); par suite, si D est diagonale et congruente 4 S, on a
det(D+ X) = det X, pour tout X symétrique. Si I'on fait alors X = —\Id,
on voit que 0 est la seule valeur propre de D. n

0.4.3. Deux matrices A et B sont r-équivalentes si et seulement si elles ont
méme rang. C’est un résultat élémentaire (cf. exercice 0.11.33). Il s’ensuit
que pour l'opération de Steinitz, le nombre d’orbites est exactement égal
an+1.

Remarque. Il serait a prioritres économique de définir la dimension d’un
espace vectoriel £ comme un de moins que le nombre d’orbites de GL(F) x
GL(FE) opérant par r-équivalence sur I’algébre #£(FE) des endomorphismes
de F'!| Malheureusement, cette définition de la dimension est tout a fait
inefficace (voir le chapitre 1) et le passage par les notions de famille libre
et de famille génératrice semble incontournable. . .

tion 1. Les idéau:

Proposi
o

Démonstration. Remarquons d’abord qu’un tel idéal est un sous-espace
vectoriel (multiplier par MId). Par ailleurs, si M # 0 est dans ’idéal bilatére
b non nul, toute l'orbite de M sous l’action de GL(n,K) x GL(n,K) I'est
aussi, de sorte que, si M est de rang p, la matrice R, = Diag(ld,,0,...,0)
est dans b, mais aussi R; = R;R,, donc toutes les matrices de rang 1, et
par conséquent b contient la base canonique, et donc b = M (n, K). n

Remarque. On verra dans la suite (cf. chapitre 1) que cette démons-
tration est naturelle !

® Le résultat s’obtient par une récurrence facile sur la dimension de 1’espace en
considérant ’orthogonal d’un vecteur non isotrope.
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Voici une autre application qui est en fait un exercice

Proposition 2. Soit A une matrice non inversible; alors il exisie une
matrice P inversible telle que P A soit nilpotente.

Démonstration. On écrit A = P; Diag(Jp41,0,...,0)Q; ol Jpqq est le
bloc de Jordan nilpotent de rang égal au rang p de A. On prend alors
P = QI'IPI_ 1 et PA est semblable & une matrice triangulaire n’ayant que
des zéros sur la diagonale : elle est nilpotente. ]

Remarques

a) La situation décrite dans la proposition précédente releve de ’action,
multiplication & gauche, de GL(n,K) sur M(n,K) donnée par (P, M) —
PM. Deux matrices M et N sont conjuguées pour cette action (c’est-a-
dire appartiennent & la méme orbite) si et seulement si M et N ont méme
noyau. (Cf. exercice 0.11.40.)

b) L’espace des orbites est donc paramétré par les sous-espaces vectoriels
de K", ’ensemble des matrices inversibles formant 1’orbite correspondant
au sous-espace nul. La proposition ci-dessus exprime donc que dans toute
orbite distincte de la grosse orbite®, il y a une matrice nilpotente.

0.4.4. Au titre d’'une premiére manipulation sur le théme de I'opération
de GL(2,K) sur les quadruplets de droites de K*, nous avons

Proposition. Le groupe GL(2,K) opére transitivement sur les triplets de
droites (deux & deux) distinctes de K>.

Démonstration. Soit (D;, Dz, D3) un triplet de droites distinctes; il
existe V7, V5, V3 non nuls tels que V3 = V4 + V2 et V; € D; pour tout i. Les
vecteurs Vi, V3 qui forment une base de K2, peuvent étre envoyés par une
application linéaire sur deux vecteurs W, Ws libres donnés a ’avance et
alors V3 s’envoie sur W3 = W, + W, N

Remarques
a) L’opération du groupe projectif PGL(2,K) = GL(2,K)/K* sur les
triplets de droites distinctes est simplement transitive, c’est- érdire qu’il

exigte un unicue 7 envovant un trinlet sur un autre. Ceci dautivaut a dire

R ¥ L WVLII T 4 TaaAV Syl il Vaapraou il 4%e ASTLL DV oau w AV ¥ o]

que le stabilisateur d’un tel triplet pour action de GL(2,K) est réduit &
K* : en effet, un opérateur dans le stabilisateur a trois directions propres
distinctes, il est donc scalaire (cf. exercice 0.11.3).

¢ Cette appellation se justifie dans la mesure ol (en dehors du cas ol le corps
de base est fini), une matrice prise au hasard est inversible (dans le cas réel, les
matrices inversibles forment un ouvert dense).
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b) On voit qu’une certaine condition est & poser pour que deux quadru-
plets de droites soient conjugués sous I’action de GL(2,K). Cette condition
s’exprime, comme on le verra, au moyen du birapport (voir la note 0-B).

0.4.5. Théoreme de Sylow. Nous allons montrer dans ce qui suit ’exis-
tence d’un sous-groupe de Sylow, par des moyens (quelque peu) linéaires.
On commence par 1'établir pour le groupe GL(n,Z/pZ), (ou p est pre-
mier), dont le cardinal est (p™ — 1)(p"™ — p)--- (p* — p"~!), comme on le
voit facilement en comptant les bases de ’espace vectoriel K”. Un p-Sylow
est donc de cardinal p™"~1)/2, Le groupe des matrices unipotentes? tri-
angulaires supérieures (qui est aussi un sous-espace affine de dimension
n(n —1)/2) a le cardinal souhaité. Pour le cas général, on remarque que si
I'on établit existence d’un p-Sylow pour un groupe G, il est facile (voir le
lemme ci-dessous) de I’obtenir pour n’importe lequel de ses sous-groupes;
par suite, il suffit de réaliser tout groupe fini d’ordre n comme sous-groupe
de GL(n,Z/pZ) : on réalise d’abord G comme sous-groupe de &(G) ~ &,
en le faisant opérer par translation a gauche sur lui-méme, puis on plonge
G dans GL(n,Z/pZ) en réalisant &, comme le sous-groupe des matrices
de permutation.

Lemme. Soit H C G et S un p-Sylow de G. Alors, 'un des stabilisateurs
(d’éléments) pour I'action de H (obtenue par restriction) sur l'espace ho-
mogéne G/S est un p-Sylow de H.

Démonstration. Si toutes les orbites de H sur G/S avaient un cardinal
divisible par p, il en serait de méme de G/S, ce qui est exclu. Il existe
donc un stabilisateur qui a un indice dans H premier avec p. Pour finir, il
suffit de remarquer que tout stabilisateur, étant de la forme ¢gSg™! N H,
pour g € G, est conjugué au sous-groupe SN g~'Hg de §; c’est donc un

p-groupes. [

Remarques

a) Les p-Sylow sont conjugués. Considérons a cet effet un p-Sylow H
quelconque. Le groupe H stabilise un point de G/S, il est donc contenu
dans un conjugué de S : on conclut alors par un argument de cardinalité.
Le méme argument, dans le cas ou H est simplement un p-groupe, prouve
que tout p-groupe est contenu dans un p-Sylow.

b) Sur le corps F,, ott ¢ = p*, il est facile de dénombrer les p-Sylow

du groupe linéaire : leur nombre est égal A I'indice du normalisateur de

7 Une matrice M est dite unipotente si Id — M est nilpotente ou, ce qui revient
au méme, si 1 est sa seule valeur propre.
® Un p-groupe est un groupe dont le cardinal est une puissance de p.
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I'un d’entre eux (cf. exercice 0.11.1). Si I'on prend le p-Sylow formé par
les matrices unipotentes supérieures, son normalisateur est le groupe des
matrices triangulaires supérieures dont le cardinal est g®(»~1)/ 2(g—1)™ (cf.
exercice 0.11.71).

c¢) Toujours dans le cas du groupe linéaire sur les corps finis, tout p-Sylow
laisse invariante une droite (cf. exercice 0.11.9). Ceci est en accord avec
un théoréme sur les représentations d’un p-groupe en caractéristique p, qui
assure, en pareil cas, I'existence d’un point fixe (cf. [Ser], page 80).

d) Remarquons que le fait, d’une part, que I'indice du sous-groupe (des
matrices de déterminant 1) SL(n, F,) dans GL(n,F,), qui vaut ¢ — 1, est
premier avec p, et d’autre part, que le premier groupe est distingué dans
le second, permet d’affirmer que ces deux groupes ont les mémes p-Sylow
sans avoir a connaitre la forme de ceux-ci (cf. exercice 0.11.5).

e) On trouvera dans 'exercice 0.11.7 une autre démonstration du théo-
réeme de Sylow qui utilise une propriété de congruence (arithmétique) sur
les coefficients binomiaux.

0.5 Aspect topologique

0.5.1. On dit que le groupe topologique® G opére continiiment sur I'espace
topologique séparé X si ’application que 'on devine de G x X dans X est
continue. Les stabilisateurs G, pour = décrivant X sont alors fermés, et
pour tout g, 'application Ag : z — g-z est un homéomorphisme de X.
Nous nous intéressons aux propriétés topologiques des bijections cano-
niques équivariantes ¢, 'espace G/G,, étant muni de la topologie guotient
(si s désigne la surjection canom'que, O est ouvert si et seulement si s™1(0)

RS [ AN A Penlhidtn Ao 1o +armndamin jemndieida cman Anlla o WV
ﬂbl' ui UUVUI.U U.U U} €t 1'0roite ac ﬂ.n lJUl)UlUBJ.t; Lll.uu.lbb' }_Jd;]. Celle de A.

0.5.2. Il est faux en général que la bijection continue ¢, soit un homéo-
morphisme (cf. [Mn-Ts|, page 29); il existe néanmoins deux cas assez fré-
quents ol l'on peut I'affirmer.

0.5.2.1. Commengons par le plus simple.

Théoreme 1. Quand le stabilisateur de x donne un quotient compact,
Papplication @, : G/G; — G-z est un homéomorphisme.
Démonstration. L’application ¢, est une bijection continue envoyant

tout fermé (= compact) de G/G, sur un compact (= fermé) de G-z. C'est
donc un homéomorphisme. |

? Pour tout ce qui concerne les rudiments sur les groupes topologiques, on pourra
consulter [Mn-Ts].
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Le résultat est en particulier vrai quand le groupe G lui-méme est
compact. Ainsi par exemple, quand le groupe spécial orthogonal SO(n)
opére sur la sphére unité S*~! de R™ pour le produit scalaire, on a, en
identifiant le stabilisateur du premier vecteur de base (1,0, ...,0) au sous-
groupe SO(n — 1), un homéomorphisme entre SO(n)/S0O(n — 1) et S* 1.
Ceci permet, par une récurrence facile, de démontrer que le groupe SO(n)
est connexe et ce au moyen du

Lemme 2. Si H et G/H sont connexes, alors il en est de méme de G.

Démonstration. Soit f : G — Z continue. La restriction de f a toute
classe a droite modulo H est constante car gH est homéomorphe & H, donc
connexe; 'application f définit par passage au quotient une application

continue {nourouoni '?\ q1n est donc constante. Il en est de méme pour ] fom

WiAUIAA UG | a3 LA

0.5.2.2. Un deuxiéme cas est donné par le

Théoréme 3. Sile groupe G est localement compact, dénombrable 4 I'in-
fini (c’est-a-dire réunion dénombrable de compacts) et si Porbite est loca-
lement compacte, les bijections . sont des homéomorphismes.

Démonstration. Cf. [Mn-Ts|, page 33. ]

Remarques

a) La démonstration de ce théoréme fait intervenir une propriété de Baire.
b) Ce théoréme permet par exemple de démontrer que le groupe
GL*(n,R), des matrices de déterminant strictement positif, est connexe.
En effet, on le fait opérer sur 'ouvert R™ — {0}. Comme tout ouvert dans
R* est localement compact {cf. exercice 0.11.74), les hypothéses du théo-
réme sont satisfaites : 'espace homogeéne GL*(n,R)/G1 (ou l'on a noté

G le stabilisateur du premier vecteur de base) est donc homéomorphe a
B — Iﬂl ILec 8léments de f' sont de la forme

A4S At arivizurs wav Asaal Aty 20m AL ada

(1 as -+ an
0

M

0
ol a; € Ret M € GL*(n~1,R); 'ensemble G, est donc homéomorphe &
GLY(n—1,R) x R"!, Le lemme 2 précédent permet alors de conclure au

moyen d’une récurrence qui commence avec n = 1, auquel cas GL1(1,R) ~
*
RY.
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0.6 Aspect différentiel

C’est une situation plus difficile que la précédente (on se contente de la
décrire en renvoyant & [Mn-Ts| pour plus de détails et d’autres développe-
ments). Le groupe G est alors muni d’une structure différentiable qui en
fait un groupe de Lie (en pratique, le groupe G sera un sous-groupe fermé
contenu dans le groupe linéaire; un tel groupe est alors une sous-variété
différentiable de I’espace vectoriel des matrices). L’espace X est aussi muni
d’une structure différentiable. Quand H est un sous-groupe fermé de G,
I’espace topologique G/ H est un espace localement euclidien’®. Il peut étre
muni d’une structure de variété différentiable compatible avec ’action de
G (c’est-a-dire telle que l’application que I'on devine de G x G/H dans
G/H est différentiable) et de dimension égale 4 dim G — dim H.

La bijection canonique équivariante ¢, : G/G; — G-z C X est alors
une immersion (c’est-a-dire différentiable et de différentielle injective en
tout point de I'espace de départ). L’orbite G-z n’est pas en général une
sous-variété de X (ceci supposerait au moins que G-z soit localement com-
pacte, ou, ce qui revient au méme, localement fermée : voir les exercices
0.11.74 et 0-C.11.33). Elle le devient quand la condition nécessaire de
locale-compacité est vérifiée, puisqu’on sait alors que ’application ¢, est
un homéomorphisme et donne donc un bon paramétrage’* de Vorbite.

0.6.1. On établira assez facilement dans la note 0-C qu’une classe de simi-
litude dans M(n,R) est localement compacte. Par suite, la bijection cano-
nique équivariante associée a la matrice M, soit @y : GL(n,R)/Z(M) —
O)s = classe de similitude de M, est un difféomorphisme L’espace tan-
gent en Uidentité & Z a\ua) étant le sous-espace ‘ﬂmt) l‘buub mmp:emcuu,
car ici Z(M) est 'intersection d'un ouvert et de I'espace vectoriel 3(M)),
la classe de similitude de M est donc une sous-variété différentiable de
M (n,R) de dimension paire. L’application ¢ : M(n,R) — Oy = classe
de similitude de M, donnée par X — exp(X)-M-exp(—X), a pour diffé-
rentielle au point 0 I'application é§ = dy(0) : M(n,R) — Tp(Ops) donnée
par 6(X) = limg—, M =XM-MX.

Son noyau n est autre que 3(M) et, vu les dimensions, elle

surjective, et induit un isomorphisme noté encore § entre 1

Ped J Arat4 MASALINSE pLALIRASY AW UL UALLASR N AAUL

t donc

10 Cest-a-dire : tout point admet un voisinage homéomorphe a un ouvert de R™.
1 On désigne ainsi une application f : Vi — V; qui est une immersion injective et
qui réalise un homéomorphisme entre la variété V] et son image. L’image f(11)
est alors une sous-variété de V; et 'espace tangent & f(V1) en un point f(v) est
donné par l'image de la différentielle de f au point v € V.
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M(n,R)/3(M) et I'espace tangent en M A la classe de similitude @ de
M.

Proposition. L’espace tangent a la classe de similitude de M est donné
par I'image de Papplication

ad(M): X — [M,X] = MX - XM.

La 2-forme différentielle €2 dont il a été question & la remarque de la
page 5 se définit comme suit : elle va &tre GL(n, R)-invariante, c’est-a-dire
que pour tout g, A5(Q) =2 ol 4, : X — g-X = gXg~!. Autrement dit,
si N=gMetsiay: Tnu(0) — TN(@) est la différentielle’? en M de Ag,
alors oy conserve les structures symplectiques sur ces espaces tangents.
Pour définir Q, il suffit donc de la donner en M, et qu’'en M la 2-forme
bilinéaire alternée §25s soit invariante par les a4 ol g laisse fixe M, c’est-
a-dire pour g € Z(M).

Mais on a déja une forme bilinéaire alternée non dégénérée sur
M(n,R)/3(M) ~ Ty(0), et 'on a une opération du groupe Z(M) sur
’espace de départ, puisque si P € Z(M), PXP~! commute avec M si
X commute avec M, autrement dit les éléments de Z(M) laissent stable
3(M) et donnent par passage au quotient une opération (linéaire) de Z (M)
sur M(n,R)/3(M); de méme Z(M) opere sur Tas(€) par P-X = ap(X).
L’application § est équivariante :

§(P-X) = 6(PXP!) = (PXP'M - MPXP!)
= P(XM - MX)P! = P§(X).

Pour construire une forme symplectique Z (M )-invariante, il suffit donc
de transporter par § la forme symplectique f : (X,Y) — tr(M[X,Y))
introduite dans la proposition 1 page 5, pourvu que celle-ci soit Z{M)-

invariante. Or
f(p-X,PY) = f(PXP-1,PYP1) = tw(M[PXP},PYP}))
= tr(PM[X,Y]P7Y) = tr(M[X,Y)),

car P et M commutent.
Etablir enfin que  est fermée n’est pas difficile, mais sort du cadre

sroorement dit de ce volume (Vi mar avarmnla [Kie] )
pl. ]_Jl. 1ITLILV ULIL UT LT VUIUILLIC. \VU].I. Pdﬂ. CACJ.J.LPI.C lj.\u.] }

0.7 Sous ’angle de la géométrie algébrique

Nous nous contenterons comme dans la section précédente d'une des-
cription sommaire de la situation, en renvoyant le lecteur & [Hum], ou

12 Remarquons que, dans notre action, I’application A, est linéaire et que sa
différentielle en tout point est elle-méme.
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[Bor], ou au premier chapitre de [Cart]. Le groupe G est dans ce cadre
(pour simplifier) un groupe algébrique affine, c’est-a-dire un sous-groupe
de GL(n,K) (ol K est supposé algébriquement clos) dont ’ensemble sous-
jacent est une variété algébrigue affine, c’est-a-dire réalisable comme |’en-
semble des zéros communs a une famille (finie) de fonctions polynomiales
en plusieurs variables. L’ensemble X, quant a lui, est une variété algébrique
(nous ne donnerons pas une définition précise de la notion mais signalons
tout de méme que cette condition est réalisée dans la pratique deés lors
que ’ensemble X est un ouvert!® d’une variété algébrique affine! ou pro-
jectives). L’action du groupe G sur la variété algébrique X est supposée,
évidemment, algébrique.

N71 Tonr
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localement fermée (chose qui n’est pas acquise dans le cas différentiable,
mais qui le devient en particulier quand les objets en présence sont algé-
briques, vu qu’un localement fermé pour la topologie de Zariski 1’est aussi
pour la topologie usuelle). On s’étendra plus longuement sur cet aspect des
choses dans la note 0-C ou 'on discutera de la notion, tout aussi cruciale,
d’ensemble constructible.

Quand H est un sous-groupe fermé du groupe algébrique affine G, le
quotient G/H peut étre muni d’une structure de variété algébrique qui a
toutes les bonnes propriétés d’une structure quotient!® :les ouverts dans

’

13 La topologie dont il est ici question est la topologie de Zariski, dont les ouverts
(ou ce qui revient au méme, les fermés) sont essentiellement définis au moyen de
fonctions polynomiales. Ils sont donc aussi ouverts (ou fermés) pour la topologie
usuelle (de Hausdorff) quand le corps K est égal & C. L’inverse étant évidemment
faux en général.

14 Quand l'ouvert est défini par une seule équation, on parlera d’ouvert princi-

pal; la variété algébrique obtenue est encore affine; ainsi le groupe GL(n,K) est
une variété aladhrioue affine nuismu’il annarait comme ’ensemble des zéros dans

YR ALY SramrrraaSgiat dRiliilal praasndigie di Qg A WAV LAULLEAIAT L Cadlbalansat RS LTS Sadeas

Iespace M (n +1 K) de I’équation :

ae (| 2]) =1,
ALY 1/

ou M= ()\ij) S M(n,K) et A € K.

1% Une variété projective est donnée par I’ensemble des zéros dans l’espa.ce pro—
jeciif P, (K} d’une famille (finie) de polynémes homogenes. Un ouveri d’une telle
variété sera appelé variété quasi-projective.

16 Cette structure sur G/H est liée essentiellement au fait qu’un sous-groupe
fermé H apparait comme le stabilisateur d’une droite D dans une certaine ac-
tion de G sur un espace vectoriel V' (ceci est un théoréme di & Chevalley).
Le quotient G/H est alors identifié & lorbite dans I'espace projectif P(V) du
point correspondant i la droite D. On transfére au quotient G/H la structure
de variété quasi-projective que posséde 'orbite, qui est localement fermée. La
structure algébrique ainsi obtenue est indépendante du procédé, en particulier
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G/H sont caractérisés par le fait que leurs images réciproques par la sur-
jection canonique sont les ouverts saturés de G, et une application algé-
brique!” sur G, constante sur les classes modulo H, définit sur le quotient
G/ H une application qui est encore algébrique. ..

Quand le sous-groupe H est distingué dans G, le quotient G/H est al-
gébrique affine. D’un autre c6té, la variété algébrique G/H est projective
si et seulement si H est parabolique, c’est-a-dire contient un sous-groupe de
Borel de G. Dans le cadre de GL(n,K), un sous-groupe de Borel signifiera
un sous-groupe conjugué du sous-groupe T'(n, K) des matrices triangulaires
supérieures (cf. 0-C.11.45).

Enfin, une variété algébrique affine Z est dite irréductible si 1’algébre
K|[Z] des fonctions réguliéres définies sur Z est intégre, ce qui équivaut a
dire que l'idéal des fonctions polynomiales de l'espace ambiant qui s’an-
nulent sur Z est premier. Une fagon topologique de le dire est que tout
ouvert (non vide) de Z est dense. Quand K = C et Z = G, ceci équivaut
a dire que le groupe G est connexe pour la topologie usuelle. On notera
K(Z) le corps des fractions de I’anneau integre K[Z], et on 1'appellera le
corps des fonctions (rationnelles) sur Z.

On peut énoncer

Théoréme. Soit G un groupe algébrique affine irréductible opérant sur
la variété algébrique X. La bijection canonique équivariante ¢, : G/Gy —
G-z est un isomorphisme de variétés algébriques si et seulement si I’appli-
cation f : G — G-r donnée par g — g-x est séparable, c’est-a-dire que la
différentielle en e de f est surjective.

Remarques
a) Nous ne donnerons pas les détails nécessaires a la définition d’espace

tangent et de différentielle. Indiquons cependant que sur C, tout se passe
pour ces notions comme dans le cadre de la océométrie différentielle usuelle,

TR A VASSARY SASAarsasts Sadbiand ST LRSI U LU I8 a2 RALSIR I R SNA RSN LR A s

ol 'on calcule des dérivées partielles et des jacobiennes.
b) Le terme de séparable provient de ce que la surjectivité de la diffé-

ren‘l’;leue en € est eqUIleenT:e au Id;ll) que 1 eXbBIlblU[l U.b' LUIPD J.NKU) i
FY(K(G-z)) est séparablel®. Cette condition est donc automatiquement

de la représentation de G sur V.

17 Les fleches entre les objets algébriques s’appellent aussi des morphismes ou
encore fonctions réguliéres quand ils arrivent dans le corps de base.

18 Le corps des fonctions sur P’orbite est le corps des fonctions d'un ouvert af-
fine qui s’y trouve. Ceci ne dépend pas de l'ouvert, car 'orbite, comme G, est
irréductible {au sens topologique)... Par ailleurs, une fonction réguliére sur (un
ouvert de) 'orbite donne par composition par f une fonction réguliére sur G;
cette correspondance (qui passe au corps des fractions) est désignée par f*.
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réalisée en caractéristique zéro, et appliquer le théoréme ci-dessus n’est
dans ce cadre d’aucune difficulté.

c) Ayant & disposition la notion de dimension, on a toujours (donc sans
les hypotheses du théoréme) dim(G-z) = dim G — dim G, qui est aussi
égale i la dimension du quotient.

d) Remarquons encore que variété algébrique affine et variété projective
sont deux notions antinomiques : moralement, il y a trop de fonctions sur
I'une et seulement les constantes sur 'autre. En fait, ceci découle essen-
tiellement de ce que les variétés projectives sont completes!® (notion algé-
brique qui correspond, lorsqu’on est sur C, a la compacité pour la topologie
usuelle) et que 'image d’un complet est un complet (donc un fermé). Aussi,
une variété algébrique (irréductible) X qui est & la fois affine et projective
est réduite 3 un point : en effet, si X ¢ K", la i*®™ projection envoie X
sur un fermé (strict) de K, car K C P;(K), n’étant pas fermé, n’est pas
complet. On conclut sachant que les fermés (irréductibles) de K sont les
ensembles finis (réduits donc & un point).

e) La notion de variété complete pour la topologie de Zariski est & rappro-
cher de celle de variété compacte (’espace projectif P,(C) par exemple)
pour la topologie de Hausdorff. En effet, c’est un exercice classique de to-
pologie que d’établir qu’un espace métrique E est compact si et seulement
si I’application pre : E x C — C applique les fermés sur les fermés. (On
pourra, pour la réciproque, considérer par 1’absurde une suite (x,,) dans F
sans valeurs d’adhérence, et noter que la suite (z,,1/n) est elle aussi sans
valeurs d’adhérence et forme donc un fermé de E x C.)

0.7.2., Exemples

a) Vérifions que ’ensemble 9, des matrices de rang p, qui apparait
comme une orbite sous l'action de Steinitz, est bien localement fermé:
en effet, les matrices de rang inférieur ou égal & k sont obtenues comme
les matrices dont les mineurs d’ordre k + 1 sont tous nuls. Notons %, leur
ensemble, qui est donc fermé. L’orbite %, est alors intersection de 97,, et
du complémentaire de #p_;.

b) Tl est un peu plus délicat de vérifier que ’ensemble des matrices sem-
blables & une matrice A donnée est encore localement fermé : on verra cela

dane la nnte O.C?
LACULRLY ACE LAVTUS, W N e

¢) L’ensemble des triplets de droites distinctes du plan K? est une variété
algébrique affine de P; (K)3. C’est une conséquence du théoréme précédent

1® On dit qu’une variété algébrique X est compléte si pour toute variété Y, la
projection prs : XXY — Y applique les fermés sur des fermés. En particulier, si f :
X — Y est algébrique, ’ensemble Im( f) est alors fermé, car égal & pra{(x,y); v =

f(=)}.
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qui, en caractéristique zéro, ne pose aucun probleme : en effet, on a affaire
a une orbite du groupe GL(2,K) dont le stabilisateur est le sous-groupe
distingué des matrices scalaires inversibles. Le résultat est quand méme
vrai en toute caractéristique (cf. [Hum)).

d) L’ensemble des drapeauz de type (2,5) de ’espace vectoriel E = K°,
c’est-3-dire I'ensemble des couples de sous-espaces vectoriels (E£;, Fs) em-
boités et de dimensions respectives 2 et 5, est une variété projective : c’est
en effet une orbite sous I'action de GL({E) (utiliser deux fois le théoréme
de la base incomplete) dont le stabilisateur est le sous-groupe parabolique
formé par les matrices

-ﬁ**-
O|B| =
00}|C

ol les « matrices » A, B et C sont des matrices carrées de tailles respectives
2,3 et 4. La vérification de la séparabilité est laissée aux lecteurs plus
expérimentés; les autres pourront se placer en caractéristique zéro.

Remarque. L’idée suivante est efficace dans bien des situations:si un
groupe algébrique irréductible opére sur un ensemble fini, alors il laisse
fixes tous ses points. On s’en servira dans la suite a trois reprises : pour
établir & un moment 'irréductibilité de certains polynémes (cf. exercice
0.11.57), pour justifier la normalité d’une certaine variété algébrique (voir
les remarques qui suivent le corollaire 0-C.5.5.2), et enfin pour établir la
trivialité d’un quotient qui est & la fois affine et complet (cf. exercices
0-C.11.45 et 0-C.11.46).

0.7.3. Quand un groupe G opére sur une variété X, il opére naturellement

sur Palgebre KIX] des fonctions régulieres sur X. L’étude de ce nrobléme

= Gaamtevri T akhpdr ] Rl aLLab valraad LTmrariTa s ) R e v ]

notamment la recherche des fonctlons réguliéres qui sont invariantes sous
I’action de G, est de haute importance. Ce probléeme est connu dans la
littérature sous 'appellation de « théorie des invariants ». Nous I’exami-
nerons dans la section suivante, essentiellement lorsque X est un espace
vectoriel et que I'action de G sur X est linéaire. On se contentera ici d’une

proposition simple et néanmoins étonnante

Proposition. Soit G un groupe algébrique affine opérant sur la variété
algébrique affine X, et soit f € K[X]. Le sous-espace vectoriel engendré
par les translatés de f sous action de G est de dimension finie.
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Démonstration. La fonction (g,z) — f(g-z) est algébrique sur le pro-
duit G x X. On peut donc écrire f(g-z) = 3, ki(g)li(x). Les translatés de
f sont donc dans le sous-espace engendré par les fonctions ;! »

Cette constatation sert déja dans la démonstration du théoréme di a
Chevalley évoqué plus haut?°. On s’en servira de nouveau dans 0-C.11.43.

0.8 Représentations linéaires

Nous avons rencontré plus haut des opérations d’un type particulier :
un groupe qui opere de fagon linéaire sur un espace vectoriel de dimension
finie, c’est-a-dire tel que les A; : r + g-z soient linéaires. Le premier
exemple est celui du groupe GL(n, K) opérant sur K". C’était aussi le cas
de l'opération de Steinitz et de ses restrictions qui donnent les opérations
de similitude et de congruence. De méme les actions de Z(M) sur T (0)
et sur M(n,R)/3(M) sont linéaires.

Une action linéaire d’'un groupe G sur un espace vectoriel £ corres-
pond donc & un homomorphisme de G dans le groupe linéaire GL(E). On
parlera alors de représentation linéaire du groupe G sur I'espace vectoriel
E. L’étude de ces représentations forme tout un édifice du champ mathé-
matique. Nous nous contenterons dans ce chapitre d’en examiner quelques
aspects des plus simples.

Une représentation est dite irréductible si les seuls sous-espaces vecto-
riels de F stables par tous les A, sont les sous-espaces triviaux. Elle est
dite orthogonale (resp. unitaire si 'on est sur C, ou sur un corps fini...)
si les Ay conservent une forme quadratique non dégénérée (resp. un pro-

. .
wnatinn

Auit hoarmition) anir B To faractdre A'iine ranrdcontatinm act ’annl
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(S RV SR Y] MCLJ.J.LI.U].\.JJ.J.} DUl LY. LT Lurutro/o U ullvc v plivoviivanivil

x4 : G — K donnée par g — tr(Ag).

0.8.1. Fonctions polynomiales invariantes. Quand le groupe G opére
de fagon linéaire sur 'espace vectoriel E, il opére aussi linéairement sur
algébre K[E] des fonctions polynomiales?! définies sur E :si P € K[E], on
pose g-P : z — P(g~1-x). L’algebre des fonctions polynomiales invariantes,

2 Elle sert aussi pour démontrer que tout groupe algébrique affine peut étre
réalisé comme sous-groupe (fermé) d’un groupe linéaire.

21 I’ensemble des fonctions polynomiales sur I’espace vectoriel E sera parfois noté
#(FE). Relevons au passage que la bonne fagon (c’est-a-dire la fagon intrinséque)
de définir ’algebre des fonctions polynomiales sur ’espace vectoriel F est de dire
que c’est 'algeébre symétrique ¥(E*) sur le dual de E, mais, pratiquement, une
fonction polynomiale n’est autre qu’une fonction polynomiale des composantes
de v € E sur une base de E (ceci ne dépend pas de la base).
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c’est-a-dire {P; Vg, g-P = P}, sera notée K[E]®. C’est un résultat clas-
sique (et facile, du moment que 'on dispose de la notion de noethérianité)
di & Hilbert que d’affirmer que cette algebre est, lorsque G est fini, de
type fini {cf. exercice 0.11.49). Il est facilement vérifiable quand le groupe
G = B,, est réalisé comme le groupe des matrices de permutations de K™ :
les polynémes invariants ne sont autres que les polynémes symétriques, et
un systeme fini de générateurs de l'algébre qu’ils forment est donné par
exemple par les fonctions symétriques élémentaires ou par les polynémes
de Newton.

Les fonctions polynomiales invariantes sont constantes sur les orbites,
et donnent de ce fait un moyen pour établir que deux points ne sont pas
conjugués sous l'action de G. La recherche d’un systéme de générateurs
est donc du plus grand intérét, d’autant que, parfois, les fonctions poly-
nomiales séparent les orbites, c’est-a-dire que si P(z) = P(y) pour tout P
invariant, alors x et y sont conjugués. C’est le cas par exemple de ’action
du groupe &, rencontrée ci-dessus (cf. exercice 0.11.64).

0.8.1.1. Exemples. On suppose K algébriquement clos.
a) Considérons I'action du groupe G = GL(n,K) opérant par conjugaison
sur £ = M(n,K).

Proposition 1. L’algébre K[E|C est engendrée par les n fonctions poly-
nomiales : M +— tr(M?) ot i € [1,n], ou encore par les n fonctions po-
lynomiales apparaissant comme coefficients du polynéme caractéristique
Py (X) = det(M — X1d,) de la matrice M.

Démonstration. Soit f une fonction polynomiale invariante par simili-
tude: la restriction de f & ’ensemble

9={De M(n,K) : D = Diag(dy,ds, ...,dn),d; € K}

des matrices diagonales est une fonction symétrique des d;, puisqu’une
matrice diagonale D € & est semblable &
Diag(da(l), - ada(n)) pour tout ¢ € G,;
par suite, il existe un polynéme P tel que
f(D) = P(tr D,tr D?,... tr D™).
Les applications M — f(M) et M — P{tr M,tr M?,... tr M™) sont
toutes deux invariantes sous l'action de GL(n,K) et sont égales sur les
matrices diagonales, donc aussi sur les matrices diagonalisables. Ces der-

niéres forment un sous-ensemble Zariski-dense (cf. exercice 0.11.51); les
applications sont donc égales. -
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Remarque. On donnera plus bas une autre démonstration de ce résultat.
Notons par ailleurs que les fonctions polynomiales invariantes ne séparent
pas dans ce cas les orbites : s’il est vrai que deux matrices semblables ont
méme polynéme caractéristique, la réciproque est en général fausse.

b) Le deuxiéme exemple constitue un cas particulier de ce que I’'on appelle
le premier théoréme fondamental de la théorie des invariants. On suppose
toujours K algébriquement clos. On définit X =Y xY ou Y = M(n,K)
et I'on se propose de déterminer I'algébre K[X]|¢ des fonctions polyno-
miales invariantes sous I’action du groupe G = GL(n,K) opérant sur X
par g-(A, B) = (Ag~',gB) (se reporter a ’exercice 0.11.55 pour l'autre
action naturelle de G sur X). Soit x : X — Y définie par (A4, B) = A-B,;
application p est surjective et son induite p* : K[Y] — K[X] qui & ’ap-
plication polynomiale f associe f o u est donc une injection, ce qui permet
d’identifier K[Y] avec son image. Une application p dans K[X] est alors
dans K[Y] si et seulement si p = go u oll ¢ est une application polynomiale
sur Y. On peut énoncer

Proposition 2. L’inclusion évidente K[Y] C K[X]C est en fait une égalité.

Démonstration. Soit p une fonction polynomiale invariante sur X; si B
est inversible, on peut écrire p(A, B) = p(AB,Id) = g(AB), ol ’on a noté
g application polynomiale sur Y donnée par

q: M+ (M,1d) — p(M,Id).

L’égalité p(A, B) = q(AB) est valable sur I’'ouvert (dense) de X formé des
couples (A, B) tels que B est inversible, elle est donc valable partout. m

- - ~ , P
c) Le troisidme exemple apparait naturellement lors de I’étude des

vections. On se propose de déterminer les fonctions polynomiales inva-
riantes sur l’espace vectoriel £ x E*, muni de ’action naturelle de GL(E)
donnée par g-(v,¢) = (g(v),tg (). Les fonctions polynomiales en ¢(v)
sont des exemples de telles fonctions. Il s’agit de démontrer que ce sont les
seules, autrement dit

+rana_
L adly

Proposition 3. Une fonction polynomiale sur E x E*, invariante sous
Paction de GL(E), se factorise & travers ’application (v, @) — ¢(v).

Démonstration. Soit (vg, o) vérifiant po(vg) = 1 et soit p une fonction
polynomiale invariante. Si le couple (v, ) est dans l'ouvert WU = (E —
{0}) x (E* - {0}), il est conjugué sous ’action de G au couple (p(v)vy, Po)
[voir par exemple la question b) de I’exercice 0.11.58 ou bien I’exercice
0.11.60}; il s’ensuit donc que p(v, ) = g(y(v)), ou 'on a noté g la fonction
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polynomiale sur K, donnée par

A (g, o) — p(Avg, wo).

L’égalité p(v, ) = g(p(v)), valable pour (v, ¢) parcourant I'ouvert (dense)
AL, Vest partout. -

0.8.1.2. La notion de quotient catégorique. On suppose toujours K
algébriquement clos. On dit que le couple formé par Y et ¢ : X — Y (olt
¢ est un morphisme de variétés algébriques) est un quotient catégorique
pour la variété X munie d'une action d’un groupe algébrique affine G, s'il
existe un morphisme ¢ : X — Y constant sur les orbites et tel que tout
morphisme X — Z constant sur les orbites se factorise (uniquement) &
travers ¢. Ceci permet alors d’identifier les deux algebres K[Y] et K[X]C.

L’exemple de lapplication ¢ : M(n,K) — K" donnée par ¢(M) =
(tr(M),...,tr(M™)) est un cas de cette notion, pour le groupe GL(n,K)
opérant par similitude sur M(n,K); il reste en effet & vérifier I'unicité
de la factorisation a travers ¢, c’'est-a-dire & montrer que les fonctions
M — tr(M?), pour i € [1,n], sont algébriquement indépendantes. Ceci
découle aussitot du fait que 'image de ¢ contient un ouvert : I’application
est une submersion (cf. 0-C.5.1.1 ou ’application ¢ est notée autrement)
sur 'ouvert des matrices dont le polynéme minimal est égal au polynéme
caractéristique; elle y est ouverte (voir la derniére question de 'exercice
0-C.11.33). Les deux autres exemples traités ci-dessus s’interpretent au
moyen de cette notion, et suggerent un moyen souvent efficace pour éta-
blir que le couple formé par Y et ¢ : X — Y est un quotient catégorique
pour 'action de G sur X. En effet, il suffit de trouver une section s de ¢

rd % Y - t de X C
dont le saturé de l'image sous 'action de G contient un ouvert de X. Ce

moyen s’applique aussi au premier exemple : I'application qui & une ma-
trice associe les coefficients de son polynéme caractéristique a une section
donnée par les matrices compagnons; ’ensemble des matrices semblables
aux matrices compagnons est exactement 'ouvert des matrices dont le
polynéme minimal et le polynéme caractéristique « coincident » (cf. exer-
cice 0-C.11.20). L’'unicité de la factorisation s’établit en vérifiant, par
exemple, que I'image de ¢ contient un ouvert dense de Y.

Remarque. L’existence d'un quotient catégorique est assurée quand le groupe
G est réductif?* et la variété X affine. Ceci est essentiellement équivalent au
fait que le théoréme des invariants de Hilbert, qui est valable comme on I’a vu
pour les groupes finis, est encore valable pour les groupes réductifs® : le quotient

%2 Les sous-groupes fermés de GL(n,K), et stables par transposition, donnent les
exemples usuels de tels groupes.
% Le quatorzieme probleme de Hilbert soulevait en fait la question de savoir
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catégorique est alors une variété algébrique affine et, plus précisément, la variété
algébrique affine naturellement associée a ’algébre (de type fini et réduite, i.e.
sans éléments nilpotents autres que 0) des invariants (cf. [Hum], page 11).
Contrairement a ce que I'on pourrait croire, ’application ¢, dans un quotient
catégorique général, n’est pas nécessairement surjective, méme si le groupe est
réductif. On démontre cependant qu’elle I'est lorsque la variété X est affine. C’est
le cas des trois exemples traités précédemment, ou X est un espace vectoriel.
Nous verrons plus bas un exemple ou ¢ n’est plus surjective et qui présente un
intérét en lui-méme. Auparavant, rappelons que l'ouvert (principal}) K — {0} est
une variété algébrique affine mais que
Proposition 4. L’ouvert — {0} n'est jamais, pour n 2 2, une variété algé-
brique affine.

Démonstration. Le cas n = 2 est typique. Soit p un morphisme défini sur
I'ouvert considéré. La restriction de p & 'ouvert principal (K — {0}) x K s’écrit
p1(X,Y)/X* ou k est choisi minimal (cf. exercice 0.11.48); sa restriction &
K x K- {0} s'écrit po(X,Y)/Y" avec la méme condition sur . On a donc, d’abord
sur un ouvert et ensuite sur tout K?, 1'égalité p; (X, Y)Y! = po(X,Y)X*. La fac-
torialité de I'anneau K[X, Y] entraine que k = 1, et donc que p est un polynéme,
c’est-2-dire se prolonge & K? tout entier. On sait d’aprés le théoréme des zéros de
Hilbert que tout idéal maximal dans ’algébre K[V'] des applications polynomiales
sur une variété algébrique affine V' est donné par les morphismes qui s’annulent
en un point de V. Ce n'est pas le cas de I'idéal des morphismes (de l'ouvert
considéré) qui sont sans terme constant®:. =

On conserve les notations de 1’exemple b) ci-dessus et ’on considére 'ouvert
Un—1 des matrices dont le rang est supérieur ou égal & n — 1. L’ouvert U =
Un—-1 x U,_1 de X est stable sous 'action de G. Nous allons établir

Proposition 5. Le couple formé par I'espace M(n,K) et la restriction u : U —
M(n,K) est un quotient catégorique pour la variété U munie de I’action induite
du groupe G.

Avant de procéder & la démonstration, faisons quelques commentaires : il est
facile de voir que I'image de 'application i est donnée par 'ouvert U,_q des
matrices de rang supérieur ou égal & n — 2. La restriction de p & U n’est donc

oy TT

plus surjective. La variété (quasi-affine?s) U est normale?, les fonctions réguliéres

dans quelle mesure 1’algébre des fonctions polynomiales invariantes sous I’action
d’un groupe G est de type fini. Un contre-exemple donné en premier par Nagata
montrait que ce n’était pas toujours le cas.

4 Retenons que les fonctions réguliéres sur K™ — {0} se prolongent lorsque n > 2
a l'espace ambiant. Ceci a rapport avec la notion de normalité (voir les commen-
taires qui suivent 1’énoncé de la proposition ci-aprés).

25 On appelle ainsi les variétés algébriques qui sont des ouverts de variétés algé-
briques affines. A comparer avec variété quasi-projective.

26 Une variété algébrique affine irréductible X est dite normale si I’alggbre K[X] de
ses fonctions réguliéres est intégralement close, c'est-a-dire si les seuls éléments de
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dessus sont donc des restrictions de fonctions polynomiales définies sur X. Si le
morphisme p vérifie p(Ag~!,gB) = p(A, B) sur louvert U, il vérifie la méme
condition sur X; il s’ensuit que les fonctions réguliéres invariantes sur U provien-
nent de fonctions invariantes sur X qui, elles, se factorisent a travers Y = K*. La
proposition découle donc facilement des résultats sur les variétés normales. En
restant terre a terre, on donnera de la proposition une démonstration qui ne fait
pas explicitement usage de la notion de normalité.
On utilisera dans la démonstration le lemme suivant

Lemme 6. Le polyndéme det est irréductible dans I’anneau de polynémes en n?

variables K([X;4].

Démonstration. Nous choisissons de donner de ce lemme une démonstration
ayant une saveur de géométrie algébrique affine (on trouvera dans ’exercice
0.11.57 une démonstration plus élémentaire). L'ensemble des matrices de dé-
terminant nul est égal & I’adhérence®” de 1’ensemble %#,_, des matrices de rang
n — 1: en effet?®, la matrice singuliere M = P Diag(Id,,0,...,0)Q de rang r est
égale 4 la limite quand ¢ — 0 de M, = P Diag(ld,,eldp—r—1,0)Q. Mais &, _; est
une orbite sous 'action de Steinitz du groupe G x G, et la variété algébrique af-
fine donnée par les matrices de déterminant nul est donc irréductible (cf. exercice
0.11.48), ce qui veut dire que I'idéal de cette variété est premier. Vu le théoréme
des zéros de Hilbert, cet idéal n’est autre que le radical?® de I'idéal engendré par
det; la factorialité de 'anneau K[X;;] implique alors que le polynéme det est a
priori une puissance d'un polynéme premier, soit det = p*. On conclut que k = 1,
gréce A la remarque suivante : la différentielle de det en A n’est autre que la forme
linéaire X + tr(AX) (cf. exercice 0.11.47), qui est en particulier non nulle si A
est de rang n — 1, ce qui est faux si k > 1. N

Démonstration de la proposition 5. Soit p : U — Z une fonction réguliére
constante sur les orbites. Si A et B sont inversibles, on a p(A, B)= p(AB,1d)=

A s 2 S o PN ey P i i ot e % ma o A

g{ AB) ol g est la fonction réguliére sur V'ouvert (principal) des matrices inversibles
donnée par g(M) = p(M,1d). 1l existe donc (cf. exercice 0.11.48) un entier £,

que l’on choisira minimal, et une fonction polynomiale f sur M(n,K), tels que

det(AB)*p(A, B) = f(AB) pour tout couple de matrices A, B inversibles, et par

densité pour tout couple de matrices dans U. Soit maintenant M une matrice

son corps des fractions qui sont des racines de polynémes unitaires & coefficie
dans K[X] sont les éléments de l'alg¢bre elle-méme.

27 Attention : ’adhérence d’une partie pour la topologie de Zariski est plus grande
que son adhérence pour la topologie de Hausdorff usuelle : ainsi Z est fermé dans
C pour la topologie usuelle, et dense pour la topologie de Zariski sur C. Il y a
cependant égalité des adhérences si l'adhérence au sens de la topologie usuelle
est un fermé de Zariski; c’est le cas par exemple de ’adhérence de (C*)"~Y x {0}
dans C".

28 La démonstration donnée est valable pour le corps C; le lecteur est invité a
I’adapter au cas général.

% Le radical d’un idéal a se définit comme l'ensemble des éléments dont une
puissance est dans a.
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quelconque de rang n — 1, on a f(M) = det(M)*p(M,Id) = 0 dans le cas ou
k 2 1. La fonction f s’annule donc sur les matrices de rang n — 1 et donc, par
densité, sur les matrices de déterminant nul; elle est donc, d’aprés le théoréme
des zéros de Hilbert et d’aprés I'irréductibilité du déterminant, divisible par le
déterminant, ce qui contredit le caractére minimal de k. Aussi, ’entier &k est nul
et le morphisme ¢ est défini sur M(n,K) tout entier. |

0.9 Produits semi-directs de groupes

0.9.1. Les produits semi-directs sont trés bien appréhendés en termes de
groupes opérant. On rencontrera certains exemples dans la suite de I'ou-
vrage. On se donne un groupe G opérant sur X et ’on suppose que X

Acnrmmaia ~AtA at 1imi: Aine atrn

lui-méme \\dcbuu.ua.m note .u) est muni d’une structure de gr groupe et que
les actions Ay des éléments de G sur H sont des homomorphismes du
groupe H. On construit alors un nouveau groupe appelé produit semi-
direct de H par G pour laction A et noté H x4 G. L’ensemble sous-
jacent est le produit de H et de G, et la loi de groupe est donnée3® par
(h,g)-(W,g") = (h-Ag(h’), gg’). Si l'on identifie H et G avec leurs images
dans le produit, le groupe H apparait alors comme sous-groupe distin-
gué, et les automorphismes intérieurs par les éléments g de G (qui laissent
stable ) ne sont alors autres que les A, agissant dans H.

On est donc en présence d’une suite exacte (courte)3! et d’une sections?
privilégiée o qui est un homomorphisme de groupes (et qui sera l'inclusion,

32 i I’on se souvient que (h, g) h- g une fois que G et H ont été réalisés comme

............. fresyng M qovri A3 31 angt fanlla tanm L —

buub-5luupca uu pluuuuu DUJ.I.I.I'U]J.U\;U, i1 €8y laciic UU ul.ul.upucl. \flr, y} \f& y} —
hgh'g’ = hgh'g™'.g¢’ = (h-A4(}'), 99')-

31 1’idée de suite exacte courte n’est pas plus profonde, en premidre approxima-
tion, que l'idée de décomposition (canonique) d’'un homomorphisme de groupes
(voir cependant ’exercice 0.11.68). Il s’agit, étant donné un homomorphisme
¢ : G; — G2, entre deux groupes d’écrire son noyau, son image et de relever
le fait que I'image est isomorphe au quotient du groupe G1 par le noyau de
@. Si donc deux homomorphismes ¢1 : G1 — G2 et ¢2 : G2 — G3 vérifient
Im(yp1) = Ker(g:2), on dira que la suite (supercourte) Gy — G2 — G3 est exacte

en G3. Ceci exige évidemment davantage que 2 condition qui est

?
quivalente & I'm(y:) C Ker(yp2). Exp nt que la suite (courte)
i

e} - HSGES K — {e}

est ezacte revient a dire qu’elle est exacte & chaque étape, ce qui signifie ici que
Im(¢?) = Ker(y) mais aussi que I’application i est injective et que 'application
 est surjective (on aura noté qu'il n’a y a pas « beaucoup » d’homomorphismes
allant dans un sens ou dans Pautre entre un groupe G et un groupe trivial).

32 Lapplication de projection pr, étant surjective (donc « inversible » & droite),
on appelle section toute application s (définie sur G et) telle que pr, os = Idg.

rimer mainten
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une fois G réalisé comme sous-groupe du produit semi-direct)
{e}—'»HLHxAG%Gé{e}.

L’élément z € H x4 G correspond donc au couple (z pry(z)™1, pry(z))
et 'action de G sur H est donnée par les Ay(h) définis par i(Agz(h)) =
o(g)i(h)a(g)™!, ces derniers éléments étant dans 'image de i puisqu’ils
sont dans le noyau de pr,.

Etant donnés un groupe S et deux sous-groupes H et G, ol 'on a supposé
H distingué dans S, alors 'application de H x 4,G dans S (ol A; est 'action
de G sur H par automorphismes intérieurs dans S), qui est donnée par
(h,g) — hg, est un isomorphisme si et seulement si S = HG et HNG = {e}
(cf. 0.11.69). On dit quand c’est le cas que 'on a un produit semi-direct
interne et que G est un complément de I dans S.

Une section étant déterminée par son image {pourquoi 7), il y a donc corres-
pondance, dans la situation de la suite exacte ci-dessus, entre les sections
qui sont des homomorphismes de groupes et les compléments de H dans
H x4 G, la section privilégiée o correspondant au plongement évident de
G dans le produit.

Un produit semi-direct est un produit direct (pour 'action3® A) si I'action
A de G sur H est triviale (c’est-a-dire que Vg € G, Ag(h) = h), c’est-a-
dire encore qu’une fois H et G plongés dans S, alors ils commutent, ce qui
équivaut facilement a dire que G est distingué dans S.

0.9.2. Certains auteurs choisissent pour le produit semi-direct I'une des
notations G x H ou H x G. On ne saurait préférer I'une des notations &
Pautre. Ceci d’ailleurs n’est point nécessaire du moment que 1'on précise
’action A (chose qui est indispensable méme quand les groupes sont donnés
au départ comme sous-groupes de S, auquel cas on adoptera, comme on I’a
fait plus haut, la notation A; pour rappeler que I’on a des automorphismes
intérieurs). On mettra alors le A en indice du c6té du groupe G qui agit,
et G est placé apres H comme dans la suite exacte !

0.9.3. Exemples
a) Le groupe GL({n,K) est isomorphe au produit semi-direct du sous-
groupe distingué SL(n,K) et de K*, pour l'action de K* sur SL(n,K)

33 (C’est utile parfois de le préciser, dans la mesure ot un groupe S peut étre
produit semi-direct de deux de ses sous-groupes isomorphes & H et &G, qui ne
commutent pas, bien que S soit isomorphe par ailleurs au produit direct H x G.
On vérifiera a titre d’exercice que c’est le cas dans ’exemple du produit semi-
direct d’un groupe G (non commutatif) par lui-méme, ou ’action est donnée par
les automorphismes intérieurs.
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définie par
a-M = Diag(a, 1,...,1)M Diag(a™',1,...,1).

La suite exacte associée a I’homomorphisme det : GL(n,K) — K* admet
la section a — Diag(a, 1,...,1). L’isomorphisme est donc donné par

M e GL(n K) — (M- Diag(det(M)™1,1,...,1),det M).

Tl act faril
<11

0.11.67).
b) L’application qui & une matrice associe sa diagonale est un homomor-
phisme surjectif du groupe T'(n,K) des matrices triangulaires supérieures
inversibles sur le sous-groupe D(n,K) des matrices diagonales inversibles
dont le noyau est le sous-groupe U(n,K) des matrices unipotentes su-
périeures. Il s’ensuit donc que le groupe T'(n,K) est produit semi-direct
interne du groupe U(n, K) et du groupe D(n, K).

Remarquons au passage une chose bien utile, & savoir que le groupe
T(n,K) est le normalisateur de U(n,K) dans GL(n,K): en effet, si I'on
calcule, pour P = (p;;) dans le normalisateur, le coefficient n,n de P(Id +
E1n), qui doit &tre égal au coefficient correspondant de TP ou la matrice T
est unipotente, on obtient aussitot que p,; est nul; de proche en proche, on
arrive ainsi & montrer que P est triangulaire. Le groupe T'(n,K) est donc
égal a son propre normalisateur, car si une matrice normalise T'(n,K), elle
normalise U/(n,K) pour raison de valeurs propres. (Voir aussi 0.11.71.)
¢) Soit G un groupe opérant linéairement par 7 sur ’espace vectoriel V.
On appelle groupe de Takif associé le produit semi-direct V X, G. Les
deux situations particuliéres suivantes sont familiéres en géométrie affine :
lorsque le groupe G est le groupe linéaire GL(V') et lorsque c’est le groupe
K*, avec les actions évidentes. On obtient respectivement le groupe affine
et le (sous-) groupe des homothéties-tra.nslations, tous deux attachés a

4 rd

comime orlglne .

0.9.4. Suites exactes scindées et/ou scindables. Lorsque dans une
suite exacte .
{e} = H -85 G- {e}

la surjection p a une section ¢ qui est un homomorphisme de groupes, on
dit alors que la suite exacte est scindée (relativement & o). L'existence
d’une section ¢ qui soit un homomorphisme?* est équivalente au fait que

34 On devrait plutdt dire que la suite exacte est alors scindable; mais souvent on
ne fait pas (4 tort) la distinction entre la possibilité de scinder une suite exacte
et le fait de la scinder effectivement relativement & une section précise.
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le sous-groupe distingué i(H) a un complément dans S (en 'occurrence
o(G))%. A chaque choix d’une section ¢ correspond une action A, de G sur
H:(g,h) — g-h =i"Yo(g)i(h)o(g)™!), et donc un isomorphisme entre S
et le produit semi-direct H x4, G.

Une suite exacte peut ne pas étre scindable malgré la présence d’une
action A de G sur H découlant naturellement du cadre de la suite exacte :
I’action ne se factorise pas alors & travers une section qui soit un homomor-
phisme, et le groupe S n’est pas isomorphe au produit semi-direct H x 4 G.
Considérons en effet le cas ou le groupe H est un sous-groupe distingué
commutatif de S; I’action de S par automorphismes intérieurs (7., € )
sur le groupe H est alors triviale pour £ € H; elle se factorise donc &
travers S/H qui est isomorphe & G et donne ainsi un homomorphisme de
G dans Aut(H)%. Pour peu que le groupe H n’ait pas de complément
dans S, on est alors dans le cas qui vient d’étre décrit. Les exemples de
H = Z/2Z réalisé comme sous-groupe de S = Z/4Z ou du groupe S = Hj
(voir également la note consacrée aux groupes Hg et SL(2,F3)) sont 13
pour nous en convaincre®?,

0.10 Espaces symétriques

Ce sont, pour simplifier, les espaces homogenes du type G/H ol H
est I’ensemble des points fixes d’un automorphisme involutif ¢ défini sur
le groupe de Lie connexe G 28. Nous renvoyons a [Mn-Ts|, pages 246 et
suivantes, ou & [Loo] ou [Hel] pour plus de détails. L'ensemble des formes
réelles de C" (qui s’identifie & GL(n,C)/GL(n,R)), ou bien celui des la-
grangiens de I’espace symplectique R?", qui s’identifie 3 U(n)/O(n), sont
des exemples d'espaces symétriques. La présence de 'involuti

considérablement la situation. Nous nous contenterons pour l'illustrer des
résultats suivants

Théoréme 1. L’application ¢ : G/H — S donnée par ¥ — zo(z™1)
réalise un homéomorphisme entre I'espace symétrique G /H et I'ensemble S

% I’exemple du groupe diédral @, (voir la note suivante) est le bienvenu pour
mieux comprendre tout cela: on y trouve en effet des sous-groupes distingués qui
ont deux, une ou aucune classe de conjugaison de compléments.

3¢ Notons au passage que l’action ainsi obtenue de G sur H est triviale si et
seulement si H est dans le centre de S.

37 Notons enfin avant de clore (provisoirement) ces considérations sur la notion
de produit semi-direct que cette notion, importante et délicate a la fois, ne doit
pas étre traitée & la légere, et qu’elle trouve son prolongement dans le cadre de
la cohomologie des groupes (en bas degré).

32 En fait, le sous-groupe H est en général coincé entre le groupe des points fixes
d’une involution et la composante neutre de celui-ci.
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des transformations symétriques?® définies par les ro(z™') quand x décrit
le groupe G.

Démonstration. On fait agir transitivement le groupe G sur S en po-
sant : g-zo(z71) = gro((gz)™!). Le stabilisateur est donné par H et I’ho-
méomorphisme découle de 0.5.2.1, vu le théoréme suivant que 'on ad-
mettra et qui implique que S est localement compact. N

Théoréme 2. L’ensemble S des éléments symétriques est la composante
connexe de ’élément neutre e dans P'ensemble T = {z € G; zo(z) = e}.

Il n’est pas difficile (et c’est un joli exercice) de vérifier ce dernier résul-
tat dans les deux exemples d’espaces symétriques donnés plus haut (cf.
[Mn-Ts|, page 256).

0.11 Exercices

Les séparateurs horizontaux entre les énoncés indiquent un changement
de théme.

Les résultats qui vont suivre sont de nature variée. Les uns sont de
simples exercices d’entrainement. D’autres (tels les théorémes de Sylow
ou le lemme de Schur) doivent étre gardés en mémoire?; on s’en ser-
vira souvent. Ceux qui concernent les petits groupes, notamment les iso-
morphismes Az ~ PSL(2,Fs) ~ SL(2,F4), inaugurent I’apprentissage de
quelques exemples de groupes auxquels on fera souvent appel pour illus-
trer ou vérifier certains résultats. Le mode choisi pour les étudier mélange
agréablement des méthodes linéaires et des méthodes propres & la théorie

’ . b} - rd . Y
des groupes. Toute une série d’exercices est consacrée par ailleurs a une

meilleure compréhension de la notion de quotient catégorique. Enfin, cer-
tains exercices ont été naturellement engendrés par les objets rencontrés
dans le texte du chapitre; ils iliustrent bien la variété des themes liés aux
actions de groupes, mais n’entendent évidemment pas le faire de fagon
exhaustive.

0.11.1. Sous-groupes conjugués. a) On fait opérer G sur ses sous-
groupes par conjugaison : (g, H) — gHg™!. Le stabilisateur d’un sous-
groupe H pour cette action n’est autre que le normalisateur Ng(H) de
H dans G, qui peut étre défini comme le plus grand sous-groupe de G

contenant H comme sous-groupe distingué. Vérifier que le nombre de sous-

3 Les éléments dans G agissent en effet sur I'espace symétrique.
40 T e lecteur saura reconnaitre seul la valeur de tel ou tel énoncé.
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groupes conjugués i un sous-groupe H (dans le cas ol ce nombre est fini)
est égal 4 I'indice du normalisateur .Ng(H) dans G.

b) Montrer que deux sous-groupes conjugués ont des normalisateurs con-
jugués.

c¢) Soit G un groupe opérant sur un ensemble X. Montrer que I'application
z — G, est une application équivariante pour les actions de G opérant
par conjugaison sur lui-méme et sur ses sous-groupes.

0.11.2. La notion de profil. a) Soit z¢ et 21 deux points d'une méme
orbite € dans l'action de G sur X ayant le méme stabilisateur H. Montrer
que tout élément de G qui applique xg sur x; est dans Ng(H). En déduire
une bijection entre 1’ensemble des points de 'orbite € ayant H comme
stabilisateur et le quotient N (H)/H.

b) Soit #¢ la relation d’équivalence, sur @, associée a 'application z —
GG.. Montrer que les classes d’équivalence sont équipotentes4!. Montrer que
la classe d’équivalence de I'élément x est formée des points fixes de ’action
de G, sur l'orbite.

¢) On dira que deux orbites dans X ont méme profil si les stabilisateurs
de leurs points sont conjugués. Ceci définit une relation d’équivalence sur
I’ensemble G\X des orbites. Les classes d’équivalence seront appelées pro-
fils. Si H est le stabilisateur de z, on notera Xy 1’ensemble des points de
X qui ont H pour stabilisateur. Montrer que les orbites de X qui passent
par les points de Xy vivent dans un méme profil g et que ce profil ne
dépend que de la classe de conjugaison de H dans G. On a ainsi une cor-
respondance bijective entre les classes de conjugaison des stabilisateurs de
I’action et les profils d’orbites.

u) Montrer jue toute orbite dans le pi‘oﬁl frnH rencontre AH en un ensemble
équipotent a N (H)/H. Etablir enfin qu'on a un paramétrage biunivoque
naturel des orbites qui se trouvent dans le profil @y au moyen des orbites
du groupe Ng(H)/H sur Xpg. Ce point de vue s’avére particuliérement
adapté a ’étude des sous-algebres de Cartan d’une algebre de Lie semi-
simple. Voir aussi 0.11.54 puis 0.11.46 ainsi que I’étude des profils dans
s[(2,R) pour l'action adjointe (cf. 0-C.9.4).
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b) Quel est le sous-espace vectoriel engendré par toutes les matrices qui
laissent stables n quelconques des n + 1 directions précédentes 7

41 Quand leur cardinal sera fini, on 'appellera le nombre de Weyl de 'orbite.
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INDICATION.— On trouve tout M(n,K). Se ramener au cas ou les n + 1
directions sont données par les vecteurs de la base canonique de K" et
par le vecteur dont toutes les composantes valent 1. Ecrire alors E;j =
Eii + (Eij — Ey).

¢) On se donne deux bases B et B2 de K™. Montrer que le sous-espace
vectoriel engendré par les endomorphismes qui laissent stables les direc-
tions définies par tous les vecteurs de 1'une puis 'autre des deux bases est
de dimension au pius 2n — 1.

INDICATION.— Il s’agit du sous-espace vectoriel de M(n,K) engendré par
les 2n matrices Ej; et PE;; P~ (avec i € [1,n]), ol P est la matrice de
passage de 'une des bases a I’autre. Remarquer alors que la somme des n
premiéres matrices est égale & la somme des n dernieres.

0.11.4. On se donne deux sous-groupes emboités Hy C Ha d’un groupe G
que l'on supposera fini pour simplifier. La partition sur G donnée par les
classes & gauche modulo H; peut étre affinée comme suit : on partitionne
chaque classe gH2 en translatant par g la partition dans Hs modulo H;.
a) Montrer gue la partition ainsi obtenue est la partition de G modulo les
classes & gauche H,. En déduire que

b) Montrer que la partition sur G/H, donnée par le groupement de toutes
les classes modulo H; qui sont contenues dans une méme classe dans G
modulo Hy n’est autre que celle définie par xH; ~ yH; si et seulement si
il existe ho € Hs tel que zhy = .

c) Quand le groupe H; est distingué dans Hj, le groupe quotient opére

naturellement sur G/H), et les orbites sont les mémes que les classes dans

(b). Montrer que I’espace des orbites s’identifie & G/Ho.
On conviendra de représenter la situation issue des deux sous-groupes em-
boités, qu’ils soient distingués ou non, par I’écriture

{e} - Hz/H1 — G/H, — G/Ha — {e}.

0.11.5. Les autres théorémes de Sylow. Ils expriment que dans un
groupe fini d’ordre n = p®*m ol p ne divise pas m, les p-Sylow sont con-
jugués [voir la remarque a) de 0.4.5], que leur nombre est congru a 1
(mod p), et divise m. On remarquera que 'unicité dans G d’un p-Sylow
H équivaut au fait que H est distingué.

a) On fait opérer H dans G/ Ng(H). Montrer que seule l'origine est laissée
fixe dans cette action. Chacune des autres orbites a donc un cardinal qui est
une puissance (strictement positive) de p: conclure alors pour le premier
point.
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InDrcaTiON.— Dire qu’il y a une classe § fixe est équivalent a I’inclusion
H C gNg(H)g™!. Montrer alors que g~ Hg est un p-Sylow du normali-
sateur et qu’il est donc égal a H.

b) Pour montrer que le nombre des p-Sylow divise m, on écrit {e} —
Ne(H)/H — G/H — G/ Ng(H) — {e}. Le quotient de m par le nombre
des p-Sylow est égal & I'indice de H dans son normalisateur.

0.11.6. Soit GG un groupe opérant sur un espace X. On note X9 ’ensemble
des points fixes de X sous 'action de g € G.

a) On suppose dans un premier temps que ’action est transitive. Etablir
alors que Card(G) = 3_ ¢ Card(X9).

INDICATION.— Considérer ’ensemble {(g,z) € G x X, g-z = z} et calculer
son cardinal par «sections horizontales et verticales »; les sections horizon-
tales ont toutes le méme cardinal puisque les stabilisateurs sont conjugués.
b) Vérifier cela directement dans le cadre de I’'opération d’un groupe fini G
sur ’ensemble de ses p-Sylow. (On aura & remarquer au passage que deux
p-Sylow distincts ont des normalisateurs distincts.)

¢) Montrer que dans le cas général4?, on a

Card(G\X) = (1/ Card(G)) ( ZC::Card(XQ)).
ge

d) Les bagues de Suleima. Le fiancé de Suleima, orfévre arithméticien,
prépare dans son atelier une bague pour sa bien-aimée. Il a en effet promis,
comme preuve de son amour, de lui offrir chaque mois une bague en or
différente incrustée d’éméraudes, de saphirs ou de rubis. Chaque bague a

10 pierres précieuses, régulierement réparties, et se distingue des autres
uniquement par I’ordonnancement des nierres gu’elle comporte. Pendant

SASSeig AR R sit Y & VL RARSRRRRANRALINAAY A AR 38 Al RSV R as il

combien de temps Suleima pourra-t-elle étre rassurée sur I’amour que lui
voue son futur mari ?

INDICATION.— Faire Upeler le groupe 1f G = Z/’lGZ sur ’ensemble
X des applications définies sur ¥ = {1 10} a valeurs dans ’ensemble

{1,2,3}. Une application sera mva,rla.nte sous l’action de g € G si et seule-
ment si elle est constante sur les orbites dans Y du sous-groupe engendré
par g. Si @(m) est l'indicateur d’Euler de l'entier m, le nombre N de

2 La formule combinatoire qui suit, déja intéressante dans le cadre d’un groupe
G opérant sur lui-méme par conjugaison, s’avére aussi utile lors de la déter-
mination des sous-groupes finis de SO(3) (qui prélude a la classification des 5
polyedres réguliers de 1’espace). Dans ce dernier cas, on fait opérer G C SO(3)
sur I’ensemble des « poles» de ses éléments non triviaux (les deux pdles d’une
rotation consistent en les points d’intersection de son axe avec la sphére-unité de
espace R?).
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bagues différentes s’écrit donc [voir la question d) de 'exercice 0-A.6.49)
N =1/103 410 ¢(d)3'9/¢, Suleima pourra dormir tranquille,

0.11.7. L’idée sous-jacente & la démonstration que ’on a donnée du théo-
réme (principal) de Sylow réside dans la remarque suivante : si G opére sur
un ensemble X de cardinal premier avec p et si les stabilisateurs sont tous
des p-groupes, alors I'un des stabilisateurs est un p-Sylow de G.

Le probleme consiste donc a trouver un ensemble X satisfaisant aux con-
ditions précédentes. Dans le texte du chapitre, on plongeait G dans un
groupe plus grand contenant un p-Sylow évident, et I’on faisait opérer G
sur l'espace déduit du grand groupe par passage au quotient modulo le
p-Sylow en question. Le grand groupe considéré était GL(n,Z/pZ), mais
on peut se contenter du groupe symétrique G, si 'on a une connaissance
de ses p-Sylow, qui ne sont pas si difficiles & décrire (voir le chapitre 2).
On peut cependant procéder autrement en faisant opérer le groupe G (par
translations a gauche) sur 'ensemble de ses parties de cardinal g = p®, ou
g est la puissance maximale de p divisant le cardinal n = gm du groupe.
Sachant que C§,, = Cj, mod (p) pour tout g = p° (considérer, dans Z/pZ,
le polynéme (1 + X9)™ = (1 4+ X)™ et y regarder le coeflicient du mo-
nome de degré q), on est slir que 'une des orbites de G sur ses parties &
p® éléments est de cardinal premier avec p. Il reste & vérifier que le stabi-
lisateur H d’'une partie ) est un p-groupe. Ceci résulte simplement de ce
que HQ = Q, et @) est donc une réunion de classes 4 gauche modulo H;
son cardinal est de ce fait un multiple du cardinal de H.

Remarque. On trouvera dans [Ser|, page 81, encore une autre démons-

tration du théoréme de Sylow.

0.11.8. a) On note G = SL(2,F;) le groupe des matrices de déterminant
1 a coefficients dans le corps Z/pZ. Montrer que le cardinal de SL(2,TF,)
est égal & (p ~ 1)p(p + 1).

b) Montrer que

1
P1={uz=[(l) T],:EEIFP} et sz{vy= [y (1)},31611",,}

sont deux p-Sylow de G.
¢) Montrer que P, et P, engendrent (G, ou, ce qui revient au méme, que

les matrices
11 ot 10
01 11

engendrent G.
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INDICATION.— Soit

M= [‘c‘ 3] € SL(2,F,).
Pour ¢ = 0, on a d = a™! et on écrit M = v;—1(g-1_1)Ua¥)—q-1Upg-1_1-
Pour ¢ # 0 et a # 0, on écrit M = v,-1, M1 et on se rameéne au cas
précédent. Enfin si ¢ # 0 et a = 0, on écrit M = u_, M3 et on se raméne
au deuxiéme cas considéré. (Consulter éventuellement [Tsu|, page 121.)
d) Montrer qu’un sous-groupe H de G qui contient deux p-Sylow de G est
égal 3 G.

Tantoamian — Tao e
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ou bien d’apreés 0.11.1). Dénombrer de méme les sous-groupes de Sylow
dans H et conclure grace a c).

0.11.9. a) Vérifier que dans le groupe GL(3,F2), il y a vingt-et-un 2-
Sylow, et que dans ’espace de dimension trois F3, il y a sept droites.

b) Voyez-vous une justification au fait que I’'un de ces nombres divise
Vautre 7

c) Montrer que dans le cas des matrices 2 x 2 seulement, ces deux nombres
sont égaux et valent g + 1, ot ¢ = p* est le cardinal du corps de base.
INDICATION.— Si § est le p-Sylow standard donné dans la base canonique,
on lui associe la droite engendrée par le premier vecteur de base, et qui est
la seule droite que ce groupe laisse invariante. Ceci permet de définir alors
une unique application GL(n, Fq)-équivariante entre I'espace homogeéne des
p-Sylow et celui des droites de IFy. Nous sommes alors dans une situation
de la forme

{e} - Hy/H, —» G/H, — G/Hy — {e}.

0.11.10. a)} Soit G un groupe d’ordre 2n avec n impair # 1. Montrer que

{2 nloct nae aimnladd
L7 4 ©OOU pas Sililpattt.

INDICATION.— Faire opérer G sur lui-méme & gauche (pour g # e, A, n’a
pas de points fixes). Cela donne G — Gs,. Montrer alors qu’il y a dans G
une permutation de signature —1 (il existe dans G un élément d’ordre 2,
qui agit donc sans points fixes). Considérer enfin G N Ay, ou Az, est le
groupe alterné.

b) Appliquer ceci au groupe SL(2,Fs).

INDICATION.— Card(SL(2,F3)) = 6. 11 est facile de montrer que l'on a
SL(2,Fs) ~ G3.

*3 On dit qu’un groupe fini est simple s'il n’est pas réduit & {e} et si ses seuls sous-
groupes distingués sont triviaux. Certains auteurs excluent de cette catégorie les
groupes (abéliens) Z/pZ ol p est premier.
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c) Montrer qu’un groupe d’ordre 1000 ne peut étre simple.
INDICATION.— Il posséde en fait un sous-groupe de Sylow distingué.

0.11.11. a) Soit G opérant sur G/H ou H est un sous-groupe de G.
Décrire le noyau de ¢ : G —» &(G/H).

(On trouve Kery = (,cgzHz™!.)

b) Soit p le plus petit facteur premier de Card(G) o G est un groupe fini.
On suppose que H est d’indice p. Montrer que H est distingué. Appliquer
ceci au cas p = 2.

INDicATION.— Considérer un diviseur premier de Card(G/ Ker ¢), qui est
nécessairement un diviseur premier de p! et de Card(G).

Pour le cas p = 2, on peut procéder autrement en remarquant que les deux
relations, compatibles d’un ¢6té ou de autre (avec la loi du groupe) et
associées a H, définissent la méme partition sur G; elles sont donc iden-
tiques !

0.11.12. Un isomorphisme PGL(2,F3) ~ &4

a) Calculer le centre Z de GL(2,F3).

b) Calculer le cardinal de PGL(2,F3) = GL(2,F3)/Z.

¢) Calculer le nombre de droites du plan P = F2 défini sur F3 = Z/3Z.

d) Faire opérer GL(2,F3) sur les droites de P et en déduire l'isomorphisme
annoncé.

e) Noter que, dans cet isomorphisme, signature et déterminant se corres-
pondent.

Remarque. Pour établir la surjectivité de GL(2,F3) — &4, ce dernier
groupe étant réalisé comme le groupe des permutations des quatre droites
de F%, on peut procéder aussi comme suit : le birapport des quatre droites,
considérées comme points de la droite projective, est égal & —1 (seul sca-
laire dans K — {0, 1}) quel que soit l'ordre de ces points. Par suite, toute

pnrmnf.nf.inﬂ nrovient d'iine annlicatinn nroiective
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0.11.13. Un isomorphisme PSL(2,F3) ~ 4. Faire opérer comme
dans l’exercice précédent le groupe SL(2,F3) sur les droites du plan défini
sur 3. On en déduit un homomorphisme injectif de PSL(2,F3) dans &,.
Pour établir que I'image est contenue dans A4, on peut utiliser 'exercice
0.11.8, ou bien se rappeler que SL(2, F3) est engendré par

RN
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(cf. exercice 0-A.6.14), ou enfin utiliser ’exercice suivant.

0.11.14. Montrer que le seul sous-groupe d’'indice 2 de &,, est A,,.
INDICATION.— Si un homomorphisme ¢ : &, — {*1} vaut 1 sur une
transposition 7;;, il vaut aussi 1 sur toutes les transpositions (deux trans-
positions sont conjuguées: g7i;g~ 1 = Tg(i)g(;)) €t vaudrait alors 1 sur &y,
qui est engendré par les transpositions.

0.11.15. Un isomorphisme SL(2,F4) =~ As. Le déduire de I'action
du groupe SL(2,F,) sur les cing droites du plan défini sur F4, en utilisant
Pexercice précédent.

N 11 1808 AAcndaram ;mten —omasu o Tn rmaaen )
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chapitre 1); pour le cas crucial n = 5, voir plus bas, dans 0.11.24, une
méthode qui, au lieu de travailler avec les permutations, utilise les éléments
du groupe SL(2,IF4), et donc un peu d’algebre linéaire.

0.11.17. Soit G un groupe simple d’ordre 60. Montrer qu’il n’existe pas
dans G de sous-groupes d’ordre 15,20 ou 30. (On montre, dans 0.11.18,
que le groupe A5 est le seul exemple d’un tel groupe.)

De méme, montrer qu'un groupe simple d’ordre 168 ne peut avoir de sous-
groupes d’ordre 28,42,56 ou 84. Le groupe PSL(2,F7) est un exemple
d’un tel groupe, et 'on montre (encore qu’assez difficilement) qu’a iso-
morphisme pres, c’est d’ailleurs le seul.

INDICATION.— On raisonne par ’absurde en faisant opérer G sur G/H,
d’oti une injection (pourquoi 7) de G dans &(G/H) ~ G, (quand Card G =

sede cing 2 Sylow d’ordre 4, car alors on aurait une application G — 65
nécessairement luJeCuVl‘:‘: et 'on conclurait g‘rac«: a V'exercice 8.11.14. On
procede en fait autrement en passant par les 5-Sylow qui sont au nombre
de six (cf. 0.11.5). On en déduit une injection de G dans Gg, injection
qui arrive en fait dans g (sous-groupe dérivé* de Gg), puisque G est égal
a son sous-groupe dérivé (pourquoi G ne peut-il étre abélien 7). Il s’agit
alors de montrer qu’un sous-groupe H d’indice 6 dans g est isomorphe

4% Le sous-groupe dérivé d’un groupe G, noté D(G) ou encore ', est le sous-
groupe engendré par les commutateurs {z,y} = zyz~ 'y~ quand x et y décrivent
G. C’est clairement un sous-groupe distingué dans G.
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a As. Pour cela, on fait opérer (transitivement) g sur son quotient par
. Comme g est simple et égal 4 son groupe dérivé, on obtient ainsi une
injection de ¢ dans lui-méme. On termine comme dans ’exercice 0.11.19.

Remarque. On établit (cf. [Art], page 167}, en faisant appel aux trans-
vections, que les groupes PSL(n,F,) sont tous simples sauf deux d’entre
eux : P.S’L(2 F;) et PSL(2,F3). Les groupes SL(2,F4) et PSL(2,F5) sont

+ fanila da la rdinal agk AN ila
donc s uuuy;ca Comme il est facile de voir gue leur carainas est 60, iis sont

donc isomorphes & 5. Pour notre part, nous établirons cela autrement.

0.11.19. On suppose n > 5. Soit H un sous-groupe de &,, d’indice n;
montrer que H est isomorphe a &,,_;.

INDICATION.— Commencer par remarquer que si G opeére sur X, et si @ est
I’homomorphisme de groupes G — &(X) associé, alors ¢(Gy,) est contenu
dans le stabilisateur de zy dans &(X), de sorte que si ¢ est injectif et
Card Gy, = (n — 1)}, o n = Card X, alors G, est isomorphe & &,_;.
Appliquer ceci 3 G = G, et X = G/H : pour établir I'injectivité de ¢,
noter que 2, est le seul sous-groupe distingué propre de S,, pour n > 5 et
que Ker ¢ qui est inclus dans H ne peut étre égal & 2, car alors (n—1)}! =
Card H > Card(Ker ¢} = n!/2; contradiction.

0.11.20. a) Etablir que les sous-groupes distingués de Gy, pour n = 5,
sont {1},%, et &,,.

INpICcATION.— Commencer par remarquer que si un sous-groupe d’ordre 2
dans G, était distingué, 1’élément non trivial du groupe serait central, ce
qui est impossible, puisque le centre de &,, est réduit A I'identité. Discuter

e I e digtingid I awvarn Of CFfF n 1112
ensuite sur ’intersection du SOUS-gIroupe umuﬂguc i1 avel lan. UIL. U.11.10.

b} Calculer le groupe dérivé de S,,.

0.11.21. Un isomorphisme PGL(2,F5) ~ &5 qui fait correspondre
signature et déterminant : on fait opérer GL(2,F5) sur les six droites du
plan construit sur Fs = Z/5Z. Conclure grace & un dénombrement et &
Pexercice 0.11.19.

Remarque. Le groupe &5 ~ PGL(2,Fs) opére transitivement sur les
six droites du plan [FZ; il s’injecte en un sous-groupe d’indice 6 dans Sg
sans étre donc égal au stabilisateur d’un point de {1,...,6}. On reviendra
sur ce phénomene lié & la nature des automorphismes de &,,, qui sont tous
intérieurs sauf dans le cas de &g (cf. [Per], page 36), & 'occasion de 'étude
du groupe orthogonal SO(3,F5). (Voir le chapitre 3.)
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0.11.22. a) Etablir directement que &5 possede un sous-groupe d’indice
Six.

InpICATION.— Montrer que les 5-Sylow de G; sont au nombre de 6. Utiliser
0.11.5 et 0.11.20

b) Montrer que dans Us, il y a 24 éléments d’ordre 5.

0.11.23. a) Déduire des exercices 0.11.21 et 0.11.14 un isomorphisme
PSL(2,Fs) ~ s déja annoncé dans 0.11.18.

b) A partir de maintenant, on pourra pour étudier I'un de ces groupes
se placer éventuellement et suivant la convenance dans les autres. Ainsi,
il est immédiat de constater qu’il y a six 5-Sylow dans SL(2,F4) en les
comptant dans PSL(2,Fs) (cf. 0.11.9). De méme, il est immédiat, en se
placant dans SL(2,Fy4), de se convaincre qu'’il y a cing 2-Sylow dans s,
Comme on sait par ailleurs qu'ils sont tous conjugués, dans SL(2,F,), au

sous-groupe U(2,F4), et que tout élément est d’ordre 2, il s’ensuit

l o
01
qu’'un 2-Sylow est isomorphe dans As & Z/2Z x Z/2Z. En remarquant
qu'un 2-Sylow de SL(2,F4) est un sous-espace affine de dimension 1 de
M(2,F,), montrer que P'intersection de deux 2-Sylow distincts est réduite
a I'élément neutre.

¢) En déduire qu’il y a quinze éléments d’ordre 2 dans SL(2,F4). Retrouver
le résultat en se plagant dans 25 (un élément d’ordre 2 est alors un produit
de deux transpositions & supports disjoints).

d) Retrouver aussi le résultat en se plagant dans GL(2,Fs). Il s’agit de
dénombrer les matrices M telles que det M = 1 et M? = £Id. On pourra

se servir de Cayley-Hamilton pour les matrices 2 x 2, de I'identité X2 +1 =
Fa ol

X — 2)(X — 3) et du fait que la classe de similitude de =Y a pour
03

cardinal (24-20)/16=30. On trouve en tout 32 matrices.
¢) Montrer, en se plagant dans s, qu’il y a une seule classe de conjugaison
pour les éléments d’ordre 2. On pourra aussi se placer dans GL(2,F,),

.M
l 01 J ontrer
qu’on peut choisir la matrice de passage P dans SL(2,F4). (Remplacer P
par AP, sachant que A — AZ est surjective, car injective.)

ou toute matrice d’ordre 2 est semblable (pourquoi ?) &

0.11.24. Simplicité de As. Soit H un sous-groupe distingué de As non
réduit & 1’élément neutress.

4% On s’abstiendra évidemment dans cet exercice d’utiliser 'isomorphie s ~
PSL(2,F5) qu'on a établie en invoquant la simplicité de As. On pourra, par
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a) Montrer que si / contient un des éléments d’ordre 3 de s, il les contient
tous. (Utiliser le fait que les 3-Sylow sont conjugués). De méme pour les
éléments d’ordre 5.

b) Montrer que si H contient un des éléments d’ordre 2, il les contient
tous. [Utiliser e) de l'exercice précédent.]

c¢) En déduire que H est égal & 2s. (Se rappeler le cardinal de chacune des
classes de conjugaison et le fait que l'ordre d’un sous-groupe divise 'ordre
du groupe.)

0.11.25. a) Montrer que dans le groupe simple a 60 éléments, il y a dix
3-Sylow et donc 20 éléments d’ordre 3. (Remarquer que s’il n’y en avait
que 4, le normalisateur de I’un d’entre eux serait d’ordre 15 — ¢f. 0.11.17.)
Les éléments d’ordre 3 dans 2s ne sont autres que les cycles d’ordre 3.
Calculer directement leur nombre.

b) Montrer que tout sous-groupe H d’ordre 6 est le normalisateur d’'un
3-Sylow unique (considérer un 3-Sylow dans H). Montrer que tous les
sous-groupes d’ordre 6 sont conjugués, et qu'ils sont au nombre de 10.

c) Montrer que, dans SL(2,F,), ’ensemble formé par les éléments

a 0 ¢ 0 «
0al| & |alo

quand « décrit F}, est un groupe non commutatif a six éléments. Quels
sont ses éléments d’ordre 3?7 Retrouver le fait que les éléments d’ordre
3 sont au nombre de 20 et qu'’ils sont tous conjugués (se rappeler que
l+a+a?=0eta"! =a?).

d) Montrer que ’ensemble formé de l'identité et des permutations =
f109Y _2 F1ONVAAEY (10N AEY FONNAEY Aot

\140), ,\lé}\’*d}, llln))\’-kJ), (&2 ) 30 ) COL J.C WU.D‘SI.UUPC dr bl)ﬁ Ul.cult:.llbb d'l)-
taché au 3-Sylow défini par o (ou o2). Noter qu’il apparait comme le sta-

bilisateur dans As d’une des dix parties & deux éléments de {1,2,3, 4,5}.

0.11.26. Soit G le groupe simple & 60 éléments, et soit B un sous-groupe
4 12 éléments.

a) Montrer qu’il y a quatre 3-Sylow dans B. (S’il y en avait un seul, le
groupe B serait contenu dans le normalisateur d'un 3-Sylow qui n’a que 6

Aldmante )
A AAAN RAYR T }

b) En dénombrant les éléments de B d’ordre 2 et 3, montrer que B est
nécessairement le normalisateur d’un 2-Sylow dans G.

contre, utiliser le fait que 2As est isomorphe & SL(2,F,). Reprendre aussi le pré-
sent exercice en remplagant 2As par PSL(2,F5). On obtient une nouvelle démons-
tration de la simplicité de ce dernier groupe.
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¢) Soit B un sous-groupe & 12 éléments de SL(2,F,;). Montrer que les
éléments de B sont simultanément trigonalisables sur Fy.

INDICATION.— Le sous-groupe B est conjugué du normalisateur du 2-Sylow
standard de SL(2,F,).

d) Montrer que les sous-groupes d’ordre 12 de SL(2,F,) sont les stabilisa-
teurs de droites du plan P. En déduire que deux sous-groupes d’ordre 12 se
coupent suivant un 3-Sylow. Montrer aussi qu'un 3-Sylow est 'intersection
de deux sous-groupes uniques d’ordre 12. (Repenser aux stabilisateurs de
droites.)

¢) Montrer que dans %5, les sous-groupes d’ordre 12 sont les stabilisateurs
de points de {1,...,5}; ils sont donc isomorphes & 4. Retrouver le fait
que l'intersection de deux 2-Sylow distincts est triviale.

f) Montrer qu’un sous-groupe d’ordre 12 ne peut contenir de sous-groupe
d’ordre 6. Un argument possible ici (voir la note sur le birapport ou l'on
étudie en détail A4) serait: un tel sous-groupe normaliserait un 2 et un
3-Sylow, il serait donc commutatif. . .

0.11.27. Un isomorphisme Aut(As) ~ S5

a) Montrer que le groupe S5 s’injecte dans le groupe des automorphismes
de 2Us. (Remarquer que le centralisateur de 2s est trivial.)

b) Soit maintenant un automorphisme ® de U5 laissant invariants les cing
sous-groupes d’ordre 12. Montrer qu’il laisse invariants les 3-Sylow (cf.
exercice précédent) ainsi que les sous-groupes d’ordre 6. Sachant qu’il doit
exister au moins deux sous-groupes d'ordre 6 distincts qui se coupent sui-
vant un élément d’ordre 2 [sinon, il y aurait trop d’éléments d’ordre 2;
voir aussi le b) de 'exercice suivant], montrer que ® laisse fixes tous les
éléments d'ordre 2 et par suite qu’il est trivial. (Utiliser le fait qu'il n'y a
aucun sous-groupe propre de G d’ordre > 15, cf. 0.11.17.)

¢) En déduire une injection du groupe des automorphismes de s dans Ss
et conclure.

0.11.28, a) Montrer qu’il existe dans 25 des sous-groupes d’ordre 10 et
qu’un tel sous-groupe, que I'on notera @s, est maximal en ce sens qu’il n’est
contenu dans aucun sous-groupe non trivial. (Ce sont les normalisateurs
des 5-Sylow, cf. 0.11.1.)

b) On rappelle qu'un sous-groupe 4 six éléments de A5 est attaché a une
partie a trois éléments de {1,...,5}. Discuter, suivant l’intersection de
deux parties a trois éléments, du cardinal de l'intersection de deux sous-

groupes de 25 d’ordre 6.
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0.11.29. On s’intéresse aux éléments d’ordre 5 dans SL(2,Fy).
a) Montrer qu’un élément d’ordre 5 ne peut avoir 1 comme valeur propre.

(On pourra considérer la matrice {(1) } ])

b) Montrer que, dans F4{X], on a
1+ X+ X2+ X34+ X4 = (X2 +aX + 1)(X? +a?’X +1),

ou o est un générateur du groupe multiplicatif F}.
c) Montrer qu’il v a deux classes de conjugaison des éléments d’ordre 5
dans SL(2,F4), contenant chacune 12 éléments. (On pourra considérer les

matrices
01 01

Noter en particulier que si M est dans une classe de conjugaison, alors M?2
est dans l'autre.

d) Retrouver cela dans le cadre de 2As. Noter en particulier que le cycle
o = (12345) n’est pas conjugné a o2 dans 2s.

e) Retrouver cela dans le cadre de PSL(2,Fs).

0.11.30. a) Soit £ > 5 un nombre premier divisant p* — 1, ou p est
également premier. Alors le polyndme 1 + X + X2+ ... 4+ X*~1 pest pas
irréductible dans F,[X], ot ¢ = p'.

INDICATION.— Considérer un élément M d’ordre k dans le groupe
GL(2,F,) (d’apres Sylow, il en existe). Si M est une matrice scalaire,
notre polynoéme aura une racine dans F,; dans le cas contraire, le poly-
ndéme caractéristique de M (qui est alors égal a son polyndéme minimal)
divisera X* — 1:vu I’hypothése & > 3, notre polynéme n’est donc pas
irréductible.

Ainsi le polynéme 1+ X + -+ 4+ X* est réductible sur Fy et aussi sur tous
les 2 ol p est un nombre premier congru a 3 ou & 7 modulo 10. Enfin
quand p est congru a 1, il admet une racine dans chaque F,2. (Utiliser
pOl.l.l ce U.UIII].HI pUlIJ.L 1':3 lﬂ.ll, que le ‘grt‘)upe Illulblpll(,d.bll u un co p f! 1 eSt
cyclique.)

b) Soit P(X) un polynéme de degré 4 & coefficients dans F,, montrer que
P(X) est réductible sur Fj.. (Remarquer que les racines de P(X) sont

toutes dans F4, I'extension Fj, C F,« étant galoisienne.)

0.11.31. a) Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. On suppose H # G.
Montrer que G # |J,eqxHz™!

INDICATION.— On pourra chercher a controler le cardinal de la réunion
ci-dessus, réunion que l’'on peut indexer par z € G/N(H).
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b) Soit E un espace vectoriel de dimension n sur un corps fini. Soit p un
entier tel que 0 < p < n. Montrer qu'il existe u € GL(F) n’ayant aucun
sous-espace stable de dimension p.

0.11.32. a) Montrer que dans toute orbite de GL(n,K) opérant par con-
gruence sur ’espace vectoriel so(n) des matrices antisymétriques, il y a
une matrice (diagonale en blocs 2 x 2) de la forme

(0o, J,0,..,0), ob J= [ ° (1)] .

En déduire que deux matrices antisymétriques sont congruentes si et seu-
lement si elles ont méme rang.

INDICATION.— Une forme f bilinéaire antisymétrique non nulle posséde
des plans hyperboliques (un plan P est dit hyperbolique s’il posséde une
base ol la matrice de la restriction de f 4 P x P est précisément égale a
J). Un tel plan étant non isotrope, un raisonnement par récurrence peut
s’engager facilement.

b) Montrer que le déterminant d'une matrice antisymétrique est un carré
dans K.

c) Montrer qu’il existe sur 1’espace vectoriel des matrices antisymétriques
d’ordre 2n une fonction polynomiale unique (de degré n), appelée pfaffien
et notée A — Pf(A), vérifiant Pf(F) = 1 (o § = Diag(J,...,J)) et
Pf(A)? = det(A) pour tout A.

InpicATION.— Considérer la matrice antisymétrique générale (obtenue en
remplagant les coefficients dans K par n(n — 1)/2 indéterminées) et une
racine (bien choisie) de son déterminant, racine qui est a priori une frac-
tion rationnelle. Vérifier alors, en invoquant la factorialité d’un anneau de
polyndmes (& coefficients dans un corps), que cette racine est en fait un
polyndme.

d) Montrer que Pf(*PAP) = det(P)Pf(A) pour tout matrice A antisy-

’ . , . ry 2
matriniia B'n AAAdnivra Aane +ant Aldmant A oranmne On
ALAC UL l.\iu.!;- AJdil UWCULUWULLYG kiu.c ULVWUWY TICLLITLILU WU 5]. Uu.yb &

M vérifiant 'M JM = § est de déterminant 1.

e) Soit A une matrice antisymétrique non inversible. Montrer que la co-
matrice A de A est nulle.

Montrer qu’il existe sur ’espace vectoriel so(2n) une application poly-
nomiale qui coincide avec la fonction A — A/det(A) sur les matrices
antisymétriques inversibles.

INDICATION.— A un scalaire pres, cette fonction n’est autre que la diffé-
rentielle du pfaffien quand so(2n) a été identifié & son dual.

n KA dnn atrinag
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f) En s’inspirant de la démonstration du lemme 0.8.1.6, montrer alors que
le polynéme pfaffien est irréductible.

0.11.33. Matrices r-équivalentes. Pour démontrer qu’une matrice M

de rang p est r-équivalente & la matrice R, = Diag(Id,,0,...,0), on con-

sidére d’abord une base de ’espace de départ, obtenue en complétant au

moyen de vecteurs (21, . . ., ¥p) une base du noyau de M, et ensuite une base

de I’espace & ’arrivée, obtenue en complétant la base {M(v1),..., M(vp)}

de I'image de M avec n — p vecteurs. On effectue alors un double change-

ment de bases.

Résoudre les questions suivantes en faisant appel & la notion de matrices

r-équivalentes.

;\\ Montrer que le rang d’une matrice est egal a celnl de sa tranqnosee_

b) Montrer que toute matrice est somme de deux matrices inversibles. (On

commencera par le faire pour les matrices R,.)

c) Montrer que toute matrice est limite d’une suite de matrices inversibles.

d) Toute matrice de déterminant nul est produit de deux matrices de

déterminant nul.

e) Montrer que les matrices AB et BA ont méme polynéme caractéristique.

INDICATION.— Quand 'une des matrices est inversible, les matrices sont

semblables. Se ramener alors au cas ol 'une des deux matrices est la

matrice R, et effectuer directement le calcul.

f) Montrer qu'une matrice non inversible A dans M(n,K) est diviseur de

zéro bilatére, c’est-a-dire qu’il existe une matrice B non nulle vérifiant

AB=BA=0.

g) Montrer que si A est non inversible, il existe B telle que AB = 0 et

BA#0.

INpICATION.— Multiplier & gauche et & droite R, par la matrice E,,, de la

base canonique.

h) Montrer qu’étant donnée une matrice M, il existe toujours une matrice

inversible P telle que M PM = M.

InprcaTioN.— Utiliser le b) de I’exercice suivant.

i) Soit f : M(n,K) — K, une fonction multiplicative, c’est-a-dire vérifiant
f(AB) = f(A)f(B). On suppose f non nulle et distincte de la fonction

constante 1. Montrer que f(A) = 0 si et seulement, si det(A) = 0.

INDICATION.— Commencer par remarquer que ’application f est non nulle
sur les matrices inversibles; considérer ensuite le produit (évidemment nul)
de toutes les matrices diagonales ayant chacune p fois le nombre 1 et n —p
fois le nombre 0 sur la diagonale. La fonction f s’annule sur I'une d’elles

et est donc nulle sur toutes les matrices de rang p.



42 ACTIONS DE GROUPES 80

j) Montrer que dans tout hyperplan H de M(n,K) il existe une matrice
inversible.

INDICATION.— Ecrire 'équation de H sous la forme tr(AX) = 0, et se
ramener au cas ou A = R,,.

0.11.34. a) Montrer que, pour l'opération de GL(n,K) par translations
a gauche sur M (n, K), toute orbite contient une matrice symétrique.

b) Montrer que toute orbite contient un projecteur (c¢’est-a-dire une ma-
trice M telle que M? = M).

c¢) Qu’en est-il pour les matrices antisymétriques ? (Remarquer que le rang
d’une matrice antisymétrique est pair.)

INDICATION.— Se ramener & des matrices simples grace a 'opération de
Steinitz, puis penser congruence et similitude. De fagon plus précise, pour
la question a) par exemple :si M = PR,.Q, alors QP! M est symétrique.
Enfin, on pourra remarquer que toute matrice de rang 2r est r-équivalente

a une matrice de la forme Diag(J,...,J,0) ou J = l _01 (1)]

0.11.35. On s’intéresse toujours a ’action de ’exercice précédent.

a) Montrer que pour que 'orbite de M contienne des matrices ayant toutes
leurs valeurs propres distinctes, il faut et il suffit que rang M > n — 1; on
suppose Card(K) assez grand.

b) Montrer que la condition dans a) est aussi une condition nécessaire
et suffisante pour que dans ’orbite de M, il y ait une matrice dont le
polynome minimal soit égal au polyndome caractéristique.

0.11.36. Montrer que si F est un sous-espace de K", il existe une matrice
symétrique S a coefficients dans K telle que Ker(S) = F.

INDICATION.— Utiliser 'exercice 0.11.34 ainsi que les remarques de la
page 7. Enoncer des exercices analogues traduisant les autres résultats des
deux exercices précédents.

0.11.37. Soit A(X) un polynéme unitaire de degré n et soit M une ma-
trice de M(n,K). Donner une condition nécessaire et suffisante sur M pour
qu'il existe une matrice inversible @) telle que le polynéme caractéristique
de QM soit précisément (—1)"A(X).

InDICATION.— Commencer par le cas ol le polynéme A est scindé. Si r
désigne la multiplicité de 0 dans A, le rang de M est nécessairement > n—r.
Quand le rang de M est strictement plus petit que n, introduire la matrice

R = Diag(A2Id, A31d, ..., A\;1d, J,0),
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ou les X; sont les racines non nulles de A reproduites avec leur ordre de
multiplicité et ol J est un bloc de Jordan nilpotent d’ordre tel que R et
M soient r-équivalentes. Il est facile alors de conclure.

Quand le polynome A n’est pas scindé, on fait appel aux matrices com-
pagnons associées aux facteurs irréductibles distincts du polynéme A(Y)
(cf. exercice 0-C.11.20). La condition s’écrit : n —r < rangM < n —1si
r £ 1, et M inversible lorsque r = 0.

0.11.38. a) Pour qu’une matrice M soit de rang n — 1, il faut et il suffit
qu'il existe une matrice inversible P telle que le polyndme caractéristique
de PM soit égal & (—1)"X (X — 1)"1.

b) Pour qu’une matrice non nulle soit singuliére, il faut et il suffit qu’il
existe une matrice inversible P telle que PM admette (—1)" X"~ 1(X — 1)

LES & Ly ¥

comme polyndme caractéristique.
InpIcATION.— Voir 'exercice précédent, dont ce sont des cas particuliers.

0.11.39. Ecrire une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
matrice inversible R telle que 0 soit racine simple du polyndme minimal
de RM.

InpicaTioN.— Il faut et il suffit que M soit singuliere. (Utiliser I’action de
Steinitz.)

0.11.40. Le pivot de Gauss. On se propose dans cet exercice d’indi-
quer sommairement quelques-uns des avantages que procure la méthode
du pivot de Gauss pour 'examen de certaines opérations de groupes?.

a) Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Vérifier quune fois choi-
sie une base (e;)i=1,..» dans E, il est possible d’associer naturellement a
chaque sous-espace F' de E de rang p une « matrice-échelon » ayant p lignes
et n colonnes. Procéder & cette fin de la maniére suivante : la matrice en
question est la matrice de la surjection canonique s : £ — E/F écrite dans
les bases (e;) de F et (s(g;)) de E/F ou g; est le premier vecteur parmi les

vectenurs de la base (e.) n

v iea i Al AT RT3y

ppartenant pas a F', go le premier vecteur parmi
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‘a
les vecteurs de la base (e;) n’appartenant pas au sous-espace engendré par
F et g1, et ou ¢; est défini par récurrence a partir de F' et des vecteurs
(g1,..-,¢j—1) de fagon analogue.
b) Déterminer a titre d’exemple la matrice-échelon associée au sous-espace
F de Q* (rapporté & sa base canonique) donné par les équations suivantes

46 B. Keller a trés justement attiré notre attention sur I'intérét du pivot de Gauss.
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201 + 4dxo + 223 + x4 + Txs + 926 =
Tx1 + ldxo + 723 + x4 + 2225 + 29156
—r — 2:1,‘2 — I3 - 3335 - 3ﬂ‘:6 =
61 + 1229 + 63 + 224 + 2025 + 2726 =

e T e I e i e

INDICATION.— Appliquer la méthode du pivot de Gauss & la matrice
[ 2 4 2 1 7 91

A—| 714 7 1 22 29
" l-1-2-1 o0-3 -3
6 12 6 2 20 27
pour obtenir la matrice-échelon déduite de
{121030"
0001160
000001
000000

en supprimant la ligne nulle.

Bien vérifier les calculs; on constatera que la deuxiéme colonne de A est le
double de sa premiére colonne et que sa cinquiéme colonne est bien égale
a trois fois la premiére, ajoutées a la quatriéme. ..

¢) En déduire alors que les orbites de GL(n,K) opérant par translations
a gauche sur ’ensemble des matrices de rang p sont paramétrées par les
matrices-échelon de rang p ayant p lignes et n colonnes (voir les premiéres
remarques de la page 7).

d) Vérifier que le stabilisateur d’une matrice-échelon (de rang p) est donné
par les matrices inversibles qui laissent fixes les p premiers vecteurs de la
base canonique. Calculer alors de deux maniéres la dimension d’une orbite.
e) Utiliser la paramétrisation des droites de K™ par des matrices-échelon
pour partitionner ’espace projectif P(n — 1,K) en n sous-espaces affines

! 1
de dimensions distinctes allant de 0 & n — 1.

f) Procéder de méme pour établir que le nombre de plans (vectoriels)
contenus dans P’espace vectoriel F3 est égal & (1 + g + 2¢° + ¢* + ¢*).
Retrouver le résultat en remarquant que I’ensemble de ces plans est une
orbite sous l'action de GL(4,F).

g) Appliquer une variante de la méthode du pivot de Gauss pour établir
que toute matrice inversible M & coefficients dans K s’écrit comme un
produit M = T1F,T5, ou les matrices T} et T5 sont triangulaires supé-
rieures inversibles et P, est une matrice de permutation unique (¢’est la
décomposition de Bruhat pour le groupe GL(n,K)).

InDIcATION.— Multiplier une matrice M a gauche et & droite par des ma-
trices triangulaires revient & effectuer des transformations élémentaires (&
préciser) sur les lignes et les colonnes de M.



§0.11 EXERCICES 45

h) Appliquer encore une (autre) variante de la méthode du pivot de Gauss
pour montrer que le quotient du groupe (additif) Z® par le sous-groupe
engendré par les vecteurs vy = (4,2,2), vo = (0,0,2) et v3 = (2,2,2) est
isomorphe au groupe (Z/27)3.

0.11.41. a) Montrer que dans un hyperplan de M(n, C), il existe toujours
au moins n(n — 1)/2 matrices nilpotentes linéairement indépendantes.
INDICATION.— Ecrire I’équation de ’hyperplan sous la forme tr(AX) = 0

et se rgmener & a 1une matrice ‘A +r1nng|]g|rn

b) L’exemple des matrices symétriques réelles d’ordre 2 montre que le
résultat est faux sur R.

¢) On considére I'hyperplan des matrices M € M (n, K) telles que my, = 0.
Quel est le nombre maximal de matrices nilpotentes linéairement indépen-
dantes contenues dans cet hyperplan 7

INDICATION.— Se rappeler que les matrices nilpotentes sont toujours de
trace nulle. Quand n > 3, on trouve le nombre n? — 2 (les matrices E;;
de la base canonique, ol i # j et (4,j) # (1,n), donnent déja n2 —n — 1
matrices nilpotentes linéairement indépendantes; on en fabriquera n — 1

1
D
d) Quel est le sous-espace vectoriel engendré par les matrices nilpotentes ?
INDICATION.— En procédant comme dans b), on trouve l’espace vectoriel
des matrices de trace nulle. [Voir aussi la question d) de I'exercice 0.11.64.]

autres au moyen de la matrice [

0.11.42. a) Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
matrice M € M(n,R) soit diagonalisable sur R est qu’elle s’écrive comme
produit d’'une matrice symétrique S et d’une matrice symétrique définie

nacitive H

positive H.
INDICATION.— Si M = P7DP, on écrit M = (P~'DP~1)(*PP). Ceci
prouve la condition nécessaire. Inversement, si M = SH, on écrit H = X2,
avec X symétrique; ce qui donne M = $X? = X~} (X SX)X. La matrice
M est semblable & une matrice symétrique.

b) L’ensemble des matrices réelles diagonalisables et 'ensemble des ma-
trices réelles trigonalisables sont étoilés par rapport a l'origine. Examiner
la connexité de ces ensembles privés de l'origine [on pourra utiliser la ques-
tion précédente, ou bien la question d) ci-dessous).

INDICATION.— Le second ensemble est I’adhérence du premier. La con-
nexité est assurée a partir du moment ou n > 1.

c) Il est bien connu qu’une matrice est semblable & sa transposée (cf.
exercice 0-C.11.7). Montrer qu'une autre maniére d’écrire a) est qu’une
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matrice M € M(n,R) est diagonalisable si et seulement si 1’on peut trou-
ver, parmi les matrices de GL(n,R) qui conjuguent M et sa transposée,
une matrice qui soit symétrique définie positive.

d) Examiner la connexité de '’ensemble des matrices réelles diagonalisables
auquel on a 6té les matrices scalaires.

INpicATION.— Considérer I'image de ’application (P, D) — PDP~1 défi-
nie sur GL*(n,R) x D(n,R), ol D(n,R) est 'espace vectoriel de dimension
n des matrices diagonales. Enlever ensuite & D(n,R) la droite formée par
les matrices scalaires. Le cas n = 2 est 4 étudier a part : il s’agit d’examiner
la connexité de ’ensemble des matrices d’ordre 2 & valeurs propres réelles
distinctes; on pensera & cet effet au discriminant du polynéme caractéris-
tique et 'on décrira 'ensemble des points de M (2,R), identifié & R%, ou il
s’annule (voir aussi 0-C.8.2.13).

e) Examiner la connexité de I’ensemble des matrices réelles (ou complexes)
trigonalisables mais non diagonalisables.

INDICATION.— Procéder comme dans la question précédente en commen-
cant par les matrices complexes.

0.11.43. a) On considére une matrice inversible P = A+iB dans M (n,C),
ou les matrices réelles A et B sont supposées singuliéres ainsi que les
matrices A+ B, A— B, A+ 2B et A — 2B. Montrer que n > 6.
INDICATION.— Le polynéme p(A) = det(A + AB) est de degré n si et seu-
lement si det(B) #£ 0.

b) On suppose que les deux matrices X et Y de M(n,R) sont semblables
dans M(n,C). Montrer qu’elles sont semblables dans M(n,R).
INDICATION.— Considérer une matrice inversible P = A + 1B vérifiant

™ T g

PX =Y P. (Voir aussi l'exercice 0-C.11.52.)

0.11.44. a) Montrer que le résultat de la proposition 0.4.3.2 peut s’ex-
primer dans le cas ot K = C en disant que pour peu que l'on soit bien
placé dans GL(n,C), on peut regarder dans n'importe quelle direction
(complexe) singuliere donnée 4 avance sans apercevoir la moindre ma-
trice singuliére. Autrement dit, pour toute matrice A singuliére, il existe
une matrice inversible P telle que P 4+ AA soit inversible quel que soit le
scalaire A dans C.

b) Remarquer que le résultat est faux pour A inversible. (Prendre A = Id
pour commencer.)

¢) Montrer, par contre, que 'on peut regarder dans n’importe quelle di-
rection (réelle) donnée & 'avance, sans voir de matrices singuliéres pourvu
que l’on soit adéquatement placé dans GL(n,C). Autrement dit : pour tout

A, il existe P inversible dans M (n, C) telle que P+ A A soit inversible pour
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tout A réel, ou encore il existe R inversible telle que RA n’ait que des
valeurs propres non réelles ou nulles.
InpDicaTION.— Ecrire A = Py R, ¢} et prendre P = Py Diag(ild,, Id,,_.) Q1.

0.11.45. Etudier le probléme suivant:soit A et B deux matrices de
M(n,C). Existe-t-il P inversible telle que P + oA + B soit inversible
pour tout a et 3 dans R, puis dans C 7

0.11.48. On considere la forme quadratique non dégénérée sur 1'espace
M (n,K) donnée par X + tr(X?).

a) Soit A une matrice fixée. Montrer que l'orthogonal de Im(ad A) est
précisément 3(A).

b) Sachant que tr(E;; Ex) = 6;x0i, calculer 'orthogonal des différentes
matrices E;;.

¢) Montrer que, si A est semi-simple, il en est de méme de ad A (la ré-
ciproque est d’ailleurs exacte; voir par exemple [Mn-Ts|, page 89). En
déduire que les sous-espaces précédents sont alors supplémentaires et que
la restriction de la forme quadratique au centralisateur de A est non dé-
générée. (Cf. exercice 0-C.11.2.)

d) Montrer que, si A est réguliére, son centralisateur est commutatif, et
que si A est semi-réguliére (c’est-a-dire semi-simple avec seulement deux
valeurs propres égales), I’algébre de Lie 3(A) vérifie [3(A4), 3(A)] = s1(2, K).
e) Soit D une matrice diagonale avec des coefficients dla,gonaux distincts.
Montrer que ’espace (affine) tangent & 'orbite de D au point D est donné
par ’ensemble des matrices ayant la méme diagonale que D.

f) Quel est 'espace (vectoriel) tangent en la matrice de Jordan J, & son
orbite 7

On trouve I’espace vectoriel de dimension n2 — n formé des matrices de
trace nulle et telles que les sommes des coeflicients sur chacune des n — 1
sous-diagonales sont nulles.

| (P Ny o vt ao frae o Ui R § o o

g) Montrer gue les orbites \par similitud ) des éléments ser Lég“uucm aans
M(n,C) ont toutes le méme profil (cf. 0.11.54). Quel est le nombre de
Weyl d’une telle orbite 7 On trouve (n — 2)!.

h) On suppose n suffisamment grand. Quel est le nombre de Weyl de
I'orbite d’une matrice qui a exactement p paires de valeurs propres égales
et g triplets de valeurs propres égales 7 On trouve plg!(n — 2p — 3g)\.

0.11.47. Différentielle du déterminant. Un calcul rapide de la diffé-
rentielle du déterminant en A est donné par la méthode suivante (comparer
avec [Mn-Ts], page 69).
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a) Montrer que toute forme linéaire  sur M(n,K) est de la forme ¢ :
X — tr(MX), ou la matrice M = (my;) est telle que les coefficients de sa
transposée sont les composantes de ¢ sur la base duale {E};} de la base
canonique {E;;} de M(n,K).

b) Apres avoir remarqué que la fonction det est bien différentiable en A,
montrer que sa différentielle en A est donnée par X — tr(AX), ol A est
la comatrice de A (i.e. la transposée de la matrice des cofacteurs).
InpICcaTION.— II s’agit donc de démontrer que le cofacteur A;; est égal a
D(det)(A)(E;;) = 8/8;j(det)(A), mais ceci découle immédiatement de la
régle de développement du déterminant suivant la j*™€ colonne.

¢) Montrer que A est nulle si et seulement si le rang de A est inférieur ou
égalan— 2.

0.11.48. Espaces irréductibles. (On pourra consulter avec intérét
[Hum]|, pages 7 et suivantes.) On dit qu’un espace topologique non vide X
est irréductible si tout ouvert non vide de X est dense. Il revient au méme
de dire que I'espace X (non vide) ne peut s’écrire comme réunion de deux
fermés stricts.

a) Montrer qu’une partie Y est irréductible si et seulement si son adhérence
I’est et montrer que tout ouvert d’un espace irréductible est irréductible.
b) Montrer que I'image d’un espace irréductible par une application con-
tinue est irréductible.

Dans la suite de 'exercice, on supposera que le corps K qui intervient est
algébriquement clos.

¢) Montrer que lorsque ’on munit ’espace K" de sa topologie de Za-
riski (définie par les fermés que sont les variétés algébriques affines de K™,
c'est-a-dire par les ensembles de zéros communs aux familles (finies) de
polynémes de K[Xj,...,X,]), une partie fermée X est irréductible si et
seulement si son idéal F(X) (défini comme ’ensemble de tous les poly-

nomes qui s’annulent sur X) est premier. En particulier, ’espace K" est
irrddnectihle

ALLGUAUGC VARTLIC -

d) Montrer que le produit de deux fermés irréductibles dans K™ et K™ est
un fermé irréductible dans K*+™.

e) On pose X = K" et I'on note Xy 'ouvert (principal) défini comme le
complémentaire de ’ensemble des zéros du polynome f. Montrer que Xy
a une structure naturelle de variété algébrique afline réalisée comme fermé
de K™*!. (Considérer ’ensemble des (zy,...,Tny1) tels que

.’13n+1f(171,. . ,.’En) —1= 0)

Montrer que I'algebre des fonctions régulieres sur I'ouvert principal Xy,
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qui est définie par le quotient de K[X},..., Xn41] par I'idéal engendré
par le polynéme @ = zqnq1f(x1,...,2,) — 1, est isomorphe & I’algebre
K[X1,...,Xn][1/ f]. Retrouver le fait que Xy est irréductible.
INDICATION.~— On pourra considérer I’homomorphisme d’algebres

R(Xl,-..,Xn-l-l) = R(Xl,---,Xn,]-/f)

et, pour déterminer son noyau effectuer la division euclidienne de R par
l,d dans ’'anneau u\knl, . ,An}lAn_|_1], p‘LiiS faire An+1 = 1/; et conclure
par un argument de factorlahte.

f) Montrer maintenant que le groupe G = GL(n,K) est algébrique affine
irréductible et que toute classe de similitude, ou toute classe de congruence,
ou enfin toute classe de matrices de rang constant, est irréductible, de
méme que son adhérence.

g) Montrer que chacun des 2"~! sous-groupes paraboliques (standard)
donnés par les stabilisateurs des drapeaux formés avec les sous-espaces
de coordonnées (dans la base canonique) de K" est un sous-groupe algé-
brique affine irréductible. En particulier, le groupe T'(n,K) des matrices
triangulaires supérieures en est un également.

InpDIcATION.— Commencer par le plus grand.

0.11.49. Théoréme des invariants de Hilbert pour les groupes
finis. On suppose K de caractéristique nulle, ce qui permet en particulier,
vu que le corps est infini, d’identifier les fonctions polynomiales sur 1’espace
vectoriel F de dimension n avec les polyndomes en n variables. On vérifie
que I’ensemble PC(E) des fonctions polynomiales invariantes est un sous-
anneau de P(E).

Dn11~r F = WDITY An

e W ‘\-l—l}, il pUSe
fi= Ca.rd Card(G) ng

a) Montrer que pour tout f € #(E), la fonction polynomiale f1 est inva-
riante.

b) Etablir (f +p)! = f1+ % puis f = f! < f € PC(E) et enfin
(fp)t = fip si f € P(E) et p € FO(E).

¢) Montrer que si f est invariant, il en est de méme
homogenes.

d) On pose Tg = {f € Y (E); f(0) = 0}. Soit J I'idéal de P(E) engendré
par Tg. Montrer qu'il existe dans J des polynémes homogénes en nombre
fini, soit fi,..., fr, qui engendrent .J.

¢) On pose ¢; = deg f;. Montrer que pour tout f € Tg homogéne de degré
q, il existe des u; € P(E) de degrés ¢ — ¢; (on prendra u; = 0 si g — g; est
négatif) telles que f = 3. fiu;. Montrer qu’on peut les choisir invariantes.

de ses composantes
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f) En raisonnant par récurrence, déduire de 13 que tout élément de #C(E)
est un polynome en les f; a coefficients dans K.

0.11.50. Montrer que les fonctions polynomiales sur M(n,K) invariantes
pour I’action par translations a gauche de GL(n,K) se réduisent aux fonc-
tions polynomiales constantes. (On suppose K infini.)

InpicaTioN.— Une telle fonction est constante sur les matrices inversibles;
utiliser alors I’exercice suivant.

0.11.51. a) Soit K un corps infini et P et () deux fonctions polynomiales
en n variables, égales sur le complémentaire de ’ensemble des zéros d’une
troisieme fonction polynomiale R non nulle sur K*, alors P = Q. (Consi-

Abra ln nalun RIP_ Aani elannnle nartant )
aerer ie puUiy nome L4 W) Yui o annuie pairuiun.

b) Application : si deux fonctions polynomiales sur M(n,K) sont égales
sur les matrices inversibles, ou (lorsque K est algébriquement clos) sur les
matrices diagonalisables, alors elles sont égales.
INDICATION.— Se rappeler que les matrices inversibles sont caractérisées
par det(M) # 0; quant a I’ensemble des matrices diagonalisables sur K, il
contient les matrices dont toutes les valeurs propres sont distinctes. Une
telle matrice M peut étre caractérisée par le fait que le discriminant de
son polynéme caractéristique est non nul. Ce discriminant est une fonction
polynomiale des coefficients de M (dans le cas n = 2, il vaut (a — d)? + 4bc
. a
si M = c d ).
c¢) Montrer que, si X et Y sont deux matrices de M(n,C), alors la trace de
I'endomorphisme de M(n,C) donné par le produit ad(X) ad(Y) est égale
a2ntr(XY) — 2tr(X) tr(Y"). (Cf. page 213.)
INDICATION.— Supposer X = Y et X diagonalisable. Ecrire auparavant,
lorsque X est diagonale, 'action de ad(X) sur la base canonique de
M(n,C).
d) On suppose K = R ou C. Montrer que ’ensemble des points de K™ o

mn nolvndme P non nul en n variables ne g’annule pas est dense pour la

Ay aalaai 4 A4a8sAA daiwvaa Taa LV 2T atnd aas 5 {asaaiaa RIS AT Lwg § Ty

topologie de Hausdorff. Ainsi, le simple fait de verlﬁer par exemple qu’il
y a une matrice symétrique inversible de trace nulle suffit & prouver qu’il
y en a « beaucoup » : de fagon plus précise, si 'ordre n est supérieur ou
égal & 2, 'ensemble des matrices symétriques inversibles de trace nulle est
dense dans 'ensemble des matrices symétriques de trace nulle.
INDICATION.— La formule de Taylor est la pour nous convaincre qu’un
polynome sur K" qui s’annule sur une boule (non vide) de centre a est
nul.
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e) Vérifier que, pour la topologie de Hausdorff, ’ensemble des matrices
diagonalisables de M (n,C) est dense dans M (n,C), et que I'adhérence
de ’ensemble des matrices diagonalisables de M (n,RR) coincide avec 1'en-
semble des matrices trigonalisables de M(n,R). En particulier, la limite
d’une suite convergente de matrices trigonalisables sur R est encore trigo-
nalisable sur R.

f) Montrer qu’il existe une fonction continue non nulle f : M(n,R) — R
qui est cependant nulle sur ’ensemble de toutes les matrices trigonalisables
sur R. Montrer qu'une telle fonction ne peut étre polynomiale.
InpDIcATION.— Une fonction f qui est nulle sur les matrices diagonalisables
sur R est donc nulle dans un voisinage suffisamment petit d’une matrice a
valeurs propres réelles distinctes (pourquoi 7). Si elle était polynomiale, elle
serait alors identiquement nulle. Pour I'existence d’une fonction continue
f non nulle, il suffit d’invoquer le théoréeme de Tietze-Urysohn.

g) Que peut-on dire d'une fonction polynomiale sur R® (ou C*) qui s’annule
sur un ouvert (non vide) de la sphere unité, du céne d’équation z2 + 32 —
22 = 0, ou enfin de leur réunion ?

0.11.52. On considére 'opération (P, S) — PS'P de GL(n,K) sur les
matrices symétriques.

a) Montrer que si K = C, les fonctions polynomiales invariantes sont les
constantes.

INpICcATION.— Remarquer que toute matrice symétrique inversible est con-
gruente a I'identité. Utiliser alors 0.11.51.

b) Montrer qu’il en est de méme si K = R.

InDicATION.— Une fonction polynomiale invariante prend un nombre fini
de valeurs (utiliser le fait que toute matrice réelle est congruente a
Diag(1d,, —Id,,0)), elle est donc constante, car continue.

0.11.53. a) Déterminer 'algeébre des fonctions polynomiales sur 1’espace
euclidien R", invariantes sous ’action du groupe orthogonal O(n).
INDICATION.— Si P est une telle fonction et si « est un vecteur de la sphére
unité, l'application ¢t — P(tu) est polynomiale, paire et indépendante de
u. Il s’ensuit que 1’algébre recherchée est R[z% + z3 + - - - + z2].

AArna +3 1 thaagnnal O M
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de la structure orthogonale de signature (p, g).

0.11.54. Matrices semi-simples réguliéres. Il existe sur M(n,C) une
fonction polynomiale particuliere n invariante par conjugaison et qui est
donnée par le discriminant du polyndéme caractéristique.
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a) Montrer que I’ensemble des points olt 7 est non nulle est 'ouvert inva-
riant des matrices dont toutes les valeurs propres sont distinctes. Les ma-
trices ainsi considérées sont appelées matrices {(semi-simples) réguliéres.
b) Montrer que l'ouvert des matrices réguliéres, comme aussi 'ouvert
GL(n,C) des matrices inversibles, est connexe dans M (n,C).
INDICATION.— Si p est une fonction polynomiale sur C™, I'ouvert O, (prin-
cipal) des points ol p ne s’annule pas est connexe (par arcs). En effet, si A
et B sont dans Op, I'application z — p(zA + (1 — z)B) applique le complé-
mentaire dans C d’un nombre fini de points (lesquels 7) dans un connexe
de O, contenant les points A et B.

c¢) Montrer que, dans I’action de GL(n, C) sur I'ouvert O, des points (semi-
simples) réguliers, il y a un seul profil (cf. exercice 0.11.2). Ceci s’exprime
aussi en disant qu’il n’y a dans GL(n, C) qu’une seule classe de conjugaison
de sous-groupes de Cartan (ceux-ci sont précisément les stabilisateurs des
matrices réguliéres).

INDICATION.— Toute orbite de matrices réguliéres contient une matrice
diagonale et le stabilisateur d’une matrice diagonale réguliére A est tou-
jours donné par le sous-groupe H des matrices diagonales inversibles.

Il est & remarquer que les matrices réguliéres qui ont H pour stabilisateur
sont nécessairement diagonales, et que les matrices semblables & A qui ont
pour stabilisateur H sont les n! matrices de 'orbite qui sont diagonales
(le nombre de Weyl de 'orbite de A est donc n!). Le normalisateur de H
est donné par le groupe H X 4 &, des matrices monomiales (ce sont les
matrices qui ont un seul coefficient non nul par ligne et par colonne).

d} Quelles sont les orbites dans M (n, C) qui ont le méme profil que l'orbite
de 'identité ?

Tl c’aoit Ao AAtarminar loa matriona 1l carmmittant avece +
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inversibles. Une telle matrice étant trigonalisable dans toute base admet
donc tout vecteur non nul comme vecteur propre : on trouve les matrices
scalaires ! (Une autre fagcon de faire consiste & se ramener par densité &
chercher les matrices qui commutent avec toutes les matrices F;;; on écrit
alors de deux manieres tr(E;; ExM).)

e) Montrer que la matrice X = (Xj;;) dont le terme général est donné
par I'indéterminée X;; est diagonalisable dans une extension adéquate du
corps K(X;;) des fractions rationnelles en n? indéterminées.
INDICATION.— Ses valeurs propres sont distinctes, car le discriminant de
son polynéme caractéristique (qui est un polynéme en n? variables) n’est
pas nul, comme on le vérifie en I’évaluant en une matrice (semi-simple)

réguliere.
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0.11.55. Un joli quotient catégorique. a) Montrer que les fonctions
polynomiales sur X = M (n, K) x M (n, K) invariantes sous ’action de G =
GL(n,K) donnée par g-(A, B) = (gA, gB) se réduisent aux constantes.
InpicaTiON.— Considérer ’application 6 : (A, B) > det(A4); si p est G-
invariante sur X, elle s’écrit sur Xs:p(A, B) = f(AB/det(A)). Il existe
alors (décomposer f en ses composantes homogenes) £ € N minimal et un
polynéme g en (n? + 1) variables tels que

det(A)*p(A, B) = q(AB, det(A)).

En ordonnant ¢ par rapport a sa derniére variable, on pourra se ramener
(en utilisant le fait qu’un polyndéme qui s’annule sur les matrices de déter-
minant nul est un multiple du polynéme déterminant) a k¥ = 0. On établit
ensuite que le polyndéme g est alors homogéne de degré zéro (puisque 1’ap-
plication z — 2™ est surjective dans K algébriquement clos); il est donc
constant.

b) Que se passe-t-il quand G = SL(n,K)?

11 s’agit d’expliciter le quotient catégorique de ’action. L’idée est que I’ap-
plication (4, B) — AB, qui est une application constante sur les orbites,
ne suffit pas 4 engendrer les autres applications ayant la méme propriété,
comme par exemple la fonction A — det(A), puisqu'on ne peut lire le
déterminant de A dans A! Par ailleurs, ces deux applications sont liées,
et enfin le quotient catégorique i trouver doit étre affine:’application
¢ : (A, B) — (AB,det(A),det(B)) de X dans le fermé V; ¢ M(n,K) & K2
formé des triplets (M, x,y) tels que det(M) = 2" 'y, donne le quotient
catégorique (on a noté K2 ’ouvert principal de K? formé des couples (z, 3)
ol z est non nul). Pour justifier cela, on pourra construire une section o
dont le saturé de 'image sous ’action de SL (n TK\ est dense. L’application

o:(M,z,y)— (Dla,g(:r;,l ..., 1), Diag(1, 1/:1:, ..., 1/2)M) convient.

0.11.56. a) On a vu dans le texte du chapitre que l'application u :
(A,B) — AB de X = M(n,K)? dans Y = M(n,K) donnait le quotient
catégorique de X muni de Vaction de GL(n,K) définie par ¢g-(A,B) =
(Ag~1,gB). L’application qui au couple (A, B) associe les coefficients du
polynome caractéristique de BA est constante sur les orbites; elle se fac-
torise donc a travers Y. Quelle est 'application sur Y ainsi obtenue ?
INDICATION.— Le fait que AB et BA ont méme polynome caractéristique
est présent dans le diagramme de factorisation !

b) On a vu par ailleurs dans ’exercice précédent que l’application ¢ :
(A, B) — (AB,det(A),det(B)) de X dans le fermé V, ¢ M(n,K) & K2
formé des triplets (M,z,y) tels que det(M) = z"~ly, donnait le quo-
tient catégorique de X pour 'action de SL(n,K) définie par g-(A,B) =
(g9A, gB). L’application obtenue en inversant les roles de A et B et qui
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au couple (A, B) associe le triplet (BA,det(B),det(A)) définit un autre
quotient catégorique, soit V5. Lequel 7 Expliciter I'isomorphisme entre les
deux quotients catégoriques obtenus.

INDICATION.— C’est I'isomorphisme (M, z,y) — (M, y, ).

0.11.57. De lirréductibilité de certains polynémes. a) Soit A un
anneau intégre. On suppose a € A irréductible. Montrer que si a ne divise
pas b, 'élément aX + b de 'anneau A[X] est irréductible.

b) On notera d, le polyndme déterminant de la matrice (X;;) d’ordre n.
Supposons d,,_; irréductible et d,, réductible.

Vérifier alors que l'on a d, = X,,dp-1 + 7, o 7 est un polyndme en
n? — 1 variables qui est divisible par d,_;. En considérant la matrice de
permutation associée 4 la transposition 11,, obtenir une contradiction. En
déduire alors I’irréductibilité du polynéme déterminant.

c) On note c, x le polynéme coefficient de A* dans le polynéme caracté-
ristique de la matrice (X;;) d’ordre n. On rappelle#” que le polynéme c, k
s’obtient aussi comme la somme des mineurs principaux d’ordre k de la
matrice (X;;). Vérifier que I'on a ¢, x = XpnCp—14—1 + $ OU 8 €st un po-
lynéme ou1 n’intervient pas la variable X,,,. En imitant la démonstration
précédente, établir I'irréductibilité des polyndmes coefficients du polynéme
caractéristique.

INDICATION.— Trouver une matrice M pour laquelle tous les ¢,_;; sont
nuls pour ! < n — 1, et dont les coefficients du polyndme caractéristique
sont tous non nuls. Penser pour cela & une matrice compagnon adéquate
(cf. exercice 0-C.11.20).

d) Montrer que les facteurs irréductibles d’un polyndéme homogéne de R =
K[X1,...,Xn] sont encore homogenes.

INDICATION.— Notons h; le polynéme de R[t] déduit de h en remplacant
chaque indéterminée X; par tX;. Si p = fg est homogeéne de degré k, on
a t*p = fig;; considérer alors les facteurs irréductibles de I’élément t*p de
'anneau factoriel Kft, X1,..., X,].

e) Montrer que les polynémes homogénes sont les vecteurs propres de
Paction de K* sur R. Quels sont les polynomes homogenes invariants ? En
déduire que le quotient catégorique de K™ muni de I’action de K* est réduit
4 un point et que le quotient catégorique de K" — {0} muni de P'action
induite est donné par l’espace projectif P,,_;(K) et par application qui 4
un point non nul de K" associe la droite vectorielle qu’il définit.

f) Chercher un quotient catégorique de K™ pour action naturelle du
groupe a deux éléments induite par v — —wv.

7 11 s’agit 14 de reconnaitre la trace de la puissance extérieure k**™* de la matrice
(Xi5)-
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INDICATION.— Pour n = 2 par exemple, on trouve le cone de K3 d’équation
— X Z, donné par le paramétrage (z,y) — (22, 2y, y?).
g) Montrer que les facteurs irréductibles d’'un polynéme invariant p (sur
M (n,C)) sous l'action par conjugaison du groupe {connexe) GL(n, C) sont
gquasi-invariants, ce qui veut dire que, si p; est un facteur irréductible de
p, il existe un homomorphisme défini sur GL(n,C) et & valeurs dans C*,
soit x, tel que g-p; = x(g)p; pour tout g € GL(n,C).
InDICATION.— On peut supposer p lui-méme quasi-invariant. Les éléments
du groupe G = GL(n,C) permutent les facteurs irréductibles de p (un
argument de factorialité est ici bien utile) &4 constantes prés. Notons (p;} la
droite engendrée par p;; l'irréductibilité du groupe implique que G-(p;) =
(p;) pour un certain j, et comme ’élément neutre laisse fixe p;, on a j = 1.
h) Vérifier que dans le cas d’'un groupe fini (non connexe), par exemple
pour &3, les facteurs irréductibles d’un invariant ne sont plus quasi-inva-
riants, et retrouver le résultat sur les polynomes homogenes puisque le
groupe C* est irréductible.
i) Déduire de la question g) une preuve du fait que les polynémes M —
tr(M k), comme les polynomes coefficients du polynome caractéristique,
sont irréductibles.
INDICcaTION.— Les facteurs irréductibles de ces polynomes sont quasi-
invariants et donc invariants sous ’action du sous-groupe SL(n,C), qui est
engendré par des commutateurs. Les invariants sous l'action de SL(n,C)
sont les mémes que ceux de GL(n,C), car deux matrices conjuguées sous
I'action de GL(n,C) le sont encore sous ’action de SL(n,C) (cf. exercice
0-C.11.52). On conclut en se ramenant & établir que dans I’anneau des
polynémes K[tr(M), ..., tr(M™)], le polynédme tr(M?) est irréductible, ce
qui est évident.
0.11.58. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps
algébriquement clos qui, pour simplifier, sera de caractéristique nulle.
a) Montrer que les fonctions polynomiales sur E x E*, invariantes sous
laction [déja définie dans le ¢) de la page 19] de K*, s'écrivent, aussitot
qu’une base a été choisie dans E et que E* a été muni de la base duale,
comme p(...,Z;y;,...), ol p est une fonction polynomiale en n? variables.
INDICATION.— Les mondmes en les variables o, et u: sont des vecteurs
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propres pour cette action de K*; ceux dont la valeur propre est égale 4 1
forment une base de l'espace des fonctions polynomiales invariantes, et le
résultat est alors facile.

b) On note ¢ application £ x E* — End(E) donnée par (v,p) — p Qv
ot ¢ ® v(w) = @(w)v. Elle a pour image 'ensemble %, (E) des endomor-
phismes de rang inférieur ou égal a 1. Vérifier que ce qui précede signifie
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que D’application ¢ : E X E* — &, (E) fait de Z1(F) un quotient caté-
gorique pour 'action de K*.

c) Une application g : X — Y entre deux variétés algébriques (ol 1’on
suppose X munie de ’action d'un groupe) est dite orbitale si ses fibres
coincident avec les orbites (autrement dit si les points de Y parameétrent
les orbites), ce qui suppose au moins que les orbites soient fermées. L’ap-
plication p : M(n,K) — K" donnée par (M) = (tr(M),...,tr(M™))
n’est pas orbitale, mais le devient si I'on se restreint a I'ouvert des ma-
trices dont le polynéme minimal est égal au polynome caractéristique
(cf. 0-C.5.1). De méme, 'application (rencontrée dans le texte du cha-
pitre) ¢ : (A, B) — AB définie sur X = M(n,K) x M(n,K) qui fait de
Y = M(n,K) un quotient catégorique pour l’action de GL(n,K) devient
orbitale quand on regarde ¢ comme définie sur {(A, B);det(AB) # 0} et
a valeurs dans Yges.

Vérifier que 'application tr : 91 (F) — K donnée par la trace est une
application orbitale pour I'action par similitude de GL(n, K).
InpIcATION.— Ceci signifie que deux matrices de rang 1 sont semblables
si et seulement si elles ont méme trace (cf. 0-C.11.4).

d) On démontre et I'on admettra (cf. [Cart|, page 13) qu’une application
orbitale ¢ : X — Y entre deux variétés irréductibles qui est séparable (donc
en particulier en caractéristique 0) fait de Y un quotient catégorique pour
la G-variété X dés lors que Y est lisse (c’est-a-dire sans points singuliers).
Essayer ce critére pour traiter les différents exemples rencontrés dans le
texte du chapitre, en se restreignant i des ouverts adéquats.

0.11.59. Transvections et dilatations. a) Vérifier que deux endomor-
pﬂlsn-.l(ﬂb u BI- v (1 un ESpa.Ce VELEOI'lel .E/ qUI ont une melne (11 OlEe pOllI' lIIld.ge
ne sont pas nécessairement proportionnels, bien que u(x) et v(x) le soient
pour tout x.

INDICATION.— Considérer deux projecteurs sur une méme droite paralle-
lement a deux supplémentaires distincts. En fait, I’ensemble des endomor-
phismes ayant pour image la méme droite est un espace vectoriel de dimen-
sion n = dim(E) privé de son origine (nous dirons : « épointé »). Notons au

passage que I’ensemble des endomorphismes qui ont le méme hyperplan H

pour noyau est encore un espace vectoriel (pnmnfp\ de dimension n, car

1somorphe a¥(E/H,E).

b) Montrer que deux endomorphismes u et v de E qui ont la méme droite
D pour image et le méme hyperplan H pour noyau sont proportionnels.
INDICATION.— Ecrire les décompositions canoniques de u et de v en notant
que I’espace des endomorphismes de F/H dans D est de dimension 1.

c) Le plongement de Segre. On note P(F) 1'espace projectif associé a F,
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¢’est-3-dire 'ensemble des droites de E. L’espace projectif IP( E*) s’identifie
naturellement aux hyperplans de E. On note par ailleurs ¢ le plongement
du produit P(E) x P(E*) dans P(#(E)) donné par (D, H) — (D, H) ol
(D, H) désigne la droite des endomorphismes de E qui ont pour image
la droite D et pour noyau I’hyperplan H.

Montrer que 'application ¢ est équivariante pour les actions naturelles de
GL(E) sur les espaces considérés.

d) Déterminer I'image de .

INDICATION.— On trouve ’ensemble des droites passant par les endomor-
phismes de rang 1.

e) Montrer que le groupe GL(FE) a deux orbites sur I'image de ¢.
INDICATION.— Vu DI’équivariance, on peut évidemment examiner le pro-
bleme dans P(E) x P(E*). Les deux orbites regardées dans le produit
P(E) x P(E*) sont données d’une part par les couples (D, H) tels que
DN H = {0} et d’autre part par les couples tels que I C H. On peut
retrouver cela directement en remarquant que 'action en question est issue
de la similitude, et que deux matrices de rang 1 sont semblables si et
seulement si elles ont méme trace (cf. 0-C.11.4).

f) Calculer les dimensions de ces deux orbites.

INDICATION.— Les matrices nilpotentes de rang 1 sont semblables et leur
ensemble est une sous-variété de dimension 2(n — 1) (cf. 0-C). L'une des
orbites cherchées est I'image de cette sous-variété par la projection 7 :
L(EWZ{0} — P(Z(E)); elle est donc de dimension 2n — 3. L’autre orbite
est de méme dimension que I'image de y, c’est-a-dire 2n — 2.

g) On dit qu'un endomorphisme « de E est une transvection si I'image de
u — Id par la projection 7 est dans I'orbite de dimension 2n — 3. Montrer

aue 1 est une transvection si et seulement si 'endomornhisme » — Id est
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nilpotent de rang 1.

h) On dit que v est une dilatation si la projection par m de v — Id est
dans I'orbite de dimension 2n — 2. Montrer que v est une dilatation si et
seulement si I’endomorphisme v—Id est de rang 1, mais de trace non nulle.
i) On suppose que le corps de base est R. Montrer que I'orbite de dimension
2n — 3 est compacte (pour la topologie de Hausdorff) alors que l'autre ne
’est pas.

INDICATION.— L’image de ¢ est compacte connexe (le justifier de deux fa-
¢ons différentes). L’une des orbites y est ouverte pour raison de dimension,
I’autre y est donc fermée.

Remarques
(i) Distinguer transvections et dilatations revient & distinguer les deux
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orbites rencontrées ci-dessus. On a vu qu’on pouvait distinguer 'une de
I'autre par la dimension, ou (dans le cas réel) par la compacité.

(11) L’application ¢ est un morphisme algébrique. En effet, si V est la
matrice colonne des coordonnées du vecteur v # 0 dans une base de F, et
W la matrice colonne des coordonnées de la forme linéaire f # 0 dans la
base duale, alors la matrice V *W a pour image la droite engendrée par v et
pour noyau I'hyperplan Ker(f). On peut aussi remarquer que ’application
(f,v) — f ®v est bilinéaire (cf. exercice 0.11.58).

(iii) L’application ¢ envoie la variété projective P(E) x P(E*) sur une
partie compléte, donc fermée, de P(#(E)) (cf. page 15). L’image de ¢ est
donc une variété projective ! Mais attention : ceci doit étre établi directe-
ment, car on a besoin précisément du plongement de Segre pour établir
que le produit P(E) x P(E*) est une variété projective! Aussi, on pourra
procéder comme suit : 'ensemble des matrices nilpotentes de rang 1 est
fermé dans Z(F) — {0} (pourquoi ?); il est de plus saturé pour la relation
qui définit le projectif. Son image par m est donc fermée dans le projectif,
car m est ouverte.

Notons au passage que, pour la topologie de Zariski, la topologie produit
sur P, x P; n’est pas celle de la variété projective Py x Py identifiée a
son plongement dans P3. (Utiliser le fait qu’il vy a d’autres courbes que
les droites sur la quadrique projective associée aux matrices d’ordre 2 de
déterminant nul.)

(iv) La condition de transversalité D N H = {0} est clairement ouverte
pour la topologie de Zariski du produit P(E) x P(E*). Ceci permet de
retrouver la dimension de la grande orbite.

(v) Dans le cas réel, le groupe orthogonal opére transitivement sur les

ecannlee [ HN +a]a aque T) c H Caeri donne 1in antre maoven nonr atahlir
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la compacité de 'une des deux orbites. L’angle que fait la droite avec
I’hyperplan rend la situation moins simple pour I'autre cas.

(vi) La maniére inhabituelle dont furent introduites transvections et dila-
tations est & vrai dire peu convaincante. Elle présente néanmoins quelque
avantage, puisqu’elle éclaire la dépendance d’une transvection v par rap-
port a l’ensemble de ses points fixes et par rapport a 'image de v — Id.

0.11.60. (Variante du précédent). a) Montrer qu'un endomorphisme
u # Id est une transvection si e seulement si u laisse fixes tous les points
d’un hyperplan H et translate tout vecteur de E par un vecteur de H.
b) Montrer qu’un endomorphisme u # id laissant fixe un hyperplan H est
une transvection ou une dilatation suivant que I’endomorphisme induit
dans E/H par u — Id est une homothétie de rapport nul ou pas.

¢) Soit f une forme linéaire non nulle et soit e un élément non nul de



§0.11 EXERCICES 59

Ker(f). Montrer que 'application 74, : 2 +— x4 f(z)e est une transvection
et que les transvections sont toutes de cette forme.

Vérifier que 77, = 7y o si et seulement si il existe un scalaire non nul A
tel que f = Af' et ' = JXe.

d) Constater que I’hyperplan noyau de f et la droite portant e ne carac-
térisent pas la transvection 7y,e.

e) Montrer par contre qu’une dilatation u est entiérement caractérisée par
la donnée d’un hyperplan, d’une droite qui lui est transverse*®, et enfin d’un
scalaire non nul. Montrer que ce scalaire caractérise la classe de similitude
de la dilatation.

InpICcATION.— Le scalaire en question est la trace de u — Id.

f) Montrer que l’ensemble des transvections est une sous-variété de
M (n,K), de dimension 2(n — 1).

g) Déterminer le sous-espace affine de M(n,K) engendré par les transvec-
tions.

INDICATION.— On trouve I'hyperplan affine des matrices de trace n (cf.
exercice 0.11.65).

h) Montrer que le groupe SL(n,K) est engendré par les transvections (voir
par exemple [Art], page 161).

0.11.61. L’ensemble &, est flexé. a) Montrer que I’ensemble & des
matrices de rang 1 est flexé (cf. page 221).

INDICATION.— Si A et B sont deux matrices de M (n, K) de rang 1, les deux
sous-espaces vectoriels (épointés) de dimension n formés respectivement
des matrices ayant le méme noyau que A et la méme image que B se
rencontrent suivant une droite (voir l'exercice 0.11.59 ci-dessus). 1l est
facile de suivre dans la réunion de ces deux sous-espaces {épointés) un
accent circonflexe joignant A & B et restant donc dans Z#;.

b) Montrer que I’espace vectoriel tangent en la matrice R, & ’ensemble &£,
des matrices de rang p est donné par l’ensemble des matrices M = (m;;)
telles que my; = 0 pour k et | supérieurs strictement a p.

InpicaTION.— L’application

(4,B,C) [A B ]

C CA™'B

définit un bon paramétrage d’un ouvert de ##, contenant la matrice R,
(cf. [Mn-Ts|, page 145). L’espace tangent en R, est alors 'image de sa
différentielle en (R, 0,0).

¢) Montrer que I’espace tangent en la matrice A a la sous-variété R s’ap-
puie sur &£ suivant d'une part I'espace vectoriel (épointé) des matrices qui

8 On dit qu’un sous-espace F est transverse A un sous-espace G si F NG = {0}.
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ont méme image que A, et d’autre part le sous-espace vectoriel (épointé)
des matrices ayant le méme noyau que A.

INDICATION.— Se ramener sous 'action de Steinitz & la matrice Ry. Le cas
particulier n = 2 fera ’objet d'un long exercice dans la note 0-C (cf. page
221).

d) Montrer que tout élément de ’espace tangent en A & 1 est somme
d’une matrice X telle que Ker(X) = Ker(A) et d'une matrice Y telle que
Im(Y) = Im(A).

0.11.62. La surface de Véronese. Soit F un espace vectoriel de di-
mension 7 = 3 sur un corps algébriquement clos K. On note Q(E) 'espace
vectorie] des formes quadratiques sur E, et P(Q(E)) 'espace projectif as-
socié.

a) Montrer que ’ensemble des formes quadratiques de rang 1 définit dans
le projectif une variété fermée, de dimension 2, qu’on appellera la surface
de Véronese.

INDICATION.— Faire opérer par congruence le groupe linéaire de E.

b) Montrer que I'application qui & une forme quadratique ¢ de rang 1
associe la droite (dans E*) des formes linéaires qui définissent le cone
isotrope de ¢, permet d’écrire un plongement de P(E*) dans P(Q(F)) dont
I'image est exactement la surface de Véronese.

INDICATION. — Une forme quadratique de rang 1 s’écrit g(z) = ¢(z)? pour
une forme linéaire ¢ non nulle.

¢) Montrer qu'en coordonnées, le plongement précédent de P(K) dans
P5(K) est donné par

|_12 Ty a:z-l
(z,y,2) — {wy Y yzy

Tz Yz 2°

d) Paramétrer les matrices symétriques nilpotentes de rang 1.

e) Montrer que I'on peut plonger la surface de Véronése dans Py(K) : con-
sidérer les sécantes a la surface issues du point S (point du projectif que
définissent les matrices scalaires) et la projetant sur I’hyperplan projectif
associé aux matrices symétriques de trace nulle.

INDICATION.— Le meL Sn apparmem a aucune droite coupant la surface
en deux points (distincts ou non) : remarquer en fait que dans le plan formé
par I'identité et une matrice symétrique de rang 1, il n’y a qu’une droite
de matrices (symétriques) de rang 1.

f) Vérifier que, dans tout 'exercice, il n'y aucune raison pour se restreindre

aucasoun=J.
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g) Montrer que pour n > 1 tout hyperplan de matrices symétriques com-
plexes contient des matrices symétriques de rang 1.
INDICATION.— L’équation d'un tel hyperplan est de la forme tr(SX) =

0, ou § est symétrique; grace & une congruence, on peut se ramener a
supposer que S est égale & Ry,

0.11.63. Actions k-transitives. On dit d’'un groupe G qui opére tran-
sitivement sur X qu’il opére k-transitivement sur X si, quels que e soient les

k-un]ni-c { v .Y ot (2, ) dA’8lémente {deny A deny) distincete r]n
II-I-\IUU \I‘JL, * & = , W’C} U \yl’ « v , 3”,’ il AW/LAIN/AANLT \\_qul\ A Y \_L\llul, \A‘-U\J‘ AR )

X, il existe un élément g de G tel que g(z;) = y; pour tout &

a) Soit zg un point quelconque de X. Montrer que, pour que G opere 2-
transitivement sur X, il faut et il suffit que G opére transitivement sur X
et que G,, opére transitivement sur X — {z¢}.

b) En déduire que G opere 2-transitivement sur G/H si et seulement si
G =HUHzH pour tout = ¢ H.

¢) Montrer que, si G opeére transitivement sur X et sur les parties a deux
éléments de X, et si Card(X) est fini et pair, alors I’action de G sur X est
doublement transitive.

INDICATION.— Se ramener au cas d’une représentation fidéle (c’est-a-dire
au cas ou l'élément neutre est seul & agir de fagon triviale), et considérer
alors une involution dans G (c’est-a-dire un élément d’ordre deux dans G).
d) Montrer que le groupe GL(2,K) opére 3-transitivement sur les droites
de K2. [Cf. remarque a) page 7.]

e) Montrer que, pour n > 2, le groupe SL(n,K) opére 2-transitivement
sur les droites de K".

f) Montrer que, pour leur action naturelle (sur [1,n]), les groupes &, et
A, opérent respectivement n-transitivement et (n — 2)-transitivement.

g) Un théoreme (difficile), di & Burnside, exprime que si un groupe (fini)
simple non abélien G opeére transitivement sur un ensemble dont le cardinal
est premier, alors G est 2-transitif (cf. [Tsu|, page 247).

hY Mantrer ai’nun oroune fini a1 nhnro donhlament trancitivem

ensemble X
n? —n.
INDICATION.— Le groupe opére transitivement sur I’ensemble X x X auquel
on a soustrait la diagonale.

i) On démontre qu'un groupe d’ordre n2 — n ne peut opérer doublement
transitivement sur un ensemble & n éléments que si n est la puissance
d’un nombre premier (cf. [Carm|, page 145). Vérifier que si c’est le cas, on
a un exemple avec le groupe ax + b des matrices inversibles de la forme

ont enr n
A AAY Lwaln L

=

he §
a n éléments a un cardinal qui est nécessairement multiple de
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b| . . .
[g 1 } a coefficients dans le corps Iy, avec ¢ = p®, opérant (doublement

transitivement) sur la droite affine d’équation y = 1.

INpicATION.— Le groupe GL(2,F,) opére (simplement) transitivement sur
les reperes du plan centrés a ’origine, et le sous-groupe ax + b est le sous-
groupe de GL(2,F,) qui stabilise la droite affine y = 1. Noter au passage
que le groupe considéré est le produit semi-direct du groupe additif F, par
le groupe cyclique Fy, celui-ci agissant sur celui-la par simple multiplica-
tion.

0.11.64. On considere la représentation naturelle du groupe symétrique
G, sur ’espace K”. On désignera cette représentation par m, ou simple-
ment par 7.
a) Montrer que les fonctions polynomiales invariantes séparent les orbites.
INDICATION.— Il ¥ a correspondance bijective entre les orbites et les poly-
nomes unitaires de degré n ayant n racines (éventuellement multiples).
b) Soit L = (ay,...,a,) une ligne de longueur n. Quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour que L soit la premiere ligne d'une matrice
inversible dont les autres lignes sont obtenues par ’action de n — 1 permu-
tations sur (les composantes a; de) L ?
INDICATION.— Voir les questions suivantes.
c¢) La représentation 7 n’est pas irréductible. Quels sont les sous-espaces
vectoriels de K" invariants sous cette action ?
INDICATION.— 1] y a seulement la droite formée des points dont toutes
les composantes sont égales et I’hyperplan des points dont la somme des
composantes est nulle. (Cf. 0.11.66.)
d) On se propose dans cette question de déterminer le sous-espace vectoriel
de M(n,C) engendré par les matrices ayant un polynéme caractéristique
donné, soit p(X).

(i) Montrer que toute matrice M de trace nulle est somme de deux
matrices nilpotentes. (Voir aussi I'exercice 0.11.41.)
matrice n’ayant que des zéros sur la diagonale. (On commencera par exhi-
ber, quand cela est possible, un vecteur v tel que la famille {v, M (v)} soit

libre.)

(ii) Soit D une matrice diagonale. Montrer que tous les éléments E;; de
la base canonique, pour lesquels ¢ # j, sont dans le sous-espace engendré
par les matrices ayant le méme polynéme caractéristique que D.
INDICATION.— Remarquer que E;; = (D + E;;) — D.

(iii) On suppose que le coefficient de X! dans le polynoéme p(X) est non
nul. Montrer que si le polyndme p(X) n’est pas de la forme (A — X ), les
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matrices qui ont p(X) comme polynéme caractéristique engendrent tout
Iespace M(n,C).

(iv) On suppose que le coefficient de X"~ ! est nul. Montrer que si le
polyndme p(X) n’est pas de la forme (A — X)", les matrices qui ont p(X)
comme polynéme caractéristique engendrent I’hyperplan des matrices de
trace nulle.

(v) On suppose que p(X) = (A — X)™. Montrer que le polynéme carac-
téristique de A est égal & p(X) si et seulement si A — Ald est niipotent.
Montrer que si A # 0, le sous-espace engendré par les matrices qui ont
p(X) comme polynéme caractéristique est égal & M (n,C).

(vi) Conclure.

e) Soit A une matrice de M(n,C) dont toutes les valeurs propres sont dis-
tinctes. Montrer qu’il existe une matrice B semblable 4 A et dont tous les
coefficients sont non nuls. (Une matrice vérifiant cette derniére condition
est parfois appelée matrice pleine.)

INDICATION.— La classe de similitude de A serait contenue, dans le cas
contraire, dans la réunion des hyperplans m;; = 0. Cette classe de simili-
tude, étant fermée (considérer le polyndéme caractéristique) et irréductible,
serait alors dans I’'un des hyperplans en question. Mais le sous-espace en-
gendré par cette classe de similitude est égal & M(n,C) ou 4 I'’hyperplan
des matrices de trace nulle. Contradiction.

0.11.65. a) Montrer que les matrices idempotentes (c’est-a-dire telles que
M? = M) engendrent M (n,K).

INDICATION.— On pourra écrire E;; = (Ey; + E;;) — Ey;.

b) Soit A une matrice telle que toutes les matrices M = (ml_,) de sa classe
de similitude vérifient M1 = 0. Montrer que la matrice M est nulle.
InDICATION.— Remarquer d’abord que I’hypotheése s’exprime par le fait
que tr(PAP~1Eq1) = 0 pour toute matrice inversible P; en déduire alors
que tr{AX) = 0 pour toute matrice semblable & Ej;, puis la méme chose
pour toute matrice X idempotente.

c) Que peut-on dire d’une matrice A telle que toutes les matrices M =
(my;) de sa classe de similitude vérifient mis =07

INDICATION.— La matrice est scalaire. Il est facile en effet de voir que
I’hypothése implique que la matrice A vérifie tr(A Y\ = 0 pour toutes les

SYLALDL filipFesn NN e A6 AlibaaL R A Salh VISR PP A UARA R

matrices nilpotentes X de rang 1. Ces matrices engendrent I’hyperplan des
matrices de trace nulle (penser aux E;; pour ¢ # j et au fait que les deux

1

matrices ! _i _1] et Fy9 sont semblables).
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Remarque. Cet exercice, comme le précédent, peut servir de point de
départ pour 1’étude des représentations irréductibles des groupes. L’un et
'autre sont faciles : on sait en effet que la représentation de GL(n,C) sur
sl(n,C) (opérant par conjugaison) est irréductible, ou, ce qui revient au
méme, que le groupe (de Weyl) &,, opére de fagon irréductible sur (la sous-
algebre de Cartan formée par) les matrices diagonales de trace nulle. ..

0.11.66. Lemme de Schur. Soit py et pw deux représentations d’un
groupe G sur les espaces vectoriels de dimension finie V' et W. On note
Homg(V, W) I’espace vectoriel des applications linéaires équivariantes*® de
V dans W.

a) Constater que Homg(V, V), que
I a_lcmhrp des endomorphismes de V quic
pv(g) quand g décrit G. (5°)

On suppose & partir de maintenant que les représentations py et pw sont
irréductibles.

b) Montrer qu’un élément non nul de Homg(V, W) est un isomorphisme.
En déduire que Endg (V') est un corps (non nécessairement commutatif,
mais contenant néanmoins le corps de base dans son centre).

¢) On suppose le corps de base algébriquement clos (ce qui assure 1’exis-
tence de valeurs propres). Montrer que Endg (V) se réduit & C. Montrer
aussi que Homg(V, W) est de dimension 1 ou est nul suivant que les re-
présentations py et py sont équivalentes ou pas®l.

d) Appliquer cela & la représentation (irréductible) de GL(n,K) sur 'es-
pace K™.

e) Appliquer cela au cas d’un groupe commutatif. En déduire que toute

al A15 nen e o3
DELICLL PUSSTUC Il SOlls-

I'on note aussi Endg(V), coincide avec
ommutent avec tous les opérateurs

2 el g

l.t!plb'bcﬂbd:blull Lllled,ilb' \IIUII. uuut:) U. uli g].U pe Fe
espace stable de dimension 1.

f) Soit 7 une représentation unitaire irréductible du groupe G sur 'espace
hermitien H. On note (-,-) le produit hermitien sur H. Montrer que les
produits hermitiens sur H (qui sont tous de la forme (4:,:) oll A est un
opérateur hermitien défini positif sur H) qui, comme (-, -), laissent unitaires

19 Ces applications linéaires sont appelées aussi opérateurs d’entrelacement.

50 Vérifier aussi que Endg (V) est I'ensemble des points fixes, sous ’action de G,
d’une représentation naturelle ©, de G sur End(V) et qu'’il est égal, quand le
groupe est fini, & l'image du pro;ecteur défini sur End(V) par g5 d(G) Zg cc 90(9).
31 11 est facile de voir A partir de 1 qu’une représentation de G qui est somme de
deux représentations irréductibles, soit £ =V @ W, vérifie que Endg(FE) est de
dimension 2 ou de dimension 4 suivant que les représentations sur V et W sont
équivalentes ou pas. Ceci témoigne dans un cas particulier du lien qu'il ¥ a entre
la dimension du commutant d’une représentation et sa décomposition en somme
de représentations irréductibles.
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tous les opérateurs 7(g) pour g € G, sont tous multiples {par un scalaire
positif non nul) de (-, ).

g) Montrer, toujours lorsque K est algébriquement clos, que le sous-espace
vectoriel engendré par les py(g) quand g décrit G est ’espace End(V)
tout entier (ce résultat est connu sous le nom de théoréme de Burnsides?).
Vérifier que c’est une conséquence facile du fait que la représentation de
Steinitz5 associée a une représentation irréductible py de G, qui est une
représentation de G x G sur End(V), est irréductible.

INDICATION.— Ayant identifié la représentation considérée avec le produit
tensoriel (cf. chapitre 2) des représentations p}, et py, on est ramené 3
montrer, vu le a), que I'image du produit tensoriel de deux opérateurs (ici,
il s’agit des opérateurs de projection) est égale au produit tensoriel des
images (ce qui résulte du fait que le rang d’un produit tensoriel d’opéra-
teurs est égal au produit des rangs, chose qui se démontre simplement par
une réduction par ’action de Steinitz).

h) Réciproque au lemme de Schur : soit p une représentation unitaire de
G. On suppose que 'algébre des opérateurs qui commutent avec tous les
p(g) oll g € G est réduite aux scalaires. Montrer que la représentation p
est irréductible.

InpIcaTiON.— Considérer pour un sous-espace stable par les éléments de G
la projection orthogonale sur ce sous-espace et montrer qu’elle est scalaire.
i) Montrer que ’hypothése que la représentation est unitaire peut étre
levée si ’'on travaille avec un groupe G fini.

InpICATION.— 1l existe toujours dans une représentation de G un produit
hermitien qui rend la représentation unitaire (moyenner sur G un produit
hermitien quelconque).

j) Matrices magiques. On consid
C". Montrer qu’une matrice M = (m;;) commute avec la matrice de per-
mutation Fy si et seulement si m,;)q(;) = My pour tout ¢ et j dans [1,n].
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Etablir alors que le centralisateur des matrices de permutation est de di-
mension 2, et qu’il est engendré par la matrice identité et par la matrice
qui a des 1 partout, sauf sur la diagonale ot il n’y a que des zéros (noter
que ’on utilise le fait que le groupe symétrique opére doublement transi-
tivement sur [1,n]).

2 La démonstration sera développée au chapitre 2.

%3 11 s’agit de la représentation (g1,92)-f = pv(g:) o f o pv(g;"'). La représen-
tation de G sur End(V) donnée par g-f = pv(g) o f o pv{(g™?), que l'on serait
tenté d’appeler la représentation de Jordan associée & py, n’est jamais quant a elle
irréductible si dim(V') 2 2, puisque les sous-espaces formés respectivement par
les matrices scalaires et les matrices de trace nulle sont invariants.
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Montrer, grace a h), que la représentation de &,, sur ’hyperplan Z de C*
formé des points dont la somme des coordonnées est nulle, est irréductible.
Montrer que l'espace vectoriel # (de dimension n? — 2n + 2) des ma-
trices magiques (c’est-a-dire des matrices telles que les sommes de leurs
coeflicients par ligne et par colonne sont constantes:) est exactement le
sous-espace engendré par les matrices de permutation.

INDICATION.— Commencer par démontrer qu’une matrice est magique si
et seulement si elle laisse stables I'hyperplan Z et son orthogonal formé
par la droite D des points dont toutes les composantes sont égales (penser
a la matrice et a son adjointe). Appliquer ensuite le théoréme de Burnside
et le fait que la matrice qui a des 1 partout est somme de matrices de
permutation.

On peut aussi se passer du théoréme de Burnside en procédant par exemple
comme suit : une matrice magique M = (m;;) est déterminée entiérement
par le choix (arbitraire) de ses coefficients situés sur les n — 1 premiéres
lignes, termes diagonaux may,...,Mpy—1 p— non compris. Les différentes
matrices obtenues en annulant tous ces parameétres, sauf I’'un d’entre eux
qu’on prend égal a 1, forment une base de I'espace des matrices magiques;
chaque élément dans cette base s’écrit comme combinaison de matrices
de permutation [retrancher éventuellement I'identité, et écrire ensuite la
matrice nulle extraite (obtenue en rayant les deux lignes et les deux co-
lonnes, qui comportent des coefficients non nuls) d’ordre n — 2, comme la
différence de la matrice identité avec elle-méme]. Voici un exemple obtenu
en donnant au coefficient en position 2,3 la valeur 1

- - - - - —

0 0 0000 100000 100000

0-1 1000 001000 010000

0 0 0000| _|000D100 000100

0 0 0000 |l00O0O0O010| (000010

0 0 0000 000001 000001

6 1 -100 0| 6010000} |001000,]
I’algébre M formé des

Notons que 'action de &,, X &,, sur 1’idéal Ay de
(e
(¢

. . . . s
matrices magioues de noids nul est irrédu
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de difficulté que le théoréme de Burnside); le sous-espace engendré par
lorbite de l'identité dans Al (c’est-a-dire par ’ensemble des matrices de
permutation) est donc tout .. Ceci donne encore une fagon d’établir que
les matrices de permutation engendrent ’espace .

k) Soit L = (ay,...,a,) une ligne de longueur n. Quelle est la condition
nécessaire et suffisante pour que L soit la premiere ligne d’une matrice

~
ama ordra
nery
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 On appelle parfois cette somme le poids de la matrice magique.
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inversible dont les autres lignes sont obtenues par I’action de n — 1 permu-
tations paires sur (les composantes a; de) L7

INDICATION.— On aura a séparer les cas o n = 2 ou 3 du cas ol n 2 4,
cas & partir duquel 2, est doublement transitif sur [1,n|. Le cas n = 3
met en évidence les obstructions données par les trois plans passant par
les droites @, = az = as, puis a2 = ja; et az = j%a,, et enfin ay = j2a, et
az = ja, ot j° = 1.

1) Montrer que, pour 'action (irréductible) de GL(n,C) sur C%, le lemme
de Schur exprime que les matrices qui commutent avec toutes les matrices
inversibles sont les matrices scalaires, et le théoréeme de Burnside exprime
que les matrices inversibles engendrent M (n, C); comment interpréter alors
le fait que les matrices de rang p > 0 donné engendrent aussi M(n,C)?
Montrer que, pour l'action (irréductible) de &, sur ’hyperplan Z de C™,
le lemme de Schur exprime que les matrices magiques de poids nul qui
commutent avec toutes les matrices de permutation sont les multiples de la
matrice pz qui comporte des —1/n partout en dehors de la diagonale et des
(n—1)/n partout sur la diagonale (d’olt provient cette matrice 7); et que le
théoréme de Burnside exprime ici que les matrices obtenues en permutant
de toutes les fagons possibles les lignes de pz engendrent I’ensemble des
matrices magiques de poids nul.

m) La représentation (de Steinitz) de &, x &, sur M(n,C) est somme de
quatre représentations irréductibles (non équivalentes). On en a rencontré
deux : celle sur les matrices magiques de poids nul, et celle sur les matrices
dont tous les coefficients sont identiques. Quelles sont les deux autres?
Donner alors une condition nécessaire et suffisante pour que les matrices
obtenues en permutant arbitrairement les lignes, puis les colonnes, d'une

matrice donnée engendrent M(n, C).

INDICATION.— On trouve les matrices dont toutes les colonnes sont iden-
tiques & un méme vecteur de Z et de méme avec les lignes.

Quant & la condition cherchée, elie est donnée par le fait que la matrice
M = (m;;) ne vérifie aucune des quatre obstructions suivantes : en premier,
la somme de ses coefficients est nulle; ensuite, pour toute matrice carrée

c d
des coefficients est la méme pour toutes les colonnes; et enfin, la somme
des coefficients est la méme pour toutes les lignes.

n) Montrer qu’une matrice qui vérifie la deuxiéme des obstructions précé-
dentes est nécessairement de rang inférieur ou égal a 2. Les matrices de ce
genre seront appelées matrices antimagiquesss.

d'ordre 2 extraite de M, soit {a b ‘ ,on aa+d=>b+ c; puis, la somme

8 Attention : espace des matrices magiques et |’espace des matrices antima-
giques ont une intersection non nulle. Notons aussi que les matrices antimagiques
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INDICATION.— Montrer que tous les mineurs 3 x 3 sont nuls ! On peut aussi
constater que les matrices antimagiques appliquent ’hyperplan Z dans la
droite D.

o) Montrer que le sous-espace des matrices antimagiques (qui est de di-
mension 2n — 1) est un sous-espace vectoriel maximal dans ’ensemble &4
des matrices de rang inférieur ou égal a 2. Noter par ailleurs qu’il existe
dans & des sous-espaces vectoriels de M(n, C) qui sont de dimension 2n.
INDICATION.— Remarquer tout d’abord que l’espace des matrices anti-
magiques est conjugué de ’espace vectoriel des matrices d’ordre n dont
seuls les coefficients situés sur la derniere ligne et la derniére colonne sont
éventuellement non nuls. Constater ensuite que I’on obtient une matrice
(d’ordre n) de rang inférieur ou égal a p + 2 lorsqu’on borde une matrice
donnée, d’ordre n—1 et de rang p, par une ligne et une colonne®¢, et qu’on
peut effectivement la border, quand p < n— 1, en une matrice de rang égal
ap+2.

P) (Question difficile) Il reste & décomposer I'action de &, sur les matrices
magiques de poids nul. On pourra commencer & y réfléchir en attendant
de lire le chapitre 2.

q) Voici une derniere application du lemme de Schur : montrer que le centre
d’un sous-groupe fini G de GL(n,C) qui agit de fagon irréductible sur C"
est nécessairement cyclique.

INDICATION.— Le centre est formé de matrices scalaires et il est fini. Il
s’identifie donc & un sous-groupe fini d’ordre k de C*, ¢’est donc le groupe
des racines k**™e* de P'unité.

r) Pour finir, une derniére application du théoréeme de Burnside : montrer
que les éléments d'un sous-groupe G de GL(n,C) qui est formé de ma-

- rd - 3 rd rd " 14
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parfois sous le nom de théoréme de Kolchin, exprime que le groupe G est
conjugué i un sous-groupe de U(n, K).

INDIcATION.— Il suffit de montrer que les éléments de G ont un vecteur
propre en commun. Remarquer alors qu'on peut se ramener au cas ol
G opere de fagon irréductible sur C"; il s’agit donc d’établir sous cette
hypothése que n = 1 ou encore que G = {Id}. On procéde comme suit :
soit A = Id + N un élément fixé quelconque de G. L’égalité tr(NX) =0
pour tout X € G implique d’aprés le théoréme de Burnside que N = 0.

peuvent étre caractérisées par le fait que la somme ). mi.(;y est la méme pour
toute permutation o.

%6 On notera donc que les matrices d’ordre n—1 extraites d’une matrice inversible
d’ordre n sont de rang n — 1 ou n — 2.
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Prouver alors cette égalité est facile si I’on remarque que la trace de tout
élément de GG est égale a n; c’est donc le cas pour X et pour AX !

0.11.67. a) On considére la suite exactes”
{0} - 27Z - R L 8! — {1}

otl ¢ désigne I’application = — e*. Montrer que ¢ est une application
ouverte, mais non fermée. Montrer aussi qu'il n’existe pas de section de ¢

. - . . . .
i enit 11in hamamarnhioma Aa orannag A1 ANt gnit Acantinna
Yul sULL Uil ULLIUILIICL PLILS1LIC U BiUupts, Uu ul sUlt CULLLLILUC,

INDICATION.— La suite (2nm + 1/n), n’ayant pas de valeurs d’adhérence,
forme un fermé de R, et son image par ¢ est non fermée; par ailleurs, le
quotient R/27Z étant compact (car image par la surjection canonique de
[0,1]) est donc homéomorphe & S*. Aussi, un ouvert de S! est caractérisé
par le fait que son image réciproque par ¢ est ouverte dans R. Il est facile
alors de voir que ¢ est ouverte, car ¢~ (p(U)) = U +27Z = |, (U +2mn).
Enfin, si @ a de telles sections, il existerait dans le premier cas des éléments
d’ordre fini dans R, et dans le second, la sphere S! serait homéomorphe a
son image dans R qui est un segment.

b) Montrer que pour la suite exacte

{e} = % — &, = {£1} — {1},

ou € est la signature, il existe plusieurs sections de ¢ qui font de &, un
produit semi-direct de 2, et du groupe a deux éléments, mais que, pour
n 2 3, aucune de ces sections ne fait de &, un produit direct. (Il est bon
de se rappeler & cette occasion que la signature est le seul homomorphisme
non trivial a valeurs dans {*1}.)

INDICATION.— La méme que celle de 0.11.20 : on aurait dans le cas con-
- traire un sous-groupe distingué de &,, d’ordre 2.

¢) Soit la suite exacte

{1d,} — SL(n,K) —» GL(n,K) =% K* — {1}.

Montrer que si K = R et si n est impair, il existe une section du détermi-
nant qui fait de GL(n,K) un produit direct, et qu’il n’y en a pas quand
n est pair. (Remarquer que le probléme se raméne 3 ’étude de I'existence
éventuelle d’homomorphismes de groupes ¢ : K* — K* tels que, pour tout
A p(A) =)

57 Ayant défini la fonction z — e* comme la somme de la série )_ 2™ /n! et choisi
une définition quelconque de 7, on pourra a titre d’exercice (chose a laquelle se
prétent parfois les agrégatifs!) expliquer pourquoi cette suite est exacte.
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d) Que se passe-t-il dans le cas complexe ? Se convaincre en fait qu’il
n’existe pas d’homomorphisme ¢ du groupe C* dans lui-méme vérifiant
pour tout z # 0, (z)” = z.

INDICATION.— Considérer, pour faire compliqué, ’homomorphisme ¢(z) =
2/p(2™) et montrer que ¢ est I'identité sur les racines n*™¢* de I'unité et
vaut 1 sur les puissances n®™e  d’ol une contradiction.

Un autre argument consiste a affirmer que P'existence de ¢ impliquerait
que C* soit isomorphe au produit semi-direct, donc direct (vu que tout est
commutatif) de Ker() qui est le groupe des racines ni*™* de 1'unité, et
de Im(y) qui est C*. On aurait alors une contradiction en comptant les
éléments du produit direct dont une puissance n*™¢ est égale & 1.

nombre de suites exactes
{0} — Z/pZ - 2/p*Z £ Z/pZ — {0} .

INDICATION.— On trouve (p — 1)? suites exactes (on aura noté qu’un
homomorphisme défini sur un groupe cyclique est entierement caractérisé
par I'image d’un générateur).

b) Calculer de méme le nombre de suites exactes

{0} — Z/pZ —+Z/pZ x Z/pZ - Z/pT. — {0} .

INDICATION.— On trouve (p — 1)(p? — 1).
c) Soit €(p.p 43 I'ensemble des suites exactes

{0} — B-SE-* 4 — {0}

qui se déploient parmi les groupes abéliens B, E et A. Définir une action
naturelle du groupe Aut(E) sur 'ensemble &g .. 4} en considérant pour
® € Aut(E) la suite exacte

dents.

INDICATION.— On trouve p — 1 orbites dans le premier exemple et une
seule dans le second. (Le groupe des automorphismes de Z/p?Z s’identifie
au groupe (Z/p*Z)* et celui de (Z/pZ)? & GL(2,Z/pZ).)

d) Une extension £ de A par B est une suite exacte de groupes abéliens
dont les groupes extrémes sont (dans I’ordre) les groupes B puis A. Deux
extensions & et £ seront dites équivalentes s’il existe un isomorphisme ®
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entre les groupes centraux rendant le diagramme suivant commutatif
{0} - B> E — A—{0}

I e
{0}-» B —- E;, — A — {0}.

Déterminer alors dans le cas o A = B = Z/pZ 'ensemble quotient.
Exhiber un représentant privilégié pour chaque classe.

TRTTA ATTAN N I-v-n-ntvn P nlnoa a A'A~vivalanecn A’avtanainne [vnd
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de 0-C.11.70]. Penser ensuite aux p — 1 suites exactes associées aux h
momorphismes surjectifs de Z/p*Z dans Z/pZ.

?

0.11.69. Un exercice utile et élémentaire. Soit H et G deux sous-
groupes d’un groupe S. On désigne par HG ’ensemble des éléments de la
forme hgou h€ H et g€ G.

a) Montrer que HG est un sous-groupe si et seulement si HG = GH.

b) Montrer que si H est distingué dans S, alors HG est un sous-groupe
de S et HN G est distingué dans G; vérifier alors que 'on a (HG)/H ~
G/(HNG). Noter en passant que, lorsque les groupes sont finis, le cardinal
du groupe HG est le quotient du produit des cardinaux de H et de G par
le cardinal de leur intersection.

c) Si § = HG avec H NG = {e}, alors tout élément de S s’écrit de fagon
unique comme produit hg.

d) Montrer que si § = H X 4, GG, alors tout élément de H qui normalise G
commute en fait avec les éléments de G, et le normalisateur de G dans S
est égal au produit semi-direct interne G x 4, Zg(G), ol 'on a noté Zy(G)

le centralisateur de G dans H. Ce dernier produit est en fait direct, et G
est, done facteur direct dans son normalisatenr No((‘\

Aarasis RS R v W Twaridimu o a4

0.11.70. Un isomorphisme SO(4) ~ §3 x4 SO(3). Le plongement
S0O(3) — S0(4) donné par

LU .(
permet de restreindre a SO(3) l'action naturelle de SO(4) sur la sphere S3

de R%. Ceci définit Vaction A. La structure de groupe sur S3 est celle qui

s SACiiialy Qloultlil 1., 4% 2vi L vl

-

s’étend par homogénéité 3 R? pour en faire le corps des quaternions. (Le
plongement S3 — S0O(4) est alors donné par z — (h € R* — 2-h € R?) on
la multiplication est celle des quaternions.)

Pour les détails, voir [Mn-Ts|, page 142, ou 'on démontre aussi par des ar-
guments de topologie algébrique que le groupe SO(4) n’est pas un produit
direct de deux sous-groupes isomorphes aux groupes S* et SO(3).



72 ACTIONS DE GROUPES §0

0.11.71. a) Soit J, le bloc de Jordan nilpotent d’ordre n. Montrer que la
droite engendrée par le premier vecteur de base est la seule droite stable
par J,.

b) Montrer que le seul sous-espace vectoriel de dimension k stable par J,
est le sous-espace engendré par les k premiers vecteurs de base.
INDICATION.— Si F est un tel sous-espace, la restriction de J, & F est
encore nilpotente; il s’ensuit que le noyau de J*¥ (qui n’est autre que le
sous-espace engendré par les k premiers vecteurs de base) contient 7. On
conclut par un argument de dimension.

¢} En déduire que si t,, désigne ’espace vectoriel des matrices triangulaires
supérieures, alors les matrices triangulaires (supérieures) inversibles sont
les seules matrices P qui vérifient Pt,P~! = t,,. (Remarquer que si F est
stable par tous les éléments de t,, alors il en est de méme du sous-espace
P(F).)

d) Montrer que le groupe T'(n,K) est égal & son normalisateur dans
GL(n,K). (On pourra ou bien considérer Id, + J, et répéter le raison-
nement précédent, ou bien remarquer que «l’adhérence» de T'(n,K) est
égale a t,,.)

e} Quel est le normalisateur de U(n,K) ?

f) On suppose dorénavant le corps algébriquement clos. Montrer que les
seuls groupes qui contiennent T'(n,KK) sont donnés par les sous-groupes
paraboliques standard. En particulier, le groupe engendré par T'(n, K) et
la matrice Id, + E,; est le groupe GL(n,K) lui-méme. Montrer que le
groupe GL(n,K) est le seul groupe (algébriques®) qui trigonalise toutes les
matrices de M (n, K).

g) Montrer que deux groupes paraboliques standard distincts ne peuvent

étre conjugués. (Ceci est lié au fait que le normalisateur de T(n,K) est

T'(n,K) lui-méme, et que les sous-groupes de Borel d'un groupe algébrique
sont conjugués; voir I’exercice 0-C.11.45. Voir aussi 1'exercice 0.11.8.)

0.11.72. a) Montrer qu’en dehors du cas K = F,, le produit semi-direct
interne T'(n,K) ~ U(n,K) x 4, D(n,K) n’est pas direct.
INDIcATION.— Calculer le centralisateur des matrices diagonales dans
T(n,K).
b) Montrer qu’en dehors du

le produit semi-direct

T(n,KyNSL(n,K) ~ U(n,K) x 4,(D(n,K) N SL(n, K))

=

cas précédent et du cas o

t ncassouK=Fsetn=2,

%8 Le groupe unitaire, qui est Zariski-dense dans GL(n,C) (cf. [Mn-Ts], page
189), trigonalise toutes les matrices.
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n'est pas direct. (Se reporter pour l’exemple du groupe T'(2,F3) a Pexercice
0-A.6.27.)

0.11.73. a) Montrer que I'espace topologique quotient
GL(n,R)/GL(n,Z)

n’est pas compactse.

InpicaTiON.— Considérer la fonction non bornée M — det(M)2,

b) Montrer que, si n > 1, le quotient GL(n,R)/GL(n,Z) n’est pas un
espace symétrique pour Paction de GL(n,R).

INDICATION.— Soit T une involution de GL(n,R) telle que le groupe L

0 -
de ses points fixes vérifie L C GL(n,Z) C L. On a alors nécessairement

E = {Id}, car GL(n,Z) est discret. Par suite, le groupe L, qui est fermé,
est un sous-groupe de Lie dont ’algébre de Lie (qui est en particulier
son espace tangent en l'identité) est réduite & {0}. La différentielle de
7 en 'identité, qui est une involution dont I'ensemble des points fixes est
’algebre de Lie de L, est donc Papplication X — —X sur M(n,R); celle-ci
n’est pas un homomorphisme d’algebre de Lie.

¢) Montrer que 'espace symétrique GL(n,C)/GL(n,R) n’est pas compact
sin > 1.

InpicATION.— Une méthode possible est de réaliser cet espace symétrique
comme ’espace des formes réelles®® de C". Vu ainsi, il apparailt comme une
partie ouverte de la grassmannienne des sous-espaces réels de dimension
n de C", et ne peut donc étre également fermé, car cette grassmannienne,

ani ect nh eenare homaoana de 27,197 Y ect conneve
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0.11.74. Les espaces localement compacts. On dit qu’un espace to-
pologique X est localement compact s’il est séparé et si tout élément de X
admet un voisinage compact.

a) Montrer que si F’ est un fermé de ’espace localement compact X, alors ¥
muni de la topologie induite est un espace topologique localement compact.
b) Montrer qu'un ouvert U de X, muni de la topologie induite, est aussi
un espace topologique localement compact.

INDICATION.— Soit @ € U, et K un voisinage compact de a dans X. Séparer
la partie compacte K\U et le point a par deux ouverts O\ et O,. La

partie K\ (Og\y/) est un voisinage compact de a dans U.

% Cela est intuitivement clair si 1’on identifie cet espace avec l’ensemble des
réseaux de R".

% Une forme réelle de C™ est un sous-espace F' de dimension n de ’espace vectoriel
réel C" qui est transverse & son image par la multiplication par i.
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¢) En déduire que lorsqu’on munit un sous-espace localement fermé dans
X de la topologie induite, il est alors un espace topologique localement
compact.

d) Montrer inversement qu’une partie A d’un espace topologique séparé
X qui est un localement compact lorsque cette partie est munie de la
topologie induite est un sous-espace localement fermé de X.
INDICATION.— I est immédiat de constater que tout point de A est un bon
point de A {cf. exercice 0-C.11.33) puisqu’un voisinage compact K, de a
dans A est la trace sur A d’un voisinage V, de a dans X. Le compact K,
trace de A sur V,, est fermé dans V. Il est alors facile de démontrer que
A est localement fermé.

e) Montrer que I’ensemble des matrices réelles d’ordre n dont le rang est
compris entre 1 et n — 1 est localement compact.

f) Montrer que I’ensemble des matrices de rang pair dans M (n,R), une fois
muni de la topologie canonique, est localement compact si et seulement si
n = 1 (cf. exercice 0-C.11.33). Traiter de méme le cas des matrices de
rang impair.

g) Montrer que dans un espace topologique localement compact tout point
admet un systéme fondamental de voisinages compacts.

InpDicaTION.— C’est essentiellement le b).

h) Soit E un espace métrique localement compact et dénombrable & 1’infini,
et soit A une partie localement fermée de E. Montrer que A est dénom-
brable a I'infini.

INDICATION.— L’espace métrique E étant dénombrable & ’infini est sépa-
rable (i.e. contient une partie dénombrable dense, ce qui dans les espaces
métriques est équivalent au fait qu’il admet une base dénombrable d’ou-

. \ rd 3
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d'un métrique séparable); comme A est de plus un localement compact, il
est facile alors d’établir qu’il est dénombrable & l'infini (prendre une base
dénombrable d’ouverts relativement compacts).

i) Exhiber pour le groupe GL* (n, R) une famille dénombrable de compacts
dont il est la réunion.

INDICATION.— Si ||:|| est une norme quelconque sur M (n,R), on peut par
exemple écrire

GL*(n,R) =

U ({M € M(n,R);det(M) € [1/k,k]} N {M € M(n,R); |M| < k}).
keN*
j) Montrer que le point a I'infini (dans le compactifié d’Alexandroff) d’un
espace X localement compact et dénombrable 4 I'infini posséde un systéme
fondamental dénombrable de voisinages. Vérifier inversement que si le point
a l'infini admet un tel systéme, alors I'espace X est dénombrable 4 1'infini.
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InpDicaTION.— Remplacer le recouvrement dénombrable par des compacts
par un recouvrement dénombrable d’'ouverts relativement compacts.

k) Soit (Fy)nen une suite décroissante de fermés connexes d’un espace

topologique localement compact. On suppose que l'intersection des F;, est
un compact K non vide. Montrer que les F,, sont compacts a partir d’un
certain rang. En considérant les fermés [—1/n,1/n]U [n, co| de R, vérifier
la nécessité de ’hypothese concernant la connexité des Fi,.
INDICATION.— Partant d’un ouvert V relativement compact contenant i,
considérer les intersections des F,, avec la frontiere (compacte) Fr(V') de
V. L’une de ces intersections, soit Fy,, N Fr(V), est vide; un argument de
connexité montre que Fy, est dans V, et qu’il est donc compact.

0.11.75. Actions de groupes discrets. L’objet de cet exercice consiste
en ’examen rapide de certaines actions de groupes discrets.

a) Montrer que tout sous-groupe discret H d’un groupe topologique séparé
G est fermé.

INDICATION.— Si V est un voisinage de e € G tel que HNV = {e}, consi-
dérer un voisinage U de {e} tel que U = U~! et U-U C V. Si maintenant
g ¢ H est adhérent & H, le voisinage gU de g contient deux éléments
distincts de H. En déduire une contradiction.

On peut aussi considérer une suite (h;) d’éléments de H qui tend vers g
et constater que la suite de terme général h;h; +11 est une suite d’éléments
de H qui tend vers e.

b) On dit que le groupe discret G opére proprement sur I’espace topolo-
gique F si pour tout compact K C F on a g(K)N K = ( pour tous les
éléments g € G sauf peut étre un nombre fini (dépendant de K). Mon-
trer qu’il revient au méme de dire que pour deux compacts K; et Ko
quelconques, g(K71) N K» = @ pour tout g € G sauf pour un nombre fini.
Montrer que si E est localement compact, chaque orbite est fermée et
discrete dans F.
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scre
alors la condition g-z € V implique que g(V') rencontre V (au moins au
point z); par suite, si V' est un voisinage compact de xz, l'orbite de x
rencontre V en un nombre fini de points dont on peut séparer x tout en
restant dans V. Pour établir que l'orbite est fermée, faire appel a deux
voisinages compacts.
c) A partir de maintenant, on considére, 3 titre d’exemple, le groupe G
des isométries du plan affine euclidien R? qui laissent invariant le réseau
Z2 formé par les points & coordonnées entiéres (ce groupe appartient a la
classe notée habituellement pdm et qui est I'une des 17 classes de groupes
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cristallographiques du plan affine euclidien). Montrer que le groupe G est
un sous-groupe discret du groupe des isométries affines et qu’il opére pro-
prement sur R2.

INDICATION.— Pour établir que G est discret, on peut par exemple, en
pensant aux endomorphismes de R? naturellement associés aux éléments
de G, établir que le sous-groupe des translations dans G, qui est isomorphe
a4 Z2, est d’indice fini dans G (égal & huit). Pour montrer que Paction est
propre, se rappeier que ies isométries du plan sont de quatre sortes: des
translations, des rotations, des symétries, ou enfin des glissements (c’est-a-
dire des composées d’une symétrie d’axe A et d’une translation de vecteur
paralleéle & A). Vérifier alors que pour chaque type d’isométries dans G,
seuls des éléments de G en nombre fini manquent de transporter suffisam-
ment loin le compact donné K.

d) On démontre que lorsqu’un groupe discret G opére proprement sur un
espace localement compact E, I’espace des orbites G\ E (muni de la topo-
logie quotient, topologie pour laquelle les ouverts sont les parties dont les
images réciproques par la surjection canonique £ — G\ E sont des ouverts
de E) est un espace quotient séparé. Vérifier, dans le cas de 'exemple
examiné ici, que cet espace s’identifie & un disque.

e) Montrer que le groupe G est produit semi-direct interne du sous-groupe
(distingué) T(G) des translations qu’il contient et du sous-groupe Go
de ses éléments qui laissent fixe 1'origine. Ce dernier sous-groupe est iso-
morphe au groupe diédral &4 (cf. exercice 0-B.11.12).

f) Montrer que le sous-groupe T(G) de G a deux classes de conjugaison de
compléments dans G.

INDICATION.— Remarquer d’abord que deux compléments dun sous-

groupe distingué T' qui sont conjugués le sont par un élément du sous-

groupe T'. Par ailleurs, un complément de T(G) est nécessairement de la
forme Gj; avec M € R? (tous les sous-groupes du groupe des isométries
du plan qui sont isomorphes & %4 sont des groupes d’isométries de carrés
dans le plan). Il suffit alors pour conclure de voir que la translation qui
fait passer de Porigine au point de coordonnées (1/2,1/2) n’est pas dans
T(G).

0.11.76. Le groupe d’automorphismes d’une action transitive. On
se place dans le cadre d’une action transitive d'un groupe G sur un en-
semble X et l'on se propose d’attacher a cette action un groupe d’opé-
rateurs sur X, noté Aut(G,X), qui agit librement sur X et dont 'action
sur X commute avec celle de G. Précisons qu'un groupe L agit librement

sur X si tout élément non trivial de L «bouge» tous les éléments de X;
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autrement dit, si tout élément de L qui opere sur X en laissant fixe un
point est égal i e.

a) Donner un certain nombre d’exemples d’actions libres et déterminer
pour chacune d’elles I’espace des orbites. Penser notamment a l’action
libre naturelle de Z sur R dont l’espace des orbites est le cercle, et a
deux actions de Z sur le cylindre (droit) dont les espaces d’orbites sont
respectivement le tore et la bouteille de Klein. Penser aussi au groupe des
translations d’un espace affine, et au cas particulier du groupe de Klein
V4 opérant sur {1,2, 3,4} (cf. exercice 0-B.11.11).

b) Montrer que toute application de X dans lui-méme qui est équivariante
pour 'action de G est bijective et que son inverse est encore G-équivariante.
On note alors Aut(G, X) le groupe déterminé par I'ensemble de ces appli-
cations G-équivariantes, qui n’est donc autre que le « commutateur » de
laction. Vérifier que ce groupe opere librement sur X et que 'orbite d'un
élément g n’est autre que Ng(Hp)/Hp, ou 'on a désigné par Hy le sta-
bilisateur de zg dans G.

INDICATION.— Se rappeler que les points fixes de 'action de H sur G/H
sont les points de N (H)/H (cf. exercice 0.11.2).

c) En déduire un isomorphisme entre Aut(G,X) et n'importe lequel des
groupes Nqg(Hp)/Hy quand zo décrit X.

d) Déterminer le groupe Aut(G,X) pour l'action du groupe orthogonal
G = O(n) sur la sphére X = §"71.

INDICATION.— On trouve le groupe Z/27Z défini par I'application antipo-
dale et dont I’espace des orbites est ’espace projectif P(R™). Penser pour
cela & I'écriture fospao f 1 =35 f(a)> ot I'on a désigné par sa la symétrie
par rapport a 'axe A.

e Déterminer le agron
s A WS

V) A YA L o
X =R" - {0}.
INDICATION.— On trouve le groupe des homothéties (vectorielles), et 1'es-
pace des orbites est encore I’espace projectif.

f) Déterminer les applications f : &, — PR, qui vérifient 'identité
f(PAQ) = Pf(A)Q pour toute matrice A de rang p et tout couple (P, Q)
de matrices inversibles.

INDICATION.— On trouve les homothéties; calculer évidemment a cet effet
le normalisateur dans GL(n,K) x GL(n,K) du stabilisateur de la matrice
standard R, de rang p pour I'action de Steinitz.

g) Montrer qu'une matrice N € M(n,K) est d’indice de nilpotence n si et
seulement si elle est nilpotente et de rang n — 1, ou encore si et seulement
si elle est semblable au bloc de Jordan J,. En déduire que si ¢ est un
polyndme et si IV est nilpotente d’indice de nilpotence n, la matrice ¢(N)
est semblable & N si et seulement si la valuation du polynome g est égale

our Vaction de G = GL(n,R) sur
(n,R) sur

3
g
3
£
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a 1 (c’est-a-dire ¢(0) = 0 et ¢'(0) # 0). On suppose & partir de maintenant
que N € M(3,K). Montrer que les applications N — aN + SN2, ol « est
non nul, donnent tous les éléments du groupe d’automorphismes de I’action
transitive du groupe GL(3,K) sur ’ensemble @3 des matrices nilpotentes
d’indice de nilpotence égal & trois, et écrire la loi de composition dans ce
groupe en termes des coefficients a et 3.

INDICATION.— Se reporter a la note sur les classes de similitude; si J3
désigne le bloc de Jordan d’ordre trois, montrer que le normalisateur du
stabilisateur de J3 est produit semi-direct interne du stabilisateur (qui est
formé des matrices de la forme

L i
ol a # 0) et du sous-groupe des matrices de la forme
100

0 X u
00 )

S oL
SR o
£ o0

Considérer enfin I’homomorphisme
az y “1(y _ ap
0 ar =z H[ga(i2)\$)].
0 0 ai?

Remarque. L’existence du groupe Aut(G,X) (et de son action libre) est

passée sous silence dans les ouvrages que nous avons eu 'occasion de con-
sulter; ce groupe est pourtant omniprésent, et de fagon cruciale, aussi bien,
pour ne donner que deux exemples, dans la théorie des revétements que
dans I’étude de la variété des drapeaux Dans ce dernier cas, vérifier que,
sous Vaction de GL{n,C), le groupe d’automorphismes est trivial, puisque
le groupe des matrices triangulaires 7'(n,C) est son propre normalisateur
(cf. exercice 0.11.71); par contre, pour I’action du groupe unitaire U(n),
le groupe des automorphismes est le groupe symétrique &,,, puisque le nor-
malisateur dans U'(n) des matrices de U(n) qui sont diagonales est donné
par les matrices de permutation. Notons au passage qu'il est difficile (en
dehors des cas de dimension 2 ou 3, et en tenant compte pour % unitaire de
Pécriture u(F N GL) = u(F) Nu(G)1) de deviner a priori les applications
équivariantes.

0.11.77. On examine dans cet exercice V'espace quotient W3 de 'orbite
X = O3 apparaissant dans l'exercice précédent par 1’action libre de son
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groupe d’automorphismes noté pour la circonstance L. On supposera le
corps de base égal a R.

a) Ecrire un isomorphisme entre le groupe L considéré et le produit semi-
direct R x 4 R*, olt 'action A est donnée par A-xz = z/\.

b) On munit L et X de leur topologie naturelle. Montrer d’une part que
lapplication ® : X x L — X x X définie par {z,{) — (z,l(z)) a une
image fermée (qui n’est autre que le graphe de la relation d’équivalence
associée & la partition de X en L-orbites) et que d’autre part ¢ réalise un
homéomorphisme entre X x L et son image.

InDIcATION.— Il 5’agit essentiellement d’établir qu’étant données une suite
(N)) de matrices convergeant dans X vers N, une suite (ax) de nombres
réels non nuls, et enfin une suite (8;) de nombre réels telles que la suite
(o Ny + B N?) converge dans X vers une matrice N’, alors la suite (o)
converge vers un réel o non nul et la suite () converge vers un réel g, et
donc N’ = aN + BN2. Constater & cette fin que la suite (o, N2) converge
vers la matrice NN’ qui ne peut &tre nulle, car 'image de N’ (qui est un
plan) serait dans le cas contraire contenue dans le noyau de N (qui est une
droite).

c) En déduire que ’espace des orbites W3 = L\X a une structure naturelle
de variété différentiable de dimension 4 pour laquelle la projection @3 —
W3 est une submersion.

INDICATION.— Ceci découle d’un résultat général qui exprime que la struc-
ture différentielle sur ’espace L\X des orbites existe si et seulement si
le graphe de la relation associée & la partition de X en L-orbites est une
sous-variété fermée de X x X, condition nécessaire et suffisante qui revient,
lorsque le groupe L opére librement, & dire que ie paramétrage donné par ¢

rd
nc“' 117 l’\n“ r\nrnmn"v‘nﬂ'n (nh +Y‘(\“I ™y G 11
€50 Ull 00 PAarameirage. (Il Iouverla Uiie r

148 et 154.)
d) La variété W3 est-elle compacte 7
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Note 0-A

Le groupe quaternionique
THI e+ | nne S7.(9 T
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0-A.1 Introduction

Le groupe quaternionique Hg (H comme Hamilton, le découvreur des
quaternions), noté parfois @, est l'un des cing groupes d’ordre 8 de la
nature. On le rencontre réalisé de différentes fagons dans la littérature ma-
thématique. Quand on sait ce qu’est le corps H des quaternions construit
sur R*, muni de sa base {1,%,j, k} avec la table de multiplication (&), olt
1 est unité et

22=j2=k2=—1, Z-jz_j?::k,
jk = —kj =1, ki = —ik = j,

le groupe Hg n’est autre que le sous-groupe de H* formé des éléments
+1, 44,15 et tk.
L’associativité dans Hg résulte de celle qu’on a dans H; cependant un

moyen classique de construire H consiste 4 prouver que la multiplication

e o SrAsiaid VA taad T aa WANJLILSAS VT ) adaddha At AaR Al vVapraavinvais

definle dans R4 par bilinéarité & partir des relations dans (&) est associa-
tive, ceci étant le seul point qui mérite d’étre vérifié. (Lire l'introduction
du chapitre sur les quaiernions de [Per].) Autrement dit, l'existence du
groupe Hg est intimement liée & celle de H.

Le groupe Hg se distingue des autres groupes d’ordre 8 par le fait
qu’il est le seul & étre non abélien et 4 n’avoir en méme temps qu’un seul
élément d’ordre 2. Une autre fagon de le présenter consiste 4 le caractériser
comme le groupe hamiltonien! de plus petit ordre (voir aussi les exercices).
Nous l'introduisons pour notre part comme suit:soit G = SL(2,F3) le
groupe unimodulaire des matrices d’ordre 2 de déterminant 1 construit

! Un groupe est dit hamiltonien s'il n’est pas commutatif et si tous ses sous-
groupes sont distingués.

— 81 —
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sur F3 = Z/3Z. Le cardinal de G est égal & 24 = 23.3. Alors, le groupe
quaternionique Hg peut se définir commme 1’'unique 2-Sylow de G. De facon
plus précise, les éléments semi-simples? de G forment un sous-groupe qui
n’est autre que 'unique 2-Sylow de G.

Il est bon de signaler ici que le groupe SL(2,F3) occupe une place
spéciale parmi les autres SL(2,T,), du fait qu’il est le seul avec SL(2,Fs)
a ne pas étre égal & son sous-groupe dérivé.

Les méthodes linéaires ainsi utilisées ne sont pas en fait dans la nature
du probléme, un peu comme lorsqu’on a étudié auparavant le groupe s
en le regardant comme isomorphe & SL(2,F,) ou & PGL(2,Fs). Si 'on
voulait ne pas sortir du cadre proprement dit de la théorie des groupes,
I'introduction du groupe quaternionique devrait plutét se faire au moyen
de générateurs et relations.

0-A.2 Construction du groupe Hg

Soit S un 2-Sylow de G = SL(2,F3). Tout élément M € S doit vérifier
M8 = Id. Le polynéme X® — 1 a toutes ses racines simples en caractéris-
tique 3. Il s’ensuit donc que tous les éléments de S (qui sont des matrices)
sont semi-simples (penser au polyndme minimal). Or le polynéme caracté-
ristique de M s’écrit : X? — tr(M)X + 1. Si donc tr M était égale & 1, on
aurait une valeur propre double (puisque (X2 —X +1) = (X2+2X +1) =
(X +1)2 et (X2+ X +1)=(X?—-2X+1) = (X - 1)2. Seules

i) = [ 2]

ey + As liaakhl ANTa3nt +
parmi les matrices de trace non nulle seraient diagonalisables. Maintenant

si tr M était égale A 0, la matrice inversible M aurait deux valeurs propres
distinctes et serait diagonalisable dans une extension de F3. Or il y a 6
matrices de SL(2,F3) de trace nulle (distinguer pour

o 0]
P
L® %]
telle que ad—bc = 1lescas a = 0 et a # 0). Les huit éléments ainsi obtenus
forment le seul 2-Sylow. Celui-ci est donc distingué dans G et memp dans

GL(2,F3), car si P € GL(2,Fs) et M € Hg, la matrice PM P! est d’une
part semi-simple, comme M, et d’autre part de déterminant 1.
Il est & noter que I'on n’aurait pas pu établir I'unicité de .S par les seuls

théoremes de Sylow. De méme, il n'aurait pas suffi de constater que si M

2 C’est-a-dire diagonalisables dans GL(2, K), oi1 K est une extension adéquate du
corps Fs.
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est semi-simple, alors M1 I'est aussi; la stabilité par produit n’est pas
acquise.

0-A.3 Les matrices de SL(2,F;)

Nous donnons dans cette section la liste (#) des éléments de SL(2, F3).
Nous y ferons allusion par la suite.

1_'10 1= |1 0] _[0o1]  _ _fo-1]
“loa]r TT o]0 *Tlio)]r Tlro]
.11 o 1-1] [1-1] 1 1]
3—_1~1_’ =l ’“__-1-1_’ "k = 11
- J11 [-1-1] [-1 1] 1-1]
““lo1|" [ 0-1]° -1 0] 1 0]
-1 0 (1 0 [0 1] [0-1]
1-1|° 11 -1-1 | 11]°

2 _[1-1 -1 1] (1 1] -1-1]
a 01 0-1 ] 10 10/
[0-1 [0 1] -1 0] b 10]
1-1° 11 -1-1 | |1 1]

Remarquons que les éléments de Hg figurent sur les deux premieres lignes;
les troisieme et quatrieme lignes représentent la classe a-Hg, et les deux
derniéres la classe a2-Hg. L’élément b est égal & —a?k.

Remarquons également qu’il y a un seul élément d’ordre 2 dans SL(2,F3) :
en effet, un tel élément vérifiant M? = Id est nécessairement diagonalisable
et se trouve donc dans Hg. Or les éléments i, 7,k et leurs opposés sont
d’ordre 4; il ne reste que —1 qui constitue avec 1 le centre de SL(2,F3).

0-A.4 Les groupes d’auntomorphismes de Hg et de SL(2,F;)
o ol I < \ ? > J

-Ac4o1
Thesmmme . 212 — T oo eemcmmm o A oo 1L _____ ¥_ T R R SRR S |
rlupu:uu I 1€ g QUPE UCS dULOInoOrplisSines e S IbOIIIU.[pﬂe a

Démonstration. Un automorphisme de Hg est connu quand on connait
ses valeurs sur les éléments 7 et j, lesquels engendrent Hg. Le nombre
de possibilités pour 'image de ¢ par un automorphisme, image qui doit
étre d’ordre 4, est égal & 6. Quant & 'image de j, qui doit &tre en de-
hors du sous-groupe engendré par 'image de 4, elle est & choisir parmi les
quatre éléments d’ordre 4 restants. Le cardinal de Aut(Hg) est donc infé-
rieur ou égal a 24. Par ailleurs, comme Hg est distingué dans GL(2,Fs),
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I’homomorphisme de ce dernier groupe dans Aut(Hg) qui associe & un
élément la restriction & Hg de 'automorphisme intérieur que cet élément
définit, a pour noyau {*Id} (cf. exercice 0-A.6.7). On en déduit une injec-
tion de GL(2,F3)/{£Id} dans Aut(Hg). Il reste pour finir & rappeler |’iso-
morphisme entre &4 et PGL(2,F3) rencontré antérieurement (cf. exercice
0.11.12). ]

0-A.4.2.
Proposition 1. Le groupe quotient GL(2,F3)/Hjg est isomorphe a Gg.

Démonstration. Le quotient est un groupe & six éléments. Il est donc
isomorphe & &3, car il est non commutatif : en effet, les matrices a et a®
sont semblables dans GL(2,F3) (voir la liste #); il existe donc P telle que
P laPa™! = a. Si le quotient était commutatif, on aurait a € Hg, d’ol
contradiction (voir aussi 'exercice 0-A.6.23). ]

Proposition 2. Le groupe dérivé de GL(2,F3) est égal 4 SL(2,[F3).

Démonstration. Le groupe dérivé est nécessairement formé de matrices
de déterminant 1: il est donc contenu dans SL(2,F3). De plus, il contient
Hg [cf. exercice 0-A.6.8, c)|, et ceci strictement, car d’aprés la démons-
tration précédente il contient a. Il est par conséquent égal & SL(2,F3), vu
que son ordre divise l'ordre de SL{2,F3) et est un multiple de celui de Hi.

-

Proposition 3. Soit B un sous-groupe d’ordre 6 de SL(2,F3). Les élé-
ments de B sont simultanément trigonalisables sur F3.

T Av + +3 n? ni11 =
Démonstration. D’aprés 0.11.5, il v a un unique 3-Sylow S dans B. Le

groupe B est donc contenu dans le normalisateur de S dans SL(2,F3) qui
est d’indice 4 (cf. 0.11.1 et exercice 0-A.6.11). Le groupe B est donc le
normalisateur d’'un 3-Sylow et est donc conjugué du normalisateur du 3-
Sylow standard U(2,F3), c’est-a-dire de I'intersection T'(2,F3) N SL(2,F3).

.

Remarquons qu’il est facile de montrer que B est commutatif, par
exemple en invoquant le fait qu’il n'y a qu’un seul élément d’ordre 2,
contrairement au cas du groupe &3. (On peut aussi constater que 1'élément
—a engendre T'(2,F3) N SL(2,F3) ... Voir enfin 0-A.6.27.)

0-A.4.3. Nous allons, dans ce paragraphe, déterminer les groupes d’auto-
morphismes de SL(2,F3) et de GL(2,F3). Pour cela, nous aurons besoin,
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comme plus haut, de plusieurs résultats faciles qui figurent dans les exer-
cices en fin de note.

Proposition 1. Le groupe Aut(SL(2,F3)) est isomorphe & &4.

Démonstration. Comme Hg est 'unique 2-Sylow de G = SL(2, F3), tout
automorphisme ® le laisse invariant. L’automorphisme ® agit sur les élé-
ments de Hg comme la conjugaison par un élément P de GL(2,F3) (voir
la proposition 0-A.4.1.0). On écrit alors G comme produit semi-direct
interne de Hg et de I'un de ses quatre 3-Sylow S fixé une fois pour toutes.
1l suffit alors d’établir que ®(M) = PMP~! pour tout M dans S (cf.
0.11.69). Soit pour cela un élément H € Hg quelconque; on écrit que
®(MH) est égal d’une part 4 $(MHM M) = PMHM P~ 1®(M), et
centralise ainsi les éléments de Hg :il existe donc (d’aprés l'exercice 0-
A.6.7) ¢(M) € {£Id} tel que ®(M) = PM P~ 1g(M). 1l est facile alors de
vérifier que ¢ est un homomorphisme du groupe S ~ Z/3Z dans {£Id}; il
est donc trivial. m

Proposition 2. Le groupe des automorphismes de GL(2,F3) est iso-
morphe au produit direct G4 x Z/2Z.

Démonstration. On identifie le groupe Z/2Z au sous-groupe {1,det} du
groupe multiplicatif des applications de GL(2,F3) dans IF§. L’application
U : (Pe) » [M— eM)PMP] € Aut(GL(2,F3)) est alors un ho-
momorphisme de groupes défini sur GL(2,F3) x Z/2Z & valeurs dans le
groupe Aut(GL(2,F3)). Son noyau est le centre de GL(2,IF3) : en effet, si
e(M)PM P~ = M pour tout M, il en résulte que € vaut 1 sur les matrices
(1) i , ce n’est donc pas le dé-
terminant®. Il s’agit maintenant d’établir que ¥ est surjective : pour cela,
il suffit de montrer qu'un automorphisme ® de GL(2,F3) est de la forme

de trace non nulle, et en particulier sur

indiquée sur les éléments de SL(2,F3) et sur 'élément D = [(1, _?],

car GL(2,F3) est produit semi-direct interne de SL(2,F3) et du groupe &
deux éléments engendré par D. On procede alors comme dans la démons-
tration de la proposition précédente, connaissant cette fois-ci la forme des
antomorphismes de SL(2,F3). m

® On n’aurait pas pu conclure en prenant le déterminant des deux membres.
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Remarque. Le groupe &4x Z/2Z n’est autre que le groupe des isométries
de R3 qui laissent invariant le cube?. On retrouvera ce rapport énigmatique
entre le groupe GL(2,F3) et le cube dans la configuration cubique parmi
les sous-groupes de ce dernier groupe (cf. exercice 0-A.6.42).

0-A.5 Structure des 2-Sylow de GL(2,Fj)

Il y a dans GL(2,F3) trois 2-Sylow (cf. exercice 0-A.6.19), d’ordre 16
et contenant tous Hg comme sous-groupe distingué. De fagon plus précise :

Proposition. Il y a sur Hg deux classes d’automorphismes d’ordre 2:
d’une part, les trois automorphismes intérieurs induits par les conjugaisons
par i, j et k, et d’autre part 6 automorphismes extérieurs. Les 2-Sylow de
GL(2,F3) contiennent Hg et sont isomorphes & Hg x3Z/2Z o1t ® est un
des automorphismes extérieurs d’ordre 2 précédents.

Démonstration. Le groupe des automorphismes de Hs s’identifie a
GL(2,F3)/{Id}, et les éléments X de GL(2,F3) tels que X? = Id ou
X? = —Id ont été entierement déterminés dans les exercices 0~-A.6.18 et
0-A.6.21. Or tout élément d’ordre 2 en dehors de Hg permet de faire le
produit semi-direct interne de Hg et du sous-groupe Z/2Z qu’il engendre.
[Cf. 0.11.69 en se rappelant que Hg est distingué dans GL(2,F3)|. Enfin,
comme les 2-Sylow sont conjugués et que ’on a construit des 2-Sylow qui
contiennent le sous-groupe distingué Hs, ils le contiennent tous. |

Remarques
a) Le lecteur saisira encore mieux la situation en se reportant aux exer-
1ces O0-A £225N0_A & 25

T WTLRUI T o v W TLRIVITT.,

b) Quand on se place dans &4, les éléments d’ordre 2 auxquels il est fait
allusion sont d’une part les six transpositions, et d’autre part les trois per-
mutations d’ordre 2, produits de deux transpositions a supports disjoints.
(Cf. exercice 0-A.6.33).

0-A.6 Exercices

Les quatre premiers exercices ne serviront pas par la suite (ils sont 13
en écho a ce qui a été dit dans I'introduction de la note). On s’attache dans
les suivants & démanteler les groupes SL(2,F3) et GL(2,F3). Le lecteur a
intérét a se poser lui-méme toutes sortes de questions concernant I'un ou
Iautre de ces groupes, et i se reporter ensuite aux exercices pour voir le
traitement qui en est proposé.

4 Penser aux quatre grandes diagonales du cube.
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0-A.6.1. On se propose de vérifier 'associativité de la multiplication dans
Hg défini comme il a été suggéré dans l'introduction de la note.

a) Soit ¢ : Hlg — Hg définie par o(£1) = t1,0(+i) = £j,0(%j) = *k et
o(xk) = +i. Montrer que ¢ vérifie o(zy) = o(z)o(y) pour tout x et y dans
Hs.

b) Méme question pour 7 définie par 7(+1) = +1,7(%4) = Fi,7(xj) = +k
et T(ik) = Ij.

¢) Montrer que I’associativité dans Hg découle de I’examen de 5 cas an
lieu de 27. (Cf. [Hal|, page 23.)

0-A.6.2. a) Montrer que Hg peut étre introduit comme le sous-groupe de
SL(2,C) formé des matrices

[ 01] (i 0] [0 4]
+ + +
*1d, -[—1 OJ’ 1[0 —ij’ _{i OJ’
o 4% = —1,

b) Montrer que, pour ce plongement, le sous-groupe Hg est égal & son
propre normalisateur.

0-A.6.3. Montrer que le groupe Hg est hamiltonien minimal.
INDICATION.— On rappelle qu’il y a deux groupes d’ordre 4, deux groupes
d’ordre 6 et quatre groupes d’ordre 8 en dehors de Hg. Prouver alors
qu’aucun de ces groupes n’est hamiltonien.

0-A.6.4. Montrer que le centralisateur dans le groupe SL(3,F3) d'une
involution® u est isomorphe & GL(2,F3). (¢)

INDICATION.— Réduire % dans GL(3,F3) a Diag(—1,—1,1). Comme
SL(3,IF3) est distingué dans GL(3,F3), on peut se contenter d’examiner
le centralisateur de la matrice diagonale dans SL(3,F3) (le vérifier) : on
trouve toutes les matrices de la forme

5 Rappelons qu’une involution dans un groupe G est un élément d’ordre 2. Les in-
volutions jouent un réle trés important dans la classification des groupes simples
finis.

6 On démontre que si G est un groupe simple tel que le centralisateur d’une
involution est isomorphe & GL(2,F;), alors G est isomorphe & SL(3,F3) ou au
groupe 11, qui est I'un des cing groupes de Mathieu (cf. [Hup-Blaj, page 343,
théoréme de Brauer-Wong et [Dorn|, pages 155 ou 195).
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0-A.6.5. a) Vérifier que ’ensemble des matrices de SL(2,F3) qui ont un
nombre pair de coefficients nuls est un groupe (= Hyg).
b) Montrer que I’ensemble des matrices

il

appartenant & SL(2,F3) et telles que

a—c b—d
c d

soit semi-simple est de cardinal 8.

INDICATION.— On pourra remarquer que c¢’est une classe modulo Hg.

c¢) Déterminer tous les homomorphismes du groupe SL(2,F3) dans le
groupe additif Fs.

InDiICATION.— 1l ¥ en a deux qui sont non triviaux. Si 7 est I’'un d’eux, on
observera que l’autre est donné par M — —n(M) = 7(*M).

d) Existe-t-il une forme quadratique sur M(2,F3)} qui induise par restric-
tion & SL(2,F3) un tel homomorphisme non trivial ?

0-A.6.6. Montrer que les groupes G4 et SL(2,F3) ne sont pas isomorphes.
InDICATION.— Ils ont le méme nombre d’éléments, mais il y a trop d’élé-
ments d’ordre 2 dans G,4; on peut aussi comparer leurs centres.

0-A.6.7. Montrer que le centralisateur de Hg dans GL(2,F3) est {tId}.
INDICATION.— Si g commute avec j, qui est semi-simple et & valeurs
propres distinctes, alors g est semi-simple. Il en est de méme si g commute
avec i. Or les éléments i et j ne sont pas simultanément diagonalisables
(car ils ne commutent pas); conclure !

0-A.6.8. Groupe dérivé de SL(2,F3). a) Montrer que pour tout X et
Y dans SL(2,F3), la matrice XY X 1Y ~! est semi-simple.

INDICATION.— Le groupe (r-\t c’en est bien nn) S'I',(Ze __TF'3) /Ho est d’ordre 4:

Arvasalslad ARSaN . 2L e sl =y W Seal Y Alsed lass A [ =05 wPR L 2 =3

il est donc commutatif. On conclut en se rappelant que Hg est précisément
Pensemble des éléments semi-simples de SL(2, F3).

b) Montrer que le groupe dérivé de Hg est égal & {fId}.

INDICATION.— Les éléments i et j ne commutent pas: leur commutateur
devrait étre —Id, ce que 'on vérifie sans peine. On procede pareillement
avec tous les commutateurs.

¢) Montrer que Hg est le groupe dérivé de SL(2,F3).

INDICATION.— Si z n’est pas dans Hg, le commutateur ziz~1i~1 est diffé-
rent de 1, car sinon r commutant avec i serait aussi semi-simple et donc
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dans Hg. Ce méme commutateur est aussi différent de —Id, car sinon
izl = —z71, autrement dit, =1 et —z~! seraient semblables et au-
raient méme trace, mais aussi des traces opposées, ce qui oblige la trace
3 étre nulle et I’élément 2~ ! & étre dans Hg. Enfin, ce commutateur est
clairement différent de i et de —i. Il est donc égal & *j ou bien & *k.
On procéde de méme avec le commutateur zjz 15! qui est égal & *i
ou bien k. On obtient alors deux commutateurs différents (car sinon z

commuterait avec k) qui sont des générateurs de Hg.

0-A.6.9. a) Montrer que SL(2,F3) ne posséde pas de sous-groupe iso-
morphe & Z/27Z x Z/2Z.

InDicATION.— Il n’y a dans SL(2,F3) qu'un seul élément d’ordre 2.
b) Montrer que le groupe quotient SL(2,F3)/{xId} est isomorphe & 2.
(Cf. exercice 0.11,13.)

c) Montrer que Hg/{*Id} est isomorphe précisément au groupe Z/2Z x
Z/2Z.

INDICATION.— Constater directement que dans le quotient, il y trois élé-
ments d’ordre 2, & savoir les classes des éléments i, j et k. On peut aussi
utiliser le fait que, si le quotient d’un groupe par son centre est cyclique,
alors ce groupe est abélien.

0-A.6.10. a) Montrer qu'’il n’y a pas dans SL(2,F3) de sous-groupe
d’ordre 12.

INpicaTiON.— Un tel sous-groupe serait distingué et & quotient commuta-
tif; il contiendrait donc Hg (cf. exercice 0-A.6.8), ce qui n’est pas possible,
car 8 ne divise pas 12.

b) En déduire qu’aucun des trois sous-groupes d’ordre 4 n’est distingué.
INDICATION.— Yaprés 0.11.69, ’'ensemble Z /4Z-53, ou1 S3 est un 3-Sylow,
serait dans le cas contraire un sous-groupe d’ordre 12.

¢) Montrer que les trois sous-groupes d’ordre 4 de SL(2,F3) sont en fait
conjugués.

InpicATION.— Faire opérer SL(2,F3) sur I’ensemble de ces sous-groupes
en utilisant b).

N A 0 12 -\ MAcdonn mmzm o O QT do QT (O TN ik pre ampmammlo. 1.
USR.U.11. o) VIULLUTL ue oo J-oYIlUwW Uuc DL\L,.I.[‘:}) ) v al LOIIDIE Uc
quatre.

by

INDICATION.— Leur nombre est 1 ou 4, et l’'on en connait déja deux, a
savoir les unipotentes supérieures et les unipotentes inférieures, C’est aussi
le nombre de droites du plan 3.

b) Montrer qu’'un élément M de SL(2,[F3) est d’ordre 3 si et seulement si
tr M = 2 et M # Id. Vérifier qu’il y a huit éléments d’ordre 3.
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InpDicaTION.— On peut remarquer que la trace des éléments du 3-Sylow
standard est égale & 2, ou encore qu’en caractéristique 3, ona X% — 1 =
(X —1)3.

c) Montrer que dans SL(2,F3), il y a deux classes de conjugaison d’élé-
ments d’'ordre 3.

InDiCcATION.— L’une est donnée par la classe de a et 'autre par la classe
de a?. En effet, s'il existait = tel que zaz~! = a2, on constaterait alors que
’élément a, égal & a 'zar~!, est un commutateur, donc semi-simple.

d) Montrer que tr M = 1 si et seulement si M est d’ordre 6 ou M = —Id,
et que le nombre des éléments d’ordre 6 est bien égal a 8.

InDICcATION.— Remarquer que si tr M = 1, alors —M vérifie la condition
donnée dans b).

e) Montrer également qu’il y a deux classes de conjugaison d'éléments
d’ordre 6 dans SL(2,F3).

INDICATION.— On procéde comme pour ¢):on considére deux éléments z
et 2° d’ordre 6 et I'on constate qu'ils ne peuvent &tre conjugués, car sinon
z% qui est d’ordre 3 serait un commutateur et figurerait donc dans Hg.

0-A.6.12. Représenter graphiquement le treillis des sous-groupes de
SL(2,F3).

Z/6Z Z/67

Z/3Z Z/3Z

FIGURE 1

Dans le graphe ci-dessus, on a convenu de joindre par des pointillés deux
sous-groupes (d'un méme niveau horizontal) qui sont conjugués (par un
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automorphisme intérieur du groupe). Un trait continu indique une inclu-
sion (dont le sens ne fait pas de doute). Quant aux faces ombrées, elles
servent uniquement & mieux faire ressortir les éléments du dessin.

0-A.6.13. Déterminer les sous-groupes distingués de SL(2, F3).
INDICATION.— On trouve: {Id}, {fId} qui est le centre, Hg qui est le
groupe dérivé, et SL(2,F3) lui-méme. [Cf. b) de I'exercice 0-A.6.10.] On
peut aussi, a partir du graphe du treillis, établir qu'il n’y a pas de sous-
groupes distingués d’ordre 4, car alors le groupe gquotient qui est de cardinal
6 n’aurait qu'un seul sous-groupe propre, ce que contredirait 1’existence
des sous-groupes de Sylow d’ordre 2 et 3. On retrouve ainsi le fait que les
sous-groupes Z/4Z de SL(2,F3) sont conjugués’,

0-A.6.14. a) Montrer que les matrices

11 10
“‘[01] et b*[1 1]

engendrent SL(2,F3). (Cf. exercice 0.11.8.)

INDICATION.— Déduire cela du graphe du treillis des sous-groupes de
SL(2,F3), ou bien, si 'on veut faire appel au minimum, procéder comme
suit : il est clair que ab et ba donnent deux des six éléments d’ordre 6 de
Hs; on obtient facilement les autres, car ij = k,i7! = —i,... mais aussi
les deux classes modulo Hg (voir la liste #), vu que a et b appartiennent
& deux classes différentes (on peut utiliser aussi le théoréme de Lagrange
pour conclure).

b) Déterminer, & partir de ces matrices et de 'isomorphisme (déja rencon-
tré dans 0.11.13) entre les groupes PSL(2,F3) et Ay , les deux générateurs
correspondants dans Ay.

INDICATION.— Si P'on numérote les quatre droites du plan F3 en posant
D, =K-(1,0), D; =K-(1,1) et D3 =K-(0,1), on obtient les deux permu-

tations / \ / \
1234 (1234
K2431) et \1423)'

¢) Montrer que les matrices

01 10
m_lll] et b_!1 1]

7 L'identification d’un groupe cyclique C, d’ordre n avec Z/nZ n'est en fait
qu’'une facon abusive d’exprimer qu’ils sont algébriquement isomorphes; un tel
isomorphisme n’est en effet pas unique, puisque le groupe des automorphismes
de Z/nZ possede ¢(n) éléments. Cependant, on commettra souvent cet abus.
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engendrent GL(2,F3)
INDICATION.— Remarquer que z2 = ba et utiliser a).
d) En déduire que les permutations

1234 . (1234
1423) °© 3421

engendrent &4. Déterminer les isométries qui leur correspondent quand on
a identifié le groupe G4 au groupe des déplacements du cube.
INDICATION.— On trouve une rotation d’angle 27/3 suivant une grande
diagonale et une rotation d’angle #/2 suivant un axe perpendiculaire aux
deux faces correspondantes. (Retrouver le résultat géométriquement.)

0-A.6.15. a) Montrer que le groupe Hg n’est pas produit semi-direct (non
trivial) de deux de ses sous-groupes.

InpicaTION.— Tous ses sous-groupes contiennent le sous-groupe Z/2Z.
b) Montrer que le groupe SL(2, F3) est produit semi-direct interne de Hg et
de I'un quelconque de ses 3-Sylow, et qu’aucun de ces produits semi-directs
n’est direct.

InpicaTioN.— Utiliser 0.11.69 et I’exercice 0-A.6.7.

0-A.6.16. a) Dessiner a part le graphe du treillis des sous-groupes de Hg
(on observera que ses trois sous-groupes Z/4Z cessent d'y étre conjugués
alors qu'ils I'étaient dans SL(2,F3)).

b) Déduire du graphe du treillis des sous-groupes de SL(2,F3) celui des
sous-groupes de 2y ~ PSL(2,F3).

PSL(2,Fs) PSL(2,Fs)

FIGURE 2
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0-A.6.17. a) Vérifier que le groupe ¥4 ~ Hg/{*Id} est distingué dans
PSL(2,F3), et que le groupe quotient est isomorphe & Z/3Z.

b) Soit M € SL(2,F3) tel que ¥X € SL(2,F3),3e(X) = 1 : MX =
(X)X M. Montrer que M = *1d. En déduire que le centre de PSL(2,F3)
est trivial. Retrouver ceci directement dans 4, en considérant les cycles
d’ordre 3 (qui ont chacun un seul point fixe).

INpDICATION.— Remarquer que £(X) = 1 sur toutes les matrices de trace
non nulle, et donc que M commute en particulier avec les matrices a et b
qui engendrent SL(2,F3).

c) Prouver que le centralisateur de ¥4 dans PSL(2,F3) est "4 lui-méme.
InpicaTioN.— Utiliser b) et le graphe du treillis des sous-groupes de
PSL(2,F3). Noter au passage que ’exercice 0-A.6.16 permet aussi de
voir que ¥4 est le seul sous-groupe distingué non trivial de 4.

0-A.6.18. Eléments d’ordre 2 dans GL(2,F3). Montrer qu'en dehors
de la matrice —Id qui est dans SL(2,F3), les éléments d’ordre 2 dans
GL(2,FF3) sont tous conjugués de la matrice

1 0
ces derniers éléments sont au nombre de douze et caractérisés par le fait

que leur trace est nulle et que leur déterminant est —1. (E‘crire Cayley-
Hamilton pour les matrices 2 x 2.)

0-A.6.19. Les 2-Sylow de GL(2,F3). a) Soit

d= [(1) _(1’} et D ={Id,d}.

Montrer que § = Hg D est un 2-Sylow de GL(2,F3).

b) Montrer qu’il y a trois 2-Sylow dans GL(2,F3).

INDICATION.— Si S était le seul Sylow, il serait distingué d’indice trois, le
groupe quotient serait commutatif, et par suite SL(2,F3), groupe dérivé
de GL(2,F3), serait dans S. ..

On peut aussi argumenter comme suit : le groupe Hg, étant un 2-groupe,

A 2. Ty 1t
U

anraitr dane @ 3 Aovrreait ntanir + laa AlAmn nt

PR b H PeYat PaS R L= Fay
DLV UQLID & Ul UTVIGIL LULILTLLIL LU UD 1GO TITLLICLL

sont de déterminant —1 sont au nombre de 12.

Al
oI

45|

0-A.6.20. Les sous-groupes d’ordre 12 dans GL(2,F3). a) Montrer
qu’il y a quatre 3-Sylow dans GL(2,F3) et que deux 3-Sylow distincts se
coupent suivant {Id}.
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b) Soit K un sous-groupe d’ordre 12 de GL(2,F3). Montrer que dans K il
y a un seul 3-Sylow.

INDICATION.— Si les quatre 3-Sylow de GL(2,F3) étaient dans K, les élé-
ments d’ordre 3 de SL(2,F3) y seraient aussi, en particulier les matrices a
et b qui engendrent SL(2,F3), d’oll une contradiction.

c¢) En déduire qu'un sous-groupe d’ordre 12 de GL(2,F3) est le norma-
lisateur dans GL(2,F3) du 3-Sylow qu’il contient, et que le nombre des
sous-groupes d’ordre 12 est égal a 4.

d) Montrer que les sous-groupes d’ordre 12 sont exactement les stabilisa-
teurs dans GL(2,F3) des quatre droites du plan F3.

e) Montrer que les éléments d’un sous-groupe d’ordre 12 de GL(2,F3) sont
simultanément trigonalisables sur Fs.

f) Montrer que I'intersection de deux sous-groupes d’ordre 12 différents est
isomorphe & ¥/, et que ce dernier donne la structure d’un 2-Sylow dans K.
(On pourra considérer la base formée par deux des quatre droites de F2.)

0-A.6.21. Les éléments d’ordre 4 dans GL(2,F3). a) Montrer que
les éléments d’ordre 4 dans GL(2,F3) sont les six éléments de Hg autres
que Id.

INDICATION.— Remarquer qu’un élément M d’ordre 4 est semi-simple et
de déterminant 1. Pour ce dernier point, on pourra démontrer que M est
semblable (sur Fg) & la matrice Diag(A, u), ott A et 1 sont les deux racines
de X2 4 1. (Se rappeler par exemple que la trace de M est dans F3.)

b) Montrer que les six éléments d’ordre 4 sont conjugués. (On a jij~! =
—t... et les Z/4Z sont conjugués.)

0-A.6.22. Le sous-groupe Hg C GL(2,F3) est caractéristique

a) Montrer que GL(2,F3) possede un seul sous-groupe isomorphe & Hsg.
InDICATION.— Remarquer que dans un Hyg, il y a six éléments d’ordre 4,
et utiliser a) de ’exercice précédent.

b) En déduire que Hjy est caractéristiques.

c) Retrouver le résultat en remarquant que Hg est l'intersection des trois
2-Sylow de GL(2,Fs).

InDIcATION.— Le sous-groupe Hg est contenu dans un 2-Sylow; comme il

est distingué et que les 2-Sylow sont conjugués, il est dans c

On invoque pour finir le théoréme de Lagrange.
d) Retrouver enfin le résultat en démontrant que SL(2,F3) est caractéris-
tique et que Hg est I'unique 2-Sylow de SL(2,F3).

8 C’est-a-dire stable par tous les automorphismes du groupe ambiant. C’est une
notion plus forte que celle de sous-groupe distingué.
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0-A.6.23. En faisant opérer GL(2,F3} sur ses trois 2-Sylow, retrouver (cf.
proposition 0-A.4.2.1) la suite exacte

{Id} - Hg — GL(2,F3) — &3 — {e}.

INDICATION.— Chaque 2-Sylow de GL(2,F3) est égal a son normalisateur
(voir I’exercice 0.11.1 et relever le fait, rencontré dans I’exercice précédent,
que deux 2-Sylow distincts se coupent suivant Hg).

0-A.6.24. L’ensemble des huit sous-groupes de GL(2,F3) iso-
morphes au groupe S3. a) Vérifier que dans Gg, il y a deux éléments
d’ordre 3 et trois éléments d’ordre 2.

b) Soit H un groupe isomorphe a &3 et soit £ € H d'ordre 2 et y € H
d’ordre 3. Montrer que zyxr~! = y%. (Si l'on avait zyz~! = y, alors H
serait commutatif.)

c) Montrer que si H est un sous-groupe de GL(2,F3) isomorphe & &3, son
intersection avec SL(2,F3) est un des quatre 3-Sylow.

InpicATION.— Cf. 0.11.69.

d) Montrer que le sous-groupe Hy de GL(2,F3) engendré par

11 1 O
a—[()l] et d_[O _1]

est isomorphe a G3.

INDICATION.— Ce groupe non commutatif a un cardinal multiple de 3, est

un sous-groupe du groupe des matrices triangulaires, et ne lui est pas égal,

car il ne contient pas —Id, vu que tous ses éléments ont 1 en haut a gauche.
e) Soit z un des douze éléments de I'ensemble @ des éléments de GL(2,F3)

Y
d’ordre 2 et de déterminant —1. Chercher les éléments y d’ordre 3 tels que

yzy = z; en déduire qu'il y a deux sous-groupes contenant z et isomorphes
a Gas.

InDICATION.— Comme les douze éiéments de & sont conjugués, on effectue
le calcul pour d, en se souvenant qu’un élément d’ordre 3 est de trace égale
a 2 (cf. exercice 0-A.6.11). On trouve alors les matrices a, a2, b et b%.

f) Soit & I'ensemble des sous-groupes de GL(2, F3) isomorphes 3 G3. Mon-
trer que Card(&) = 8.

InpICATION.— Considérer dans @ x & la partie formée par les couples
(z, H) tels que z € H, et calculer son cardinal par balayage horizontal et
vertical. On trouve 3 x Card(¥) = 2 x Card(%). (Cf. 0-A..6.26.)

0-A.6.25. Action de GL(2,F3) sur ses huit sous-groupes S3
a) Montrer que le groupe GL(2,F3) possede deux orbites sur I’ensemble
& de ses sous-groupes isomorphes 4 S3.
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INDICATION.— Le groupe GL(2,F3) agit transitivement sur ses quatre 3-
Sylow et chaque groupe &3 contient un unique 3-Sylow. Ceci prouve que
chaque orbite dans & posséde au moins quatre éléments. Si par ailleurs
I’action était transitive, le normalisateur d’un &3 quelconque serait d’ordre
6, et donc égal & lui-méme; mais le groupe T'(2,F3), qui est d’ordre 12,
contient le sous-groupe Hy de I'exercice précédent, qui est d’ordre 6, comme
sous-groupe distingué. Contradiction.

b) On fait opérer le groupe GL(2,F3) sur F — {0} de facon naturelle.
Montrer que les stabilisateurs des différents points sont des sous-groupes
isomorphes a G3.

INDICATION.— L’action est transitive et les stabilisateurs sont des sous-
groupes conjugués d’ordre 6. Le stabilisateur du point (1,0) n’est autre
que le sous-groupe des

1l o
[0 ﬁ] , pour « et 3 # 0 dans Fj.

o]

sont d’ordre 2 (pour éviter tout calcul (sic), les diagonaliser). Le stabilisa-
teur est donc isomorphe a Gj.

¢) De méme, on fait opérer naturellement® GL(2,F3) sur le dual de F3.
Montrer que le stabilisateur d’une forme linéaire non nulle est encore dans
&.

d) Montrer que les stabilisateurs issus de chacune des actions définies en
b) et ¢) sont respectivement 'une ou Pautre des deux orbites de GL(2,F3)
sur &.

Chaque action donne naissance & quatre stabilisateurs (considérer les opé-
rateurs qui stabilisent deux points du plan). Par ailleurs, si H stabilise &
la fois p € F} et ¢ € F2', alors Card(H) = 3 ou 2 suivant que ¢(p) = 0
ou pas. (Se placer dans une base du plan de la forme {p,p’} et discuter
sur les coordonnées de ¢ dans la base duale.) Maintenant, s’il existait
g € GL(2,TF3) tel que H, = gH,g~! ot q € F%, le groupe H,, stabiliserait
a la fois ¢ et p = g-q¢ = g(q), d’ot une contradiction.

e) Vérifier en conséquence que deux sous-groupes 3 (distincts) de
GL(2,F3) sont conjugués si et seulement si leur intersection est réduite
a {Id} et que dans le cas contraire, cette intersection est isomorphe a

Z/3Z ou bien Z/2Z suivant que «le» point de F3, qui indexe I'un, est ou

Les trois matrices

® Quand un groupe G opére linéairement sur FE, il opére naturellement sur E*
par (¢,¢) — g~ (¢) = ¢ o g~'. Voir la notion de représentation contragrédiente
d’une représentation donnée.
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n’est pas dans le noyau de «la » forme linéaire qui indexe ’autre. Voir aussi
Pexercice suivant.

0-A.6.26. a) Montrer que le normalisateur d’un sous-groupe isomorphe
a G3 est d’ordre 12.

INDICATION.— Se rappeler [cf. a) de I'exercice précédent] qu’il y a quatre
sous-groupes conjugués d’'un méme sous-groupe Sj.

b) Montrer que dans chaque sous-groupe d’ordre 12, il y a exactement
deux sous-groupes isomorphes a &s.

InDICATION.— Les sous-groupes d’ordre 12 sont conjugués et au nombre
de quatre, et il y 8 sous-groupes &3. 11 suffit de se rappeler alors, d’une part
que chacun de ces derniers est contenu dans un sous-groupe d’ordre 12 (4
savoir son normalisateur), et d’autre part que deux sous-groupes d’ordre
12 se coupent suivant un sous-groupe a quatre éléments. (Cf. exercice 0-
A.6.20.)

¢) Montrer que les deux sous-groupes S3 d’un méme sous-groupe d’ordre
12 ne sont pas conjugués (dans GL(2,F3)).

INDICATION.— Dans le cas contraire, tout les G3 seraient conjugués
puisque les sous-groupes d’ordre 12 le sont. D’ailleurs, les deux sous-
groupes S3 d’'un méme sous-groupe T d’ordre 12 se coupent suivant
I'unique 3-Sylow dans T. [Cf. e) de Pexercice précédent.]

d) Retrouver le fait que deux sous-groupes &3 ayant des normalisateurs
différents se coupent suivant I'identité s’ils sont conjugués et suivant Z/2Z
s’ils ne le sont pas. Exprimé autrement, cela revient a dire que si H est
différent des quatre sous-groupes d’une méme orbite, il rencontre I'un des
quatre suivant Z/3Z et les trois autres suivant Z/2Z.

e) Exhiber dans 7'(2,F3) les deux sous-groupes isomorphes a4 Ss.
INDICATION.— On trouve le sous-groupe engendré par a et Diag(1, —1), et
celui engendré par a et par Diag(—1,1).

f) (Cf. 0-A.6.24.) Les deux sous-groupes &3 de GL(2,F3) qui contiennent
un méme élément (de &) d’ordre 2 et de déterminant —1 ne sont pas
conjugués [cf. e) de ’exercice précédent] et leur intersection est Z/2Z.
Expliquer cela a la lumiére du critére de e) de ’exercice précédent.
INDICATION.— Un élément d’ordre 2 admet 1 et —1 comme valeurs propres,

il laisse done fixe un vecteur n de TH"N et une forme ¢ de son dual. et 'on

LA FIT \ansaa LT wera VO WU A r aaT AR ANIT Y T DLl laladud,

vérifie que ¢(p) # 0.

g) Représenter par un schéma (en forme de tableau) la dépendance des
S3 de GL(2,F3) en fonction des douze éléments de @ avec une discus-
sion sur les intersections respectives de deux &3 (porter en abscisse les
douze éléments d’ordre 2 et de déterminant —1, et en ordonnée les huit
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sous-groupes G3 répartis en deux classes de conjugaison sous 1’action de
GL(2,FF3). (Cf. exercice 0-A.6.24.)

0-A.6.27. Structure du groupe T'(2,F3). On verra dans cet exercice
que le groupe T(2,[F3) des matrices triangulaires (supérieures) d’ordre 2
a coeflicients dans F3 est isomorphe au produit direct &3 x Z/2Z, qui est
lui-méme isomorphe au groupe diédral Pg des isométries du plan qui con-
servent ’hexagone régulier. Les différents sous-groupes qui apparaitront
ci-dessous dans la représentation graphique du treillis associé seront exa-
minés, vu le contexte, d’un point de vue algébrique dans le groupe 7'(2, F3).
Ils sont en réalité mieux appréhendés dans la géométrie d’'un quelconque
motif du plan affine euclidien ayant le groupe @3 comme groupe de symé-
trielo.
a) Montrer que les applications qui a
a b

=3l
associent respectivement a,c et ac sont des homomorphismes de T'(2,F3)
dans le groupe multiplicatif F§ et que leurs noyaux sont les trois sous-
groupes d’ordre 6 de T'(2,F3). Un seul est cyclique et les deux autres sont
isomorphes a Ga.
INDICATION.— On pourra remarquer que —Id est le seul élément d’ordre
2 qui commute avec I'unique 3-Sylow, et se reporter aussi a l’exercice
précédent.
b) Vérifier que T'(2,F3) posséde trois 2-Sylow isomorphes & ¥4 et sept
éléments d’ordre 2. [Cf. 0-A.6.20, f).]
c) Montrer que T(2,F3) posséde sept sous-groupes distingués : les deux
triviaux, les trois sous-groupes d’ordre 6, le 3-Sylow et le centre {+Id}.
d) Montrer que T(2,F3) est produit direct de chacun des deux sous-groupes
G3 et de son centre (I’élément —Id n’est dans aucun S3). En déduire que
le groupe cyclique Z/3Z est le groupe dérivé de T(2,F3).
e) Montrer que deux sous-groupes “¥4 se coupent suivant le centre.

INDICATION.— Le centre est inclus dans un des 2-Sylow; comme il est

distingué, il est dans les trois 2-Sylow.
f\ Montrer que le 2-Svlow de Z./67. est

VARSIV AN 2 AL &TLI Y AVY NaL ddy NTald o \.‘.

g) Montrer qu'un 2-Sylow de GL(2 F3
coupent suivant un ¥y,

('D\

ng
J.‘.u 4 .

isti dans T(2, [F3
et un sous-groupe d’ordre 12 se

% Chacun de ces sous-groupes a une signification géométrique : ainsi, partant
de I'hexagone régulier, les trois sous-groupes Z/2Z x Z/2Z, par exemple, corres-
pondent chacun & 'un ou P'autre des trois rectangles « inscrits » dans ’hexagone
régulier. ..
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h) Dessiner le graphe du treillis des sous-groupes de T'(2,F3). Noter en
particulier que les 7 sous-groupes Z/2Z se répartissent en trois classes de
conjugaison sous l’action des automorphismes intérieurs. (Se rappeler que
les deux sous-groupes &3 sont distingués et que les quatre 2-Sylow sont
conjugués.)

Voici une représentation (plane) du treillis des sous-groupes de T'(2,F3).
Une autre est proposée plus loin. On reviendra par ailleurs sur I’examen
des sous-groupes de &3 x Z/2Z dans ’exercice 0-A.6.43.

T(2 IF3 63 XZ/ZZ

A //t\\

5, Z/6Z S,
AP
/’\»"
YALY/

7./27, & -~ Z/2Z ( > = ¥AY/

\\///
e

FIGURE 3

0-A.6.28. Le groupe des automorphismes de &3 X Z/2Z

a) Montrer que le groupe des automorphismes intérieurs de T'(2,F3) est
isomorphe a Sa.

b) Montrer que 'application

T = ["” g] — det(T)T = {8 “ZC]
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est un automorphisme extérieur de T7'(2,Fs3).

¢) En déduire que le groupe des automorphismes de T'(2,F3) s’identifie au
produit direct &3 x Z/2Z, c’est-a-dire & T(2,F3) lui-méme.

d) Montrer que les deux sous-groupes distingués &3 ne sont pas caracté-
ristiques.

e) Que peut-on dire d’un automorphisme qui laisse fixes tous les sous-
groupes de T(2,F3) ?

INDICATION.— Un tel automorphisme laisserait fixes tous les éiéments
d’ordre 2. Ces éléments engendrent le groupe, comme l'indique clairement
le graphe du treillis précédent. L’automorphisme est donc trivial.

Remarque. Le groupe Aut(G) des automorphismes d’un groupe G induit
une action sur le treillis des sous-groupes de . Le graphe du treillis peut

T(2,F3) ~ &3 x Z/27Z

FIGURE 4

donc parfois suggérer la présence d’automorphismes, comme dans le cas du
groupe de Klein ¥4 (cf. exercice 0-B.11.18), pour lequel le groupe des au-
tomorphismes s’identifie au groupe des isométries du triangle équilatéral.
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La méme constatation suggere les limites d’une représentation, dans le plan
ou P'espace, du treillis des sous-groupes de GG. Toute représentation dans
I’espace usuel du treillis des sous-groupes de T'(2,F3) présentera quelque
défaut. C’est le cas en particulier de la représentation ci-dessus du treillis
précédent. L’automorphisme extérieur qui permute les deux sous-groupes
&3 laisse fixe chacun des sous-groupes ¥4 (noter qu’un tel sous-groupe est
toujours constitué de £Id et =z, pour x d’ordre 2 de déterminant —1).

0-A.6.29. Les sous-groupes distingués de GL(2,F3). a) Montrer
que SL(2,F3) est le seul sous-groupe (distingué) d’indice 2.
INDICATION.— (C’est en effet le plus petit sous-groupe distingué de
GL(2,F3) dont le quotient est commutatif (cf. proposition 0-A.4.2.2).

b) Montrer qu’il n’y a aucun sous-groupe distingué de cardinal 3, 12 ou
16.

INDICATION.— Les sous-groupes de cardinal correspondant sont les 3-
Sylow et leurs normalisateurs, et les 2-Sylow.

¢} Montrer que le centre est le seul sous-groupe distingué d’ordre 2.
INDICATION.— Les éléments de % sont tous conjugués (cf. exercice 0-
A.6.24).

d) Montrer que le seul sous-groupe distingué d’ordre 8 est Hs.
INpicaTION.— Si H # Hg, alors H n’est pas dans SL(2,F3) (cf. exercice
0-A.6.13) et D’écriture SL(2,F3)-H/SL(2,F3) ~ H/SL(2,F3) N H (cf.
0.11.69) montre alors que H rencontre SL(2,F3) suivant un sous-groupe
(distingué) d’ordre 4, d’oll une contradiction.

e) Montrer qu’il n’y a pas de sous-groupe distingué d’ordre 6.
INDICATION.— On peut raisonner comme on vient de le faire dans la ques-
tion précédente, ou bien considérer dans un tel groupe un 3-Sylow.

f) Montrer qu'il n’y a pas dans le groupe GL(2,F3) de sous-groupe distin-
gué d’ordre 4.

INDicaTION.— Un tel sous-groupe ne peut contenir aucun élément de %
et ne posséde donc qu’un seul élément d’ordre 2, 4 savoir —Id. C’est donc
un Z/4Z. Or les éléments d’ordre 4 sont dans SL(2,F3) (cf. exercice 0-
A.6.21), et dans ce dernier groupe il n'y a pas de sous-groupe distingué
d’ordre 4.

g) En déduire que les seuls sous

2222 “'“—- - s Y

groupes distingués de GL(2,F3) sont

{Id} {zId} qui est le centre, Hg, SL(2,F3) qui est le groupe dérivé, et
enfin GL(2,F3) lui-méme.

0-A.6.30.. Soit ¢ : GL(2,F3) — (Z/3Z)* un homomorphisme de groupes.
Montrer que si ¢ n’est pas trivial, alors c’est le déterminant.
INDICATION.— Considérer Ker ¢ et utiliser I’exercice précédent.



102 LE GROUPE QUATERNIONIQUE §0-A

0-A.6.31. Les Sous-Groupes Z/8Z de GL(2,F3). a) Montrer qu'un
élément d’ordre 6 dans GL(2,F3) est nécessairement de déterminant égal
al

INDICATION.— Ecrire sur Fs que (X% —1) = (X% - 1)3. Si les valeurs
propres étaient distinctes, la matrice serait semblable & d et serait alors
d’ordre 2.

b) Montrer que dans GL(2,F3), il y a quatre sous-groupes Z/6Z, qui sont
conjugueés.

c) Montrer que dans GL(2,F3), il y a 12 éléments d’ordre &, et qu'’ils sont
tous de déterminant —1.

INDICATION.— Ces éléments partitionnent avec & le complémentaire de
SL(2,F3).

d) Montrer que M est d’ordre 8 dans GL(2,F3) si et seulement si det M =
—1 et tr M = x1. En déduire qu’il y a deux classes de conjugaison parmi les
éléments d’ordre 8, ayant chacune six éléments, et données respectivement
par les classes de similitude de

0 1 0 1
h1—[1 ]-:I et hg—I:l _1].
INDICATION.— Se souvenir que les éléments de & sont de trace nulle et que
si M n’est pas une homothétie, alors

0 —det M
M~ [1 tr M ] )

Pour montrer enfin que chaque classe contient six matrices, il suffit de re-
marquer que le centralisateur de h; contient au moins le groupe commutatif

Z /87 engendré par h: (et gu’en fait il lui est ncrnn

dij Odad “adgTiailel v pad seg \(TV YW Lal AL TV TR

e) Montrer que dans GL(2,F3), il y a trois sous-groupes isomorphes a
Z/8Z, conjugués sous 'action de GL(2,F3) et contenus chacun comme
sous-groupe distingué dans un des trois 2-Sylow. Dans chaque Z/8Z, il y
a quatre éléments d’ordre 8 dont deux sont semblables & h; et les deux
autres a hs.

f) Montrer qu'un 2-Sylow de GL(2,F3) s’écrit aussi comme produit semi-
direct interne de Z/8Z et d’'un Z/2Z bien choisi.

InpicaTION.— 11 suffit de trouver en dehors de Z/8Z un élément d’ordre
2. Mais dans un 2-Sylow de GL(2,F3), il y a cinq éléments d’ordre 2 (voir
plus bas Pexercice 0-A..6.36).

g) Y a-t-il un lien entre 'existence d’éléments d’ordre 8 dans GL(2,F3) et
le fait que le groupe multiplicatif du corps Fg & 9 éléments est cyclique ?

0-A.6.32. Soit G un groupe et ¥, et o deux automorphismes de G
d’ordre 2. On forme S; = G xg,Z/2Z pour i = 1,2. Montrer que si ®; et
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®, sont conjugués dans Aut(G), ou, autrement dit, s’il existe un automor-
phisme ¥ de G tel que &3 = ¥ o ®, 0 UL, alors les deux groupes S; et S,
sont isomorphes.

INDICATION.— Les groupes S; apparaissent comme conjugués dans le
groupe G X 4 Aut(G) (ol A est I’action évidente). Attention : on a

(e, T)-(9,8)(e, ¥7") = (U(g), o @0 T™Y),

ce qui permet TiTe

par:(g,®1) — (‘I’

0-A.6.33. Déterminer les classes de conjugaison des éléments d’ordre 2
dans le groupe G4, réalisé comme groupe des permutations de quatre élé-
ments ou bien comme PGL(2,F3).

InDICATION.— On trouve deux classes de conjugaison : celle de la transpo-
sition (12) qui contient six éléments et celle de (12)(34) qui contient trois
éléments. Elles correspondent respectivement aux classes des éléments d
et 7.

0-A.6.34. Ecrire un automorphisme extérieur d’ordre 2 de Hg.
INDICATION.— Par exemple la conjugaison 7 par d qui donne 7(i) = —i et

T(j) =

0-A.6.35. Sachant que Aut(SL(2,F3)) est isomorphe & G4, comparer les
deux groupes G; = SL(2,F3) x $,Z/2Z, ou ®; est un automorphisme
d’ordre 2 appartenant a l'une ou ’autre des classes de conjugaison des
éléments d’ordre 2 de G&4.

INDICATION.— IIS ne sont pas isomorphes : si ®; est extérieur, le groupe est
isomorphe & GL(2,F3) qui contient treize éléments d’ordre 2. Par contre,
avec ®5 donné par exemple par la conjugaison T par i, on trouve sept
éléments d’ordre 2. (Le calcul de ceux-ci revient & déterminer les z €
SL(2,F3) tels que z-7(z) = Id, c’est-a-dire izi ! = 2~1. Si

0-A.6.36. Comparer les deux groupes S; = Hg x;Z/2Z fabriqués a partir
de I'une ou l'autre des classes d’automorphismes d’ordre 2 du groupe Hs.
INDICATION.-— La non plus, les groupes qu’on obtient ne sont pas iso-
morphes. Dans un cas, on obtient un 2-Sylow de GL(2,F3) qui, d’aprés
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un calcul analogue a celui de l'exercice précédent, mais avec 1'automor-
phisme donné par la conjugaison par d, a cinq éléments d’ordre 2 (la con-
dition dzd~! = 7! impose aux termes diagonaux de x d’étre égaux, et
donne dans Hg quatre matrices). Dans 'autre cas, le méme type de calcul,
avec cette fois I’automorphisme défini par la conjugaison par 4, donne sept
(= 6+ 1) éléments d’ordre 2.

0-A.6.37. Existe-t-il dans GL(2,F3) des sous-groupes isomorphes au
groupe Z/4Z x Z/2Z, ou bien au groupe Z/27Z x Z/2Z x Z/2Z, ou en-
fin au groupe diédral 4 qui a lui aussi huit éléments 7

INDICATION.— Ces groupes devraient, s’ils existaient, étre dans I'un ou
lautre des 2-Sylow. Dans Z/2Z x Z/2Z x Z/2Z, il y a trop d’éléments

d’ordre 2 (en fait, sept). Par contre, il y a un %4 (unique) dans chaque
2-Sylow de GL(2, IF'3). Ce qui milite en faveur de I’existence d’un tel sous-
groupe, c’est que dans un %y il y a exactement cinq éléments d’ordre 2 (cf.
exercice 0-B.11.12). Si, en effet, on considere le sous-groupe engendré par
les éléments d’ordre 2 d’un 2-Sylow de GL(2, F3), on trouve un sous-groupe

d’ordre 8 Comme exemple :

01
+ + + .
{+_Id,_d,_ [1 0] ,_z} ;

on obtient apparemment un sous-groupe!* @y. Il en résulte d’ailleurs que
la suite exacte

{Id} - Z/2Z — Hg x$Z/2Z — D4 — {e},

qui correspond & l’homomorphisme qui applique un 2-Sylow de GL(2,

..... I Qi lvr An n'a nag da anntinn At hamamarnhicma A
Dul u.u a—uy 1UYyY UG \.J4, J.J. Lo’ pab uc pouuluill q_u.x DU]U u.u. uUlLlUlu.UlpulD I1C U

groupes, vu que tous les éléments d’ordre 2 sont dans @;.

Pour le dernier cas, il faudrait un élément d’ordre 2 dans @ qui commu-
terait avec un élément d’ordre 4. Mais I'un est diagonalisable sur F3 et
I’autre pas (juste semi-simple).

)

0-A.6.38. Les six sous-groupes ¥4 de GL(2,F3). a) Montrer qu’un

sous-groupe d’ordre 4 de GL(2,F3) non contenu dans le sous-groupe
SI(9 Tﬁ‘n\ rencontre ce dernier sunivant {+Id1

s A Sy BWEATRALAVE Y WA AL AR Ry T

INDICATION.—— Utiliser 0.11.69 et le fait qu’il n’y a qu’un sous-groupe
d’ordre 2 dans SL(2,F3).

b) Montrer que le sous-groupe de GL(2,F3) engendré par —Id et un quel-
conque élément de @ est isomorphe 4 V4. En déduire qu'il y a dans
GL(2,F3) six sous-groupes isomorphes & V4 = Z/2Z x Z/2Z.

1 On notera qu'il s’agit exactement du groupe orthogonal O(2,F3).
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INDICATION.— Se rappeler qu’il existe douze éléments dans & et pas de
sous-groupe ¥4 dans SL(2,[F3).

c) Montrer que chaque 2-Sylow de GL(2,F3) contient deux sous-groupes
isomorphes a “¥/4.

INDICATION.— Il y a quatre éléments de & dans chaque 2-Sylow.

d) Montrer que GL(2, F3) opére transitivement sur ses six sous-groupes "y,
et que le normalisateur d’'un quelconque ¥4 d’un 2-Sylow S de GL(2, F3)
est le groupe diédral %4 contenu dans S.

INDICATION.— La transitivité découle, par exemple, du fait que les élé-
ments de & sont conjugués. Le normalisateur d’un sous-groupe ¥, est
donc un sous-groupe d’ordre 8 qui ne peut étre ni Z/8Z, ni Hg, vu que ces
derniers groupes n’ont pas de sous-groupe isomorphe a “¥4. C’est donc un
groupe @, (cf. exercice précédent). Le fait que le normalisateur est dans
S résulte de ce que deux 2-Sylow se coupent suivant Hg.

0-A.6.39. Groupe dérivé d’un 2-Sylow. Montrer que les trois sous-
groupes (distingués) d’ordre 8 d'un 2-Sylow S de GL(2,F3) se coupent
suivant un groupe isomorphe a Z/4Z qui n'est autre que le groupe dérivé
de S.

INDICATION.— Il s’agit des sous-groupes Hg, de Z/8Z, et enfin de 94. Soit
alors H le sous-groupe HgN%y4. C’est un sous-groupe & quatre éléments (cf.
0.11.69) qui est obligatoirement un Z/4Z. Le quotient de S par H est un
groupe & quatre éléments, donc commutatif. Il s’ensuit que H contient le
sous-groupe dérivé de S. Ce dernier ne peut étre d’ordre 2, car le quotient
de S par son seul sous-groupe distingué d’ordre 2 (qui est son centre, cf.
exercice 0-A.6.7) n’est pas commutatif (le quotient de S par {tId} est
un 2-Sylow de PGL(2,F3), c’est donc un &, vu I'exercice 0-B.11.12).
Maintenant H est contenu obligatoirement dans Z/8Z, car le quotient de
S par ce dernier est commutatif.

0-A.6.40. Le treillis des sous-groupes d’un 2-Sylow de GL(2,F3)
a) Montrer qu’il y a, dans un 2-Sylow S de GL{2,F3), quinze sous-groupes,
dont cing sont isomorphes 4 Z/2Z, deux 4 ¥4, trois a Z /4Z, et trois, d’ordre
8, sont isomorphes respectivement & Hg, Z / 8Z et Dy.

b) Montrer que les deux sous-groupes Z/4Z différents du groupe dérivé
sont conjugués dans S. Montrer qu'il en est de méme des deux sous-groupes
Z/2Z x L/2Z.

INDICATION.— Le groupe (cyclique) Z/8Z et le groupe &, ne contiennent
qu’un seul Z/4Z (cf. 0-B.11.13). Dans le groupe S, il s’agit d’aprés ’exer-
cice précédent du groupe dérivé de S. Si 'un des autres Z/4Z était distin-
gué, son produit interne par 'un des deux Z/2Z x Z/2Z serait un sous-
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groupe d’ordre 8, qui ne peut étre Hg non plus! On raisonne de méme
pour montrer qu'un Z/2Z x Z/2Z ne peut étre distingué dans le groupe
S.

¢) Dessiner le graphe du treillis des sous-groupes d'un 2-Sylow de
GL(2,Fs).

On trouve

Z/AZ

FIGURE 5

0-A.6.41. a) Montrer que deux sous-groupes de GL(2,F3) isomorphes a
%4 se coupent suivant le centre.

INDICATION.— L’intersection est contenue dans ’'intersection des deux 2-
Sylow attachés respectivement a chacun des deux 9, elle est donc dans
Hg. Par ailleurs, comme les Z/4Z sont conjugués, chacun est dans un seul

Ob. [vair la oranhe nrérddant) Tlintarcantinan na nont dane atre 'an d’eny
&4 | vULL 1C Blapiil PIOLCUCIIV ). L LIVCIo00LIULL LIC pPOURL WULIC CLIT 1 Uil U TuA.

b) Montrer que l'intersection d’un %4 et d’un sous-groupe  douze éléments
est un “¥4.

inpicATION.— On peut supposer le %@y égal & O(2,F3) (cf. exercice 0-
A.6.37). Utiliser alors le fait qu’'une matrice orthogonale qui laisse in-
variant une droite laisse invariant son orthogonal par rapport a la forme
quadratique (z,y) — 22 + 32 définie sur F3. Se reporter enfin & l’exercice
0-A.6.20.

c) Montrer que 'intersection d’un @, et d’un S3 est toujours un des douze
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Z/2Z différents du centre. En déduire qu'il en est de méme de I'intersection
d’un &3 et d’un 2-Sylow.

INDICATION.— Inclure le &3 dans un sous-groupe & 12 éléments et utiliser
la question précédente pour se ramener 4 examiner I'intersection d’un ¥4
et d'un S3 contenus dans un méme sous-groupe & 12 éléments. On peut
aussi utiliser 'interprétation des sous-groupes G3 donnée dans l'exercice
0-A.6.25 et procéder comme dans la question précédente.

d) Fixons un ¥4. Montrer que son intersection avec quatre des S3 est I'un
des douze Z/2Z (différents du centre) et que son intersection avec chacun
des quatre S restants est réduite & {Id}. Noter aussi que les &3 de chacun
des deux quadruplets ainsi définis se répartissent également entre les deux
classes de conjugaison des sous-groupes G3.

e) Montrer enfin qu'un méme &3 ne rencontre que trois des six V4. Il s’agit
plus précisément de ceux qui sont contenus dans son normalisateur.

0-A.6.42. La configuration cubique dans les sous-groupes de
GL(2,F3). a) Montrer qu’il y a (sauf erreur) dans GL(2,F3) cinquante-
cing sous-groupes.

b) Montrer que si 'on note Ty, Ts, T3 et T4 les quatre sous-groupes d’ordre
12, et que 'on choisit d’indexer au moyen des six transpositions de quatre
éléments les six sous-groupes V4, on peut faire en sorte que le groupe T;
contienne les trois sous-groupes V4 indexés par les trois transpositions qui
ne laissent pas i fixe. Par exemple, si i = 2, les trois sous-groupes ¥4 de
T sont indexés par (12),(23) et (24). Montrer alors qu’on peut indexer
par les trois produits de deux transpositions (& supports disjoints) les trois
sous-groupes ¥, de telle sorte que le sous-groupe Dy, indexé par exemple
par (14)(23), contienne (exactement) les deux "4 indexés par (14) et (23).
c) En cherchant & exhiber les relations d’incidence entre les sous-groupes
de GL(2,F3), on tombe sur une configuration cubique qui régit les sous-
groupes qui ne sont pas dans SL(2,F3). Il s’agit des quatre sous-groupes
d’ordre 12, des trois @4 (respectivement Z/8Z et 2-Sylow), des huit &3, des
six ¥4 et enfin des douze Z/2Z. Sil’on nomme en effet A, B,C, D, A’, B', C'
et I a la fois les huit sous-groupes S3 et les huit sommets du cube,
les quatre grandes diagonales AC’, BD', CA’ et DB’ correspondent aux

guatre sous-groupes d’ordre 12. On note au passage que chacun de ces

qretvi T U /AU L ALRRL 22V G PR 8S =T ULlaS.222 AT

sous-groupes contient deux sous-groupes &3, de méme que chaque grande
diagonale contient deux sommets.

Vérifier aussi que les six sous-groupes V4 correspondent aux six plans
ABC'D', ACA'C',...,CDA’B' engendrés par les paires de (grandes) dia-
gonales. Noter qu’on lit dans cette correspondance le fait que chaque sous-
groupe d’ordre 12 contient deux V4.
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Qu’est-ce qui correspond aux trois sous-groupes %y ?

InpicaTION.— 1l s’agit des trois axes centraux. Ici les relations d’incidence
sont renversées : chaque sous-groupe &, contient deux ¥4, et chaque axe
central est l'intersection de deux plans de diagonales.

Enfin, les douze sous-groupes Z/2Z considérés correspondent aux douze
arétes du cube, et I'on vérifie que les trois sous-groupes Z/27Z d'un méme
&3 se trouvent indexés de la méme fagon que les trois arétes qui s’articulent
& un méme sommet. Ainsi, a titre d’exemple, le sous-groupe Z/2Z indexé
par AD est contenu dans le ¥4 indexé par ADC’'B’, mais aussi dans les
deux G3 indexés par A et D.

d) Vérifier les différents résultats sur les relations d’incidence entre ces
différents sous-groupes de GL(2,F3), notamment ceux qui apparaissaient
dans ’exercice précédent !

e) Le groupe &4 des isométries directes du cube opére transitivement sur
les huit sommets, alors que le groupe &4 des automorphismes intérieurs de
GL(2,F3) a deux orbites sur les huit sous-groupes G3. Comment s’explique
cet apparent paradoxe ?

INpICATION.— On renvoie pour cela a l'exercice suivanti?, et 1’on se con-
tente de justifier ici le fait que les isométries directes agissent transitive-
ment sur les sommets : la rotation d’angle 27/3 suivant la grande diago-
nale AC’ et la rotation d’angle /2 suivant I’axe perpendiculaire & la face
ABA’'B’ devraient suffire (avec leurs composées) pour transporter A en
tous les sommets [voir d’ailleurs ’exercice 0-A.6.14, d)].

0-A.6.43. Le groupe &,, XZ/2Z. a) Montrer qu’il y a deux plongements
du groupe &,, dans le groupe &, x Z/ 27.
INDICATION.— Si @ . Dn — Un X Ja/ 2Z est un tel plO
la composée pro oy : &, — Z/2Z (cf. exercice 0.11.14).
b) Vérifier aussi le résultat dans le treillis du groupe 7'(2,F3) (cf. exercice
0-A.6.27).

c¢) Quels sont les deux sous-groupes &4 du groupe des automorphismes de
GL(2,F3)?

INDICATION.— On trouve d'une part le sous-groupe des automorphismes
intérieurs, et d’autre part le sous-groupe formé des automorphismes x —
gzg~! pour det(g) =1 et z — det(z)grg~! pour det(g) = —1 [cf. exercice
0.11.12, e)].

d) Montrer qu'un seul de ces deux sous-groupes &4 opére transitivement
sur les huit sous-groupes &3 de GL(2,F3).

InpicaTION.— Il suffit, vu la premiére question de I'exercice suivant, de
¥ p q b

- P T
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2 1’idée & 'origine de 'explication de ce paradoxe est due & A. Arabia.
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vérifier que 'automorphisme z — det(x)dzd™! conjugue les deux sous-
groupes G3 de T(2,F3) (cf exercice 0-A.6.28), ce qui est aisé.

e) Montrer que, dans l'identification du groupe des automorphismes de
GL(2,F3) et du groupe des isométries du cube (de la configuration ren-
contrée dans 1’exercice précédent), le sous-groupe des automorphismes in-
térieurs et le sous-groupe des isométries directes ne se correspondent pas,
mais donnent plutot des réalisations de l'un et 1’autre des deux sous-
groupes &4 de &4 x Z/2Z. Ceci léve le mystere & propos du paradoxe
de I'exercice précédent et y trouve une justification.

f) Montrer que les seuls sous-groupes d’indice deux de &,, x Z/2Z sont
donnés par les deux sous-groupes &, précédents et par le sous-groupe
A, X ZJ/27Z.

INDICATION.— Le groupe dérivé de G,, x Z/27Z est clairement 2, x {0}
(cf exercices 0.11.20 et 0-B.11.14). Le quotient est un groupe & quatre
éléments qui n’est pas Z/4Z d’aprés la question précédente. Utiliser alors
le fait que le groupe ¥4 n’a que trois sous-groupes non triviaux.

g) Montrer que tout sous-groupe de &,, x Z/2Z qui n’est pas un produit
H x Z/2Z pour H C S, est contenu dans 'un ou 'autre des deux sous-
groupes G,,.

INDICATION.— Si dans le sous-groupe il y a (hg,0) et (hg,1), il y a alors
I'élément (Id, 1).

0-A.6.44. a) Montrer que le groupe SL(2,F3) a deux orbites sur les huit
sous-groupes S3 de GL(2,F3).

INDICATION.— Le normalisateur d’'un &3 n’est autre qu’un sous-groupe
4 douze éléments, et un tel sous-groupe rencontre SL(2,I3) suivant un
sous-groupe LZ/’t’iZ } d’indice quatre.

b) Montrer que le sous-groupe ¥4 de &4 apparait comme le sous-groupe
(distingué) des automorphismes intérieurs de GL(2,F3) qui laissent inva-
riants les trois 2-Sylows.

c¢) Que peut-on dire d’un automorphisme intérieur qui laisse invariants les
trois sous-groupes %, 7

d) Que peut-on dire d’un automorphisme intérieur qui laisse invariants les
six sous-groupes ¥4 de GL(2,F3) ?

InpicaTION.— Il est trivial, car l'intersection de leurs normalisateur

sont les sous-groupes &) est réduite au centre (cf. exercice 0-A.6.41).

e) Montrer que I'automorphisme extérieur ® de GL(2,F3) donné par M —
®(M) = det(M)M laisse invariants les trois 2-Sylow. Quels sont tous les
autres automorphismes ayant cette propriété 7

INDIcATION.— Etant d’ordre 2, il laisse invariant au moins 'un des trois;
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il commute par ailleurs avec les automorphismes intérieurs qui agissent
transitivement sur les trois.

f) Montrer qu'un automorphisme intérieur qui laisse invariants les 3-Sylow
est trivial. En déduire que & est le seul automorphisme non trivial de
GL(2,F3) qui laisse invariants les 3-Sylow.

INDICATION.— Les sous-groupes d’ordre 12 se coupent suivant le centre de
GL(2,F3). Pour la question suivante, remarquer que les 3-Sylow qui sont
dans SL(2,F3) sont invariants par @, et que la composée de 1'automor-
phisme non trivial considéré et de ® est donc un automorphisme intérieur
qui laisse encore invariants les 3-Sylow.

g) Déterminer les automorphismes de GL(2, F3) qui laissent invariant un
S3 donné.

INDICATION.— Les automorphismes intérieurs forment un groupe iso-
morphe au quotient par son centre du sous-groupe Tp a douze éléments
contenant le &3 donné. 1l s’agit donc d’un groupe isomorphe 4 S3. Mainte-
nant, un automorphisme extérieur ne peut laisser invariant le sous-groupe
S3 considéré, car composé avec ®, il donnerait un automorphisme inté-
rieur qui conjuguerait les deux sous-groupes G3 de Tp, ce qui contredit les
résultats de ’exercice 0-A.6.26.

h) Déterminer les isométries du cube qui laissent fixe l'un de ses sommets.
Comparer avec la question précédente.

INDICATION.— Celles qui sont directes forment un sous-groupe isomorphe
a Z/3Z; il est facile de vérifier que ces isométries induisent sur les quatre
grandes diagonales des permutations paires. Par ailleurs, une isométrie in-
directe laissant le sommet A fixe est la composée d’une isométrie directe
qui envoie le sommet A en (autre extrémité) C’ (de la grande diagonale

passant par A) et de la symétrie so par rapport au centre. Les isométries

directes qui envoient A sur C’ sont toutes obtenues & partir de I'une d’elles
en composant d’abord avec celles qui fixent A. Une isométrie directe qui
envoie A sur C’ induit sur les grandes diagonales une permutation im-
paire, comme on peut le vérifier en se contentant d’un seul exemple. L’en-
semble des isométries directes qui laissent invariante la diagonale AC’ est
un groupe S3, et le groupe qui nous intéresse est obtenu a partir de celui-ci
en considérant les o et les ¢ o sg, suivant que o est paire ou impaire (voir
I'exercice précédent). Lu dans GL(2,F3), ceci s’exprime donc par le fait
que les automorphismes qui laissent un sous-groupe &3 invariant sont tous
intérieurs. (On aura relevé, au passage, que I’automorphisme ® correspond
dans la configuration cubique a la symétrie par rapport au centre.)

i) Déterminer les isométries du cube qui laissent invariant un des trois axes
centraux, et ce en regardant dans GL(2,F3).

INDICATION.— D’une part, 'automorphisme ® laisse les &, invariants, et,
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d’autre part, le quotient d’un 2-Sylow par son centre est isomorphe & %,.
On trouve un groupe isomorphe & @4 x Z/2Z.

0-A.6.45. Les carrés dans SL(2,F3) et dans GL(2,F3). a) Montrer

qu’il y a dix carrés dans SL(2,F3), a savoir {£Id} et les éléments d’ordre

3.

b) Montrer qu’il y a seize carrés dans GL(2,F3), & savoir les précédents et

tous les éléments d’ordre 4. !
-1

INDICATION.— On pourra écrire X2 = M avec M semblable & [ 1 ol

M n’est pas scalaire, ou bien discuter suivant 'ordre de X dans GL(2,F3).

0-A.6.46. a) Calculer le nombre d’orbites de Hg sur ’ensemble & des
projecteurs non triviaux (de rang 1) de M(2,F3).

Inp1CATION.— Le groupe SL(2,F3) opére transitivement sur &; le centra-
lisateur de chacun des douze éléments de & (tous semblables & la matrice
po = [1) g ) est réduit & {*Id} C Hg. Chaque orbite de Hg contient donc
quatre éléments, et ’on a donc trois orbites.

b) Sachant qu’il y a une correspondance bijective entre les éléments de
P et les couples ordonnés de droites distinctes de F%, donnée par p
(Im p, Ker p), préciser ’orbite sous 'action de Hg du projecteur p associé
& deux droites D); et D; distinctes.

INDICATION.— Remarquer que si p est associé & (D;, D;), alors gpg™' est
associé & (gD;, gD;). Déterminer ensuite ’orbite du projecteur pg, et uti-
liser enfin le fait que Hg est distingué. On trouve alors que l'orbite de
(Di, Dj) est

D,

{(D;, D;),(D;, D;), (Dy )
Ly \ g [ IRN L L

(D, D)1
i’ ’ k]

7 ]

D;, D;, Dg, D; étant les quatre droites de IF'%

¢) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur les projecteurs
non triviaux p; et ps pour qu’il existe deux éléments X et Y conjugués
dans SL(2,F3) tels que Xp X1 =YpY L

INDICATION.— Kcrire X = AB et Y = BA et utiliser le fait que tout
élément de Hg est un commutateur; faire enfin appel au b) ci-dessus.

d) Montrer que & a une structure naturelle de groupe isomorphe a 24
pour laquelle py est ’élément neutre.

INDICATION.— Identifier & & PSL(2,F3).
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0-A.6.47. a) Montrer que le groupe Hg a deux orbites sur ’ensemble des
matrices nilpotentes non nulles dans M(2, F3), orbites qui sont les mémes
que celles du groupe SL(2,F3).

INpicATION.— Commencer par celles de SL(2,F3), sachant qu’une matrice
nilpotente non nulle est semblable & n = 8 (1) . Le centralisateur d’une
telle matrice est un groupe commutatif!? a six éléments; c’est donc Z/6Z,
qui est dans SL(2,F3) et qui coupe Hg suivant deux éléments.

b) Quel rapport y a-t-il avec les classes de conjugaison des éléments d’ordre
3 dans SL(2,F3) ?

INDICATION.— La somme d’une matrice nilpotente non nulle et de I'iden-
tité est un élément d’ordre 3 de SL(2,F3). On peut donc retrouver le

résultat ci-dessus vu 'exercice 0-A .6.11.

PR e d¥ ¥ LY

c) Remarquer alors que n et 2n sont dans deux orbites différentes.
d) Quand GL(2,F3) opére transitivement sur les huit matrices nilpotentes
non triviales, les stabilisateurs sont les quatre sous-groupes conjugués
Z /6Z, une matrice et son double ayant le méme centralisateur. En déduire
que si une matrice de GL(2,F3) commute avec trois matrices nilpotentes
non nulles, elle est scalaire.
INDICATION.— Deux sous-groupes d’ordre 6 se coupent suivant {+Id}.
e) Retrouver le résultat directement.
INDICATION.— Ecrire un élément commutant any; + 8 = 4yng + §; alors
B = 6 par un argument de trace. Conclure sachant que n; et np ont été
choisies linéairement indépendantes.

0-A.6.48. a) Montrer que, si F est un sous-espace de M(3,R) tel que
F — {0} soit inclus dans GL(3,R), alors F' est de dimension 1.

b) Montrer qu’il existe dans M (2,R) des plans P tels que P — {0} soit un
sous-groupe de GL(2,R).

INDICATION.— Penser a la réalisation matricielle des nombres complexes.
c¢) Déterminer tous les plans de M(2,F3) tels que P — {0} soit un sous-
groupe de GL(2,F3).

INDICATION.— Un plan contient 9 éléments. Les sous-groupes de GL(2,F3)
qui doivent appara.itre sont d’ordre 8. Comme le plan contient l'identité,

4 ey Lotirant Aanmrmtitoant wSanla lag +raie aatic aralinac 7/ 7

ICD IMatrices qu:. ‘y u.guu:.ub CUILILLIIULTLLIU,. eSS 1T858 Uo1S DUUDTRLUUPCD 24f Ulu
sont commutatifs parmi les sous-groupes d’ordre 8 de GL(2,F3). On ob-
tient ainsi trois réalisations matricielles du corps Fy a neuf éléments dans

13 Si ’on ne veut effectuer aucun calcul : c’est Pensemble des polyndmes en n, vu
que le polynéme minimal de n est égal & son polyndme caractéristique (sic).
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M(2,F3), réalisations données respectivement par les ensembles des ma-

trices
a b
—bal’

(cf. exercice 0-A.6.31). On vérifiera que les formes quadratiques que dé-
finissent les déterminants de ces matrices sont toutes de discriminant 1 et
sont donc définies (cf. exercice 0-A.6.41).

d) Comment s’écrit I’automorphisme de Frobenius z — z3 de Fg dans
chacune des réalisations matricielles précédentes 7

INDICATION.— Le n]nq q1mn]n clest d’effectuer le caleul et de constater

AINLsANJaa L ANAIN

que l’automorphlsme de Frobemus coincide dans chaque réalisation avec
I’'application qui & une matrice M associe sa comatrice M. On peut cepen-
dant procéder autrement en remarquant que, dans une réalisation fixée de
Fg, I'application M +— M est bien un automorphisme (les groupes Z/8Z
sont commutatifs) dont les points fixes sont les éléments du corps F3. Clest
donc 'élément non trivial du groupe de Galois de Fg sur F3.

e) En déduire que les éléments M de GL(2,F3) qui vérifient M4 =
det(M)Id sont exactement les 20 éléments qui se trouvent dans la réunion
des trois sous-groupes Z/8Z.

INDICATION.— Se ramener & examiner la situation dans les trois 2-Sylow,
en séparant les cas det(M) =1 et det(M) = —1.

a b
ba+bd

a+b b
b a

0-A.6.49. (Patchwork). On rassemble ici quelques résultats que le lec-
teur a sans doute déja pressentis, voire méme établis. Ces résultats auraient

n ﬁo‘nror T\]'I‘IQ hant. narmi ]DQ evercices f'"l'l Luivent ]D ~OTNS f“ll l‘]’lﬁr\lfl"ﬁ 0

P Jpravas palAilaVy priRd Raii AU LAaTA VALVIE YL Hilad ¥V vaAal 4V LWL i e VaAdpra va v Sy

et servir parfois & mieux les comprendre. On saura (entre autres), grice au
présent exercice, que dans un groupe G de cardinal n = p®m ol le nombre
premier p ne divise pas m (et oll a est supérieur ou égal a 1, évidemment),
il existe des sous-groupes de cardinal p", avecr =1,..., 0.

a) Rappeler pourquoi I'ensemble des points fixes de 'action de H sur G/H
induite par celle de G sur I'espace homogeéne G/H est en correspondance
bijective avec le quotient Ng(H)/H. (Cf. exercice 0.11.2.)

b} Montrer que deux p-Sylow différents d’un groupe G ont des normali-
sateurs différents. En déduire que le normalisateur d’un p-Sylow est son
propre normalisateur.

INDICATION.— Utiliser 0.11.5 et 0.11.1.

¢) Il n’existe donc pas, dans le groupe G, de sous-groupe contenant le
normalisateur d'un p-Sylow comme sous-groupe d’indice 2. Comment ap-
pliquer cela pour retrouver le fait (déja constaté) que SL(2,F3) n’a pas
de sous-groupe d’ordre 127 (Attention, le groupe GL(2,F3) a bien un
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sous-groupe d’ordre 24, mais qui ne contient aucun des normalisateurs des
3-Sylow !)

d) Dessiner le graphe du treillis des sous-groupes de Z/20Z. Constater, en
répartissant les éléments de Z/nZ suivant leur ordre, que l'identité

d|n
ol p(d) est 'indicateur d’Euler de 'entier d, correspond a l’existence et a
P’unicité, pour tout diviseur d de n, d’un sous-groupe (cyclique) de Z/nZ
? 3

d’ordre d.

e) Montrer que dans tout p-groupe (non trivial) il existe au moins un
sous-groupe d’ordre p.

INpicaTiON.— Considérer le sous-groupe (cyclique) engendré par un élé-
ment non trivial.

f) Montrer que le centre d’'un p-groupe S (non trivial) est non réduit a
{e}.

INDICATION.— Faire opérer S sur lui-méme par conjugaison : toutes les
classes de conjugaison ont pour cardinal une puissance de p, et il y en a
déja une (celle de e) qui est réduite & un seul élément; elle ne peut étre la
seule.

g) Soit H un sous-groupe du p-groupe S, d’ordre p". Montrer qu’il existe,
dans le groupe S, au moins un sous-groupe K contenant H et d’ordre p"*!.
InDICATION.— Faire opérer H sur S/H, pour prouver que le groupe
Ng(H)/H n’est pas trivial. Y considérer alors un sous-groupe d’ordre
p, pour revenir ensuite dans S.

h) Noter que le groupe K peut donc étre choisi de sorte que H y soit
distingué.

i) Montrer que sur tout p-groupe, il exite un homomorphisme non trivial
4 valeurs dans le groupe additif Z/pZ.

Th'l'l‘\'l’{‘ AMY N Dt\mﬂ'ﬂ‘l'lﬂ" Fahhl 1] nvlal-a 2 & | ‘I"\C‘ " OM o
LINLILCALINVIN, Lt lilalyuTcl \.lu 11l CAJOULL b ulULl.J.b.‘J uil ouvuwoT g

p, et qu’un tel sous-groupe est nécessairement distingué, vu la question
précédente [voir aussi I’exercice 0.11.10, b)].

j) Montrer que tout groupe d’ordre p? est commutatif.

k) Montrer enfin que lorsque H est un sous-groupe distingué dans un
groupe G, le groupe quotient G/H peut se lire aussi comme le quotient
Ng(P)/Ng(P) du normalisateur dans G d’un p-Sylow P de H par le
normalisateur de P dans H.

INDICATION.— Remarquer que 'on a G = H-N¢(P).

0-A.6.50. Les 5 groupes d’ordre 18. Il existe a4 isomorphisme pres
cinq groupes d’ordre 18, dont deux, & savoir Z/9Z x Z/2Z et Z/6Z x Z/3Z,
sont commutatifs. Un tel groupe posséde un unique 3-Sylow et s’écrit donc
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comme produit semi-direct d’un groupe d’ordre 9 par Z/2Z. Nous allons en
fait, dans cet exercice, produire cinq groupes non commutatifs d’ordre 18,
et déterminer parmi eux ceux qui sont isomorphes. On y vérifiera également
le graphe suivant du treillis des sous-groupes du produit &3 x Z/3Z

\2/32 « Z/3Z

{1}

FIGURE 6

a) Montrer qu’il existe un seul sous-groupe d’ordre 3 dans le groupe des
automorphismes de ©3.

b) Montrer que le groupe des automorphismes de Z/9Z a un seul sous-
groupe d’ordre 2.

¢) Montrer que le groupe des automorphismes de Z/3Z x Z/3Z a deux
classes de conjugaison de sous-groupes d’ordre 2.

INDICATION.— T.e groupe des automorphismes en question est précisément
le groupe GL(2,F3).

d) Les quatre produits semi-directs d’ordre 18 ainsi exhibés, joints au
prodult direct Gd X 2 /iuzu sont les Cxﬂq groupes noi commutatifs dont il
est question. Constater que, parmi les cing, trois sont isomorphes.
INDICATION.— Dresser le treillis des sous-groupes du produit direct &3 x
Z/3Z : on trouvera, comme représenté dans le graphe ci-dessus, trois 2-
Sylow d’ordre 2, et donc un seul sous-groupe &3. Le 3-Sylow est donné
par le groupe Z/3Z x Z/3Z, qui contient quatre sous-groupes Z/3Z (le
plan sur F, contient (g + 1) droites passant par l'origine). Il y a enfin
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trois sous-groupes Z/6Z, qui apparaissent comme les trois normalisateurs
des 2-Sylow et qui se coupent deux & deux suivant le sous-groupe {Id} x
Z/3Z. Le groupe &3 x Z/3Z contient quatre sous-groupes distingués non
triviaux, dont deux sont des Z/3Z (aucun des deux autres Z/3Z ne peut
étre distingué, car sinon son produit semi-direct avec I'un des Z/27 serait
d’ordre 6 et le contiendrait, ce qui n’est pas).
Lire alors le groupe G3xZ/3Z comme produit semi-direct de S3 et de Z/3Z
pour I’action définie par a), et comme produit semi-direct de Z/3Z x Z /3Z
par Z/2Z pour 'action définie par I’automorphisme induit par I'un des
douze éléments d’ordre 2 non centraux, soit par exemple I’élément
2 0]
01|’

ou encore ’élément

01

L 10}’
de GL(2,Fs).

e) Comparer enfin les deux produits semi-directs G; = (Z/3Z x Z/3Z) x;
&3, ou le groupe G3 est dans 'une ou ’autre des classes de conjugaison
des sous-groupes G3 de GL(2,F3), ce dernier étant identifié au groupe des

automorphismes de Z/3Z x Z/3Z.
InDICATION.— Calculer les centres ou voir 1’exercice suivant.

Remarque. Le groupe (Z/3Z x Z/3Z) X 4 Z/2Z ou l'action est donnée
par I’automorphisme (z,y) — (y, z) est donc isomorphe & &3 x Z/3Z. Ce
groupe est un cas particulier des groupes qui sont des produits en couronne
{« wreath-product », en anglais)i4. Ces derniers se rencontrent notamment
lors de I’examen des sous-groupes de Sylow de &,,; ainsi, les 2-Sylow de Gg,

par exemple, qui sont d’ordre 128, sont isomorphes au produit en couronne
(@4 X @4) XA Z/2Z.

0-A.6.51. Le groupe U(3,Fg). a) Montrer que le produit semi-direct
5

de Z/pZ x Z/pZ par son groupe d’automorphismes?® est isomorphe a l'en-

14 Un groupe produit en couronne est un produit semi-direct de G x G x -+ x G
{n fois) et d’un sous-groupe de &,, agissant en permutant les facteurs.
!* Le produit semi-direct d’un groupe G par son groupe Aut(G) est appelé
I’holomorphe de G. C’est aussi un exercice que de vérifier que le groupe G4 est
isomorphe 3 ’holomorphe du groupe de Klein (cf. exercice 0-B.11.18).
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semble des matrices inversibles (& coefficients dans Fy) de la forme

a b x
cdy
001

INnDICATION.— Le groupe des automorphismes du groupe additif Z/pZ x
Z/pZ est donné par GL(2,F,) que I'on plonge dans GL(3,F3) par
MO
M- [ 0 1 } '
b) En déduire que les deux groupes G et G2 & 54 éléments qui apparaissent
dans la question e) de l'exercice précédent peuvent se décrire comme les
sous-groupes de GL(3,F3) formés respectivement des matrices

e bz 1bz
01ly et des matrices Oa vy,
001 001

ou le scalaire a est évidemment non nul. Vérifier que le 3-Sylow de I'un
comme de I’autre est donné par le groupe U(3,F3) des matrices unipotentes
supérieures.

c¢) Le centre du groupe U(3,F3) est non trivial [cf. exercice 0-A.6.49, f)].
Le calculer. En déduire que le centre de G est trivial alors que celui de
G2 ne Dest pas.

d) On se propose dans cette question de justifier le graphe suivant des
sous-groupes du groupe U = U(3,F3)

Z/3ZxZ/3ZﬂA & )N/s,zxmz

I T T /

Z/3Z

{1d)

FiGureE 7
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Vérifier que tous les éléments du groupe U, en dehors de I'élément neutre,
sont d’ordre 3 (écrire 0 = (u — Id)® = 3 — Id). Vérifier aussi que les
sous-groupes Uy, Uz, Us et Uy de U, noyaux des homomorphismes qui a la
matrice

<

It
o O =
[ T I
— 0 O

associent respectivement x1(M) = a, xvo(M) = ¢, x3(M) = a+ ¢, et
enfin x4(M) = a — ¢, sont tous isomorphes & Z/3Z x Z/3Z. Sachant (cf.
exercice 0-A.6.49) que tout sous-groupe Z/37Z est contenu dans un groupe
d’ordre 9, que les seuls groupes d’ordre 9 de la nature sont Z/9Z et Z /37 x
Z{3Z, et enfin que ce dernier groupe est engendré par deux quelconques
de ses quatre sous-groupes Z/37Z, en déduire que les quatre sous-groupes
Ui précédemment définis sont les seuls sous-groupes d’ordre 9 dans U.
INDICATION.— Pour finir, remarquer qu’un sous-groupe Z/3Z x Z/3Z de U
contient obligatoirement le sous-groupe de U donné par le centre, car sinon
le produit semi-direct de ces deux sous-groupes serait égal a U, et comme
ils sont tous les deux distingués, ce produit semi-direct serait direct, et le
groupe U serait commutatif. La conjugaison des trois Z/3Z d’un méme Uy
autres que le centre est a ce stade assez facile.

0-A.6.52. On se propose dans cet exercice d’étudier le groupe résoluble
G1 (4 54 éléments) rencontré dans les deux exercices précédents!s.

a) Montrer que le groupe G; posséde 9 sous-groupes d’ordre 2 et un seul
sous-groupe d’ordre 27.

b) Montrer que le groupe G posséde 18 éléments d’ordre 6.

c) Montrer que les neuf normalisateurs de ses 2-Sylow sont isomorphes a
Z/6Z, et que les sous-groupes Z/3Z qu'’ils contiennent sont tous dans le
sous-groupe U de I’exercice précédent.

INDICATION.— Elever au carré la matrice

i
| 001
uc#0.

d) Montrer que le centre Z(G') du groupe dérivé G’ d’un groupe quel-
conque G est distingué dans G. Vérifier aussi que les deux sous-groupes
U,y et Us sont distingués dans G;.

Q2

18 On notera le fait curieux (mais pas trop rare, vu les exemples des groupes
Z/2Z ou &3) que le nombre des sous-groupes de ce groupe est (sauf erreur) le
méme que son cardinal.
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e) Etudier les deux groupes H; et Hy d’ordre 18 définis respectivement
comme l'ensemble des matrices de GL(3,F3) de la forme

alx aab
01y et de la forme 010
001 001

(cf. exercice 0-A.6.50).
f) Vérifier en particulier que le groupe H; contient neuf sous-groupes Z/2Z,
un seul sous-groupe Z/3Z x Z/3Z, et douze sous-groupes S3.

INDICATION.— On remarquera que les quatre sous-groupes Z/3Z de Hy y
sont tous distingués, et que chacun d’eux est contenu dans trois G3, (pour
éviter tout calcul (sic), on pourra se rappeler un fait bien utile en soi, &
savoir que la conjugaison par une matrice diagonale D = Diag(dy,...,dp)
applique la matrice F;; sur (d;/d;}E;; 17; aussi, la conjugaison par la ma-
trice

oo Q

N o~o
e =

induit sur le groupe commutatif Z/3Z x Z /3Z la. multiplication par «; c’est
donc une homothétie).

g) Vérifier aussi que le groupe H; contient trois éléments d’ordre deux,
ainsi que trois groupes Z/6Z et un seul S3.

INDICATION.— On a sans doute déja relevé le fait que le groupe H; est
isomorphe au groupe S3 x Z/3Z.

h) Etablir que le groupe G contient un seul sous-groupe (d’ordre dix-huit)
isomorphe & Hj et trois sous-groupes (d’ordre dix-huit) isomorphes & H;
qui sont tous conjugués et contiennent le sous-groupe Uj.

INDICATION.— Considérer les produits semi-directs internes de U; et Us
avec un Z/2Z, et remarquer par ailleurs qu’un sous-groupe d’ordre pair
contenant 'un des deux sous-groupes Uz ou Uy contient 'autre (tout élé-
ment d'ordre deux de G} conjugue ces deux sous-groupes) et par suite
contient U(3,F3).

i) Montrer que le groupe Hj contient douze groupes S3 conjugués par
« paquets » de trois.

rabh b=}
INDICATION.— On remarque

?
es qu'un sous-groupe Z/3Z de U;

différent de Z(G7) ne peut donner naissance & un &3, car il engendre déja
avec n’importe quel élément d’'ordre deux un sous-groupe Z/6Z. De méme,
un tel sous-groupe dans Uz ou Uy ne peut étre contenu dans un Sg, car le

17 Le facteur d,/d; se « voit » comme le quotient des coefficients de D figurant &
Phorizontale et a la verticale du coefﬁcient non nul de E;;. Le facteur (d; —d;) qui
apparait dans DE;; — E,; D = (d; — d;) E;; peut se « voir » de maniére analogue.
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produit semi-direct de Z(G}) avec ce &3 donnerait un sous-groupe d’ordre
dix-huit, dont le 3-Sylow serait Us ou Uy, ce qui n’est pas possible.

j) Dresser le graphe du treillis des 54 sous-groupes de G.

INDICATION.— On remarquera que deux sous-groupes d’ordre dix-huit non
isomorphes se coupent suivant un des trois &3 contenant Z(G}).



Note 0-B

Le birapport

0-B.1 Introduction

Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur K. L’action naturelle
du groupe linéaire GL(E) sur ’ensemble P(E) des droites de E induit une
action de GL(E) sur les ensembles P(F)™ ou n > 2. La partie formée par
les n-uplets de droites distinctes, ou bien la partie formée par les n-uplets
(D1, Do, ...,D,) ol par exemple D; = Dy, sont des parties stables pour
cette action... Elles ne sont évidemment pas les seules dés lors que n > 3.

Quand dim £ = 2, le seul cas vraiment intéressant est celui ol n = 4,
comme il résulte clairement du résultat suivant déja constaté dans le corps
du chapitre 0 : le groupe PGL(F) opére transitivement et simplement sur
les triplets de droites distinctes [voir aussi l'exercice 0-B.11.1].

Deés le cas n = 4, nous avons donc & exprimer une condition pour
assurer que deux quadruplets de droites distinctes se déduisent 1'un de
I’autre par une application linéaire de E. Cette condition est exactement

que le birapport du premier quadruplet soit égal au birapport du second.
Prégsentéd tel nnn] le birapnort de (D+. Ds. D~ DL nlest autre. anres tonut

1AL UTa AL waLuprprisa U Nt \"’l, gy &t 3y uql A TAOU vaUA Ty pra Tl U Uy

que l'orbite du qud,druplet considéré sous ’action de GL(E). La chose
devient plus sérieuse quand on affirme que le birapport est un scalaire,
ou plus précisément, que les orbites sont paraméirées par les scalaires
différents de 0 et de 1, ou encore, que I'espace des orbites de GL{E) sur
I'ensemble & des quadruplets de droites distinctes s'identifie 3 K — {0, 1}.

Nous avons par ailleurs sur P(F)" une autre action naturelle, 3 sa-
voir celle du groupe symétrique &,. Les deux actions ainsi considérées
commutent, et par suite chacun des groupes GL(E) et &,, induit une
action sur I’espace des orbites de I’autre. On pourra se contenter d’exa-
miner I'action de &, sur ’espace des orbites de GL(E). Quand n = 4,
elle permet d’étudier de fagon équivalente la structure du groupe Sy, ou

- 121 -
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bien certaines propriétés d’invariance du birapport!. Nous aborderons dans
cette note (exercices compris) ces questions de fagon précise, et nous lais-
serons de coté les trés nombreuses questions de géométrie projective ol
intervient le birapport et qui se situent en dehors du cadre de 'ouvrage.
Néanmoins, nous n’avons pu nous empécher d’illustrer cet aspect par un
plaisant exercice de géométrie plane faisant intervenir les trois couples de
points obtenus a partir d’un triangle, comme intersections de chaque hau-
teur avec le cercle ayant pour diameétre ie coté correspondant du triangie.
Ceci débouche sur une jolie fagon de présenter le groupe de Mébius, & par-
tir de ses sous-groupes Z/2Z x Z/2Z. Au passage, on aura bien compris
la notion de birapport de quatre points (ordonnés) sur une conique, la
notion de triquadrangle harmonique, celle de cercle, et enfin la projection
stéréographique.

On termine lé chapitre par I’étude du complexe octaédral, objet de la
vieille géométrie projective qui revient & la mode?. Une compactification
(non séparée) de R — {0, 1, 00}, inspirée par le birapport, éclaire favorable-
ment la géométrie du complexe octaédral lui-méme.

0-B.2 Définition et premieéres propriétés

0-B.2.1. Soit E un espace vectoriel de dimension 2 sur un corps commu-
tatif K. Quand K = Z/2Z, il n’y a que trois droites dans FE, et ’ensemble
& des quadruplets de droites distinctes est vide. On supposera donc que K
est un corps ayant au moins trois éléments (ce qui inclut évidemment les
corps de caractéristique 2 autres que Z/2Z}). Si Dy, Ds, D3 et D4 sont alors
quatre droites distinctes, il existe une base de E formée de deux vecteurs

17 ot 1. cannoavtanant roaanantivanant & T ot T At +alla cin Vo LV = N
¥} ©u ¥ a;Pl-’mUclmllU LCDPC\;UIVGLUJ.UIJ.U < Ul Cu L7 TV VOLT Yul vV | T ¥, © L75-

Ces vecteurs V; et V5 sont définis 4 un méme scalaire multiplicatif pres. De
plus, il existe un scalaire A ¢ {0,1} tel que A-Vi + V2 € Dy; ce scalaire est
indépendant du choix de la base de E opéré ci-dessus, et ne dépend que du
quadruplet (D, Dg, D3, Dy). On 'appelle le birapport du quadruplet con-
sidéré et on le note [D;, Dy, D3, Dyg]. (On remarquera au passage que 'on
aurait pu définir le birapport comme le scalaire u tel que V) +u-Va € Dy, ce
qui aurait donné un birapport y inverse du précédent X et que la définition
du birapport suppose donc une convention).

! Nous démarrons pour notre part avec le groupe Gy, tel qu'il s’est présenté a
nous dans la note précédente, comme le groupe des automorphismes de Hs ou
encore comme GL(2,F3)/{tId}. Nous examinerons, & partir de 13, les propriétés
d’invariance du birapport. La procédure inverse est employée dans [Frk|, pages
252-253.

? Voir 'article [G-MP], dont on a adopté 4 quelques variations prés le traitement.
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Proposition. Pour que deux quadruplets de &% soient sur la méme orbite
sous l'action de GL(E), il faut et il suffit que leurs birapports soient égaux.

Démonstration. On a en effet u(A-V] + V) = A-u(V)) + u(V2). »

Ceci s’exprime aussi en disant que les applications projectives conser-
vent le birapport. Inversement, il est facile de voir que les applications

de P(F) qui conservent le birapport sont les applications projectives (cf.
0-B.4.1).

0-B.2.2. Remaraues

S sa s AT ALAINZ Sq At

a) Sil'on note p;jj; la restriction & la droite D; de la projection sur la droite
D; parallélement a la droite Dy, restriction qui est un isomorphisme entre
D; et D, alors I'application

-1
P P p
.D]_ 31'2> D3 341 .D4 412 Dl

est un automorphisme de D; dont le rapport (ou le déterminant, ou la
trace, ...) n'est autre que [Dy, D3, D3, Dy].

D, /ﬂ(Dz

M'%O M D,

FIGURE 8§

L’application M — M  définit le birapport A par OM’ = )\-OM.

Ceci donne un moyen rapide pour avoir une idée, dans le cas réel, de la va-
leur du birapport : sur le dessin ci-dessus, le birapport de (Dy, Da, D3, Dy)
vaut a peu pres —%.

b) L’application M "+ M inverse de l'application ci-dessus correspond

A ’homothétie de rapport %, et c'est I’application associée au quadruplet
(D1, Dg, Dy, D3); on a donc

[D1, Dy, D3, Dy) = [ Dy, Dy, Dy, D3] .
On verra, dans les exercices 0-B.11.6 et 0-B.11.8, d’autres propriétés du
birapport déduites de considérations analogues.
¢) Le birapport apparait donc aussi comme endomorphisme (de la droite
Dy, par exemple). On généralisera dans ’exercice 0-B.11.5 la notion de

birapport au cas des quadruplets de plans transverses dans un espace de
dimension 4 ou, plus largement, des sous-espaces transverses de dimension
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m dans un espace de dimension 2m. Cette généralisation sera fondée sur
la nature du birapport comme endomorphisme.

0-B.3 Action du groupe &4 sur le birapport

La remarque b) et les exercices 0-B.11.6 et 0-B.11.8 montrent com-
ment se comporte le birapport sous 1'action de trois transpositions parti-
culieres. Reconnaitre la place de ces transpositions dans le groupe G4, en
prouvant notamment qu’elles engendrent celui-ci, suffirait pour déterminer
le comportement du birapport sous l'effet d’'une permutation quelconque
de &4. En fait, comme précisé dans I'introduction, le groupe &4 opére na-
turellement sur I'ensemble @ (=~ P(E)*) des quadruplets de droites de E.
Cette action commute avec 'action de GL{E}. On en déduit une opération
du groupe &4 sur I’espace des orbites de GL(E) sur I'ensemble &, mais
aussi sur l'espace des orbites de GL(E) sur ’ensemble & des quadruplets
de droites distinctes.

Décrivons brievement, a ce stade, la situation issue des actions de deux
groupes G et G5 sur un méme ensemble & dans le cas ou ces deux actions
commutent, ¢’est-a-dire quand

Veed, Vg €G), Vg€ G, g1-(92:x) =92:(g1-).

Le groupe G opére alors naturellement sur ’espace des orbites Go\&
de & sous l'action de G3; on a la méme chose pour 'autre groupe. En
fait, se donner des actions de G et G2 commutant entre elles revient a se
donner une action du groupe G; X Gj.

Il est alors immédiat de constater les correspondances bijectives natu-
relles

GQ\(GI\Q;) o~ G]_\(GQ\Q:) =~ G1XG2\Q;.

De plus, l'orbite de xp € & sous 'action de G; x Gy est la réunion
des orbites dans 9 sous I'action de G qui rencontrent Gs-xg, et de méme
pour l'action de Gs.

Soit K le stabhilisateur de zg dans G} x G (le sous- groupe Kde Gy xGy

i 4 G 2Ll lllag L0 ._....._..... ,

4 r
peut étre quelconque puisqu’on peut partir avec & = (G; x G2)/K ou K
est donné). On a alors KG; NGq = G1 K NGy; ce sous-groupe de G n’est
autre que le stabilisateur de Zp dans G opérant sur Go\¥ et 'on a donc

(G}K ﬂGg)\GQ ~ Gl\(Gl X Gg)/K

Dans l'action commutative de G| et Gy sur &, on constate en fait que
l'intersection des orbites G;-xg et Ga-xg est une orbite dans & du stabili-
sateur dans G de Ty appartenant & G1\% et de méme du c6té de G5. On
a

(Gl-:l:'o) N (Gg-.’rg) = (GlK N Gg)-xo = (Gl M GQK)-:E().
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Enfin une méme orbite G1-xg dans & sous l'action de G est réunion

d’orbites d’'un méme sous-groupe de Go, a savoir le stabilisateur de Ty €
G1\% sous l'action de G.

Ainsi, & titre d’exemple et dans le cas du corps K = Fs5, on laisse au
lecteur le soin de vérifier que 'on a 360 quadruplets de droites distinctes ré-
parties en 3 orbites sous ’action de GL(2, F5), indexées par les birapports
-1, 2, et 1/2, et en 15 orbites sous D'action de &4. L’intersection d’une
orbite de GL(2,F5) avec une orbite de &, est 'orbite d’un 2-Sylow adé-
quatement choisi, et chaque intersection contient 8 éléments. On examine
en exercice les diftérents cas K = F, avec ¢ = 3,4,5,7,9 qui contiennent
toutes les situations possibles en rapport avec les différents sous-groupes
de 64.

On peut énoncer et on laisse au lecteur le soin de vérifier la proposition
suivante.

Proposition. Dans action de &4 sur K — {0, 1}, une orbite contient en
régle générale six éléments. Une ou deux peuvent échapper prioritairement
a cette régle : en dehors évidemment du cas du corps Fy, il y a toujours en
caractéristique 3 une orbite réduite au scalaire —1, et en caractéristique
différente de 2 et de 3 il y a toujours une orbite a 3 éléments, donnée par
{-1,2,1/2}, et éventuellement une orbite & 2 éléments, égale 4 {—j, —j°},
si le corps KK contient les racines cubiques j et j% de 'unité. Les groupes
d’isotropie de —1, 2 et 1/2 sont alors les 2-Sylow et celui de —j (resp. —j?)
est Ay. ;

Le noyau de I'action de &4 sur K — {0, 1} est égal au groupe de Klein,
sauf lorsque K = IF4, auquel cas le noyau est 2.

On se reportera aux exercices pour les différents cas particuliers?.
Il est néanmoins intéressant de signaler que cette action du groupe &,
sur K — {0,1} issue du birapport, K étant un corps quelconque, semble

quelque peu mystérieuse ! On comprendra mieux son existence plus loin
(cf_ section 0-B. Q)

AN VAN BA W uIi’,l

Par ailleurs, on aurait pu examiner de fagon analogue les différentes ac-
tions sur d’autres types de quadruplets, par exemple sur les sous-ensembles
de @ formés des quadruplets de droites dont deux droites exactement sont
identiques, ou bien trois exactement sont identiques, etc. On rencontre 1a
aussi différents sous-groupes de &4. (Cf. exercice 0-B.11.24.)

? Les résultats énoncés dans la proposition figurent, avec leur démonstration,
dans [Frk] aux pages 252-253. On peut aussi consulter [Ber], qui reprend tout
cela.
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0-B.4 Expression classique du birapport

Quand 'espace vectoriel E est K2, I'espace projectif P(E), qui se note
alors P1(K), posseéde deux points privilégiés : le point correspondant 3 la
droite d’équation y = 0 (portée par le premier vecteur de la base cano-
nique), et le point correspondant & la droite d’équation = = 0 (portée par
le deuxieme vecteur de cette méme base). Les éléments de la droite affine

3 — 2
d’équation y = 1 dans K* paramétrent les droites vectorielles, exception

faite de la droite ¥ = 0 que l'on désignera par oo :il suffit de considérer
les traces de ces droites sur y = 1. La droite projective P, (K) se trouve
ainsi identifiée & KU {oo} et I'on conviendra & cette fin de noter z le point
de la droite projective correspondant a la droite vectorielle de K? passant
par (z,1); en particulier, les droites vectorielles passant par (1,0) et (1,1)
correspondront respectivement au point de Py (K) notés 0 et 1. La défini-
tion méme du birapport implique alors que [00,0,1, 2] = 2z, ol le premier
z est un point de la droite projective (distinct des trois points oc,0 et 1)
et le second z est un scalaire de K\{0,1}.

0-B.4.1. Le groupe qui geére la géométrie de la droite projective est le
groupe projectif PGL(2,K) = GL(2,K)/K*. Les éléments de ce groupe
s’appellent les applications projectives ou homographies. Ces applications
sont caractérisées, comme déja mentionné, par le fait qu’elles conservent
le birapport. En effet, si f conserve le birapport dans P, (K), on peut
supposer, en la composant au besoin par une application projective, qu’elle
laisse fixe les trois points privilégiés oo, 0 et 1. Mais alors

z = [00,0,1, 2] = [f(00), f(0), f(1), f(2)] = [00,0,1, f(2)] = (=),
et f est donc l'identité.

U D ‘1 .é l.l lUCIlblll(,d.Ll()Il (1(3 lt']\i&) avec l&U iCX)j pb'I'IIlb'b (_lb' NOIITer une
droite (vectorielle) de K? par un scalaire (éventuellement égal 3 I'o0). Si
done a,b,c et d sont quatre points distincts de Py (K), appelés par les
scalaires a, b, ¢ et d, leur birapport [a,b,¢,d], qui est un scalaire, devrait
pouvoir se calculer en fonction des scalaires a, b, ¢ et d*. La proposition qui
suit répond a notre attente et justifie de surcroit 'origine de I'appellation
de birapport.

4 Un cinquiéme point {5 découvrir} de la droite projective correspondrait A ce
scalaire et devrait a son tour s’obtenir géométriquement & partir des quatre
premiers (et des points privilégiés).
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Proposition. On a

a;d—a'
b~ d-b

C—
be,d| =
[G’J y Gy ] ¢ —

On renvoie le lecteur a [Frk] pour la démonstration et de nombreux
autres développements.

0-B.4.3. Si & désigne le plan (réel) affine euclidien orienté, le choix d'un
repére orthonormé direct {Q2; @, ¥} permet d’identifier & avec ’ensemble C
des nombres complexes. Si A, B, C et D sont alors quatre points distincts
de &, il leur correspond quatre scalaires complexes, qui parametrent a leur
tour des points de P(C) identifié & C U {oo}. On peut donc parler du
birapport de ces quatre points qui est alors un scalaire complexe. L’ex-
pression du birapport apparaissant dans la proposition précédente prouve
en fait que ce scalaire ne dépend pas du repére orthonormé choisi: en ef-
fet, si I'on désigne pour un choix d’un tel repére par a, b, ¢ et d les affixes
des points A, B,C et D, le nombre complexe (¢ — a)/(c — b) a pour mo-
dule le rapport des distances AC et BC et pour argument 1'angle orienté
BCA. On peut ainsi parler du birapport de quatre points (d’un plan affine
euclidien orienté), et c’est donc un nombre complexe. On pressent cepen-
dant que ce birapport va changer si l’on remplace la structure euclidienne
par une autre. C’est évidemment plus clair si I’on admet 1’énoncé suivant
qu'on laisse en exercice (facile) au lecteur:les quatre points A, B,C,D
sont cocycliques si et seulement si leur birapport [A, B, C, D] est réel. On
verra plus bas (cf. section 0-B.6 et exercice 0-B.11.26) la signification
géométrique de la condition [A, B,C, D] = —1.

0-B.5 Une &4-compactification de R — {0,1, cc}

0-B.5.1. Nous allons nous intéresser & une compactification (non séparée)
de R ~ {0,1, 00} respectant le birapport. De fagon plus précise, nous al-
lons étudier I'espace € = GL(2, R)\@, qui est en fait une compactification
(non séparée) de R — {0,1, 00} au moyen de 14 points. Six de ces points
correspondent aux orbites des quadruplets (D, Do, D3, D) tels que deux
seulement parmi les quatre droites sont égales; quatre autres points cor-
respondent aux orbites de quadruplets tels que trois seulement des droites
sont égales; trois autres encore correspondent aux orbites de quadruplets
avec deux couples de droites égales (comme par exemple (D, D, D', D)
ou (D,D', D, D')); et enfin, un dernier point correspondant & l'orbite des
quadruplets de droites toutes égales.
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0-B.5.2. L’outil indispensable pour comprendre la topologie de € est
I’expression classique du birapport [a, b, ¢, d] de quatre points de la droite
projective comme (=% + 9= ou P (R) a été identifié & RU {oo}. Ainsi,
lorsque ¢ — b ou bien ¢ — d, le birapport tend vers 1. Ceci exprime
que dans la topologie de #, tout voisinage du point-orbite (D, D, D', D")
rencontre R — {0,1} dans un voisinage de 1 (sauf 1). De méme, lorsque
¢ — aoud — b, le birapport tend vers 0. Enfin, lorsque d — a, ou bien
b — ¢, le birapport tend vers oo. Les six points-orbites apparaissent dans
la topologie de € comme insérés deux par deux en trois points que l'on
a retirés & un cercle C. De facon plus précise, 'espace topologique €,
formé par les points-orbites des quadruplets de droites distinctes et des
six points-orbites précédents est obtenu comme quotient de C x {z, y} par
la relation d’équivalence qui identifie (¢, x) & (¢, y) pour tous les ¢ € C a
’exception de trois d’entre eux.

0-B.5.3. 1l s’agit de comprendre ce qui se passe dans le birapport quand,
par exemple, b et ¢ tendent a la fois vers a. On écrit [a,a+€,a + Ae,b] =

a)%f—l—ﬁbif%j qui, quand € tend vers 0, tend vers F?-T , quantité qui prend
toutes les valeurs de R — {1} quand ) varie; et si 'on développe [a,a +
Ae,a + €,b|, cette quantité tend, quand ¢ tend vers 0, vers 1/1 — A, limite
qui prend toutes les valeurs de R — {0}. Ceci exprime en particulier le fait
que, étant donné un voisinage quelconque V d’une droite D et un voisinage
quelconque V’ d’une droite I # D, on peut trouver trois droites distinctes
dans V et une droite dans V' ayant le birapport que ’on veut.

Dans I’espace topologique €, cela veut dire que tout voisinage du point-
orbite (D, D, D,D’) contient un point orbite de quadruplets de droites
distinctes ayant le birapport que ’on veut, mais il en est de méme pour
le point-orbite (D, D, D’, D"), le point-orbite (D, D', D, D"), et enfin le
point orbite (D', D, D, D”). Dans le sous-espace topologique de € obtenu
par I’adjonction du point-orbite (D, D, D, D') & €,, tout voisinage épointé
de (D, D, D, D") rencontre €, suivant un cercle! Indiquons au passage

romment an nent canctririre 11n aanacae taonalaciane forméd nar la rédininn
CULILLIICIIV Ull pCul CULISLIULIC Ull CopatC WpPUIURIUL 1ULILUC pal 1a 1CuliiUil

d’un cercle et d’un point p tel que p soit adhérent & tout point appartenant
au cercle: on considére le cone ayant pour sommet p et s’appuyant sur le
cercle, et I’'on identifie ensemble tous les points d’une génératrice passant
par p 4 'exception du point p; tout voisinage de p contient alors le cercle. . .
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(D,D,D, D)

(D, D, D, D}

(D,D’,D, D) (D,D, D, D)

ko — (D’ DJ, Du’ Dm)

(D',D,D,D")

(D', D, D, D) WD, D', D, D)

(
(D,D, D, D)

FIGURE 9

0-B.5.4. Il reste a placer, pour finir, les points orbites tels que
(D,D,D’, D), puisque le quatorzieme point-orbite (D, D, D, D) ne pose
pas de difficultés, adhérent qu’il est & ’ensemble des points de €. On
proceéde comme ci-dessus, et I’on trouve que le point-orbite (D, D, D', D)

s’insere dans le cercle précédent privé des trois points au niveau du point

1, mais chacun de ses voisinages contient aussi les deux points-orbites
(D,D,D',D") et (D',D", D, D). Ceci veut dire en particulier que si ’on
prend un voisinage assez petit V de la droite D et un voisinage V’ de D', et
bien, le birapport de quatre droites distinctes telles que les deux premieres
soient dans V et les deux restantes dans V’ est obligatoirement proche du
point 1.

En fait, dans I’espace topologique %, on insére au niveau des trois
points manquant au cercle ci-dessus 'espace topologique formé par trois
points z, y et z ou les ouverts sont donnés par 9, z,y, {z,y} et {z,y, 2}. Si
I'on adopte la convention de représenter par & — 3 la situation ol le point
B est adhérent a «, ’espace que l'on insére est {x — z — y}. On peut
aussi représenter schématiquement ’espace topologique € par le dessin
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précédent ou I'on s’est contenté (pour ne pas I’alourdir) de tracer quelques-
unes seulement des fleches, notamment toutes celles qui aboutissent au
point-orbite (D, D, D, D’) (en admettant que le point kg décrit tout le
cercle tri-épointé).

0-B.5.5. Remarques. Les considérations qui suivent nous seront utiles
dans la compréhension du complexe octaédral.

a) Dans l'espace topologique € obtenu, on vérifie que 'adhérence d’un
point quelconque kg du cercle triplement épointé est donnée par

{’ (N nnnf\.rnnnf MDD N N M.

\\J_/,.IJ, },\\U,U,U,U},\U,U,U,U},

(D', D, D, D); (D, D, D, D)}.
Par contre, ’adhérence de (D, D, D', D) est donnée par

{(D,D,D',D");(D,D,D', D");(D,D, D, D);
(D,D,D',D);(D,D, D, D)}.

L’adhérence du point-orbite (D, D, D', D) est formée de deux points : lui-
méme et (D, D, D, D).

b) Un voisinage ouvert assez petit de ko est en fait homéomorphe & un
intervalle ouvert de R. Un voisinage ouvert assez petit de (D’, D, D, D) est
quant a lui homéomorphe & un cercle; ce dernier est obtenu par Padjonc-
tion au cercle triplement épointé des points (D', D, D, D"), (D', D, D", D)
et (D',D”, D, D), respectivement aux points co, 0 et 1. Par ailleurs, un
voisinage épointé du point-orbite (D, D, D', ') est homéomorphe au quo-
tient de |1 —r, 1+ r[x{z, y} par la relation qui identifie (k,z) & (k,y) pour
tous les k& # 1.

c¢) Le point (D, D, D, D) est le seul point-orbite fermé.

d) La construction ci-dessus a été effectuée dans le cas du corps R. On au-
rait pu procéder exactement de méme avec le corps des nombres complexes.
L’espace topologique obtenu est alors une compactification au moyen de
quatorze points de la sphére S? privée de trois points. Toutes les considé-
rations topologiques précédentes s’adaptent facilement a ce cas.

Si par ailleurs on se plagait d’un point de vue purement algébrique et que
I'on considérat la variété projective (IP1)* munie de sa topologie de Zariski,
les remarques d’ordre topologique exprimées ci-dessus seraient encore va-
lables. On obtiendrait une sorte de complétion projective de K — {0, 1}, ce
dernier étant muni de sa structure algébrique d’ouvert de I’espace affine
standard de dimension un ot les fermés sont les ensembles finis de points.
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0-B.6 Un peu de géométrie plane

On examine dans cette section un probléeme de géométrie, intimement
lié au birapport. Cet exemple est un des nombreux problémes de géométrie
oil le birapport est la notion de base.

0-B.6.1. Soit ABC un triangle et soit AA’ (resp. BB, CC’) la hauteur
issue du sommet A (resp. B, C). Soit H l'orthocentre du triangle ABC';
c’est aussi le centre du cercle inscrit dans le triangle A’B’C’. Le cercle de
diamétre BC coupe la hauteur AA’ en deux points X et X’. On définit de
maniére analogue deux autres couples de points: (Y,Y”) et (Z, Z’).

FIGURE 10

Des égalités BC'-BA = BH-BB' = BA’-BC et du fait que le triangle
BXC (resp. BZA) est rectangle — ce qui permet d’écrire que BX? =
BA’-BC (resp. BZ? = BC"-BA) —, il est facile de déduire que les quatre
points X, X', Z, et Z’ sont sur un méme cercle de centre le point B,
De plus, le péle de la droite XX’ par rapport & ce dernier cercle (en
Poccurrence, le point C) se trouve sur ZZ’'. Enfin, les angles XC'C et
X'C'C sont égaux, car ils découpent sur le cercle de diamétre BC des arcs
symétriques par rapport a ce méme/_gi_iamétre. Il s’ensuit que C’'Z est la
bissectrice (intérieure) de 'angle XC’X’. On est en mesure de donner la

proposition-définition suivante

Proposition. On dit que quatre points non alignés X, X' et Z, Z’' dans
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le plan forment un quadrangle harmonique si les propriétés suivantes équi-
valentes sont satisfaites.

a) Le birapport [Z,Z', X, X'] est égal & —1.

b) Les quatre points sont cocycliques, et si C’ _est le milieu de Z Z', alors
ZZ' est la bissectrice (intérieure) de 'angle XC'X'.

c) Les quatre points sont sur un méme cercle, et le péle de XX' par
rapport a ce cercle appartient 2 ZZ'.

0-B.6.2. Remarque. Un quadrangle harmonique XX’ZZ’' permet de
définir deux autres quadrangles harmoniques, & savoir les quadrangles
XX'YY' et ZZ'YY’. En fait, les trois cercles centrés en A (resp. B, C)

et passant respectivement par les trois quadruplets harmoniques sont or-
thogonaux deux & deux, et les six points X, . 7' sont alors leurs points

b B L VR A v ~ealTar

d’intersection.

FIGURE 11

Nous pourrions donc parler aussi de sextangle harmonique, ou de #ri-
gquadrangle harmonique, ou enfin de sextuplet harmonique.

0-B.6.3. On se propose, dans la suite, d’analyser progressivement la si-
tuation géométrique rencontrée. Cette démarche, qui consiste a procéder
petit a petit, est un excellent exercice qui, de surcroit, est instructif sur
la maniére de trier dans certains cas des notions géométriques de natures
diverses qui se présentent, pourtant, souvent mélangées ensemble. Ceci
commence dés le paragraphe qui va suivre et se prolonge jusqu’a la fin du
paragraphe 0-B.8.6 sur la projection stéréographique. Le lecteur est alors
invité a réorganiser lui-méme, de facon plus systématique, la matiere ainsi
examinée.
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0-B.6.4. Etant donnés une conique (non dégénérée) de 'espace projectif
réel et quatre points X, X', Y et Y’ de cette conique, la notion de qua-
drangle harmonique peut étre étendue a ce cas, en exprimant que le pole
de X X' par rapport 2 la conique appartient & la droite YY’. Nous allons
voir qu’on peut encore ici récupérer deux autres quadrangles harmoniques,
et ce en complexifiant. De fagon plus précise, si I’on désigne par @) I'inter-
section des droites X X’ et YY”, la polaire de ) par rapport & la conique
passe par ¢, pole de la droite X X’.

(zy4 Y v
XI
{2} =8
X
Qr
FIGURE 12

Cette droite recoupe la conique en deux points (imaginaires) Z et Z’,
figurant (de ce fait) sur la figure entre accolades. Les six points X,...,Z’
apparaissent sur la conique complexe. Nous allons voir, dans ce qui suit,
que les deux situations décrites ci-dessus sont équivalentes, autrement dit,
que les six points du plan obtenus & partir du triangle ABC peuvent étre
regardés comme trois couples de points sur une méme conique complexe
tels que le pole de chaque droite définie par les points d’'un méme couple
soit a l'intersection des deux autres droites définies par les deux couples
restants.

Figure 13

Il s’agit alors de reconnaitre sur cette derniere figure la traduction des
différents points de la figure 11, et notamment de réaliser la traduction
du fait que les trois droites X X', YY”, et ZZ' sont concourantes.
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0-B.7 La conique fondamentale

Soit E un espace vectoriel compleze de dimension deux. L’espace
vectoriel Q(F) des formes quadratiques sur E sera noté aussi V. On a
dim(V) = 3. Dans l’espace V, il y a un cOne privilégié : c’est le cone des
formes quadratiques dégénérées. Une équation de ce cone est donnée par
le déterminant dans une base de E. Plus précisément, si [ Z g] est la
matrice d’une forme quadratique ¢ dans une base fixée de F, alors ¢ ap-
partient au cone si et seulement si ac — % = 0. Il existe par ailleurs une
application C (comme «cdne ») définie sur l'espace projectif P(Q(E)) &
valeurs dans P(F) x P(E) /% ou & est la relation d’équivalence qui iden-
tifie (D, D7) avec (Dg, D). Autrement dit, on va associer & chaque forme
quadratique non nulle ¢ sur E une paire non ordonnée de droites et qui ne
change pas quand on remplace la forme quadratique par un multiple sca-
laire de celle-ci. Il est clair que cette application n’est autre que celle qui,
4 une forme quadratique non nulle, associe ses deux droites isotropes {qui
sont confondues si et seulement si la forme est dégénérée). L'application
ci-dessus est bijective. En effet, si (D, D2) est un couple de droites de E,
il existe une forme quadratique, unique & un coefficient multiplicatif pres,
telle que le cone de ¢ soit D1 U Ds. La restriction de C a la conique privi-
légiées arrive dans P(E), plongé dans P(E) x P(E) /& par D — (D, D).
Ceci permettra d’identifier de facon intrinséque la conique avec la droite
projective P(E), et donc de parler de birapport de quatre points distincts
donnés sur la conique !

"R 71 nr\argtrr_\ni- ramar

1 "+ avar ! wnao
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A

application naturelle qui associe a un point d P Q(E)) deux autres points
situés sur la conique. C’est celle qui est donnée par

- -1
q+5 (Dy, D3) — (D1, D), (Dg, Dy)) L0, (q1,92).

Lemme. Les points ¢; et g2 sont les in

polaire de q par rapport a la conique.

Démonstration. Choisissons une base ey, e2 de E de telle sorte que dans

. Les droites K-e1 et K-ep sont

cette base la matrice de ¢ s’écrive [(1) 0

% 11 s’agit de la conique projective donnée par I'image dans P(Q(E)) du cdne des
formes quadratiques dégénérées, privé de 0, par Q(E) — {0} — P(Q(E)). On ¥
fera référence sous 'appellation de conique fondamentale.
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les isotropes, et les formes quadratiques ¢ et ¢z sont données par

i)« 53]

? (1)} est orthogonale a q; et g2 par

rapport au déterminant (dont la forme polaire est

/ / /
([5e) [52]) =5,

Ceci caractérise la polaire de ¢ par rapport a la conique. ]

Maintenant la forme quadratique

0-B.7.2. Soit ¢’ une autre forme quadratique. La droite de P(Q(E)) pas-
sant par q et ¢’ est tangente a la conique si et seulement si les deux formes
quadratiques ont un vecteur isotrope en commun.

On suppose donc que les deux points ¢ et ¢ n’appartiennent pas a la

conique et sont tels que g¢’ ne soit pas tangente 3 la conique. On a alors

Proposition. Les points q et ¢/ sont conjugués par rapport 4 la conique
si et seulement si les deux paires C(q) et C(q') forment un quadrangle
harmonique.

Démonstration. On choisit sur D) et Dy deux vecteurs v, et vy tels que
les droites passant par vy +wvg et k-v; +v2 donnent le cone isotrope de ¢'. La

. ¢ , .. |0
matrice de ¢ dans la base donnée par les vecteurs v; et vp s’écrit ool

| . [ 5~ ) _
etcelledeq's’écrit[':y (;J avec B+ 6+2y=0et k“B+ 6+ 2vk = 0. Ce

qui donne G(k+1)+ 24 =0. Maintenant ¢ L ¢ ©y=0ck=-1. =

0-B.7.3. Si q, ¢’ et ¢” sont trois points du plan projectif P(Q(FE)), le
triangle gq'q” est autopolaire par rapport & la conique fondamentale si
et seulement si les droites isotropes associées aux formes quadratiques
forment un triquadrangle harmonique.

FIGURE 14
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0-B.7.4. Le groupe GL(E) opére sur P(Q(FE)) par (u,q) — gou. Les deux
orbites sont données par la conique et son complémentaire (ceci montre au
passage que ce complémentaire est connexe}. L’application induite par u
sur P(Q(E)) est projective (c’est-a-dire qu’elle provient d’une application
linéaire sur Q(E)), et laisse stable la conique. Réciproquement, tout auto-
morphisme qui conserve la conique est induit par un élément de GL(E).
Avant d’établir ce résultat, nous allons donner un lemme.

Lemme. Soit u une application projective sur P(Q(E)) qui laisse fixe tous
les points de la conique; alors, elle est triviale.

Démonstration. Cela résulte du fait que, sur le cone de V, on peut

trouver quatre droites linéairement indépendantes trois a trois, et ceci
parce que la forme déterminant est non dégénérée. ]

S Al AN —as RNl av -

0-B.7.5. Soit donc ® une application projective sur P(Q(E)) qui conserve
la conique. Désignons encore par ® la restriction de ® a la conique. Cette
application induit alors sur P(E) une application qui conserve le birapport
(voir plus bas); c’est donc une homographie. L’homographie elle-méme
induit alors sur P(Q(E)) une application projective qui coincide avec ¥
sur la conique. Elles sont donc égales.

L’idée consiste & montrer que le birapport de quatre points My, ..., My
sur la conique introduit plus haut peut étre lu comme le birapport des
droites MMy, M Mo, MM3, MM, qui passent toutes par un point quel-
conque M de la conique. Les plans qui leur sont associés dans Q(FE) pas-
sent par une méme droite, donc leurs orthogonaux dans le dual donnent
quatre points alignés dans P(Q(E)*). Il est alors facile de conclure, car
® conserve le birapport des quatre plans: il suffit en effet de considérer

‘: Q(E) — Q(E)".

Soit donc ¢p,...,q4 quatre formes quadratiques dégénérées, et
D, ..., D4 les droites isotropes de E qui leur sont associées. On choisit
sur ces droites des vecteurs vy, v, v1 + vg, kv1 +v2 ot k = [Dq, Dy D3, Dy].
Dans la base (v1, v2), les formes quadratiques sont données par

g = [9 01, g2 = [1 9], g3 = [1 1] et g4 = [.1 :kz] -
U [ 1] L A ]

(0 1 KL

. . ab . s
Maintenant si ¢ = [b c] ol ac = b?, les formes linéaires 1, ..., ¢4,

—C

définies par [Z Z} — z — $y (resp. ¥y — gz;a: + F2y + ﬁ%ﬁz;m +

f{b’i%y + E’ﬁ'___—fécz) s’annulent sur les plans engendrés par (q1,q) (resp.
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(g2,9);(g3,9); (g4,9)). La forme linéaire ¢; + 27(52%‘:')24,02 est égale & 3. On
vérifie alors que ky) + %‘%m est multiple de 4. "

0-B.7.6. On vient d’établir dans ce qui précéde que, dans l'action de
GL(E) sur Q(F), les éléments de GL(E) induisent des applications pro-
jectives de P(Q(F)) qui conservent la conique. Sil’on note alors G le groupe
des transformations projectives qui conservent la conique, on a donc une
application GL(E) — G qui est surjective. Son noyau est donné par les
éléments de GL(E) qui vérifient pour toute forme quadratique g dégénérée

P (NVarnrnma 1o s nat 1ime hoormeath A+ Al danne

quu, —_ /\q Uui’i’i ITi¢ 1a bUl..I.J.liu.C CDU })J.U].JJ.C, w CoUu u.l..lC J.lUu.I.UUuGUlC Cla UULLLLT
L(E)/C*.1d =~ O(det)/(Homothéties) ~ O(3,C)/{A: A3 = 1}.

Mais en fait, on a mieux :si @ : Q(F) — Q(E) conserve le cone, les deux
formes quadratiques det o & et det ont méme cone isotrope. Elles sont
proportionnelles, et ® appartient donc au groupe °Sim(Q(E)) des simi-
litudes vectorielles de Q(F), qui est isomorphe & O(3,C) x C*. D’aprés
ce qui précede, il existe u € GL(E) tel que ®(g) = A4(g o u), pour toute
forme quadratique ¢ dégénérée. Mais comme le cone contient n + 1 vec-
teurs isotropes n a n libres, A ne dépend pas de ¢. Si l'on note alors ©,,
l'application ¢ — qou,ona ® =0 s et donc © : GL(E) — °Sim(Q(E))
est surjective. Son noyau est donné par {P;VS PSP = S} = {¢Id}, et
par suite

GL(2,C)/{1d} ~ O(3,C) x C*.

Remarque. Un raisonnement standard de groupes de Lie (voir par
exemple [Mn-Ts|, page 237) permet de retrouver I'isomorphisme précé-
dent.

0-B.7.7. Il est naturel de se demander maintenant si, étant donnée une
conique du plan projectif complexe, on peut la réaliser comme la conique
fondamentale de @(E). Autrement dit, si, étant donné un céne non dégé-
néré dans un espace V de dimension 3 sur C, il existe un espace vectoriel

E de dimension 2 tel que Q(E) = V et que le cone dans V soit le cone des
formes quadratiques dégénérées sur E. Nous allons voir que oui.

On aura auparavant besoin de décrire les représentations du groupe GL(E) ol
dim(F) = 2. Les représentations de dimension 1 sont paramétrées chacune par un
entier n € Z; ce sont en effet les homomorphismes multiplicatifs A +— (det A)"™
de GL(E) dans C*. Celles de dimension m sont obtenues 4 partir de I'une d’entre
elles par tensorisation avec une représentation de dimension 1:donc, si pg est
une représentation fixée, toutes les autres représentations de dimension 2 sont
données par g — ¢g-po(g) ol o est la représentation de dimension 1 donnée par
le déterminant. Si Ep est I’espace de la représentation de po, on a aussi sur Q(Eq)



138 LE BIRAPPORT §0-B

une représentation donnée par g — (g — gopo(g)), soit 8 : GL(E) — GL(Q(Ey)).
Les représentations de dimension 3 sont données par g — ¢g-0o(g). Remarquons
alors que lorsque GL(E) opere sur E et Q(E), on a (u-q)(u-z) = ¢q(z). Autrement
dit, on a une contraction entre représentations de dimension 2 et 3 compatible
avec l'action de GL(FE).

Revenons au probléme qui nous occupe. On considere le groupe Go des au-
tomorphismes de V' qui laissent invariant le cone non dégénéré. Si ¢p est une
équation fixée de ce céne, le groupe Gy n'est autre que °Sim(qo). On considére
le revétement de degré deux de ce groupe, qu’on notera G. Ce groupe sera, 4 la
fin, le groupe des automorphismes de 1’espace vectoriel E recherché. Soit donc
(Eq, ¥o) une représentation fixée de dimension 2 du groupe G. La représentation
G — Go — GL(V) est donc équivalente 3 ¢ — 3" (9)-6o(g) pour un entier ny
dépendant de V. La dualité montre alors que ’espace E cherché n’est autre que
'espace de la représentation g — g v (g)-po(g). On a donc établi qu’étant don-
née une conique du plan projectif complexe, il y a une fagon intrinséque de la

projective complexe, il y a une fagon naturelle de la plonger comme conique
propre d’un plan projectif naturel, et dans ce plongement les six points d’un tri-
quadrangle harmonique correspondent, comme précisé plus haut, aux sommets
d’un triangle autopolaire par rapport a la conique.

0-B.8 Involutions et groupe circulaire

La description, en termes du groupe GL{E), du groupe des transforma-
tions homographiques qui conservent une conique permet de caractériser
simplement les involutions sur cette conique.

0-B.8.1. Plus précisément, nous allons voir qu’une involution quelconque
est une involution de Frégier, c’est-a-dire qu’elle est définie comme !'in-
dique la figure qui suit a partir d’un point F' situé en dehors de la conique,
point qu’on désigne sous le nom de point de Frégier de I'involution.

FIGURE 15

En effet, si u est une involution de la conique, que 'on peut prendre
comme la conique fondamentale, il lui correspond dans GL(E) une trans-
formation linéaire v telle que v? = X\.Id. L’application v posséde deux va-
leurs propres distinctes, car A est différent de 0. Ses deux directions propres
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définissent les points fixes T} et T de u. Le birapport [Ty, T2, M, u(M)]
est invariant par u. Il vaut donc son inverse [cf. remarque b) de 0-B.2.2].
Comme il ne peut valoir 1, il est égal & -1. Ceci prouve donc (cf. proposition
0-B.6.1.0) que le pole F de la droite T7T5 est sur la droite Mu(M).

0-B.8.2. A ce stade, ayant identifié CU {oc} avec une conique complexe,
on se demande comment se traduit sur la conique le fait que les droites
XX', YY’ et ZZ' sont concourantes.(Cf. figure 11.) Nous avons en réalité
une fagon de parler de cercle sur une conique sans méme avoir de notion
de distance (!) : le cercle passant par trois points A, B, C est 'ensemble des
points M tels que [A, B, C, M] est réel. Ainsi, sur la conique, les points X,
X', Y et Y’ sont cocycliques, et la droite AA’ correspond en fait au cercle
passant par les points A, A’, co. Comme le point correspondant & 'infini est
arbitraire sur la conique, ceci montre que sur la conique ol I'on s’est donné
les trois couples de points (X, X'), (Y, Y"), et (Z, Z’), & chaque fois que 'on
se donne un point M, les trois cercles circonscrits a (X, X', M), (Y,Y', M)
et (Z,2Z’', M) se recoupent en un nouveau point A(M) de la conique.

FIGURE 16

Nous laisserons au lecteur le soin de travailler une démonstration de ce
résultat, qui soit débarrassée de tous les ingrédients inutiles, et procéderons
plut6t a I’examen de I'application involutive h donnée par M — h(M), ce
qui éclairera sous un nouvel angle la figure 10.

0-B.8.3. Nous savons qu'un couple (X, X’) de points sur la conique défi-
nit une involution homographique sur cette conique : c’est 1’application de
Frégier associée au péle x de la droite qui passe par les deux points. On
notera cette involution ug.
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Lemme 1. Les quatre points X, X', Y et Y’ forment un quadrangle har-
monique si et seulement si les deux involutions u, et u, commutent.

Démonstration. Les deux applications u, o uy et uy o u; coincident sur
les quatre points donnés sur la conique. Elles sont donc égales.

Inversement, si les applications u; et u, commutent, les points fixes de
I'une sont stables par ’autre. Le point de Frégier de u,, par exemple, est
sur la droite YY", [

o=

-B.8.3.1. La donnée d’un quadrangle harmonique sur la conique cor-
|

respond donc a la donnée de deux involutions u, et u, qui commutent,
N

c¢’est-a-dire aussi & la donnée d'un homomorphisme (injectif) du groupe
Z.J2Z x Z/27Z dans le groupe des homographies de la conique. Les deux
autres quadrangles apparaissent aussitét comme associés aux couples d’in-
volutions (uz,u;) et (uy, u;), Ol U, = Uz © uy est bien une involution !

0-B.8.3.2. Le cercle passant par les points X, X', Y et Y’ est conservé
par les involutions u; et uy. Dans le plan complexe, nous connaissons
une autre involution qui conserve le cercle (et méme qui le laisse fixe):
il s’agit de ’inversion dont le centre est le centre du cercle et dont la
puissance est le carré du rayon de celui-ci. Deux inversions commutent
si et seulement si leurs cercles de points fixes sont orthogonaux. Notons
aussi qu’étant données deux inversions qui commutent, il y a une infinité
d’inversions commutant avec les deux premiéres. Enfin, une inversion n’est
pas homographique mais appartient au groupe circulaire que I’on va définir
plus bas. L’application A que I'on cherche a étudier n’a pas de point fixe;
la proposition suivante éclaire la nature de cette application.

Proposition 2. SiI'on désigne par i,, Iinversion dont le cercle de points
fixes est le cercle circonscrit a quatre points P, P/, Q) et @' cocycliques,
alors I'involution h définie plus haut n’est autre que le produit iy, 0t,,01y,.

Démonstration. On se place dans le cas de la figure 10. Le point a l'infini
est envoyé en B sous I'action de i;;. L’inversion i,y, dont le centre est le
point C, applique le point B en A’. Ce dernier point s'applique en H sous
'action de l'inversion %,,. a

On peut se reporter a l'exercice 0-B.11.28 pour une autre démons-
tration établie dans le cas d’une situation équivalente, ou deux des trois
cercles orthogonaux sont des diameétres orthogonaux du troisieme.

0-B.8.3.3. La donnée de trois inversions commutant deux & deux, ou de
trois cercles orthogonaux deux a deux, permet inversement de retrouver
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trois involutions homographiques commutant deux a deux. En effet, on a
par exemple u, = izy 0 3y,

0-B.8.4. Quand C U {oo} est identifié & la sphere S? plongée dans R?
par la projection stéréographique, nous pouvons y définir des involutions
analogues aux involutions de Frégier sur les coniques: elles sont définies a
partir de points-foyers situés en dehors de la sphére et envoient un point
X de la sphére sur I’autre intersection de celle-ci avec la droite joignant
X au foyer. Simplement, ces involutions sont de nature différente suivant
que le point est a I'intérieur ou a l'extérieur de la sphere. En effet, les unes
n’ont pas de point fixe et les autres ont tout un cercle de points fixes. Ces
dernieres (exercice!) correspondent aux inversions du plané (ou bien aux

rd - » - ~
symétries droites, quand le cercle de points fixes passe par le pole nord),

les autres correspondent aux applications du type de h.

Proposition. Toute involution de la sphére avec foyer & 'intérieur de la
sphére est le produit de trois inversions qui commutent.

Démonstration. Remarquons d’abord que pour que deux inversions
commutent, il faut et il suffit que le plan polaire (par rapport a la spheére)
du pole de la premiere contienne le péle de la seconde. Ceci dit, soit M
un point a lintérieur de la spheére, et soit (P) le plan polaire de ce point
par rapport a la sphere. Si A est un point de ce plan, son plan polaire (qui
passe par M) recoupe le plan (P) suivant une droite A sur laquelle on choi-
sit un point B. Le plan polaire de B coupe le plan (P) suivant une droite
passant par A et rencontrant A en un point C. Les inversions associées
aux points A, B, et C commutent, et nous allons montrer que leur produit
est I'involution définie par le point M. Ceci résulterait d'un calcul rela-
tivement élémentaire dans I’algebre de Clifford”. On choisira plutét de le
prouver par des moyens géométriques : le tétraedre ABCD est autopolaire
par rapport a la spheére.

® Une inversion du plan sera pour nous une inversion de puissance positive, et
aura donc tout un cercle de points fixes,

T Il est bien connu que la symétric par rapport & I'hyperplan défini par un
vecteur non isotrope a s’exprime dans ’algébre de Clifford par z ++ —aza™'. Le
résultat présent s’exprime alors simplement par le fait qu’une base orthogonale
(ai,aq2,...,a,) (qui donne, quand n = 4, le tétraddre autopolaire de 1’espace
projectif) est telle que le produit a;-as - - - a, commute ou anticommute avec tout
le monde, ce qui au niveau du projectif est la méme chose.
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Ficure 17

Le point E est conjugué, par rapport a la sphére, &4 A et & B. Il appar-

tient donc & la droite CD. Maintenant, la polaire du point I

.-

. .
Aint B ralativormant
reiauivennens

au cercle défini par 'intersection de la sphere avec le plan (M M"”M™) est
clairement la droite EC, et l'intersection de EC avec M M"" est un point
conjugué a C'; c’est donc le point D. [

0-B.8.5. On est en mesure d’introduire le groupe circulaire.

Définition. Le groupe engendré par les inversions s’appelle le groupe cir-
culaire, ou encore le groupe de Mobius, et sera noté M6b(5’2).

Ce groupe correspond dans C U {00} aux applications
z+— (az+b)/(cz+d) et z+ (azZ +b)/(cz + d).

En effet, une involution est le produit de deux inversions qui commutent,
et toute homographie (exercice !) est le produit d’au plus trois involutions.
Il a deux composantes connexes, et sa composante neutre est le groupe
PGL(2,C) rencontré plus haut. Nous allons en donner une derniére repré-



§0-B.8 INVOLUTIONS ET GROUPE CIRCULAIRE 143

sentation, issue de la réalisation de la sphére de R® comme 1’ensemble des
points d’une quadrique projective de I’espace P3(R) : le groupe de Mdbius
apparait comme isomorphe au groupe PO(3, 1, R) des transformations pro-
jectives qui conservent la quadrique. En effet, il suffit de vérifier qu'une
inversion du plan correspond & une involution de la spheére avec point ex-
térieur, et que cette derniere application n’est autre que la transformation
projective de P3(R), induite par une symétrie hyperplane dans R4 muni de
la forme quadratique z2 + y? + 22 — t2, puisque dire que deux points sont
conjugués par rapport au cone isotrope équivaut a dire qu’ils sont orthogo-
naux pour la forme quadratique. On conclut en rappelant que les symétries
hyperplanes engendrent le groupe orthogonal de notre forme quadratique,
et il suffit de se contenter des symétries hyperplanes associées a des vec-
teurs situés en dehors du cone, vu la proposition précédente. Enfin, on
verra plus bas [cf. remarque b) page 148] que les symétries droites du plan
qui correspondent & des points situés dans I’espace tangent au pdle nord
de la sphere sont aussi engendrées par des inversions.

On retrouve alors la description des deux composantes connexes du groupe
Mo6b(S?) en termes du déterminant. ..

0-B.8.6. La projection stéréographique. Il s’agit maintenant de
mieux comprendre la projection stéréographique. Soit toujours E notre
espace vectorie] sur C de dimension 2. Soit H une structure hermitienne
sur E: H(z,y) = {x,y). On considére, dans #(E), l'espace H# des opé-
rateurs hermitiens relativement a H; c’est un espace vectoriel réel de di-
mension 4. Dans une base orthonormée de F, les matrices de # s’écrivent

E jiy T -;W ], avec a et b réels. Le déterminant définit sur J une
forme quadratique de signature (1, 3), indépendante de la base dans E. Le
coOne isotrope est donné par les opérateurs hermitiens de déterminant nul,
et 'on a dans P(#) une quadrique (projective réelle), sur laquelle GL(E)
induit une action donnée par (4, A) — uAu*. L'ensemble des opérateurs

de trace nulle définit un hyperplan 4 I'infini® que 'on notera H.,. L’ap-

8 Le complémentaire de Ho dans le projectif est muni d’une structure naturelle
d’espace affine, et 'on déduit donc une quadrique affine de la quadrique pro-
jective. L'espace affine peut étre réalisé comme I’hyperplan affine de # donné
par les opérateurs hermitiens de trace égale 4 1, et la quadrique affine comme
Pintersection du cone isotrope et de cet hyperplan affine. L’hyperplan vectoriel
associé a celui-ci n’est autre que I'hyperplan H, :il rencontre le céne suivant le
vecteur nul, comme il résulte du fait que la restriction du déterminant 4 cet hy-
perplan est définie négative. La quadrique affine, identique donc & la quadrique
projective, est pour le moment un ellipsoide et sera une véritable sphére quand
on aura introduit une structure euclidienne naturelle sur .
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plication qui & une droite D de E associe le projecteur orthogonal sur D
(qui est bien un opérateur hermitien de déterminant nul) considéré dans
le projectif, réalise une bijection entre P(E) et '’ensemble des points de la
quadrique, comme il résulte clairement du fait que sur une droite de J#
engendrée par un opérateur hermitien A de déterminant nul et de trace
différente de zéro, 'élément p = A/tr(A) est un projecteur hermitien.
La projection stéréographique n’est autre que I'inverse de cette applica-
tion. Elle dépend apparemment du choix d’'une structure hermitienne sur
E. De plus, il résulte d’'un calcul élémentaire (que le lecteur aura plaisir
a effectuer) que 4 droites de F ont un birapport réel si et seulement si
les projecteurs orthogonaux sur ces droites sont liés dans ’espace . La
notion de cercle dans P(E) devient ainsi plus claire!

Il s’agit maintenant de comprendre comment voir la quadrique comme
une sphére et comment apparait la structure euclidienne sur le plan. L’ap-
plication A > tr(A?) est une forme quadratique définie positive sur J#,
elle munit donc celui-ci d’une structure euclidienne; 1’ellipsoide formé des
projecteurs hermitiens de rang 1 est alors contenu dans la sphére unité de
P’espace euclidien . Le cone isotrope des opérateurs hermitiens de déter-
minant nul est un cone de révolution pour la structure euclidienne : en effet,
dans la base de J¥ ol la matrice ci-dessus a pour coordonnées (a, b, z, %),
la matrice S; du produit scalaire est la matrice diagonale Diag(1,1,2,2)
(ce qui indique au passage que cette base n’est pas orthonormée), et la
matrice So de la forme quadratique déterminant est la matrice

0 1/2
1/2 0
-1 0
| 0-1]

Les valeurs propres de la matrice S»S; ! sont donc —1/2, —1/2, —1/2
et 1/2, et sont donc, comme il se doit, toutes égales, & un signe prés.
Notre ellipsoide est donc bien une sphére. En y choisissant un point N
(c’est-a-dire un projecteur orthogonal N sur une droite A), on fixe le pole
nord et aussi le point & l'infini dans le plan P(E), qui n’est autre que la
droite A = Im(N). L’espace affine complexe de dimension 1 (que l'on va
« réelifier »), complémentaire dans P(E) du point & 'infini, admet comme
espace vectoriel associé la droite complexe A; celle-ci est munie d’une
structure hermitienne induite, et la partie réelle de la forme hermitienne
considérée donne un produit scalaire sur I’espace vectoriel réel (de dimen-
sion 2) sous-jacent & la droite complexe A. L’espace affine euclidien ainsi
obtenu est le plan usuel !
On va établir que ce plan affine euclidien s’identifie (modulo un petit
changement qui consiste 4 remplacer la structure euclidienne de départ
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par A — 3‘4—2) , changement qui sera justifié quelques lignes plus bas) avec
I'espace tangent a la sphére au point péle sud S =1Id — N, symétrique de
N par rapport au centre Id/2 de la sphére. Le diamétre de la sphére pour
la structure euclidienne initiale est égal & ||S — N| = (trId)¥/2 = /2, et
devient égal a4 1 pour la structure qui vient d’étre introduite !

Choisissons maintenant une base orthonormée 98 de E portée par A et
AL, La matrice de N est donnée par [(1) g} L’espace tangent 3
en S s’obtient comme l'intersection de l'espace tangent au cone en S avec
I'hyperplan des matrices de trace 1. La forme polaire du déterminant est

donnée par
(A4,B) — [tr( tr(B) — tr(AB)];

on en déduit que ’espace tangent au céne au point S, donné par ’ortho-
gonal pour cette forme polaire de la génératrice passant par S, s’obtient
comme {X; tr(NX) = 0}; cet espace n’est autre que orthogonal pour la
structure euclidienne de la génératrice passant par N. Si maintenant

_ a T+ T S N
M= [x—iy l—a] (o 0 =@a —a®—2z°—y°),
est un point de la sphere et L I'intersection de la droite N M avec espace
tangent a la sphére en S, on peut écrire L = aN+8M avec a+tr(MN)3 =
a + aff = 0, mais aussi (grace a la trace) a + 3 = 1. On a donc

L=[ a+Ba Bz + iy)
Bz —iy) B(1—a)

IL—-8|* = %[( + Ba)? + (8 — af — 1)? + 26%(z® + y?)]

B2 (x? + y2) = #?(a — a?).

Maintenant, dans F, l'image de M est donnée dans 98 par la droite de
vecteur directeur (a, z—%y), auquel correspond le point My = (a/(z—1iy), 1)
du plan usuel réalisé comme I’ensemble des points de £ d’ordonnée égale a
1. Quant au point Sp = (1, 0), il correspond & la droite image de ’opérateur
S. Dans le plan usuel, le carré de la norme ||SoMyl|? = {SoMp, SoMy) est
donné par

la/(z —iy)? = a*/(a? + 4*) = a/(1 ~ a).
On conclut en remarquant que 8= 1/(1 - a).
0-B.9 Retour sur le birapport

Le choix de trois points sur une conique complexe permet d’apres ce qui
précéde d’identifier celle-ci avec C U {oo}. Rappelons aussi que le groupe
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G4 opeére sur ’ensemble C — {0,1}. Il opére donc sur la conique quand on
y a privilégié trois points. Il s’agit de mieux comprendre cette action.

0-B.9.1. La situation devient plus claire quand on se souvient que le
birapport est invariant par les éléments du groupe de Klein “#4. L’action
sur C — {0, 1} est en réalité une action du groupe &4/ 4, qui n’est autre
que le groupe &3 des permutations des trois 2-Sylow de G4 (cf. exercice
0-B.11.12). L’action sur la conique tri-épointée devient I’action induite
par celle du groupe G3 sur I'espace vectoriel de dimension 3 (au-dessus
du plan projectif), ol 'on a choisi une base et fixé dans cette base la
forme quadratique invariante 2(x1x9 + 2123 + z223). Cette derniére action
n’est autre que celle réalisée par les matrices de permutation. Nous avons
donc une injection du groupe G3 dans le groupe des homographies (qui
n’est évidemment rien d’autre que celle réalisée par les transformations
rationnelles z — 1/z,z — 1 — 2,...). Ainsi, la transposition 723 induit
sur la conique I'involution qui permute les deux premiers points A et B, et
laisse fixe le troisieme C'; son point de Frégier est donc & Uintersection de la
droite AB avec la tangente en C a la conique. Si I’on compose maintenant
les deux transpositions 12 et 723, on obtient la permutation circulaire (123)
dont 'ordre est 3. Ceci s’exprime alors sur la conique par un joli résultat
géométrique !

FIGURE 18

Plusieurs autres résultats analogues peuvent étre exprimés. On laisse
par exemple au lecteur le soin de représenter géométriquement le fait que
le produit des trois transpositions de G3 est égal 4 une transposition :
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on trouve en particulier que les trois autres points fixes des involutions
associées aux trois transpositions sont permutés par ces mémes involutions;
ces points correspondent aux points —1, 2 et 1/2 du plan complexe, qui
donnent avec les points de base 0, 1 et oo plus d’une division harmonique.
On trouvera aussi comme exercice (cf. 0-B.11.25) le fait que les points
de Frégier des trois involutions définies par les trois transpositions de &3
sont alignés.

0-B.9.2. Ceci dit, on est en mesure, en principe, de lire sur la conique
tri-épointée le birapport de quatre points donnés sur cette méme conique.
En faisant opérer des involutions, il est possible, vu que le birapport est
invariant par les homographies, de supposer que trois de ces points ont été
choisis aux trois points de base. Il s’agit donc de déterminer un point sur
la. conique & partir de quatre autres points (nommés évidemment dans un
ordre précis). Comme [0, 1, 0o, 2] = z, ce point n’est autre que le quatrieme
point ! Mais alors, la formule [A, B,C,D] = [A,B,C,E|-[A,B,E, D} de
I’exercice 0-B.11.3 permet de lire sur la conique la multiplication dans le
corps C! La commutativité (et aussi I’associativité) de la multiplication
correspond & une propriété géométrique

D

\_/

FIGURE 19

En effet, ’homographie, composée des deux involutions avec points de Fré-
gier K, puis I, montre que le birapport [0, 00, z, zy] est égal au birapport
[0, 00, 1,%]. On notera que la multiplication ne semble dépendre que de la
droite joignant les points 0 et co. Ceci correspond au fait que P’application
z — 1/x est un homomorphisme du groupe multiplicatif K*.

De méme, il est possible, vu 0-B.11.8, de lire sur la conique l'addition
dans le corps. Il en découle ici aussi plusieurs propriétés géométriques sur

la conique, qu’on laisse encore au lecteur le soin d’expliciter.
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0-B.9.3. Revenons maintenant au cas de la figure 18. Les trois points
choisis sur la conique permettent, vu le procédé décrit plus haut, de définir
trois involutions. Nous allons constater que les points de Frégier de ces trois
involutions sont alignés et que les droites M M3, M My, My My, passent par
le troisiéme point, non représenté sur la figure... Nous nous placons pour
cela dans le cas de la conique fondamentale. Les points de Frégier sont
alors les formes quadratiques non dégénérées

az,y)=(-y)(z+y) ; @@y =2z -y/2) ; glz,y) = y(z — 2y),

et Pon a ¢ + %(}'3 = @q; ! Ceci n’est autre que le classique théoréme de
Pascal® sur les coniques, que ’on peut énoncer ici de la maniére suivante :
pour que le produit de trois involutions soit une involution, il faut et il
suffit que leurs points de Frégier soient alignés. De plus, dans ce cas, le
point de Frégier de la nouvelle involution est le conjugué harmonique de
'un de ces points par rapport aux deux autres.

Remarques

a} La figure 19 est une version camouflée du théoréme de Pascal; elle
a la vertu de montrer le réle crucial joué par la commutativité du corps!

b) En transportant ces résultats en dimension supérieure et au cas
réel, et en les appliquant a la spheére regardée comme conique projective,
on constate alors que les inversions engendrent bien les symétries droites,
ces dernieres correspondant 3 des involutions de la sphére définies 4 partir
de points situés i I'extérieur de celle-ci, et plus précisément dans le plan
tangent au pole nord de la sphere.

c) La figure 19 témoigne du plongement du groupe Z/6Z x Z/2Z dans
le groupe des homographies de la conique. Chaque sous-groupe fini semble
donc se rapporter a une situation géométrique propre, qu’il serait inté-
ressant de déterminer a chaque fois. On procede, dans cette démarche, &

Y
Pinverse du programme d’Erlangen de F. Klein! Pourvu qu'on dresse la

liste des sous-groupes finis du groupe de Mébius, on découvre autant de
figures géométriques dignes d’intérét ! On laisse & plus tard la détermina-
tion de la liste de ces sous-groupes finis et des interprétations géométriques
qu’ils incarnent.

® Dans P’algebre de Clifford, le résultat s’exprime essentiellement en disant que
le carré de a-b-c, ol le point ¢ est combinaison linéaire de a et b, est un scalaire.
Ceci s’énonce de fagon équivalente dans ’espace $1(2) des matrices 2 X 2 de trace
nulle : le produit de 3 matrices linéairement dépendantes de s[(2) est encore dans

s1(2) (exercice). Ceci est une autre version du théoréme de Pascal! Merci & A.
Arabia.
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0-B.10 Le complexe octaédral

Nous nous intéressons dans ce paragraphe aux orbites du groupe G =
D(4,K) des matrices diagonales inversibles!® sur la grassmannienne ®3
des plans (vectoriels) d'un espace vectoriel E, de dimension 4, rapporté
a une base {e;,e,€e3,e4} fixée une fois pour toutes. On supposera, pour
simplifier, que K est algébriquement clos et de caractéristique nulle.

0-B.10.1. Commencons par quelques remarques ou figurent entre autres
des considérations de géométrie algébrique qui ne nous seront pas vraiment
utiles, mais qui présentent l'intérét de bien préciser la nature des objets
que 'on consideére.

0-B.10.1.1. La grassmannienne &5 est une variété algébrique projective,
comme on le vérifie simplement en remarquant que c’est une orbite sous
I'action du groupe GL(4,K), avec comme stabilisateur du plan {e;, e2) le
parabolique (maximal) de type 2. On a par ailleurs un systéme naturel
de cartes affines, obtenu en considérant ’ensemble des six ouverts Aoij
pour 1 € i < j € 4 et ol Ag‘j est ’ensemble des plans transverses!!
au plan de coordonnées P;; = (e;, ;). L'ouvert ﬁ,;j a une structure de
variété algébrique affine, puisque c’est un espace affine de dimension 4,
avec comme espace vectoriel associé l'espace vectoriel £(E/P;;, Pi;} des
applications linéaires définies sur ’espace vectoriel quotient E/P;; et &
valeurs dans P;; (voir par exemple [Mn-T's|, page 203, ou bien I'exercice
0-B.11.41).

0-B.10.1.2. 1l est possible de réaliser simplement ¢4 comme fermé dans
un espace projectif, plus précisément comme une quadrique projective. En
effet, les points de P{A%(E)) qui correspondent aux droites de (l’espace
vectoriel de dimension 6) A%(E) qui sont de la forme A%P, ot P décrit
&3, forment une quadrique projective : I’équation du céne dont elle dépend,
quand on a rapporté A*(E) & sa base {eiNe;}ic;, est donnée par X; 2X3 4—
X1,3X24 + X14X23 =0 (cf. exercice 0-B.11.40).

0-B.10.1.3. Nous donnerons une derniére réalisation de la grassman-
nienne 4. Pour cela, considérons I’ensemble des applications linéaires

19 Les groupes algébriques affines isomorphes a D(n,K), ou K est algébriquement
clos, sont appelés des tores (complexes quand K = C)). Se reporter i l'exercice
0-C.11.46 pour quelques-unes de leurs propriétés les plus simples.

11 On dit que deux sous-espaces d'un méme espace vectoriel sont transverses si
leur intersection est réduite a zéro.
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surjectives de K*? dans K2 (c’est-a-dire des quadruplets de vecteurs gé-
nérateurs de K?). Le noyau d’une telle application f (qui correspond en
fait au sous-espace des relations entre les images par f des quatre vecteurs
de la base canonique de K*) est clairement dans 6%. Deux applications
surjectives f; et f» donnent le méme noyau si et seulement si existe un
automorphisme ¢ de l'espace d’arrivée tel que @ o fi = fa (ce qui, au
niveau des quadruplets, exprime qu’ils appartiennent & une méme orbite
sous 1’action naturelle'? de GL(2,K)). La grassmannienne des plans de
K* est alors identifiée & 1'espace des orbites sous I’action de GL(2,K) de
« configurations » de quatre vecteurs appartenant au plan K2 et engendrant
celui-ci, de telle fagon qu’a une orbite de pareilles configurations corres-
ponde l'espace (de dimension 2) des relations entre les vecteurs de 'une
d’entre elles. On peut aussi exprimer cela en disant que la grassmannienne
®% s'identifie 4 '’ensemble des matrices 2 x 4 de rang 2, modulo I’action
par multiplication & gauche par les matrices inversibles 2 x 2, de telle fagon
qu’une orbite de pareilles matrices soit associée au noyau de I'une d’entre
elles.

0-B.10.2.

Définition. On dira qu’un plan de E ~ K* rapporté a sa base canonique
{e1, ez, e3,e4} est général s’il ne contient aucun des axes de coordonnées; on
dira qu’il est supergénéral s’il est transverse aux six plans de coordonnées.

On notera ’ensemble des premiers € et celui des seconds 6. On a
évidemment 0 C @. Remarquons que ce sont tous les deux des ouverts de
la. grassmannienne, et que ’on a 0 = N Aqb“7 De méme, si A; désigne, pour
1 € 17 € 4, 'ensemble des plans transverses a l'ieme axe de coordonnées,
on a 0 = () A;. De plus, A;; C A; N A;.

Dans son action sur la grassmannienne &%, le groupe G = D(4,K)
laisse évidemment fixes les six plans de coordonnées. Ce sont d’ailleurs
ses seuls points fixes:en effet, si P est un tel plan, il est en particulier
laissé invariant par la matrice 6 = Diag(1,2,3,4) qui a toutes ses valeurs
propres distinctes. La restriction de é &4 P est encore diagonalisable; le
plan P est ainsi engendré par deux vecteurs propres de §; c’est donc un
plan de coordonnées.

Par ailleurs, le groupe G laisse clairement invariants les deux ouverts

définis plus haut.

Définition. On appelle compleze octaédral tout ensemble de plans super-
généraux formant une orbite () sous laction du groupe D(4,K).

12 Notons au passage que GL(2,K) opére aussi naturellement sur 'ensemble des
applications surjectives de K* dans K® par (@, f) — Q-f =Qo f.
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Proposition 1. Un complexe octaédral s’identifie (du point de vue de la
géomeétrie algébrique'®) & la variété algébrique affine PD(4,K) de dimen-
sion trois, quotient du groupe D(4,K) par le sous-groupe distingué des
matrices scalaires.

Avant de donner de cette proposition non pas une mais deux démons-
tratlons, remarquons qu ‘elle exprime simplement qu’une matrice diagonale
inversible qui laisse stable un pl transverse aux six plans de coordonnées

est nécessairement scalaire.
Démonstration. a) Soit 6 € D(4,K) laissant stable le plan supergénéral
P. La restriction de é & P est encore diagonalisable; il existe donc un vec-

teur v € P qui est un vecteur propre pour é. Si toutes les coordonnées de v

nfnu:nf non nn"nc il s nnenlwra_ﬁ que & est cnn] mrn 11 not 118 reste 3 examiner

le cas ol 'une seulement de ses composantes, disons v; par exemple, est
nulle, car le vecteur v qui est dans P ne peut avoir plus d’une composante
nulle sous peine d’étre aussi dans 1’'un des plans de coordonnées. Comme
vg2,v3 et v4 sont non nulles, on déduit que les coefficients diagonaux ds,
d3 et dy de & sont égaux. Pour conclure, il suffit de faire intervenir un
deuxiéme vecteur propre w dans P tel que la composante w; soit non
nulle; ceci est possible, car, sinon, tous les vecteurs de P, qui est engendré
par des vecteurs propres de §, seraient dans ’hyperplan (de dimension 3)
d’équation X = 0, mais alors le plan P rencontrerajt dans cet hyperplan
n’importe quel plan, en particulier les trois plans de coordonnées qui y
figurent.

b) La deuxiéme démonstration est plus élégante dans la mesure ou elle
convient encore da.ns un cadre plus général que celui examiné ici [cf. re-
marque c) de 0-B.2.2], et réduit le résultat a I’exercice 0.11.3. Elle repose
sur le lemme suivant

Lemme 2. On considére dans M(n,K) I"équation PM = M D, ot D est
diagonale inversible, ot P est une matrice inversible et o M est de rang
p (avec p # 0 et p # n) telle que p quelconques de ses colonnes soient
lindairement indépendantes. La matrice D est alors scalaire.

Démonstration. On se rameéne, en considérant les puissances extérieures
j‘)iémes, au cas ol p= 1 \puul établir que le ran g da de \ M est égd.l a 1 utili-
ser ’action de Steinitz). Tout revient alors, vu 0-B.10.1.3, & montrer que

'3 Pour le lecteur qui préfere rester (notamment sur R) avec la géométrie diffé-
rentielle usuelle, on ne peut pas encore affirmer qu’il s’agit d’un isomorphisme
tant que ’on n’a pas prouvé la locale-compacité de l'orbite. Par contre, sur C,
on peut déja affirmer que 'orbite, qui est localement fermée pour la topologie de
Zariski, ’est pour la topologie de Hausdorff.
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si une matrice diagonale laisse invariant un hyperplan (celui qui corres-
pond au noyau de M) qui ne contient aucun des axes de coordonnées, elle
est scalaire. Mais ceci, exprimé dans le dual, signifie que la matrice diago-
nale D admet un vecteur propre qui n’appartient 4 aucun des hyperplans
de coordonnées; elle est donc scalaire. ]

On revient & la deuxiéme démonstration de la proposition ci-dessus.

o A N_P 1N 1 2 A+t A anemliaaas
On interprete la grassmannienne comme dans 0-B.10.1.3, et on applique

alors le lemme précédent avec des matrices M qui ne sont plus carrées,
mais rectangulaires 2 x 4, et des matrices inversibles P et D ayant la taille
qu’il faut. La condition sur les colonnes de M exprime que son noyau est
supergénéral, vu que la restriction de I'application linéaire qu’elle définit
de K* dans K2 a n’importe lequel des plans de coordonnées est injective

Sachant qu'un complexe octaédral 2 est de dimension 3 dans la grass-
mannienne @% qui est, elle, de dimension 4, nous nous proposons dans ce
qui suit de rechercher une fonction polynomiale & qui s’annule sur 2.

0-B.10.3. L’ensemble des plans non transverses a un plan de coordonnées
fixé, c’est-a-dire le complémentaire d’un des A; 7, est un fermé de dimension
3 qui est examiné dans ’exercice 0-B.11.42. L’ensemble de ceux qui ne
sont pas transverses a deux plans de coordonnées (au moins) peut étre de
différents types.

i) Il y a ceux qui passent par un des axes de coordonnées. Leur ensemble
est un plan projectif (de dimension 2).

ii) I y a ceux qui rencontrent deux plans de coordonnées adjacents (tels
que {(e1, e2) et (e1,e3)) ailleurs qu’en les axes. Ces plans-ci sont nécessaire-
ment contenus dans I’hyperplan engendré par les deux plans de coordon-
nées adjacents et rencontrent aussi le troisiéme plan de coordonnées qui y

. m m
figure. Leur ensemble est clairement aussi un espace projectif de dimension

2 privé de trois espaces IP; et passant par les trois points qui correspondent
aux trois plans de coordonnées dans ’hyperplan.

iii) Il y a ceux qui rencontrent deux plans de coordonnées non adjacents
(tels que (e;,e2) et {es,es)). Leur ensemble est un espace de type P; x Py,
car ils sont en correspondance bijective avec les couples de droites, dont
une est dans un des deux plans de coordonnées considérés et ’autre dans
l'autre.

Remarque. L’ensemble des plans qui passent par un axe de coordonnées
et par une droite d'un plan de coordonnées transverse a ’axe de départ est
une droite projective. Il est contenu dans celui considéré en i) et correspond
aussi & un des trois [P; écartés dans ii).
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Le tout est trés agréablement représenté schématiquement dans le des-
sin d'un octaédre qu’il faut penser dans ’espace & quatre dimensions et
ol les huit faces sont en fait des espaces projectifs de dimension deux, les
douze arétes des droites projectives et les trois quadrilateres médians un
produit chacun de deux droites projectives!¢. Les six sommets de 'octa-
édre sont les six plans de coordonnées, quatre des faces qui se coupent
deux & deux suivant un sommet représentent chacune les plans contenus
dans un des quatre hyperplans de coordonnées. Les quatre autres faces
représentent chacune ’ensemble des plans passant par un des quatre axes
de coordonnées. Les trois « parallélogrammes » (il s’agit des quadrilatéres
médians) ayant pour sommets opposés des couples de plans de coordon-
nées transverses et qui, contrairement & ce qui se passe dans le schéma
dans V'espace tridimensionnel, ne se coupent qu’en deux sommets, corres-
pondent aux trois ensembles de plans examinés dans iii). Les quatre arétes
et les deux parallélogrammes qui s’articulent en un sommet correspondant
4 un plan de coordonnées F;; = {e;, e;) donnent l'intersection du complé-
mentaire (fermé) de I'ouvert Aij avec notre octaeédre. L’octaedre apparait
comme la réunion des intersections deux a deux des six fermés complé-
mentaires des Aij, c’est-a-dire encore comme 1’ensemble des plans qui sont
non transverses 4 au moins deux parmi les plans de coordonnées.

FI1GURE 20

0-B.10.3.1. Commentaires
1) Le couple (i,j) représente le plan P;; considéré comme point dans la
grassmannienne ®3.

14 Considéré sur R, un produit de deux droites projectives est en fait homéo-
morphe & un tore.
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2) Les quatre faces non hachurées correspondent aux quatre plans pro-
jectifs considérés dans i) ci-dessus. La face {(1,3);(2, 3); (3,4)} représente
ainsi ’ensemble des plans passant par ’axe K-es.

3) Les quatre faces hachurées auxquelles on a 6té les « bords » représentent
les ensembles considérés dans ii). L’ensemble des plans contenus dans ’hy-
perplan {e;, e2, e3) est représenté ainsi par la face {(1,2);(1,3);(2,3)}, et
les trois arétes de cette face représentent les trois espaces P; évoqués aussi
dans ii). L’aréte {(1,2); (2, 3)} représente ’ensemble des plans passant par
une droite du plan Pj3 et par eq; 'aréte {(1,4);(3,4)} représente les plans
passant aussi par une droite de P;3, mais par ey.

4) Le quadrilatére médian {(1,2);(1,4);(3,4);(2,3)} représente l’en-
semble des plans passant par une droite de P13 et par une droite de Poy.
Il fait partie des trois ensembles évoqués dans iii) ci-dessus. Le quadri-
latére associé aux deux plans non transverses P2 et P34 est donné par
{(1,3);(1,4);(2,4);(2,3)}. Le fait que chacun des quadrilatéres soit re-
présenté par un parallélogramme ne devrait pas laisser croire & un point
a l'infini commun & deux arétes opposées, mais simplement au fait que
ces arétes ne se coupent pas: chacun de ces quadrilatéres est en effet un
produit P; x P; et sur R, comme c’est le cas du schéma, chaque aréte est
un cercle sur le tore, et deux arétes consécutives représentent deux cercles
de types différents sur ce méme tore, se coupant suivant deux points.

0-B.10.3.2. Le complémentaire de € dans la grassmannienne se décrit
facilement : il est donné par les quatre faces non hachurées (arétes et som-
mets compris). Le complémentaire de € est plus compliqué a représenter :
il est formé de six «copies» du fermé % p, (cf. exercice 0-B.11.42) au-
quel on a 6té Py et deux plans projectifs qui se coupent en un points. Ces
six ensembles sont des variétés quasi-projectives de dimension 3, qu’on ne
peut évidemment représenter, mais qui offrent cet avantage que la réunion
de leurs intersections deux a deux est visible sur notre schéma : il s’agit des
ensembles évoqués dans ii) et de ceux évoqués dans iii) auxquels on a 6té
les bords, c’est-a-dire 'octaédre privé des quatre faces (avec leurs bords)
non hachurées.

n_RkinAad N

dans K — {0,1}, qui est constante sur chaque complexe octaédral, et nous
allons montrer qu’elle est la restriction & € d’une fonction k définie sur

15 La copie indexée par Pz est formée de tous les plans de K* non transverses
a Pi,, exception faite de Pi; lui-méme et de tous les plans passant par les axes
K-e; et K-es (relever sur I'octatdre les éléments correspondant & ces morceaux
exceptionnels).
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0 & valeurs dans ’espace rencontré dans 0-B.5, et que 'on a appelé le
(quasi-) compactifié de K — {0, 1, cc}.

Soit donc P un plan général de I'espace E = K*, c’est-a-dire transverse
aux quatre axes de coordonnées. Les sous-espaces engendrés par P et par
chaque axe de coordonnées sont alors des hyperplans Hp; de E. Leurs
orthogonaux dans le dual donnent quatre droites contenues toutes dans le
plan P1 C E*, ¢’est-a-dire un élément de 1’ensemble @p. des quadruplets
de droites de PL. L’image de cet élément dans I'espace GL(PL)\@p. des
orbites sous 1'action du groupe des automorphismes linéaires de P opé-
rant sur @p. sera notée k(P). Ceci définit donc l'application k. Quand
le plan P est supergénéral, les hyperplans précédents qui lui sont associés
sont tous distincts: en effet, dans le cas contraire le plan P serait dans un
méme hyperplan (de dimension 3) que deux axes de coordonnées et ren-
contrerait non trivialement le plan formé par ces deux axes. La restriction
k de k & € n’est donc autre que le birapport des quatre droites obtenues
ci-dessus.

Maintenant si deux plans généraux P; et P, sont conjugués sous 'ac-
tion d’un élément § € D(4,K), I'application % induit un isomorphisme
entre Pi" et P;- qui envoie le quadruplet dans Pj- sur celui dans Pj-, car
0, qui laisse invariants les axes, conjugue du méme coup les hyperplans
Hp, ; et Hp, ;. Par suite, la fonction k, et donc aussi sa restriction IE, sont
constantes sur les orbites de D(4, K) sur les ouverts € et 7, respectivement.
On en déduit

Proposition. L’adhérence dans € d’un complexe octaédral quelconque
rencontre O — @ suivant une partie contenue nécessairement dans la réunion

b
churées de l'octaédre (privées de leurs bords).

Démonstration. Remarquons d’abord que I'adhérence dans € d’un com-
plexe octaédral € p, orbite du plan supergénéral P, est contenue clairement
(continuité de k) dans I'image réciproque par k de I'adhérence du point
IE(P) Mais vu les considérations topologiques de 0-B.5, I’'adhérence d’un
point de K — {0,1, 00} ne contient que les orbites correspondantes a des
quadruplets dont trois ou quatre des droites sont égales, ce qui revient a
dire qu’il y a un hyperplan de F qui contient P et trois des axes de coor-
données (il ne peut contenir davantage). Ceci entraine que nous sommes en
présence de plans P qui sont dans les parties hachurées, et exclut du méme
coup, d’une part les quadrilatéres médians, qui correspondent & des qua-
druplets d’hyperplans deux par deux égaux, et d’autre part les six ouverts
quasi-projectifs évoqués plus haut (sauf leurs intersections deux & deux)
qui correspondent & des quadruplets d’hyperplans dont deux seulement

sont égaux. ~
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A ce stade, deux questions se posent : ’adhérence d’un complexe oc-
taédral dans &% est-elle exactement sa réunion avec les faces de ’octagdre;
deux plans supergénéraux contenus dans une méme fibre pour la fonction
k sont-ils conjugués sous I'action de D(4, K) ? Nous répondrons affirmati-
vement dans ce qui suit a ces deux questions.

0-B.10.5. Une autre interprétation de la fonction k. La réalisation
de la grassmannienne donnée en c) ci-dessus suggere l'introduction d'une
fonction ! définie sur les plans de K% : si P est un plan général et si fp est
une quelconque application surjective K* — K2 de noyau P, I'orbite sous
Paction de GL(2,K) du quadruplet des droites de K? engendrées par les
f p(ez) (qui sont bien non nuls) est indépendante du choix de I’application
linéaire surjective fp ayant P pour noyau; on appellera cette orbite I{P).
Proposition 1. L’application 'fp qui réalise un isomorphisme entre le
dual de K? et I'orthogonal P de P dans le dual de K* envoie les droites
(K-fp(e:))t sur les droites (Hp;)*t.

Démonstration. On remarque d’abord que fp(Hp:i) = K-fp(ei). Le
reste est un exercice élémentaire sur la dualité; on a en effet

fe(Hp:): ="fp' (Hp;). =

On notera [ la restriction de ! & ’ouvert @ des plans supergénéraux et
on la verra comme arrivant dans K — {0,1} grice au birapport; de méme
verra-t-on la fonction k.

Démonstration. 1l s’agit de prouver que le birapport [D1,D2,D3,D4]
des quatre droites de K? est égal au birapport [D{, D5, D3 , D3] des quatre
droites D;L du dual. Ceci est facile: si vy, v9,v1 + ve, Av1 + v2 engendrent
respectivement les droites D;, alors —v3, v}, —vs + vf, A(—v3) + v} engen-
drent respectiverment les droites D-L =

—ail 1 A LAY T et =

Théoréme 3. Tout complexe octaédral est fermé
nt Parmnlicatin L- ffi T _INn 11 act ]

Fa% sl 17Ta N
J..I.J.Ullu’ 4 CIJIJ‘J.I.JL/GU.IUJJ v « W 7oUn 1\} LJ’ Cav UHU [+ 7

Paction de D(4,K).

Démonstration. 11 suffit évidemment de le vérifier pour L. Remarquons
d’abord que le plan d’équations z+z+ At =0ety+2+t=0(cu A € K—
{0,1}) est envoyé sur A par notre application (le lecteur aura évidemment

16 C’est-a-dire que les fibres sont exactement les orbites.
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compris d’oli viennent ces équations); celle-ci est donc surjective. Soit, par
ailleurs, P; et P, deux plans supergénéraux tels que les birapports des
quadruplets de droites engendrées respectivement par fp,(e;) et fp,(ei)
soient égaux. Il s’ensuit alors qu’il existe un automorphisme linéaire u de
K? tel que les droites engendrées par uoc fp, (e;) et par fp,(e;) soient égales,
c’est-a-dire qu'il existe une application diagonale d telle que u o fp, =
fp,od. Il suffit pour conclure de considérer les noyaux des deux applications
apparaissant de part et d’autre de I’égalité précédente. m

Corollaire 4. L’adhérence dans €0 d’un complexe octaédral quelconque
est sa réunion avec les faces hachurées (arétes et sommets non compris) de
Poctaédre, et son adhérence dans la grassmannienne est sa réunion avec
toutes les faces de l'octaédre.

Démonstration. Un complexe octaédral ne peut étre une variété pro-
jective, car il est affine; il n’est donc pas fermé dans la grassmannienne.
Son adhérence dans ®% est contenue, d’aprés ce qui précéde, dans sa ré-
union avec les huit faces de 1’octagdre. On sait par ailleurs (cf. exercice
0-B.11.43) que I’adhérence d’une orbite est elle-méme réunion d’orbites,
et que «l'intérieur » de chaque face de I'octaédre est une orbite : il suffit
alors pour conclure de démontrer qu’il y a, dans ’adhérence du complexe
octaédral € p considéré, un point intérieur & chacune des faces. On procede
cas par cas. 8i k(P) = A, le plan P est conjugué par un élément de D(4, K)
101 A

0111

le noyau de ’application linéaire associée au produit a droite de A par la
matrice diagonale Diag(d;, ds,ds, ds) est encore dans 'orbite du plan P,
¢’est-a-dire dans €p, et les équations de ce plan noyau sont données par
dix+dsz+ Adat = 0 et doy+d3z+dst = 0. Si maintenant dy = ds =dg =1
et dg — 0, on obtient & la limite le plan d’équations x+ z=0et y+ 2z =0
qui passe par l'axe de coordonnées engendré par e4. Enfin, sidy =d3 =1
et dy = dq4 — 0, on obtient & la limite le plan d’équations z =0et y+2z =0
qui est dans I’hyperplan de coordonnées engendré par les vecteurs ey, es et
e4. Pour retrouver d’autres faces, il suffit de procéder de méme en variant
la matrice de départ A a la lumiére du comportement du birapport sous
Paction de perm‘umuons de & &4 et en se souvenant que les appucauuub
2+ 1/z,z+— 1—z,... sont bijectives dans K — {0,1}. ]

au noyau de I'application linéaire donnée par la matrice A =

Remarque. Le théoréme précédent releve de la situation générale d’un
groupe algébrique affine — en 'occurrence ici D(4, K) — opérant librement
(i-e. tous les stabilisateurs sont réduits & I’élément neutre) sur une variété
algébrique X (ici X = 0):les orbites sont dans ce cas fermées et il y a
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une bonne application orbitale (ici c'est k& : 6 — K — {0,1}). En effet,
une orbite est ouverte dans son adhérence; celle-ci est réunion d’orbites
qui sont toutes de méme dimension (& savoir celle de G). S’il existait dans
I’adhérence une autre orbite, elle serait & son tour dense!?, et rencontrerait
la premiére orbite, d’oll une contradiction.

0-B.11 Exercices

0-B.11.1. Soit (D;)i=1,.n et (D)i=1,..n deux n-uplets de droites dis-
tinctes, ou n 2 4. Pour qu'’il existe u € GL(E) tel que u(D;) = D/, pour
tout i = 1,...,m, il faut et il suffit que [Dy, Do, D3, D;] = DY, D4, D3, D)
pour tout 7 = 4.

0-B.11.2. a) Montrer que PGL(3,R) opére transitivement sur les qua-
druplets de points de P>(R) qui sont tels que trois quelconques d’entre eux
sont non alignés.

b) Montrer que le groupe GL(3,R) opére transitivement sur les triplets de
plans bissecteurs des triedres ayant pour sommet ’origine.

InDICATION.— Les plans bissecteurs se coupent suivant la droite z = y = 2.
c¢) Montrer que 3 plans distincts qui se coupent suivant une droite peuvent
se réaliser comme les plans bissecteurs d’'un méme trieédre. (On pourra
prendre pour équations de ces plans ¢; = 0,¢2 = 0,01 = ¢2.) En dé-
duire que le groupe GL(3,R) opére transitivement sur les triplets de plans
passant par une méme droite.

0-B.11.3. Montrer que si (D;)i=1,..5 sont 5 droites distinctes du plan
vectoriel, alors [Dy, Da, D3, D4] = [D1, Do, D3, Ds]-|D1, D2, Ds, Dy].
INDICATION.— Se reporter a la remarque a) de 0-B.2.2, en considérant le
dessin suivant.

j D5 i D4 i _D2 D3
// MW// )
/ D,
M’ M’ O M
FIiGURE 21

17 Car une sous-variété fermée (irréductible) propre est de dimension strictement
inférieure.
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0-B.11.4. a) Quand K est fini, avec g éléments, calculer le nombre de
plans dans espace F = K.

INDICATION.— Faire opérer GL(E) sur les plans; on trouve ¢ + ¢% + 2¢% +
g+ 1.

b) Montrer qu’étant donné un plan P, fixé, il y a ¢? plans qui lui sont
transverses et ¢° + 2¢2 + g qui le coupent suivant une droite.
INDICATION.—— On pourra faire opérer sur ’ensemble des plans transverses
le groupe des automorphismes de E qui laissent P invariant, ou bien
commencer par dénombrer les plans qui coupent Fy suivant une droite
sachant qu’il y a ¢ + ¢? droites de E qui n'appartiennent pas a Py. Un
argument plus expéditif consisterait enfin i se souvenir (voir I'exercice 0-
B.11.41) que ’ensemble des plans transverses 4 un plan Py est un espace
affine dont ’espace vectoriel associé est donné par Z(E/Py, P); il est de
dimension 4 et contient donc ¢* éléments. ..

¢) Donner un exemple d’un quadruplet (P, Py, P3, P;) de plans de ’espace
E de dimension 4 sur K tel que P, N P; = {0} pour i # j. (Pour se
convaincre que cela est bien possible, il est bon de se placer dans I'espace
projectif de dimension trois).

d) Calculer le nombre & de plans transverses a 2 plans transverses (entre
eux) P; et Py donnés.

INpICATION,— On montrera que le groupe des automorphismes de E qui
laissent invariants P, et P, opére transitivement sur les plans transverses
& P, et P> :pour cela, on montrera que, étant donné un tel plan, il existe
une base de Py, soit (e1, e2), et une base de P, soit (v, v2), telles que (e +
V1, €2 + v2) soit une base du plan P; on notera ensuite que le quadruplet
(e1,e2,v1,v2) est défini & un automorphisme prés du plan Pj, comme on

ﬂ’ﬂ“ AMAYr AT O AT 1ﬂ+"f\f"“|1ﬂﬁﬂ+ Ly 1 ntnn.‘. r 'r raOrmarMmiIo 0\ flﬂ n n ‘)‘I ﬂv\
[R5 “PUL\/UVJ“ LAl ldlviviawinouly y312 F‘jdl l\/l J.\.tulm\.iu\l u-} v W IJ'H.HI NS L4

trouve k = (g2 — 1)(¢? — q) aprés avoir remarqué que les automorphismes
de la forme [‘3 fg} qui laissent invariant le plan (e; + e3,e2 + e4) sont
exactement ceux qui vérifient A = B.

0-B.11.5. a) Montrer que, pour que deux quadruplets (FP;) et (P!) de

plans transverses 2 a 2 soient conjugués sous ’action d’un méme élément
Ao (2T FN\ nn F est un espace vertorial de dimencian 4 1] 'anf ot il enfhit

®AL, U-l—l -I-I, wiou ALl vuy ¥ ACUWL 11 WAV WLAZ IR AAMTALS AL ‘I Al ANAY LU ALl JULALLY

qu’'une certaine classe d’endomorphismes diagonalisables de Pj et de P»
soient conjugués.

INDICATION.— Pour cela, on introduit comme dans le ¢) de Iexercice pré-
cédent les vecteurs e;, v;. Il existe alors kj et ko tels que kjep +vi, koea +vg
soit une base de Py. L’application (e;, ez) — (k1e1, kaes) est définie 4 un
automorphisme prés dans P, sa trace et son déterminant la caractérisent.
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b) Calculer les valeurs k; et ks en fonction des coordonnées pluckériennes
des droites de ’espace projectif P3(K) correspondant aux plans F;.

¢) Montrer que pour que le plan (e; + v;, e + v2) soit non transverse a
(k1e1+v1, kaea+vg), il faut et il suffit que ky-ka+ky +k2+1 = 0, c’est-a-dire
que k; = —1 ou ky = —1.

d) Montrer que les invariants (k1, k2) décrivent tout PP (K) x P;(K) a l'ex-
ception des points (0,0), (00, 00) et des deux droites X = —1l et ¥ = —1.
e) Montrer que dans le cas réel, ceci témoigne du fait que ’espace E reste
connexe quand on lui enléve trois plans transverses deux a deux.
INDicATION.— Remarquer que P;(R) x P;(R) s’identifie au tore et que le
complémentaire dans le tore de ’ensemble formé par deux cercles qui se
coupent est connexe.

0-B.11.6. Montrer que [D2, Dy, D3, Dy|-[D1, D2, D3, D4l =1.
INpicATION.— Considérer la figure

FIGURE 22

et noter que, d’aprés la remarque a) de 0-B.2.2, OM? = OM-OM’. Ceci
dit, les endomorphismes (M’ — M et A — A’) de D) et de D3 que I'on
doit examiner sont conjugués grace a I’isomorphisme py4;2 0 p241 de D sur
D3 (qui envoie le point A sur M’ et le point A’ sur M). Ils ont donc méme
déterminant.

0-B.11.7. Donner, connaissant les trois droites 1)), D2 et D3, une cons-
truction de la droite Dy telle que [Dy, Da, D3, D4] = —1.

On verra au c¢) de ’exercice 0-B.11.41 une jolie interprétation de cette
quatrieme droite.
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0-B.11.8. Montrer que [Dy, Do, D3, Dy] + [D1, D3, Da, D4] = 1.
INDICATION.— Considérer le dessin suivant.

0-B.11.9. Montrer que si X et Y sont deux isométries du plan réel eucli-
dien qui laissent invariant un carré donné, alors XY = Y X.
INDICATION.— On exhibera le groupe %4 des huit isométries qui conservent
le carré et 'on constatera que le sous-groupe {+Id} est distingué.

0-B.11.10. Déterminer les éléments d’ordre 2 dans &4; en déduire le
nombre des 2-Sylow de Gy.

INDICATION.— Le calcul du nombre des éléments d’ordre 2 peut se faire
a partir des éléments de GL(2,F3) vérifiant X2 = %Id. On trouve 14
éléments vérifiant X2 = Id et 6 éléments vérifiant X2 = —Id; ce qui donne
6 + 3 éléments d’ordre 2 dans &4, qui correspondent aux 6 transpositions
et aux 3 produits de 2 transpositions a supports disjoints. On trouve trois
2-Sylow.

0-B.11.11. Le groupe de Klein. Montrer que, dans Gy, il y a un unique
sous-groupe distingué d’ordre 4. Il est isomorphe & Z/27Z x Z/2Z et sera
noté /4.

INDICcATION.— Réalisé comme groupe des automorphismes de Hg, le
groupe &4 contient le groupe des automorphismes intérieurs de Hg, a sa-
voir Hg/ = Id, comme sous-groupe distingué et méme caractéristique; ce
sous-groupe est isomorphe & Z/27Z x Z[2Z. C’est le groupe!® formé par
lidentité et les trois permutations évoquées dans ’exercice précédent, &

18 Le groupe ¥, est appelé groupe de Klein. Par abus (et & tort), on notera parfois
V4 un groupe quelconque isomorphe a Z/2Z x Z/2Z.
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savoir (12)(34); (13)(24) et (14)(23). L’unicité provient du fait qu’un tel
groupe doit étre dans les trois 2-Sylow obligatoirement; c’est donc leur
intersection.

Remarquons aussi que, lorsque le groupe &4 est réalisé comme le groupe
affine du plan F3 (justifier), le groupe de Klein n’est autre que le sous-
groupe (distingué) des translations1o.

0-B.11.12. Le groupe diédral 9, et les 2-Sylow de &4

a) Montrer que dans un 2-Sylow de G4, il y a 8 éléments dont 5 sont
d’ordre 2.

b) Montrer qu'un 2-Sylow n’est pas cyclique, et par suite contient 2 élé-
ments d’ordre 4 (on pourra se rappeler qu’un 2-Sylow contient le groupe
Z[27 x Z,/27Z de Vexercice précédent). En déduire qu’il n’est pas commu-
tatlf.

c) Montrer qu’étant donnée une transposition, il existe un unique 2-Sylow
qui la contient. Quelle est 1’autre transposition contenue dans le méme
2-Sylow 7 Méme question pour les cycles d’ordre 4. [.’ensemble

{1d; (12); (34); (12)(34); (13)(24); (14)(23); G351); (12a0) }

donne un exemple d’un 2-Sylow de G 4. Vérifier qu’il est formé des éléments
de &4 qui conservent la forme quadratique non dégénérée g(z) = z 22 +
T3I,.
d) Le groupe diédral &, est le groupe des isométries d'un polygone régulier
ayant n cotés. C'est le produit semi-direct de Z/nZ par le groupe a deux
éléments

(0) - Z/nZ — By 224 (21} - {1},

oll o est déterminé par le choix d’une involution adéquate dans 9,,.
Montrer que les éléments de %, sont les seules permutations des quatre
sommets du carré qLu 5¢€ prolongem en des isométries du plan

e) Montrer que les trois 2-Sylow de &4 sont isomorphes au groupe diédral
Dy.
f) Montrer que le centre de 9@, est +Id. (Utiliser le fait que uospou? =
Su(D)-)
Vérifier que, lorsque 9,4 est réalisé comme un des trois 2-Sylow de Gy,
’élément non trivial de son centre est donné par le produit des deux trans-

positions qu’il contient.

19 Noter au passage que sur Fy, toutes les transformations affines sont directes :
ne pas étre tenté, donc, de réaliser A4 comme le groupe des transformations
affines directes ! Relever cependant l'existence d’un homomorphisme non trivial
sur GL(2,F2) & valeurs dans le groupe 4 deux éléments.
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g) Montrer qu’un 2-Sylow de &4 est égal & son propre normalisateur.
INDICATION.— On pourra invoquer le fait que I'indice du normalisateur
est égal au nombre des 2-Sylow, ou bien le fait que le normalisateur a un
cardinal qui est un multiple de huit et un diviseur de 24, et qu’un 2-Sylow
n’est pas distingué.

h) Déduire alors de l'action de &4 sur ses trois 2-Sylow la suite exacte

{e} = V4 — B4 — &3 — {e}.

Retrouver cette suite exacte, que 'on appellera suite eracte de Klein, en
considérant les isométries d'un tétraddre régulier et leur action sur les trois
perpendiculaires communes aux paires de deux arétes opposés.

i) Montrer que le groupe dérivé de &, est égal & son centre.
INDICATION.— Le groupe %, a huit éléments et son quotient par son centre
est un groupe (commutatif) & 4 éléments.

j) Quelle est la structure des 2-Sylow de &5 ?

INDICATION.— (est la méme que pour &4 C Ss.

0-B.11.13. Montrer qu’il y a dix sous-groupes dans %,, dont cinq sont
isomorphes & Z/27Z et deux isomorphes & Z/2Z x Z/2Z.

Z/2ZxZ/2Z Z/2ZxZ/2Z

Z/27Z Z/27Z

{Id}v

FiGURE 24

Remarque. Le groupe Vy = Z/2Z x Z/2Z de I'exercice 0-B.11.12 oc-
cupe dans les 2-Sylow une position particuliere; en fait, il n’en est rien
quand on regarde les sous-groupes de %4. En effet, il existe un auto-
morphisme (évidemment pas intérieur, vu que les 3 sous-groupes d’ordre
4 = Card(%4)/2 de 9D, y sont distingués) qui permute les 2 sous-groupes
Z/2Z x Z/2Z : constater pour cela que les deux systémes d’axes orthogo-
naux qui apparaissent dans la symétrie du carré sont échangés par une
rotation d’angle 7/4 (cf. exercice 0-B.11.31). Il est relativement facile de
démontrer que le groupe des automorphismes de %4 est &4 lui-méme (par
exemple, en remarquant que %, est distingué dans %@g). Pour les groupes
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diédraux 9,, généraux, le groupe des automorphismes est isomorphe a
Z/nZ x (Z/nZ)* aprés identification de (Z/nZ)* au groupe Aut(Z/nZ)
(remarquer qu’un automorphisme est entiérement caractérisé par I'image
de la rotation d’angle 7/n et par 'image d'une symétrie droite).

Par contre, il n’existe pas d’automorphisme de &4 qui conjugue les deux
sous-groupes Z/27 x Z/2Z d’un méme D,. Il est clair que c'est vérifié
pour les automorphismes intérieurs, vu que 'un de ces deux groupes est
le groupe distingué V4. Mais en fait, ¥, est caractéristique dans G4. (Re-
marquer qu'un automorphisme envoie toujours un sous-groupe distingué
sur un sous-groupe distingué, ce dernier point résultant du fait que lors-
qu’un groupe opére, I’ensemble des points fixes d’'un de ses sous-groupes
est invariant sous ’action du normalisateur de ce sous-groupe.)

0-B.11.14. a) Montrer que le centre de G,, est réduit a Id des que n = 3.
[Utiliser le fait que ooy 007! = To(i)o(j)» OU bien voir ¢) plus bas.]

b) Montrer que le groupe dérivé de G4 est égal & Ay et que celui de A4 est
le groupe V4. (On utilisera par exemple le fait que si N est distingué dans
G, alors D(G/N) = D(G)N/N, et le fait que D(GL(2,F3)) = SL(2,F3)
et que D(SL(2,F3)) = Hs.)

¢) Montrer que si une permutation ¢ a un seul point fixe zg, alors le
centralisateur de o est contenu dans le stabilisateur de xg. Prouver alors
par des choix adéquats de telles permutations que les centres de G, et de
A, sont réduits a Id sauf pour n = 2 et n = 3 respectivement.

0-B.11.15. a) Montrer que dans &4, il y a quatre 3-Sylow et huit éléments
d’ordre 3. (On pourra voir cela a partir de GL(2, F3), ou bien directement
en exhibant 3 éléments au moins d’ordre 3 comme (123) ou (124) ou (234)
et appliquer Sylow.)

b) Montrer que, dans Sy, il y a quatre sous-groupes d’ordre 6, qui ne sont
autres que les stabilisateurs de points dans ’action de &4 sur {1, 2, 3,4};
ils sont tous isomorphes a G3. (Le 3-Sylow du sous-groupe a six éléments
est un des quatre 3-Sylow de G4; son normalisateur est d’indice 4.)

¢) Montrer que l'intersection de deux d’entre eux est I'un des 6 sous-
groupes, d’ordre 2, engendrés par une transposition.

AY hainalla cat Minbavanntinm A1 D Qurlawar ot Jd?in amiig n-vrn'l“o A’Ardra olvw q
u} \c‘uUllU COU 1 ALILCLI DU LIV U u].l. H-u.yluw L U uiL Duua-él upv u Ul.\.l.l.c LA -

e) Montrer que la suite exacte de Klein est scindable et qu’elle admet en
fait quatre scindages.
INDICATION.— Le sous-groupe distingué ¥4 admet quatre compléments?°,

20 Des lors qu’on remarque que les trois éléments d’ordre 2 de ¥4 ne laissent fixe
aucun point de {1,2, 3,4}, il est facile d’établir que le groupe G4 des permutations
de {1, 2, 3,4} est produit semi-direct interne de ¥4 et du stabilisateur du point 1
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a savoir les sous-groupes G3; remarquer au passage que ces compléments
sont tous conjugués.

f) Quelle est I'interprétation des quatre sous-groupes S3 dans la géométrie
du tétraedre régulier 7

0-B.11.16. a) Quelle est I'intersection de 24 et d’un 2-Sylow particulier
de &4 7 (Remarquer que ¥4 est inclus dans %4 ; on trouve exactement ¥/4.)
b) Déterminer I'intersection de 24 avec 'un quelconque des 3 sous-groupes
de 6,4 isomorphes a Z/4Z. (Penser 4 la signature : on obtient & chaque fois
un sous-groupe différent des 3 sous-groupes d’ordre 2 de "¥4.)

0-B.11.17. Déterminer les sous-groupes distingués de G4. (On trouve Gy,

. M/ A+ [TAL Y
“A4, ¥4 €L Q1U7f.)

0-B.11.18. Le groupe des automorphismes de V4. a) Montrer que
tout automorphisme non trivial de ¥4 est extérieur, et que le groupe des
automorphismes de ¥4 est isomorphe a Ss.

INDICATION.— Se rappeler que @4 et 4 sont des produits semi-directs de
V4 et de Z/27Z et Z/3Z respectivement (voir aussi la remarque qui suit
Pexercice 0-A.6.28).

b) Montrer que le produit semi-direct de "¥4 et de son groupe d’automor-
phismes est un groupe a 24 éléments isomorphe a S;.

c¢) Le groupe GL(2,F3) est isomorphe & &3 (cf. exercice 0.11.10). Y a-t-il
un lien avec ce qui précede ?

0-B.11.19. a) Montrer que G4 est engendré par 2 quelconques de ses
2-Sylow.

b) Montrer que &, est engendré par les transpositions (12);(23);(34) ou
encore par 4 quelconques des 6 transpositions, ou par 3 quelconques des 6
cycles d’ordre 4.

0-B.11.20. Réaliser le treillis des sous-groupes de G4, en commengant
par «placer », avant toute relation d’incidence, I’ensemble des 30 boules
correspondant aux différents sous-groupes de &4.

INDICATION.— Placer évidemment sur un méme niveau horizontal tous
les sous-groupes de méme cardinal. Il y a un seul sous-groupe d’ordre
12, trois sous-groupes isomorphes au groupe 94, quatre &3, trois Z/4Z,
trois Z/2Z x Z/2Z auntres que le groupe de Klein, quatre Z/3Z, et six

par exemple, et que le quotient de &4 par V4 est donc donné par &3 (cf. exercice
0.11.69.
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sous-groupes Z/2Z autres que les trois qui figurent dans ¥,4. Pour tracer
les relations d’incidence, on reconnait une configuration tétraédrale ayant
pour sommets les quatre sous-groupes Gj : chacun des six sous-groupes
Z/2Z précédents portera le nom d’une aréte et sera inclus dans les deux
sous-groupes &3 qui sont nommeés par les extrémités de l'aréte; quant aux
trois sous-groupes Z/2Z x Z/2Z auxquels il a été fait allusion plus haut, ils
correspondront aux trois perpendiculaires communes aux paires d’arétes
opposées, et chacun d’eux contiendra, d’une part les deux sous-groupes
Z]2Z correspondant 3 la paire d’arétes qui le caractérise, et d’autre part
un différent parmi les trois Z/2Z du groupe de Klein, celui précisément
qui est contenu dans le Z/4Z qui vit avec notre Z/2Z x Z/2Z dans le
méme 2-Sylow. On vérifiera ainsi que sur chacun des neuf Z/2Z arrivent
trois relations d’incidence du graphe, et qu'il en part évidemment une.
La présence de cette configuration tétraédrale est moins énigmatique que
celle de la configuration cubique parmi les sous-groupes de GL(2,F3) :en
effet, a chaque « élément » du tétraedre, correspond son stabilisateur dans
le groupe des isométries?!. On notera cependant que le groupe des auto-
morphismes de G4 est le méme que le groupe des isométries qui laissent
invariant le tétraédre régulier, en 'occurrence G4, de méme que ’on avait
noté que le groupe des isométries du cube est le méme que le groupe des
automorphismes de GL(2,F3).

Remarques

a) On aura noté que, pour tout diviseur d de 1'ordre de &4 il existe un
sous-groupe d’ordre d de & 4. Cette propriété est encore vraie dans le cas de
S3, mais cesse de ’étre au-dela de S5 : il est facile par exemple de démon-
trer qu'il n'y a pas de sous-groupe d’ordre 15 dans &5 (nn pourra montrer2?

qu’un tel sous-groupe est nécessairement dans 2s, puis utiliser I'exercice
0.11.17). On démontre que si un groupe G vérifie cette propriété-la, il est
nécessairement résoluble (cf. [Hal], page 144).

b) Lorsque le groupe &, est réalisé comme le groupe des isométries di-
rectes du cube, le nombre (égal & treize) des sous-groupes cycliques maxi-

maux dans G4 correspond aux treize axes des (vingt-trois) rotations qui
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des problémes les stab1hsateurs des hult sommets du cube da.ns le groupe des
isométries ne donnent en fait que quatre des huit sous-groupes &3 de G4 x Z/2Z
(cf. exercices 0-A.6.44 et 0-A.6.43); les quatre autres sont obtenus comme les
isométries directes qui stabilisent une quelconque grande diagonale. Existe-t-il
pour autant une configuration cubique parmi les sous-groupes de ce groupe ?

22 Un autre raisonnement possible consiste & constater qu’un tel groupe devrait
étre contenu dans le normalisateur de son unique 5-Sylow, lequel normalisateur
est d’ordre 20.
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conservent le cube. Les trois axes médiateurs des faces opposées, les quatre
(grandes) diagonales et les six axes passant par le centre et par les milieux
des arétes définissent le bouquet de droites associé au cube. Les nombres
trois, sept et treize correspondent aux sous-groupes cycliques (éventuel-
lement maximaux) de ¥4,y et S4. Ces mémes nombres se retrouvent
dans la figure plane donnée par un triangle, ses quatre centres de cercles
inscrit et exinscrits, et les six pieds des bissectrices intérieures et exté-
rieures. En ne gardant de cette figure que ses propriétés projectives, on
obtient la configuration projective associée au bouquet de droites précé-
dent. Il serait intéressant d’obtenir la configuration projective de trente et
un points associée au groupe 2As, réalisé comme groupe des déplacements
de l'icosaedre. . .

0-B.11.21. a) Montrer que, dans un espace vectoriel E de dimension 2
sur Fy, il y a (g + 1)* quadruplets de droites et (g + 1)g(g — 1)(g — 2)
quadruplets de droites distinctes.

b) Montrer que le nombre d’orbites du groupe &4 sur 9 est égal a ’entier
(g+1)glg - 1)(g - 2)/24.

¢) Montrer qu'il y a 6(¢+ 1)g(q — 1) quadruplets de droites dont 2 droites
exactement sont les mémes. On notera leur ensemble &*. Montrer que le
nombre d’orbites du groupe &4 sur &* est égal a (¢ + 1)g(q¢ — 1)/2.

d) Montrer qu’il y a 4(¢ + 1)g quadruplets de droites dont 3 exactement
sont les mémes. Déterminer le nombre d'orbites du groupe &, sur leur
ensemble &". (On trouve (g + 1)q.)

e) Montrer qu’il y a 3(¢ + 1)¢ quadruplets de droites dont deux couples
sont égaux, (comme (D, D, D', D) par exemple), et que le groupe &4 a
(¢ + 1)q/2 orbites sur leur ensemble @',

f) Montrer qu’il y a (g — 2) orbites de GL(E) sur &, contenant chacune
Card(PGL(E)) = (g + 1)g(q — 1) éléments, et 6 orbites sur &' contenant

”

(¢ + 1)g(qg — 1) éléments, 4 orbites sur @" contenant chacune g(gq + 1)

1881 AP
éléments, 3 orbites sur "' contenant chacune g(q + 1) élément

une orbite sur @'V contenant (g + 1) quadruplets.
g) Combien de quadruplets de droites distinctes ont-ils pour birapport un
scalaire (adéquat) donné 7

0-B.11.22. a) Dans le cas de F5, montrer que les 360 quadruplets de
droites distinctes sont répartis en 3 orbites sous 'action de GL(2,Fs) et
15 orbites sous l'action de G4. Les orbites sous ’action de GL(2,Fs) con-
tiennent chacune 120 éléments et sont indexées par les birapports 2, 1/2
et —1.
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b) Montrer qu’étant donnés deux quadruplets portant sur les mémes
droites distinctes de IFE et ayant méme birapport, on peut passer de I'un
a lautre par une permutation dont 'ordre divise quatre.

INDICATION.— La permutation est dans le stabilisateur dans &4 d’un bi-
rapport; celui-ci est d’ordre 24/3, c’est donc un 2-Sylow.

¢} Montrer que tout 2-Sylow de &4 opére sur les 3 birapports dans
{2,1/2,—1} en laissant fixe 'un d’entre eux et en permutant les deux
autres. (Ceci exprime aussi que G4 opére doublement transitivement sur
ses 2-Sylow, comme il résulte clairement du fait que le normalisateur d’un
2-Sylow dans &, est lui-méme.) On peut voir aussi cela en remarquant
que &4 est engendré par deux de ses 2-Sylow et que si un 2-Sylow laissait
fixe les 3 birapports, chaque 2-Sylow le ferait aussi, et donc également &,.
d) En déduire que chaque intersection d'une orbite de GL(2,F5) sur @
avec une orbite de G4 sur @D est Porbite d'un 2-Sylow bien choisi, et que
chaque orbite contient exactement 8 éléments.

e) Montrer que le noyau de I'action est "¥/4.

0-B.11.23. a) Montrer que dans le cas du corps F3, les 24 quadruplets
de droites distinctes forment une orbite sous ’action de G4 et une orbite
sous Vaction de GL(2,[F3).
b) Montrer que dans le cas du corps F7, on trouve 1680 quadruplets de
droites distinctes, répartis en 5 orbites sous l'action de GL(2,[F7). Vérifier
que ces orbites contiennent chacune 336 éléments, qu’elles sont indexées
par 2, 3, 4, 5 ou 6, et que le groupe &4 agit sur {2,3,4,5,6} avec 2 orbites:
{2,6,4} et {3,5}. Le stabilisateur d’un point est ou bien 24, ou bien un
2-Sylow; le noyau de I'action est /4.
c) Montrer que dans @ l'intersection d’une orbite de GL(2,F7) avec une
orbite de G, contient 8 ou 12 éléments.
d) Montrer que, dans le cas de Fy4, les 120 quadruplets sont répartis en
deux orbites sous l'action de GL(2,F,), orbites indexées par a et o? ol
F4 = {0,1,0, o} et a est une racine de X? + X + 1. Le noyau de ’action
est 4. L’intersection d’une orbite de &4 avec une orbite de GL(2,F,)
contient 12 éléments.

e) Dans le cas de [Fg, on trouve 5040 quadruplets de droites distinctes

répartis en 7 orbites sous Vaction de GL(2,Fg), orbites contenant chacune
720 éléments et paramétrées par {—1,a,1+a,a—1,1 —a, —(1+ ), —a}
ou a? = —1. Il y a, sur 'ensemble formé par ces 7 birapports, 2 orbites

sous l'action de &4, l'orbite réduite au point —1 et le reste. Montrer que
I’ensemble des quadruplets de birapport —1 est la réunion de 30 orbites
sous ’action de Gy4.
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0-B.11.24. Montrer que l'action de &4 sur 1'espace GL(2,F,)\%" est
transitive, et que I’on trouve comme stabilisateurs des sous-groupes d’ordre
4, stabilisateurs qui ne sont autres que les sous-groupes Z/27Z x Z /2Z dif-
férents du sous-groupe de Klein 4. On rencontre les 2-Sylow dans 1’ac-
tion sur GL(2,F,)\@™ et les sous-groupes d’ordre 6 dans l'action sur

GL(2, F)\@".

0-B.11.25. a) Soit G un groupe opérant sur un espace vectoriel V. On

b]
suppose que ¥ 174 pneeaﬂo une -Fnrmn ]'\ﬂunaan-o nctee B’ lnvarlgni-a 50US ] ac-

tion des éléments de G, c’est-a-dire telle que B(g-v, g-w) = B(v, w) pour v
et w parcourant V et g aussi quelconque dans G. On suppose par ailleurs
que 1'espace vectoriel V' est la somme de deux représentations irréductibles
de G, soit V =V} & V5, telles que la représentation p; sur V} ne soit pas
équivalente a la représentation contragrédiente de pg, opérant sur V' (23).
Montrer que les sous-espaces V7 et V3 sont orthogonaux pour B.
INDICATION.— Dans le cas contraire, ’orthogonal de V4, qui est stable pour
G, couperait V2 suivant {0}. On aurait donc une dualité non dégénérée
entre V] et V5, d’olt un isomorphisme entre V; et le dual de V5 qui, du fait
de I'invariance de B, commuterait avec les actions de G.

b) On considére le cas du groupe G = &,, opérant sur C”, et ’on prend
pour B 'une ou I'autre des deux formes quadratiques (invariantes) données
par 3; 22 ou 2y, ; z;z;. Les matrices S et So de ces formes quadratiques
sont respectivement la matrice identité et la matrice qui a des 1 partout
en dehors de la diagonale et des zéros sur celle-ci.

Vérifier que les sous-espaces D et Z rencontrés dans 'exercice 0.11.66 (que
I’on notera D, et Z, pour rappeler, si nécessaire, I’espace ou ils vivent)
sont bien orthogonaux pour chacune des deux formes quadratiques.
INDICATION.— On se doit clairement d’appliquer la question précédente.
On peut cependant constater, par exemple, que la matrice Sp, ayant des
lignes de poids constant, admet la droite D comme direction propre; par

A ’
suite, orthogonal de D pour Sy est le méme que 1’orthogonal de D pour

le produit scalaire §. On peut aussi remarquer que la somme des deux
formes quadratiques est donnée par le carré de I'équation de I’hyperplan
Z.

¢) On suppose que n = 3, et on considére la conique du plan projectif
associée au cone isotrope de la forme quadratique Sg. Montrer que les

points de Frégier des trois involutions définies par les trois transpositions de

23 Cette représentation est définie pour 7 € V* par p(g)(7) = o(g9)~*(7), autre-
ment dit p(g)(7)(v) = T(p(g) " v).
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&3 sont alignés et se trouvent précisément dans la droite du plan projectif
définie par Z.

INDICATION.— La droite définie par Z rencontre la conique en deux points
distincts (la restriction de la forme quadratique & Z est non dégénérée, son
cone isotrope est formé de deux droites), qui sont permutés par chacune
des involutions; la droite qu’ils définissent passe par les points de Frégier.
d)} Montrer que pour n > 3 la représentation p, de &, sur Z,;; et la
représentation ep, (ol € est la signature) ne sont pas équivalentes.
InpicATION.— Elles n’ont pas le méme caracteére; en effet, la trace d’'une
transposition agissant sur C*t1 étant égale 2 n—1, la trace de sa restriction
a Zn+1 Vaut n — 2, et est donc non nulle.

e) On a rencontré jusqu’a présent trois représentations irréductibles de G4 :
la représentation triviale, la représentation donnée par la signature ¢ et la
représentation ps sur ’hyperplan Z, de C*. En voici deux autres : la repré-
sentation eps, et la représentation o = poos (ol s : &4 — G4/ V4 ~ Gz est
I’homomorphisme surjection canonique, lequel est induit par 'action de G4
sur ses trois 2-Sylow — voir P’exercice 0-B.11.12) opérant sur ’hyperplan
Z3 de C3. On verra au chapitre 2 que le fait que la somme des carrés des
dimensions de ces cinq représentations est égale a4 24 = Card(S,) prouve
qu’on les a toutes! Aussi, vérifier que les deux représentations 7o et emg
sont équivalentes.

(On notera d’abord que, le groupe de Klein étant formé de permutations
paires, la signature sur &4 se factorise par s et donne par passage au quo-
tient la signature de &3. Il s’agit ensuite de 1’établir pour &3 en vérifiant
par exemple — et c’est suffisant, cf. chapitre 2 — qu’ils ont méme carac-
tere : chaque transposition étant de trace égale & 1 dans C3, sa restriction

& 7. + A de + n
a &9 €50 QONC e race nuue. )

f) Montrer que les sous-groupes de GL(2,C) qui sont isomorphes & S3
sont tous conjugués?4.

INDICATION.— Un tel sous-groupe G agit de facon irréductible sur C?, car
sinon il laisserait une droite stable, et donc aussi son orthogonal (pour un
produit hermitien invariant par G) et serait donc diagonal, donc commuta-
tif ! On conclut en admettant qu'il n’y a qu’une représentation irréductible
(a équivalence prés) de dimension 2 de G3.

g) Il est amusant de noter que les sous-groupes de GL(2,C) qui sont iso-
morphes & §3 sont aussi tous conjugués?.

InpIcATION.— Il s’agit évidemment (voir par exemple [Mn-Ts]) de la struc-
ture de groupe sur la sphére $2, qui en fait un groupe de Lie isomorphe

24 Le lecteur familier avec les systémes de racines pourra s’interroger sur les
implications de tout cela au niveau des systémes de type Az et Gs.
25 On a 13 un exemple d’homonymie mathématique !
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a SU(2). Celui-ci, étant compact, est donc conjugué 4 un sous-groupe K
du groupe U(2), car ce dernier est «le» compact maximal de GL(2,C).
Comme SU(2) est égal a son sous-groupe dérivé, le sous-groupe K est donc
contenu dans le groupe dérivé de U(2), c’est-a-dire dans SU(2). Le groupe
K, qui a méme dimension que SU(2), y est donc ouvert; or, il y est aussi
fermé. On conclut sachant que SU(2) est connexe.

0-B.11.26. Identification de P(E) avec P;(C). 1l s’agit de preser-

Id 4
ver le birapport : dans P;(C), il y a trois éléments privilégiés, & savoir

00,0,1, que nous écrivons dans le sens indiqué pour des raisons que
I'on va comprendre ci-dessous. Pour chaque triplet de points A;, 4,, A3
dans P(F), on a une identification ®4, de P(F) avec P;(C) en posant
[A1, A2, A3, M] = [00,0,1, &(M)].

a) Montrer que lorsque E est I’espace C2? rapporté A sa base canonique,
l’application est I’identité.

b) Montrer que le choix d'un triplet (B, B2, B3) définit une identifica-
tion ®p,, qui differe de la premiére par la composition d’une application
homographique.

¢) Montrer que si 'on définit quatre points de P(E) comme cocycliques
en exprimant que leur birapport est réel, ceci équivaut a exprimer que
dans une identification quelconque de P(E) avec P;(C), ce dernier identi-
fié lui-méme & CU {00}, les quatre points sont cocycliques en ce sens qu'ils
appartiennent a un méme cercle, ou a une méme droite du plan complexe
auquel on a adjoint un point & l'infini. Noter que cette fagon de procéder
éclaire moins bien la situation que celle proposée dans le texte de la note
et qui consiste a passer par la projection stéréographique définie de facon
intrinséque, cette derniére faisant voir la structure riemannienne du plan
(union le point a linfini) 4 partir de celle induite sur la sphere des pro-
jecteurs hermitiens (réalisée dans l’espace affine des opérateurs de trace
égale 4 1) par la forme — det donnée sur 'espace vectoriel des opérateurs

Nn_ND e\
hermitiens de trace nulle. (Cf. section 0-B.8.6.)

d) Montrer que si quatre points non alignés dans le plan vérifient
[4,B,C, D] = —1, alors ces points sont sur un méme cercle, et de plus,
si I est le milieu de BC, on a IB%2 = IC? = JA-ID ou aussi, de fagon
équivalente, que B(C est bissectrice de ’angle AID, ou encore que le pole
de BC (par rapport au cercle) appartient 4 AD.

0-B.11.27. Soit (C) un cercle du plan et A un point quelconque. Déter-
miner, quand M décrit le cercle, le lieu du point d’intersection I de la
médiatrice de AM avec la tangente en M au cercle (C).
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INDICATION.— Le cercle passant par M et centré en I est orthogonal i
(C). La puissance du centre O de (C) par rapport & ce cercle est égale &
R? et vaut OA-OA’, oit A’ est le conjugué de A par rapport & (C). Le lien
est donc la médiatrice de AA’.

0-B.11.28. Soit AA’ et BB’ deux diametres orthogonaux d’un cercle (C)
de centre O et soit A un point quelconque du plan.

a) Montrer que les cercles (M AA’) et (M BB') se coupent en un point
h(M) aligné avec les points O et M.

b) Vérifier, dans ce cas, I’énoncé de la proposition 0-B.8.3.2.

0-B.11.29. a) Déterminer tous les sous-groupes de Z/2Z % Z/2Z x Z/2Z.
INDICATION.— On trouve 7 sous-groupes d’ordre 2 et 7 sous-groupes
Z[2Z x Z/2Z; remarquer que chaque élément d’ordre 2 est contenu dans
3 sous-groupes d’ordre 4 et que chaque sous-groupe d’ordre 4 contient 3
éléments d’ordre 2. (Voir aussi P’exercice suivant.)

b) Montrer que tout homomorphisme injectif de Z/2Z x Z/2Z dans
le groupe des homographies (composante neutre du groupe circulaire)
se prolonge de fagon unique en un homomorphisme injectif du groupe
Z[2Z x Z{2Z x Z/2Z si V'on décide d’envoyer ’élément (1,1,1) sur une
involution sans point fixe.

¢) Montrer qu’il n’existe pas dans le groupe homographique de sous-groupe
isomorphe & Z/27Z x Z/2Z x Z/2Z.

InpicaTioN.— Ceci supposerait 'existence d’une involution qui commute
avec les 3 involutions de points fixes A et A’, respectivement B et B/,
respectivement C et C’. La polaire de son point de Frégier doit passer par

chacun des 3 points de Frégier des involutions ug,us et u,, ce qui oblige a,
betc i étre aho‘npq il n’en est rien nnlqmm la. polaire de a est la droite

e = a2 22 2d RV LaTaL, Taaidiglats L35 pracadial T At W Ty Ay Raa VAR

passant par b et c.

0-B.11.30. Les automorphismes de Z/2Z X Z /2Z X Z/2Z. a) Montrer
que les sous-groupes du groupe additif (Z/2Z)™ sont exactement les sous-
espaces vectoriels du Fa-espace vectoriel (Z/2Z)*. En déduire qu'il y a
2" — 1 sous-groupes d'ordre 2 et autant de sous-groupes (Z/2Z)™~1) dans
le groupe additif (Z/2Z)™.

b) Montrer que le groupe des automorphismes du groupe Z/2Z x Z/27Z x
Z/27Z est donné par GL(3,F;). Ce groupe n’est autre que le groupe simple
a 168 éléments. (Voir d’une part la remarque qui suit l’exercice 0.11.18
et d’autre part I’exercice 0.11.17.)

c¢) Montrer que les 2-Sylow de GL(3,F3) sont isomorphes au groupe %s.
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INDICATION.— On pourra compter dans le groupe (non commutatif)
T(3,F;) les éléments qui ne sont pas d’ordre 2.

d) Montrer que le groupe GL(3,F2) contient vingt-et-un 2-Sylow, vingt-
huit 3-Sylow et huit 7-Sylow.

INDICATION.— On pourra montrer qu'il y a dans ce groupe 56 éléments

d’ordre trois, tous conjugués a la matrice lr
L

o]
—t
—t

0-B.11.31. a) On se place dans le cadre du plan affine euclidien &». Mon-
trer qu’étant donnés deux axes orthogonaux A; et Ay se coupant en {2,
les symétries Sa,, Sa, et Sq forment avec I'identité de &3 un sous-groupe
Z[2Z x Z/2Z du groupe des isométries de &7, et que les sous-groupes du
groupe des isométries de &, isomorphes & Z/2Z x Z/2Z sont tous obtenus
de cette facon-la et sont donc conjugués.

b} Montrer que les sous-groupes Z/2Z x Z /2Z du groupe des isométries de
I'espace affine euclidien &3 se répartissent en trois classes de conjugaison,
associées naturellement a des systémes de trois axes orthogonaux, de deux
plans orthogonaux, ou enfin d’une droite et d'un plan orthogonaux. Qu’en
est-il des sous-groupes Z/2Z x Z/2Z x Z/27.7?

c) Examiner les classes de conjugaison des sous-groupes Z/2Z x Z /2Z dans
le groupe des homographies. En donner une interprétation géométrique au
moyen des triquadrangles harmoniques.

0-B.11.32. Le groupe Z/2Z X Z/4Z. a) Dessiner le graphe du treillis
des sous-groupes de Z/pZ x Z/pZ, ou p est un nombre premier.
INDICATION.— Il y 2 p+ 1 sous-groupes Z/pZ, donc autant que de droites
dans le plan sur le corps Z/pZ.
b) En déduire que, dans le groupe G = Z/p™Z x Z /p"Z, il y a exactement
p + 1 sous-groupes d’ordre p.
INDICATION.— On peut compter les éléments d’ordre p, ou bien montrer
que tout sous-groupe d’ordre p est contenu dans GWP) = {ce G:pc=
0} =Z/pZ x Z/pZ.

¢) Dessiner le graphe du treillis d es ous-groupes du groupe Z/2Z x Z/AZ.

On reldvers 1a br ce de dony SO11S-oTO1IPes T IAT ot A’
INDICATION.— On relévera la présence de deux sous-groupes zu/ 44, €L A Un

seul sous-groupe Z/2Z x Z/2Z.

d) Montrer que le groupe Z/27Z x Z/4Z est isomorphe au groupe des élé-
ments inversibles de I’anneau Z/16Z.

e) Dessiner le graphe du treillis des sous-groupes du groupe Z/2Z x Z/8Z.
INDICATION.— Les deux sous-groupes Z/8Z se coupent suivant un sous-
groupe Z/4Z.
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f) Montrer que le groupe Z/2Z x Z/87 est isomorphe au groupe des élé-
ments inversibles de ’anneau Z/32Z. Généraliser {on pensera aux classes
de —1 et de 5).

g) Résoudre I'équation ¢(z) = 16, ol ¢ désigne l'indicateur d’Euler.
INDICATION.— On trouve z = 17,32, 34,40,48,60. Attention, seuls les
deux groupes (Z/32Z)* et (Z/48Z)* sont isomorphes & Z/2Z x Z/8Z.

h) Pourquoi ¢(n) est-il pair dés quen > 37

INDICATION.— Le nombre @(n) n’est autre que le cardinal du groupe des
éléments inversibles de 'anneau Z/nZ. Ce groupe contient un élément
d’ordre 2 (la classe de —1).

i) Montrer enfin que le groupe des automorphismes de Z/2Z x Z/AZ est
donné par le groupe diédral %,.

INDICATION.— L’élément (0,2) est laissé fixe par tous les automorphismes.
Un automorphisme est caractérisé par les images de (1,0) et de (0, 1).
Enfin, il y a exactement cinq automorphismes qui sont d’ordre 2.

Remarque. L’exercice qui s’achéve examine le dernier groupe d’ordre 8
non encore traité. Il serait bon a ce stade de dresser cote & cote les graphes
des treillis (des sous-groupes) des cinq groupes d’ordre 8 et de voir ce qui
les caractérise les uns par rapport aux autres. Vérifier, pour chacun de
ces groupes, les résultats de 'exercice 0-A.6.49. Le lecteur devrait tenter
maintenant, s’il ne ’a pas encore fait, de justifier pourquoi il n’y a pas
d’autres groupes d’ordre 8 que les cing groupes déja rencontrés. Il pourra
prouver aussi qu’il y a (toujours & isomorphisme prés) deux groupes d’ordre
9 et cing groupes d’ordre 12. (Voir pour complément d’information [Hal],
page 52.)

0-B.11.33. Cet exercice se présente naturellement lors de ’étude des or-
bites dans M(n,K) sous l'action (P,D)* M = PMD™! ol P est une
matrice inversible quelconque et [J une matrice diagonale inversible. On
s’intéressera au cas ou n = 3, la généralisation au cas des matrices d’ordre
quelconque étant facile.

a) Examiner dans un premier temps l'action de GL(3,K) sur les triplets
de vecteurs (Cy, Ca, C3) de K3, pour en déduire que le nombre des orbites
respectives de ’action initiale x sur les matrices de rang 0, 1, 2 et 3 est égal
al,7,7et 1.

b) Noter que les orbites de 'action * se répartissent en paquets ayant le
méme nombre d’éléments que les paquets de sous-groupes isomorphes du
groupe additif Z/27 x Z/27Z x Z/2Z. Voyez-vous une explication ?
InpicaTiON.— Constater que dans le cas du corps Z/2Z, il n’y a pas beau-
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coup de matrices diagonales inversibles, et penser aux remarques qui sui-
vent la proposition 0.4.3.2.

0-B.11.34. Soit G un groupe opérant continiment sur l’espace topolo-
gique X. On note ¢ I’homomorphisme naturel de G dans le groupe des
permutations de I'’ensemble des composantes connexes de X.

a) Déterminer ¢ dans le cas de I'action sur X = R — {0, 1} du groupe S3
réalisé comme groupe des transformations z — 1/z,2 +~+ z —1,... (On
pourrs constater que seule I'identité induit 'application triviale.)

) Méme question pour le groupe &4 opérant sur les birapports décrivant
X=R-{0,1}.

=3

0-B.11.35. Calculer le déterminant de ’application linéaire ¢ — gou, ol
u est un opérateur linéaire et ¢ une forme quadratique.

0-B.11.36. Soit £ un espace de dimension 3 sur le corps K. On considére
I'ensemble A des drapeaux de E, c’est-a-dire ’ensemble des couples (D, P)
olt D est une droite contenue dans le plan P.

a) Montrer que GL(E) opére transitivement sur A; en déduire que le
quotient GL(3,K)/7T'(3,K) (ol le groupe par lequel on quotiente est le
groupe des matrices triangulaires supérieures) s’identifie a A.

b) On considére l'action de GL(E) sur A x A. Montrer que 'on a six
orbites.

INDICATION.— On trouve les couples (D4, P1); (Dg, P,) tels que i) P, = P,
et Dy =Dq;ii) PP =Poet Dy # Do iii) L #Pyet Dy =Dy =P NPy;
iv) P # Pz, Dy =P nNnPet Dy % D, ; V) Py #£ P, Dy=PNPFPet
D, # Dy; Vi) P # P et Dy et Dy différents de Py N Ps.

¢) So — e 20112-FTO1IDe a “rmé de atricoa Jiacanalad
x,) Soit D = D(E) le sous-groupe de GL(.L:) formé des matrices aiagonaies.

Déterminer le normalisateur N de D dans GL(E). (Un élément N de N
vérifie que quelle que soit D diagonale, il existe D’ diagonale telle que
ND = D'N; constater alors que si un élément n;; de N est non nul, les
autres coefficients de la ligne 7 et de la colonne j sont nuls.) Montrer que
N/D ~ Gg.

d) On identifie le groupe &3 au groupe des matrices de permutation. Mon-
trer que GL(3,K) =[1,cg, ToT- (C’est la décomposition de Bruhat.)

e) En déduire qu'il y a une correspondance bijective entre les orbites
de GL(FE) sur A x A et 3. (On remarquera qu’étant donné un couple
(91B, g2B), il existe dans son orbite un élément de la forme (B, o B), et la
permutation ¢ est unique.)
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f) Constater que, dés que k& > 3, le birapport intervient dans I’action de
GL(E) sur A*.

Remarque. On notera en rapport avec la question e) que 1’ensemble des
orbites d’'un groupe G sur le produit G/H x G/H (ou H est un sous-
groupe de (G) est en bijection naturelle avec I’ensemble des orbites de H
dans G/H.

0-B.11.37. Les matrices de Cauchy. Soit z,,z3,...,2, n scalaires
distincts dans le corps C. La maitrice de Cauchy associée aux scalaires T;
est la matrice antisymétrique M(x;) dont le terme général m; ; est donné
pour % #j par mq; ; = 1/(1:7, - .’EJ)

a) Montrer que, pour n = 4, la matrice M(z,z2,z3,x4) est singuliére si
et seulement si les quatre points x;, z3, r3, x4 forment un quadrilatére
équianharmonique, c’est-a-dire sont tels que [z, g, r3,74] = —f ou —32,
o j vérifie 53 = 1.

INDICATION.— On propose 3 méthodes différentes.

(1) Le pfaffien d’une matrice antisymétrique d’ordre 4, soit

0 a b ec

—a 0 de
M=1_y_4 o5

—c —e —f 0

est donné (au signe pres) par be — c¢d — af. La nullité du détermi-
nant de M (z,,x2,x3,24) s’exprime alors par le fait que [z3, 22,21, z4] +
[x3,Z4,%1,22] = 1; le deuxiéme birapport est égal au birapport A =
[z1, T2, 23, T4], car il s’en déduit par une permutation qui est dans le groupe
de Klein; quant au premier, il est égal a ,\_ii puisqu’il s’en déduit par la
permutation (13) qui est égale au produit des trois transpositions (23),

. - :
(12) et (23) dont on connait, pour chacune, 'action sur le birapport.

(ii) La deuxieme méthode permet simplement d’éviter de faire allusion au
pfaffien et consiste a exprimer que le rang d’une matrice antisymétrique est
pair. Les matrices M(z;,x,x3,24) sont donc singuliéres si et seulement
si elles sont de rang deux; ce qui, traduit au niveau des colonnes, donne
la méme relation entre les birapports.

(iii) La troisieme méthode, plus subtile, consiste & remarquer que le carac-
tére inversible des matrices de Cauchy d’ordre 4 est invariant par trans-
formation homographique. On se rameéne alors a effectuer le calcul pour
les quatre points 1,0,00 et 2 (aprés avoir multiplié les premiéres ligne et
colonne par z; # 0, ce qui n’affecte pas non plus l'inversibilité); cela con-
duit & z = —j ou —j2. On peut aussi effectuer le calcul pour les quatre
points 1, 7, j2 et z, ce qui donne 2z = 0.
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b) Montrer que quatre points A, B, C' et D du plan forment un quadrilateére
anharmonique si I'un d’eux est intersection des arcs capables d’angle 120°
construits sur les autres.

Remarques

a) Les nombres —j et —j? forment l'orbite 4 deux éléments sous I'action
du groupe &4 sur C — {0, 1} rencontrée dans la prOposition 0-B.3.0.0.
b) ) Les matrices de Ca.‘LiCu_'y' a,pparaissem \u apres J.-F. Mestre ) dans cer-
tains problemes galoisiens. La notion de quatre points équianharmoniques
apparait quant a elle dans 1’étude des courbes elliptiques (cf. [Garn], page

99 du Tome 1). Un lien éventuel serait intéressant & préciser.

0-B.11.38. Soit E un espace de dimension 5 sur K, et soit ®3 la grass-
mannienne des sous-espaces T de dimension 3 de E. On se fixe une fois
pour toutes cing droites D, ..., D5 qui engendrent F.

a) Montrer que le groupe GL(E) opére transitivement sur &3, et que pour
la topologie naturelle ainsi déduite sur &3, 'ensemble 9 des sous-espaces
ne contenant aucune des droites D; est un ouvert.

b) Pour tout T € 9, on note H; I’hyperplan de F engendré par T et
D;. Montrer que les cinq droites A; de E* données par A; = Hz-J- sont
coplanaires.

¢) On note k;(T'), ou encore k;, le birapport [Ag, .. ., A ..., As) des quatre
droites qui restent une fois omise la droite A;. Montrer que deux quel-
conques des k; déterminent les trois autres. De fagon plus précise, montrer
par exemple que si l'on pose ks = x et kg = y, alors k1 = z(1 —y) /(1 —2)y,
ko =(1—-9)/(1 —x) et k3 =y/x.

INDICATION.— Utiliser 'exercice 0-B

des permutations sur le birapport.

11 92 ot la
*h AeWF LU LU

0-B.11.39. Soit u un endomorphisme d’un espace E de dimension 4 sur

W et P 1in nlan de cet eenace pv1cfn_|| T fo] que r et aul ) ansondront
H" —y A Wil l.ILL‘l‘.l AW & wwu UUPL‘A\JL} A A RAIUNT L \1 ks Yy W\d./} ‘-’u&‘-}u“l LAY

P 7 Caractériser, dans le cas ol 'endomorphisme u est & valeurs propres
distinctes, I’ensemble des plans définis par z et u(z) quand x varie.

INDICATION.— On examinera I’ensemble des plans P de E tels que u(P)
rencontre P. Si ¢; = 0 et wo = 0 sont les équations d’un tel plan, le déter-
minant des quatre vecteurs 1, @2, ©1 0 U, 2 ou de l'espace £* est nul. On
a 1a une sous-variété de dimension 7 dans E* x E*. Mais ; et @2 donnent
les équations de P si elles vérifient chacune les deux équations de P1. On
obtient finalement une sous-variété a trois dimensions (de la grassman-
nienne), dont on dispose, dans le cas ol u est & valeurs propres distinctes,
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d’une équation, & savoir celle donnée par la fonction k! Remarquer enfin
que dans le cas ol la droite passant par x est générale par rapport aux
droites propres de u, I’ensemble des plans de la forme (z,u(x)) est une
orbite du groupe D ~ (D(4, K) des opérateurs inversibles ayant les mémes
directions propres que u. Ceci offre une troisiéme approche du complexe
octaédral.

0-B.11.40. a) Montrer qu’il y a une correspondance bijective entre les
plans d’'un espace FE de dimension 4 sur K et les «droites» de formes
bilinéaires alternées (dégénérées) de rang 2 sur E donnée par K- f — Ker f.
b) En se rappelant que le pfaffien est une forme quadratique en dimension
4, montrer que I’ensemble des formes bilinéaires alternées dégénérées forme
un cone quadratique non dégénéré.

¢) En déduire I’équation de la quadrique projective qui définit &3 dans
P(A2(E)). (Cf. exercice 0-B.11.37.)

0-B.11.41. Soit F' un sous-espace de dimension p d’un espace E de di-
mension finie n. On notera Ar I’ensemble des sous-espaces de E supplé-
mentaires de F.

a) Montrer que Ar s’identifie & I'ensemble des projecteurs de F, dont le
noyau est F'. Montrer que ce dernier ensemble est en fait un sous-espace
affine de l'espace vectoriel #(F), dont I’espace vectoriel associé est donné
par Z(E/F, F) réalisé comme sous-espace du précédent grace a ’injection
f — io fos, ol i est 'injection canonique F' — FE et s la surjection
canonique £ — E/F — {0}.

InDICcATION.— Le point p + f, somme du «point » p de noyau F' et du
«vecteur» f € Z(E/F,F), est donné par p+ f = p+io fos qui est
encore un projecteur de noyau F.

b) En déduire que le groupe additif sous-jacent & 1’espace vectoriel
L(E/F,F) opére lui aussi librement et transitivement sur Ap. Ce der-
nier est ainsi muni d’une structure naturelle d’espace affine de dimension
p(n — p).

c¢) On suppose n = 2 et p = 1. Quel supplémentaire de F correspond au
milieu de deux points de Ag ?

0-B.11.42. Soit Py un plan fixé de £ = R% On s’intéresse au fermé
F = Fp, de la grassmannienne &4 défini par I’ensemble des plans de E
non transverses a Py.

a) Montrer que 'application, de &# — { Py} dans la droite projective, qui
a un plan P non transverse a Py et différent de celui-ci associe la droite
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P N Py est une fibration dont la fibre au-dessus d’un point est isomorphe
4 un plan projectif privé d’un point.

INDICATION.— La fibre au-dessus d'une droite D de Fy n’est autre que
Pensemble des plans P passant par D et distincts de Py. Considérer pour
conclure P+ C D+,

b) Soit P un plan bien défini (et distinct de Fy) passant par une droite
donnée D de FPy. Dans ’espace & trois dimensions engendré par P et Fp,
effectuons la rotation d’angle = ayant pour axe la perpendiculaire & F
passant par l'origine. Vérifier que la droite reste globalement invariante
alors que le plan P est transformé en un plan P’ différent de P sauf si P
était au départ choisi de fagon & passer par I’axe de la rotation. Constater
que ceci définit un lacet dans la base P; ( Fy) de notre fibration, et seulement
un chemin dans ’espace de celle-ci. En déduire que la fibration considérée
n’est pas triviale (c’est-a-dire que ce n’est pas un produit).

c¢) Montrer que le fermé & p, est une variété projective de dimension 3,
ayant Py pour seul point singulier.

0-B.11.43. On fait opérer le groupe D(4,K) sur les plans de 'espace
vectoriel K4,

a) Montrer que I’ensemble des plans passant par un axe de coordonnées et
qui sont transverses aux trois plans de coordonnées définis par les autres
axes est une orbite.

b) Montrer que I’ensemble des plans contenus dans un hyperplan de coor-
données, exception faite de ceux qui passent par un des axes de coordon-
nées de I’hyperplan, est encore une orbite.

¢) Montrer que chacun des ensembles précédents est dense dans la face de
'octaedre qui le contient.

INDICATION.— Les questions a) et b) sont duales 'une de ’autre. On dé-
montre b), par exemple, en se ramenant & établir que les plans ne passant
pas par les axes (ou, ce qui revient au méme, les droites distinctes des axes)
d’un espace vectoriel de dimension 3 forment une orbite sous ’action du
groupe des matrices diagonales (3, K). Ceci est facile.






Note 0-C

Classes de similitude

0-C.1 Introduction

On se propose dans cette note d’étudier les classes de similitude de matrices
a coeflicients dans un corps?.

0-C.1.1. Il est facile de voir que, dans le cas réel ou complexe, une classe
de similitude est localement compacte: on remarque tout d’abord qu’il
suffit d’établir le résultat dans C, puisque la classe de similitude d'une
matrice réelle est la trace sur M(n,R) de sa classe de conjugaison sur C
(ef. exercice 0.11.43); par ailleurs, ’ensemble des matrices ayant un po-
lynéme caractéristique donné est clairement fermé; de plus, deux matrices
A et B ayant mémes valeurs propres A;, Az,...,An seront semblables si
et seulement si, pour tout i et pour tout k, le rang de (A — );)* est le
méme que celui de (B — );)*; on conclut en se rappelant que ’ensemble
des matrices ayant un rang donné r est localement fermé dans M(n,R),
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0-C.1.2, L’étude des classes de similitude des matrices nilpotentes consti-
tue une étape cruciale. Les réduites de Jordan jouent alors un role essentiel.
Tout repose ici sur le fait que les sauts de dimension dans la suite croissante
des noyaux itérés

{0} cKerACKerA? ¢ --- cKerA* C -

! Le corps de base K est supposé algébriquement clos et de caractéristique nulle.
Toutefois, la plupart des résultats sont encore valables sans ces hypothéses,

- 181 -
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vont en diminuant. On dispose alors ces sauts de dimension sous forme
de lignes dans un tableau de Young?, et les lignes du tableau de Young
transposé donnent aussitot la réduite de Jordan recherchées,

0-C.1.3. L’ordre de Chevalley. A une méme classe de similitude de
matrices nilpotentes, il est donc associé deux tableaux de Young, et 'un
d’eux s’avere plus satisfaisant & garder que l'autre: il s’agit de celui qui
est issu de la réduite de Jordan elle-méme (qui permet d’ailleurs de lire
les facteurs invariants — cf. 0-C.2.7.2). Voici pourquoi : quand un groupe
algébrique opere sur une variété algébrique, les orbites sont localement
fermées pour la topologie de Zariski et il existe un ordre naturel, qu’on
choisira d’appeler I’ordre de Chevalley, sur ’ensemble de ces orbites : on

écrit @y < O, lorsque @ est contenue dans I'adhérence Oy. Cette relation
est bien antisymétrique, car deux orbites ayant la méme adhérence, étant
ouvertes (et denses) dans celle-ci, vont se rencontrer et sont donc égalesq.
Par ailleurs, il y a un ordre naturel sur les tableaux de Young (appelés par
leurs lignes) : (k1, k2, ..., ki) < (m1,ma, ..., my) si et seulement si (une fois
convenu que kp; = myy; = 0 pour tout i 2 1) k1 < mq, k1+k2 < my+ma,
etc. Dans le cadre des orbites de matrices nilpotentes, ces deux ordres sont
les mémes pourvu que le choix du tableau de Young soit celui qu’on a
signalé plus haut : une classe de similitude est contenue dans 1'adhérence
d’'une autre si et seulement si le tableau de Young (obtenu & partir des

facteurs invariants) de la premiere est inférieur a celui de la seconde.

0-C.1.4. Le graphe nilpotent. Afin de dresser, pour une dimension
donnée, le graphe des orbites nilpotentes, on va utiliser le principe de

? Ainsi par exemple, pour une matrice A d’ordre 8 telle que dimKer A = 3,
dim Ker A? = 5, dim Ker A* = 7 et A* = 0, le tableau des sauts de dimension est

donné par , et le tableau de Young transposé est donné par B:Ij"; la réduite
de Jordan canonique de A est alors

['[9%, 1

0
)
0

3 11 peut étre utile de remarquer, pour s’en souvenir ensuite, que chaque bloc de
Jordan contribue par une dimension au calcul de la dimension de Ker A. Voir en
tout cas I’exercice 0-C.11.1.

1 Traduit en termes élémentaires, ceci veut dire que deux matrices i coefficients
complexes sont semblables si et seulement si toute limite d’une suite de matrices
semblables & la premiére est aussi limite d’une suite de matrices semblables a la
seconde.
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dégradations successives : a partir d’un tableau de Young donné, le ou les
tableaux qui lui sont immédiatement inférieurs s’obtiennent en laissant
glisser un carré latéral vers une position la plus basse possible, c’est-a-dire
correspondant 4 un nouveau tableau et ce de telle sorte qu’entre les deux
positions, il n’y ait pas d’autre position intermédiaire possible.

Ainsi, pour la dimension n = 6, il y a onze partitions de n, donc onze
orbites de matrices nilpotentes qui sont emboitées comme suit

%
n?—n=30 ¢ D [ 5656]

HT ¢ 28

de dualité

On a fait figurer devant chaque point représentant une orbite le tableau

PR .. RO o w2 oy
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et, dans certains cas, la réduction de Jordan canonique des éléments d’une
méme orbite.

0-C.1.5. Dimensions des orbites. Le calcul de la dimension d’une or-
bite se fait de fagon simple et sera justifié par la suite : ’orbite maximale
est de dimension n? — n et on obtient la dimension d’une orbite & partir
de celle placée immédiatement plus haut en retranchant a la dimension
de cette derniére deux fois le nombre de chutes qu’on a fait effectuer au
carré latéral en le laissant glisser de sa position initiale a sa nouvelle po-
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sition. Ainsi ’orbite qui suit ’orbite maximale est toujours de dimension
n? —n — 2, et celle qui est au-dessus de Porbite de dimension nulle, et qui
correspond aux matrices nilpotentes de rang un, est de dimension 2(n—1}.
Evidemment, ce processus ne permet pas de calculer la dimension d’une
orbite sans avoir & construire le graphe de toutes celles qui lui sont supé-
rieures ou inférieures; c’est pour cela qu’il vaut mieux garder en mémoire
la formule suivante

dimOy =n? - > P2 =2 nipi(n; —nipa)
ol la matrice nilpotente N admet comme tableau de Young (p1,p2,...,pk)

et ou (pi,...,Ps) est la partition duale. Cette dimension apparait donc
comme la codimension (effectivement paire) du groupe (de Lévi) des
matrices diagonales en blocs ayant comme ordres successifs p,,..., fs.

Quant aux n;, ils désignent respectivement les rangs de A*:on a bien
p1 =dimKer A = ng — n; et p2 = dimKer A2 — dimKer A = ny — nga. ..
Relevons au passage deux faits qu’il est immédiat de constater au ni-
veau des tableaux de Young.
a) Le tableau de Young de la puissance p*®™¢ d’une matrice N s’obtient a
partir de celui de N en sommant p par p les colonnes; ainsi, si N admet le
tableau de Young F™, son carré (resp. son cube) admet @33 (resp. ?)
pour tableau de Young.
b) Le tableau de Young de la restriction d’un opérateur nilpotent N & son
image s’obtient & partir de celui de N en gommant la premiére colonne!
Ainsi, si N admet FF= pour tableau de Young, sa restriction a son image
(qui vit dans un espace de dimension 4) admet oo pour tableau de Young.

VO Doamsndaancs srnman Sz Y o dd n oo
U-CU.2 rremieres mmanipuiacions
Nous donnons en vrac une série de résultats simples sous forme d’exer-
cices, suivis quand il le faut de certaines indications, et qui permettent
entre autres d’obtenir ’ensemble des résultats décrits plus haut.

0-C.2.1. L’ensemble des matrices de rang strictement supérieur a k est
un ouvert, comme on le voit immeédiatement en considérant la non nullité
d’un mineur d’ordre & + 1. Il s’ensuit que I’ensemble des matrices de rang
p est un localement fermé.

Par ailleurs, il est facile de voir que 'orbite sous 'action de Steinitz
de la matrice D,, ayant p fois le scalaire 1 sur la diagonale et des zéros
partout ailleurs, est formée par ’ensemble des matrices de méme rang p.
Son adhérence est donnée par I’ensemble des matrices de rang inférieur a p;
cet ensemble est une variété algébrique affine que ’on peut définir par les
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équations algébriques données par les mineurs d’ordre p + 1. L’ensemble
des matrices de rang p est une sous-variété différentiable de dimension
p(2n — p), comme on le voit en calculant, dans GL(n,K) x GL(n,K), le
stabilisateur de D), pour I'action de Steinitz.

On peut consulter [Mn-Ts| pour toutes ces considérations (notamment
la page 145). Voir aussi la remarque a la fin de I'exercice 0-C.11.41.

0-C.2.2. Toute matrice commutant avec un bloc de Jordan plein J, est
un polyndéme en J,,, comme le montre le calcul (facile) des puissances de
Jp, ainsi que explicitation, sur les coefficients de X, de I’équation X J,, =
JnX. Ceci est un cas particulier d'un résultat standard d’algebre linéaire
(cf. exercice 0-C.11.15) qui affirme que, pour que le centralisateur d’une

matrice anit formé dee nalvnmadmes on rotte matrics il fant o+ i1 enifhit Ao
mavrice sOlv 10rmie des PULy LoHISes e€n cetie LiaduiiCo, 11 lduv i1 buliiv uc

le polynéme caractéristique soit égal au polynéme minimal. .
Il s’ensuit que le centralisateur de J, est de dimension n, et donc que
l’orbite de J,, est de dimension n? — n.

0-C.2.3. La suite croissante {0} C Ker A C Ker A%2 C --- C Ker 4% est
une suite qui « s’essouffle », en ce sens que les sauts de dimension vont en
diminuant; ce résultat clé (que I’on peut aussi voir, cf. exercice 0-C.11.12,
au niveau de la suite des images itérées

{0} ctmA* ' c...cImA’cImAC E,

qui, elle, « @ du souffle ») découle des injections de Frobenius induites par
I’endomorphisme A

Ker A¥+1/Ker A*¥ < Ker A*/ Ker A¥L.

0-C.2.4. On suppose p > q 2 1 et 'on considére la matrice rectangulaire
Z. d’ordre (p, ¢) ayant partout des zéros sauf en p*®™¢ ligne, j%™¢ colonne
ou il y a € # 0. Pour régler la question des adhérences d’orbites, on est

conduit & établir essentiellement que la matrice

— JP Zé
Nﬁ‘[o Jq]

admet un tableau de Young ayant p 4+ 1 cases a la premiere ligne et ¢ — 1
a la seconde ligne. En effet, le passage du tableau de celle-ci & celui de
sa limite s’opere par le glissement d’une case de son niveau au niveau
immédiatement inférieur.

Pour établir maintenant l'affirmation sur N, on peut procéder comme
suit : le vecteur de base epyq, dont l'image est donnée par ee, + epiq_1,
engendre sous l'action itérée de N, un sous-espace de dimension p + 1; la
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puissance p**™¢ de N, est donc non nulle, ce qui veut dire que la premiére
ligne de son tableau de Young contient strictement plus que p cases. Il est
facile de voir par ailleurs que le rang de N, est égal & n — 2 (considérer les
images des vecteurs de base) et que son tableau de Young contient donc
deux lignes. On finit en remarquant que la puissance (p + 1)#™¢ de N,
s'annule sur tous les vecteurs de base, et la premiére ligne de son tableau
de Young ne peut donc avoir plus de p + 1 cases.

0-C.2.5. Il est facile a partir de 13 de décrire I'adhérence de I'orbite d’une
matrice nilpotente A : elle est donnée par I’ensemble (clairement fermé) de
toutes les matrices (nilpotentes) M vérifiant rang(M*) < rang(A*) pour
tout k. En effet, tout élément de cet ensemble admet un tableau de Young

cui g’obtient par déeradations successives a partir de celui de A.

MMae B A Val aay pedia Salipma VANSARR A LANSNSTRITA Y Noivaa

0-C.2.6. On prouvera dans le paragraphe suivant la formule donnant la
dimension du centralisateur d’une matrice nilpotente : si (py, p2, - .., Pr) est
son tableau de Young et (p,...,Ps) la partition duale, alors la dimension
cherchée est 3~ 2.

On comprendra alors facilement pourquoi le passage d’un tableau a un
tableau plus bas obtenu par k dégradations fait chuter la dimension du
centralisateur de 2k dimensions. Ceci résulte en effet de la simple formule
suivante : [(m 4+ 1)2 4+ (m — 1)?] — 2m?2 = 2, formule qui témoigne de la
variation des contributions (dans la formule donnant la dimension du cen-
tralisateur) des différentes colonnes qui ont changé quand on fait chuter
une case d’une seule ligne.

0-C.2.7. Nous donnons ici trois méthodes pour le calcul de la dimension
du centralisateur d’une matrice A.

0-C.2.7.1. On calcule a la main les matrices qui commutent avec une
réduite de Jordan ca.nonique N (le cas ou il y a deux blocs de Jordan J,

nt nIrnn "5 e vopnatif) MNan annatatn ~rn laa ntwiang
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écrit avec les mémes blocs que notre réduite de Jordan ne sont pas si
compliquées que cela : les blocs diagonaux sont des polyndmes en les blocs
diagonaux J; de N; quant aux autres blocs X;; (qui sont rectangulaires
Pi X pj), ils vérifient tous des relations du type X;;J; = J;X;; et, aussi bien
lorsque ¢ > j que lorsque j > #, la forme des matrices X;; est fort simple
et contribue par min(p;, p;) 4 la dimension du centralisateur (il faut quand
méme effectuer le calcul!). La dimension du centralisateur d'une matrice
nilpotente ayant un tableau de Young (p1,p2,...,Px) est donc donnée par
¥ min(p;, p;), et il s’agit alors de prouver que ce nombre est égal &
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S_p2. Ceci est facile et revient & calculer la somme des coeflicients de
la matrice § = (min(p;,p;))i ;. L'astuce consiste & ajouter et retrancher
pr aux coeflicients figurant en dehors des derniéres ligne et colonne. Ceci
donne déja p? = k2, et ce, py fois. On recommence alors avec py_; — pp que
’on ajoute et retranche aux coefficients situés en dehors des deux dernieres
lignes et colonnes et ainsi de suite (le cas k = 3 est déja assez suggestif).

0-C.2.7.2. La deuxiéme méthode sera donnée apres un bref rappel sur les
facteurs invariants d’une matrice quelconque A d’ordre n. Ceux-ci peuvent
étre introduits comme les n polynomes unitaires Py, P, ..., P,—1, P, ol
chaque polynome divise celui qui vient apres et ol le produit Py - - - Py des
k premiers est le PGCD des mineurs d’ordre k& de la matrice A — X1d,,

..... 1P nt cnyviuvoant Q11 1V, 1a Aadiit +aral o
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donc le polynéme caractéristique de A. Il revient au méme de dire que
la matrice A — X1d,, est r-équivalente, sur ’anneau principal K[X], & la
matrice diagonale ayant les P; comme coeflicients successifs. Une autre
fagon de les introduire consiste 4 examiner le K[X]-module E4 (ol 'on a
relevé encore que l'anneau est principal) et a le décomposer en la somme
directe de sous-modules

A~ KX]/(P) & @ K[X]/(Poo1) ® KIX]/(P).

La dimension sur K de chaque facteur est donnée par le degré du polynéme
définissant 1’idéal par lequel on a quotienté, et 'action de A dans chaque
facteur est donnée par la multiplication par I'indéterminée X ; cela donne
quand A est nilpotente® une autre fagcon (moins bonne) d’obtenir la réduc-
tion de Jordan (écrite néanmoins en commencant par les blocs de Jorda.n
lb‘b pIUb peElEb} sans ldlre Ubdge (leS 111‘](:/'( El()[lb (J.G I‘IUD(:'IJJllb dbbULlees d
Toujours est-il que le degré du polynéme P; donne la longueur de la hgne
n — i+ 1 dans le tableau de Young de A.

La derniére version des facteurs invariants va nous étre utile : un élé-
ment qui commute avec A est donc un endomorphisme de notre K[X]-
module F4; un tel endomorphisme est caractérisé par ses blocs opérant
entre les différents facteurs de la somme directe. Maintenant, un homomor-
phisme entre deux blocs est entierement déterminé par le choix de I'image

de la classe du nn]\mnmp constant 1, lacuelle 1 age est nécessairement an-
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nulée par le polynome engendrant l idéal apparalssant dans le facteur de
départ. Ceci nous laisse sans contrainte si ¢’est le polynome de départ qui

® La décomposition que 1’'on obtient par ce procédé quand A est quelconque est ce
qu’on appelle d’habitude la décomposition de Frobenius, ol I’on voit apparaitre les
matrices compagnons (cf. exercice 0-C.11.20) associées aux différents polyndmes
qui forment les facteurs invariants.
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est multiple de celui de ’arrivée et, dans le cas inverse, I'image considérée
doit se trouver dans le sous-module engendré par la classe du quotient de
ces deux polynoémes®, ce qui donne les mémes degrés de liberté que dans le
cas précédent : on retrouve, pour un choix approprié des blocs, le nombre
min(p'i’pj)‘

Retenons au passage que les matrices ayant QEP, par exemple, comme
tableau de Young, ont 1,1,1, X, X2, X3 comme facteurs invariants, et no-
tons que le dernier facteur invariant qui apparait n’est autre que le poly-
néme minimal”’. Une derniére remarque : le calcul de la dimension du cen-
tralisateur n’a pas supposé A nilpotente; on a donc toujours dim3(A) =
> min(p;, p;), ou les p; sont les degrés des facteurs invariants.
0-C.2.7.3. La pseudo-réduction de Jordan. La troisieme éthod.-
utilise une réduction analogue a la réduction de Jordan, mais qui & notre
avis présente par rapport a celle-ci quelques avantages sensibles.

122

Proposition 1. Toute matrice nilpotente N est semblable 4 un pseudo-
bloc de Jordan8, et deux pseudo-blocs de Jordan sont semblables si et
seulement si les tailles des blocs diagonaux sont identiques.

Démonstration. On obtient une pseudo-base de Jordan de l'espace en
complétant dans une premiere étape une base de Ker(N) en une base de
Ker(N?), laquelle sera complétée dans une deuxiéme étape en une base de
Ker(N?3), et ainsi de suite.

La deuxiéme assertion est facile et se voit typiquement sur le calcul sui-

vant : s1
[0 B 0 ]
1. %4 Fal Fa) k)
N=¢ftU U Doy,
I_O 0 0 J
o1 les blocs diagonaux sont de tailles respectives ki, ko et k3, alors le noyau
de N est formé des vecteurs colonnes dont les ko + k3 dernieres composantes
sont nulles et le noyau de N2 est formé des vecteurs colonnes dont les k3
Avethe o oban nd wma1llaa Minian tieridd Ao 12 ot Ao PR
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Autrement dit, la dimension des noyaux itérés ne dépend que de la taille

% On laisse au lecteur le soin de calculer la dimension de ce module en usant de
'isomorphisme classique (E/F)/(G/F) ~ (E/G).

" On voit la réelle information portée par le polynéme minimal : pour une matrice
nilpotente, ce n’est rien d’autre que la premieére ligne de son tableau de Young.
8 Un pseudo-bloc de Jordan est une matrice triangulaire en blocs dont tous les
blocs sont nuls & 'exception de ceux de la surdiagonale qui doivent étre des
matrices B; d’applications linéaires injectives, ce qui implique au passage que la
taille des blocs diagonaux va en décroissant. On le notera souvent J(By,..., B,).
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des blocs diagonaux, et le résultat découle alors de la réduction de Jordan
classique. =

Remarques

a) La réduction ci-dessus remplace avantageusement la réduction de Jor-
dan; il est donc normal d’en donner une démonstration directe : dans le
cas typique ou N = J(By,By) et N' = J(Bj, B}) sont deux pseudo-
blocs de Jordan qui ont les mémes tailles de blocs diagonaux, on vé-
rifie qu’ils sont conjuguées par la matrice inversible diagonale en blocs
P = Diag(P, P»,1d) ou lexistence des matrices inversibles P, puis
Py, vérifiant PoBy = Bj et PiB; = B P,, résulte de ce que, d’abord
Ker By = Ker B}, et ensuite Ker B; = Ker B| P, [voir la remarque a) de la
page 7.

b) Le fait que les scalaires 1 des blocs de Jordan classiques sont remplacés
ici par des applications injectives aide souvent dans les démonstrations,
pour la simple raison qu’on sait qu’on a a faire intervenir l'injectivité
quelque part.

c) Comme conséquence immédiate de cette proposition, on a le fait qu’une
matrice nilpotente est semblable & son double (voir aussi 1'exercice O-
C.11.7), ou encore que la matrice nulle est dans ’adhérence de 1'orbite de
toute matrice nilpotente.

L’intérét de la pseudo-réduction de Jordan réside pour nous dans la
forme des matrices du centralisateur d'un pseudo-bloc de Jordan. Ces ma-
trices auront une forme fort agréable si I'on prend la précaution de choisir
une base de pseudo-jordanisation adéquate. De fagon plus précise, partant
d’un endomorphisme nilpotent N d’indice de nilpotence égal 4 3 pour sim-

nlifier (le cas océnéral étant nnn]nmm\ on introduit une famille® F1 | D DN

praraaol (20 RG0S /ghiitial LLallt GGV sRE) Faa diavaSAlalal vy laliaT adlaaiial’™ L 1< D

de trois sous-espaces de 'espace F = K”, telle que le sous-espace F) soit un
supplémentaire de Ker N2 dans E = Ker N3, que le sous-espace Fo SN (F))

e T AT2 .

bUlL un buppwmem.cure (1(3' I\(D‘I’ i\’ (ld.le ner .lV_ et ennn qU.(:' l(:' bUUb—Gbpd.Le
F3 & N(F,) ® N%(F)) soit égal & Ker N. On forme une base de I’espace
E en regroupant une base de F} avec une base adaptée de N(F)) & Fy
et enfin avec une base adaptée de N2(Fy) ® N(Fy) @ F3. La matrice de
N dans une telle base prendra évidemment la forme d’un pseudo-bloc de
Jordan

[0 B, 0]
0 0 By |,
00 0

et I'on vérifie, par exemple, que le sous-espace N(F}) n’est autre que
I'image de I'application linéaire représentée par Bs.

® Une telle famille sera dite famille de Kostant de 1'opérateur N, cf. 0-C.6.7.
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Proposition 2. Si la pseudo-jordanisation de Vopérateur N a été effec-
tuée dans une base telle que celle qu’on a décrite ci-dessus, un élément Z
de son centralisateur est donné, dans cette méme base, par une matrice
ayant la forme indiquée dans le schéma qui suit, ot les blocs hachurés sont
arbitraires alors que les autres sont entiérement déterminés par ces mémes
blocs hachurés et par les blocs B;.

I
0 B, |0 o 1
B= Z_': 9
0 |B, 0
0 0 2 I/

Démonstration. Un élément Z du centralisateur stabilise les différents
noyaux itérés de IV; il a donc une forme triangulaire en blocs analogue aux
blocs dans N, soit

R, 51 T
Z=10 Ry 5
0 0 Rs

Les conditions
R9Bs = BoR3, R1 By = BiRy et 51By = B1 55

sont alors claires et montrent en particulier que la connaissance de Rj3
implique celle de Rs sur I'image de B>, et que la connaissance de Ry
implique celle de Ry sur I'image de By. La liberté dans le choix de R; est
donc limitée, une fois R3 fixée, a celle d'une application linéaire du sous-
espace Fy dans le sous-espace N(F1) & F3. De méme, la liberté dans le
Arhatwe Ao viman fate D, fvda ag Tivnitln & ~alla AMrra arnnlicg $3im1m 131 Anirn
CI1IVIA LI.C .ll/]_, WLI< 1vl2 .ll.;z .I.].ACC, CDU ].].LU.J.UCC @ LCILIT U Ullc a.ypuba Lvivll u.uca.uc

de F3 dans Ker N. On procéde de méme pour les matrices S; et pour la
matrice T'. La forme de la matrice Z est alors claire a son tour. ]

Le nombre k& de blocs diagonaux dans la pseudo-réduite de N est égal
au degré du polynéme minimal de N. Si I'on désigne par s;, ou i € [1, k],
le saut de dimension dim Ker(A?) — dim Ker{A*™!), on peut énoncer

Corollaire 3. La dimension du centralisateur d’une matrice nilpotente N
est donnée par la somme Y ,(8; — si41)(81 + -+ 8;) = ¥, 82.
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Démonstration. 1l s’agit de montrer que la somme des surfaces hachu-
rées, dans le dessin ci-dessus, est égale a la somme des surfaces des blocs
diagonaux; mais ceci se voit facilement en sommant, de droite a gauche,

les surfaces hachurées d’un méme niveau horizontal. n
Remarques

a) La matrice N commutant avec elle-méme a aussi la forme décrite ci-
Aeagiia A rrnanmt i+ 1o AV iaats ns D . ant dona natea
Uucossun,. nuuc: ITIETIU um, l.CD uldbllbcb u ].LlJC Ul Fos dpl.ll)d.- Lvu o HULLT

pseudo-jordanisation particuliére ne sont pas quelconques.

b) Les matrices notées par le méme chiffre romain (I) sont toutes sem-
blables, et un choix approprié de bases peut méme les rendre identiques :
ainsi la sous-matrice notée (I) dans Ry devient égale & R3 si 'on choisit
comme base de N(F}) l'image par N d'une base de Fj. La base totale
obtenue en répétant ce procédé n’est alors qu’'une permutation adéquate
d’une base de Jordan habituelle.

¢) Notons alors un fait bien utile et qui se lit trés simplement dans la
forme ainsi obtenue pour une matrice Z du centralisateur : I'inversibilité
de la matrice Z est équivalente a celle de son premier bloc diagonal.

d) Last but not least, voici encore une vertu de la pseudo-réduction de
Jordan : si 'on multiplie par A # 0 les coefficients d’une premiere colonne
d’une des matrices surdiagonales B;, il est facile de vérifier que, ce faisant,
on reste dans la classe de conjugaison de la matrice de départ N ; si 1'on fait
alors tendre A vers zéro, on obtient a la limite une matrice nilpotente dont
le tableau de Young se déduit par une dégradation du tableau de Young
de N. Ceci donne une preuve bien plus simnple du principe de dégradations
successives (comparer avec 0-C.2.4).

0-C.3 Lecasn =8

T

o maa oy Foiiae MNAao la ava™ Amo Anbiidnn Ao
roul nouds

aire plé‘uSh nous allons donner le gld-puc des orbites dans le
cas n = 8:on a inséré a certains endroits du graphe les facteurs invariants
des matrices d’une méme orbite. On est en présence de 22 orbites dont les
dimensions varient de n? — n = 56 jusqu’a 0.
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Graphe des orbites nilpotentes de gl(8,C)

)

Oy,
1]

0
[1}
4]

Symétrie Axiale

de Dualité

0666

[ ’
— |y
0
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0-C.4 Les tableaux de Young

Nous consacrons ce paragraphe i quelques considérations sur les ta-
bleaux de Young. Leur nombre p(n) pour un n donné est tres vite énorme.
Ainsi, le nombre de partitions de n pour n = 50 est de 204 226, nombre &
comparer cependant avec

50! = 30414093201713378043612608 166 064 768
844 377 641 568 960 512 000 000 000 000.

On a p(10) = 42. Les tableaur auto-duauz sont les tableaux égaux a
leurs transposés. Leur nombre a(n) est plus raisonnable, mais augmente
trés vite également. Ainsi, alors que a(10) = 2, on a a(50) = 98, a(150) =
34037 et a(151) = 35698. 1l est clair aussi que p(n) =a(n) (mod 2), vu
que la dualité induit une involution sans points fixes sur les tableaux non
auto-duaux. (Voir ’'appendice 3 a cette note.)}

Dans le graphe des orbites nilpotentes, il est clair que les orbites au-
toduales distinctes ne sont pas comparables, puisque la dualité renverse
I’ordre des inégalités. De plus, il est & remarquer qu’il n’y a pas au niveau
matriciel d’application algébrique qui induise la dualité au niveau des or-
bites, car dans le cas contraire, une telle application serait constante sur
I’'orbite maximale, qui est dense, et serait donc partout constante.

Dans le graphe des orbites, et dés que n est supérieur ou égal a 12,
on a des orbites qui ont plus de trois orbites qui leur sont immédiatement
inférieures, c’est le cas de T, et pour n > k(k-+1), il y a des orbites qui
ont plus de k orbites immédiatement inférieures. Enfin, il est intéressant de

gavolr s1. &tant donnéde une orbite, 1l v a dans son adhérence ou dans celle

Mad 24y LudRaav AaVAaaaUh faalal L nSaviLy 2l G el 2V GlaiaTaLaaloo a lalhadid LUDaaT

de sa duale une orbite autoduale. Des le cas n = 11, il y a des exemples qui
montrent que ceci n’est pas toujours vrai. L’orbite numérotée 61 dans le
AU . I MR RO Y I A W AN R s Y . W . O A L1 1
Erdaplie des Oorpites de sif 1o, %) (Cl. pdge 240 ) 1IOUITIIL dUSS] Unl el exermple.

0-C.5 Le coéne nilpotent

Les fonctions polynomiales sur M (n, K) invariantes par conjugaison ne
séparent évidemment pas les orbites (cf. remarque page 19). Elles permet-
tent cependant de répartir celles-ci en familles finies : il existe en effet un
nombre fini de classes de similitude parmi les matrices ayant un méme
polynome caractéristique.

0-C.5.1. Nous allons nous intéresser dans ce paragraphe a une appli-
cation, notée pu, dont les fibres sont précisément les matrices ayant un
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méme polyndme caractéristique!? et dont la différentielle se calcule ai-
sément. L’application p : M(n,K) — K" est donnée par pu(M) =
(tr(M), tr(M?), ..., tr{(M™)). On munira dans la suite M(n, K) de la forme
bilinéaire 7' non dégénérée (X,Y) — tr(XY).

Proposition 1. Le rang de la différentielle de p au point M est égal au
degré du polynéme minimal de M.

Démonstration. Il est facile de voir que
dp(M)Y(X) = (tr(X), 2tr(M X), ..., ntr(M™ 1 X)).

Le noyau de du(M) est l'intersection des m hyperplans d’équations
tr(M*X) = 0. L’orthogonal dans le dual de M(n,K) de cette intersec-
tion est la somme des orthogonaux, c’est-a-dire le sous-espace % s en-
gendré par les formes linéaires X — tr{M®X). La forme bilinéaire symé-
trique non dégénérée T réalise un isomorphisme entre M (n, K) et son dual,
isomorphisme par lequel le sous-espace K[M] des polynémes en M et le
sous-espace & js se correspondent. Le résultat découle alors du fait que
dim(K[M]) n’est autre que le degré du polynéme minimal, et de considé-
rations élémentaires sur les dimensions. »

Corollaire 2. L’ensemble € des matrices dont le polynéme minimal est
égal'! au polynéme caractéristique est un ouvert de M (n,K).

Démonstration. L’application p étant de classe C!, ’ensemble des
points ou sa différentielle est de rang maximal est un ouvert. »

Remarque. L’ensemble des matrices dont le polynéme minimal est de
intéressant de déterminer les composantes irréductibles et de calculer leurs
dimensions (cf. exercice 0-C.11.20).

Corollaire 3. L’ensemble V, des matrices dans M(n,R) ayant un poly-
néme minimal 7(X') donné de degré n est une sous-variété différentielle de
dimension n® — n. L'espace tangent en un point M de cette sous-variété
est donné par orthogonal pour la forme bilinéaire symétrique T' du cen-
tralisateur (M) de M.

Démonstration. L’ensemble V, apparait comme une fibre de la restric-
tion pg de p & 'ouvert € en tous les points de laquelle 'application ug est

1911 est clair qu’une telle application n’est pas unique : il suffit en effet de rem-
placer la famille de fonctions M s tr(M?*) par n’importe quelle famille de géné-
rateurs de l'algébre des fonctions polynomiales invariantes.

' Au facteur (—1)® prés évidemment,
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une submersion. C’est donc bien une sous-variété différentiable, et 'espace
tangent au point M est donné par le noyau de la différentielle au point
M de p. On conclut alors en remarquant que les matrices qui commutent
avec une matrice M dont le polynéme minimal est égal au polynome ca-
ractéristique forment exactement (cf. exercice 0-C.11.15) I’ensemble des
polynémes en M. |

Remarque. L’ensemble V, est en fait une classe de similitude. Si 7(X) =
X"+a, 1 X" 1+ -+a; X +ay, les matrices de V, sont toutes semblables a
la matrice compagnon C, (cf. exercice 0-C.11.20). L’espace tangent en un
point M de cette classe de similitude, tel qu’il est décrit ci-dessus, coincide
bien avec 'espace tangent en M & cette méme classe de similitude tel qu’il
est décrit dans la proposition 12. Cela résulte de ’exercice 0.11.46.

0-C.5.2. Nous verrons que le céne nilpotent N (on désigne ainsi l'en-
semble de toutes les matrices nilpotentes) est une variété algébrique affine
irréductible de dimension n® — n et que cette variété est normale (cf. co-
rollaire 0-C.5.5.2), c’est-a-dire que 'anneau (intégre) des fonctions poly-
nomiales définies dessus est intégralement clos.

L’irréductibilité de cette variété découle de ce que le cone nilpotent
est I’adhérence de 'orbite du bloc de Jordan plein sous 'action du groupe
G = GL(n,K) qui est lui-méme irréductible. Cf. exercice 0.11.48. Nous
établirons sa normalité au moyen d’un critére dii & Cohen, Macaulay et
Serre (cf. 0-C.5.5.1) et que I'on ne démontrera pas ici-méme.

Auparavant, arrétons-nous briévement sur ’énoncé important rencon-
tré au début (cf paragraphe 0-C.1.3) et qui affirme qu’une orbite est

, .
ATa QAT o P [ whAoril+a H PN

ouverte dans son adhérence : ceci pr ovient du résultat (difﬁﬁuc, cf. [Hum],
page 33) qui exprime que I'image d'un constructible!? par une application
polynomiale (ou morphisme) est constructible; ceci est pratiquement un
des deux ou trois arguments techniques fins de géométrie algébrique qui
forment la clé de voite de la théorie des groupes algébriques. L’orbite
contient donc une partie ouverte dense de son adhérence et posséde donc
en particulier des points intérieurs pour la topologie de ’adhérence, mais
le groupe agit par des translations qui conservent les voisinages; 'orbite
toute entiére est par conséquent formée de points intérieurs.

Pour la question de la dimension, on peut procéder comme suit : la di-
mension de N peut étre définie comme le degré de transcendance du corps

12 On appelle ainsi une partie qui est dans 1'algebre de Boole engendrée par les
ouverts et les fermés d’un espace topologique, c’est-a-dire que les constructibles
s’expriment comme réunions finies de parties localement fermées. Un construc-
tible contient toujours un ouvert dense de son adhérence {cf. exercice 0-C.11.33).
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des fonctions rationnelles!?® sur V. Ce corps est le méme pour les fonctions
rationnelles d’un ouvert, par exemple ’orbite ci-dessus. Les fonctions sur
I'orbite peuvent étre décrites comme les fonctions rationnelles sur le groupe
qui sont invariantes par le stabilisateur, c’est-a-dire les fonctions ration-
nelles sur le quotient, et le degré de transcendance est donc la différence
entre la dimension du groupe et celle du stabilisateur.

0-C.5.3. Points réguliers et points singuliers. Rappelons, 4 ce stade,
quelques considérations sur les points lisses (ou réguliers) et les points
singuliers (avant d’en donner une définition précise dans 0-C.5.4) : quand
on a une variété algébrique affine, la notion de point singulier est une
notion hautement géométrique. Les points singuliers sont ceux que l'on
voit en premier quand on regarde la variété; ils sont «plus rares» que
les points lisses. Ainsi, le sommet d'un céne quadratique non dégénéré
est le seul point singulier; il en est de méme pour le point double de la
lemniscate. L’intersection de deux hyperplans (distincts) donne ’ensemble
des points singuliers de la variété algébrique affine définie par leur réunion.
La variété algébrique sous-jacente & un groupe algébrique affine est formée
entierement de points lisses; c’est aussi le cas de toute variété algébrique
sur laquelle opére transitivement un groupe algébrique : I'existence d'un
point lisse entraine la lissité de tous les autres.

L’ensemble des points singuliers, appelé lieu singulier, est une sous-
variété algébrique affine, et 'on peut regarder les points qui y sont sin-
guliers : ceci introduit une certaine hiérarchie dans le degré de singularité
d’un point. L’explicitation des différents niveaux de singularité devrait
théoriquement étre le premier réflexe & avoir lors de I’examen d’une variété
a.lgt:uuquc affine. Ceci s’avere assez difficile dans la prauquc, I’ensemble
des points singuliers serait pourtant « visible & 1'ceil nu » si ’on était doté
de sens (algébriques) adéquats.

On pourrait prendre ’exemple des points d’un cube (qui n’a rien d’une
variété algébrique !) pour comprendre par analogie ces niveaux de singula-
rité auxquels il a été fait allusion : les points intérieurs sont plus réguliers
que ceux qui sont situés sur les faces, ceux qui sont situés sur les faces
plus réguliers que ceux situés sur les arétes, les sommets étant plus sin-
guliers que tous les autres points. Cette analogie peut étre poussée plus

RAAILY AR A LIRS WL LD e ~ oy Tl LA s e w

loin, car elle suggére aussi le fait que les points lisses forment un ouvert
dense (c’est pour cela que les autres, plus rares, sont dits singuliers) dans
la variété algébrique affine obtenue & chaque niveau. Il est intéressant de
signaler que lorsque le corps de base est C, l'irréductibilité de la variété
algébrique affine V est équivalente & la connexité (pour la topologie usuelle

13 11 s’agit du corps des fractions de ’anneau des fonctions polynomiales.
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de Hausdorfl) de 'ouvert V* des. points lisses. Ce critére, appliqué dans
le cadre d’un groupe algébrique affine, démontre que l'irréductibilité d'un
groupe algébrique affine complexe G est équivalente 4 sa connexité (pour
la topologie usuelle). Aussi est-il d’'usage d’appeler connexes les groupes
dont la variété sous-jacente est irréductible4. Nous n’adopterons pas ici
cette terminologie quelque peu dangereuse!®. Nous vérifierons ce critére
dans plusieurs situations.

Si 'on considére la variété algébrique affine des matrices singuliéres,
I’ensemble de ses points singuliers est donné par 1'’ensemble des matrices
de rang inférieur ou égal a n — 2, et dans la variété formée par ces points
singuliers, les points réguliers sont donnés par les matrices de rang n — 2
exactement. Plus généralement, les points lisses dans la variété ¥y = g—z;
des matrices de rang inférieur ou égal & &k sont donnés par les matrices
de rang k exactement. La démonstration de ce fait est assez difficile, mais
I'enseignement que nous voudrions en tirer, c’est que la notion de rang
d’une matrice est une notion géométrique a laquelle on ne peut échapper
des lors qu’on regarde la variété des matrices singuliéres. On pourra cepen-
dant, i titre d’exercice, établir que les points lisses de cette variété sont les
matrices de rang n — 1. Enfin, c’est encore un exercice facile (cf. 0.11.48)
que de vérifier V'irréductibilité de la variété 9, ainsi que la connexité
(lorsqu’on est sur C et pour la topologie usuelle) de ’ensemble ¥} = R,
des matrices de rang k (voir par exemple {Mn-Ts|, page 36).

Remarque. Il est faux, contrairement & ce que laisserait croire ’exemple
précédent, que les points lisses d’une adhérence d’orbite se limitent aux
points de 'orbite elle-méme. L’exemple de la grosse orbite de GL(n,K)

ondrant enr Kﬂ' mantre en affet nie das nnlnfa r]n rotto aﬂhnrnnr\n nanwnnf
vyuluuu ALTLAL W ALAVIRAVL U WwiA ALY \1“\! uvu l" AU AdVs L S RANA rl WUWwrwliiv

étre lisses.

0-C.5.4. Points singuliers du coéne nilpotent. Il s’agit de déterminer
les points singuliers de la variété algébrique affine des matrices ayant un
polynome caractéristique donné. Auparavant, donnons la définition mathé-
matique de point régulier et de point singulier d’une variété V. En un point
régulier, la dimension de I’espace tangent de Zariski est minimale et vaut la
dimension de la variété. Une droite (vectorielle) D est dans I’espace tangent

(de Zariski) au point My si la dr01te affine passant par M et parallele & D

14 On laisse d’ailleurs au lecteur le soin de démontrer en exercice qu’un groupe
algébrique affine, défini sur un corps algébriquement clos, est connexe pour la
topologie de Zariski si et seulement si la sous-variété algébrique sous-jacente est
irréductible.

15 Ainsi, le groupe GL(n,Q), défini sur la cléture algébrique de Q, est totalement
discontinu pour la topologie usuelle, et irréductible.
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rencontre la variété V en un point (au moins) double. Si donc V est la fibre,
au-dessus de 0, d’'une « bonne » application polynomiale f : % c K* — K?
définie sur un ouvert (de Zariski) U de K", I’équation en A donnée par
F(Mo + dv) = f(Mg) + Adf (M) (v) + X2/2d2 f(Mo)(v,v) + ... doit avoir
une racine double en A = 0. Aussi, 'espace tangent de Zariski au point
M, est alors le noyau de la différentielle de f au point My. La fonction
f = (f1,...,fp) n'est évidemment pas la seule & définir V, comme on le
voit en remplacant une fonction coordonnée quelconque f; par une de ses
puissances. Ce qui est par contre unique, autrement dit attaché unique-
ment & la variété V, c’est le radical de I'idéal engendré par les fonctions
polynomiales coordonnées f;, comme l'exprime le théoréme des zéros de
Hilbert. Les applications f qu’il s’agit donc de rechercher, et qu’on pourra
appeler de ce fait « bonnes », sont telles que 'idéal engendré par les f; soit
I'idéal I(V') des fonctions polynomiales qui s’annulent sur V16, Quand la
variété V est irréductible, ceci revient donc & demander que l'idéal en-
gendré par les f; soit premier. Toute la difficulté, donc, pour déterminer
les points lisses d’une variété algébrique affine, consiste a établir que les
équations fi(M) = 0, pour ¢ = 1,...,p, qui la définissent proviennent
d’une « bonne » application f, c’est-a-dire, essentiellement, a établir qu'un
certain idéal est premier'?. Quand cela a été accompli, il ne reste plus qu’a
déterminer 'ouvert des points ou la différentielle de f est de rang maximal.

Théoreme 1. Le critere de Kostant!® On suppose que la variété al-
gébrique affine V est irréductible et définie par l’équation f(M) = 0, ot
f: WU C K* — KP. On suppose par ailleurs qu’il existe un point My € V
tel que la différentielle de f en My soit surjective. On peut alors affirmer
que I'idéal engendré par les p fonctions coordonnées f; est premier, que la

variété V est de codimension p et que les points lisses de V' sont exactement
les points M tels que df (M) soit surjective.

Nous ne donnons pas ici de démonstration a ce théoréme, mais signa-
lons qu’il est 1ié au chapitre d’algébre commutative concernant les décom-

18 De telles fonctions existent toujours:si V est donné, et si I(V) est engendré
par fi,..., fp, alors f = (f1,..., fs) est bonne...

'7 La détermination des points singuliers de la variété algébrique 9, des matrices
de rang inférieur ou égal & p devient en fait aisée dés lors qu’il est prouvé que
I'idéal engendré par les mineurs d’ordre p + 1 de la matrice générale (X;;) est
premier.

18 Ce critére, que nous avons attribué & B. Kostant, est sans doute connu sous une
forme ou une autre des spécialistes de géométrie algébrique. Proche parent du
critére jacobien, il apparait sous la forme plaisante et utile que nous présentons
ici dans Kostant B., Lie group representations on polynomial rings — Am. J. Math.
pages 327402 (1963).
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positions primaires. Nous avons rencontré un cas particulier de ce théoréme
au lemme cf. 0.8.1.6.

Corollaire 2. L'ouvert des points lisses de la variété algébrique affine de
dimension n®—n formée par les matrices ayant un polynéme caractéristique
donné coincide avec la trace sur cette variété de Pouvert @ des matrices
dont le polynéme minimal est égal au polynéme caractéristique.

Démonstration. L’application p : M(n,K) — K" donnée par u(M) =
(tr(M) — ay, tr(M?) — ag,...,tr(M™) — a,) est une « bonne » application,
et le rang de sa différentielle en M est le degré du polynéme minimal de
Mo. .

Remarque. On voit en particulier que ’idéal engendré par les n fonctions
polynémes M — tr(M®) est premier.

0-C.5.5. Normalité du céne nilpotent. Nous sommes en mesure
d’énoncer le critére de normalité de Cohen-Macaulay-Serre!® (sans tou-
tefois le démontrer ici), et de 'appliquer au céne nilpotent.

Théoreme 1. Le critére de normalité de Cohen-Macaulay-Serre.
Une sous-variété algébrique affine irréductible V' est normale si les deux
conditions suivantes sont vérifiées

(i) La sous-variété V est réguliére en codimension un.

(ii) La sous-variété V est une intersection compleéte.

La premiere condition veut dire simplement que la sous-variété fermée
des points singuliers est de codimension supérieure ou égale & deux. Quant
a la deuxieme, elle signifie que 1'idéal de la sous-variété irréductible peut
étre engendré par autant de fonctions polynomiales que sa codimension??,

lac varmdtrde aladhrianag ofAn nhhnrn1aanh+ e |
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ainsi des intersections compléetes?!.

*® Merci & J. Bellaiche pour les remarques qu'’il nous a faites a ce sujet.
20 1] revient évidemment au méme de dire que la sous-variété peut étre définie
par une « bonne» application f dont 1’espace d’a.rrlvee (rapporte au besom a
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notre sous-variété.

2! Une intersection compléte est en particulier une intersection complete ensem-
bliste, c’est A dire qu’elle peut étre définie par autant d’équations que sa codi-
mension. La réciproque n’est pas vraie {le contre-exemple classique est donné
par la surface conique suivante de K* définie par x =y, z = 2° et t = 2?). C'est
un exercice difficile que d’établir que ’ensemble des matrices d’ordre quatre de
rang inférieur ou égal & deux (qui est donné par I’annulation des seize mineurs
d’ordre trois) n’est pas (comme on peut s’y attendre) une intersection compléte
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Corollaire 2. Le céne nilpotent est une variété algébrique normale.

Démonstration. La condition (i) est clairement réalisée, puisque ’en-
semble de points singuliers est I’adhérence de I'orbite sous-réguliére donnée
par le tableau de Young dont la premiére ligne comporte n— 1 cases, orbite
qui est de codimension deux dans le céne nilpotent. Quant a la condition
(ii), elle est réalisée grace a l'existence de I’application u encore rencontrée
dans la démonstration du corollaire 0-C.5.4.2. »

Remarques

a) H. Kraft et C. Procesi ont démontré en 1979, en faisant appel au critére
de Cohen-Macaulay-Serre, que l'adhérence d’une classe de similitude est
normale (cf. [Kr-Pr}). Ils établiront par la suite que ’ensemble des points

rnmﬂ'lnrc r]’"nn fa"a varidta se 'I"Df“l1l+ -:\ ]’nrl"\'lfﬁ
cguil vl 1Tue

b) La variété W = R, < M(n,K) est normale elle aussi (cf. [ACGH],
page 77). Elle n’est pourtant pas une intersection complete des que
1 € p € n— 1. La méthode classique pour établir la normalité utilise
le fait que ’algébre des invariants sous Paction d’un groupe algébrique
irréductible est intégralement close; nous utilisons & cette fin (derniére)
une idée qui nous a déja servi (cf. exercice 0.11.57) : les coefficients d’une
relation de dépendance intégrale sont permutés par le groupe, celui-ci les
laisse donc invariants (cf. [ACGH), page 77). Tout revient alors a éta-
blir que l'algébre des fonctions polynomiales sur W est une algebre de
fonctions polynomiales invariantes, ou encore que W est un quotient caté-
gorique d’une variété normale. Une telle variété est disponible, il s’agit de
M(n,p,K) x M(p,n,K) pour 'action de GL(n,K) déja rencontrée dans
’exemple b) de la page 19: g-(A, B) = (Ag~!, ¢B).

0-C.6 Réduite de Jordan, théoréme de Jacobson-Morozov
et représentations de sl(2, K)

Nous commengons cette section par le rappel de quelques énoncés que
I’on rencontre assez tot sous forme d’exercices.
a) Si une matrice A commute avec [A, B], alors [A, B] est nilpotente; en
particu]ier, si [H,X] =2X, alors X est nilpotente. Ceci se démontre sim-
pn—;un:sub en mointrant par EXGthG que les traces des
sont toutes nulles.

On verra au paragraphe suivant que si X est nilpotente, alors il existe

H tel que [H,X] = 2X.

"ES
a:
g
[e]
4]
u
3
R

ensembliste : il est de dimension douze et on a du mal & imaginer ’existence de
quatre équations qui caractériseraient les matrices 4 x 4 de rang < 2.
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b) Si une matrice S est diagonalisable, alors sa classe de similitude €g
est fermée (algébrique). Une démonstration possible consiste a considérer
le fermé & 5 constitué des matrices ayant méme polyndme caractéristique
que S et & montrer qu'une matrice A dans &g est semblable & S si et
seulement si pour toute valeur propre A, rang(A — Ald) < rang(S — AId).
Ces conditions définissent bien alors un fermé de .

On procede pour cela comme suit : une telle matrice A vérifie

Z corang(A — AId) > Z corang(S — AId) = n,

elle est donc diagonalisable, et donc semblable & S.

On donnera plus bas (cf. corollaire 0-C.6.1.3) une autre démonstra-
tion de ce qui précéde (voir aussi une derniére démonstration trés simple
dans l'exercice 0-C.11.10), et l'on établira, de plus, que la réciproque est
vraie, & savoir qu'une matrice est diagonalisable deés lors que son orbite est
fermée.

0-C.6.1. Les deux résultats annoncés dans le paragraphe précédent seront
obtenus comme conséquence du théoréeme de Jacobson-Morozov dont voici
I’énoncé

Théoréme 1. Soit X une matrice nilpotente. Il existe alors deux matrices
H etY telles que
[H,X]=2X;[HY]=-2Y;[X,)Y|=H.

Démonstration. On décompose 'espace en la somme des sous-espaces
spectraux, ce qui permet de se ramener au cas ol la matrice X est une
cellule de Jordan, soit, J;,+1. On prend alors pour H la matrice diagonale??

Hp+1 = Diag(m,m —2,...,—m+ 2,—m) et pour Y la matrice
0
|-1.m 0 ]
Ymt1 = 2(m—1) 0
L h m.1 0]

La vérification du fait que ces matrices conviennent est facile et se fait sur
chaque vecteur de base. Cependant, ce qui manque pour le moment, c’est
une explication de leur provenance; on verra cela plus loin (cf. 0-C.6.4).m

2 Un intervalle symétrique de Z de la forme [—m,m] contient (2m + 1) entiers,
dont m+ 1 ont la parité de m et les m autres ont la parité opposée. Quand m est
pair, la suite {—m,—-m + 2,...,m — 2, m} passe par 0 et est de longueur m + 1;
quand m est impair, elle est encore de longueur m + 1 mais contient —1,1 et non

0.
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Corollaire 2. Soit M = S+ X I’écriture de M en semi-simple + nilpotent.
Alors I'élément S appartient a ’adhérence de l'orbite de M.

Démonstration. La «construction» de S et de X ainsi que celle des
matrices H et Y associées a X montrent en fait que les matrices H et Y
du théoreme de Jacobson-Morozov commutent avec S :tout se passe en
effet au niveau des sous-espaces spectraux, 1a oll précisément S est chaque
fois une homothétie. Un calcul facile fondé sur une propriété classique de
’exponentielle de matrice (voir par exemple [Mn-Ts|, page 80) donne

exp(tH)M exp(—tH) = exp(ad(tH))(M)

= ML tHH M L |
"Il“'jlzl, ) M|

On fait alors tendre ¢ vers —oo. .

Corollaire 3. Une orbite O est fermée si et seulement si M est semi-
simple.

Démonstration. Il nous reste & démontrer la condition nécessaire. Si
donc 'orbite est fermée, elle contient §. La matrice M est donc conjuguée
de S :elle est elle-méme semi-simple. .

0-C.6.2. Remarques

a) Un triplet {Y, H, X) vérifiant les conditions du théoréme de Jacobson-
Morozov s’appelle un sl;-triplet. On peut donc énoncer que tout élément
nilpotent peut étre mis dans un sl,-triplet. L’origine de I'appellation est
la suivante : I’algébre de Lie s[(2, K) qui occupe une place naturelle impor-
tante dans les algebres de Lie semi-simples (cf. 0-C.9) possede une base
donnée par les trois matrices

00 1 0 01
1"’"’[10]’ HO_[O—I]’ X“‘{oo]

qui vérifient les mémes conditions de commutation. La donnée d’un sls-
triplet revient & la donnée d’une représentation®® de I’algébre de Lie s[(2, K)
dans l'algebre de Lie g = M(n,K).

b) On voit donc que, dans I’adhérence de ’orbite de M, il y a une orbite
fermée, & savoir celle de sa composante semi-simple S. Cette orbite fermée

est d’ailleurs la seule. puisqu’une telle orbite est celle d’un élément semi-

d’ailleurs la seule, puisqu'une telle orbite est cell élément serni
simple qui a méme polyndme caractéristique que S; il est donc conjugué
de S.

23 Une représentation 7 : £ — gl(V) est un homomorphisme d’algébres de Lie. On
dit aussi que V est un £-module. De plus, la représentation # est dite irréductible
si les seuls sous-espaces de V stables par tous les 7(z) pour z décrivant £ sont les
sous-espaces triviaux {0} et V. Dans un tel cas, le £-module V est dit irréductible.
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Plus généralement, quand un groupe algébrique opeére sur une variété
algébrique affine V', ’adhérence d’une orbite contient toujours des orbites
fermées. Si I'on considére en effet une orbite @, de dimension minimale de
cette adhérence-1a, elle est nécessairement fermée, car sinon le fait que 0,
est ouverte dans son adhérence (cf. page 195) implique que, dans le fermé
0,\0,, il y a des orbites de dimensions encore plus petites?:,

Il est & noter cependant que ces orbites fermées ne sont pas en général,
comme dans le cas des classes de similitudes, uniques. L’exemple classique

du groupe des matrices inversibles de la forme opérant sur K2

1 b
L 0 a Jd

donne une situation d’une orbite dense (le complémentaire de 'axe des

abscisses) dont tout point du complémentaire est & lui seul une orbite.

~\ NaA PN oi—nr]n Matitra AArmanatratin a A Fas I- P I Y _
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trice semi-simple a une orbite fermée, démonstration qui s’adapte au cadre
des orbites dans les algébres de Lie semi-simples. On raisonne par 1’ab-
surde; soit C un point du complémentaire (fermé!) de 'orbite @5 dans
son adhérence. La composante semi-simple S¢ de C est encore, vu le co-
rollaire 0-C.8.1.2, dans ce complémentaire. Les matrices semi-simples S
et S¢ ne sauraient donc étre conjuguées; elles le sont pourtant, car leurs
polynémes caractéristiques sont égaux.

d) Comparer malgré tout avec ’exercice 0-C.11.10, ol une démonstra-
tion élémentaire de 1’équivalence est proposée.

0-C.6.3. On vient de constater que la connaissance de la réduction de
Jordan implique le théoréme de Jacobson-Morozov. Inversement, le théo-
réme de Jacobson-Morozov permet, si 'on fait appel aux représentations
de sl(2, K), de retrouver la réduction de Jordan. En fait, nous allons cons-
tater dans ce paragraphe les relations étroites qui existent entre ces trois
outils, et comment dans la théorie des algébres de Lie semi-simples les slo-
triplets remplacent efficacement les réduites de Jordan, qui n’ont la plus
de sens.

stables sous l’a.ctlon des matnces Ym+1 y Hm+1, Xm+1 = Jm+1 apparaissant
dans la démonstration du théoréme de Jacobson-Morozov sont les sous-
espaces BerldUX leb Sous-espaces deDleS par une ceuune ae JOl'(la.II sont leS
sous-espaces du drapeau de base {cf. exercice 0.11.71); la matrice Y ne
laisse stables que les triviaux parmi eux. On voit donc que la représentation
Tm+1 de sl(2,K) sur K™+! définie par le slo-triplet (Yin+1, Hmt1, Xm+1)

“ On rappelle qu'un fermé strict dans une variété algébrique irréductible de
dimension n est de dimension < n. Les adhérences d’orbites sont clairement
irréductibles.
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est irréductible. On va représenter (sic) cette représentation au moyen
d'une chaine de m+ 1 cases pondérées par les valeurs propres de H et qui
correspondent aux vecteurs de base écrits en commencant par le dernier,
soit

-m —m+2 -—-mit4d m—4 m—2 m

T ]

Faisons quelques commentaires utiles : 'opérateur X,, ;1 fait passer d’une
case & la case qui se trouve & sa droite immédiate, I'opérateur H,,., laisse
une case quelconque invariante et on y lit la valeur propre correspondante,
et enfin Y,, +; fait passer d’une case a celle qui se trouve 4 sa gauche immé-
diate, mais un facteur multiplicatif est & prévoir au niveau des vecteurs.
Le noyau de X,,;; correspond a la case extréme de droite, et le noyau
de Y41 correspond a la case extréme de gauche. Le noyau de H se lit
au centre de la chaine: il est nul si et seulement si le nombre de cases de
la chaine est impair. Notons enfin que les pondérations des cases vont de
deux en deux.

0-C.6.4. On est maintenant en mesure de démontrer trés simplement que
toute représentation irréductible de sl(2,K) est isomorphe & 7,4, et est
donc caractérisée par sa dimension. On démarre donc avec un slp-triplet
(Y,H,X) dans M(m + 1,K) et 'on suppose que les seuls sous-espaces
stables par les matrices Y, H et X sont les sous-espaces triviaux. Nous al-
lons montrer, en quatre étapes, que nos trois matrices sont simultanément
semblables & Y11, Hyny1, Xm+1 = Jma1-

a) La premiere étape consiste & exprimer que Y est nilpotente (cf. exercice
0-C.6) et donc, en particulier, que son noyau n’est pas réduit a zéro (on
peut aussi établir ceci plus économiquement; cf. remarque plus bas).

b) On constate ensuite que la relation [H,Y] = —2Y permet d’établir que
le noyau de Y est stable par H qui y possede donc un vecteur propre, soit
v, associé & une valeur propre, soit —A (quand tout aura été démontré, on
constatera que le vecteur v correspond a la case extréme de gauche).

c¢) On forme les itérés sous 'action de X du vecteur v. Le vecteur X (v) est
un vecteur propre pour H associé a la valeur propre —A +2: H(X(v)) =
X(H(v))+2X (v) = (—A+2) X (v). On établit ensuite que X2(v) est un vec-

tenr nronre nonr H de valsur nranre — A1 4 ot ainsi de suite. I.’onérateur Y

teur propre pour H de valeur propre —A+4 et ainsi d suite. L'opérateur
envoie X*(v) sur un multiple de X*~*(v), comme il résulte d’une récurrence
immédiate : Y (X*(v)) = YX(X ) (v) = XY (X" 1) (v) — H(X 1) (v).
Les itérés X*(v) non nuls, étant des vecteurs propres pour des valeurs
propres distinctes, forment donc la base d’un sous-espace vectoriel qui, vu
ce qui précede, est stable pour la représentation; c’est donc 1’espace tout
entier.
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d) On écrit maintenant les matrices de H, Y et X dans la base précédente
qu’on ordonne en commencant par le dernier vecteur. La matrice de X
est alors la cellule de Jordan J,.+1, et la matrice de H est une matrice
diagonale dont la trace —A + (—A + 2) + --- + (—A + 2m) est nulle (H
est un commutateur):on en déduit que A = m et H = Hp,4q, et en
particulier que les valeurs propres de H sont entiéres ! Enfin la matrice de
Y se détermine alors a partir de celles de X et de H et de la relation de
commutation [X,Y] = H, et n’est autre que Y41 :en effet, X(Y(v)) =
Y(X(v)) + H(v) = Av = mw, puis X(Y?(v) = --- =2(m — 1)Y (v) et ainsi
de suite.

Remarque. On aurait pu établir que le noyau de Y est non nul en mon-
trant que Y envoie un vecteur propre de H de valeur propre « sur le
vecteur nul ou sur un vecteur propre de H de valeur propre o — 2, et ainsi
de suite. On conclut en se souvenant que H a un nombre fini de valeurs
propres.

0-C.6.5. Un théoréme (cf. par exemple [Dxm]|, pages 28 et 37) dont 'ori-
gine remonte a H. Weyl affirme que toute représentation 7 de sl(2,K),
ou plus généralement de toute algébre de Lie semi-simple, est somme de
représentations irréductibles. Il s’ensuit que les représentations de s[(2, K)
sont pour nous maintenant entierement comprises. On adoptera pour les
représenter le modele suivant (sorte de pyramide pondérée renversée) qui
est assez suggestif: on dispose en lignes successives les différentes repré-
sentations irréductibles de m, en figurant chacune par sa chaine associée,
et ce de telle sorte que les cases correspondant 4 une méme valeur propre

An IT cniont foun mafan grie st M Amaa sl ...,........,.,-.,._

Q€ 1 SOlENl diSposees Bl une IMeIle Colonne. Ainsi la 1 repr ésentation -

E:—zalo'._zjam

consiste en la somme de cing représentations irréductibles de dimensions
respectives 6,5, 3,3 et 2; le noyau de X comme celui de Y est de dimension
5, dimension qui correspond a la somme des dimensions de Ker H et de
Ker(H — Id), et qui indique évidemment le nombre de représentations
irréductibles de 7. Ainsi, 7 est irréductible si et seulement si Ker X est de
dimension 1.
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Le noyau de X correspond au sous-espace engendré par les vecteurs
attachés?® aux cases extrémes de droite de la pyramide, et le noyau de Y
a celui engendré par les vecteurs attachés aux cases extrémes de gauche.
L’opérateur X fait passer d'un sous-espace propre de H, correspondant &
la valeur propre (on dira poids) a, & celui qui correspond au poids o + 2,
alors que l'opérateur Y envoie 'espace associé au poids o dautﬁ;j celui qui

est associé au poids « — 2. Enfin, le tableau de Young , obtenu

117

L1
en gommant les pondérations dans la pyramide et en justifiant & gauche,

LD

est celui de l'opérateur nilpotent Y; quant au tableau ~, obtenu en

justifiant & droite, c’est le tableau de Young de 'opérateur X réfliéchi dans
un miroir?e,

0-C.6.6. On voit maintenant que 'insertion d’une matrice nilpotente X
de M(n,K)} dans un sls-triplet donne aussitdt la réduction de Jordan de X
quand on décompose la représentation correspondante de 5((2, K), sur K",
en somme de représentations irréductibles. L’effort fourni semblerait dis-
proportionné avec le résultat si les retombées dans la théorie des algébres
de Lie semi-simples (ou le théoréme de Jacobson-Morozov a un sens, cf.
0-C.7) n’étaient considérables. Cependant, nous allons voir que les slo-
triplets donnent, méme dans le cadre de la réduction de Jordan, quelque
chose de plus?”.

a) On sait bien que la détermination d’une base de jordanisation canonique
pour I'opérateur X se fait avec un certain nombre de degrés de liberté. En
effet, le choix d’un supplémentaire F; de Ker X*~! dans Ker X* = F est
totalement libre?®, de méme que celui d’une base de F;; ensuite, on a la
méme liberté dans le choix d’un sous-espace F» transverse & X (F}) et tel
que Fy & X(F) soit un supplémentaire de Ker X*~2 dans Ker X*-1, et
ensuite d’'une base de F5... Avec le sly-triplet contenant X, le noyau de
Y est la somme directe des sous-espaces Fj.

b} Le sous-espace

1

b -/ T r ™

Py rd . QI A
rn=ReXR)sX‘(FA)a&...

¥

25 On ne peut attacher des vecteurs {ou plus précisément les droites qu'ils en-
gendrent) a des cases qu’a partir du moment ou les sous-espaces propres de H
ont été signalés, c’est-a-dire lorsque les diagrammes sont pondérés.

%6 On remarque au passage que les éléments X et Y d’un sl,-triplet sont conju-
gués, chose qui ne saute pas a priori aux yeux; il suffit de le vérifier pour les X
et Y de s((2, K).

%" Voir aussi dans 0-C.6.8 le joli calcul du tableau de Young dead X : Z  [X, Z]
a partir du tableau de X nilpotent.

%% Dans I’exemple précédent, on a k = 6 et F; est de dimension 1.
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(voir 1'exercice 0-C.11.29) apparait comme engendré par les vecteurs at-
tachés aux cases des chaines de méme longueur que la premiére (& savoir
k). Cette somme est la somme directe des sous-espaces propres de la res-
triction de I’opérateur H ; en particulier, /) apparait comme le sous-espace
propre attaché a la plus petite valeur propre.

c) On sent déja, et rien qu’a ces aspects secondaires, qu'une certaine con-
trainte se trouve introduite dans les degrés de liberté évoqués ci-dessus
quand on insere X dans un slp-triplet. En fait, la bonne gestion de ces de-
grés de liberté se fait dans la gestion des degrés de liberté dont on dispose
pour insérer X dans un sls-triplet. Dans ce qui suit, on évoque quelques
aspects de cela.

by

ciée a un operateu mlpotent X d’indice k tout k-uple (F1,..., F;
espaces vectoriels de E tels que F) soit un supplémentaire de Ker X*-1
dans E = Ker X* et que Fj;, @ X(F,) ® X*(F;_,) & - -- ® X*(F}) soit un
supplémentaire de Ker X*~~1 dans Ker X*~¢ pour tout ¢ > 0. Il est clair
que certains de ces sous-espaces peuvent étre nuls et que leurs dimensions
respectives se lisent dans le tableau de Young de X :la dimension de F;
donne le nombre de cellules de Jordan de taille k — ¢ + 1 dans la réduc-
tion de Jordan canonique de X. Ainsi, dans I’exemple précédent, il n’y a
pas de lignes de longueur 4 dans le tableau de Young de X, ce qui donne
dim F3 = 0.

Ces dimensions se lisent aussi, une fois X inséré dans un sls-triplet,
dans le diagramme pondéré, puisque F; = Ker Y N E_j,;, ou E, désigne
le sous-espace propre de H associé a la valeur propre «.

La proposition suivante ne sera pas vraiment démontrée?, et le lecteur
est invité a consulter [Cart], page 158. La topologie dont il est question
est évidemment la topologie de Zariski.

L ——
o
D o
o
3

o
3

Proposition 1. La composante neutre ( } du centra]isateur dan
C)'L{F'\ de l'opérateur X opére transitivement su

qui sont associées a X.

Démonstration. On se contentera ici de vérifier que 'action est bien
définie. Un élément ¢ € GL(FE) envoie un sly-triplet (Y, H, X) sur un
autre slo-triplet (gY g~ !, gHg™!,9Xg™!). Comme g(F;) = KergYg™! n
E_k+i(gHg™1), il s'ensuit que la famille g(Fy),...,g(F}) est une famille

%% La version dans s[(2,R) de cet énoncé sera examinée soigneusement dans la
proposition 0-C.9.3.3.
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de Kostant associée & gX g~ ! qui est égal & X quand g est dans le centra-
lisateur de X. u

Continuons.

Proposition 2. L'élément Y du sly-triplet {Y, H, X) est entiérement dé-
terminé par les éléments X et H.

Démonstration. Il s’agit de prouver qu'il existe un unique antécédent de
H sous l'action de ad X, antécédent qui doit vérifier [H,Y] = —-2Y. Ceci
découle immédiatement de ce que, dans la pyramide pondérée de ad X, la
verticale passant par le poids —2 ne rencontre pas le c6té extréme droit :
en effet, 'unicité de Y provient alors de ce que la restriction de ad X au
sous-espace propre L(E),an(—2) de ad H est injective. .

Commentaire. On constate donc & quel point les représentations de
sl(2,K), les sly-triplets et la réduction de Jordan sont intimement liés.
La détermination d’une base de Jordan pour tout X contient a vrai dire
en elle tous les ingrédients du théoréme de Jacobson-Morozov et des re-
présentations de sl(2, K), un peu comme lorsqu’on trace un triangle sans
dessiner ses médianes (bien concourantes).

0-C.6.8. Le caractére formel d’une représentation. A une représen-
tation 7 de sl(2, K) nous allons associer un élément de 'anneau Z[X, 1/X]
qu’on appelle le caractére formel de 7 et qui la caractérise entiérement3e,
Le coefficient de X™, ol m € Z, est donné par la dimension3! de 'espace
propre de H associé a la valeur propre (ou si 'on préfére, au poids) m. Dans

Pexemnble considéré. le caractére est donné nar le nolvnaéme réeinr ogue

SARSCSIA At SAraarialatol iy At e SV oa s Lady falsaiaals pedhd Al oAUy dalSasats A TSedpsa

X (X)=X"3+X"14+ X 343X 242X 14342 X +3X 2+ X3+ X 44 X5,

Un coup d’ceil rapide montre bien que 'on peut récupérer # & partir de son
caracteére : on procéde a partir du plus grand poids p en rayant les poids

P, p—2, p—4... Ainsi le polynome
2X 642X 4 4 X 343X 243X 1+ 543X +3X%2+ X3+ 2Xx4 +2X6,

3¢ Aucune confusion n’est & craindre entre I'indéterminée X et la matrice nilpo-
tente X.
3! Les coefficients sont donc des entiers naturels.
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provient bien d’'une représentation, a savoir

-6 —4+4—{-2+ 0

-3‘ 1+ 3
(1]
(1]

|

ot

o]
2 s

ce qui n’est pas le cas du polynéme X ~? 4 X2, qui ne peut étre le caracteére
formel d’une représentation de sl(2, K).

Il est clair que le caractére formel d’une somme directe de représenta-
tions est la somme de leurs caractéres formels. L’intérét de ces objets est
donné en fait par la proposition suivante.

Proposition 1. Le caractére formel du produit tensoriel de deux repré-
sentations est le produit de leurs caractéres formels.

Démonstration. On rappelle que I’espace de la représentation 7 = m; ®
g, produit tensoriel des représentations m; et w3, est donné par ’espace
V = V1 ®V,, produit tensoriel des espaces respectifs des représentations au
départ, et que (L) = 7 (L) ® Id + Id @ ma(L). On éecrit Vi = @, V4 u(k)
et Vo = @, V2 y(l) pour la décomposition de V; en la somme directe des
sous-espaces-poids de H. Par suite,

V=tieV=D D Muk)eVan);
m k+i=m
mais si v € V} g(k) et w € Vo g(1), il est clair que 7(H)(v @ w) = (k +
(v ® w). 1l s'ensuit donc que la somme @y )—,, (V2 1(k) ® Vo, u(l)) est
contenue dans le sous-espace-poids Vg(m); en fait on a égalité, puisque
V= @m VH(m). u

Remarque. Notons aussi que le caractere formel d’une représentation de
s1(2,K) est égal a celui de sa représentation duale : si 7 : 5[(2,K) — gl(V)
est donnée par L — w(L), alors 7* : s((2,K) — gl(V*) est donnée par
7*(L) = —*(w(L)). Par suite, les multiplicités des poids de H sont les
mémes dans les deux cas. On en déduit donc que les deux représentations
sont isomorphes.

On est en mesure maintenant de déterminer le tableau de Young de
ad X quand la matrice X est nilpotente, ce qui revient & expliciter dans un
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cas particulier la formule de Clebsch-Gordan?2. On insére X dans un sl,-
triplet (Y, H, X ). On a donc une représentation 7 de sl{2, K). On remarque
alors que le probléme revient & décomposer la représentation de si(2, K)
sur M(n,K) donnée par L — ad L, puisque 'opérateur ad X se trouve
inséré dans un slp-triplet, a savoir {adY, ad H,ad X). Mais lorsque 1’on
identifie M(n,K) avec V ® V*, ou V = K", la représentation L — ad L
est isomorphe a4 m ® 7* (exercice standard laissé au lecteur). Le caractére
formel de la représentation ad est donc le carré du caractere de 7 ! Il s’agit
donc d’expliciter alors la représentation qui est associée a ce caractére
carré. Nous faisons d’abord cela dans quelques cas particuliers ou 'on
rencontrera notamment les identités
n? = 14+34+5+---+(2n—1)

= 1+243+---+(n—-D+n+(n—-1D+--+3+2+1

w ar

Remarquons au passage que la premiere se voit dans le « carrelage »33
o + B = H, puis E+!IB=@,...

Proposition 2. Soit X une matrice nilpotente dans M(n,K) semblable
a la cellule de Jordan J,. Le tableau de Young dead X : Z — [X, Z] est le
tableau de n lignes dont la (n—1)*™¢ ligne a pour longueur le i**™® nombre
impair. En particulier, I'indice de nilpotence de ad X est donc 2n — 1, et
si [X, Z] commute avec X, alors [X, Z] = [X,[X,T]] pour un T adéquat.

Démonstration. Le caractére formel a considérer est le carré de
Xp(X) = X 4 X3 ... 4 X773 4 X771, Le calcul est facile
et nous l'effectuons pour n = 6 par exemple: cela donne Fy(X) =
X0 2x-813X%4 ...+ X0 d’ol1 'on déduit la pyramide

~104{ —e]+{ s+ 4]
-} —o | —s]{ 2+ o |+

-2+ 0 —H— 2 4 6 8 10
‘ 2 4'—4—‘6 } sl
L

-6 -4 -2 0 }|2 i B e e B

—_

32 La formule générale donne la décomposition en somme de représentations irré-
ductibles (cf. 0-C.6.5) du produit tensoriel de deux représentations irréductibles
de s[(2,K). Nous considérons ici le cas du produit tensoriel d’une représentation
irréductible par sa duale.

33 1] est amusant de constater que si le dernier terme impair ajouté est lui-méme
un carré, par exemple 49, on obtient une solution (non triviale) en nombres
entiers de I’équation de Fermat z* + 3* = 22, par exemple 24% + 7% = 252,
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La deuxiéme identité se voit au passage dans le décompte des cases ap-
paraissant dans les sous-espaces-poids de ad H. L’assertion suivante dans
la proposition est claire si 'on remarque que la restriction z de ad X a
son image est un endomorphisme qui vérifie dim(Kerz?) = 2dim(Ker z)
(la deuxiéme colonne du tableau de Young de ad X a méme longueur
que la troisiéme colonne); il vérifie donc aussi (voir 'exercice 0-C.11.57)
Kerz C Imz. u

Remarquons que la ligne comportant trois cases est celle du sla-triplet

(Y,H, X). Il est clair qu’on ne saurait déduire ’existence de celui-ci de
la connaissance préalable du tableau de Young de ad X, car les cases de
la pyramide ne peuvent étre référées & des droites que lorsqu’elles sont
pondérées, ce qui suppose l'introduction de ad H.
Il nous reste & examiner le cas oli X est générale. Vu l’additivité des ca-
ractéres formels, il suffit donc d’examiner le cas ol le tableau de Young
de X comporte deux lignes, et de déterminer la contribution des doubles
produits quand on éléve au carré le caractére &,. La aussi, un exemple
adéquatement traité clarifie parfaitement la situation. On prend pour ta-
bleau de Young de X le tableau HHT o il s’agit donc de calculer le double
du produit

X2+ X 2414+ X2+ X)X 241+ X?),

expression qui donne la contribution

'r

=2+ o

2f+-{o -
et qu’'on peut trouver dans le découpage d’un rectangle ayant pour cotés
rt

L2 L] [
[~

les longueurs 5 et 3 des deux lignes de départ

%"”H]E+BIE‘+IID,

ou les longueurs 7, 5 et 3 sont données par le nombre de cases détachées
du rectangle lors des étapes successives décrites précédemment.

Pour une paire {ordonnée) de lignes de longueur respectives k et [ avec
k = I, on définit la contribution de Clebsch-Gordan comme le tableau
de Young & [ lignes obtenu & partir d’'un rectangle de cotés k et [ par le
processus précédent : on trouve des lignes de longueurs

k+l—-1,k+1—3,....k—1+1.

Enfin, la contribution d’une ligne de longueur m est définie comme le
tableau de Young correspondant & ad J,,.
On est en mesure de paraphraser la formule de Clebsch-Gordan.
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Proposition 3. Le tableau de Young de ad X s’obtient & partir du ta-
bleau de Young de X en superposant la contribution correspondant &
chaque ligne avec deux fois les contributions des paires (ordonnées) de
lignes.

Démonstration. La formule

(’“5;‘) k-1 (3" x-t-2) = 3 (%

v=0 4 j=0 u:O

kl—2-2;
Xk+l—2-—2j—2v)

implique clairement notre résultat. .

On remarque que 1’on retrouve en particulier le fait que la dimension
du centralisateur de X est donnée par la somme des nombres min(p;, p;),

EeMeE 155
ol i3 dcmsuc la 1U115uc;u1. dela i li 1ighie du tableau de Y\')'dﬂg de X.

On pourra établir 3 titre d’exercice que le tableau ci-contre est
celui de ’endomorphisme ad X, ou X admet le tableau autodual
@. Le nombre de cellules de Jordan de taille 1 dans la réduction
de Jordan de ad X, qui est égal dans ’exemple a 5, est bien la somme
des carrés des dimensions des sous-espaces d’'une méme famille de
Kostant de X.

On termine la section par la

LT

[NENSNERE

I TTITTT1]

Proposition 4. Si les deux matrices nilpotentes X; et X» sont telles que
ad X et ad X» sont conjugués, alors elles le sont aussi.

Démonstration. L'égalité &%, = &%, ayant lieu dans un anneau in-
taora antraime ’daalitd 0F .. — g caﬂr Sn cglf nar cn"n“rs que l s coofl-

UUB‘-\/ LLUL ChlddN s 1 U&CI!].J-U\./ WA]. WSl vl v l} CArilslal

ficients sont des entiers > 0.

0-

O

3.7 Le théoréme de Jacobson-Morozov dans les algébres
de Lie semi-simples

Lemme 1. Soit H et X deux matrices vérifiant [H, X] = 2X et telles que H soit
un crochet en X (c'est-a-dire que H est dans I'image de ad X ). Alors, on peut les
compléter en un sly-triplet {Y, H, X). En particulier, H est diagonalisable et ses
valeurs propres sont entieres.

Démonstration. On commence par remarquer que la matrice X est nilpotente
[voir ’énoncé a) de la page 200]. On établit ensuite le fait nécessaire suivant : pour
p assez grand, le produit commutatif (H —pld) - - - (H — 2Id)(H ~Id)H est nul sur
Ker X. Il s’ensuit en particulier que la restriction de H & Ker X est diagonalisable
avec des valeurs propres entiéres positives ou nulles. On remarque pour cela que H
envoie Ker X dans I'intersection Ker X NIm X et que H —1d envoie Ker X NIm X
dans Im X2NKer X, comme il résulte de I'égalité X?Z — ZX? = —2(H —1d)X ol



§0-C.7 LE THEOREME DE JACOBSON-MOROZOV 213

H = [X, Z], qui se démontre simplement par X2Z-ZX?2= X(H+ZX)—-ZX? =
HX —2X +XZX - ZX? = H-2ld+ XZ - ZX)X = 2(H — 1d)X. On
procéde successivement en établissant que H — kId envoie Im X* N Ker X dans
Im X*+1 N Ker X moyennant 'égalité X*+t1Z — ZX*+1 = (k + 1)(H — kId)X*,
Le méme raisonnement peut étre fait avec ad X et ad H. On peut donc affirmer
que la restriction de ad H + 2Id a 3(X) est bijective. On vérifie facilement que
[H,Z] + 2Z = (ad H + 2Id)Z commute avec X, il existe donc T € 3(X) tel
que {ad H + 2Id){(T) = (ad H + 2Id)(Z). L'élément ¥ = Z — T répond & notre
probléme. »

Soit g une algebre de Lie semi-simple, c’est-a-dire telle que la forme bilinéaire
symétrique {X,Y) — K(X,Y) = ir(ad X ad Y'), qu'on appelle la forme de Killing
de g, soit non dégénérée. On admettra que le centre de g est nul et que [g,g] = g.
Une sous-algebre de Lie semi-simple de M (n,K) est donc dans sl(n,K). On dira

que X est nilpotent s'il vérifie que ad X est nilpotent (aucune confusion n'est
possible, car dans sl{n,K), dire que X est une matrice nilpotente équivaut & dire

que ad X est nilpotent).

Proposition 2. Soit X un élément nilpotent d'une algébre de Lie semi-simple
g. Alors, on peut le mettre dans un sly-triplet.

Démonstration. Nous allons trouver H dans g tel que [H,X] = 2X, I’élément
H étant un crochet en X. On plonge g dans #(g) au moyen de I’application
adjointe et on compléte X en un slo-triplet (Y7, Hy, X) de #(g). Le sous-espace
g est non singulier pour la forme quadratique X — tr X2, et I’on peut écrire
Z(g) = 9@ gt avec [g,gt] C gt. Les composantes respectives H et Z de H et
de Y; sur g vérifient [H, X] = 2X et [X,Z] = H. La démonstration du lemme
précédent permet d’affirmer que la restriction de ad H + 2Id & 3(X) C #(g) est
bijective, ainsi donc que sa restriction & 35(X ). L'élément T, et doncY = Z T,
peuvent ainsi étre choisis dans g. »

Lecture utile. On pourra se reporter 4 ce stade a l'ouvrage [Cart], et com-
prendre les diagrammes de Dynkin pondérés qui remplacent, dans le cadre des
algébres de Lie semi-simples, la classification des orbites nilpotentes dans sl(n, K)
au moyen de la réduction de Jordan. On se limitera ici & décrire le processus de
passage d’un tableau de Young (associé & une orbite nilpotente) au diagramme
pondéré correspondant. Partant donc d’un tableau de Young, on reconstitue la
pyramide pondérée (suspendre le tableau de Young comme on I'aurait fait pour
un collier et laisser agir la pesanteur); on écrit dans une suite ordonnée tous les
poids y apparaissant puis on place les sauts (c’est-a-dire les différences entre deux
poids consécutifs) au-dessus du diagramme de Dynkin (il s’agit, dans le cas de
sl{n, K), d’'une chaine de n — 1 petites boules). Noter que les sauts sont toujours
dans {0, 1, 2}, mais ne peuvent étre quelconques. Constater enfin qu’a partir d’un
diagramme pondéré possible, on peut reconstituer le tableau de Young dont il
provient {(penser a diviser par deux la somme des pondérations).

Le lecteur pourra vérifier, a titre d’exercice, que les diagrammes de Dynkin
pondérés pour s!(8,K) sont bien ceux qui apparaissent dans le graphe de la page
suivante.
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Orbites nilpotentes pondérées de gl(8,C)
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o 22202 2 2
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2010102
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0-C.8 Appendice 1 — Quadriques affines et classes de
similitude dans M (2, R)

L’objet de cet appendice est d’examiner les classes de similitude pour
les matrices réelles d’ordre 2. On profitera de cette étude pour bien com-
prendre les quadriques affines de 'espace & trois dimensions; cela n’est
pas surprenant puisque, par exemple, I’ensemble des matrices d’ordre 2
de déterminant nul et de trace égale 4 1, qui n'es

similitude de la matrice

est tout simplement un hyperboloide a une nappe !

0-C.8.1. Les quadriques de ’espace affine. On sait depuis I’Anti-
quité que l’ellipse, la parabole et I'’hyperbole s’obtiennent comme sections
coniques (d’otl le nom de coniques); de fagon plus précise, chacune de ces
courbes s’obtient comme intersection d’un « vrai » cone de R?® avec un plan
ne passant pas par le sommet. Les cinq quadriques

FIGURE 25

que sont l'ellipsoide, le paraboloide elliptique, I’hyperboloide & une ou deux

nannaoe at anfin la narahalatda hvnarhalicnia dAaveaiant a’Ahfanir Aamma
lluyl.l\lﬂ, UV Cilllll 1o H(.l-l.u:uul.ulu.c J.LJ yUl.UUl.u.lu.C, UCVYVLIAITCILY O UUILVCLLIIL LVLLLLLC

sections de « vrais » cénes de R? avec des hyperplans ne passant pas par le
sommet. C’est comme cela qu’on va les examiner. On doit procéder d’abord
a une bonne manipulation des cénes quadratiques de 1’espace usuel et de
’espace & quatre dimensions.

Il existe sur R? cinq classes de formes quadratiques non dégénérées
se distinguant les unes des autres par leurs signatures. A chaque classe
est associé un fype de cbénes quadratiques, le méme pour une classe de
formes quadratiques de signature (r,s) ou une classe de formes quadra-
tiques de signature (s,r). De facon plus précise, étant donnée une forme
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quadratique g sur R™, on définit le cone isotrope de g comme 1’ensemble
€(q) = {z € R"; g(x) = 0}. Ainsi, le cone isotrope de la forme quadra-
tique en trois variables donnée par (z,y, z) — z2 + 3° — 22, ou celui de la
forme quadratique donnée par (z,y, z) — —z% — y? + 22, est le méme cone
usuel de R? d’équation x2 + 4% — 22 = 0. Le céne isotrope de la forme qua-
dratique en quatre variables donnée par (z,v, z,t) +> 22 4+ y% + 22 + t2 est
la partie de R* réduite a {0}; c’est le méme pour une forme quadratique
définie négative. On se doit, dans ce qui suit, d’étudier les deux cénes non
dégénérés et non réduits & {0} de I’espace vectoriel R%. Ces deux cones se
distinguent par maints aspects 'un de ’autre. On rencontrera au fur et a
mesure quelques-uns de ces signes distinctifs. Pour le moment, annoncgons
le fait que, pour le cone de type 2% + y% + 22 — t2 = 0, I’espace tangent en
un point s’appuie sur le cone suivant la génératrice qui passe par ce point,
alors que dans le cas du céne de type 22 +y? — 22 — 2 = 0, I'espace tangent
en un point s’appuie sur le cone suivant deux plans qui se coupent selon la
génératrice. Cet aspect des choses est crucial pour la suite: en effet seuls
I’hyperboloide a4 une nappe et le paraboloide hyperbolique, parmi les cing
quadriques, contiennent des droites

FIGURE 26

Plus précisément, par un point quelconque de I’'une ou I’autre de ces deux
quadriques, il passe deux droites. Or, justement, ces deux quadrigues sont

.
1adriques, il passe deux droites. Or, justement, ces deux quadriques son

les seules & s’obtenir comme sections hyperplanes du cone z2+y?—22 -2 =
0, alors que les trois autres proviennent du céne x2 + y2 + 22 — 2 = 0. Ceci

P ., | PP S

se comprend a priori par le fait que ces droites-14 ne sont autres que les
intersections de la section hyperplane avec I’hyperplan tangent au céne de
R* (comparer avec le cas des sections coniques dans 1’espace usuel).

Pour accéder rapidement a une bonne compréhension des caractéres dis-
tinctifs de nos deux cénes, on va les réaliser respectivement, une fois R*
identifié avec M(2,R), comme 'ensemble des matrices dont le carré est
de trace nulle et comme ’ensemble des matrices de déterminant nul. On
se propose d’examiner ce probleme et celui des classes de similitude dans
M(2,R) sous forme d’une série d’exercices faciles, rédigés de facon & étre
accessibles & un étudiant de premier cycle des universités.
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0-C.8.2. Un bien long probléme élémentaire.

0-C.8.2.1.
a) Montrer que I’application déterminant définit sur M(n,R) une forme
quadratique si et seulement si n = 2. Dans ce cas, on notera ¢ cette forme
quadratique. On écrira donc
s A I Y

qg: M(2,R) =R et ¢g(A) =q([z dJ) =ad — bc.
b) Montrer que cette forme quadratique est non dégénérée et de signature
(2,2).
¢) On désigne par T la forme bilinéaire associée. Montrer que

T(A,B) = ;;—[tr(A) tr(B) — tr(AB)].

On pourra établir cela directement, ou bien passer par les valeurs propres.
d) Le cone isotrope de q est ’ensemble €(q) = {4 € M(2,R); ¢(A) = 0}.
Vérifier que €(q) — {0} n'est autre que ’ensemble des matrices 2 x 2 de
rang 1.

0-C.8.2.2. On note (-, -} la forme bilinéaire sur M(2,R) donnée par
(A, B) = tr(A'B).

a) Montrer que I’'on munit ainsi M (2,R) d’un produit scalaire qui en fait
un espace euclidien.

b) Calculer les orthogonaux, pour ce produit scalaire, de la droite formée
par les matrices scalaires et de la droite formée par les matrices antisymé-
triques.

¢) Montrer que la base canonique B = {F1, E12, E21, E2} est une base
de M(2,R) orthonormée pour ce produit scalaire et située sur le cOne
isotrope de g.

d) Ecrire la matrice de la forme quadratique g dans cette base. Montrer
que parmi les six plans de coordonnées, il y en a quatre qui sont contenus
dans le cone isotrope de g.

e) Montrer qu’il existe des bases orthonormées pour le produit scalaire,
telles que les matrices de ¢ dans ces bases soient diagonales.

f) Exhiber une telle base 98’ qui soit formée d’une matrice scalaire, d’une
matrice antisymétrique et de deux matrices symétriques de trace nulle.

0-C.8.2.3.
a) Soit X une matrice de rang 1. Montrer que X est semblable &

01 . |10
N—[O 0] oua)\-P,avecP—[O 0],
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suivant que A = tr(X) est nul ou pas.
b) Soit A un point du céne isotrope de ¢, distinct de I’origine. Montrer que
I'espace tangent I 4 en ce point au cone s’identifie & ’hyperplan vectoriel

Ts={X € M(Z,R); tr(AX) = tr(A) tr(X)}.

INDICATION.— L’espace tangent est donné par le noyau de la différentielle

de ¢ au point A. Il est par ailleurs facile de prouver que dg(A)(X) =
2T(A, X).

¢) Expliciter ces espaces tangents pour les deux points particuliers P et

2

d) Pourquoi I'espace tangent au point A-P est-il indépendant de A ?

e) Montrer, en se ramenant aux matrices P et N, que l'espace tangent
en un point quelconque X du cone €(q) distinct de l'origine rencontre ce
cone suivant deux plans P; (X ) et P>(X). Montrer aussi que ces deux plans
se coupent suivant la génératrice passant par X.

0-C.8.2.4. L’identification de R? avec M (2, R) n’est pas dans la nature du
probléme, et cache au contraire I’isotropie physique de I’ensemble des géné-
ratrices du cne. Elle permet néanmoins d’éviter de faire appel au groupe
d’isométries de la situation géométrique présente, en se contentant d’un
de ses sous-groupes, a savoir le groupe GL(2,R) tel que réalisé ci-dessus.
Tout se passe comme si, pour appréhender les lieux d’un territoire, on y
construisait une ville : ce qui n’est qu’un point sur une carte de topographe
devient alors un numéro de rue ou une piéce dans un appartement. . .

0-C.8.2.5. Avant de poursuivre, rappelons comment se distinguent entre
elles les différentes coniques affines non dégénérées et comment se passent
les choses lors de I’examen du méme probléeme pour les quadriques. Un
plan affine H de I’espace R® ne passant pas par l'origine découpe sur le
cone standard une ellipse, une parabole ou une hyperbole selon que le plan
vectoriel Hy qui lui est associé rencontre le cone suivant son sommet, une
génératrice ou deux génératrices respectivement. Ceci s’exprime aussi par
le fait que la restriction de la forme quadratique (qui définit le céne) au
plan Hy est définie (positive ou négative), dégénérée ou de signature (1, 1)
nte n
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le cone ne peut contenir de plans.

Un hyperplan affine H de R* découpera. sur le cone standard de signa-
ture (3, 1) un ellipsoide, un paraboloide elliptique, ou enfin un hyperboloide
a deux nappes suivant que la restriction de la forme quadratique (qui dé-
finit ce cone) & 'hyperplan vectoriel Hy est définie (positive ou négative),
dégénérée, ou de signature (2,1) respectivement. Remarquons qu’on ne
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peut avoir une signature (1,2), car cela impliquerait 1'existence de plans
vectoriels sur lesquels la forme quadratique est définie négative; or on a
choisi au départ une forme quadratique de signature (3,1), et non (1,3)
(les termes de la signature ne peuvent que décroitre lors d’une opération
de restriction).

Un hyperplan affine H de R* découpera enfin sur le cone standard de
signature (2,2) un hyperboloide a4 une nappe ou un paraboloide hyper-
bolique, suivant que la restriction de la forme quadratique {(qui définit Ie
cone) a I'hyperplan vectoriel Hy est non dégénérée ou pas. Dans le cas
ou elle est non dégénérée, cette restriction est de signature (2,1) ou (1,2)
(pourquoi ?), autrement dit, le plan Hy coupe le cone (2,2) suivant un vrai
céne de R3. Par ailleurs, cette restriction ne peut étre nulle, car Iindice
d’une forme quadratique (c’est-a-dire la dimension maximale d’un sous-
espace vectoriel totalement isotrope, dimension qui « se voit » dans le cone
isotrope) non dégénérée, de signature (r, s), est précisément min(r, s). Les
paraboloides s’obtiennent donc, dans 1'un ou 'autre des types de cones,
lorsque 'hyperplan Hy est tangent. Le contact entre le cdne et son espace
tangent est réduit & une génératrice dans le cas du type (3,1), et & deux
plans quand le type est (2, 2). Ce contact correspond au cone isotrope de la
restriction de la forme quadratique a ’hyperplan tangent. Aussi, la signa-
ture de cette restriction est (2,0) dans le premier cas, et obligatoirement
(1,1) dans le second.

On adoptera donc la démarche suivante pour reconnaitre, sur 1’équa-
tion d’une quadrique affine non dégénérée £, la nature de celle-ci: on ho-
mogénéisera le polynéme (non homogene) de degré deux en les variables
z,%, 2 qui définit £ en introduisant une nouvelle variable . La forme qua-

T4 (&4 ant A&
dratique ¢’ en quatre variables ainsi obtenue (étant non dégénérée par

hypothése) donne naissance & un cone €(g’), dont l'intersection avec I’hy-
perplan ¢t = 1 est précisément notre quadrique. Pour décider de la nature
de notre quadrique non dégénérée, il s’agit donc de déterminer le type du
cone €(q’) et la signature de la restriction de ¢’ & I’hyperplan vectoriel
t = 0. Pour résumer : on homogénéise, on vérifie que 'on a bien un cone
non dégénéré, on détermine son type, ensuite on fait ¢ = 0 et on déter-
mine la signature de la forme quadratique qui reste (ce sont les termes de
degré deux exactement, dans ’équation de départ de la quadrique). Tout
cecl peut souvent se faire en un clin d’ceil. On conserve dans la suite les
notations des parties précédentes.

a) Montrer que I’hyperplan vectoriel Hy = s1(2, R) formé par les matrices
de trace nulle n’est pas tangent au cone isotrope €(g). Montrer qu’il en
est de méme de ’hyperplan Hg formé par les matrices symétriques.

b) Montrer que l'intersection du céne isotrope €(g) avec chacun de ces
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hyperplans est un brave cone de I’espace a trois dimensions.
¢) Montrer que l'intersection de #(g) avec chacun des deux hyperplans
affines paralléles respectivement & Hy et Hg et passant par le point N+FP =

[é (l)] est un hyperboloide & une nappe.

d) Montrer que l'intersection de €(q) avec ’hyperplan affine constitué des

matrices de la forme

que l’espace vectoriel associé 4 cet hyperplan affine est bien tangent a notre
cone.

0-C.8.2.6.

a) Soit a et J deux nombres réels distincts. Montrer que ’ensemble des
matrices M € M(2,R) ayant a et 3 comme valeurs propres est une qua-
drique & centre dont on déterminera le centre et la nature.

INDICATION.— On se ramene, par une translation de vecteur —GId, a exa-
miner ’ensemble des matrices ayant a — 3 et 0 comme valeurs propres.
C’est en fait la classe de similitude de la matrice

a—fH3 0
0 0f°

C’est donc 'intersection du céne €(q) et de I'hyperplan des matrices de
trace égal 4 a — (3. On trouve un hyperboloide & une nappe de centre
%(a — /3). L’ensemble de départ est donc un hyperboloide & une nappe de
centre 3(o + ).

b) Montrer que ’ensemble des matrices nilpotentes non nulles est la classe
de similitude de N, et que cet ensemble s’identifie & un cone de R? auquel
on a enlevé le sommet. Il a donc deux composantes connexes.

c) Déterminer la nature de la classe de similitude des matrices de trace
nulle et ayant A? comme déterminant. Montrer en particulier qu’elle n’est

pas connexe.
InpicaTION.— C’est ’ensemble des matrices semblables a la matrice

5ol

Il s'identifie dans I’hyperplan Hy = s{(2,R) & la quadrique d’équation
—22 4+ yz = A?:c’est un hyperboloide 4 deux nappes, comme il résulte
du fait qu’il apparait comme 'intersection de I’hyperplan affine formé des
points (z,y, z,1) € R* avec le cone d’équation x2 + yz + A%t2 = 0. Le cone
est de type (3,1) et la forme quadratique apparaissant dans I’équation du
cone a une restriction a I’hyperplan vectoriel d’équation ¢ = 0 qui est de
signature (2,1).
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0-C.8.2.7.
a) Montrer que les deux plans Pj(X) et P;(X) associés & un point
X € €(q) (cf. 0-C.8.2.3) ne sont autres que les ensembles formés des
opérateurs ayant respectivement méme noyau et méme image que 1’opé-
rateur X. (On pourra se ramener au cas des matrices P et N rencontrées
ci-dessus.)
b) On appelle plan générateur du cone €(q) n'importe quel plan contenu
dans ¥(g). Les couples de deux génératrices du cone &(q) se répartissent
donc en deux familles : les couples pour lesquels les deux génératrices sont
dans un méme plan générateur du cone, et les couples pour lesquels le plan
des deux génératrices n’est pas contenu dans le céne €(q).

i) Montrer que deux matrices de rang 1 ayant méme noyau et méme
image sont proportionnelles.

ii) Montrer que deux plans générateurs de la forme P, (X) et P (Y") sont
identiques ou transverses suivant que la droite noyau de X est la méme ou
pas que celle de Y.

iii) Montrer que deux plans générateurs de la forme Py (X) et Po(Y) se
coupent toujours suivant une génératrice du cone.

iv) Quand on identifie R* & M(2,R), on peut associer & chaque géné-
ratrice du céne deux droites Dy et Do qui correspondent respectivement
au noyau et a 'image des matrices appartenant a la génératrice. Montrer
que ces droites sont égales ou distinctes suivant que les matrices de la
génératrice sont nilpotentes ou pas.

v) Montrer que les applications X —*X et X — X — tr(X)Id définissent
des involutions de M(2,R), et, par induction, des involutions du céne
€(g). Comment se transforment les couples de droites associées & une

mame gandratrica entie 'artinn da coe invaliitioang ?
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INDICATION.— Pour la premiére involution, on pensera au fait que 'image
et le noyau d’une matrice symétrique sont orthogonaux pour le produit
scalaire canonique. Pour la seconde, remarquer qu'une matrice X du cone
vérifie d’apreés le théoréme de Cayley-Hamilton X(X — tr(X)Id) = 0; le
noyau et 'image de X sont donc égaux respectivement a I'image et au
noyau de X — tr(X)Id.

c) Montrer que ’ensemble €(g) — {0} est flexé34.

INDICATION.— On pourra examiner deux cas, suivant que les génératrices
passant par nos deux points sont dans un méme plan générateur ou pas. On
se ramene dans le premier cas au fait qu'un plan privé d'un point est flexé.

34 Une partie F d’un espace affine est dite flexée si deux points quelconques A
et B de F peuvent étre joints dans F' par un accent circonflexe, c'est-a-dire s’il
existe C' dans F tel que les segments [AC] et [C'B] sont dans F. C’est un joli
exercice que de démontrer que le groupe GL™(n,R) est flexé.
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Dans le second cas, les deux paires de plans générateurs du cone attachées
aux génératrices donnent par intersection deux autres génératrices; tout
revient alors & remarquer qu’un dieédre dans R? privé d’un point de son
axe est encore flexé. (Ceci est un cas particulier de I'exercice 0.11.65.)

0-C.8.2.8.

a) Montrer qu’un hyperplan linéaire de R* qui contient un plan générateur
de €(q) est nécessairement tangent au cone.

INDICATION.— La restriction de g a I’hyperplan considéré est une forme
quadratique en trois variables, d’indice au moins deux; elle est donc dégé-
nérée. Un élément X de son noyau est sur le cone €(q), et son orthogonal
dans R* (orthogonal qui n’est autre que 1’espace tangent au cone) contient
notre hyperplan initial : ils sont donc égaux. La traduction géométrique de
ce résultat est & premiére vue surprenante : les plans de ’espace usuel qui
se meuvent autour d’une droite située sur un hyperboloide & une nappe
sont tous tangents & cet hyperboloide.

b) Expliquer pourquoi les seules quadriques non dégénérées qui contien-
nent des droites sont précisément celles qui apparaissent comme sections
hyperplanes du cone €(q) ?

InDICATION.— L’espace tangent en un point Xy a une quadrique non dé-
générée n’est autre que l'intersection de ’hyperplan tangent ¥ x, en Xp
au cone €(q) avec I'hyperplan affine contenant la quadrique: c’est donc
un plan affine de 9 x, qui rencontre les plans générateurs du cone passant
par X suivant deux droites se coupant, quant a elles, en Xp.

0-C.8.2.9.

a) Montrer que le noyau d’une matrice symétrique de rang 1 de M (2, R)
est égal & son cOne isotrope.

b) Montrer que deux matrices symétriques de rang 1 ayant méme cone
isotrope sont proportionnelles (se rappeler qu’elles ont la méme image, qui
est 'orthogonal de leur noyau commun).

c) Montrer que si Sy et Sz sont deux matrices symétriques non proportion-

= LJ11

nelles de rang 1, la matrice symétrique S = 5152 + 525, est de signature

(1,1).

INDICATION.— Si 7 es
S251)(z),z) = 0. Le cone isotrope de S contient deux droites distinctes. Il
reste & remarquer que S est non nulle. (Voir la question suivante.)

d) Soit S1 et 82 deux matrices symétriques réelles de taille quelconque qui
anticommutent. Montrer que si 'une définit une forme quadratique non

nulle positive ou négative, alors I'autre est nulle.
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INnDICATION.— Remarquer que la deuxiéme s’annule sur tous les vecteurs
propres de la premiere, car dans le cas contraire elle enverrait un vecteur
propre associé & A sur un vecteur propre associé a —A.

0-C.8.2.10.

a) Soit A € M(2,R) de trace nulle et de déterminant négatif. Montrer
qu’il y a un moyen naturel d’associer & A deux génératrices du cone nil-
potent.

INDICATION.— On considére les deux droites propres et 'on examine les
endomorphismes nilpotents ayant pour image et noyau ’une, puis 'autre
des droites considérées. Les génératrices ainsi obtenues sont les traces, sur

le cone nilpotent, des plans issus de A et tangents au cone.
h\ Montrer que le crochet [A R] = AB — BA de deux matrices nilpotentes

FAARUISRTI R wd § e AL

non proportionnelles A et B est de déterminant strictement négatif.
INDICATION.— Le crochet laisse le noyau de 'une d’elles stable. Le crochet
qui est de trace nulle a donc des valeurs propres réelles et opposées. Reste
a voir pourquoi le crochet n’est pas de déterminant nul. En fait, le crochet
est porté par la polaire du plan des deux droites de départ. (Cf. lemme
0-C.9.1.1.)

c) Montrer que deux matrices 2 x 2 de trace nulle qui ont un crochet nul
sont proportionnelles. (Calculer directement en les trigonalisant simulta-
nément dans C.)

d) Montrer que pour deux matrices nilpotentes A et B, la matrice
ABAB + BABA est une matrice scalaire positive. (Penser a Cayley-
Hamilton pour AB — BA.)

o a

0-C.8.2.11. Le coéne de R* de type (3,1) donne pour les sections hyper-
planes non vectorielles I'ellipsoide, I’hyperboloide & deux nappes, et enfin
le paraboloide elliptique.

a) Soit H un hyperplan vectoriel de R*. Montrer que la restriction de la
forme quadratique ! : (z,y,2,t) — 2 + y? + 22 — 1? (comme Lorentz)
a H est de signature (3,0) ou (2,1) quand elle est non dégénérée, et de
signature (2,0) quand elle est dégénérée.

INDICATION.— Se rappeler que le céne (3,1) ne p contenir de plan et

MITO
que lorsque la restriction est dégénérée 'hy perpl.,m wt tangent.

b) Discuter de la nature de I'intersection du cone lorentzien avec un hyper-
plan affine non vectoriel H, en fonction de la restriction de [ & I'hyperplan
vectoriel H associé a H,.

c¢) Enidentifiant R* & M(2,R), on peut réaliser [ par la forme quadratique

[(A) ———l([z 31) = tr(A%) = a® + d* + 2bc.
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Montrer que les formes quadratiques ! et ¢ ont des restrictions propor-
tionnelles sur I’hyperplan H; des matrices de trace nulle. De fagon plus
précise, montrer que, si tr(A) = 0, on a tr(A?) = 2det(A). Ces restrictions
ont le méme cone isotrope, a savoir le cone nilpotent.

d) Le cone €(l) rencontre I’hyperplan Hg des matrices symétriques sui-
vant {0}. En déduire que €(I) — {0} a deux composantes connexes.

e) Montrer que 'ensemble des matrices de la forme

rl+y
y ooz

M=

dont le carré est de trace nulle est un ellipsoide.
f) Montrer que ’ensemble des matrices

r1+ 1
Mo
< —T

dont le carré est de trace nulle est un hyperboloide & deux nappes.

g) Déterminer toutes les matrices A telles que ’hyperplan H(A) = {X €
M(2,R); tr(AX) = 0} soit tangent au céne €(1).

InpicATION.— Ce sont exactement les matrices telles que tr(4%) = 0.
(L’hyperplan H(A) n’est autre que le plan polaire de A par rapport au
cone €(l). Ceci donne I’équation tangentielle du cone!)

h) Montrer que, si tr(A%) = 0, l'ensemble des matrices X telles que
tr(AX) = 1 et tr(X?) = 0 est un paraboloide elliptique. En particulier,
ensemble des matrices X telles que tr(X?) = 0 et tr{XN) = 1,00 N

désigne toujours la matrice , €st un paraboloide elliptique.

01

00
i) Déterminer toutes les matrices A telles que I'hyperplan H(A) soit tan-
gent au cone €(q).
INDIcATION.— L’hyperplan H(A) est tangent si et seulement si det(A —
tr(A)Id) = 0. En effet, I'hyperplan formé des matrices X telles que
tr[(A — tr(A)Id) X] = tr(A — tr(A)Id) tr(X) est alors tangent au cone.
C’est 'hyperplan H(A). On vérifie bien que I'hyperplan rencontré plus

0b

haut et formé des matrices M de la forme M = cdl qui n'est autre

i - < Aot ( wf DA\TAY —
gue ﬂ\r), est tel que det{P - u\r)xu) =0.

i) Montrer que, sous 'effet de I’application transposée dans M(2,R), un
hyperplan tangent au cone €(g) le reste.

0-C.8.2.12.
a) Montrer que le complémentaire du cone nilpotent dans Hy = si(2, R)
est formé de trois composantes connexes, et qu’il en est de méme du com-
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plémentaire du cone des matrices symétriques de déterminant nul dans
Hg. Le déterminant est négatif a I’extérieur de chacun de ces cones.
InDIcATION.— Les formes quadratiques restreintes sont, dans les deux cas,
de signature (1, 2), et les plans qui rencontrent ces cones en {0} seulement
sont des plans ou les formes quadratiques restreintes sont définies néga-
tives.

b) Montrer que les matrices symétriques repectivement définies positives,
définies négatives, et de signature (1, 1) donnent, dans le deuxiéme cas, les
trois composantes.

c) Montrer que les matrices symétriques de signature (1,0) et (0,1) don-
nent les composantes connexes du cone privé de son somimet.

d) Montrer que ’ensemble des matrices de trace nulle et de déterminant
strictement positif posséde deux composantes connexes permutables par
transposition.

- . b C s ,
InDICATION.— On peut distinguer si [z d] appartient & 'une ou 'autre

des composantes grace au signe de b — c.

e) Montrer que le complémentaire du cone €(q) a deux composantes con-
nexes, alors que le complémentaire de €(l) en a trois. Comment les dis-
tinguer ?

INDICATION.— Ce sont dans le premier cas les composantes connexes du
groupe linéaire réel. Elles sont indifférenciées si 'on oublie la réalisation
matricielle. Dans le second cas, il y a une composante qui contient des
sous-espaces de dimension 3 (privés de I'origine) — par exemple les ma-
trices symétriques : ¢’est I’extérieur du céne. Les deux autres composantes
sont indifférenciées géométriquement On les distingue dans la réalisation
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f) Montrer que l'intersection des deux cénes €(q) et €(!) n'est autre que
le cone nilpotent.

g) Montrer que ’ensemble des matrices M de trace a et de déterminant 3
s’identifie & celui des matrices M telles que (M) = a2 — 23 et tr(M) = a.
En déduire que si les valeurs propres de A sont imaginaires pures (non
nulles), cas qui correspond donc & o? — 48 < 0, la matrice M = A — M\Id
(olt A est un réel tel que 22 — 2a\ + a? — 23 = 0) vérifie I(A) = 0 et
tr(M) = a — 2X. 1l s’ensuit donc que la classe de similitude de A est un
hyperboloide 4 deux nappes. Retrouver le résultat par un calcul direct. On
retient donc que les classes de similitude non nilpotentes apparaissent, au
moyen de translations adéquates, comme intersections de nos deux cones
avec des hyperplans affines dont I’hyperplan associé est Hy. L’intersection
de Hy = sl(2,R) avec chacun des deux cones étant le cone nilpotent, on ne
peut obtenir des classes de similitude qui soient des paraboloides ou des
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ellipsoides.
h) Montrer que la classe de similitude d’une matrice quelconque de
M(2,R) est ou bien un point, ou bien un cone usuel! privé de son sommet,
ou enfin un hyperboloide 4 une ou deux nappes. Le polynéme tr(4 — AId)?
est une sorte de pendant du polyndéme caractéristique. Ces racines sont
réelles quand les valeurs propres sont imaginaires pures, et inversement.
i) Montrer que les deux équations du second degré det(A — Ald) =
A2 — tr(A)X + det(A) = 0 et tr(A — Md)? = 2X% — 2tr(A)X + tr(42%) = 0
ont des racines en quadrangle harmonique (les deux formes quadratiques
définies par ces équations sont conjuguées par rapport a la conique fonda-
mentale). De plus, les demi-sommes de chaque paire de racines sont égales.
Les racines sont donc les sommets d'un carré. Un meilleur argument pour
établir cela consisterait a relever que les deux équations, rendues a coeffi-
cient dominant égal a 1, ont méme somme de racines et des discriminants
Opposés.

0-C.8.2.13.
a) On considére la forme quadratique d qui & la matrice X associe le
discriminant de son polynéme caractéristique. De fagon plus précise, soit
d(X) = (tr X)? — 4det(X) = 2tr(X?) — (tr X)2. Montrer que c’est une
forme quadratique dégénérée de signature (2,1). Son cone isotrope est done
un cylindre a base ¢onique qui se voit comme I'union des translatés du céne
nilpotent par les matrices scalaires. Son complémentaire dans M (2, R) est
donné par les matrices ayant des valeurs propres distinctes, réelles ou pas.
Il a trois composantes connexes. L’une de ces composantes est formée des
matrices ayant des valeurs propres réelles distinctes. Les matrices ayant
des valeurs propres imaginaires et telles que b — ¢ > 0 (respectivement
b — ¢ < 0) forment les deux autres composantes.
b) On se propose d’étudier l'intersection de ce cone dégénéré avec les
hyperplans affines de M(2,R), autrement dit, d’étudier les quadriques
dégénérées. On commence par examiner les sections par les hyperplans
vectoriels.

i) Montrer que le noyau de la forme quadratique d est la droite RId.

ii) En déduire que si tr(A4) # 0, ’hyperplan

H(A) ={X € M(2,R); tr(AX) = 0}

rencontre le cone €(d) suivant un céne usuel de I’espace 4 trois dimensions.
(La restriction de d & cet hyperplan est alors en fait non dégénérée, et donc
de signature (2,1).)

iii) On suppose donc tr(A) = 0 et A # 0. Montrer que, par une transla-
tion, on peut se ramener & déterminer 'intersection de I’hyperplan polaire
de A dans si(2,R) par rapport au cone nilpotent (voir la section suivante,
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notamment le lemme 0-C.9.1.1) avec ce méme cone. Montrer donc que
'intersection de € (d) avec H(A) est la droite RId si A a ses valeurs propres
imaginaires pures, que cette intersection est le plan (A,Id) quand la ma-
trice A est nilpotente, et enfin que c’est un diedre dont I’axe est la droite
des homothéties quand la matrice A est a valeurs propres réelles distinctes.
iv) Retrouver l'intersection €(d) N H(A) quand A de trace nulle est a
valeurs propres imaginaires, en montrant que s'il y avait dans cette in-
tersection des matrices non scalaires, on aurait tr{B{Ald + N)) = 0 avec
B = P71 AP, et donc, puisque tr(B) = tr(A) = 0 et N # 0, que la matrice
B est trigonale, c’est-a-dire que A a des valeurs propres réelles.
¢) Examinons les plans affines non vectoriels.

i) Quand tr(A) = 0, on est ramené par translation & chercher l'inter-
section dans Hy = sl(2,R). On trouve suivant les cas un cylindre & base
parabolique, elliptique ou hyperbolique.

ii) Déterminer la nature de ’ensemble des matrices qui ont des valeurs
al
cd
INpDICATION.— Notre ensemble se présente comme l'intersection du cone
€(d) avec I’hyperplan des matrices X telles que tr(AX) = 1 ol A =

propres doubles et qui sont de la forme

10
iii) Déterminer ’ensemble des matrices ayant des valeurs propres doubles
et telles que les termes diagonaux différent de 2.
InpIcATION.— C’est l'intersection de @(d) avec '’hyperplan des matrices

telles que tr(AX) =2 ou A = |:1 0

[ 00 . C’est donc un cylindre & base parabolique.

011" C’est un cylindre a base hyper-

bolique.

iv) Ilreste l'intersection de €(d) avec les hyperplans affines non vectoriels
associés & H(A) lorsque tr(A) # 0. Montrer que c’est encore un cone usuel,
et ce en translatant X par une matrice scalaire de fagon a se ramener au
cas de l'intersection de €(d) avec un hyperplan vectoriel.

v) Déterminer ’ensemble des matrices avant des valeurs propres doubles
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et telles que la somme de leurs termes soit égale & 2.

INDICATION.— C’est l'intersection de €(d) avec 'hyperplan des matrices
oo

telles que tr(AX) =2 ou A = l Lo J On trouve un cone usuel. (Consi-

11
dérer A —1d.)
d) On trouve donc, pour résumer, un premier cas qui est celui ou 'hy-
perplan est transverse a l'aréte du cylindre conique, cas qui fournit une
intersection qui est un céne; puis un second cas ot 'hyperplan contient
I’aréte, et qui donne 'aréte toute seule, ou bien un plan, ou bien un diédre;
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puis un dernier cas oll I’hyperplan est parallele a ’aréte sans la contenir,
et qui donne des cylindres a4 base parabolique, elliptique ou hyperbolique
et dont la direction est ’aréte.

0-C.9 Appendice 2 — L’algébre de Lie sl(2,R)

On ne saurait suffisamment insister sur la place remarquable qu’occupe
cette algébre de Lie dans la théorie des algebres de Lie semi-simples. C’est
d’ailleurs avec 1’algébre de Lie su(2) des matrices antihermitiennes d’ordre
2 et de trace nulle la seule algébre de Lie semi-simple réelle de dimension 3.
Le théoréme de Jacobson-Morozov témoigne déja amplement de son réle.
On se propose ici d’examiner les propriétés les plus simples de cette algébre
de Lie. On décrira notamment ’effet qu’a sur elle 'action adjointe du
groupe SL(2,R), et I’on classifiera ses sous-algebres de Cartan. La plupart
des résultats sont encore valables pour s[(2,C); on laisse au lecteur le soin
de les reconnaitre.

0-C.9.1. On aura besoin d’un joli lemme.

Lemme 1. Deux matrices A et B de sl(2,R) sont proportionnelles si et
seulement si elles commutent. Quand ce n’est pas le cas, la droite définie
par leur crochet [A,B] = AB — BA n’est autre que la polaire du plan
qu’elles engendrent par rapport au cone nilpotent.

Démonstration. La premiere assertion a été rencontrée dans la section
précédente (cf. 0-C.8.2.10). Pour la seconde, il s’agit de vérifier que le
crochet [A, B] est orthogonal & I'une et I'autre des matrices A et B, relati-
vement a la forme bilinéaire Ty qui définit le cone isotrope. Comme Tj est
la restriction a s1(2,R) de la forme quadratique T' rencontrée dés la page
217, il s'agit de vérifier que tr([A4, B]A) et tr([A, B]B) sont nulles, ce qui
est immédiat. =

La construction géométrique du plan polaire d'une droite par rapport
a un cone, ainsi que la construction de la polaire d’un plan par rapport au
cone, s'obtiennent par des procédés bien connus (se rappeler d'une part
que la conjugaison de deux points par rapport au cone® est une relation
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symétrique et correspond & leur orthogonalité par rapport & «la» forme

3 Deux points A et B sont dits conjugués par rapport au cone si les quatre
droites coplanaires OA, OB, A; et A, (ol A; et A; sont les génératrices du
cone situées dans le plan OAB) forment une division harmonique, c’est-a-dire si
le birapport [OA, Ay, OB, Ag] vaut —1.
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bilinéaire définissant le cone3, et d’autre part que toute génératrice du
cone est orthogonale (toujours au sens de la forme bilinéaire) au plan
tangent au cone suivant cette génératrice).

FIGURE 27

On dispose par ailleurs sur s[(2, R) d'un produit scalaire naturel (sic),
donné par X — (X,X) = 2tr(X*X). La présence du scalaire 2 va nous
permettre d’affirmer

Lemme 2. Si A et B sont deux matrices de sl(2,R), alors leur crochet
[A, B] est donné par le symétrique, par rapport au plan des matrices symé-
triques de trace nulle, du produit vectoriel des vecteurs A et B de l'espace
euclidien & trois dimensions sl(2, R).

Démonstration. Comme la symétrie par rapport au plan des matrices
symétriques est donnée par la transposition, il suffit d’établir que pour
tout X on a tr(X:[A, B]) = tr(X{A A B)) = 1/2(X, A A B)). Or on est
14 en présence de deux formes trilinéaires alternées en (X, A, B) sur un
espace vectoriel de dimension 3 : celles-ci sont donc proportionnelles, et le
coefficient de proportionnalité est égal & 1, comme le prouve le remplace-
ment de X par Hy/2, de A par Xo/v/2 et de B par Yp/v/2, sachant que la
base Ho/2, Xo/v2,Yo/V/2 est une base orthonormée. =

3 Si RV et RW sont deux points de la conique projective définie par le cone
isotrope, les droites R(V + W) et R(AV + W) sont orthogonales si et seulement
si le birapport A = [RV,RW,R(V + W), R(AV + W)]| est égal & —1.
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L’orthogonalité dans la suite concernera toujours la forme bilinéaire
définissant le cone. Rappelons a cet égard le résultat suivant déja constaté
(voir également 'exercice 0.11.486) : 'orthogonal de 3(A) = RA est donné
par Im(ad(A)).

Proposition 3. L’algébre de Lie g = sl(2,R) est simple.

Démonstration. Soit i un idéal non nul de g. Si A # 0 est dans i, le plan
donné par 'image de ad(A) est contenu dans i. L'idéal sera donc égal 4 g
tout entier s’il existe A qui n’appartienne pas a son orthogonal, c¢’est-a-dire
A ne figurant pas sur le cone. Mais ceci est réalisé en remplagant au besoin
A par un élément de son plan orthogonal, lequel plan ne peut étre contenu
dans le cone. u

Remarque. On aurait pu obtenir cela comme conséquence du fait (déja
rencontré, cf. remarque page 64) que l'action de SL(2,R) sur g est irré-
ductible.

0-C.9.2. Nous laissons au lecteur le soin de déduire facilement de la sec-
tion précédente (voir aussi les exercices) que les orbites de SL(2,R), opé-
rant par conjugaison (c’est 'action adjointe) sur s[(2, R), sont les suivantes

FIGURE 28

(i) le sommet du cone nilpotent est laissé fixe,

(ii) chaque composante du cone privé de son sommet est une orbite,

(iii) les points situés en dehors du cone (il s’agit des matrices dont les
valeurs propres sont réelles non nulles) ont pour orbites des hyperboloides
4 une nappe (asymptotes au cone nilpotent),

(iv) et enfin les orbites des points situés dans chacune des composantes de
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'intérieur du coéne sont données par des (moitiés d’) hyperboloides 4 deux
nappes (asymptotes aussi au cone nilpotent).

Proposition 1. Les sous-algébres de Lie de sl(2,R) de dimension deux
sont données par les plans tangents au céne. Ce sont les sous-algébres
de Borel, vu gu’elles sont résolubles {maximales). Elles sont par ailleurs
toutes conjuguées sous l'action adjointe du groupe SL(2,R).

Démonstration. Vu le lemme 0-C.9.1.1, une sous-algébre de dimension
deux contient son orthogonal : elle est donc tangente au céne. Le reste est
clair, car la forme Ty est invariante par SL(2,R), et les génératrices du
cone sont conjuguées sous l'action de SL(2,R). ]

On en déduit aussitot que par une matrice nilpotente de sl((2,R) il
« passe » une seule sous-algebre de Borel. De plus, les éléments d’une méme
algebre de Borel ont leurs valeurs propres réelles et sont simultanément tri-
gonalisables. Enfin, il existe exactement deux sous-algebres de Borel qui
passent par une matrice A située en dehors du cone nilpotent; elles ren-
contrent I'orbite de A, qui est un hyperboloide a4 une nappe, suivant quatre
droites qui sont les génératrices de I’hyperboloide qui passent par A et par
son symétrique par rapport au sommet du cone. Une méme sous-algebre
coupe ’hyperboloide suivant deux droites paralléles, symétriques par rap-
port au sommet et paralleles a sa génératrice d’appui sur le cone nilpo-
tent37 : ceci se vérifie aisément dans le cas particulier de la sous-algebre de
Borel particuliére de sl[(2,R) donnée par les matrices triangulaires supé-
rieures de trace nulle et s’en déduit grace a la conjugaison des diftérentes
sous-algeébres de Borel.

Proposition 2. Un élément de SL(2,R) qui laisse fixes tous les points
d’une sous-algébre de Borel b donnée est égal a +1d.

Démonstration. Soit ¢ un tel élément. On va montrer que toutes les
génératrices du cone sont des directions propres pour g; il s’ensuivra que
Ad(g), et donc g, est scalaire. Soit D une génératrice générale. Le plan
tangent bp au cOne nilpotent le long de D rencontre b suivant une droite
qui est laissée par hypothese invariante; I’élément g qui transforme une

r:la pl’\'l"ﬂ] Fal g} 1Mo C‘l"\"lﬂ_‘)]“l“ﬂ]’\"‘ﬂ mo T\ﬂ‘l1+
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anr
[CAE Y

37 Relevons le fait que l'intersection d’un hyperboloide & une nappe avec un
plan tangent & son céne asymptote est donnée par deux droites paralleles a la
génératrice d’appui du plan tangent le long du cone.
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0-C.9.3. Les sl>-triplets dans sl(2,R). Commencons par quelques
considérations tres simples.

a}) Si (Y, H, X) est un slp-triplet, il en est de méme de (X, —H,Y).

b) Si de plus g € GL(2,R), alors (g-Y, g-H, g-X) en est encore un. Retenons
que SL(2,R) transforme un slp-triplet en un sly-triplet.

c) Si (Y, H, X) est un sla-triplet, et si A € R est non nul, alors {Y/\, H, AX)
est encore un sl-triplet.

Proposition 1. Les éléments centraux H des sla-triplets vivent tous sur

) 10 ]
I’hyperboloide 4 une nappe donné par Porbite de la matrice [ .On
appellera leur ensemble I’hyperboloide principal.

némnnstrnfinh Si LY a pour valanire nranrac v of —n Nandamarnhicma
A ALAFAL AL CAVALCFLALe A LX I.IULLI. YORiL ULL l-’l. Ul.ll. LS B & Spp ) §) u, L WCAANA\SLLIJL Pulﬂm\(
ad(H) a pour valeurs propres —2a, 0 et 2a. Ceci entraine o = *1 =

On fixe un élément nilpotent X € s{(2,R), et on cherche a expliciter le
degré de liberté dans le choix de H et de Y. On sait déja que la connais-
sance de H et de X détermine Y uniquement, et que la composante neutre
du stabilisateur de X dans SL(2,R) opére transitivement sur le lieu des
H possibles. On va retrouver cela géométriquement.

Proposition 2. Une fois X nilpotent fixé dans sl(2,R), le lieu des H
possibles est donné par une des deux droites formant lintersection de
I’hyperboloide principal avec la sous-algébre de Borel contenant X. Si par
ailleurs H a été choisi, la matrice Y telle que (Y, H, X) soit un sly-triplet
est alors unique et appartient 4 la génératrice d’appui le long du céne
nilpotent de la deuxiéme sous-algébre de Borel passant par H.

il LA RIS YL T R e | L ow b AW LY

Démonstration. Un élément H possible vérifiant [H, X] = 2X appar-
tient & ’espace tangent en X au cone isotrope. Comme il est aussi sur
I'hyperboloide principal, il est sur leur intersection qui est la réunion de
deux droites (D) et (D') paralléles a la génératrice Ax du cone passant
par X. Choisissons H sur (D); I’équation [H,Y] = —2Y a toute une droite
de solutions en Y, & savoir la génératrice Ay décrite dans ’énoncé de la
proposition.

Il reste & trouver Y vérifiant IX. Y] = H. Si on note OH

Ak LW UL AV A" N A W] VUl ALlCMAY t‘l., x J - F S A AJA \JSAA -
vectorielle passant par H, I'application linéaire Z € A — [X, Z]
bien définie et est injective, car 3(X) N A = Ax N A = {0}; elle est donc
bijective. L’antécédent Y de H existe et est unique. =
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FIGURE 29

Proposition 3. La composante neutre du stabilisateur dans SL(2,R) de
I’élément nilpotent X opeére transitivement sur le lieu des H possibles. 1l

s'ensuit qu’il y a deux classes de conjugaison de sla-triplets sous laction
de SL(2,R).

Démonstration. La deuxiéme assertion résulte clairement de la premiere
si 'on se souvient, d’une part, qu'il y a deux orbites d’éléments nilpotents
non nuls (données par les composantes connexes du cone privé de son
sommet), et d’autre part, que les ¥ sont uniquement déterminés par X
et les H possibles. Démontrons la premiére assertion. Tout d’abord, le
stabilisateur de X laisse bien invariant le lieu des H, parce qu’il laisse
stable la sous-algébre de Borel passant par X et aussi, évidermment, 1'hy-
perboloide principal. Ceci dit, on peut étre ramené a faire le calcul pour

X : la comzposante neutre du stabilisateur est alors donnée par

101
|00
le groupe U de dimension 1 des matrices unipotentes supérieures, et son

action sur la droite (Dg) passant par Hy = et parallele & 0OXp

1 0
0 -1
est transitive. Il est instructif d’en donner une autre preuve:'orbite de
H € (D) sous l'action du groupe U est fermmée (ceci peut étre constaté
dans le cas algébrique & l'exercice 0-C.11.43, mais le résultat est encore
valable pour les groupes de Lie réels, cf. [Co-Gr]); elle est donc aussi une
sous-variété (fermée) de (D) et ne peut par ailleurs étre réduite & un point,
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car sinon, on aurait un élément non trivial de SL{2,R) qui laisserait fixe
toute 'algébre de Borel passant par X, ce qui contredit 0-C.9.2.2. Elle
est donc égale a (D). .

Remarque. Dans le cas de SL({2,C) opérant sur les sly-triplets de
sl(2,C), il n’y a qu’une seule orbite, car l'ensemble des éléments nilpo-
tents (non nuls) est alors [cf. question d) de 0-C.11.52] une seule orbite3®
sous l’action de SL(2,C). On se doit aussi de noter que, dans le cas com-
plexe, tous les éléments non situés sur le céne nilpotent sont indifférenciés,
le complémentaire de cone dans sl(2, C) étant connexe : ¢’est le lieu des élé-
ments ou ne s’annule pas le polynéme déterminant (cf. exercice 0.11.51),
et les orbites des points semi-simples sont toutes des quadriques complexes,
et donc difféfomorphes a la sphére complexe de dimension deux.

0-C.9.4. Profils dans sl(2,R) et sous-groupes de Cartan. On se
propose d’étudier les profils de 'action adjointe de SL(2,R). Rappelons
que deux orbites ont méme profil si les stabilisateurs de leurs points sont
conjugués (cf. 0.11.2). Il s’agit donc de déterminer ces stabilisateurs et
d’étudier, pour un méme profil, les points qui ont un méme stabilisateur.
Les orbites des éléments non nilpotents sont géométriquement de deux
sortes : des hyperboloides 4 une nappe ou des moitiés d’hyperboloides a
deux nappes; cette distinction répartit en fait les orbites de ces éléments
suivant leur profil.

Proposition. Il y a deux profils pour les orbites des éléments semi-simples
de sl(2, R} : I'un coincide avec la famille des orbites qui sont des hyperbo-
loides 4 une nappe et P'autre avec la famille des orbites (semi-simples)
restantes.

Démonstration. L’idée essentielle est qu'ici les stabilisateurs sont com-
mutatifs et égaux & leurs centralisateurs (il suffit de le vérifier pour les

matrices
B [ 0 o]
et )
[ 0 —A J L —a 0 J
ils laissent par conséquent fixes les éléments de leurs algebres de Lie. In-
versement, si M est laissé fixe par le stabilisateur S, pour tout ¢ € R, la
matrice exp(tM ) centralise S; elle y est donc, et M € Lie(S). ]

38 Relever le fait qu’en dimension supérieure ou égale & trois, un céne isotrope
(complexe) non dégénéré sur C auquel on 6te le sommet reste connexe. Retrouver
cela A partir de l'irréductibilité (au sens algébrique), dans ce cas, du céne isotrope
~ cf. exercice 0-C.11.39.
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On appellera sous-groupe de Cartan de SL(2,R) I'un quelconque des

stabilisateurs des éléments semi-simples (réguliers) de si(2,R). On peut
donc énoncer qu’il existe dans SL{2,R) deux classes de conjugaison de
sous-groupes de Cartan ayant pour représentants respectifs le sous-groupe
des matrices diagonales et le sous-groupe orthogonal SO(2).
On appellera sous-algébre de Cartan 1’ensemble des points (semi-simples
réguliers) de s[(2,R) qui ont un stabilisateur donné. Assez miraculeuse-
ment, ce sont des sous-espaces vectoriels, et plus précisément les algébres
de Lie des sous-groupes de Cartan. L’ensemble de toutes les sous-algébres
de Cartan correspondant aux orbites des éléments semi-simples ayant des
valeurs propres imaginaires s’identifie & un disque ouvert, alors que ’en-
semble formé par les autres sous-algébres s’identifie & un ruban de Mébius
ouvert (c’est ce que 'on obtient quand on éte un disque fermé au plan pro-
jectif formé des droites vectorielles de I’espace s{(2,R) que ’on a identifié
3 R3 - of. exercice 0-C.11.67). On appelle les premiéres les sous-algébres
de type fondamental et les secondes les sous-algebres de type Jwasawa. Le
nombre de Weyl des orbites du profil fondamental est trivial, alors qu’il est
égal & deux pour les orbites de type Iwasawa : ceci correspond au cardinal
de l'intersection d’une sous-algebre de Cartan avec chaque type d’orbites.
Ce point de vue se généralise parfaitement aux groupes semi-simples gé-
néraux et donne une fagon géométrique d’introduire les sous-groupes de
Cartan dans ce cas. Il existe une autre fagon de procéder, plus algébrique,
qui consiste & traiter d’abord le cas complexe (cf. [Hum] ol 'on définit
dans le cadre algébriquement clos un sous-groupe de Cartan comme le
centralisateur d’un tore maximal. .. ) et & examiner ensuite ce qui se passe
sur R. Le coiit est alors assez élevé, mais c’est sans doute la bonne mé-
thode. Quoi qu'il en soit, ce qu’il est important de comprendre, c’est qu'il
y a un nombre fini de profils, qui apparaissent « coincés » entre le profil fon-
damental et le profil Iwasawa. Par ailleurs, dans le cadre de la « méthode
des orbites »3%, cette maniére de faire est tout & fait indiquée, car finale-
ment une sous-algebre de Cartan n’est rien d’autre (ou presque, car ily a
le nombre de Weyl — cf. exercice 0.11.54) qu’un paramétrage des orbites
d’un méme profil (semi-simple régulier).

3 Cette méthode, proposée par Kirillov, consiste & étudier les représentations
d’un groupe de Lie G & la lumiére de la géométrie des orbites de G dans la
représentation coadjointe, c’est-a-dire dans 'action de G sur le dual g* de son
algébre de Lie g.
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0-C.9.5. Les automorphismes de s!(2,R). Nous allons déterminer
dans ce paragraphe les automorphismes® de 1'algébre de Lie sl(2,R) et
constater qu’a part 'automorphisme donné par I’identité, ils ont chacun
une droite (seulement) de points fixes. On peut dés maintenant le vérifier
par exemple pour 'automorphisme X — —iX.

Commencons par calculer la forme de Killing de sl(2,R), c’est-a-dire,
rappelons-le, la forme quadratique donnée par X — tr(ad X)?2. Il est facile
(cf. exercice 0.11.51) de montrer que tr(ad X)? = atr(X?). Pour retrou-

ver simplement la constante a, on fait X = Hy = [(1) _01 , ce qui donne

a = 4. L’identification de la forme de Killing avec la forme quadratique
X +— tr(X?) permet de mieux comprendre les vertus de cette derniere
forme quadratique, notamment le fait qu’elle est SL(2, R)-invariante, ou,
encore mieux, qu’elle est invariante, comme la forme de Killing, sous ’ac-
tion de n'importe quel automorphisme ® de P'algebre de Lie de sl(2,R)
(puisque ad ®(X) = ®oad X 0 &7 1).

Proposition. Les automorphismes de I'algébre de Lie s1(2,R) sont don-
nés par les éléments du groupe orthogonal SO(2,1) de la forme quadra-
tique X — tr{X?). Tout automorphisme non trivial posséde donc une et
une seule droite de points fixes, et cette droite de points fixes peut étre
quelconque.

Démonstration. Les éléments de SO(2,1) sont caractérisés par le fait
qu’ils préservent la forme quadratique X — tr(X?) et la forme trilinéaire
alternée (X,Y,Z) — 2tr(X-[Y, Z]). La non dégénérescence de la forme
de Killing implique clairement qu’ils préservent le crochet [voir aussi la
remarque a) plus bas]. Inversement, un élément qui préserve le crochet
préserve la forme de Killing, donc aussi la forme trilinéaire alternée; il est
donc dans SO(2,1).

Tout élément ® non trivial de SO(2,1) posséde un axe de points
fixes donné comme intersection des deux plans (non isotropes, c’est-a-
dire ici non tangents au cone ml'ootenﬂ qui interviennent dans 1'écriture
de & comme produit de deux symétries hyperplanes (théoréme de Cartan-
Dieudonné — voir par exemple [Art]) par rapport 4 ces plans non isotropes.
Et toute droite de 5{\4 R; pc‘llt étre réalisée comine intersection de deux
semblables plans. Enfin, si un automorphisme était trivial sur un plan
tangent, il serait trivial (reproduire la démonstration de la proposition 0-

C.9.2.2), et s’il était trivial sur un plan quelconque, il laisserait invariant

40 Un automorphisme d’une algebre de Lie g est un isomorphisme linéaire & : g —
g vérifiant ®([X,Y]) = [®(X), B(Y)).
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son orthogonal qui est alors une droite propre transverse au plan; comme
la troisiéme valeur propre est égale a 1, il serait donc encore trivial. [

Remarques
a) Il se produit ici la chose suivante:la structure d’algébre de Lie sur
g = si(2,R) que l'on peut représenter par une application A2g — g est
intimement liée tant & la forme quadratique (non dégénérée) g — g* donnée
par la forme de Killing qu’a la forme trilinéaire alternée rencontrée ci-
dessus et que 1'on peut représenter par une application A2g — R. En effet,
il est facile de vérifier que la composition
Ng—g—g*

définit une dualité entre A%g et g qui est la méme que celle donnée par la
composition

(A’ax9)— Ag—R
ol la premiére fleche est définie par le produit dans ’algebre extérieure
A(g). Le crochet s’obtient donc en «quotientant » le déterminant par la
forme de Killing; on comprend mieux de ce fait pourquoi les éléments de
S0(2,1) induisent des automorphismes de s{(2, R).
b) Une symétrie hyperplane s’obtient comme la symétrie par rapport a
un plan non tangent au cone, parallelement a sa polaire par rapport au
cone nilpotent. Un automorphisme quelconque de sl(2, R) est donc géomé-
triquement facile a décrire.
¢) Ondispose d’un homomorphisme injectif du groupe connexe PSL(2, R)
dans la composante neutre SOg(2, 1) du groupe SO(2, 1), homomorphisme
donné par la représentation adjointe (qui préserve la forme de Killing). La
différentielle de cet homomorphisme en I’élément neutre, qui applique 1’al-
gebre de Lie du groupe PSL(2,R) dans ’algebre de Lie du groupe SO(2, 1),
est encore injective; ces algébres de Lie étant toutes les deux de dimension
3, la différentielle est donc également surjective, et I'image de ’homomor-
phisme considéré remplit par conséquent tout un voisinage (connexe) de
I'élément neutre dans SO(2,1)4. On en déduit un isomorphisme entre
PSL(2,R) et SOy(2,1).

Les automorphismes ainsi obtenus préservent tous l'une et ’autre des
nappes du cdne isotrope; 'automorphisme X — —!X est donc dans la
composante neutre du groupe des automorphismes de si(2, R).

Le groupe PGL(2,R) s’injecte lui aussi dans SO(2, 1), puisqu'il induit
aussi des automorphismes de s[(2, R); comme il n’est pas égal & PSL(2,R),
qui en est un un sous-groupe d’indice 2, il est en fait isomorphe &4 SO(2, 1).

41 Cf. [Mn-Ts], page 126, pour les détails de ce type de raisonnement, déja évoqué
a la page 137 du présent ouvrage.
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d) La propriété pour un automorphisme de s[(2, R) d’avoir toujours des
points fixes non triviaux contraste avec celle de ’algébre de Lie nilpo-
tente u(n, K) des matrices triangulaires supérieures strictes, pour laquelle
il existe de nombreux automorphismes (considérer par exemple les auto-
morphismes qu'induisent par conjugaison les matrices diagonales & valeurs
propres distinctes) dont le seul point fixe est la matrice nulle.

e) Lorsqu’on se place sur C, les mémes considérations prouvent que le
groupe des automorphismes de I'algébre de Lie sl(2,C) est quant & lui
connexe et isomorphe & PGL(2,C), ou encore & SO(3,C) — voir aussi
0-B.7.6.

f) On trouvera dans l’exercice 0-C.11.69 une présentation élémentaire
de I'isomorphisme PGL(2,R) ~ S0(2, 1).

0-C.10 Appendice 3 — Scholie informatique
pour orbites nilpotentes

A. Arabia a rédigé ce scholie & notre intention personnelle pour nous
convaincre de la faisabilité de réaliser par un outil informatique le graphe
des orbites nilpotentes. Nous avons pris la liberté d’insérer ce scholie dans
le texte.

Comme nous I'avons déja vu, les orbites nilpotentes de si(n,C) sont
paramétrées par les partitions n = a1 +ag+- - - +a, satisfaisant a; > ap >
-+« 2 ar > 0. Les suites (a1, asz,...,a,) vont donc fournir immédiatement
les tailles des lignes du tableau de Young associé aux endomorphismes de
I’orbite ainsi paramétrée.

Notons &(n) ’ensemble des partitions de n. La caractérisation récur-

P | p

sive de &(n) procéde de I'observation élémentaire que pour tout élément
(a1,a2,...,a,;) de P(n), la sous-suite (ai,...,al_;) = (a2,...,a,) dé
termine un élément de P(n — a1) vérifiant a1 > a). Ceci nous ameéne i
introduire la notion de partition bornée. Pour des entiers positifs ou nuls
m et b donnés, notons P(m;b) 'ensemble des partitions (a1, az, ..., a,) de
P(m) telles que b > a;. 1l est clair que

a) P(m) = P(m;m),
b) &(m;b) = P(m;inf(m,d)),

c) Pm;b)=0,sim=00ub=0.

Les ensembles &(m;b) sont liés récursivement par la relation
inf{m,b)

d) P(m;b) = H aV P(m - a;a),

ou a ¥ P(m — a;a) dénote l'ensemble des suites (a,ai,...,a.) avec
(a1,...,ar) € P(m — a;a). Ainsi, tout langage de programmation adapté
aux procédures récursives permettra la création d’un tableau de struc-
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tures ou d’une base de données rassemblant toutes les suites de #(n), et
permettant dans un deuxieme temps, des recherches particulieres.

Dans le cas de sl(15,C) par exemple, on a créé la base de données
«young » en lui incorporant les dimensions des orbites. Voici son contenu

\Young 1 (210) [15] \Young 37 (184) [8,4,1,1,1]
\Young 2 (208) [14.1] \Young 38 (186) [8,3,3,1]
\Young 3 (206) [13,2] \Young 39 (184) [8.3.2.2]
\Young 4 (204) [13.1,1] \Young 40 (182) [8.3,2,1,1]
\Young 5 (204) [12.3) \Young 41 (176)[8,3,1,1,1,1]
\Young 6 (202) [12,2,1] \Young 42 (178) [8,2,2,2,1]
\Young 7 (198) [12,1,1,1] \Young 43 (174)[8.2,2,1,1,1]
\Young 8 (202) [11,4] \Young 44 (166) [8,2,1,1,1,1,1]
\Young 0 (200) [11,3,1] \Young 45 (154)[8,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 10 (198) [11,2,2] \Young 46 (192) [7.7,1]
\Young 11 (196) [11,2,1,1] \Young 47 (190) [7.6,2]
\Young 12 (190) [11,1,1,1,1] \Young 48 (188) [7.6,1,1]
\Young 13 (200) [10,5] \Young 49 (188) [7.5.3]
\Young 14 (198) [10,4,1] \Young 50 (186) [7,5.2,1]
\Young 15 (196) [10,3.2] \Young 51 (182) [7,5,1,1,1]
\Young 16 (194) [10,3.1,1] \Young 52 (186) [7.4.4]
\Young 17 (192) [10,2,2,1] \Young 53 (184) [7.4,31]
\Young 18 (188) [10,2,1,1,1] \Young 54 (182) [7.4.2.2)
\Young 19 (180) [10,1,1,1,1,1] \Young 55 (180) [7.4,2,1,1]
\Young 20 (198) [9.6] \Young 56 (174) [7.4,1,1,1,1]
\Young 21 (196) [9.5.1] \Young 57 (180) [7.3.3.2]
\Young 22 (194) [9.4.2] \Young 58 (178) [7.3.3,1,1]
\Young 23 (192) [9.4.1,1] \Young 59 (176) [7.3,2,2,1]
\Young 24 (192)[0,3,3] \Young 60 (172)[7.3,2,1,1,1]
\Young 25 (190) [9,3,2,1] \Young 61 (164) [7.3.1,1,1,1,1]
\Young 26 (186) [9,3.1,1,1] \Young 62 (170)[7.2,2,2,2]
\Young 27 (186) [9,2,2,2] \Young 63 (168) [7.2.2.2,1.1]
\Young 28 (184)[0.2,2,1,1] \Young 64 (162) [7.2.2.1,1,1.1]
\Young 29 (178)[9.2.1,1.1.1] \Young 65 (152) [7.2.1,1,1,1,1,1]
\Young 30 (168)[9,1,1,1,1,1,1] \Young 66 (138) [7.1,1,1,1,1,1.1.1]
\Young 31 (196) [8.7] \Young 67 (186) [6.6.3]
\Young 32 (194) [8.6,1] \Young 68 (184) [6.6.2.1]
\Young 33 (192) [8.5.2] \Young 69 (180) [6.6.,1,1.1]
\Young 34 (190) [8,5,1,1] \Young 70 (184) [6.5,4]
\Young 35 (190) [8.4.3] \Young 71 (182) [6,5.3.1]

\Young 36 (188) [8.4,2.1] \Young 72 (180) [6,5,2.2]



240 CLASSES DE SIMILITUDE §0-C

\Young 73 (178) [6.5.2,1,1]
\Young 74 (172) [6.5.1,1,1.1]
\Young 75 (180) [6.4.4.1]
\Young 76 (178) [6,4,3.2]
\Young 77 (176) [6.4,3,1.1]
\Young 78 (174)[6.4,2,2,1]
\Young 79 (170) [6.4.2.1.1,1]
\Young 80 (162) [6,4,1,1,1,1,1]
\Young 81 (174) [6,3,3.3]
\Young 82 (172) [6.3.3.2.1]
\Young 83 (168)[6,3,3.1,1,1]
\Young 84 (168) [6,3.2,2.2]
\Young 85 (166) [6,3.2,2,1.1]
\Young 86 (160) [6.3.2.1,1,1,1]
\Young 87 (150) [6.3.1.1,1,1,1,1]
\Young 88 (160)[6.2,2,2,2,1]
\Young 89 (156) [6.2,2,2,1,1,1]
\Young 90 (148) [6,2,2,1,1,1,1,1]

\Young 91 (136) [6.2,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 92 (120) [6,1.1,1,1,1,1,1,1,1]

\Young 93 (180) [5,5,5]
\Young 94 (178) [5.5.4,1]
\Young 95 (176) [5.5.3.2]
\Young 96 (174) [5.5,3,L.1]
\Young 97 (172) [5.,5.2.2,1]
\Young 98 (168) [5,5,2,1,1,1]
\Young 99 (160) [5,5,1,1,1,1,1]
\Young 100 (174) [5,4.4.2]
\Young 101 (172) [5,4,4,1,1]
\Young 102 (172) [5.4.3,3]
\Young 103 (170) [5,4,3,2.1]
\Young 104 (166) {5.4,3,1,1,1]
\Young 105 (166) [5.4.2.2.2]
\Young 106 (164) [5,4,2,2,1,1]
\Young 107 (158) [5.4,2,1,1,1,1]
\Young 108 (148) [5,4,1,1,1,1,1,1]
\Young 109 (166) [5.3,3,3.1]
\Young 110 (164) [5,3,3.2,2]
\Young 111 (162) [5,3,3.2,1,1]
\Young 112 (156) [5.3.3,1,1,1.1]
\Young 113 (158) [5,3.2,2,2,1]

\Young 114 (154) [5.3.2,2,1,1,1]
\Young 115 (146) [5.3,2,1,1,1,1,1]
\Young 116 (134) [5,3,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 117 (150) [5,2,2,2,2,2]
\Young 118 (148) [5.2,2,2,2,1,1]
\Young 119 (142) [5,2,2,2,1,1,1,1]
\Young 120 (132) [5,2,2,1,1,1,1,1,1]
\Young 121 (118} [5,2,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 122 (100} [5,1.1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 123 (168) [4,4.4,3]

\Young 124 (166) [4,4,4,2,1]

\Young 125 (162) [4.4.4.1,1,1]
\Young 126 (164} [4,4,3,3,1]

\Young 127 (162) [4,4,3,2,2]

\Young 128 (160) [4.4,3,2,1,1]
\Young 129 (154) [4,4,3,1,1,1,1]
\Young 130 (156) [4.4,2,2,2,1]
\Young 131 (152) [4.4.2.2,1,1,1]
\Young 132 (144) [4.4,2,1,1,1,1,1]
\Young 133 (132) [4,4,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 134 (158) [4,3,3.3,2]

\Young 135 (156) [4,3,3,3,1,1]
\Young 136 (154) [4,3,3,2,2,1]
\Young 137 (150) [4,3.3.2.1,1,1]
\Young 138 (142) [4,3,3,1,1,1,1,1]
\Young 139 (148) [4,3,2,2,2,2]
\Young 140 (146) [4,3,2,2,2,1,1]
\Young 141 (140) [4,3.2.2.1,1,1,1]
\Young 142 (130) {4,3,2,1,1,1.1.1.1}
\Young 143 (116) {4.3,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 144 (138) [4,2,2.2221]
\Young 145 (134) [4,2.2,2,21,1,1]
\Young 146 (126) [4.2,2,2,1.1,1,1,1]
\Young 147 (114) [4,2,2,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 148 ( 98){4,2,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 149 ( 78) [4,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 150 (150) [3,3,3,3,3]

\Young 151 (148) [3.3.3,3,2,1]
\Young 152 (144) [3,3.3,3,1,1,1]
\Young 153 (144) [3,3.3.2.2,2]
\Young 154 (142) [3.3,3.2.2,1,1]
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\Young 155 (136) [3.3,3.2,1,1,1,1]
\Young 156 (126) [3.3.3,1,1,1,1,1,1]
\Young 157 (136) [3,3,2,2,2,2,1]
\Young 158 (132) [3.3,22,2,1,1,1]
\Young 159 (124) [3.3,2,2,1,1,1,1,1]
\Young 160 (112) [3,3.2,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 161 ( 96) [3.3,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 162 (126) [3,2,2,2,2,2,2]
\Young 163 (124) [3,2,2,2,2,2,1,1]

\Young 166 ( 94) [3.2.2,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 167 ( 76) [3.2.1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 168 ( 54) [3,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,]]
\Young 169 (112) [2.2,2.2,2,2,2,1]

\Young 170 (108) [2,2,2,2,2,2,1,1,1]
\Young 171 (100) [2,2.2,2.2,1,1,1,1,1]
\Young 172 ( 88) [2.2.22,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 173 ( 72) [2.22,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 174 ( 52)[2.2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

\Young 175 ( 28)[2,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 176 ( 0)[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]

\Young 164 (118) [3.2,2,2,2,1,1,1,1]
\Young 165 (108) [3,2,2,2,1,1,1,1,1,1]

L’explication des données suivant la « macro » TEX « \Young » est la sui-

vante \Young (#1) ({#2)) [{#3)]

#1: Numéro d'ordre lexicographique inverse de la partition.
#2: Dimension de |'orbite nilpotente correspondante.
#3 . Partition de 15 du cas considéré.
La recherche des tableaux autoduaux a mis en évidence quatre ta-
bleaux, dont le contenu est

\Young 45 (154) [8,1,1,1,1,1,1,1]
\Young 83 (168) [6,3,3,1,1,1]

\Young 103 (170) [5.4,3,2,1]
\Young 123 (168) [4,4,4,3]

Une définition ed hoc de la macro « \Young » permet de représenter ces
derniéres informations par

/_l]lllll\ Planunnsly
45) dim(0 k; )) = 154 83) dim(0 (;ﬁj )) = 168
102} ,J:,_,.r@{ “]\\va 190 (@ { A — 148
.LUIJ} uuuku \ — }} LIV J.‘:U} ul J.J.\U \ |}) LU0

]
[

o1 O((tableau)) désigne 'orbite nilpotente paramétrée par (tableau).

Ceci étant, on crée la base de données nommée «gr» nécessaire a la
représentation du graphe de la relation d’incidence entre les adhérences
des orbites nilpotentes. La voici, toujours pour le cas de sl(15,C),

g 112) g 6. [7.9]) gr( 11, [12,16])
gr( 2, [3]) gr( 7. [11]} gr( 12, [18])

gr( 3. [45]) er( 8 [913)) gr( 13, [14,20])
gr( 4, [6]) gr( 9. [10,14]) gr( 14, [15,21])
gr( 5, [6.8]) gr( 10, [11,15}) gr( 15, [16,22])
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gr( 16, [17,23])
gr( 17, [18,25])
gr( 18, [19,26])
gr{ 19, [29])

gr{ 20, [21,31])
gr{ 21, [22,32])
gr( 22, [23,24,33])
gr{ 23, [25.34])

N LA |

gr( 24, [25,35])
gr( 25, [26,27,36])
gr{ 26, [28,37])
gr{ 27, [28,39])
gr( 28, [20,40])
gr{ 29, [30.41])
er( 30, [4])
gr( 31, [32])

gr( 32, [33,46])
gr( 33, [34,35,47])
gr( 34, [36.48])
gr( 35. [36,49])
gr{ 36, [37.38,50])
gr{ 37, [40,51])
gr( 38, [39,53])
gr( 39, [40,54])
gr( 40, [41,42,55])
gr( 41, [43,56])
gr( 42, [43,59])
gr( 43, [44,60])
gr( 44, [45.61])
gr( 45, [65])

gr( 46, [47])

gr( 47, [48,49])
gr( 48, [50])
gr( 49, [50,52,67])
gr( 50, [51,53,68])

gr( 51, [565.69])

arfl 52 83 701)
gri 32, 153,70})

gr( 53, [54,71])
gr( 54. [55,57.72])
gr( 55, [56.58.73])
gr( 56, [60,74])
gr( 57, [58,76])
gr( 58, [59.77])
gr( 59, [60,62.78] )

gr( 60, [61,63,79])
gr( 61, [64.80])
gr{ 62, [63,84])
gr( 63, [64,85])
gr( 64, [65,86])
gr( 65, [66.87])
gr( 66, [91])
gr{ 67, [68,70])
gr{ 68, [69,71])
gr( 69, [73])

sul 7N 71 Q21)
By U, |F4,73])

gr( 71, [72,79])

gr( 72, [73,76])

gr( 73, [74.77])
gr( 74, 179])

gr( 75, [76,94])

gr{ 76, [77.81,95])
gr( 77, [78.96])

gr( 78, [79,82,97])
gr( 79, [80,83,98])
gr( 80, [86,99])

gr{ 81, [62,102])
gr( 82, [83,84,103] )
gr( 83, [85,104])
gr( 84, [85,105])
gr( 85, [86,88,106])
gr( 86, [87.89,107])
gr( 87, [90,108])
gr( 88, [89,113])
gr( 89, [90,114])
gr( 90, [91,115])
gr( 91, [92,116])
gr{ 92, [121])

gr( 93, [94])

gr( 94, [99])

gr( 95, [96,100])

ar( 06 07 1011)
gry 90, 197,101})

gr( 97, [98,103])
gr( 98, [99.104])
gr( 99, [107])
gr(100, [101,102])
gr(101, [103])
gr(102, [103,123])

gr(103, [104,105,109,124] )

gr(104, [106,125])
gr(105, [106,110])
gr(106, [107,111])
gr(107, [108,112])
gr(108, [115])
gr(109, [110,126])
gr(110, [111,127])
gr{l11, [112,113,128g]

gr(112, [114,129])

)]
i

gr(113, [114,117,130])

14 11 112 1211
5!\1.1.‘0 [L19,110,101]

gr(115, [116,119,132]
gr(116, [120,133])
gr(117, [118,139])
gr(118, [119,140])
gr(119, [120,141])
gr(120, [121,142])
gr(121, [122,143])
gr(122, [148])
gr(123, [124])
gr(124, [125,126])
gr(125, [128])
gr(126, [127])
gr{127, [128.134])
gr(128, (129,130,135
gr(129, [131])
gr(130, [131,136])
gr(131, [132,137])
gr(132, [133.138])
gr(133, [142])
gr(134, [135,150])
gr(135, [136])
gr(136, [137,139,151]
gr(137, [138,140,152]
gr(138, [141])
gr(139, [140,153])
gr(140, [141,144,154]

a5, AW

gr(141, [142,145,155]
gr(142, [143,146.156]
gr(143, [147])
gr(144, [145.157])
gr(145, [146,158])
gr(146, [147,159])
gr(147, [148,160] )

b

J

)

)

)
)

)
)
)
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gr(148, [149,161])
gr(149, [167])
gr(150, [151])
gr(151, [152,153])
gr(152, [154])
gr(153, [154])
gr(154, [155,157])
gr(155, [156,158] )
gr(156, [159])
er(157, [158,162])

gr(158, [159,163])
gr(159, [160,164])
gr(160, [161,165])
gr(161, [166])

gr(162, [163})

gr(163, [164,169])
gr(164, [165,170])
gr(165, [166,171])
gr(166, [167,172])
(167, [168,173])

gr(168, [174])
gr(169, [170])
gr(170, [171])
gr(171, [172])
gr(172, [173])
gr(173, [174])
gr(174, [175])
gr(175, [176])
gr(176. [1)

L’explication des parameétres du prédicat «gr» est la suivante

gr((#1), [(#2)))

#1 : Muméro d'ordre lexicographique inverse du tableau,
#2 : Liste des numéros d’ordre des tableaux sous-adjacents?2,

On trouvera enfin, sur la page suivante, la représentation graphique
de la relation d'incidence entre les adhérences des orbites nilpotentes de
sl(15,C). Nous indiquons par m —— n, ou encore m =~ n, le fait que I'ad-
hérence de 'orbite m contient 1’orbite n.

42 Dans un ensemble partiellement ordonné (E, <), nous disons que m € E est
sous-adjacent & n € E, sim # n, si m < n, et si la relation m Xz X n est
uniquement vérifiée pour x =m ou x = n.
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Graphe des Orbites Nilpotentes de si(15,C)

173 168

Un agrandissement de la partie encadrée, tourné de 90°, est donné ci-
contre.
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Détail du Graphe des Orbites Nilpotentes de 5[(15, C)

; \ 5
5%\ 97\ /MI’
<.-/./\ lyw_l\/iu m
i

—i—
93 94 95 100 102 123 124 126 127 134 150
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0-C.11 Exercices

Rappelons que les séparateurs horizontaux entre les énoncés indiquent
un changement de theme.

0-C.11.1. La réduction de Jordan. Elle se démontre facilement & par-
tir du moment ou I’on a en téte les injections de Frobenius : si donc A est
une matrice nilpotente d’indice &, on commence par choisir un systéme de
représentants dans E d’une base de E/Ker A¥~! soit by,...,b,. Il y aura
p cellules de Jordan de taille maximale & obtenues chacune & partir d’'un
des b; en l'itérant successivement par A. On recommence ensuite avec un
systéme de représentants dans Ker A*~! d’une famille d’éléments (éven-
tuellement vide) du quotient Ker A*~1/Ker A¥—2 qui compléte la famille
libre m, e ,zrbp) en une base de ce quotient; chacun de ces repré-
sentants (s'il en existe) génere une cellule de Jordan de taille & — 1 (et
également une ligne de longueur ¥ — 1 dans le tableau de Young!). Le
processus ainsi répété donne naissance & une base de E qui, lorsqu’elle est
convenablement ordonnée, donne une base pour la réduction de Jordan
canonique de A.Vérifier que 1’on a bien compris en montrant par exemple
que la dimension de Ker A NIm A est égale au nombre de lignes de lon-
gueur supérieure ou égale 4 2 dans le tableau de Young (associé a la valeur
propre 0) de la matrice A.

0-C.11.2. Valeurs propres. a) Rappeler bri¢evement comment on établit
que pour une matrice A, la multiplicité d’une valeur propre A dans le
polyn()me caractéristique est égale & la dimension du sous-espace spectral
F A\/\ ) celui-ci étant le pll.lb grand des noyaux itérés Ker (A /\\Iu) , et que
la multiplicité de A dans le polynéme minimal de A est le rang & partir
duquel la méme suite des noyaux devient stationnaire. En déduire qu’une
matrice A est diagonalisable si et seulement si, pour toute valeur propre
X, on a Ker(A — Mld) = Ker(A — AId)?, ou encore si et seulement si le
polynome minimal a toutes ses racines simples, ou encore si et seulement
si, pour toute valeur propre A, on a E = Ker(A — AId) & Im(A — AId),
ou encore si et seulement si, pour toute valeur propre A, la dimension du
sous-espace propre associé a A est égale 4 la multiplicité de A comme racine
du polynéme caractéristique.

b) Un joli exemple est donné par la matrice Ay, d’ordre n et dont tous
les coefficients sont égaux a 1 sauf celui qui est en position 1,n et qui
vaut a. Montrer que si le corps est de caractéristique nulle, la matrice A, ,

est diagonalisable si et seulement si @ # (1 — n?/4). Exhiber dans le cas
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exceptionnel une base ol elle est sous forme de Jordan. Qu’advient-t-il en
caractéristique quelconque 7

INDICATION.— Pour le calcul du polynéme caractéristique, on pourra pas-
ser par les mineurs principaux*?, qui sont particulierement faciles & obtenir.
Remarquer enfin que dans le cas exceptionnel, on a [A - (n/2)Id]*(e;) = 0,
ol e; est le premier vecteur de la base (canonique) de départ.

0-C.11.3. La comatrice. a) Montrer que V’application qui & une matrice
X associe sa comatrice X vérifie XX = XX = det(X)Id et XY = Y X.

X =

b) Montrer que si X est d’ordre n, on a det(X) = (det X)*~! et .
det(X ) 2X.

c) Déterminer l’image de I'application X +— X définie sur M(n,C).
INDicATION.— On trouve toutes les matrices 1nvelbwleb, toutes les ma-

trices de rang n— 1, et la matrice nulle. Pour démontrer que toute matrice
de rang (n — 1) est atteinte, on pourra penser a 'action de Steinitz.

d) Soit A une matrice non inversible. Montrer que A est nilpotente si et
seulement si A = (—1)""1 41,

¢) On suppose N nilpotente. Montrer que N est semblable & un bloc de
Jordan si et seulement si N est non nulle.

f) Soit A une matrice de rang n — 1. Montrer que la matrice A est diago-

nalisable si et seulement si elle n’est pas nilpotente, ou encore A £ 0, ou
encore tr(fl) # 0, ou encore dim Ker(A?) # 2, ou encore 0 est racine simple
du polyndéme minimal de A, ou encore 0 est racine simple du polynéme
caractéristique de A, ou enfin le noyau de A est inclus dans son image.

g) Montrer que si tr(A) # 0, alors 0 est au plus racine simple du polynéme
caractéristique. ) .

. . XY .
h) Montrer que la matrice carrée M = [ 0 Z:| d’ordre n, ou X et Z

sont d’ordre k et n — k respectivement. est de rang n — 1 si et seulem

LA o —iiit IRy ol ~ S5 Qi Th O

si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée : ou bien les matrlce
et Z sont singuliéres de ra.ng un de moins que leur ordre, et XY Z # 0, ou
Tatman 10 e mmmant PR e S

bien 'une est inversible et Pautre de rang un de moins Jue son or dre.
INDICATION.— Remarquer que la comatrice de M est

><:H

%3 Le coefficient de X" * dans le polynéme caractéristique étant égal (au signe
prés) & la somme des mineurs principaux d'ordre k.
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i) Montrer que si X est singuliere, la matrice [)0( ;;] est de rang n — 1

si tr(XY) #£ 0

INDICATION.— Utiliser le fait que le carré de XY est non nul, car une
matrice de rang un dont la trace est non nulle ne peut étre nilpotente (cf.
exercice suivant).

j} Montrer que si A € M(n,C) vérifie tr(A) = 0, alors ’origine est dans
I’enveloppe convexe des valeurs propres de A.

INDIGATION.— Si 3" 1/X; = 0 alors 3_(1/]A:]%)A; = 0.

k) Montrer que pour toute matrice A, la comatrice A est un polynome en
A.

InpicATION.— Considérer le polynéme Ca(X) défini par [—-pa(X) +

[
g

0-C.11.4. Rang 1 et similitude. L’objet de I'exercice est de proposer
une méthode de fabrication de matrices {non trivialement) semblables et
qui utilise un minimum de calculs. Cette méthode est fondée sur la clas-
sification, pour les matrices de rang 1, des classes d'équivalence pour la
relation de similitude.

a) Soit (£;;);; la base canonique de M (n, K). Déterminer les couples (%, j)
tels que Ejo et Ej; soient semblables. De méme, déterminer les couples
(i, 7) tels que E;; et A-E;; (ou A est un scalaire quelconque non nul) soient
semblables.

b} Montrer que si la matrice M est de rang 1, alors M est semblable & Fogy
ou & pEyny, ol u est un scalaire bien défini. En déduire que deux matrices
de rang 1 sont semblables si et seulement si elles ont méme trace.

c) Montrer que si A et B sont semblables, il en est de méme des matrices
A — A1d,, et B — AId,, pour tout scalaire A. Compléter les matrices

M4 1 M a

1 k¥ X O * ¥
2 % % et 1 x %
363 11 %

en deux matrices de rang 1 et qui soient semblables. En leur ajoutant 2-Idg,
écrire les deux matrices non trivialement semblables que 1'on obtient.

lﬂﬂ r]a'nv "’Y\Q+I‘

-7 69 —-13 -9 -4
3 -49] et 6 8 8
6 12 8 9 27 2

sont semblables, sachant qu’elles ont été fabriquées au moyen du procédé
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ci-dessus. Méme question pour les matrices

10 4 -3 93 2
212 -3 | e [-15 -2
4 8 2 13 10

0-C.11.5. (Pour débutants). Montrer que la cellule de Jordan Jyy,, ol
n > 0, ne peut étre semblable & une matrice antisymétrique A i coefficients
dans C.

La bonne fagcon de procéder est de dire que le rang d’une matrice antisy-
métrique est pair alors que le rang de Ja, est égal a 2n— 1. Mais on évitera
le résultat concernant le rang d’une matrice antisymétrique, résultat qui
suppose quelques rudiments concernant les formes bilinéaires antisymé-
triques. On raisonne par I’absurde : la matrice A%*~! serait semblable &
J22;”_1. Cette derniere matrice, que ’on peut expliciter, est de rang 1. Or,
le fait que tous les mineurs (principaux) d’ordre 2 d’une matrice antisy-

métrique soient nuls implique qu’elle est nulle.

0-C.11.6. a) Soit K un corps de caractéristique nulle et soit M € M(n, K)
une matrice dont les puissances M k pour 1 < k £ n sont toutes de trace
nulle. Montrer que M est nilpotente.

InpicaTION.— Une premiére méthode consiste & utiliser les relations entre
les fonctions symétriques élémentaires des racines \;, ¢ = 1,...,n d’un
polynéme et leurs sommes de Newton Sp = 3 AF, pour établir que le
polynoéme caractéristique de M est de la forme (—1)"X™; et I'on conclut
grace au théoreme de Cayley-Hamilton. Une autre méthode consiste a
déduire d’abord de 'hypothése que le terme constant dans le polynéme
minimal de M est nul; par suite le noyau de M est non nul. Une base de
I’espace vectorie] avec un premier vecteur annulé par M ayant été choisie,

- -, ]
"M FATCAMNTNATNIANE IMar ransiirranasa “ﬂ‘l“" Q'anaaaar
WlL Lavioviiiniviiiviliu Punl. LU ULl viisvw PU wuv o Dlls(b&\al .

b) On suppose que [A, B] = B. Montrer que B est nilpotente. Montrer
plus généralement que si [X,Y] commute avec X, la matrice [X,Y] est
nilpotente.

InpICATION.— On a facilement [A, B™] = mB™. Si les matrices B™
n’étaient jamais nulles, 'endomorphisme ad(A) aurait une infinité de va-
leurs propres.

¢) Montrer que ’ensemble des matrices nilpotentes (& coefficients réels ou
complexes et d’ordre supérieur ou égal & deux) est d’intérieur vide (pour
la topologie de Hausdorff) dans ’espace vectoriel H des matrices de trace
nulle [voir la question d) de I'exercice 0.11.41).

INDICATION.— Si un ouvert non vide de H était formé de matrices nilpo-
tentes, la fonction déterminant ou encore la fonction M — tr M? seraient
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identiquement nulles sur ’espace vectoriel H (penser 2 la formule de Taylor
ou voir 'exercice 0.11.51).

d) Montrer que I’ensemble des matrices nilpotentes (d’ordre supérieur ou
égal & deux) est d’intérieur vide dans I’ensemble des matrices de détermi-
nant nul.

INDICcATION.— Constater d’abord qu’une matrice nilpotente triangulaire
est clairement limite d’une suite de matrices non nilpotentes de détermi-
nant nul. Opérer ensuite par similitude. (Un argument analogue aurait
également fonctionné pour la question précédente.)

0-C.11.7. a) Montrer qu'une matrice N est nilpotente si et seulement si

la matrice nulle est dans ’'adhérence de sa classe de simihitude.
]ﬂ Montrer que N est semblable 4 2NN si et seulement si elle est nilnoten

) S A

INDICATION.— Se rappeler que, lorsque A # 0, rang N* = rang(AN )k, ce
qui implique que les tableaux de Young de N et de AN sont identiques.
¢) Montrer que toute matrice est semblable 4 sa transposée.
INDICATION.— On pourra montrer que les facteurs invariants, qui se cal-
culent & partir de mineurs, sont les mémes pour 1'une et I’autre puisqu'un
mineur est égal au mineur transposé. On pourra aussi passer par les ta~
bleaux de Young attachés a chaque valeur propre et montrer qu’ils sont les
mémes pour A et sa transposée puisque, pour tout k, rang(A — )\Id)k =
rang(*A — AId)*.

d) On suppose que les matrices

) ___[82] “ |03

SOt SemUl. b €5. 1v10nb1(-:1 que A eb D IB bOIlE egcuement
InDICATION.— On pourra constater par exemple que ’hypothése implique
que pour tout A € K et k € N, on a rang(A — Ald)* = rang(B ~ Ald)F.

0-C.11.8. Réduction des endomorphismes. L’objet de cet exercice
est de regrouper ce qu'il est bon de retenir des premiers résultats sur la
réduction des endomorphismes. On supposera le corps de base algébrique-
ment clos.

a) La multiplicité m) d’une valeur propre A ynomn
d’une matrice A est le pas ol la suite des noyaux itérés Ke

devient stationnaire.

b) La multiplicité c) de A dans le polynéme caractéristique est la dimension
du sous-espace caractéristique (appelé aussi sous-espace spectral) F)\(A) =

Ker(A — AId)™.

L] e 1T T 0

JAL1ALIRRICRE

(A — AId)F
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c) Il est clair que pour tout A, on a my < c¢). C’est le théoréme de Cayley-
Hamilton.
d) L’espace F = K" est somme directe des sous-espaces spectraux. Ces
derniers sont stables sous l'action de A; de plus, la restriction de A a
F,(A) s’exprime comme la somme de I’homothétie AId et d'un opérateur
nilpotent.
e) Une matrice A est diagonalisable si et seulement si I’espace F est somme
directe des sous-espaces propres Ey(A) = Ker{A — Ald), ce qui s’exprime
aussi par 3 corang(A— AId) = n, pour les A valeurs propres. Ceci équivaut
aussi & dire que les racines du polynéme minimal sont simples, ou encore,
que la multiplicité de toute valeur propre A dans le polynéme caractéris-
tique est égale & la dimension du sous-espace propre associé. On a donc
dans ce cas, pour toute valeur propre X, Ker(A — AId) = Ker(A — Ald)?,
condition équivalente & E = Ker(A — AId) & Im(A — AId).
f) Pour une valeur propre A, dire que le sous-espace propre Fy(A) est de
dimension 1 équivaut a dire que la multiplicité de A dans le polynéme
caractéristique est la meéme que sa multiplicité dans le polynéme minimal.
Les matrices A dont le polynéme minimal est égal au polynéme caracté-
ristique sont caractérisées aussi par le fait que pour tout scalaire a, le rang
de (A — old) est supérieur ou égal & n — 1. C’est le cas par exemple des
matrices compagnons (cf. exercice 0-C.11.20 plus bas) associées aux poly-
némes de degré n, ou plus généralement des matrices sous-triangulaires (ce
sont les matrices dont tous les coefficients au-dessous de la sous-diagonale
sont nuls) dont les coeflicients sur la sous-diagonale sont non nuls.

0-C.11.9. La décomposition de Jordan. a) Montrer que toute matrice
.Z‘vf a coefficients ddILS C se ueccmpose de 1a§0n unique comine la somme
= S5+ X d’une matrice diagonalisable S et d’'une matrice nilpotente X

qui commutent. On appellera S la composante semi-simple et X la partie
nilpotente de M.

INDICATION.— L’existence découle de 'alinéa d) de ’exercice précédent;
quant & l’unicité, elle provient du fait que la somme de deux matrices
nilpotentes (resp. diagonalisables) qui commutent est encore nilpotente
(resp. diagonalisable).

h\ Montrer que S et X sont des polyndémes en M sans terme constant.
INDICATION.— Il suffit de le faire pour S : on se ramene au cas ou S est une
homothétie grace au lemme chinois. On utilise alors le fait que lorsqu’une
matrice M est inversible, I'identité est un polynéme en M sans terme
constant.
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c) On consideére la matrice

M=

o QR
o8 R
@ N

ol 'on a supposé a # b. Montrer que
[a 0 & +2]

S=10a Y
00 b

INDICATION.— Le polynéme p(X) = a+ = (X —a)? vérifie p(X) = a mod
(X —a)? et p(X) = bmod (X —b). On a donc S = p(M).

d) Montrer que toute matrice inversible M s’écrit de facon unique comme
le produit d’une matrice diagonalisable et d’'une matrice unipotente U
qui commutent; ces matrices sont appelées respectivement la composante
semi-simple et la composante unipotente de M. Y a-t-il risque de confu-
sion 7

INDICATION.— Non, carsi M = 5§+ X,ona M = SU avec U =Id+ 571 X.
e) Traiter le cas ol la matrice M est réelle.

f) Comparer le noyau de M a ceux de S et X. (Utiliser b) pour montrer
que Ker(M) = Ker(S) N Ker(X)). Etablir alors que I'ensemble des points
fixes d'un automorphisme P est donné par I'intersection des sous-espaces
des points fixes des composantes semi-simples et unipotentes de P.

g) Montrer que les matrices § + X et § + 2X sont semblables.
INnpicAaTION.— Diagonaliser S et utiliser le fait que X, commutant avec la
matrice S, laisse stable les sous-espaces spectraux de celle-ci. Se ramener

sy 3
alors au cas ol & est une homothétie, et appliquer le b) de l'exercice 0-

C.11.7.

h) Utiliser la décomposition « en semi-simple plus nilpotent » pour prouver
qu'une matrice A de M (n,C) dont les valeurs propres sont toutes de mo-
dule strictement inférieur a 1 est telle que la série 3, AF est convergente,
La réciproque est facile.

Remarque. On démontre (voir par exemple [Cart], page 11) que si G
est un groupe algébrique affine plongé dans GL(n,K) (ot le corps K est
algébriquement clos), les composantes semi-simple g, et unipotente g, d’un
élément g de G sont encore dans G et que les éléments ainsi obtenus ne
dépendent pas de la réalisation de G, mais seulement de g € G. Par ailleurs,
un homomorphisme ¢ : G — G’ entre groupes algébriques affines envoie

“4 On trouvera, par exemple dans [Mn-Ts], page 22, une autre approche de ce
résultat.
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respectivement les composantes semi-simple et unipotente de ¢ € G sur
celles de 1'élément ¢(g) € G'.

0-C.11.10. a) Soit A une matrice diagonalisable. Montrer que les ma-
trices M qui ont méme polyndme caractéristique que A et qui sont annu-
lées par le polynéme minimal de A sont exactement les matrices semblables
a A. En déduire que la classe de similitude de A est fermée.

b) Réciproquement, montrer que si la classe de similitude de A = S+ X
est fermée, la matrice A est diagonalisable.

INDICATION.— Montrer en fait que la composante semi-simple d'une ma-
trice M appartient toujours & l’adhérence de l'orbite de M ([reprendre

la question g) de l’exercice précédent]. Comparer avec la démonstration
du corollaire 0-C.6.1.2 qui s’adapte au cadre plus général des algébres de

e LASANlaadRal U TSRS e sy A s

Lie semi-simples, sachant que le théoreme de J acobson—Morozov s apphque
dans l'algébre de Lie (réductive) des éléments qui commutent avec S.

0-C.11.11. Montrer que Ker(A?)/Ker A est isomorphe naturellement a
KerANImA = Ker Ay 4- Ecrire, plus généralement, un isomorphisme
entre le noyau de la puissance k*™¢ de la restriction de A 4 Im A et
I'espace quotient Ker(A*+1)/ Ker(AF). En déduire le résultat annoncé dans
la présente note (cf. page 184) sur le tableau de Young de Ajjy, 4-

0-C.11.12. Ecrire une condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite
croissante de sous-espaces vectoriels de E soit la suite des noyaux itérés
d’'un endomorphisme f nilpotent.

INDICATION.— 1l s’agit, comme on peut s’en douter, de la condition qui
veut que la suite des dimensions des sous-espaces donnés «s’essouflle » et

meure au sommet. On doit vérifier ici qu’elle est suffisante. Par dualité, on
se rameéne A construire un endomorphisme f dont les images sont des sous-

GRALILASN & LVl AR aas A A R ARt LAl 1o LGS AL

espaces décroissants E D F} D F D --- D Fx_1 D {0}, dont la suite des
dimensions « a du souffie ». L’endomorphisme f est nul sur Fj_1 et se doit
d envoyer urn snpp;ememaire de rk 1 dans rk 9 SUr _JE‘Cbl'VEI'ﬂEﬂL sur J."k 13
c’est précisément possible vu notre condition. Ceci définit f sur Fj_a, et

I’on continue de la sorte jusqu’a arriver a E.

0-C.11.13. On considere le diagramme E1 E'2<B—E3, ou les A; sont

1
injectives et les B; surjectives et ou A; c By = Bg o As. Montrer que

dim E2 — dim E] < dim E3 — dim Eg.
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0-C.11.14. La relation de similitude dans M (n,C). Soit K un corps
algébriquement clos.

a) Décrire 1’ensemble quotient de M (n,K) par la relation d’équivalence:
APEB si et seulement si les polynémes caractéristiques de A et de B sont
égaux.

INDICATION.— L’ensemble quotient est en bijection avec les orbites dans
K™ sous I'action du groupe symétrique &,, (voir I’exercice 0.11.64).

b) Quelles sont les classes d'équivalence correspondant aux points fixes de
I’action de &, sur K".

INDICATION.— Le cone nilpotent est 'une de ces classes d’équivalences.
¢) Montrer qu’il y a un nombre fini de classes de similitude dans I’ensemble
des matrices de M(n,K) ayant un polyndéme caractéristique P(z) donné.
Calculer ce nombre en fonction des multiplicités des racines du polynéme
P. Traduire cela au niveau de 'orbite correspondante de G,, sur K”.

d) Dresser le graphe des orbites de gl(8,C) qui ont pour polynéme carac-
téristique X2(X — 1)3(X + 1)3.

INDICATION.— Ordonner tous les facteurs invariants possibles. En notant
p(k) le nombre de partitions de l'entier k, on trouve p(2)p(3)2 = 18 orbites.

0-C.11.15. On se propose dans cet exercice de démontrer que le centra-
lisateur d’une matrice M est réduit aux polynomes en M si et seulement
si les polynomes caractéristique et minimal de M sont égaux.

. Ay
a) Soit A = 0 A,
tiques de A; et A5 soient premiers entre eux. Montrer que les matrices qui
commutent avec A sont, comme A, diagonales en blocs.
INDICATION.— Si ZA; = AzZ, alors ZP(A;) = P(A2)Z pour tout poly-
noéome P. Prendre alors pour P le polynoéme caractéristique de A;, et en
déduire que la matrice Z est nulle.
b) Montrer que les matrices qui commutent avec un bloc de Jordan sont
les polynémes en ce bloc. Démontrer alors la condition suffisante.
INpICATION.— On appliquera a4 un moment le lemme chinois.
¢) Pour la condition suffisante, on est ramené a établir qu’une matrice nil-
potente dont le centralisateur a pour dimension le degré de son polynome

minimal est nécessairement semblahle a un bloc de Jordan. Ceci revient 3

AfaiaiiarilRe TV ALCNALSI ML viddady D ldeirai@sAT B AL AT A lafmai. ol ATV A aAY

dire qu'un tableau de Young dont la somme des carrés des longueurs des
colonnes est égale a la longueur de la premiére ligne est nécessairement
réduit a une ligne!

une matrice telle que les polynémes caractéris-

Remarque. La condition nécessaire découle aussi des considérations sur
I'application p (cf. page 195). Pour la condition nécessaire, on peut faire
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appel & la pseudo-réduite de Jordan T de la matrice nilpotente N et a
la forme des éléments T qui commutent avec elle, pour établir que si le
noyau de NV est de dimension supérieure ou égale a4 deux, on peut trouver
une matrice T, diagonale en blocs, qui n'est pas une homothétie et qui
commute avec 1.

0-C.11.16. Montrer que si n est pair, il y a toujours des orbites nilpo-
tentes de dimension n?/2. Constater que dans le cas n = 6, il y a deux
telles orbites.

0-C.11.17. Une classe de matrices particuliéres. a) Montrer que la
matrice nulle est la seule matrice nilpotente N dont le rang soit égal a

celui de son carré. Montrer que la matrice nulle est aussi la seule matrice

nilpotente dont le polyndme minimal soit égal & celui de son carré. (On
pourra lire les deux résultats sur le tableau de Young de N.)
b} Soit A une matrice carrée d’ordre n & coefficients dans un corps de
caractéristique nulle.
Montrer que les conditions qui suivent sont équivalentes.

i} La matrice A n'a que 0 ou 1 comme valeurs propres, et est semblable
a son carré.

ii} La matrice A2 — A est nilpotente, et rang(A) = tr(A).
ili} La matrice A vérifie A(A —Id)* =0

iv) La matrice A n’a que 0 ou 1 comme valeurs propres, et, de plus, les
polynémes minimaux des matrices A et A? sont égaux.

v} La matrice A est semblable 3 une matrice de la forme

[I[d+N 0]
0 0]

avec N nilpotente.

INDICATION.— On pourra décomposer la matrice A en semi-simple plus
nilpotent et utiliser le résultat qui dit qu'une matrice unipotente est sem-
blable a son carré (ce dernier point résulte de ce qu’une matrice nilpotente
est semblable & son double, et 'on passe par I’exponentielle aux matrices
unipotentes; on peut remarquer aussi que, si P est une matrice inversible

qui commute avec une matrice nilpotente N, alors les matrices PN et

N sont nilpotentes et leurs puissances ont méme rang: elles sont donc
semblables ! Par suite (Id + N)P — Id et N sont semblables).

¢) Quelles sont les matrices A telles que rang(A*) = tr(4*) pour tout
entier k7

INDICATION.— Ce sont les matrices A vérifiant les conditions précédentes !
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N .
En effet, on peut supposer A = [ ], avec N nilpotente d’ordre m et

0 P

P inversible. Par suite, la matrice U = P™ vérifie tr(U*) = n — m pour
tout k, et les traces des puissances successives de U — Id sont alors nulles.
La matrice U est donc unipotente, et les n — m valeurs propres de P sont
toutes de module 1; comme enfin tr(P) = n — m + rang(N), on en déduit
que ces valeurs propres sont toutes égales a 1 et que rang(/N) = 0.

d) Montrer que I’ensemble 4 des matrices A € M(n,R) telles que A soit
semblable & A% est une variété algébrique affine. Déterminer ses n + 1
composantes connexes.

INDICATION.— Les composantes connexes .4, sont données par les matrices
ayant une trace constante égale a .

AY Niallas amntd lac v ateisaa A TaTia YiTiTha ara Panaamhla doa ymatrinaa
U} wucllcb SULLL 1O LiidaUl1ILeD UT J.a.us 11111111610 Udlld | TLIOTLIILIIC UCTD LILIAUL IVGCD
A de trace [ telles que A% — A soit nilpotente ? Retrouver le fait que .4

est fermé.
e) On se place maintenant dans M(n,C) et on conserve les notations pré-
cédentes. Montrer que la classe de similitude de la matrice
d+J; 0 }
?

A= 0 0

ol J; est le bloc de Jordan d’ordre [, est dense dans .4;. En déduire que
A est irréductible et calculer sa dimension.

INDICATION.— Se rappeler que GL(n,C) est irréductible.

f) Calculer la codimension dans «¢; de la sous-variété formée par les pro-
jecteurs de rang ! et vérifier qu’elle est «indépendante » de n. (On trouve
une codimension égale & {?> — [, ce que I’on peut vérifier facilement dans les
cas extrémes.)

g) On note m I'application qui associe & un élément A de ¢ sa partie
semi-simple qui est dans I’ensemble & des projecteurs. Montrer que la fibre
au-dessus d’un point Py est donnée par les éléments de la forme Fy + N
avec PpN = NPy = N et N nilpotente. Ceci donne une caractérisation de
plus des éléments de 4.

h) Une matrice A semblable & A? a nécessairement méme polynoéme mini-
mal que A2. Est-ce que la réciproque est exacte ?

0-C.11.18. a) Montrer que Yapplication & qui associe a une matrice sa
partie semi-simple n’est pas continue.

INDICATION.— Elle serait égale a l'identité sur les matrices semi-simples,
et par suite constante.

b) Montrer qu’elle est discontinue en tout point qui n'est pas semi-simple.



§0-C.11 EXERCICES 257

InpicaTION.— Deux fonctions (en ’occurrence, 'application & et 1'iden-
tité) égales sur un ensemble dense sont égales en leurs points de continuité.
¢) Montrer qu’elle est continue aux points réguliers, c’est-a-dire en les
matrices dont les valeurs propres sont toutes distinctes.

d) Montrer que 'application & n’est continue en 0 que si les matrices sont,
d’ordre deux.

InDICATION.— Voir I'exercice 0-C.11.9. Considérer la suite de matrices

[ e 0 ]
Ac=|0 €& € |,
10 0 26|

et faire tendre ¢ vers 0.

e) Est-ce que sa restriction & ’ensemble € de lexercice précédent est
continue 7

f) Montrer que les points ol I'application & est continue se limitent aux
points réguliers et aux points semi-réguliers (ces derniers étant ceux dont
seulement deux valeurs propres sont égales).

0-C.11.19. Soit A et N deux matrices d’ordre n, et soit p un entier tel
que 0 < p € n.
a) Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Le polynéme caractéristique de AX + N est égal a celui de AX pour
toute matrice X de rang p.

ii) La matrice N est nilpotente et NA = 0.
INDICATION.— On pourra dans un sens utiliser le fait que deux matrices
N et M vérifiant NM = 0 sont simultanément trigonalisables dans une
extension convenable du corps de base, ou bien écrire A = PR, (}, ou R,
est la matrice standard de rang r, et se ramener 4 A = R,.
Inversement, on pourra établir que N est nilpotente en considérant une

aimmte { X\ da matrirae de ranoc n tandant vere la matrice nulle Fn-
MULL UL \J&’c jn A ALACL UL AN LS A Luu& y Vol bl v LA v, peah) ALACL UL LU AU LI A dal

suite, on utilisera le fait que, si deux matrices ont des polynémes ca-
ractéristiques égaux, il en est de méme pour leurs carrés! Par suite,
tr(AX + N)? = tr(AX)? pour toute matrice X de rang p, et par (double)
linéarité tr{(VAX) = 0 pour toute matrice X !

b) Soit B une nouvelle matrice. Déduire de ce qui précede que le produit
ABA est nul si et seulement si le polynéme caractéristique de A(X + B)
et celui de AX sont égaux quelle que soit la matrice X.

c) Montrer que la matrice A’ est I'inverse de A si et seulement si les
polyndmes caractéristiques de AX +1Id et de AX + AA’ sont égaux quelle

que soit la matrice X.
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0-C.11.20. Les matrices compagnons. a) Montrer qu’un corps K est
algébriquement clos si et seulement si toute matrice a coefficients dans K
est trigonalisable sur K.

InDICATION.— La difficulté consiste a trouver une matrice dont le poly-
ndéme caractéristique est donné (encore faut-il que le coefficient dominant
de ce polyndme soit (—1)"). Les matrices compagnons* reglent ce pro-
bleme :si 7(X) = (—1)*X? — an_12" ! — ... — ag|, la matrice (compa-
gnon) C, qui a des 1 sur sa sous-diagonale, les a; sur sa derniére colonne
et des zéros partout ailleurs, a le polynéme 7(X) pour polynéme caracté-
ristique’s.

b) Montrer qu’une matrice est semblable & une matrice compagnon si et
seulement si son polynéme minimal est (au signe pres) égal & son polynoéme
caractéristique, ou encore si et seulement si ses sous-espaces propres sont
tous de dimension 1.

¢) Montrer qu’une matrice est toujours semblable & un tableau diagonal
de matrices compagnons (cf. 0-C.2.7.2).

d) Déterminer les points lisses de la variété algébrique formée des endomor-
phismes non surjectifs entre K" et K?, ou l'on a supposé n = p. Appliquer
cela & 1’étude des matrices dont le polynome minimal est différent du po-
lynéme caractéristique (cf. remarque suivant le corollaire 0-C.5.1.2).

Remarque. On pourra en s’aidant de 'index rencontrer dams le texte
d’autres propriétés des matrices compagunons. On pourra consulter aussi
[Mn-Ts].

0-C.11.21. Soit O un ouvert de M (n, K) stable par conjugaison et conte-
nant les matrices diagonales. Montrer ’ﬂ est égul a2 M(n,K) tout entier

qu’il
INDICATION.— Utiliser le corollaire 0-C.6.1.2.

0-C.11.22. (D’apreés Kraft et Procesi.) Soit N une matrice nilpotente
d’ordre p et de rang k. L’ensemble des matrices carrées d’ordre m de la
forme AB (ou A est de taille (m, p) avec m = 2p—k et B de taille (p,m) et
ot BA, qui est carrée d’ordre p, décrit ’adhérence de ’orbite de V) n’est
autre que l’ensemble des matrices nilpotentes ayant un tableau de Young
obtenu par dégradations successives a partir du tableau de Young déduit

de celui de N par 'adjonction d*une premiére colonne comportant m — p
cases.

4% Leur nom provient, sans doute, du fait qu’une telle matrice arrive en compagnie
du polynéme qui lui donne naissance.
48 Le coefficient en position n, n est évidemment égal A a,...;, comme ’est la trace.
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InDIcATION.— Utiliser la description de ’adhérence d’une orbite au moyen
du rang, puis utiliser le fait que le rang de (AB)? est inférieur au rang
de (BA)*~1. Enfin, se souvenir du lien entre le tableau de Young d’un
endomorphisme nilpotent et celui de sa restriction a son image.

En déduire le résultat élémentaire suivant que ’on peut établir directe-
ment : toute matrice M d’ordre 2n vérifiant M2 = 0 est le produit de deux
matrices X € M(2n,n,K) et Y € M(n,2n,K) telles que YX =0.

Une autre application est donnée par le résultat suivant:les matrices
d’ordre 2n de la forme XY avec Y X d’ordre n et nilpotente sont caracté-
risées par le fait qu’elles sont nilpotentes et que leur rang est inférieur ou
égal & n.

0-C.11.23. Produit d’éléments singuliers dans le centralisateur
d’une matrice. Soit M une matrice nilpotente telle que les deux pre-
miéres colonnes de son tableau de Young soient de méme longueur & (cf.
exercice 0-C.11.57). Montrer que si 'on écrit M comme le produit de
k+ 1 matrices M; commutant avec elle, I'une de ces matrices au moins est
inversible.

InNpICATION.— Pseudo-jordaniser adéquatement la matrice M, et constater
que le premier bloc de sa surdiagonale est inversible. Etablir que I'une des
matrices M;, soit M;,, est inversible revient & établir que son premier bloc
diagonal, égal d’ailleurs au second, est lui-méme inversible. La condition
M = M, --- M4+, nous rameéne 3 établir que si I'on démarre avec k + 1
matrices singuliéres X; d’ordre k dont le produit est nul, alors la matrice

NOY, Y VX e X

PAPELY! "'E—J."b“'b-rl “ik41H
‘l

ou les matrices Y; sont quelconques, est singuliere. Pour cela, on dévelop-
pera le polynoéme det{(X; — AY1) -+ (Xk4+1 — AYxt1)], €t on constatera
qu’il admet A = 0 comme racine d’ordre k + 1.

0-C.11.24. Montrer que 'application r : 3(M) — End(Ker M) qui, & une
matrice commutant avec M, associe sa restriction au noyau de M, est
surjective si et seulement si le tableau de Young de M relatif a la valeur
propre 0 a une forme rectangulaire.

INDICATION.— Se ramener au cas d’une matrice nilpotente N. Constater
alors cela sur la forme des éléments du centralisateur de la matrice nilpo-
tente N, lorsque la matrice N a été pseudo-jordanisée adéquatement. De

fagcon plus précise, la condition exprime tout simplement que le premier
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bloc apparaissant dans une matrice Z € 3(N) est plein, ce qui se traduit
par le fait que les sauts de dimension sont tous égaux.

0-C.11.25. On se donne deux matrices A et B d’ordre n qui commutent.
Enoncer une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice
M=
o 4]

d’ordre 2n soit diagonalisable
aA’0r t gonaligable,

InDICcATION.— Il faut et il suffit que A soit diagonalisable et B nulle. Pour
le voir, on pourra écrire A =5+ N et

S0 N B
v-[os] 5 %)
et noter que S et B commutent (pourquoi 7). Remarquer au passage que A
est la restriction de M aux n premiers vecteurs de base : sa semi-simplicité
découle encore plus clairement de celle M.
Une autre méthode consiste & calculer p(M) pour un polynéme p et a
constater que le polynéme minimal r(X) de la restriction de A 4 'image de

B doit diviser le polynéme minimal de M et sa dérivée. La semi-simplicité
de M entraine que 7(X) est constant, et donc B nulle.

0-C.11.26. a) Ecrire le tableau de Young de la matrice nilpotente

OA]
M=[99’
ol A est une matrice carrée d’ordre n.

INDICATION.— Remarquer que M2 = 0 et dim Ker(M) = n + dim Ker(A4).
b) Soit N une matrice nilpotente. Ecrire le tableau de Young de la matrice
nilpotente

a partir de celui de N. Constater qu’elles ont le méme polynéme minimal.
INpicATION.— On a dim Ker(M) = 2dim Ker(N), puis dim Ker(M?) =
2dim Ker(N?)... Le tableau de Young de M s’obtient & partir de celui de
N en en doublant les colonnes.

¢) Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que les matrices

AA A0
X_loAletY_[OA}
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soient semblables est que la matrice A soit nilpotente.
INDICATION.— La condition suffisante découle de la question précédente.
Pour la condition nécessaire, on pourra passer par le polynéme minimal
qui vérifie une équation différentielle trés simple.
d) Ecrire de méme le tableau de Young de
N N
e [3].
InpIcATION.— On a dim Ker(M) = n + dim Ker(N).
e) Méme question pour les matrices
N 1Id N Id
0N 0 0"
INDICATION.— Le tableau de Young de la premiére des deux matrices ad-
met pour longueurs des colonnes C] =2C, + C, —1,C, = Co + Cs, ...,
et C,,; = 1. Quant au tableau de Young de la seconde, il s’obtient en
ajoutant une premiere colonne de longueur n au tableau de départ.
f) Existe-t-il une application polynomiale ¢ qui envoie une matrice nil-
potente N d’ordre n sur une matrice nilpotente (N) d’ordre 2n et dont
le tableau de Young s’obtienne & partir du tableau de Young de N en en
doublant les longueurs des lignes 7 Plus simplement, existe-t-il une fonc-

tion polynomiale qui double la taille des matrices nilpotentes et qui double
aussi 'indice de nilpotence ?

0-C.11.27. Homologie et similitude. Les techniques employées dans
I'exercice qui suit trouvent leur origine en algébre homologique et n’utili-
sent, de fagon surprenante, que la « simple » notion de dimension. Nous les
devons & B. Keller.

a) On se donne deux suites exactes d’espaces vectoriels de dimension finie

{0}-vy —-vLHy

et

{0} - V1 — V' — V2 — {0}.
On suppose que les espaces vectoriels V' et V’/ sont isomorphes. Montrer
alors que I'application linéaire  est surjective.

On considére la matrice triangulaire en blocs [ . Soit alors V I’espace

B
0C

vectoriel des matrices blocs [ }Y}
2

e=(ae][)

] vérifiant
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Constater que cet espace vectoriel n’est autre que l’espace vectoriel des

homomorphismes des K{X]-modules associés aux matrices é g] et C.

¢) On suppose que les deux matrices
A B A0
et
0C 0C
sont semblables. Montrer qu’il existe une matrice X telle que B = AX —

XC.
INDICATION.— On pourra introduire ’application linéaire ¢ définie sur V

qui associe & { V. la matrice Y7, en cherchant a appliquer le a).
2
d) Retrouver alors le résultat de I'exercice précédent qui afirme que si

61 ﬁ] est semblable & [13 g]

alors A est nilpotente.

INDICATION.— La matrice A s'écrit donc A = AX — X A; elle commute
par conséquent avec AX — X A; cette derniére est donc nilpotente. Or, elle
coincide avec A.

e) Montrer qu’une matrice B (& coefficients complexes pour simplifier) est
de trace nulle si et seulement si il existe une matrice A telle que les deux

matrices
A B ot A0
0 A 0 A
soient semblables.

INDICATION.— Pour la condition nécessaire, on pourra admettre (ou com-
mencer par prouver) qu’'une matrice complexe B de trace nulle s’écrit sous
la forme XY — Y X47 et utiliser alors

al[ex] -0 R[]

f) Vérifier que les deux matrices

4 av vl 4 nl
A AA — AT ot AU
o ¢ | ¢ oc

sont toujours semblables.

47 Ce résultat élémentaire s’obtient par un calcul de matrices-blocs et une récur-
rence, une fois la matrice B ramenée & une matrice ayant partout des zéros sur
la diagonale.
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Id X

0 Id

g) Soit A une matrice carrée (non nulle). Montrer que ’ensemble des ma-
trices X telles que les matrices

X A ot X 0
0 X 0 X
soient semblables est stable par X — (X —AlId) o1 A est quelconque, et par

X — AX ol A # 0. Montrer que le groupe Z(A) des matrices inversibles
qui commutent avec A agit par similitude sur cet ensemble.

InDICATION.— Considérer la matrice inversible

I v hY 0 1 Id
Déterminer cet ensemble dans le cas ol A = ! 0ol Vérifier en particu-
lier directement que si A = XY — Y X alors les matrices X et Y sont

triangulaires non nulles.

Commentaire — L'exercice est élaboré d’aprés 1'idée suivante : si I’'on note
Ejr le K[X]-module associé & une matrice M, une suite exacte de K[X]-
modules de dimension finie

{0} - E4 — Ep — E¢ — {0},

dont le terme central est isomorphe 4 la somme directe E 4@ E¢ des termes
latéraux, est scindable. Une telle suite exacte est en effet scindable si et
seulement si 'application Idg,, et par conséquent tout endomorphisme de
E, est «relevable» en un morphisme de Eo dans Ejy, autrement dit si
la suite exacte

est prolongeable par {0}. Remarquons que 'espace Hom(Eq, E4) corre
pond bien au noyau de 'application ¢ introduite en ¢) et considérée dans
I'exercice.

Le lecteur pourra enfin confectionner un exercice du méme type en consi-
dérant des K[X,Y]-modules de dimension finie.

0-C.11.28. a) Soit A et B deux matrices réelles d’ordre n. Montrer que

les matrices
A T')-I rol n-l A N =™
A B A —-B ; A+1B 0
{ BAJ lB Al ¢ { 0 A—3B

sont semblables.

INDICATION.— On pourra commencer par le cas ou les matrices sont
d’ordre 1 & coefficients réels (exhiber alors une matrice de passage uni-
verselle).



264 CLASSES DE SIMILITUDE §0-C

_g ﬁ est positif ou nul. Retrou-
ver cela par des manipulations sur les lignes et les colonnes (en pensant
évidemment & passer dans C).

c) S’inspirer de I'indication donnée en a} pour établir que le déterminant
de la matrice M € M(3n,R) donnée par

[ A B
M=|-B A
—-B -B A

est de méme signe que le déterminant de la matrice A.

b) En déduire que le déterminant de

1

v

0-C.11.29. a) Montrer que si A est un opérateur nilpotent vérifiant A* =
0 et A*~1 £ 0, ’application naturelle E/Im A — Ker A donnée par % +—
AF~1(z) est bijective si et seulement si tous les blocs de la réduction de
Jordan de A ont méme taille.

INpICATION.— Regarder le tableau de Young de A en se souvenant que la
dimension de Ker A*~! est la somme des longueurs des colonnes, excepté
la derniére, et que la dimension de Im A est la somme des longueurs des
colonnes excepté la premiere.

b) Montrer que cette condition sur les blocs intervenant dans la réduction
de Jordan de A est réalisée si et seulement si le sous-espace

Sp=FAF)®---® A (F),

ou F est un supplémentaire quelconque de Ker A*~! dans E, est égal a F.
INDicATION.— 11 suffit en effet de considérer la suite {0} C KerA C
Ker A% C --- C Ker A*¥~! C E et de se rappeler les injections de Frobenius
induites par A qu’on utilise quand on écrit une réduction de Jordan de A.

0-C.11.30. a) On reprend avec les mémes notations les données de I’exer-

Aira nrdcddont of Pan arnnean qtve A vAriGo (Y F Al 2l L £ Afa XY — D
LVILT plTLCUclly ©y 1 VUil DUp puUnT quc L1 VCLALLT k‘l‘).’ \ﬂ\-b}, y} T J L ﬂ\y}} —_— U,

ou f désigne une forme bilinéaire symétrique ou antisymétrique. Montrer
que le sous-espace A-stable Sp est non isotrope, ¢’est-a-dire que la restric-
tion de la forme f &4 Sp x Sr est non dégénérée.

INDICATION.— On pourra commencer par démontrer grice a (*) que
F+ N A*1(F) = {0}; remarquer ensuite qu'un élément z orthogonal &
la somme directe S est caractérisé par le fait qu’il se trouve, ainsi que
ses transformés par les puissances successives de A, dans F-- (utiliser en-
core (*)). S'l est par ailleurs dans S, alors A*~1(2) = A¥"1(z), ou 2
désigne la composante de z sur le facteur F de Sy; on voit donc que z;
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est dans Ker A¥—1, mais il est aussi dans F :il est donc nul! On répéte
successivement le méme procédé avec les autres composantes de z.

b) Montrer que, si le tableau de Young de A est un rectangle (c’est
la condition rencontrée dans l’exercice précédent), on peut définir sur
le quotient E/Im A une forme bilinéaire non dégénérée f en posant
f(z,9) = f(A*'(z),y). Remarquer que, si f est symétrique, la forme
f est symétrique ou antisymétrique suivant que k est impair ou pair, et
que si f est antisymétrique, la forme f est symétrique ou antisymétrique
suivant que k est pair ou impair.

0-C.11.31. a) On se donne une matrice nilpotente d’ordre 2n de la forme

By

|52 =M |~

ol chacune des matrices S; est symétrique d’ordre n. Montrer que les
lignes de longueur impaire qui apparaissent dans son tableau de Young y
apparaissent un nombre pair de fois. On pourra remarquer que la matrice A
est un élément de P’algebre sp,, (K) définie comme ’ensemble des opérateurs
L de E = K" vérifiant (*) f(L(x), y)+ f(z, L(y)) = 0 pour tous les z,y, o
f désigne la forme bilinéaire alternée non dégénérée donnée par la matrice

0 -Id,
J= [Idn 0 ] )
INDICATION.— On pourra introduire la notion de sous-espace indécompo-
sable, c’est-a-dire d’un sous-espace X stable par A, non singulier pour la
forme symplectique (c'est-a-dire E = X @ X1) et qui ne peut s’écrire
comme somme directe orthogonale de deux sous-espaces A-stables stricts.
Il est clair que E' est somme directe orthogonale de sous-espaces indécom-
posables. La restriction de la forme f munit un sous-espace indécompo-

sable d’'une structure symplectique; il est donc en particulier de dimension
paire. Il suffit alors, pour établir la propriété annoncée, de démontrer que

A=

1 + 43 A A A ndA ol +all A~ V.
18 l'eSuriClaiGn Q¢ A a uil sbus-espace 1uucb0mp05auxe a Uil tabieau de oung

dont les lignes sont toutes de méme longueur (cf. exercice 0-C.11.29). En
supposant E lui-méme indécomposable, le sous-espace Sp défini précé-
demment est stable par A; il est donc égal & E, car il est non singulier
(voir 1'exercice précédent).

b) On se donne une matrice A nilpotente antisymétrique d’ordre n. Mon-
trer que les lignes de longueur paire qui apparaissent dans son tableau de
Young y apparaissent un nombre pair de fois. On pourra remarquer que
la matrice A est un élément de ’algébre so,,(K) définie comme 1’ensemble
des opérateurs L de E = K" vérifiant (x)f(L(z),y) + f(z, L(y)) = 0 pour
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tous les z,y, ou f désigne la forme symétrique non dégénérée donnée par
la matrice identité.

INDICATION.— On procéde comme dans la question précédente pour se
ramener a un sous-espace indécomposable; le quotient £/Im A étant alors
muni, quand % est pair, d’une forme symplectique, il est donc de dimension
paire. Il en est donc de méme pour 1’espace Ker A qui lui est isomorphe.
La dimension de ce dernier est précisément le nombre de lignes dans le
tableau de Young !

0-C.11.32. On va retrouver plus directement les résultats de l’exercice
précédent.

a) Montrer que les lignes de longueur paire du tableau de Young d'une
matrice nilpotente A se répétent un nombre pair de fois si et seulement si
les rangs des puissances impaires de A sont pairs.

INDICATION.— Se rappeler que le rang de A™ se lit comme le nombre des
cases en dehors des m premiéres colonnes de son tableau.

b} Montrer que les lignes de longueur impaire du tableau de Young de A se
répétent un nombre pair de fois si et seulement si les rangs des puissances
paires de A sont pairs.

¢) En déduire qu'une matrice A antisymétrique nilpotente a un tableau
qui vérifie la condition énoncée dans le a) du présent exercice et qu’une
matrice nilpotente de la forme

M s
EE

a un tableau qui vérifie la condition énoncée dans b).

InDicaTioN.— Il est bien connu qu’une matrice antisymétrique a un rapg
pair. Ses puissances impaires, étant encore antisymétriques, vérifient la
méme chose. Quant aux matrices L de sp,,(K), elles vérifient ‘LJ+JL = 0.
Il s’ensuit facilement que les matrices JL?™ sont antisymétriques; leurs

rangs, qui sont aussi les rangs de L?™, sont donc pairs.

0-C.11.33. Les parties constructibles. Soit X un espace topologique.
Une partie L de X est dite localement fermée dans X si L est I'intersection
d’'un ouvert O et d’un fermé F' de X.

a) Montrer que dans ce cas L = O N L. En déduire que la partie L est
localement fermée si et seulement si elle est ouverte dans son adhérence.

b) Montrer que la partie L est localement fermée si et seulement si la partie
I\L est fermée dans X.
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c) Vérifier que la partie C = {(z,%); ¥ # 0} U {(0,0)} de R?, muni de sa
topologie canonique, n’est pas localement fermée. Vérifier qu’il en est de
méme de la partie P = {(z,y); y > 0} U (Q x {0}).

d) Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une partie L
de X soit localement fermée est que (L\L)N L = @.

e) Soit A C X. On dit que a est un bon point de A s’il existe un voisinage
V de a dans X tel que V N X soit fermé dans V, autrement dit, si a € A

et s’il existe V C X, et F C X tels que a € V, F soit fermé dans X, et
VNA=VnNF.

Un voisinage V d’un bon point a de A vérifiant la propriété précédente est
dit un bon voisinage de a € A.

Vérifier que, pour un bon point ¢ € A, l'intersection d'un voisinage de a
et d’un bon voisinage de a est un bon voisinage de a. En déduire que les
bons voisinages de a forment une base de voisinages pour a.

f) Soit a un bon point de A et V un bon voisinage ouvert de a. Montrer
que les points de V' N A sont tous de bons points de A. En déduire que
’ensemble 98 4 des bons points de A est un ouvert de A.

g) Montrer que, si A; et A2 sont deux parties de X, on a B4, N By, C
BAr0A,-

h) Les points de A qui ne sont pas bons sont dits mauvais. Leur ensemble
est noté A 4. Montrer que M 4 = (A\A) N A.

INDICATION.— Considérer les traces de A et de A sur un bon voisinage
ouvert V de a € 9By et utiliser le fait que 'ouvert (de X) donné par
V\A ne peut rencontrer A\ A (utiliser le fait qu'un ouvert qui rencontre
’adhérence d’une partie rencontre cette partie).

i) Retrouver le fait que I'ensemble 984 des bons points de A est un ouvert
de A.

j) Déterminer ’ensemble des mauvais points des parties C et P de la
question c¢) ci-dessus.

k) Montrer qu’une partie L de X est localement fermée si et seulement

si tous ses points sont de bons points. Justifier alors la terminologie de
« locale fermeture » pour une partie L de X.

VRl UL ILITLNYC Wiel W2da% &l LIC

1) Déterminer les bons points de 9B 4. En déduire que 9B 4 est une partie
localement fermée de X.

N AL ) o A A A ot o1 oo 11 A 1 o
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ouvert dense de son adhérence, ou encore, de fagon plus précise, s’il existe
une partie ouverte dense dans l’espace topologique A qui soit contenue
dans A.

n) Soit L; et Lo deux localement fermés de X. Montrer qu’il existe un

troisieme localement fermé L3 tel que

L3CL1UL2CL_3.
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InpicaTION.— Prendre Ly = 981,uL,. Pour montrer que L3 est dense dans
L, U Ls, considérer, par exemple, un point x de L, et un bon voisinage
ouvert de z, et distinguer deux cas, suivant que V rencontre Ly ou pas
(ce dernier cas est facile, car x est alors un bon point pour la réunion). Si
¥y € VN Ly, montrer que ¥ est un bon point pour la réunion Ly U L, et ce
en considérant un bon voisinage V' C V de y € Lo, qui est alors un bon
voisinage de y € L U Lo.

o) En déduire que les constructibles (cf. page 195) sont toujours « coincés »
entre un localement fermé et son adhérence, autrement dit qu'ils contien-
nent un ouvert dense de leur adhérence.

p} Vérifier que la partie C définie dans la question c) est constructible.
Montrer par contre que la partie P n’est pas constructible et contient
cependant une partie ouverte dense de son adhérence.

INDicATION.— La partie PNR ne peut étre constructible, car Q ne contient
pas d’ouvert dense de son adhérence.

q) Relever que dans un espace localement compact séparé tel que R™ muni
de sa topologie canonique, les parties localement fermées coincident avec
les parties localement compactes.

r} (Question difficile) Montrer que la partie de M(2n,R) formée des ma-
trices de rang pair est une partie constructible (réunion de n+1 localement
fermés), qui ne peut s’écrire comme réunion de n localement fermés®.

s} Montrer qu’une partie de C™ qui est ouverte pour la topologie de Haus-
dorff et qui est un constructible pour la topologie de Zariski*?, est un
ouvert de Zariski. En déduire qu'une application polynomiale sur C* qui
est une submersion en tout point est ouverte pour la topologie de Zariski,
c¢’est-a-dire envoie les ouverts algébriques sur des ouverts algébriques.

0-C.11.34. Images de constructibles. Vérifier sur les trois exemples
suivants (ou le corps est algébriquement clos, évidemment) le résultat qui
dit que l'image d’un constructible par une application polynomiale est
constructible

a) 'application qui & une matrice nilpotente associe son carré;

b) I'application qui & une matrice M associe sa comatrice M

¢) I'application qui & une matrice M, de rang p, associe le produit M*M.
INDICATION.— Pour le premier exemple, remarquer que 'image est réunion

=aksrr l LS LR L A L A 111 AS ERTALE Y

*% On trouvera une démonstration de ce résultat et une approche fort élégante
des parties constructibles dans la note de J.-P. Allouche aux « Proceedings of
the eleventh Summer Conference on General Topology » (4 paraitre en 96 ou 97
chez New York Academy of Sciences).

4% Les constructibles de C™ pour la topologie de Zariski sont appelés des cons-
tructibles algébriques.
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d’orbites nilpotentes; pour le second, montrer que l'image est ’ensemble
des matrices de rang 0, 1 ou n (on aura & comparer la comatrice de M
et celle de AM; pour montrer que toute matrice de rang 1 est atteinte,
penser a 'action de Steinitz); enfin, pour le troisiéme exemple, on trouve
I’ensemble de toutes les matrices symétriques de rang r vérifiant 2p —n <
r £ p. Pour cela, on pourra se souvenir d’abord que Ker(g o f)/ Ker f
s'injecte naturellement dans Ker g et en déduire une inégalité sur le rang
d'un produit, ensuite se servir du fait que toute matrice symétrique S
de rang r sécrit S =t PD,.P ou D, = Diag(ld,,0,...,0) et considérer
X =tPD' on la matrice D’ est la matrice D, dans laquelle on a inséré sur
la diagonale le nombre adéquat de fois la matrice 2 x 2, symétrique et de
carré nul, donnée par

.

1 i)
\-2__
{z’—lJ’ ou ‘= —1.

Remarque. Contrairement a ce qu'on pourrait étre tenté de croire, le ré-
sultat rappelé ci-dessus est un résultat positif; s’il est vrai qu'un ensemble
constructible peut étre assez compliqué, il a cependant la merveilleuse pro-
priété de toujours contenir un ouvert de son adhérence. C’est loin d’étre
le cas pour les images de fonctions C°°, comme le montre I’exemple (clas-
sique) de la courbe (densément) enlacée sur le tore (R?/Z2).

0-C.11.35. L’objet de cet exercice est de démontrer, entre autres, que le
groupe SL(n,K), ol K est un corps algébriquement clos, est une variété
algébrique affine irréductible. On propose deux démonstrations.

a) Montrer que le polyndme p en n? indéterminées donné par det(X;;) —
est irréductible. En déduire que le groupe SL(n,IK) est un groupe alge—
brique affine irréductible.

InDIcaTiON.— On écrit P = Annun_.l + g ou la variable Ann ne ugl.iu:
pas dans le polynéome gq. Le déterminant d,_; en dimension n — 1 est
irréductible. On applique le a) de I’exercice 0.11.57 apres avoir spécialisé
en la matrice nulle.

b) Soit G un groupe algébrique. Si A et B sont deux parties ouvertes
denses (pour la topologie de Zariski) de G, alors G = AB.

INDICATION.— Si x € G, I'ouvert A™! rencontre la partie dense B.

c) Montrer que I'image d'un homomorphisme (algébrique) ¢ : G — G’
entre deux groupes algébriques est ferméese.

% Ceci differe considérablement du cas des groupes de Lie, oit I'on peut avoir

des sous-groupes 4 un parameétre qui sont denses; cf. par exemple [Mn-Ts], page
184.
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InpicaTiON.— L’image H = ¢(G) est une partie constructible; elle con-
tient donc un ouvert dense de son adhérence. Son adhérence, qui est
encore un groupe (pourquoi?), vérifie d’aprés la question précédente
H=HH=H.

d) Vérifier cela en particulier pour les images H;; des homomorphismes
¢ij : K — SL(n,K) ol i # j donnés par ¢;;(A) = Id + AE;;. De méme, le
vérifier pour le plongement du groupe multiplicatif K — {0} comme centre
de GL(n,K).

e) Montrer que si H et L sont deux sous-groupes algébriques (fermés)
irréductibles de G, le sous-groupe qu'’ils engendrent est a la fois fermé et
irréductible. Généraliser & un nombre quelconque de sous-groupes.
INpicATION.— (Cf. [Hum], pages 55-56.) Les adhérences des parties H, L,
HL,LH, HLH, LHL, ... sont des fermés irréductibles dans la compo-
sante irréductible G® de 1’élément neutre. Supposons, par exemple, que
I'adhérence X de X = HLHLH soit maximale parmi ces fermés irréduc-
tibles. Etablir alors que la partie X est un sous-groupe contenant toutes les
parties évoquées quelques lignes plus haut. Sachant que X = HLHLH est
constructible, on déduit que X = XX; c’est donc le sous-groupe engendré
par H et L.

f) En considérant le sous-groupe engendré par les H;;, prouver l'irréduc-
tibilité de SL(n, K).

g) Une autre application des considérations qui précedent est la suivante :
soit G un sous-groupe fermé de GL(n,K) (o K est supposé de plus de
caractéristique nulle) dont les éléments sont tous unipotents. Montrer qu'’il
est irréductible.

INDICATION.— Les images des homomorphismes suivants (indexés par des

- . I’ ” - .. '
matrices nilpotentes N adéquates), définis sur le groupe additif K et donnés

par expy : A +— exp(AN), sont bien dans le groupe G (I’établir d’abord
pour les A dans Z, et pour tout X\ par densité) et le remplissent. Le résultat
découle alors de la généralisation donnée dans e).

Remarquer que I'application exponentielle (définie sur ’algebre de Lie) est
surjective dans le cas d’un groupe tel que G.

h) Une derniére application consiste a établir que le groupe dérivé d’'un
groupe algébrique est fermé (cf. 0-C.11.45), situation qui contraste aussi
avec les groupes de Lie.

0-C.11.36. Valeurs propres et irréductibilité. Soit K un corps algé-
briquement clos.

a) Montrer qu’une matrice symétrique a coefficients dans C est limite d’une
suite de matrices symétriques inversibles.
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b} Montrer qu’un ouvert dans une variété algébrique irréductible est
(Zariski-) dense si et seulement si il est non vide.
c) Etudier lirréductibilité de la variété algébrique affine W; formée des
couples (M, v) € M(n,K) x K" tels que M(v) =0.
INDICATION.— On trouve deux composantes irréductibles de méme dimen-
sion. Noter tout d’abord que I'ouvert principal défini par le déterminant
n’est pas dense dans Wy. Les deux composantes irréductibles sont données
par {(M,0); M € M(n,K)} et par {{M,v); M(v) = 0 et det{(M) = 0}.
Pour établir 'irréductibilité de la deuxiéme partie, on pourra montrer
qu’elle contient une orbite dense sous 'action de GL(n,K) x GL(n,K)
opérant par

(P,Q)-(M,v) = (PMQ™,Q(v)),
a savoir I'orbite du couple (Diag(1,...,1,0),(0,...,0,1)). On aura & re-
marquer, pour cela, que l’action ne change pas si I’on remplace (P, Q) par
(AP, AQ).
Notons que 'ouvert constitué par les couples (M, v) tels que v soit non
nul est contenu dans la deuxiéme composante : il est donc irréductible. On
en déduit facilement que la variété algébrique formée des couples (M, D)
tels que la droite @ soit dans le noyau de M est irréductibles,
d) Montrer que l'ensemble V; des couples (M,\) € M(n,K) x K tels
que A soit valeur propre de la matrice M est une variété algébrique affine
irréductible.
INDICATION.— Montrer en raisonnant par récurrence, comme dans |’exer-
cice 0.11.57, que le polynme en n%+1 variables donné par det(X;;— X1d)
est irréductible.
e) Montrer que les points lisses de V sont les couples (M, A) tels que la
multiplicité de la valeur propre dans le polynéme caractéristique soit la
méme que dans le polynéme minimal.
INDICATION.— Noter que la différentielle du polynéme caractéristique en
(A,a) appliquée au point (M, )) est donnée par tr(A—ald)(M—AId).
Comme le polynéme caractéristique est irréductible, les points lisses sont

avactament lag nainte da la varidtéd an la diffdrantialle aot nan nilla ~'act
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a-dire les points (A, a) tels que le rang de A — oId soit égal & n — 1.

f) Montrer que ’ensemble des couples (M, A) tels que A soit valeur propre
de la matrice M inversible est encore une variété algébrique affine irréduc-
tible.

InDICATION.— C’est un ouvert principal de V;.

51 1l n’est pas difficile de prouver (cf. note sur les fibrés vectoriels rattachée au
chapitre 1) que cette dernitre variété est un fibré vectoriel non trivial sur ’espace
projectif P,,_; (K).
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0-C.11.37. Valeurs propres et irréductibilité (suite). On se pro-
pose d’établir l'irréductibilité de la variété algébrique affine U; formée des
couples (M, A) tels que det(M) =1 et que A soit valeur propre de M.

a) On fait opérer SL(n,K) par conjugaison sur lui-méme. Déterminer le
quotient catégorique.

INDICATION.— L’application ¢ : SL(n,K) — K1 définie & partir des
n — 1 coefficients non triviaux du polynéme caractéristique de M donne
le quotient catégorique. On a ld une section naturelle (laquelle 7) dont
le saturé par l'action est 'ouvert des matrices de SL(n,K) qui ont leur
polynéme minimal égal au polyndéme caractéristique. Cet ouvert (non vide)
est (Zariski-) dense dans SL(n,K), car SL(n,K) est irréductible.

b) On fait opérer maintenant SL(n,K) sur les couples (M,\) € X =
SL(n,K) x K, par conjugaison sur M sans toucher & A. Déterminer le
quotient catégorique.

c) Montrer que le polynéme X Y"1 + Xo¥™* 2 + ... 4+ X, 1Y + X, est
irréductible.

INDICATION.— Le regarder comme polynéme de degré un en la variable
Xn—1 et lui appliquer le a) de 0.11.57.

d) En déduire que le polynéme caractéristique de M, ol M est de détermi-
nant 1, est une fonction polynomiale irréductible dans I’anneau (factoriel !)
des fonctions polynomiales de la variété algébrique affine X.
INpIcATION.— La factorialité de I’anneau de fonctions K[X] résulte de ce
que X est une variété lisse. On peut donc raisonner comme dans la der-
niere partie de 'exercice 0.11.57, et se ramener ainsi a ’irréductibilité du
polynéme de la question précédente.

Nn_M11 o0 Davn A= A mmmmdaadana el les L rn i e wa
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matrice inversible M a coefficients dans le corps algébriquement clos K est
le produit de deux matrices pleines [cf. question e) de ’exercice 0.11.64].
InDicATION.— Utiliser la question b) de 'exercice 0-C.11.35, sachant que
le groupe GL(n,K) est irréductible, et donc que tout ouvert non vide y
est (Zariski-) dense.

b) Soit & € [2,n]; montrer qu'il existe une matrice pleine M telle que
MF =0et M1 4£0.

INDICATION .~ Il est facile (modulo une petite difficulté /
tique) de construire une matrice pleine N de rang 1 e de tra.ce nulle elle
vérifiera alors N2 = 0 (cf. 0-C.11.4). Ceci régle le cas k = 2. Pour k quel-
conque, on peut raisonner comme suit : ’ensemble des matrices M telles
que M* = 0 est une variété algébrigue affine irréductible (voir I’exercice
0-C.11.56). D’aprés ce qui précéde, I'ouvert des matrices pleines qui y fi-
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gurent est non vide; il est donc dense et rencontre par conséquent I'ouvert
des matrices M telles que M*—! £ 0.

c) Montrer qu’en plus du cas trivial ou n = 1, il existe des matrices qui ne
sont pas produit de deux matrices pleines.

INDicATION.— Considérer la matrice E;; d’ordre 2 écrite sous la forme
XY. Si la matrice Y était inversible, la matrice X aurait méme image que
Ei1 et ne pourrait étre pleine. Dans le cas contraire, elle serait nécessai-
rement de rang 1 et son noyau, étant incius dans celui de Ey;, lui serait
égal; et donc Y ne serait pas pleine.

d) Montrer qu’en dehors du cas trivial ol n = 1, toute matrice M est
produit de trois matrices pleines.

INDICATION.— Le cas ou la matrice M est nulle a déja été traité. Notons
V l'ouvert des matrices pleines, et soit M une matrice de rang r supérieur
ou égal & 1. La variété X = &, des matrices de rang inférieur ou égal & 7
est irréductible et ne peut donc étre contenue dans le complémentaire de
V, qui est réunion de n? hyperplans; 'ouvert V,, de V formé des matrices
pleines de rang inférieur ou égal & r est donc non vide et dense dans X. Si
W désigne Pensemble des matrices pleines inversibles (qui est dense dans
GL(n,K), il suffit de démontrer que Y = W~ MW™! contient un ouvert
de X. Remarquer pour cela que la partie Y est constructible {elle contient
en particulier un ouvert de son adhérence) et dense dans X (ce dernier
point résulte de ce que I'adhérence de Y contient toutes les matrices 7-
équivalentes & M).

e) Expliciter la matrice E;; d’ordre 2 comme produit de trois matrices
pleines.

INpIcATION.— Calculer, par exemple,

B

0-C.11.39. Codnes isotropes. On se propose dans cet exercice de mon-
trer que, lorsque le corps de base est algébriquement clos, le noyau (ou
radical) d’une forme quadratique g se lit (géométriquement) dans son cone
isotrope; de fagon plus précise, le noyau est donné par I’ensemble des points
singuliers du céne isotrope, sauf lorsque le rang est inférieur ou égal a 1.
a) Montrer que si le cone isotrope est un hyperplan, il est égal au noyau
de la forme quadratique.

INDICATION.— La forme quadratique est alors de rang 1.

b) Montrer que lorsque la forme quadratique est de rang deux, le céne
isotrope est la réunion de deux hyperplans, et le noyau est alors leur in-
tersection.
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c) Montrer que si le rang de la forme quadratique g est supérieur ou égal &
3, le polynéme homogene que définit q est irréductible, et les points lisses
du céne isotrope sont exactement les points qui n’appartiennent pas au
noyau.

INDICATION.— Le polyndéme homogene défini par g est réductible si et seu-
lement si il est produit de deux formes linéaires [cf. d) de 0.11.57]. On
conclut en vérifiant que la différentielle de ¢ au point v est donnée par
w — B(v,w), ou B est la forme bilinéaire associée a q.

d) Régler enfin le cas ot q est nulle.

Remarque. Lorsque le corps de base est R et que la forme quadratique
est positive ou négative (pas nécessairement définie), son cone isotrope est
un sous-espace vectoriel qui coincide avec son radical. En dehors de ces
cas, le cOne isotrope n’est jamais un sous-espace vectoriel, et le radical
correspond alors & I’ensemble des points singuliers du c¢one isotrope.

0-C.11.40. Singularité premiére dans le cone nilpotent

(D’aprés Slodowy®2.) Une matrice nilpotente N de M(n,C) dont la classe
de similitude est de dimension n% — n — 2 sera appelée sous-réguliére. Une
telle matrice est caractérisée par le fait que son indice de nilpotence est
exactement n — 1, ou encore que dim(Ker N) = 2 et dim(Ker N?) = 3.
On sait qu’une telle matrice appartient au lieu singulier du c6ne nilpotent
et que c’en est un point lisse. Le but de ’exercice est de comprendre la
nature de cette singularité (plus facile que les autres), ou encore de voir
«allure » du cone nilpotent au voisinage d’une telle singularité.

a) On prend pour X la matrice (sous-réguliére} d’ordre n obtenue en
bordant le bloc de Jordan de taille n — 1 par une ligne et une co-
lonne de zéros. On insére la matrice X dans le sl-triplet (Y, H, X) ou
H = Diag(n-2,n-14,...,2 —n,0). Expliciter la matrice Y et vérifier en
particulier que tous ses coefficients sont nuls & ’exception des termes y;;
telsquej=i~1let1=2,...,n—1.

b} Expliquer pourquoi I’étude de la singularité au voisinage des points
sous-réguliers revient & considérer la sous-variété des matrices nilpotentes
de 'espace affine Y + 3(X).

InpicaTION.— Tous les points sous-réguliers se ressemblent (ils forment
une orbite); on peut donc se placer en Y. L’espace tangent en Y au lieu
singulier est donné par Im(adY'). On comprend la singularité en Y en cou-
pant le cone nilpotent par un espace affine passant par Y et dont 1’espace
vectoriel associé est transverse 4 l'espace tangent en Y au lieu singulier

(comparer avec la singularité définie par les points appartenant & laxe

52 Cet exercice est un cadeau de B. Keller.
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d’un diedre). Il s’agit donc de justifier le fait que le noyau de ad(X) est en
somme directe avec I'image de ad(Y'). Mais ceci est trivial dans la pyramide
associée au slp-triplet {ad(Y'),ad(H), ad(X)).

¢) Déterminer la forme des éléments de 3(X) dans sl(n, C).
INpDIicAaTION.— Un élément quelconque dépend de n + 1 parametres que
l'on choisira de noter x1,z9,...,Zn-1,¥, 2. Il s’écrira z;Id + 2o X + --- +
Tn 1 X" 2 +yF, + 2Enpn—1 — nx1 Epp.

d) Montrer que la sous-variété de 'espace affine ¥ + 3(X) formée des
matrices nilpotentes est donnée par des équations de la forme z; = a;z}

pour i = 2,...,n et cxT + yz = 0 ol les a; et ¢ sont des constantes dans
C*

INDICATION.— Une matrice A de la sous-variété considérée est caractéri-
sée par le fait que tr( A"A) = 0 pour k = 2,...,n. Ces traces sont des

sommes de mineurs principaux d’ordre k qui, lorsqu ils sont examinés suc-
cessivement pour k = 2,...,n — 1, montrent que z; = a;x}, ol a; est une
constante non nulle et ¢ = 2,...,n — 1. Ce fait quelque peu délicat peut
étre constaté facilement pour les valeurs petites de n, mais s’obtient, dans
le cas général, par un raisonnement subtil explicité en h) plus bas. Enfin,
le calcul du déterminant donne la derniére équation cherchée.

e) Représenter (sur machine) la surface de R? donnée par les points réels
de la variété algébrique affine 2% + yz = 0.

f) Pour t € C*, on pose D(t) = Diag(t"2,+",...,t4 3" 1). On
définit alors une action de C* sur sl(n,C) par +-M = #2D(t)MD(t)™.
Vérifier que t-Y =Y, +-X = t*X et t-3(X) C 3(X) pour tout t € C*.

En déduire que cette action préserve le sous-espace affine Y + 3(X) et sa
sous—variété formée des matrices nilpotentes.

“ﬁf\“+"ﬂ" FabhhVal .Iﬂ QMTIO_NAOTLO AN ﬁm V 1 -
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sous-régulier en dehors de Y.

INDICATION.— Comme 3(X) est transverse a l’espace tangent en Y a la
sous-variété réguliere, il est clair qu’il existe un petit voisinage U de Y
dont Y est le seul point sous-régulier. Or si ’'on calcule A ou A =Y +
ld+ o X+ 21 X2+ YyEBin + 2E, 51 —nz1 Fnyp, on voit que la
réunion des t-U, pour t € C*, est égale & Y + 3(X).

h) Montrer que I’élément A est nilpotent si et seulement si z; = a;z%, pour
i=1,...,n—1et cx} +yz =0, ol les o; et ¢ sont des scalaires non nuls.
InpicaTION.— Il s’agit de résoudre le systéme d'équations tr A*A = 0,
avec k = 2,...,n. L’action de C* sur Y + 3(X) donne lieu a une action de
C* sur P’algebre des polynémes sur Y +3(X). Par exemple, (¢ tr A¥)(A) =
tr A¥(t2D(t) AD(t)~1) = ¢%* tr A¥ A. Pour cette action, les coordonnées z;
sont homogenes de degré 2i et y, 2 sont homogenes de degré n. Le polynéme
tr A*A, homogene de degré 2i, est donc combinaison linéaire des mondmes
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Ty T1Ti—1 ,3:%3:,-_2, T9Ti-2y. .., x”i Remarquer que x; intervient directement
avec un coefficient non nul. Par récurrence sur i, en déduire que tr A°’A = 0,
pour i = 2,...,n — 1, est équivalent & z; = ozt pour i = 2,...,n. La
derniére équation cherchée s’obtient en développant det(A) par rapport a
la derniére colonne.

bordants de la

0-C.11.41. On considere la variété algébrique affine V formée des ma-
trices d’ordre n a coefficients dans (le corps algébriquement clos) K qui
annulent les (n — p)? mineurs bordants (d’ordre p + 1) de la matrice X’
formée avec les p premieres lignes et p premieres colonnes de la matrice
générale X = (X;;).

a) Montrer que 'ouvert V' de V donné par les matrices M telles que la
sous-matrice M’ d’ordre p formée avec les p premitres lignes et colonnes
de M soit inversible est un ouvert irréductible de codimension (n — p)? et
formé de matrices qui sont toutes de rang p exactement.

INDICATION.— Le fait que les matrices de V’ sont de rang p est un résultat
facile d’algebre linéaire (cf. [Mn-Ts|, page 145). Le fait que V'’ est irréduc-
tible résulte de ce que c’est aussi un ouvert de la variété irréductible 97,,
des matrices de rang inférieur ou égal a p.

11 est a remarquer que la variété Q‘Tp est contenue dans la variété V. L’in-
clusion est stricte sauf lorsque p = n — 1. En dehors de ce cas la variété V
n’est pas irréductible, sinon 'ouvert V' y serait dense!

b) Déterminer les composantes irréductibles de la variété V.
INDICATION.— Remarquer que la variété V contient les sous-espaces vec-
toriels de codimension n définis respectivement par la nullité de tous les
p # n — 1, on obtient 14 p? composantes irréductibles qu’il faut ajouter &
V’. En particulier, la variété V n’est dans ce cas équidimensionnelle que
lorsque n est un carré, soit n = k2, et lorsque p = n — k.

Remarque. La considération de la sous-variété V' donne au passage un
moyen rapide pour se rappeler la dimension de @; . Un autre moyen est de
savoir que l’espace tangent en la matrice R, = Diag(Id,,0,...,0), qui est
un point lisse de %, est donné par 'espace vectoriel des matrices telles
que la sous-matrice formée avec les n — p dernieres lignes et colonnes soit
nulle.

0-C.11.42. Orbite de Richardson. a) Montrer que le morphisme (al-
gébrique) qui, & une matrice triangulaire supérieure inversible T d’ordre 2,
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associe la matrice TEy T ! applique le groupe T'(2,KK) sur I'ensemble des
matrices nilpotentes auquel on a 0té une droite (cf. exercice 0-C.11.34).
b) Montrer que les matrices nilpotentes supérieures F,2 et £y, de M(n, K)
sont semblables, mais qu’on ne peut cependant les conjuguer par une ma-
trice triangulaire supérieure (sauf si n = 2).

¢) Montrer par contre qu'une matrice triangulaire supérieure Ty qui est
semblable au bloc de Jordan J, lui est aussi conjuguée par une matrice de
passage triangulaire supérieure inversible.

InpicATION.— 1l s’agit de trouver T telle que T'J,, = TpT. Les coefficients
de la surdiagonale de Ty sont tous non nuls. On engage donc un raison-
nement par récurrence en considérant ses n — 1 premiéres colonnes, d’olt
une matrice triangulaire inversible qu'on compléte (et cela est possible) en
une matrice triangulaire supérieure 7" d’ordre n dont la derniére colonne
(& déterminer) devra avoir un coefficient ¢, non nul. On calculera a cet
effet la valeur de J,_; sur un vecteur colonne. Voir aussi ’exercice suivant.
d) On généralise maintenant en considérant 'espace vectoriel p des ma-
trices triangulaires (supérieures) en blocs. On supposera pour simplifier
que tous ces blocs sont de méme taille b et que n = kb. Calculer la di-
mension de p. Montrer que les matrices nilpotentes dans p dont les blocs
diagonaux sont tous nuls et les blocs surdiagonaux tous inversibles sont
conjuguées, et qu’elles continuent a I'étre sous ’action du groupe (parabo-
lique) P des matrices triangulaires (supérieures inversibles) en les mémes
blocs. Vérifier que P posséde une seule orbite dense’® quand il opére sur
le sous-espace u des matrices de p dont les blocs diagonaux sont nuls.

0-C.11.43. Orbites de groupes unipotents. a) Rappeler la démons-

s z ’

tration du fait (évoqué dans le texte de la présente note) que, dans la
topologie de Zariski, I’adhérence d’une orbite sous 1’action d'un groupe
algébrique est réunion de 'orbite et de sa frontiére (ceci parce que I'or-
bite est localement fermée), que cette frontiére est réunion d’orbites de
dimensions plus petites et qu'en particulier, il y a toujours, dans ces ad-
hérences d’orbites, des orbites fermées qui apparaissent comme les orbites
de dimension minimale. L’existence d’orbites fermées nous servira dans les
trois exercices suivants.

b) Prouver que les orbites d’un groupe algébrique unipotent (c

toutes fermées.

INDICATION.— Si Y est une orbite non fermée, considérer une fonction
f € K[Y] nulle sur le fermé (G-stable) F = Y — Y, mais pas sur Y. Les

3 C’est ’orbite de Richardson du parabolique P sur ’algébre de Lie u de son
radical unipotent.
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translatées de f sous l'action de G vivent dans un espace vectoriel (non
nul) de dimension finie V' (cf. 0.7.3.0) et s’annulent toutes sur F. Sachant
qu'un élément unipotent reste unipotent dans une représentation (grace
a I’exponentielle — ¢f. 0-C.11.35, ceci revient & montrer qu'une matrice
nilpotente reste nilpotente dans une représentation d’algebres de Lie, ce
qui a été constaté dans le texte de la note. Voir aussi la remarque qui suit
'exercice 0-C.11.9), il existe dans V une fonction h non nulle et invariante
sous I'action de tous les éléments de G [cf. question r) dans 0.11.66]. Une
telle fonction est constante sur les orbites et donc sur Y en particulier.
Mais alors, elle est aussi constante sur Y. Elle est donc nulle, d’oti une
contradiction.

c) Vérifier que les orbites du groupe U(n,K)} des matrices unipotentes
supérieures sur K" sont bien fermées.

INpicaTION.— Un calcul direct donne, comme orbites, les hyperplans af-
fines z, = ¢ ol ¢ est une constante non nulle et les sous-espaces affines de
codimension deux donnés par 2, = 0 et z,—; = c ol ¢ # 0 et ainsi de suite
jusqu’a toute une droite de points fixes. La présence des espaces affines se
comprend mieux si 1'on remarque que 'orbite du point v coincide en fait
avec ’ensemble des v + N(v) ot N décrit I'espace vectoriel des matrices
nilpotentes triangulaires supérieures.

d) Déterminer les orbites du groupe U(n,K) opérant par conjugaison sur
Valgebre de Lie n = u(n, K) des matrices triangulaires supérieures nilpo-
tentes. Démontrer en particulier que, si X désigne une matrice triangulaire
supérieure ayant des zéros sur sa diagonale et sur sa surdiagonale, la simi-
litude entre le bloc de Jordan J, (de taille n) et la matrice J, + X peut
étre exprimée avec une matrice de passage dans U(n,K).

INDICATION.— On démaontrers tout Ad’ahord ane ei Mn € n a, comme J

NASANSE R L ANT iV e W AL NANVALAINSRAUL LW M AL YT Gi 4 1y LRIV i)y

un centralisateur de dimension minimum (égale & n - 1), Porbite de N est
donnée par I'espace affine Ny + [n,n]. En effet, d’une part, Uorbite est bien
contenue dans cet espace affine puisque (Id + N)Np(Id— N+ N2 - .. ) =
No + [N,Ng] + ... € Ny + [n,n], et d’autre part, elle est fermée comme
toute orbite de groupe unipotent. On conclut alors en remarquant que sa
dimension est celle de 'espace affine en question.

On peut aussi raisonner élémentairement et retrouver ainsi ce qui pré-
cede:si Np est une matrice de n telle que tous les termes de sa sur-
diagonale, soit a;,as,...,a,-1, sont non nuls, alors elle est semblable &
No + X ot X est quelconque dans [n,n]. On remarquera que la famille
{en, No(en)/an-1, Né(es)/Gn-2an-1, ...} n'est autre que la base canonique
(a4 Vordre prés), et que la famille construite de fagon analogue avec Ng+ X
a la place de Np est encore une base; on notera ensuite que la matrice de
passage est dans U(n, K).
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Les autres orbites, qui sont toutes dans la variété algébrique affine
ay-ag + - ap-1 = 0, ne sont pas systématiquement des sous-espaces affines;
ainsi par exemple, 'orbite de E23 € u(4,K) est un paraboloide hyper-
bolique. Remarquons qu’en caractéristique zéro, les orbites d’un groupe
unipotent G dans la représentation coadjointe (c’est-a-dire sur le dual
g* de son algebre de Lie) présentent toutes une certaine forme de pla-
titude. En effet, il existe toujours des sous-espaces affines (bien particu-
liers) passant par f € g*, contenus dans 'orbite de f et de dimension
la moitié de la dimension (paire) de celle-ci. Il s’agit des sous-espaces af-
fines f + pt (lorthogonalité est entendue au sens de la dualité), ou p
est une polarisation en f, c’est-a-dire un sous-espace vectoriel totalement
isotrope maximal pour la forme bilinéaire alternée (X,Y) — f({X,Y]),
et en méme temps une sous-algebre de Lie de g. Une fois 'existence
de polarisations en f établie, le schéma de la preuve est le suivant:la
question de la dimension est facile; ensuite, si P est le sous-groupe as-
socié &4 p, on montre que P-f = f + pl; cette égalité résulte de ce
que l'orbite P-f est contenue dans l'espace affine en question (écrire
Ad*(exp X)f(Y) = f(Y)-F(IX,Y])+1/2f([X,[X,Y]])+... et se rappeler
que p est une sous-algébre et qu’elle est totalement isotrope), qu’elle y est
(Zariski)-fermée [d’aprés la question b) ci-dessus], et enfin qu’elle possede
la méme dimension.

0-C.11.44. Soit M une matrice orthogonale complexe diagonalisable.
Montrer que les matrices qui lui sont semblables sous l'effet d’une ma-
trice de passage dans O(n,C) forment une variété algébrique affines.

IND1cATION.— Considérer ’ensemble V des matrices Z de O(n,C) annu-

~ 2 .

lées par le polynéme minimal de M et telles que I'application Ad(Z) : X —
ZXZ™! restreinte 4 l'espace vectoriel E = so(n,C) des matrices antisy-
métriques ait méme polynéme caractéristique que Ad(M)g. L'ensemble
V est une variété algébrique affine sur laquelle opére par conjugaison le
groupe O(n, C). Toutes les orbites ont méme dimension (se rappeler que
Ad(Z) est, comme Z, diagonalisable; par conséquent, le sous-espace propre
de Ad(Z) associé a la valeur propre 1 a pour dimension la multiplicité de 1
dans le polynome caractéristique) : d’apres 1’exercice précédent, elles sont
donc fermées.

0-C.11.45. Un théoréme de point fixe dii & Borel. On se propose
de démontrer qu’un groupe algébrique résoluble irréductible agissant sur
une variété compléte non vide (cf. page 15) admet un point fixe. Ce joli

* 11 s’agit de la classe de conjugaison dans O(n,C) de ’élément semi-simple M.
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théoréme joue un réle fondamental dans ’étude des sous-groupes de Borel
d’un groupe algébrique (pour plus de détails, se référer & [Hum]|, page 134).
a) Montrer que le groupe dérivé D(G) d’un groupe algébrique G est fermé.
INDICATION.— Appliquer la généralisation dans la question e) de O-
C.11.35 aux images des applications y — zyz~ly~!. Ces images ne sont
pas des sous-groupes, mais cette hypothése qui apparait dans cette méme
question e) n'est pas vraiment vitale.

b) On suppose que le groupe G opére sur la variété X. Montrer que I’en-
semble des points fixes sous D(G) est fermé, et laissé stable par G.
InpicaTION.— Le fait que cet ensemble-1a soit fermé est facile & établir.
La stabilité sous G résulte du fait que le sous-groupe dérivé D(G) est
distingué.

¢) On dit qu'un groupe algébrique H est résoluble si la suite des groupes
dérivés successifs aboutit au sous-groupe trivial {e}. On suppose que H
opere sur X et que X est compléte. En raisonnant par récurrence sur la
dimension du groupe H, montrer que H posséde dans X un point fixess.
INDICATION.— On fait opérer H sur la variété (non vide, d’aprés I’hypo-
these de récurrence) compléte (pourquoi?) des points fixes sous l’action
de D(H), qui est de dimension strictement inférieure & la dimension de H
(pourquoi 7). On choisit dans cette sous-variété une orbite de dimension
minimale : elle est fermée (cf. exercice 0-C.11.43), donc complete. Dans
le cas de la caractéristique nulle, la bijection entre I'orbite et le quotient
est un isomorphisme. Aussi, le quotient est une variété compléte qui est
quasi-projective, donc projective; de plus, elle est affine, car H, est un
sous-groupe distingué (il contient D(H)). Elle est donc finie, et comme H
est irréductible, elle est réduite & un point ! Quand la caractéristique n’est

tanit la S|
pas nulle, la complétude de 'orbite implique, malgré tout, la complétude

du quotient.

d) En déduire le théoréme de Lie : tout sous-groupe résoluble irréductible
H de GL(n,C) est conjugué a un sous-groupe du groupe T'(n,C) des ma-
trices triangulaires supérieures.

INDICATION.— Le groupe H opere sur la variété des drapeaux (maximaux)
de C". Démontrer qu’'elle est projective, ou regarder simplement dans
[Hum].

e) Un sous-groupe de Borel d’un groupe algébrique G (irréductible) est
un sous-groupe algébrique irréductible (fermé) résoluble maximal. Tous
les sous-groupes de Borel ont méme dimension et sont conjugués. Leur
ensemble est donné par G/B ou B est 'un d’eux (un sous-groupe de Borel
est égal a son propre normalisateur). (Cf. [Hum].) Le lecteur est invité &

3 Les orbites fermées de I’action de H sur X sont donc réduites & un point.
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se reporter au livre de Humphreys et a le lire, l1a matiére qui y figure est
maintenant a portée de main!

f) On démontre aussi que la réunion de tous les sous-groupes de Borel est
égale & G (ce qui se traduit dans G = GL(n,C) par le fait que toute ma-
trice est trigonalisable!). Si le groupe G est de dimension 1, ceci implique
que G est résoluble (un sous-groupe de Borel ne peut étre réduit & {0})
et, par suite, commutatif (considérer D(G)). On démontre (et ce n’est.
point facile quand le corps est de caractéristique positive) que les seuls
groupes algébriques de dimension 1 sont le groupe additif K et le groupe
multiplicatif K*. Ces deux derniers groupes ne sont pas isomorphes, puis-
qu’une application polynomiale quelconque du premier dans le second est
constante (c’est le théoreme de d’Alembert-Gauss).

Il y a dans [Hum], page 131, une jolie démonstration élémentaire (en ce
sens qu’elle utilise seulement la notion d’ensemble constructible) du fait
évoqué plus haut, a savoir que tout groupe algébrique affine irréductible de
dimension 1 est commutatif : si, hypothése a posteriori absurde, un élément
g € G n’était pas central, son centralisateur serait fini, et donc sa classe de
conjugaison serait dense (car infinie); mais elle est aussi localement fermée
comme toute orbite. Elle contient donc un ouvert, et son complémentaire
est alors fini. Si G était réalisé dans GL(n, K) (cf. note 20 en bas de la page
17), les polyndmes caractéristiques de ses éléments seraient en nombre fini.
L’irréductibilité de G implique qu’il n'y en a qu'un seul, et les éléments
de G sont tous unipotents; il s’ensuit, vu le théoréme de Kolchin [voir la
question r) dans 0.11.66], que G est différent de son groupe dérivé, et
donc que D(G) est trivial, d’oi une contradiction.

0-C.11.48. Tores algébriques. On se propose dans cet exercice d’exa-
miner les propriétés les plus simples des tores. Le corps de base est algébri-
quement clos. Un groupe algébrique est appelé tore (notion déja rencontrée
dans la section 0-B.10) s'il est isomorphe 4 un groupe de matrices diago-
nales D(n,K).

a) Montrer que ensemble des points (21, 22) de K2 tels que z12 +22=1
peut étre muni d’une structure de tore de dimension 1.

INDICATION.— Ecrire 27 + 23 = (21 + i22)(21 — iz2) et se rappeler que K*
s’identifie & I’ensemble des couples (x,y) tels que 2y = 1.

b) Déterminer les caractéress du groupe D(n, K).

Pour n =1, il s’agit de chercher les morphismes algébriques ¢ de K* dans
lui-méme vérifiant ¢(22’) = ¢(z)#(z’). En multipliant ¢ par une puissance

adéquate de z, on peut supposer que ¢ est un polyndme, et le caractére

5 C’est a dire les homomorphismes (algébriques) du groupe & valeurs dans K*.
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multiplicatif est valable partout. Si zg est une racine, il en est de méme de
Zpz pour tout z, ce qui entraine que zy = 0, et donc que ¢(2) = 2™ avec
n € Z.

¢) Montrer qu’un sous-groupe commutatif de GL(n, K) qui est formé d’élé-
ments semi-simples est conjugué a un sous-groupe du groupe des matrices
diagonales inversibles.

INDIcATION.— Diagonaliser simultanément.

d) Montrer que, pour I'action d’un tore T sur une variété projective X,
il y a toujours des points fixes. Le vérifier d’abord pour ’action naturelle
de D(n,K) sur 'espace projectif P,,_1(K) déduite de I’action sur K, mais
aussi pour le cas du groupe D(4,K) sur la grassmannienne des plans de
K4.

INDICATION.— C’est un cas particulier du théoréme du point fixe de Borel.
On peut en donner cependant une démonstration un peu plus courte: le
quotient du tore par le stabilisateur d’un point appartenant & une orbite
fermée (pour I'existence d’orbites fermées, cf. exercice 0-C.11.43) est une
variété complete, irréductible, et enfin affine, car le groupe est commutatif
(cf. page 14); le quotient est donc réduit & un point.

e) Que signifie I’existence d’un point fixe pour I’action d’un tore T sur la
variété des sous-groupes de Borel de I’exercice précédent ?

InDICATION.— Tout simplement le fait trivial qu'’il existe un sous-groupe
de Borel contenant T'.

f) Donner un exemple d’une action sans point fixe d’un tore sur une variété
affine.

INDICATION.— Le groupe K* opérant sur lui-méme par multiplication.

g) Existe-t-il des sous-groupes de GL(n,C) dont les éléments forment une

Laow UL L Lopae Ul \lb, J.L‘L} .

INDICATION.— Quand n = p? oll p est premier, un tel sous-groupe est com-
mutatif, et ses éléments sont semi-simples, car il est fini; il est donc contenu
dans un conjugué du tore maximal D(n,K), et ne peut tout engendrer.
h) Montrer qu’il existe un sous-groupe (nécessairement infini) du groupe
des éléments inversibles de I’algébre K[T] des fonctions réguliéres sur le tore
T = D(n,K) dont les éléments forment une base de 'espace vectoriel K[T.
De fagon plus précise, montrer que ’algébre K[7T'] est engendrée par les 2n
caractéres Diag(d,,...,d,) — d; ou 1/d; rappeler du résultat classique
connu sous le nom de lemme de Dedekind et qui dit que des caracteéres
distincts sont linéairement indépendants).

i) On trouvera dans [Hum] plusieurs résultats profonds sur les tores. Le
résultat qui suit est relativement élémentaire sans toutefois étre trivial:
les sous-groupes (fermés) irréductibles d'un tore sont aussi des tores.
INDICATION.— Le cas de la dimension 1 est trés facile, vu que les fermés
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stricts de K* sont des ensembles finis. La démonstration du cas général
passe par la considération du groupe des caractéres du tore 7 = D(n,K),
qui est isomorphe & Z" (cf. [Hum], page 104).

Un autre résultat déclare qu'’il existe, dans un groupe G non résoluble,
au moins deux sous-groupes de Borel distincts contenant un tore donné.
La vérification dans GL(n, K) est facile : il existe n! sous-groupes de Borel
différents contenant le tore maximal D(n, K).

j) Montrer qu’il existe dans GL(n, K) un sous-groupe de Borel B’ tel que
BN B = D(n,K), ou B = T(n,K). Exhiber une matrice de permutation
qui conjugue B et B’.

INDIcATION.— La permutation de ’enfant Gauss conjugue une matrice
triangulaire supérieure en une matrice triangulaire inférieure.

0-C.11.47. Conjugaison des tores maximaux. a) Soit 7 une matrice
triangulaire a coefficients complexes. On suppose que T est diagonalisable.
Montrer qu’'on peut la diagonaliser avec une matrice de passage triangu-
laire.

InDicATION.— Traiter d’abord le cas ou T € T(2,C). Puis, raisonner par
récurrence en considérant la restriction de T au sous-espace engendré par
les n — 1 premiers vecteurs de base, restriction qui est encore diagonali-
sable !

b) En déduire que I'ensemble G, des éléments semi-simples du groupe
G = T'(n,K) est donné par la réunion de tous les conjugués dans G du
tore (maximal) D(n,K).

c) Montrer que I’ensemble T” des matrices de la forme

Diag((]f]_, ag,...- ,an) + (an - al)En.l

est un tore maximal. Vérifier qu’il est conjugué du tore D(n,K).
INpIcATION.— Conjuguer par la matrice (unipotente) Id + E,; c’est d’ail-
leurs comme cela qu’a été trouvé le tore 7”.

d) On démontre que les tores maximaux d’un groupe résoluble irréductible
sont tous conjugués (cf. [Hum], page 123). En déduire alors la conjugai-
son des tores maximaux d'un groupe algébrique irréductible quelconque.
(Considérer les sous-groupes de Borel de G.)

0-C.11.48. On se propose dans cet exercice d’examiner une situation qui
releve des espaces symétriques. On démarre avec ’ensemble g_ des ma-
trices d’ordre m + n de la forme

_[o, B
M_[A om]’
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ou la notation Oy désigne la matrice nulle d’ordre k. La matrice A, par
exemple, est une matrice & m lignes et n colonnes. On pourra, pour sim-
plifier I'écriture, représenter symboliquement la matrice M par le couple
(A, B).

a) Vérifier que la matrice M est nilpotente si et seulement si le produit
AB (ou le produit BA, ce qui est équivalent) est nilpotent.

b) Lergroupe _C|}+ des matrices (bi-blocs diagonales) inversibles de la forme

0P
P-(A,B) = (P,AP', P,BP; Y).
Soit N une matrice nilpotente de g_.. Montrer que la dimension de son
orbite o sous I’action du groupe G est la moitié de la dimension (paire)

P 0 . L .
P = [ ! J opére par conjugaison sur les matrices de g_, et 'on a donc

de son orbite @ dans g = }vi[(uo + 1, K} sous l'action du groupe G =
GL(m + n,K).

INDICATION.— Soit ¢ l'involution de g donnée par X — Ip n X I p, ol
la matrice I, , est la matrice diagonale ayant m fois 1, puis n fois —1
sur la diagonale. On note g = g, ® g— la décomposition de g en somme
directe des sous-espaces propres de linvolution o. Désignons par K la
forme bilinéaire symétrique donnée par (X,Y) — tr(XY). L’involution o
conserve clairement K et la somme directe ci-dessus est donc orthogonale
pour K. La dimension de @ est celle de I'espace symplectique g/3(N),
ol 3(N) désigne (abusivement) l’ensemble des matrices qui commutent
avec N dans g. Ce dernier espace se décompose bien suivant la somme
directe précédente, et I'on peut écrire 3(N ) = 34+(N) @ 3_(N) puisque le
centralisateur 3(IN) est stable par o : [0(X),N] = [X,0(N)] = —[X,N] =
0, ol le crochet [X,Y] = XY — Y X est le crochet de Lie de I'algébre de
Lie g. On écrit maintenant

(*) 8/3(N) = 0+/3+(N) @ 9-/3-(N).

On lit évidemment la dimension de l'orbite 0 comme la dimension de
9+/3+(N), et il suffit donc pour conclure d’établir que les deux compo-
santes de la somme directe (*) sont totalement isotropes : en effet, ceci im-
pose une limitation & leurs dimensions, et vu qu’ils sont en somme directe,

ce sont donc des lagrangiens (c’est-a-dire des sous-espaces totalement iso-
tropes maximaux). Calculons donc fr(NfY V]\ pour X et Y dans 34 { N1

ey ARl WAL IRV A3S VAL LA vy = wal SR Y S RAGa gyt )

puis dans 3_(N) : il est clair que, si X et Y sont tous les deux dans g4 ou
¢, leur crochet est dans g;. On termine en se rappelant que N, qui est
dans g_, est K-orthogonal & g..
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0-C.11.49. Connexité et classes de similitude réelles. La classe
de similitude d’une matrice complexe est clairement connexe puisque le
groupe GL(n,C) l'est; par contre, on sait que ce n’est généralement pas
le cas pour les matrices réelles. On examine, dans cet exercice et dans
I'indication qui suit, le probléeme de la connexité avec un minimum de
connaissances préalables.

Montrer que la classe de similitude d'une matrice My de M (2, R) est con-
nexe si et seulement si la matrice My est diagonalisable sur R.
InDICATION.— Pour établir la condition suffisante, on part de

M _ra 0]

L’écriture PMyP~1 = PDMyD'P~1,
1 0'
D—[o 41

prouve que la classe de similitude de My est une orbite pour GL1(2,R).
Réciproquement, si 'orbite est connexe, ’application

0: M= [‘; f;] - p(M) = (b—0)

applique une classe de similitude sur une partie de R symétrique par rap-
port & O (utiliser le fait qu'une matrice est semblable & sa transposée, ou,
plus simplement, le fait que M = (m;;) est semblable & M7 = (m;(;)0(;))
pour toute permutation o). Vérifier que y s’annule nécessairement sur la
classe de similitude de M.

0-C.11.50. (Variante du précédent). a) Montrer que dans M(2,R)
une matrice est semblable 4 son opposée si et seulement si elle est de trace
nulle.

b) Montrer que

@: lz Z]Hw(M)=(b—C)

applique la classe de similitude d'une matrice M dans R* si et seulement

si M est non diagonalisable sur R.

¢) Montrer que les matrices réelles semblables a [ 0 —;

v O] forment une

classe de similitude non connexe.

d) Montrer que les matrices réelles semblables & [ 8 (1) ] forment une classe

de similitude non connexe.
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e) Déterminer pour une matrice M dans s[(2,R) I'image par ’application
@ de la classe de similitude de M.

InpicaTioN.— 11 s’agit de constater que 'application ¢ s’exprime simple-
ment au moyen de la projection orthogonale sur ’axe du cone des éléments
nilpotents, et de discuter alors suivant la forme des classes de similitude.
On constate en particulier que 'image est R* si et seulement si la matrice
M est nilpotente non nulle. Par ailleurs, quand la matrice a ses valeurs
propres imaginaires pures, soit A et —iA avec A > 0, 'image est donnée
par la réunion des deux intervalles | — oo, —2)] et [2A, +o00].

f) En remarquant que ¢(M) = (M — Ald), déterminer I'image par ¢
de la classe de similitude de M quand M est quelconque dans M(2,R).
Constater en particulier que cette image est R tout entier si et seulement
si les valeurs propres de la matrice M sont réelles distinctes, ce qui dans
un sens se voit directement grace a

s s8)e 1))

Constater enfin qu'une matrice est scalaire si et seulement si ’image par
¢ de sa classe de similitude est réduite & un point.

g) Etablir, soit directement, soit d’apres ce qui précede, que la classe de
similitude d’une matrice de M(2,R) est connexe si et seulement si cette
matrice est scalaire ou bien a toutes ses valeurs propres réelles et distinctes.
h) Montrer que le fait que I'image par ¢ d’une classe de similitude est tou-
jours symétrique par rapport a l’origine résulte aussi de ce qu'une matrice
M d’ordre 2 est semblable & sa comatrice M = —M + tr(M).

N- (‘ 11 B1. (Quite doe dony nrécédenfs) ) Aontror 10 1a rlacan da

1
L N A \wunvv WA LAY AN l.l.l'l. ARV .I.'J.UIJ.UI.UI. \iu\a ATE AACIRIOC

similitude d’une matrice réelle My est connexe si et seulement si il existe
une matrice de déterminant strictement négatif qui commute avec My (on
remarquera au passage que cette condition ne dépend que de la classe de
similitude de Mp).

InpicaTiON.— En effet, si tel est le cas, toute matrice semblable & M,
peut s’écrire QMyQ ! avec Q dans GL*(n,R). Inversement, si toutes les
matrices du centralisateur Z(Mj) sont de déterminant strictement positif,
I’application naturelle

GL(n,R)/Z(Mp) = GL(n,R)/GL* (n,R),

étant surjective, ne peut étre définie sur un connexe.

Variante : on remarque d’abord que, si 'orbite est connexe, elle est connexe
par arcs (pourquoi 7). On montre ensuite que I'action de GL™(n,R) sur
l'orbite est transitive, et ce moyennant des relevements de chemins (cf.
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[Mn-Ts}, page 159). Enfin, tout élément dans GL(n,R) est alors égal 4 un
élément de GL*(n,R) modulo un élément du stabilisateur.

(On a besoin, dans les raisonnements qui précedent, de ’homéomorphisme
entre I'orbite et ’espace homogéne; cf. 0.5.2.3.)

b) Vérifier qu'une matrice réelle d’ordre deux est diagonalisable sur R si
et seulement si son centralisateur contient une matrice de déterminant
strictement négatif.

¢) Montrer que les classes de similitude dans M (n, R) ol n est impair sont
toujours connexes. (Penser & —Id.)

d) Montrer que la classe de similitude de My € M (n,R) ol n est pair est
connexe si et seulement si il existe une décomposition de R? en une somme
directe de deux sous-espaces de dimension impaire stables par My. Vérifier
que ceci est bien cohérent avec le résultat pour les matrices d’ordre deux.
Vérifier également que si cette propriété est vraie pour A, elle 'est aussi
pour A.

INDICATION.— Dans un sens, on pensera a une matrice diagonale ayant
des 1 et des —1 en nombre impair sur la diagonale; pour la réciproque, on
pourra décomposer 1'espace suivant les sous-espaces caractéristiques asso-
ciés aux facteurs irréductibles du polynéme caractéristique de M commu-
tant avec My, et regrouper les sous-espaces associés aux valeurs propres
strictement négatives.

e) Soit maintenant Ny une matrice nilpotente. Montrer que, si I'un des
blocs de Jordan de la réduite de Jordan de Ny est d’ordre impair, la classe
de similitude de Ny est connexe. Montrer inversement que, si toutes les
lignes du tableau de Young de Ny sont de longueur paire, toute matrice
commutant avec Mg est de déterminant positif ou nul.

T T ATTAN rrn ranAadar iar 1 Anlan]l divant A1 hin 11
LINLJIVALLIUIY, Wil puldlla plulLcucl pal ul.L L,a.u,ux WLILI T U, U LJ1 C w

questions précédentes en remarquant que la restriction d’une matrice nil-
potente est nilpotente et que le tableau de Young d’une somme directe de
deux matrices nilpotentes est la « somme » des tableaux de Young associés.
(Se demander si une pseudo-jordanisation ne donne pas aussi le résultat.)

0-C.11.52. a) Soit Z une sous-variété algébrique affine d'un espace vecto-

riel complexe E qui contient une forme réelle F (c’est-a-dire un sous-espace
vectoriel réel V sous-iacent a4 F et tel que V =F & (’(F‘\ ou 'on a noté

.,.,._...;-_4 PR RART yERL ALY 44 v uoa AT u ALl U

C : E — FE la structure complexe de F donnée par la multlphcatlon par
le scalaire 7). Montrer que Z est nécessairement égale & E tout entier.
INDICATION.— Si une fonction polynomiale P, que I’on peut supposer réelle
et définie sur V', ne s’annule pas en f; +1ifs, ’application polynomiale qui
a A € R associe P(fi; + Af2) n’est pas identiquement nulle, et par suite la
fonction polynomiale P n’appartient pas a l'idéal de définition de Z.
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On remarquera que ceci s’exprime aussi en disant qu’un ouvert de Zariski
de E rencontre toutes les formes réelles, ou encore que les points réels sont
Zariski-denses.

b) En déduire que deux matrices A et B i coefficients réels semblables dans
M (n,C) sont semblables dans M (n,R). Constater que le résultat pourrait
étre faux si A ou B cessaient d’étre réelles.

INDICATION.— Considérer 'espace vectoriel complexe des matrices P €
M (n,C) telles que PA = BF et son intersection avec M (n,R), qui en est
(pourquoi ?) une forme réelle.

c) On suppose que A et A sont simultanément semblables & B et B dans
M (n,C). Montrer qu'il existe une matrice dans GL(n,R) qui conjugue A
et B.

d) Montrer que deux matrices de M(n,C) conjuguées sous l'action de
G L(n,C) le sont aussi sous ’action de SL(n,C). De méme, deux matrices
réelles conjuguées sous 'action de GL*(n,R) le sont aussi sous P'action de
SL(n,R).

e) Montrer que I’on ne peut trouver dans M (3, R) deux matrices singuliéres
A et B qui commutent et soient telles que AZ 4+ B2 est inversible alors que
A — B et A+ B sont singulieres.

0-C.11.53. a) Montrer que toute matrice qui conjugue

= | 1)

et —J est nécessairement de déterminant strictement négatif.
INDICATION.— On peut évidemment faire le calcul, ou bien raisonner (si on
pense au groupe Syi“ﬂI)leCuquv: ) COINIIIE suit : si la matrice P de déterminant
strictement positif vérifie P~1JP = —~J, on peut d’aprés l'exercice précé-
dent la choisir dans SL(2,R) = Sp(1,R), c’est-a-dire vérifiant !PJP = J,
ce qui donne, en multipliant les deux égalités, —*PP = Id : 'identité serait
donc symétrique définie négative !

b) On suppose n = 2m, et 'on note J, le bloc de Jordan d’ordre n.
Montrer que les matrices J, et %J, (respectivement, les matrices J, et
—Jyn) sont dans la méme composante connexe sous ’action de GL* (n, R)
si et seulement si m est pair. En déduire que, si P est une matrice réelle
telle que P, + J,P = 0, alors le déterminant de P est positif. Peut-on
voir cela directement ?

INDICATION.— Considérer la matrice de permutation associée a la permu-
tation (de ’enfant Gauss) donnée par o(i) = n+1—% qui est de signature
(—1)™. Elle conjugue la matrice J,, en sa transposée (les coefficients j k41,
tous égaux a 1, sont envoyés en jn41—kn—k)-
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Remarque. Il s’agit en réalité de montrer, pour n quelconque, que les deux ma-
trices nilpotentes X et 7(X) = ~*'X sont dans la méme composante connexe de
leur classe de similitude. On le voit pour s[(2,R); ensuite, on insére X dans un
s1{2)-triplet qui est muni d’une involution de Cartan (cf. [Hel]), qu'on prolonge
a4 M(n,R) en une involution de Cartan 7’ (la donnée d’une involution de Car-
tan, c’est essentiellement la donnée d’un sous-groupe compact maximal, et I’on
sait que tout sous-groupe compact est contenu dans un compact maximal). Les
deux involutions de Cartan T et 7/ sont conjuguées (les compacts maximaux sont
conjugués).

0-C.11.54. a) Soit M; et M» deux matrices de M(n,C) ayant des poly-
nomes caractéristiques différents. Montrer que la réunion de leurs orbites

n’est pas connexe.
h\ On suppose que M, et M> ont méme polynéd

b L S ¥ ARt Asdvami

a.lors que les orbites ont une réunion connexe si e
comparables pour ’ordre naturel sur les orbites.

INDICATION.— Pour la condition suffisante, se rappeler qu’un ensemble
coincé entre un connexe et son adhérence est encore connexe. Pour la
condition nécessaire, considérer la différence symétrique’” des adhérences
des deux orbites.

¢) On considére le fermé @y, ou X est une matrice nilpotente d’ordre
6 ayant D pour tableau de Young. Montrer que la variété algébrique
affine définie par V = @x\O@x n’est pas irréductible, et que I'ensemble
Ox, UOx,, ol X, et X, ont respectivement 51 et [ pour tableau de
Young, coincide avec I’ensemble des points réguliers de V. Ceci confirme
le résultat classique et non trivial qui affirme qu'une variété algébrique
affine complexe est irréductible si et seulement si I’ensemble de ses points
réguliers est connexe.

0-C.11.55. Matrices d’ordre deux et similitude. a) Montrer que
deux matrices d’ordre deux sont semblables si et seulement si elles ont
méme trace et méme déterminant et enfin lorsque 'une est scalaire 'autre
I'est aussi. En déduire que toute matrice de M(2,K) est semblable & sa
comatrice et que, en caractéristique différente de deux, une matrice de
M (2,K) est semblable & son opposée si et seulement si sa trace est nulle.

D
Donner par allle'\lfs une condition nécessaire et suffisante p pour Liu. une ma-

trice inversible P d’ordre deux soit semblable & son inverse P!
INpicaTION.— La condition est que P appartienne & l'ensemble SL(2, K)
des matrices de déterminant 1 ou 4 ’ensemble des matrices de trace nulle

57 La différence symétrique de deux ensembles F, et F, est définie par F1AF, =
(F1 U Fz)\(Fl M Fg).
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et de déterminant —1. Ce dernier ensemble est, dans le cas réel, un hyper-
boloide & une nappe; quant a SL(2, R}, c’est un groupe de Lie de dimension
3. L’ensemble des matrices inversibles de M (2, R) semblables & leur inverse
est ainsi un fermé qui est réunion d’une sous-variété différentiable connexe
(non compacte) de dimension 3 et d’un hyperboloide 4 une nappe qui ne
se coupent pas : il a donc en particulier deux composantes connexes.

b) Montrer que toute matrice d’ordre deux est semblable 4 une matrice de

Ia forme
ac
—c b}’

INDICATION.— Se ramener & sl(2,R), et constater que le plan (vectoriel)

formé par les matrices
r 1

a ¢
|~ —a)
coupe le cone nilpotent : il rencontre par conséquent toutes les orbites.

c) Montrer que toute matrice d’ordre deux est semblable 3 une matrice de
ab

la forme
d) Montrer que toute matrice d’ordre deux qui n’est pas une homothétie

est semblable a4 une matrice de la forme

aa
b ¢

T Y

b . .
e) Soit A = Z al Que doit vérifier zt + yz pour que la matrice [ 4 1

soit semblable 4 A ?

0-C.11.56. Montrer que l'’ensemble A; des matrices nilpotentes X
d’ordre n telles que X* = 0 est irréductible.

On pourra vérifier qu’il apparait comme ’adhérence d’'une orbite (la-
quelle 7).

0-C.11.57. Une classe particuliére de matrices nilpotentes. a) Soit
X un endomorphisme nilpotent. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes.
i) 2dim Ker X = dim Ker X?.

ii) Ker X cIm X.

iii) Il n’y a pas de cellules de Jordan de taille 1 dans la réduction de
Jordan de X.

iv) La dimension de la derniére composante (qui est un sous-espace) d’une

famille de Kostant de X est nulle.
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Quand I’endomorphisme nilpotent X satisfait 'une ou ’autre de ces con-
ditions, on dit qu’il est de type b.

b) Montrer que ad X n’est jamais de type 8. Plus précisément, établir que
le nombre de cellules de Jordan de taille 1 dans la réduction de Jordan de
ad X, nombre qui est égal a la dimension de la derniére composante d'une
famille de Kostant de ad X, est égal & la somme des carrés des dimensions
des sous-espaces composantes d'une méme famille de Kostant de X.
INDICATION.— On pourra se reporter au mode d’obtention du tableau de
Young de ad X et y détecter les contributions de chaque ligne et des paires
de lignes de méme longueur

¢) Montrer que le nombre de lignes de taille maximale dans le tableau de
Young de ad X est égal au carré du nombre de lignes de taille maximale
de X. En déduire un calcul de la dimension des premiéres composantes
des familles de Kostant de ad X.

d) Soit x la restriction de ad X & son image. Montrer que z est de type & si
et seulement si le tableau de Young de X ne comporte pas deux lignes qui
different en longueur d’une seule case. Montrer dans ce cas que, si [X, Z]
commute avec X, alors il existe T tel que [X, Z] = [X, [X,T)].

0-C.11.58. On se propose dans cet exercice d’établir un résultat da a B.
Klares et qui affirme qu’une matrice M a coeflicients dans C est diagona-
lisable si et seulement si Ker(ad M) = Ker(ad M)?

a) On écrit M = S+ N et 'on note 3(.S) le centralisateur de la composante
semi-simple de M. Rappeler pourquoi M (n,C) = 3(S) & [S, M(n,C)].

b) Montrer que la somme directe précédente est orthogonale pour la forme
quadratique X + tr X2 définie sur M(n,C).

¢) Montrer que a,ul\lv.t) laisse stable 3(S) = Ker(ad S) et que les restrictions
de ad M et de ad N 2 3(S) coincident. Montrer alors que la restriction de
ad N & 3(S) appartient & la classe des endomorphismes f qui vérifient
Ker f = Ker f2.

d) En déduire que la matrice N commute avec tous les éléments de 3(S).
e) Montrer que tr(NX) = 0 pour tout X € 3(S). Conclure.

On aura noté que, si le centralisateur de S est contenu dans le centrali-
sateur de N (ou, ce qui est équivalent, si les centralisateurs de M et de
S sont égaux), alors M est diagonalisable. On aurait pu aussi obtenir ce

résultat grace a la décomposition spectrale de M.

0-C.11.59. (Exercice difficile) Si X nilpotent commute avec [X, Z], alors
X Z est nilpotent (B. Kostant).



292 CLASSES DE SIMILITUDE §0-C

0-C.11.60. a) Soit \ # X dans C.
Montrer que la matrice

A000D
0X00
A= 00MN1
000X

n’est sembl
INDICATION.— On pourra montrer qu’elle n’est pas semblable & sa matrice
conjuguée A, ou bien constater que son polynéme minimal (X —X)(X — )2
n’est pas réel.

b) Montrer qu’une matrice M de M (n,C) qui est semblable & sa conjuguée
M est semblable & une matrice réelle.

INpicaTION.— Constater que les facteurs invariants de M sont nécessai-
rement réels; tout revient alors & montrer qu’étant donnée une famille de
polynoémes adéquats sur R, on peut trouver une matrice réelle dont ils
sont les facteurs invariants. On pourra & cette fin penser a un tableau de
matrices compagnons.

c) Montrer qu'une matrice d’ordre deux ou trois & coefficients complexes
est semblable & une matrice réelle si et seulement si son polynéme carac-
téristique est a coefficients réels.

bl alla

b .
e 3 aucune matrice réelle.

»1Y

o
(]

0-C.11.61. a) Soit A et B deux matrices dans M (n,K). On suppose qu’il
existe C' inversible telle que AB = AC~! + CB. Montrer que AB et BA
sont semblables.

INDICATION.— L’égalité (C — A)(C~! — B) = Id implique ’égalité (C~! —
B)(C — A)=1d.

b} On suppose C' = Id, dans la question précédente. Montrer que AB =
BA.

¢) On suppose A et B quelconques. Montrer que les matrices AB et B
ont méme polyndme caractéristique, mais qu’elles ne sont en général pas
semblables.

INDICATION.— On pourra remarquer que, lorsque A est inversible, AB
A(BA)A~1. Se rappeler aussi que ’on peut avoir AB =0 et BA # 0.
d) Montrer que les matrices AB et BA sont cependant semblables quand
AB et BA sont toutes les deux de rang 1, ou bien quand elles sont toutes
les deux des projecteurs. Vérifier que, d'une fagon générale, deux matrices
M et M' semblables s’écrivent toujours M = XY et M’ =Y X pour X et
Y bien choisies.

INDICATION.— Se rappeler que la trace classifie les classes de similitude
des matrices de rang 1 et les classes de similitude des projecteurs.

N
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e) Soit A € M(n,C). On note A* sa matrice adjointe. Montrer que les
matrices AA* et A* A sont semblables.
f) On écrit

m_a*:cz["\(;1 ,?1}@"1 et BA= R[O Pz]R‘

ol les matrices N; sont nilpotentes et les matrices P; inversibles. Montrer
que P; et P sont semblables.

INDIcATION.— La question ¢) montre que P; et P, sont de méme ordre.
Par ailleurs, ces matrices P, et P, sont respectivement les matrices des
endomorphismes AB et BA déduits de AB et BA par passage aux quo-
tients de £ = K" par les sous-espaces caractéristiques respectifs €; et
€ associés a la valeur propre nulle (et ce dans des bases adéquates). Les
applications naturelles B : E/€, — E/&; et A: E/%; — E/®, sont
bijectives (puisque leurs composées le sont !) et 'on a Bo AB = BAo B.
g) Donner un exemple de deux matrices A et B telles que rang AB =
rang BA et telles que AB et BA ne soient pas semblables.

INDICATION.— On cherchera deux matrices A et B d’ordre (au moins) 4
telles que AB et BA soient nilpotentes, de rang 2 et déja jordanisées.
On écrira ensuite chacune des matrices ABA et BAB de deux maniéres
différentes. Les matrices suivantes conviennent :

0100 1000
0010 0100
A=10001] ® Z=l0o000
0000 0001

0-C.11.62. a) Soit M = (my;) € M(n,C). On note M la matrice (/)
obtenue & partir de M par conjugaison des coefficients. On suppose que la
matrice MM est nilpotente, Montrer que MM et MM sont semblables.

INpICATION.— Remarquer que la réduction de Jordan montre que la ma-

trice MM est semblable & une matrice réelle! Plus généralement, une
matrice nilpotente complexe M est toniours semblable & M.

analFUL AN Aaalpsas U AaUN AraRapsitodaty aVA WAV Vsl tas il PDdaansaiSesat I8

b) Montrer que MM et MM sont toujours semblables.

INDICATION.— On remplace A et B dans f) de I'exercice précédent par M
et M respectivement, en prenant soin de supposer que les matrices N; ont
été réduites a leurs formes de Jordan.

c) En déduire que le polynéme caractéristique et le polynéme minimal de
MM sont A coefficients réels. Retrouver cela directement. Montrer aussi
que, pour tout scalaire A, rang(MM — Ald) = rang(M M — Xd).

d) Soit z € C. Donner une condition nécessaire et suffisante sur z pour
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12
01
soient conjuguées par une matrice réelle. Vérifier en particulier qu’elles ne
le sont pas si z=1+4.

que les matrices M = [ et M (qui sont semblables dans M(2,C))

0-C.11.63. Montrer que la matrice nilpotente

[01 ¢ 0]
000 ¢
A=
0001
Nn N N N
LU U v UJ
vérifie AA = 0, mais ne vérifie pas A% = 0. Montrer par contre que toute
matrice nilpotente M d’ordre 3 qui vérifie M M = 0 vérifie aussi M2 = 0.

0-C.11.64. a) Soit S une matrice symétrique réelle. Montrer que S est
semblable & —S si et seulement si le polyndme caractéristique de S est
pair.

b) Soit S, la partie symétrique de la matrice M = J,, + J* . Montrer
que pour tout entier m, la matrice S, est semblable & son opposée.
INDICATION.— Remarquer que si B, est la matrice de permutation associée
& la permutation circulaire de n éléments, on a S, = P, + P;’!. On se
rappellera enfin que les valeurs propres de P, sont les racines n*®™es de
l’unité.

0-C.11.65. (Elémentaire). Cet exercice facile, mais néanmoins utile
(nous pensons entre autres aux systémes de racines dans les algébres de
Lie semi-simples), contient un piege pour les étudiants débutants.

a) Montrer que, si E;; est une matrice fixée de la base canonique de

M(n,K) telle que 7 # 3, le nombre de matrices Ey; qui commutent avec
elle est égal & (n? — 2n + 1) (on rappelle que E;;iEx = 6;:E;). Constater
que le coefficient non nul d’une telle matrice Fy; figure en dehors de la
réunion de la i*®™¢ colonne et de la §%™¢ ligne. Décrire alors 1’espace des
matrices qui commutent avec E;; et calculer sa dimension.

INDICATION.— S’assurer que la codimension du centralisateur de E;; est
bien paire (cf. proposition 0.4.1.1), et ne pas faire 'erreur de croire qu’on
peut extraire de la base canonique une base du centralisateur.

b) Vérifier que (E;;, Ei; — Ejj;, Ej;) est un sly-triplet contenant la matrice
nilpotente E;;, et que la matrice £y + F;; commute avec E;;.
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c) Vérifier que, lorsqu’il est non nul, le crochet [E;;, Ey;| est encore une
matrice de la base canonique. Indiquer schématiquement comment localiser
dans ce cas son terme non nul a partir de ceux de E;; et de Ey;.

d) Vérifier aussi que le crochet [D, E;;], ot D = Diag(dy, ..., dn), est égal
a (d; — d;)E;;. Déterminer alors, sans calcul, le crochet de D et d’une
matrice nilpotente triangulaire supérieure. De méme, déterminer la droite
affine des matrices diagonales A telles que (A, J,] = J,

e) Quelles sont les matrices diagonales D telles que le crochet [D, J,,] soit
semblable & J, (attention, & partir de n = 3 on trouve davantage que les
matrices diagonales a valeurs propres distinctes) ?

f) Quelles sont les matrices diagonales D telles que [D, J2] soit semblable
aJ2?

g) Montrer que la matrice E;; est & un scalaire prés la seule matrice M
telle que pour toute matrice diagonale D, on ait [D, M} = (d; — d;) M.

0-C.11.66. Soit (Y, H, X}, un slo-triplet dans M(n,K). On suppose que
H et X appartiennent & une sous-algebre de Lie g de M(n,K) vérifiant
[0:9] =8

a) Montrer que les sous-espaces propres de la restriction de ad H & g as-
sociés a des poids opposés ont méme dimension.

b)(Question difficile) L’élément Y est-il aussi dans g 7

INDICATION.— Pour a}), considérer la pyramide pondérée associée au slo-
triplet (adY,ad H,ad X). On a une décomposition de Z£(M(n,K)) en
somme de sous-espaces poids #(a) pour ad H, et il est facile de vérifier
que (ad X)? réalise un isomorphisme entre £(—p) et Z(p) (se rappeler
comment on lit le noyau de ad X, ad X2, ... dans la pyramide) Les en-
domorphismes ad X et ad H laissent Sta.me g; la restriction de ad H a
g est diagonalisable, ce qui permet d’écrire g comme somme directe des
traces g(a) = g N #(a) des sous-espaces poids sur g, et 'on a méme un
diagramme pondéré induit. Vérifier qu’il a les mémes propriétés de symé-
trie par rapport a sa colonne centrale que la pyramide elle-méme : pour
cela, remarquer d’abord que les endomorphismes (ad X)? induisent des
injections : g(—p) — g(p); comme 1’élément H est une combinaison de
commutateurs de g, la trace de la restriction adg(H) est nulle. En déduire
que les injections précédentes sont des isomorphismes.

sy AR PR ARV O LAty e a2l —at Ll

0-C.11.67. Le ruban de Mdbius. a) Vérifier que le bord d’un ruban
de Mobius est un cercle. Montrer que si I'on colle un disque au ruban de
Mobius suivant ce cercle, on obtient le plan projectif. Autrement dit, si I’on
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ote un disque {(ouvert) au plan projectif, on retrouve le ruban de Mobius
(avec bord).

InpIcATION.— Partir d’un rectangle dans lequel on identifie chaque couple
de points opposés du bord. Lui 6ter un (petit) rectangle et prouver que ce
qui reste est homéomorphe & un ruban de Mdbius, en opérant une coupure
et en recollant astucieusement. Voir aussi 'indication du b).

b) Montrer que le compactifié d’Alexandroff du ruban de Mébius ouvert
est donné par le plan projectif Po(R).

InDicATION.— Enlever un point au plan projectif revient a enlever a la
sphére §2 deux points pour la quotienter ensuite par la relation qui identifie
deux points opposés. Ceci revient encore & quotienter le cylindre S! x R
par la méme relation, ce qui donne le ruban de Mdbius (ouvert).

¢) Retrouver le ruban de Moébius ouvert en quotientant un hyperboloide a
une nappe (centré sur l'origine) par la relation qui identifie chaque couple
de points opposés.

d) (Variante) Montrer que l'ensemble J# des matrices réelles semblables
a la matrice [1] _(1) est stable par M — —'M, et que le quotient de %
par la relation qui identifie M & —Af est le ruban de Mébius (ouvert).

e) Montrer que si 'on colle deux rubans de Mdbius suivant leur bord, on
obtient la bouteille de Klein.

0-C.11.68. a) Montrer que 'intersection d’une quadrique non dégénérée
avec un plan est une conique (dégénérée ou non).

InpicaTiON.— En homogénéisant avec la variable ¢, on est ramené & dé-
terminer 'intersection des trois ensembles suivants: un cone de signature
(3,1) ou (2,2), un hyperplan vectoriel de R*, et enfin I’hyperplan t = 1.
L’intersection des deux premiers donne, selon la nature du cone et selon
que ’hyperplan vectoriel est tangent au céne ou pas, un cone usuel, une
droite ou un diédre; il s’agit de couper cela avec l'intersection des deux
derniers, qui est un plan affine de ’espace usuel.

b) Déterminer 'intersection d’un hyperboloide 4 une nappe avec un plan
tangent a son cone asymptote.

INDICATION.— On trouve deux droites paralleles & la génératrice d’appui
du plan tangent le long du cone. Se servir pour cela de 'indication précé-
dente : on a un plan parallele 4 ’axe du diédre d’appui d’un espace vectoriel
tangent le long d’un céne isotrope de signature (2, 2).

¢) Peut-on obtenir des ellipses en coupant un paraboloide hyperbolique
par un plan ?

d) Montrer que I'intersection d’un hyperboloide & une nappe avec un plan
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ne peut étre réduite & une droite, alors que cela est possible pour les
paraboloides hyperboliques.

e) Montrer que 'on ne peut obtenir d’hyperbole en coupant un parabo-
loide elliptique par un plan, mais que cela est possible dans le cas d’un
paraboloide hyperbolique. Ceci explique dans une certaine mesure la ter-
minologie.

0-C.11.69. Un isomorphisme PGL(2,R)

nmnNoco ﬂﬂf’l‘ﬂ QI‘+rﬂQ (],ﬂ{'ﬂ‘l’\]'lr (]ﬂ F‘)ﬂn“ ﬂ‘l ﬁ“+
HUUU’ wllviv vl ULy \sUJ.L \JLUJLL\JLLU“

tatée (cf. page 237) des deux groupes considérésss.

On rappelle que la forme quadratique ¢ donnée par le déterminant sur
M({2,R) est de signature (2,2), et que la forme bilinéaire T' qui Iui est
associée est donnée par T(A, B) = 3[tr(4) tr(B) — tr(AB)).

a) Montrer que 'application qui & une matrice de M(2,R) associe sa co-
matrice est un automorphisme orthogonal pour gq.

InDicATION.— Cette application est en fait la symétrie orthogonale par
rapport a la droite engendrée par Id parallélement & I’hyperplan N =
s1(2,R) des matrices de trace nulle.

b) On se donne deux matrices X et ¥ de M(2,R) qui anticommutent.
Montrer que la matrice X2Y 2 est une matrice scalaire.

INDICATION.— Noter que la trace de XY est nulle. Le théoréme de Cayley-
Hamilton implique alors que le carré de XY est une matrice scalaire. On
écrit enfin XY XY = —X2Y2,

¢) On se donne deux matrices A et B d’ordre deux de trace nulle. Montrer
que AB + BA = tr(AB)Id.

INpDicaTiON.— On se ramene par polarisation a supposer que A = B.

d) Montrer que Papplication (A, B,C) — tr(ABC) est une forme trili-
néaire alternée non nulle sur si(2, R).

INDICATION.— Deux matrices A et B de trace nulle sont orthogonales
pour le déterminant si et seulement si elles le sont pour la forme qua-

dratinne A —_ fr{A 3 Ol encore ai ot eonlement @ ellee anticommutent
4L uUL\luU s 4 v \1 A } LLNVUTL [ 58 U | SR VELESPE LESD Y (=7 § LA WNLLVAN A TAALLAA LA UNALLIY

~
ira 1%
AN, 1

On considére alors deux matrices inversibles A et B qui anticommutent
(noter qu’une matrice de trace nulle est inversible si et seulement si elle
n’est pas nilpotente). La matrice AB est de trace nulle, et ’'on a alors
tr(AB-A-B) = —2det(AB) # 0.

58 Cet exercice s'inspire d'un probléeme de concours (ENSET 76).
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" 1 a o a”
} [“ _i’,,] =det | b ¥ b
ccd

On a d’ailleurs l'identité
e | @ blld ¥
c—al|l|ld —=ad ||
e) Rappeler quelles sont les classes de similitude dans s1(2, R)
INDICATION.— A part la classe formée par la matrice nulle, on trouve les
fo 11

matrices nilpotentes non nulles, qui sont toutes semblables a l 0 OJ , puis
les matrices non nilpotentes qui ont un méme polynéme caractéristique

— |
Lo i
[ S

donné, qui sont semblables
\ [ A0 ]
a n _1\
LY 7
f) On note ¢q la restriction de q a sl(2,R). Vérifier que la signature de g

avec A et p non nuls
g) Montrer que, dans M(2,R), une matrice est de carré scalaire si et seu-

est (1,2).
lement si elle est de trace nulle ou est elle-méme scalaire
h) Soit s un automorphisme de 1’algébre M (2,R). Montrer que s envoie
toute matrice de trace nulle sur une matrice de trace nulle. En déduire que

—5(M?) = det(M)Id.

s conserve la trace

INDICATION.— Ecrire det(s(M))Id = —s(M)?

j) En déduire, en utilisant la question e), que s envoie toute matrice de
trace nulle sur une matrice qui lui est semblable. Montrer alors que les
automorphismes de 1’algebre M(2,R) conservent les classes de similitude

¢ ,R), sa res-

i) Montrer que la restriction s’ de s a s[(2, R) conserve le déterminant
k) Montrer que, si s est un automorphisme de l'algebre M (2
ire alternée in-

nAnir
AC L
s que 8

1H
11X

conserve la

triction s’ est alors de déterminant 1.
INDICATION.— Lire le déterminant dans la forme triliy

.
troduite & la question d) ci-dessus, sachant par ailleurs

MY T/ AT RT

T
1) Soit s un élément du groupe orthogonal 0(2,2) de g = det laissant fixe
0l

trace.
I’identité. On pose

ﬂ 1 -l rO =1 -l r 1 0

OJ et h=fg= l 0 — J

r f 8
Montrer que s(fg) = £s(f)s(g).
INDICATION.— L’application s conserve l'orthogonal s[(2,R) de RId. Par
ailleurs, les matrices f, g et h forment une base orthogonale pour g
L’application s va les envoyer sur une base orthogonale f/, ¢/, ' de s1(2, R).
Comme f’ et ¢’ anticommutent, leur produit f’g’ est de trace nulle. Un
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calcul facile montre que f'¢’ anticommute avec f’ et avec ¢ :il est donc
proportionnel 3 A’.

m) Montrer que si 8 est un endomorphisme de sI(2,R) qui conserve le
déterminant et qui est de déterminant 1 (i.e. s € SO(1,2)), alors s se
prolonge en un automorphisme de I’algébre M (2, R).

INpICATION.— On pose $(Id) = Id; 'hypothese det(s) = 1, lue dans la
forme trilinéaire alternée précédente, entraine que f'g’ = h'.

La table de multiplication de f/,¢’, ' est la méme que celle de f,g,h. La
bilinéarité du produit de matrices permet de conclure.

n) Montrer que tout automorphisme de I’algébre M(2,R) est intérieurss.
INDICATION.— Un tel automorphisme s conserve les classes de similitude.
Aussi, en le composant avec un automorphisme intérieur, on peut supposer

sl 1. e A 01§ ~ . IR
u’ll lalsse hxe h. Notons n = .Un a hn = n, par suite s(n
q 00

est de la forme g g] Il est alors facile de trouver une matrice qui

commute avec h et qui conjugue n et an. En composant s de nouveau par
un automorphisme intérieur, on peut supposer qu'il laisse fixe toutes les
(1) g , et I'on en
déduit que s(f) = f: Pautomorphisme s est donc I’application identique.
o) Etablir que PGL(2,R) = GL(2,R)/R* est isomorphe & SO(1,2).

p) Montrer que tout élément de SO(1, 2) posséde un point fixe.
INDICATION.~— On a déja vu dans le texte de la note (cf. page 236) un
premier argument. Nous allons en donner dans ce qui suit trois autres.
Considérer un automorphisme intérieur ip : X — PXP~1, et noter que
toute matrice commutant avec P, par exemple Id ou P, est un point fixe de
ip. Le sous-espace vectoriel des points fixes est assez grand pour rencontrer
I'hyperplan s1(2, R).

Une deuxiéme méthode : travailler sur une valeur propre A # *1 de s asso-
ciée & un vecteur propre isotrope v. Le plan (tangent au cone) donné par

4
(Rw)" est stable par s. Le cas de figure génant est celui ot s admet A, —1/A

et —1 comme valeurs propres. Soit w un vecteur propre (nécessairement)
isotrope associé & —1/A. Les plans orthogonaux & v et w se coupent suivant
une droite A stable qui porte donc les vecteurs propres associés & —1. On
écrit alors les matrices My et M, de go (qui est de signature (1,2)) et de
s dans une base de vecteurs propres, et 'on vérifie qu’on ne peut avoir
‘MMM, = M,.

matrices triangulaires supérieures. On écrit enfin nf =

%% Ce résultat est encore valable dans M(n,R) pour tout n. On l'établira au
chapitre suivant.
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Enfin, et c’est peut-étre le plus simple des arguments : écrire pour M €
S0(1,2):

det(M — Id) =det(JM — J) = det(‘MJIM -t M J)
=det(J —*MJ) = det(ld ~* M),

oit J est la matrice de la forme quadratique (z,y, 2) — 22 — y? — 22 dans
la base canonique canonique de R3.

n\ Montrer que, pour tout rna] A. 1] eviste un dlément de SOT N Ani
\1 , t’ l AL AR U WALL W ALLANAANY A= 4w ASr \L ) \-1“-1

g

2

admet A comme valeur propre.

INDICATION.— Choisir P qui conjugue les matrices nilpotentes n et An
'automorphisme intérieur défini par P induit un tel élément de SO(1, 2).

r) Déterminer les orbites de SO(1,2) sur R3.

INDICATION.— Ce sont les mémes que les orbites de GL(2,R) opérant par
similitude sur s1(2, R) : ce sont donc I'origine, le céne isotrope épointé, des
hyperboloides a4 une nappe et des hyperboloides 4 deux nappes. On note
au passage que les orbites données par les hyperboloides & deux nappes
témoignent de la non connexité de SO(1, 2).

0-C.11.70. Groupes abéliens finis. Les méthodes de cette note sur la
similitude peuvent étre appliquées avec succes pour déterminer la struc-
ture des groupes abéliens finis que 'on étudie usuellement comme modu-
les de type fini sur I’anneau principal Z. Commencer, dans le cadre de
la réduction des endomorphismes, par I’examen des opérateurs nilpotents
revient dans le cadre des groupes abéliens finis & examiner en premier
les p—groupes abéliens. Au théoréme de décomposition de 1’espace vec-
toriel en sous-espaces caractéristiques de I'endomorphisme A, correspond
la décomposition du groupe abélien G en la somme de ses composantes
p—primaires®. Le principal résultat, qui affirme que tout groupe abélien
fini est somme directe de groupes cycliques, peut donc étre établi pour les
p—groupes abéliens.

a) Soit G un groupe abélien fini et p un nombre premier. On notera f
I’endomorphisme®® de G qui a z associe pz. La suite des noyaux itérés
de 'endomorphisme f vérifie les mémes propriétés que la suite des ité-

rés des novaux de 1’endomornhisme A. Dire alors aue la suite (aui est
(qui est

4 RATAT aans ¥ i ALNATALINSL pILALSARAL 4 Toaliad que Slasy

croissante) remplit GG équivaut & dire que G est un p—groupe. A chaque

%0 Si p est un nombre premier divisant le cardinal de G, la composante p-primaire
associée est le sous-groupe formé des éléments de G annulés par une puissance de
p. Remarquer pour 'anecdote que cet ensemble coincide avec 'unique p-Sylow

de G.

%1 On aura noté le besoin, 3 ce stade, de supposer le groupe G commutatif.
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p—groupe est alors associé un tableau de Young constitué a partir de ses
colonnes$?; la longueur I de la k™€ colonne est donnée par la dimension
du Z/pZ—espace vectoriel Ker p**!/Ker p*. Notons que le cardinal de
Ker p* est donc p!, ot I = 21<igk li- En adaptant & ce cadre les ingré-
diants de la réduction de Jordan, démontrer que tout p—groupe abélien
est somme de groupes cycliques®3.

b) En déduire que le nombre (4 isomorphisme pres) de p—groupes abéliens
de cardinal p” est égal au nombre p(n) des partitions de n, et que Ie groupe
cyclique Z/p"Z est celui qui correspond a un tableau de Young n’ayant
qu'une ligne.

¢) Montrer que le p—groupe abélien G est cyclique si et seulement si son
sous-groupe de p—torsion Gp = {x € G; pr = 0} est d’ordre p.

d) Montrer que le p—groupe abélien G est isomorphe a un groupe de la
forme Z/pZ @ H si et seulement si Ker f n’est pas inclus dans Im p. (Cf.
exercice 0-C.11.57.)

e) Montrer que si G est un groupe abélien d’ordre n, il est cyclique si et
seulement si m-G # {0} pour tout diviseur strict m de n.

f) Comment déterminer, pour un groupe abélien fini G, le p-tableau de
Young du groupe G x G, connaissant celui du groupe G 7 Déduire du
résultat que, si les groupes abéliens finis G x G et G’ x G’ sont isomorphes,
il en est de méme des groupes G et G,

g) Soit G un groupe abélien fini. Montrer que le nombre de compléments
du sous-groupe G dans le produit direct G x Z/nZ est égal au cardinal
du sous-groupe de n-torsion dans G. Vérifier cela dans le graphe du treillis
des sous-groupes du groupe Z/6Z x Z /2Z.

2 Dans le cadre de la réduction de ’endomorphisme A, on associe 3 chaque
scalaire A le A-tableau de Young de A, qui n’est autre que le tableau de Young de
la composante nilpotente de I’endomorphisme A — Ald. Les éléments irréductibles
dans I’anneau K[X], on le corps K est supposé algébriquement clos, sont en effet
paramétrés par les scalaires.

% La structure de Z/pZ—espace vectoriel des quotients des noyaux itérés permet
de remédier & I'inconvénient que présente dans le cadre des groupes abéliens le
fait qu'un sous-groupe n’a pas toujours de « supplémentaire ».
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Cayley-Hamilton (théoréme de), 36,
93, 223, 249, 251, 297
centralisateur, 4, 47, 65, 72, 87, 185,
186, 188, 189, 191, 194, 212,
254, 259, 278, 286, 291, 294
Chevalley, 13, 17
Chevalley (ordre de), 182
chinois (lemme), 251, 254
classe de conjugaison
d'un élément dans un groupe, iii,

109 114
1Uo, 114

36, 37, 39,
de sous-groupes (ou de
compléments), 26, 28, 52, 76,
98, 99, 173, 235
classe de similitude, iv, 4, 11, 36,

49, 59, 63, 102, 181, 182, 193,
195, 200, 201, 250, 253, 256,
274, 285, 286, 289, 292, 298



Clebsch-Gordan
contribution de, 211
formule de, 210, 211
Cohen-Macaulay-Serre
critére de, 199
comatrice, 40, 48, 247, 248, 268,
286, 289, 297
compacité, 9-11, 15, 57, 58, 69, 73,
75, 171, 181, 268, 296
compacité locale, (voir compacité)
compactification, 122, 127, 155
complément (sous-groupe), 24, 26,
76, 164, 301
complexe octaédral, 122, 130, 150,
152, 154-156, 178
cone
isotrope, 60, 135, 143, 144, 169,
216, 229, 273, 300
nilpotent, vii, 193, 195, 197, 199,
200, 223, 225, 228, 230-232,
234, 274, 290
congruence, 3, 5, 17, 40, 49, 51, 60
conique, 215, 218
birapport de quatre points d’une,
122, 134
fondamentale, 134, 135, 137, 138,
148, 226
conjugaison, 3, 28, 30, 114
connexité, iv, 10, 14, 27, 46, 52, 55,
57, 73, 75, 142, 171, 196,
197, 220, 224, 226, 233, 237,
285—-289
constructible, iv, 13, 195, 266, 268,
270, 273, 281
contribution de Clebsch-Gordan,
211
corps
de fonctions, 14, 195
des quaternions, 71, 81
critére
de Kostant, 198
de normalité de
Cohen-Macaulay-Serre, 199
cyclique (groupe ou sous-groupe),
39, 68, 89, 91, 102, 166, 300,
301
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d’Alembert-Gauss (théoréme de),
281
décomposition
de Bruhat, 44, 175
de Frobenius, 187
de Jordan, 251
Dedekind (lemme de), 282
dénombrable & l'infini, 10, 74
densité, iv, 14, 18-20, 22, 48, 50, 72,
74, 158, 182, 193, 195, 196,
257, 267, 269, 271, 273, 277,
281, 288
2-Sylow, 32, 36, 86, 93, 94, 98, 105,
116, 125, 161, 162, 172
diagramme de Dynkin pondéré, 213
Dieudonné (théoréme de Cartan-),
236
différentiel (calcul ou géométrie), 4,
5,11, 12, 14, 22, 47, 151,
185, 194, 195, 198, 199, 218,
237, 271, 274, 290
dilatation, 56-59
dimension finie, 3, 6, 16, 40, 43, 47,
55, 59, 64, 66, 178, 186, 204,
250, 261, 278, 287, 294, 301
discriminant (d’un polynéme),
50-52, 226
drapeau, 16, 49, 78, 175, 203, 280
Dynkin (diagramme pondéré de),
213

élément
nilnAatont 921
et A

nilpotent,
semi-simple,
ensemble
des orbites,
flexé, 59, 2
équivariante
application, 3, 12, 28, 64, 77
bijection canonique, 3, 9, 11, 14
espace
homogene, 3, 8, 26, 73, 113, 287
irréductible, 48
localement compact, 73
localement euclidien, 11
symétrique, 26, 283
tangent de Zariski, 197

3
82

2,176
1



espace homogene (des p-Sylow), 32

Euler (indicateur de), 30, 91, 114,
174

exacte (suite), 23-25, 69, 70, 95,
104, 163, 164, 261

extension (de groupes abéliens}, 70

facteurs invariants, 187, 191, 250,
254, 292

factoriel (anneau), 21, 22, 40, 49,
54, 55, 272

famille (de Kostant), 189, 207, 212,
290

flexé (ensernble), 59, 221

fonction

polynomiale invariante, 17, 49
réguliere, 14

forme de Killing, 213, 236

formule de Clebsch-Gordan, 210,

211

Frégier
involution de, 138, 148, 169, 172
point de, 138, 146, 148, 169, 172

Frobenius
automorphisme de, 113
décomposition de, 187
injections de, 185, 187, 246

Gauss
permutation de 'enfant, 283, 288
pivot de, 43
réduction de, 5
Théoréme de D’Alembert-,
Gordan
contribution de Clebsch-, 211

_____ 1N 011
IUILI.IUIC ue L/lﬂUbLIl' AlU, &1l

graphe nilpotent, 182, 191, 193

grassmannienne, 73, 149, 282

orncan arhita 7 1Q7
BilasC OIOIVE, i, LU

o~

281
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groupe

algébrique, 182

algébrique affine, 13

circulaire, 138, 140, 142, 172

de Klein, 77, 100, 116, 125, 161,
162

de Lie, v, 6, 11, 26, 137, 170, 235

de Mathieu, 87

de Mébius, 122, 142, 148

de Takif, 25

dérivé, 34, 35, 84, 88, 93, 98, 105,
109, 118, 163, 164, 171, 270,
280, 281

des automorphismes d’un groupe,
iv, 38, 70, 83-85, 91, 99, 100,
108, 109, 115-117, 122, 161,
163, 165, 166, 172, 174

des homographies, 140, 146, 148,
172, 173

discret, 73, 75

hamiltonien, 81

holomorphe d’un, 116

opérant, 2

projectif, 7, 126

quaternionique, 81

réductif, 20

résoluble, 118, 166, 280

simple, 32, 34, 36, 37, 61, 87, 172

unimodulaire, 9, 81

otent, 277

VLY,

Hausdorff (la topologie de), 13, 50,
240

Hilbert, 4, 18, 20-23, 49, 198
holomorphe d’un groupe, 116
homéomorphie, 9-11, 69, 79, 287

296
homographie, 126, 136, 140, 142,
147, 148, 172, 173

hyperboloide, 296, 300

immersion, 11
indicateur d’Euler, 30, 91, 114, 174



infini
corps, 49, 50
dénombrable a, 10, 74
hyperplan {ou droite ou plan) a,
143
point &, 139, 140, 144, 171
injections de Frobenius, 185, 187,
246
inteégre (anneau ou algebre), 14, 54,
195, 212
intégralement clos, 21, 195, 200
intersection complete, iv, 199
invariants de Hilbert, 49
inversion, 140-142, 148
involution, 61
de Cartan, 289
de Frégier, 138, 148

Jordan

base de, 191, 206, 246, 247

bloc (ou matrice, ou cellule) de,
7, 43, 47, 72, 77, 185, 195,
203, 207, 210, 212, 246, 247,
249, 254, 277, 278, 288

décomposition de, 251

pseudo-base de, 188

pseudo-bloc de, 188

pseudo-réduction de, 189, 190,
255, 259, 287

LA at 1 o140 1Q0 9N
reaucvioi ae, vi, {, 1049, 18J, LU0,

206, 208, 301
réduite de, vi, 182, 183, 246, 287

ronracantatinn Ao AR
ICPICECiivaviVil 4C, Ou

Killing {forme de), 213, 236
Kirillov, 235
Klein

(programme d’Erlangen), 148

hntitnilla Ao 77 9208
piuvciue U<, i, 49U

groupe de, 77, 100, 116, 125, 161,

162, 170
suite exacte de, 163, 164
Kostant
critére de, 198
famille de, 189, 207, 212, 290
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lagrangien, 26, 284

lemme de Schur, 64, 65

lieu singulier, 196, 274

lisse (point ou variété), 56, 196-199,
258, 271, 272, 274, 276

localement fermé, 11, 13, 15, 74,
151, 182, 195, 266, 277, 281

Macaulay-Serre (critére de Cohen-),
199
Mathieu (groupe de}, 87
matrice
de permutation, 44, 54, 65, 66, 78
antimagique, 67
antisymétrique, 40, 42, 176, 249,
265, 266, 279
compagnon, 20, 34, 187, 193, 251,
258, 292
de Cauchy, 176
de permutation, 8, 146, 175, 283,
288, 294
idempotente, (voir aussi
projecteur), 63
inversible, 7, 41-44, 46, 50-52, 62,
67, 68, 117, 176, 191, 247,
251, 252, 255, 259, 270-272,
276, 289, 292, 293, 297
magique, 65
monomiale, 52

nilpotente, iv, 7, 8, 45, 57, 58, 60,
62, 63, 72, 77, 112, 181-184,
186-190, 195, 200, 201, 206,
209, 210, 212, 213, 220, 223,
247, 249251, 254, 255, 259,
260, 262, 265, 274, 278, 287,
200, 203

nilpotente sous-réguliére, 274

pleine, 63, 272

réguliere, 52

semi-simple réguliére, 52

singuliere, ii, 22, 43, 46, 197, 259

symétrique, iv, 3, 42, 45, 51, 221,
222, 269, 270, 294

unipotente, 8, 9, 25, 68, 252, 255,
278, 283



matrices
congruentes, 4, 6, 40, 51
diagonalisables, iv, 18, 45, 50, 88,
201, 246, 251, 253, 260, 283,
285, 287, 291
semblables, 5, 15, 19, 20, 41, 46,
56, 57, 181, 182, 188, 204,
248, 250, 252, 253, 255,
261-263, 277, 285, 288, 289,
292, 293, 296
trigonalisables, 38, 45, 52, 68, 84,
94, 231, 257, 258, 281
mauvais (point), 267
mineur (d'une matrice), 15, 54, 68,
184, 185, 187, 198, 247, 249,
250, 275, 276
Mobbius
groupe de, 122, 142, 148
ruban de, 235, 295
morphisme (algébrique), 14, 20, 21,
23, 58, 195, 276, 281

Newton (sommes ou polynomes de),
18, 249

noethérien (anneau), 18

nombre de Weyl, 28, 47, 52, 235

normalité, 21, 199

octaedre, 153
opérateur d’entrelacement, 64
opération

continue, 9

d’un groupe, 2

de Steinitz, 4, 6, 15, 17, 22, 184,

247, 269

orbite, 2

de Richardson, 276, 277
ordre de Chevalley, 182

rrmad anadan oS e 1

rrrmad aandainfal 19 91 90 AQ EO
Ouvery principail, 19, 21, 24, 40, 92,

83, 271

p-groupe, 8, 31, 114, 300

p-Sylow, 4, 8, 8, 29, 31, 32, 113

paraboloide (elliptique ou
hyperbolique), 215, 218-220,
224, 225, 279, 296

paramétrage (bon), 11, 59, 79
Pascal (théoréme de), 148
pfaffien, 40, 176, 178
pivot de Gauss, 43
plan
général, 150
hyperbolique, 40
supergénéral, 150
pleine (matrice), 63, 272
plongement de Segre, 56, 58
poids, 206
poids d’une matrice magique, 66
point
de Frégier, 138, 146, 148
lisse, 196
régulier, 197
singulier, iv, 179, 196, 197, 199,
273
polynéme homogeéne, 13, 49, 53, 54,
274, 275
polynéme
minimal, 20, 42, 43, 56, 82, 112,
185, 188, 190, 194, 195, 199,
246, 247, 249-251, 253-255,
258, 260, 271, 272, 279, 292,
293
caractéristique, 19, 20, 42, 43, 50,
51, 53, 54, 62, 181, 185, 193,
194, 197, 199, 201, 202, 226,
246-950. 253. 254. 257. 258

Uy MUYy LIy LUy ey

271, 272, 279, 287, 289, 292,
294
déterminant, 22, 53, 54, 234
polynéme irréductible, 22, 23, 39,
41, 54, 272, 274, 301
principe
de dégradations successives, 183,
186, 191, 258
de symétrie, 1
produit
direct, 24, 25, 69, 71, 85, 92, 98,
301
en couronnhe, 116
semi-direct, 23, 26, 70, 162
semi-direct interne, 24, 71, 76
profil, 28, 47, 52, 234, 235
programme d’Erlangen, 148



projecteur, 42, 111, 144, 171, 178,
256, 292

projection stéréographique, 122,
141, 143, 144, 171

proprement, (voir action propre)

propriété de Baire, 10

pseudo-bloc de Jordan, 188

pseudo-réduction de Jordan, 188,
259

pyramide pondérée, 205, 208, 213,
275, 295

quadrangle harmonique, 132, 133,
135, 140, 226

quadrilatére équianharmonique, 176

quadrique, 143, 149, 178, 215, 216,
218-220, 222, 226, 234, 296

quasi-invariant, 55

quotient catégorique, iv, 20, 20, 21,
27, 53, 54, 56, 200, 272

récurrence (raisonnement par), 6,
10, 40, 50, 204, 249, 262,
271, 276, 277, 280, 283
r-équivalence, 4, 6, 41-43, 187
radical
d’un idéal, 22, 198
d’une forme, 5, 273
rang d'une matrice, iv, 4, 6, 15,
21-23, 40-44, 48, 49, 56, 57,
59, 61, 63, 65, 67, 68, 74,
151, 176, 181, 184, 197, 198,
217, 221, 247, 248, 251, 255,
268, 271, 273, 276, 292
réduction
d’un endomorphisme
de Gauss, 5
de Jordan, 187

R L IO Tt
reqauive U.U JUIUdlL,

, 250

100
100,

A

101 ~
lel, 240
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représentation
contragrédiente, 96, 169
d’algebre de Lie, 202
de Jordan, 65
de sly, vii, 204-206, 208
de Steinitz, 65, 67
duale, 209
fidele, 61
irréductible, 17, 64, 65, 67, 169,
170, 204, 206
linéaire, 17
orthogonale, 17
unitaire, 17
Richardson (orbite de), 276
ruban de Mobius, 235, 295

Schur (lemme de), 64, 65
scindée et/ou scindable (suite
exacte), 25, 26, 164, 263
section d'une application, 20, 23,
24, 25, 53, 69, 104
Segre (plongement de), 56, 58
semi-régularité, 47, 257
Serre
critére de Cohen-Macaulay-, 199
similitude de matrices, vi, 1, 3, 18,
20, 42, 47, 56, 181, 248, 261,
278, 289
slo-triplet, 202204, 206, 207, 212,
232, 233, 274, 289, 294, 295
sous-algébre
de Borel, 231

P DY o [ I tuy A 90 09k
de Cartan, 28, 64, 228, 235
de type fonda.mental 35

de type Iwasawa, 235

anlIg..agmna Mo
WA LD P A

spectral (ou caractéristique), 201,
202, 246, 250, 252, 287

sous-espace transverse, 89, 73, 149,

LLIAIIAVEIDNC, I3 zdy

274, 275



sous-groupe, 14
caractéristique, 94, 100, 161, 164
complément, 24, 26, 76, 164, 301
conjugué, 2, 27
de Borel, 14, 72, 280, 282, 283
de Cartan, 52, 234, 235
de Lie, 5, 73
de Sylow, 4, 8, 29, 31, 113
dérivé, 34, 82
distingué, 9, 14, 23, 24, 26, 27,
29, 32, 33, 35, 36, 69, 71, 76,
81, 83, 91, 93, 94, 100, 101,
114, 118, 161, 162, 165, 280
normalisateur, 27, 114
parabolique, 14, 16, 49, 72, 277
stabilisateur, 1, 2, 4, 8, 9, 13, 27,
28, 30, 31, 35, 77, 94, 185,
232, 234, 235
Steinitz
action ou opération de, 4, 6, 15,
17, 22, 184, 247, 269
représentation de, 65, 67
théoréme de, iv
structure quotient, 13
suite exacte, 23-25, 69, 70, 95, 104,
163, 164, 261
de Klein, 163, 164
scindée (ou scindable), 25
Suleima (les bagues de), vii, 30

surface de Véronése, 60

Sylow
sous-groupe de, 113
sous-groupe de, 4, 8, 29, 31
théoréme de, iii, 29, 31

tablean

vivRAAT v

autodual, 193
de Young, vi, 182-186, 191, 193,
200, 206, 207, 209, 213, 250,
253-255, 258-260, 264, 265,
287, 291, 301
Taylor (la formule de), 50, 250
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théoréme
de Cayley-Hamilton, 36, 93, 223,
249, 251, 297
de d’Alembert-Gauss, 281
de Tietze-Urysohn, 51
de Burnside, 61, 65
de Jacobson-Morozov, 201, 212
de Kolchin, 68, 281
de Lie, 280
de Pascal, 148
de Sylow, iii, 8, 29, 31
de Weyl, 205
des invariants de Hilbert, 20
des zéros de Hilbert, iv, 21-23,
49, 198
du point fixe de Borel, 279, 282
théorie des invariants, 16
Tietze-Urysohn (théoréme de), 51
topologie
de Hausdorft, 50
de Zanski, 13, 15, 18, 22, 48, 58,
72, 151, 182, 197, 207, 268,
269, 271, 272, 277, 288
quotient, 9
tore
algébrique, 281
maximal, 235, 283
trace (d’un opérateur ou d'une
matrice), 45, 47, 50, 54, 56,
57, 59, 82, 63, 85, 69, 148,
170, 200, 205, 215, 216, 223,
248, 249, 256, 262, 275, 285,
289, 292, 297
transvection, 1, 19, 57, 58
transverse, (voir sous-espace
transverse)
triquadrangle harmonique, 122, 132,
135, 138, 173
3-Sylow, 89, 92
type
de cones quadratiques, 215
fondamental, 235
Iwasawa, 235
type 6, 291



Urysohn (théoréme de Tietze-), 51

valeur propre, iv, 6, 8, 25, 42, 47,
90, 52, 55, 63, 64, 181, 201,
204, 212, 217, 220, 226, 2486,
248-250, 252, 257, 259, 270,
272, 279, 286, 293, 294
variété de drapeaux, 16
variété
algébrique, 13
affine, 13, 21
complete, 15, 58, 279, 282
irréductible, iv, 14, 15, 22, 48,
49, 55, 195-198, 203, 2586,
269, 271, 272, 276,
280-282, 289, 290
normale, 21, 21, 199
projective, 13
quasi-affine, 21
quasi-projective, 13, 154
symplectique, 5
Véronese (surface de}, 60

Weyl
groupe de, 64
nombre de, 28, 47, 52, 235
théoréeme de, 205

Zariski
espace tangent de, 197
topologie de, 13, 15, 18, 22, 48,
58, 72, 151, 182, 197, 207,
268, 269, 271, 272, 277, 288
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