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Introduction

Ce volume donne un exposé détaillé et complet des notions et théorémes
d’Algebre linéaire élémentaire qui devraient constituer le bagage minimum
du bachelier és-sciences au moment ou il entre dans les classes du 1¢* cycle
de I’Enseignement supérieur. L’orientation générale et la substance en ont
été déterminés par le souci de préparer I’étudiant a assimiler le plus facilement
poss1ble l’enselgnement actuel donné dans ces classes qui devralt lui

7 sy

mllle qui serait en état de lire ce livre sans aide et sans fourmr un t ravail
personnel considérable en dit long sur I'incohérence de nos programmes
d’enseignement. Il y a déja plusieurs années que ’on s’est inquiété un peu
partout du divorce grandissant entre les méthodes et I’esprit de I’enseigne-
ment des mathématiques, dans les lycées d’une part, dans les Universités
de l'autre. Ayant participé a plusieurs discussions sur ce probléme, j’ai
pu me convaincre que, méme parmi les professeurs de I’Enseignement
secondaire les plus conscients de la nécessité d’une réforme, il subsiste
une grande incertitude sur la teneur de ce que devralent étre les programmes

- U

c en
ce livre est avant tout destiné ; je I’ai congu comme un « livre du maitre »,
en d’autres termes une ossature solide sur laquelle Batir un enseignement
oral vivant et adapté aux éléves qui doivent le recevoir.

C’est aussi a ces emaseignants de bonne volonté que s’adressent les com-
mentaires qui suivent ; je m’en excuse d’avance auprés de mes collégues
de I’Enseignement supérieur aux mains de qui tomberait ce livre, et qui
m’accuseraient avec raison d’enfoncer pompeusement des portes ouvertes ;
ma justification est qu’apparemment ces portes ne sont pas encore ouvertes
pour tout le monde.
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"""""""""""""""""""""""""" re r
ou essayistes qui ont voulu parler de mathématiques, n’ont que trop bien
réussi & ancrer dans I’esprit du public « cultivé» I'image d’une science
immuable et figée, tronant dans un empyrée de « vérités absolues» trans-
mises religieusement de génération en génération comme une révélation
divine que I’on ne saurait se permetire de changer d’un iota, et ignorant
les titonnements et les incertitudes des pauvres sciences dites « expéri-
mentales». Il y a plus de cent ans que les mathématiciens professionnels
sont revenus d’une aussi naive arrogance, mais il faudra sans doute encore
bien des années d’efforts pour venir 4 bout de ces « clichés », rien n’étant
plus difficile que de modifier des « idées regues ». La source du malentendu

réside dans le fait qu’i ’il est bien exact que les théorémes démontrés il y a

, .
Les mathématiciens des siécles passés, et plus encore les phﬂgsgpbec
b
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2000 ans sont tout aussi vrais maintenant qu’alors, tandis que les «vérités
expérimentales » n’apparaissent jamais que comme des approximations que
I’on perfectionne sans cesse. Ce qui change, en mathématiques comme dans
toutes les autres sciences, c’est le point de vue d’ou I'on considére les
résultats déja acquis ; et, comme dans toutes les autres sciences aussi, ces
changements se font a I’heure actuelle avec une vitesse qui va croissant.
Sauf sur un point tout a fait accessoire, le schéma du progrés en mathé-
matiques ne différe pas de ce qu’il est dans les autres disciplines : les
acquisitions nouvelles et les réflexions qu’elles susciterit aménent a repenser

les théorémes anciens, a examiner a la lumiére des théories plus récentes

)
leurs rapports mutuels et a les insérer de fagon plus rationnelle dans un con-

texte renouvelé. Le fait particulier aux mathématiques est que, dans ces
bouleversements périodiques, les théorémes eux-mémes se conservent
intacts, au lieu de se dissoudre en raffinements plus subtils, ou de se voir con-
tredits par une expérimentation plus soigneuse, comme il advient aux
« faits » les mieux établis de la Physique ou de ia Biologie. Mais, du rang
majestueux de « théorémes fondamentaux », il leur arrive mainte fois de
se voir peu a peu dégradés a la position subalterne de simples « corollaires »

An mliia An smn Amrionlala Bt cnvrera Annma rrnminae Ao i AR

uv plus L plua lllellDaUlCD, PU‘UI 1111 il. DUUVCHL uailid lU Blvilivl acs K CXCr-
cices» que I’on abandonne a ’apprenti mathématicien. C’est la conscience
de ce processus historique permanent qui doit ramener les mathématiciens

prnfpcetnnnple a une conception h]nc modeste de leur rdle et de leurs

VANJLARAW prave

efforts, en leur faisant prévoir que les découvertes qui leur ont cofité le
plus de peine, et dont ils auraient tendance a s’enorgueillir, risquent fort

de devenir de simples jouets pour les écoliers des générations futures.
L’enseignement des Universités ne peut bien entendu se permettre
d’ignorer longtemps ces remises en ordre de i’édifice mathématique, sous
peine de perdre toute son efficacité et jusqu’a sa raison d’étre. Mais jusqu’a
une époque récente il n’y a pas eu de refonte qui touchdt vraiment aux
notions de base laissées traditionnelleme
S

et 'apprentissage des mathématiques dan

Py I’ a maan mzad Qa2 Anien

nt a 'En e‘gu ment seconaaire,
Euclide n’était pas une mauvaise
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mathématiciens, on avait certes énormément accru la somme des connais-
sances mathématiques et développé de puissantes méthodes nouvelles de
recherche ; mais ces méthodes n’exigeaient pas d’autres idées fondamentales
que celles d’espace et de nombre, telies que les avaient congues les géo-
metres grecs. Il en est tout autrement aujourd’hui, ol la tendance essentielle
des mathématiques modernes, depuis environ un siécle, a été de chercher,
par un effort supplémentaire d’abstraction, a décomposer en quelque sorte
ces «idées fondamentales», un peu comme les physwlens ont analysé

I’atome réputé « insécable» des anciens. Il est a peine besoin de dire que

X

»o

ce n’est pas par un besoin morbide de « couper les cheveux en quatre»

que les mathématiciens en sont arrivés la (contrairement a ce qu’affectent
encore de croire certains), mais bien parce qu’ils ont ainsi pu découvrir,
dans les produits de cette « dissociation», des outils nouveaux d’une
puissance insoupgonnée de leurs devanciers, grace auxquels ils ont pu
attaquer avec succeés de nombreux probiémes laissés ouverts par ceux-ci.

Pendant ce temps, | i€
méme est fort éloigné du niveau ol se font les recherches mathemathues

contemporaines, était tranquillement resté, avec quelques additions super-

ficielles, ce qu’il était avant Grassmann et Cantor, c’est-a-dire essentielle-

ment la géométrie d’Euclide, I’algébre de Viéte et de Descartes, et, dans
les classes terminales, un peu de Calcul infinitésimal. Il n’est donc pas
surprenant que le fossé entre cet enseignement et celui qu’on donne dés
Pentrée a I’Université n’ait cessé¢ de s’élargir. Qu’on veuille bien, par
exempie, considérer sans idées précongues les sujets suivants, qui tiennent
encore une place considérable dans I’enseignement des mathématiques au

4

lycée :
T\ Aag rangtrrintinng w4 mnaor 1o #Aala at 1a AAmmao W
l} LD VUILIDLL ULVLIVU l}al 1a ICSIC L IV VUL lpab 7.

1 AS
IT) Les propriétés des « figures» traditionnelles, telles que le triangle,
les « quadrilatéres » variés, les cercles et « systémes de cercles », les coniques,

avec tous les raffinements accumulés par des gpner“f ons de « géomeétres »

ALANARAN AL “vvwa CANSRAD N SwiL IVUA T

spécialisés et de professeurs en quéte de problémes d’examen.

III) La kyrielle des «formules trigonométriques» et de leurs trans-
formations kaléidoscopiques permettant de superbes «résolutions» de
« problémes » relatifs aux triangles, et ce par des « calculs logarithmiques »,
s’il vous plait !

Que 'on ouvre maintenant au hasard un livre traitant des matiéres
enseignées a partir de ’entrée a ’Université : on constatera aussitét qu’il

nnnnnnnnnn Fn + alliagina & $tA2é laalls k oses

AQ raQ S Q: wane hacaed
1dait anusSioi a toutes ¢S ocIliesS Cin Ud. J1 pal lasaiu

on rencontre quelque part une conique, on I’étudie (si nécessaire) comme
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les autres « figures» chéres aux géométres de jadis ont tout simplement
disparu comme dans une trappe. On pourra objecter que ’enseignement
des Universités est tres abstrait, et que ce que ’on apprend au lycée sera
bien plus « utile» a de futurs ingénieurs, par exemple. Il est bien vrai que
’on peut exhiber sur de belles photographies les cascades de triangles que
forment les poutrelles d’une construction métallique ; mais pour étre en
état d’en fabriquer de semblables, vaut-il mieux savoir que les hauteurs
d’un triangle sont concourantes, ou avoir acquis quelques principes fonda-
mentaux de résistance des matériaux ? Il est bien vrai aussi que les formules
trigonométriques sont tout a fait indispensables a trois professions

(=4 T T S o

Aminammant racnantahlac
WwiliilliN/1111k1\/110 lbDPUULGUlUD
[o]
1° les astronomes ;
2° les arpcnteurs

es centaines d’autres professions tout aussi honorables,

ca contantant fart hien en matidra da & tricanaméatriew de ca nni tient
LWULItVIIL 1ULI L UlLll, Vil maticre Ge « UIgUIIVIIIVULIV 77, UL LU {ul uviane

en 3 ou 4 pages de ce livre (cf. p. 112). Et puis, doit-on considérer que
I’Enseignement secondaire est destiné a accumuler ioute une série de
connaissances particuliéres, plus ou moins hétéroclites, en vue de préparer
a toutes les professions imaginables ; ou au contraire, faut-il essayer avant
tout d’apprendre aux enfants a penser, sur un petit nombre de notions
générales bien choisies, et laisser les techniques spéciales se ranger plus
tard sans effort dans une « téte bien faite » ?

<
Y
;l
it
'~< ""
[+Y)
Q.

Soit, dira-t-on, les énonces des théorémes enseignés aux é€léves des
lycées sont destinés a €tre oubliés au profit de notions plus importantes ;
mais du moins, en s’exergant sur ces thémes artificiels, auront-ils acquis
des méthodes de recherche et des habitudes de pensée qui leur seront plus
tard d’un grand secours. Ici encore, cela était sans doute exact avant

Descartes, mais avait déja cessé de 1’étre pour les contemporains de Newton.

o~

F est un dec affetc An nraorac an mathdm hnnne aue dec rdenltate onvnnnlc
NAWwD Vll‘l‘-o Hl UEIUO Wil ll‘“tll\llllutlﬂ \i WMWY L1wwouililalo \1

leurs inventeurs n’arrivent qu’aprés des considérations fort difficiles et des
cheminements trés tortueux et parfois obscurs, se démontrent souvent en
quelques lignes et presque sans effort 50 ou 100 ans plus tard. Un exemple
universellement connu est I'invention du Calcul infinitésimal, qui a d’un
seul coup ramené a des calculs presque automatiques la solution de pro-
blémes qui avaient exercé la sagacité d’un Eudoxe ou d’un Archimeéde. Ce
que I’on sait moins (et ce pourquoi est écrit ce livre) c’est que depuis les

b

- - - aasn mmama v am e o~ an i amm e oam - -

travaux de Grassmann et Cayley entre autres (qui remontent a plus de
100 ans), on dispose, en « Géométrie élémentaire», comme 1’a si bien dit
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ment 51mples a énoncer (au contralre de ceux d’Eucllde-Hllbert) tout
s’obtient de la fagon la plus directe en quelques lignes de calculs triviaux,
14 ot auparavant il fallait ériger au préalable tout un échafaudage com-
plexe et artificiel de constructions de triangles auxiliaires, afin de se ramener
vaille que vaille aux sacro-saints « cas d’égalité » ou « cas de similitude »
des triangles, points d’appui de toute la technique traditionnelle. Cela peut
paraitre surprenant au non initié, mais les mathématiciens professionnels
sont depuis longtemps familiers avec de tels phénoménes, ol le remplace-

ment d’un syst¢éme d’axiomes par un systéme équivalent, mais mieux

choisi, améne parfois des simplifications considérables. Je me contenterai
de poser aux éducateurs la qnpqhnn de savoir si, pour arriver aux meilleurs

VAN AL bW SR Y iz PP s Kaaxa

résultats, il convient de présenter aux éléves une théorie ol tout s’ordonne
naturellement autour de quelques idées-clés trés simples, et qui seront
fondamentales dans leurs études ultérieures, ou au contraire de les laisser
pendant des années aux prises avec une technique inadéquate et qu’il leur

r__ I oublier aussitot apprise n{*\
faudra oublier aussitot apprise ?

Une autre caractéristique de la méthode mathématique contemporaine
(sans doute trop connue pour qu’il y faille beaucoup insister) est qu’elle
permet de regrouper suivant leurs affinités profondes des théories d’aspect
bupCI'IlClCl souvent IOI'[ (llIICI'CIl[ UI' pIUS sans (IOUIC qUC nulle pdl'[ dllleurb
le cloisonnage des disciplines a atteint dans I’enseignement traditionnel

un degré dont le ridicule peut difficilement €tre dépassé. On enseigne en

aﬁ‘nf AT M1 MArnAmn A Iﬁ(‘ onna’ao tar ﬂlﬂb Anﬁ ]tn\éao at mamn ;I‘Onl‘,;]

viiuvli yvu vu PIUU uauo 1IVO Allliuvewo L\alminalho v 1]\4\4\40 Wi 11iuliliv JuD\iu 11
y a peu de temps dans les classes préparatoires aux grandes Ecoles (ainsi

que dans beaucoup d’Universités étrangeres) toute une impressionnante
liste de « sciences » :

la « Géométrie pure » ;

la « Géométrie analytique » ;

la « Trigonométrie » ;

la « Géométrie projective » ;

la « Géométrie conforme » ;

la « Géométrie non-euclidienne » ;

la « Théorie des nombres complexes ».**

T
Nan cenlamaent tantee cac diccinlinae eant_allae an o
O SCUICIIICIIL tOUiCS CCS GISCIPiINCGS SOM-Culs €1 g

isolément, mais encore est-il fréquent de voir chacune s’efforcer d’ignorer
totalement les autres et se targuer de son « indépendance » : les grotesques

*) Les professeurs d’éducation physique, eux, n’hésitent pas, et quand il s’agit par exemple
de natation, c’est la nage moderne, le « crawl» qu’ils enseignent, parce que plus efficace que
les nages anciennes.

(**) Je ne parle pas de la « Géométrie descriptive», simple technique de dessin que I'on
a heureusement ramenée presque partout a ses justes proportions.
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us que les discussions byzantlnes sur le

sexe des anges, ont rempli des volumes au Xix° siécle. Or on sait (grosso

modo depuis le « Programme d’Erlangen» de F. Klein) que sous ces

défroques d’un autre age se cache toujours une seule et méme discipline,
Atgeore unealre GCS mamemaucwns moacrnes qUI CIlglODC dUSSI ()iéfl

entendu, la théorie classique des systémes d’équations linéaires, mais est

devenue, avec ses ramifications actuelles (qui vont bien au-dela méme de

PPancatiognameant da 1la Mattrica) nne dac thanriae lag nlig cantralac at lac nlne
1 Ullo\/lsll\vlll\illl VUV 1A lviailll IOU}, ULlIV ULVO L1IIVUILIIVO IVO l_uuo Vwviilialvo i 1vo PIUO

efficaces de la Mathématique contemporaine, riche en applications les plus
variées, de la Théorie des nombres a la Physique théorique, en passant
par I’Analyse, la Géométrie et la Topologie. Il me semble qu’il y a intérét

1étrie et opologie emble
a famlllarlser le débutant le plus t6t possible avec les notions essentlelles
de cette discipline, a lui apprendre a « penser linéairement», ce qui est
d’autant plus facile qu’il y a peu de notions, en mathématiques, qui soient
plus simples a définir que celles d’espace vectoriel et d’application linéaire.
A notre époque de prolifération intense dans toutes les sciences, tout ce
qui condense et tend a I'unification a une vertu qu’on ne saurait surestimer.
Quant aux « pseudo- sc1ences » énumérées plus haut, il est & espérer que

Lot
Q
-
[72]
a
-t
fo*]
o
8
—
(¢]
[=]
»4

Je voudrais ajouter a ces trois points, qui me paraissent d’une portée
générale (continuité de ’enseignement, apprentissage précoce des méthodes
modernes, unification des disciplines enseignées), deux autres remarques
qui ne touchent que les seuls mathématiciens, et que je tiens pour cela a
présenter sur un autre plan : on pourrait en effet m’accuser de penser surtout
aux futurs mathématiciens & propos de I’Enseignement secondaire, alors
qu’ils ne forment qu’une de ces honorables corporations dont je parlais

" r‘r\!!fn "

Q I Q
1S GOoUtlC Mmoliis

Je tiens donc a souligner fortement que j’estime que I’Enseignement

secondaire n’est as destiné a former de futurs mathématiciens, ni méme
de futurs nrnfe urs de mathématiaues : c’est nremepment I enqmonem_ent

AvEvera azadsva. v.--lv"v 9 Waldwairawaaw

tradltlonnel qui bhe cette vérité premiére, car on chercherait en vain a
qui d’autre qu’a des mathématiciens spécialisés sont destinées de jolies
babioles telles que le cercle des neuf points ou le théoréme de Dandelin,
sur lesquelles on s’étend si souvent avec complalsance Mais ceci dit,

m’adressant a des professeurs de mathématiques, je ne peux pas ne pas

S of =3 O annsnara Mo nnll Aﬁﬁ ﬂ"“nﬂfﬂ‘i"ﬂ
TCUST CnCore QU CCul GCS arplnlurs

() 11 est urgent entre autres de libérer le nom de « Géométrie analytique », qui est certaine-
ment le meilleur pour désigner une des théories les plus vivantes et les plus profondes de
la Mathématique moderne, celle des « variétés analytiques », qui fait pendant a la « Géométrie
algébrique », étude des « variétés algébriques ».
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de présenter tous les développements de la « Géométrie élémentaire » d une
fagon parfaitement rigoureuse, et cela sans effort, alors que I’on sait trop
bien que les systémes d’axiomes proposés depuis la fin du siécle dernier
et se rattachant étroitement a la tradition euclidienne, sont d’une telle
complexité et d’une telle subtilité qu’il est pratiquement impossibie de les
enseigner avant la Licence™. D’ou la nécessité, si pénible pour un mathé-
maticien, de ne présenter a ses éleves que des pseudo-raisonnements qui
ne résistent pas & une critique méme superficielle ; je pense en particulier
aux invraisemblables confusions et paralogismes auxquels donne lieu une

notion aussi simple que celle d’« angle» quand on la prend du point de

., e ’
vue traditionnel, alors que, du point de vue de I’Algébre linéaire, ce n’est

pas autre chose que I’étude du groupe des rotations dans le plan.

Ma derniére remarque générale concerne un aspect de la Mathématique
moderne en quelque sorte complémentaire de ses tendances unificatrices,
a savoir sa capacité de dissocier ce qui était indiment confondu. Je pense
surtout ici a la distinction (clairement sentie depuis Poncelet) entre
propriétés géométriques de nature «affine» et propriétés de nature
«métrique». Il est particuliérement choquant du point de vue logique,
de voir 111c1anger €n unc 1uCi‘0yau1c salade ces deux t typcs de pnoprietea
dés le début de la traditionnelle « Géométrie euclidienne», mettant

exactement sur le méme plan des notions aussi différentes que celle de

parallﬁlp et celle de pprppnd}cu!atrp, pour ne citer qu un exemp!e f\lp‘lan

Bien entendu, en Algébre linéaire, cette distinction s’opére le plus simple-
ment et le plus facilement du monde, les deux types de propriétés dépendant
respectivement de deux groupes d’axiomes qui sont séparés dés le début,
et dont il est donc facile de développer séparément les conséquences.
Peut-étre cette insistance sur la « pureté» des raisonnements paraitra-t-elie
superflue et pédantesque a certains ; pour ma part, je crois que I'on a
toujours intérét a essayer de comprendre aussi bien que possible ce que
Pon fait, et qu’il y a une grande vertu formatrice pour I’esprit & rechercher

dans sa démarche I’économie des moyens et ’adaptation étroite des
hypothéses aux conclusions, dans toute la mesure du possible.

Aprés ces considérations générales, j’en viens & quelques commentaires
sur "esp‘t e le plan suivant lesquels a été congu C"t ouvrage. Il va sans
dire que j’ai commencé par faire table rase de toute la tradition, et je me

* Je n’ignore pas qu’historiquement les études axiomatiques de Hilbert et de ses émules
sur les fondements de la Géométrie ont eu une grande utilité pour clarifier la conception
générale de ce que sont les mathématiques, et ont d’autre part conduit & de nouvelles
découvertes, comme les corps non archimédiens ou les plans non desarguiens ; mais ceci est
trés éloigné de I’enseignement secondaire et méme de celui des Universités avant le troisiéme

cycle au moins.
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uider par ce sur quoi débouche lEnsel nem
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L

suis exclusivement laissé n

quoi débou e
secondaire, savoir le programme d’ enselgnement des Universités (ou des
grandes Ecoles techniques). Tout ce qui n’intervient pas dans ce dernier a
¢té impitoyablement banni du texte (et méme souvent des exercices) ; au
contraire, j’ai essayé d’introduire dés que possible les notions qui seront
a la base de I’Algebre et de I’Analyse des ’année propédeutique, telies que
celles d’application linéaire (ou « opérateur »), d’application multilin€aire,

de valeur propre d’un opérateur, de groupe ou d’anneau formés d’« opéra-
+Aarira \\ 1 AAA qnr
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wCurs », rfialic au p" 1"11} énoncé pius naut ae nc pas tenir co pLC ac
fagon privilégiée des désirs ou besoins des seuls mathématiciens, je me suis
attaché a ne parler que d notions dont I’importance en Mathématiques
appliquées ou en Physique .heonque est incontestable ; les raffinements

n’intéressant que les futurs mathématiciens sont relégués en exercices.
D’autre part j’ai cherché a résister a la tentation d’introduire prématurément
les théories qui seront enseignées a 1’Université. Il me semble que la nature
nous a heureusement fourni une « ligne de démarcation» toute tracée, en
nous douant de I'intuition géométrique pour les espaces a 2 et 3 dimensions ;
il est donc possible de représenter graphiquement tous les phénomeénes
de l’Algébre linéaire limitée a ces dimensions (et bien entendu, aux scalaires

wAhnala) Q¥111Q 1M~ cA o 4+ n2a e lisvniénts ~en A A oY e o R Y v

ree:s), ct J\.« mc Suis uupuac strictement cette iimitation, a acux a apparciiics
exceptions prés dont je parlerai un peu plus loin. Bien entendu, a 'intérieur

de ces limites, chaque f01s que l on rencontre une notion de nature plus
oemarnlp 19 n’hésite pas 3 lui donner son véritable nom, rien n’étant plus

A saVTaAVY pa - waidvlswaw <oaiv r.wu

sot que la peur des mots‘*’ mais je tiens a souligner que, ce faisant, je
n’entends pas du tout supposer que I’on ait fait antérieurement, ni que I’on
fasse & cette occasion, la moindre théorie générale des notions qui s’intro-
duisent ainsi ; bien au contraire, dans mon esprit, il s’agit de présenter
ces notions 4 I’éléve sous une forme en quelque sorte expérimentale. En
d’autres termes, la nature nous offre un merveilleux laboratoire ou se
familiariser avec des cas particuliers, d’aspect fort simple et susceptibles

A’immacag Annrrata Aa nAatinng dAAant l’naoannn act lhantinAnin e ochAndvrala
U Hllaged VUlILL VLUD, v llULIUIIO QOiit 1 CSSC1CC Cst UUGU\«UUI} pruo 5611\.«1(11\;
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mais aussi beaucoup plus abstraite, et qu’il faudra assimiler sous cette

forme générale plus tard ; il serait vraiment dommage de ne pas profiter
ureuse circonstance,

il was vlsiavw

Les deux exceptions que je me suis permises ont trait a tous les développe-
ments de géométrie affine ou euclidienne qui sont indépendants de toute
hypothése de dimension ; il m’a semblé que pour les lecteurs auxquels je
m’adresse, il y avait un certain intérét a souligner cette indépendance outre
qu’il aurait ét€ presque intolérable de répéter verbatim des pages entiéres

) 1 va sans dire aussi que j’utilise librement (et sans explication) le vocabulaire usuel
de la Théorie des ensembles en toute circonstance, I'accord s’étant fait, je pense, sur la
nécessité d’introduire ce langage dans I’enseignement dés les premiéres classes des
lycées.
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4

I €s t
inutiles. Mais je suis tout prét a admettre que pour les éléves des lycées,
il faudrait effectivement se borner au cas ou la dimension est fixée a
a 3 et recommencer les raisonnements lorsque ’on change de dimension ;
les modifications a faire au texte pour le restreindre a ces deux cas sont
évidentes et ne concernent d’ailleurs que le langage.

Je me suis permis aussi de n’introduire aucune figure dans le texte, ne
serait-ce que pour faire voir que ’on s’en passe fort bien ; mais ici encore
c’est un manque auquel mes lecteurs suppléeront d’eux-mémes.

Jai fait suivre les diverses sections du texte d’assez nombreux thémes

d’exercices. Ils sont destinés & montrer aux enseignants qu’a cet égard la

A

Mathdmatia
Mathématique moderne ne le céde en rien aux disciplines classiques, et

14

que, si les théorémes de base sont devenus si simples & démontrer que ’on
pourrait craindre qu’ils n’exercent plus 3 un méme degré I’imagination et
les facultés créatrices des éléves les mieux doués, il n’est que de pousser un
peu plus avant pour rencontrer des problémes dont la solution exige
autant de taient que ies pius ciassiques probiémes d’Agrégation. j’ai essay€
de faire figurer dans ces exercices le plus possible d’amorces de vastes
théories dépassant de loin le niveau du cours, dans la mesure ou cela
n’exigeait pas de moyens inaccessibles & ce niveau, afin de donner quelque
idée du genre de questions que se posent les mathématiciens modernes.

J ai d’ailleurs surtout voulu donner matiére a réflexion, et c’est pourquoi
narle de « thémes d’exercices» ph 110t que d’« exercices » proprement

Jv pPoriv uv NN uasviiavo a L Radd Anawas

dits ; ils sont dans mon esprit destinés a &tre modifiés, decoupes comblnes
ou enrichis & volonté par leurs utilisateurs éventuels. Les solutions (sous
forme abrégée) des plus difficiles de ces problémes sont rassemblées a la
fin du volume.

Enfin, j’ai ajouté au texte quelques Annexes qui visent a compléter
connaissances des professeurs sur certaines questions non tout a fai

classiques et qui souvent ne sont pas traitées dans I’enseignement d
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rsités ; il n’est pas question que ces Annexes fa

gram e d’enseignement proprement dit, mais elles peuvent servir a mon
sens A replacer ce dernier dans une meilleure perspective. Je ne m’y suis
pas astreint a tout reprendre ab ovo comme dans le texte (qui, lui, ne
nécessite pas de connaissances préalables, tout au moins du point de vue
purement logique) ; je n’hésite donc pas a renvoyer a d’autres ouvrages
pour les résultats dont j’ai besoin, et certains raisonnements ne sont
qu’esquissés.

On aura déja compris que le programme développé dans ce livre est
destiné aux deux ou trois années terminales des lycées. Mais il reste a

A Q IA rNAOrarfmma>sa nav\nrol A 'f A L\ A
umc er Gaans 1° programime gencrar GEs Ciuaes mat ue'na
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un double point de vue : par rapport a ce qui

f\‘lf N~AMMmmaoa
Sa'v’uu WwVUlillilivil

ques depuis la Sixiéme,
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doit le précéder, et par rapport a la partie d :
Sur la prem'é re question, il ne m’est gué e possible d’apporter autre chose
que des « vues de I’esprit », étant donné mon manque total de compétence
en ce qui concerne les réactions des enfants de 11 & 14 ans. Il me semble
que le but a atteindre est de vaincre deux difficultés psychologiques cer-
taines : 1° il faut arriver a faire prendre conscience a 1’éléve de la nécessité
d’un traitement axiomatique des mathématiques ; 2° il faut dés que possible
le familiariser avec le maniement constant de certaines notions abstraites,
dont la plus difficile a assimiler est sans doute celle d’application (ou
« transformation ») et plus encore peut-étre celle du calcul sur les applica-

tions. Comme on peut dire sans exagcratlon que dans 'un et l'autre cas
il s’agit vraiment de pierres angulaires de tout ’édifice mathématique

moderne, tout le reste de ’enseignement des premieres années devrait €tre
consciemment subordonné i l’assimilation de ces idées. Sur la facon de
procéder pour atteindre ces buts, je n’ai que des idées générales encore
plus vagues. Il va de soi que cela nécessite un contact expérimental prolongé
avec les notions de base qui seront plus tard axiomatisées ; mais cela ne
suffit pas, car il faut en outre « conditionner» en quelque sorte ’enfant
en dirigeant ses expériences dans le « bon» sens et en évitant a tout prix
que son attention ne s’égare dans des impasses, si traditionnelles soient-

elles. C’est ainsi qu’il serait désirable de libérer I’éléve dés que possible
e des «figures» traditionne ]lles. en en nm'la_ nt le

de la camisole de ur tr elles, en en arl
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moins possible (point, i"Oite et plan exceptés, bien entendu), au profit de
I’'idée de transformation géométrique du plan et de ’espace tout entiers,
sur laquelle on doit insister sans cesse et qu’il faut illustrer par de multiples
exemples. De méme il convient certes d’apprendre a I’enfant I’art des
constructions géométriques, mais fuir comme la peste ce qui est sans doute
le plus gigantesque « canular» de I’enseignement classique, la limitation
des instruments de dessin a la régle et au compas™ ; il faudrait au contraire
multiplier les exemples d’appareils mécaniques réalisant des constructions
variées, et pius encore réalisant des transformations du plan (pantographe,
aﬂinographe etc.).

Ouant a ’énineux o

el i r
A'nalened
i avvuiu

« axiomes», |

N
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e de l'introduction de:
101CeEr ¢& mot, mais ne pas manquer

it r
ar contre de donner des exemples de déduction logique, qui,
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®) On ignore l'auteur de cette mauvaise plaisanterie, que certains commentateurs de
I’Antiquité attribuent (sans preuve convaincante) a Platon. Je sais fort bien que c’est en
réfléchissant 4 des problémes de construction « par la régle et le compas» que d’illustres
mathématiciens (3 commencer par Gauss) ont été mis sur la voie de trés importantes décou-
vertes ; la plupart des mathématiciens sont ainsi faits qu’ils adorent se poser des problémes
d’apparence futile et qu’il leur arrive parfois, s’ils ont du génie, d’en tirer des merveilles
(« grand » théoréme de Fermat, hypothése de Goldbach, résolution des équations par radicaux,
etc., etc.) ; mais ils savent fort bien trouver ces problémes tout seuls, et, encore une fois,

I’Enseignement secondaire n’a pas pour mission de former des mathématiciens !!
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beaucoup plus que I'idée d’axiome, est le vrai et I'unique moteur de la
pensée mathématique ; ce qu’il faudrait parvenir a faire assimiler dés que

possible, c’est que d’une proposition admise pour un motif quelconque, et
dont la provenance n’entre pas en ligne de compte, on peut tirer d’autres
propositions par le seul raisonnement. En somme, I’ensecignement des
premiéres années secondaires devrait étre un mélange savamment dosé
d’« expériences géométriques» bien choisies et de raisonnements partiels
sur les résultats de ces expériences : quelque chose d’analogue a l’apprentis-
Sage de la puySiq‘L‘le ou de la chimie, une sorte de « pu'y‘Sique de | espace ».
Jai dit plus haut pourquoi il m’est impossible d’aborder la réalisation de

cette tache, mais je suis persuadé qu’elle est possible, et il y a déja des

3 4

i
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nos voisins belges™.

Ce-par contre a quoi je suis tout a fait opposé, c’est ce que I’on pourrait
appeler «la méthode de I’échafaudage préalable». Sous prétexte que le
systétme d’axiomes de 1’Algeébre linéaire est « trop abstrait», on voudrait,
avant de lintroduire, partir d’un autre systéme d’axiomes, réputé plus
accessible, et en déduire ensuite les axiomes de I’Algébre linéaire. C’est
en somme ce qu’avait fait Hilbert dans ses célébres travaux sur les fonde-
ments de la Géométrie, en prenant pour point de départ les axiomes
d’Euclide convenablement complétés. Chacun sait que ce tour de force

14

dépasse de loin le niveau de ’Enseignement secondaire, mais on a tenté

dppum lors des « compromis» entre 1’échafaudacge d’Euclide-Hilbert et

A AAQJR \JARRRD 77 ViilA Vv 1 VwiiQiduUuGaY U iosuviiuvTiiiUwie wh

I’axiomatique « nue» de I’Algebre linéaire ; le plus connu est sans doute
le systéme d’axiomes proposé récemment par Choquet, d’une remarquable
ingéniosité qui témoigne du grand talent de son auteur, mais que je tiens
pour parfaitement inutile et méme nuisible. Il ne se justifierait que si les
notions qui sont a la base des axiomes du plan euclidien, addition des
vecteurs, multiplication par un scalaire et produit scalaire de deux vecteurs,
étaient extrémement abstraites et difficiles a représenter graphiquement ;
chacun sait qu’il n’en est rien, et quelques mois d’expériences sur
le papier quadrillé devraient suffire pour accoutumer I’éléve a leur

N\

maniement, et le préparer 4 admettre sans hésitation que I’on fonde
P’édifice n]ophru‘n-gpnméfr ique sur des propriétés dont il lui est facile

ALAVLRINV W AV wUL QAwiiw
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de vérifier I'exactitude expérimentale. Dés lors, a quoi bon surcharger
sa mémoire de soi-disant « axiomes» qu’il lui faudra s’empresser
d’oublier ? En fait, on assiste simplement 12 & un curieux phénoméne
d’attachement sentimental & un systéme traditionnel d’axiomes, plus
fréquent qu'on ne croit chez les mathématiciens professionnels, méme

) Voir notamment G. Papy et F. Papy, Mathématique moderne 1-111, Didier (Bruxelles—Paris),
1963-67, et Journées d’études, Cahier 22, Bruxelles, Avril 1962 (Ministére de I’Education
nationale et de la Culture, Secrétariat général de la Réforme de I’Enseignement moyen et normal,
165, Rue de la Loi, Bruxelles).
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niveau de la Géométrie élémentaire™),

: uveau de et que je ne me
chargera pas d’expliquer.

L’Algebre linéaire n’est que 'une des « structures fondamentales» de
la Mathématique moderne ; une autre non moins importante est la
Topologie, qu’il convient certainement d’introduire dés que possible dans
I’enseignement. Au niveau de I’Enseignement secondaire, il semble

. . .
raicnnnahle dea ca harnar danc catta diractinn commea an la f An:o
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depuis assez longtemps, aux rudiments du Calcul infinitésimal, dont il est
superflu de souligner I'importance pratique. Mais il faudrait a mon avis
commencer cette initiation a I’Analyse plus t6t encore qu’on ne le fait, et lui

AA2R2QREAVUAL SIS AWAV % &2

donner plus d’importance : les ingénieurs et physiciens se plaignent non
sans raison que les licenciés d’aujourd’hui « ne savent plus calculer », en-
tendant par 1a qu’ils ne sont pas assez rompus au maniement des processus
¢lémentaires du Calcul différentiel et intégral. Cela s‘explique fort bien si

et e Y- B R P R e T - PRy PR PR BN
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mathématiques doit absorber aujourd’hui a I’Université, ce qui lui laisse
fort peu de temps pour I’apprentissage de la partie quasi mécanique de

9
le théorie des fonctions d’une variable (calcul des dérivées, des primitives,

des développements limités, intégration d’équations différentielles simples,
construction de courbes en coordonnées cartésiennes ou polaires). Je ne
vois absolument rien qui empéche de reporter toute cette technique dans
les deux ou trois dermeres années du lycée** ; il s’agit encore 14 de mani-
pulations sur des objets « représentables » de fagon concréte a chaque pas,
et qui prolongent de la fagon la plus naturelle 1a pratique des « graphiques »
que ’on s’accorde avec raison a introduire de fagon trés précoce dans

Penseignement, vu son importamc dans tous les domaines™®**, La seule
condition a respecter est qu’il faut encore ici traiter ces questlons exclusive-

4

ment de la méme fagon ¢ experlmentale » ou « physique » que je preconlsals

nlus haut nour P'annrentissage de la Géométrie. Tout essai a ce niveau
rlwu AAGEY W W yv“
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d’un traitement rigoureux f rait sans doute plus de mal que de bien, ne

) Par exemple, rendant compte il y a quelques années d’un volume des Eléments de N.
Bourbaki consacré a I'Intégration, un mathématicien ameéricain fort connu, P. Halmos,
paraissait absolument choqué et scandalisé de ce que I'auteur avait pris certains théorémes
traditionnels pour définitions et déduit les définitions anciennes comme théorémes ; critique
d’autant plus étrange que son auteur est particuliérement qualifié pour savoir ce qu’est une
équivalence logique !

(**) e temps nécessaire pour s’y exercer se trouverait sans peine aprés suppression des
nombreuses séances consacrées aux « constructions» et « résolutions » de triangles et autres
amusettes.

(x*#) ] est piquant que sur ces questions de I'introduction de I’Analyse dans I'enseignement
élémentaire I'accord ait toujours été plus facile a réaliser que sur la réforme de la Géométrie ;
sans doute le Calcul infinitésimal, ce parvenu, ne bénéficie pas du caractére sacré que son
antiquité confére a Euclide !
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pouvant guére &tre basé que sur des techniques « epsilontiques » dépassées
et ne répondant en outre qu’a des préoccupations de purs mathemat101ens.
Rien n’empéche d’ailleurs le professeur, chaque fois qu’il en a ’occasion,
d’annoncer que les régles du Calcul infinitésimal sont tout aussi susceptibles
de démonstration, & partir des axiomes des nombres réels, que les théorémes
de Géométrie. Mais il convient ici comme ailleurs de débarrasser ’enseigne-
ment de la superstition consistant & vouloir 4 n’importe quel prix tout

rattacher a4 une source axiomatique unique. Les mathématiciens pro-

aisons de tenir & ce qu’il en soit ainsi, mais ces

fessionnels ont de bonnes

Avuv;v 1navsu v AV AW UWVILIAWY RCRAUV LAY w

raisons ne concernent qu’eux ; ce qui est par contre d’une importance
universelle, c’est de savoir faire des déductions logiques correctes a partir
de prémisses qui n’ont pas besoin d’tre nécessairement sanctifiées par un
arbre généalogique remontant a la Théorie des ensembles !

J’ai surtout parlé de cet enseignement d’initiation au Calcul infinitésimal
parce qu’il doit, & mon sens, absorber deux des parties traditionnelles de
la « Géométrie » qui visiblement n’ont rien 4 y faire : le calcul des longueurs
aires et volumes, et la «mesure» des angles. Le premier n’est autre
naturellement que le Calcul intégral, et c’est une inconcevable gageure que
de prétendre, 300 ans aprés Cavalieri, enseigner ces questions par

P« exhaustion » d’Eudoxe et d’Archiméde. Quant 2 la soi-disant « mesure »
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des angles, elle s’inscrit dignement dans la confusion générale qui régne
a ce propos ; pour le mathématicien professionnel, alors que la nature
nous offre gratuitement, avec le groupe des rotations planes, un admirable
exemple de groupe infini possédant des éléments d’ordre fini quelconque,
c’est une insondable sottise que de chercher 4 tout prix & masquer ce fait
essentiel en prétendant « mesurer» ce qui n’est pas mesurable, introduire
un «ordre» 1a ou il n’y en a pas, et feindre de croire qu’une droite se

i ¢ de 26‘1’ l'“'“’"d elle est revenue a la méme puSitiOi‘i !
On verra dans ce livre que tout ce qui appartient en propre a la Géométrie
euclidienne plane, du point d ue algébrique, est entiérement indépendant
de toute « mesure» d’angles par des nombres réels ; et j’ai méme fait en
sorte que les axiomes choisis ne permettent pas de demontrer I’existence de
cette « mesure » (voir Annexe I)*, Bien entendu, dés que I’on veut faire de
I’Analyse ou de la Cinématique, I’existence de I’homomorphisme continu
canonique x — ¢ du groupe additif R sur le groupe multiplicatif U est
tout a fait capitale ; mais c’est sous cette forme et en Analyse qu’il faut
la présenter, et non s’ingénier comme a plaisir a entretenir les pires con-
fusions dans les esprits.

nC)
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®) Cela a aussi heureusement pour effet de rendre la théorie « non catégorique» (c’est-a-
dire non déterminée a isomorphisme prés par les axiomes) rompant ainsi avec une exigence
ridicule des mathématiques classiques.
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Jespére qu’on ajoute, pour terminer, que je

n’ai aucun intéré personnel dans ces questlons d’Enseignement secondalre
et qu’il me chaut fort peu de savoir si, ou et quand il y aura une réforme
de cet enseignement, ni ce qu’en seront les modalités. J’ai simplement
voulu verser au dossier de I’historien futur un exemple de ce que ’on

- 2 10 D

pourrait faire en la mati¢re si I’on cherchait & agir de fagon rationnelle.
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CHAPITRE 1

Nombres réels

Il est bien connu depuis Aristote (au moins) que toute science repose sur
ce que I’on pourrait appeler le « principe de la connaissance volontaire-
ment incompléte» : abstraire ou généraliser signifie précisément que I'on
néglige systématiquement certains aspects des objets que ’on considére. La
méthode axiomatique en Mathématique n’est pas autre chose qu’une
dppllbdllOIl UC CcC pl"lIlblpC, qUI nc s¢ umu‘nguc (.le autres qu p cC quc
’on prend soin d’énumérer de fagon exhaustwe les propriétés que 1’on
veut admettre tou e
‘interdit ensuite d
régles de la logique.
Nous allons donner dans ce chapitre la liste des « axiomes » des nombres
réels dont nous nous servirons dans la suite de ce volume, et en tirer les
premiéres conséquences ; il y a d’autres propriétés des nombres réels qui
ne peuvent se déduire de ces axiomes (et sont par exemple indispensables
]orsqu’on veut fonder axiomatiquement I’Analyse) ; mais comme nous
n’aurons pas a les utiliser, nous ne les mentionnons pas ici.
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données :

1° une application ({,7) > { + nde R x Rdans R ;

2° une appilication (£, ) - &y de R x R dans K (on écrit £ au lieu de &¢
et parfois & au lieu de &p) ;

3° une relation £ < 7 entre éléments de R (aussi notée n > £)

Nous admettons en outre que ces applications jouissent des propriétés

suivantes (dont la liste est considérée comme exhaustive pour ce volume,

tant an moine danc la tavta nranraman A;f\(*) .
Cur au MOILS Gails 18 WXwW Pr Ul.uuuu.«u
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(R 1) Pour tout couple (&, n) d’éléments de R onan+<¢=¢+n.

) Dans certains exercices on doit utiliser d’autres propriétés des nombres réels ; on le
mentionne toujours explicitement.
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( {) d’éléments de R, on a &+ (n +{)
not¢ £+ n+{;onposedeméme £ +n+{+0
= (é + 7 + {) + 0 pour quatre éléments de R, et de méme pour plus de
quatre éléments).

(R 3) Il existe un élément w de R tel que, pour tout élément ¢ de R,
onaitw + ¢ = ¢.

(R 4) Pour tout élément & de R, il existe un élément &' de R tel que
E+ & =w.

(R 5) Pour tout couple (&, 1) d’él er‘ert de R, on a n¢ = In.

(R 6) Pour tout triplet (&, n,{) d’éléments de R, on a &(né&) = (¢n){ (que

I’on note &n{ ; notations analogues pour les produits de plus de trois
Aldmantcg on P{‘flf )53 au ]u:n dea FEE)

VIVILIVILILY 4 Vil Wwiiln 11V MV Yuy ).

(R 7) 11 existe un element ¢ # w de R tel que, pour tout élément & de R,
on ait ¢€ = &.

(R 8) Pour tout élément ¢ # w de R, il existe un élément £’ de R tel
que E&" =

(R9) Pour tout triplet (&, 7, {) d’éléments de R, on a &(n-+ {) = &n + &L

(R 10) Les relations ¢ < n et n < { entrainent & < (.

(R 11) La relation «5 <netn < Ex»est équivalente a ¢ = n

a £
\N 1J4) rour UUUA ClCl i€nts LlLIClL«UlquCb g, II UC l\, Ull a ¢

(R 13) La relation ¢ < nentraine € + { <75 + (.

(R 14) Les relations w < ¢ et w < 5 entrainent w < &n.
{D‘ l<\ pfonf Adanné un nalvnAme D{}:) —_ a£3 + /352 .J'_ )

1t donné yn polynéme Y
cients dans R, si, pour deux éléments 4, u de R tels que 4 < ,u
et P(u) > o, alorsil existe (feR tel que A < { < pet P{) =

(1.2) Un ensemble G pour lequel est donnée une application &n)—-f(&n)
de G x G dans G satisfaisant aux seules conditions (R1)a (R4), ou &€ + 7
est remplacé par f(&, n) partout, est ce que I’'on appelle un groupe com-
mutatif, et les conséquences que nous allons tirer des axiomes (R1) a
(R 4) valent pour tous les groupes commutatifs (quelle que soit la notation

o2
- ~rmd A emm ~an act las Aaa e

pdl I.IDUIICIC auuptcc pUUl J \g, I’} , ld uauuuuuu €St vicn UlllClldu uuxuc(‘uaw;
(1.3) Il existe un seul élément w de R tel que w + & = & pour tout £eR.
En effet, si @’ est un second élément de R tel que ' + f = ¢ pour tout

é R on a en narticulier. en vertu de (p 1\

UAA & vii pa xvullv&, Wil V Wi

3
~—
'
_—

D~

Po—

(]

=

- -

['a

=0 +oo=0+0 =0

L’unique élément w de R vérifiant (R 3) est appelé « zéro » et sera noté 0
désormais.
(1.4) Dans R, ia relation ¢ + n = & + { entraine n = (.

En effet, d’aprés (R 1), (R2) et (R4),0on a

C+E+MN=+)+n=C+8)+n=0+n=1

et de méme &' + (¢ + {) = { ; d’ou la conclusion.
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Fl'n narhmlhpr nour tont £
il whad S -

l t
....... , pour tout ] tel qu
on le note —¢ et on dit que C’es l’opposé de;ona —(—¢
On écrit & — n pour & + (—n).
(1.5) Dans R, la relation &n = 0 est équivalente a « & = 0 oun = O».
Tout d’abord, on a, par (R9), (R 1) et (R 3)

'U

0 + &2 = (0 + &)¢ = &2
d’ou 0¢ = O en vertu de (1. 4) ; par (R 5), on a donc aussi £0 = 0. Supposons
nnnnnnn N z e alAawa A 4- A~ (D LY /D LY (D 7\ ¢ (D Q)
maintenant l,r, =0et ¢ # 0 ; alors, en vertu de (NJJ, (NUJ, (N /) ClL {(NOJ,

on a
&' = (" =en=n.

Mais en vertu de ce qui précede, £(&én) = £"0 = 0, donc n = 0.

La propriété (1.5) s’exprime encore en disant que dans R il n’y a pas de
diviseur de zéro (autre que 0).
(1.6) Soit R* le complémentaire de {0} dans R ; il résulte de (1.5) que la
restriction a R* x R* de ’application (&, n) — &n est une application dans
R*. Les conditions (R 5), (R 6), (R7) et (R 8) entrainent alors que pour

cette application, R* est un groupe commutatif dit groupe multiplicatif des

mhras rdale £ N (prar dane (D Q) avAtr — N Aan Aa
llUlllUl\.ﬂD VIO 7~ VU \ al Jualld \l\ U’ Ull llU p\.«ut avull s - Vv ull VUlLu UU

(1.5)). Comme dans (1.3) et (1.4) on ne s’est servi que de (R 1), (R2), (R3)
et (R4), on conclut de cette remarque et de (1.2) les deux propriétés
suivantes :
(1.7) 11 existe un seul élément ¢ € R tel que e£ = & pour tout £ eR.
(1.8) Si & # 0, la relation &n = &L entraine n = (.

L’unique élément ¢ R vérifiant (R 7) est appelé 'élément unité de R
et sera noté désormais 1.

Pour tO‘ut ¢ # 0 dans R, élément £” tel que &'¢ = 1 est unique ; on le
note ¢~ ! ou 1/€ et on dit que c’est inversede & ;ona (671)"! = & par (1.8) ;

on écrit aussi n/¢ pour né~ 1. Comme 0 = 0 pour tout (R en vertu de
(1 5) ot que 1 £0 0O n’a nac A’inverce danc R

\L J, \IL\-l i 7_ U’ J lluy O N RILY Wi UW VIGLLLAY AN,
(19 Sié#0etn#0,0ona () =11
En effet (n 16 Heén=n"Y ¢ ¥ =n"'In=n"'n=1 et on conclut

par I’unicité de P’inverse.

(1 10) Ona (—=&n = &(—n) = —(én).
En effet &n + (=& =& + (=& =0 =0 en vertu de (R9) et de
(1.5) ; on conclut par I'unicité de 'opposé d’un élément.
En particulier ona —¢ = (—1)¢ pour tout £ eR.
(1.11) La relation « & < 77 et & # n» entre deux élér
aussi £ <n, ou n > & La relation & < n (resp. & > ,

lit «n est supérieur a f» (resp. «n est inférieur a

“"m
\%
=
—
[72]
(¢’]

hY
cunsriour a Fy « n ect ¢ tomont infoviour a £ \\\ N
Qul’c' cel s ”, AN " WOl l« “ LOInCrL lv,yo' el A 5 ’ il

au lieu de « supérieur », « plus petit» au lieu d’« inférieu

3
C:.‘f‘n

-t
v €
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 10), (R 11), qu
¢ < n entre & et n est une relation d’ordre total ; on dit qu’un ensemble E
pour lequel on a défini une relation R(&, n) entre deux éléments quelconques
de E, vérifiant les conditions (R 10), (R 11) et (R 12) (ou il faut bien entendu
remplacer ¢ < n par R(&, ) partout) est un ensemble totalement ordonné
par la relation R. Les conséquences que nous allons tirer des seuls axiomes
(R 10), (R 11) et (R 12) valent pour tous les ensembles totalement ordonnés
(quelle que soit la notation R(¢, ) adoptée pour la relation d’ordre total).
(1.12) La relation £ < n est équivalente a « £ < 1 ou &

En effet, si 'on a 5 <11 et £ #1n, on a £ <n par définition ; donc si

n
E<mn ou bien £ =7, ou bien ¢ < n. Réciproquement, £ < n entraine
< n par définition es m n

A

en vertu de (R 11)

- = , J whad \&VA:AAA AN 1 1.

(1.13) Pour deux nombre réels quelconque
trois relations ¢E < n, E=n, & > n.

En effet, en vertu de (R 12), on a, ou bien £ < 5, ou bien &€ > n ;si & < 7,
on a, ou bien ¢ < 7, ou bien ¢ = n par (1.12) ; en outre si ¢ < 7, on ne peut
avoir aussi ¢ = #n, car on aurait d’autre part & < n et par suite £ =7 en
vertu de (R 11), ce qui contredit I’hypothése £ < 1. Donc, si I’on a & < 7,
on ne peut avoir ni £ = n, ni & > 5 (1.12). On prouve de méme (par échange
de & et #) que si 'on a £ > #, on ne peut tavoir = ni E <7 enfin, si
¢ = n, on ne peut avoir ni £ < 5 ni £ > 5 par définition de ces deux rela-

tions (1.11).
(1.14) La relatio

\RLen"w)

t une seule des

7]
J\n
=

Q

3

Q

s

S

o

o ¢

«E<ne
«&<netn < {»entraine & < (.

Comme n < { entraine par définition (1.11) que n < {, il résulte de
(R 10) que la relation « & < 5 et n < {» entraine ¢ < { ; en outre, on ne
peut alors avoir ¢ = {, car on aurait simultanément £ < n et n < ¢, ce
qui contredit (1.13). Méme démonstration pour la seconde assertion.

(1.15) Les relations &, < n, et &, <n, entrainent &, + &, <ny + 1, ;
si de plus on a, soit £, < n,, soit &, < ny,ona &, + &, <n, + n,.

Ln affat A’anerde (D 12) at (D 1) laa hunathdcag antratnan 1AMAQQIvVArAn
i Ull\«t, U apivo \IN 1J) vl (1IN 1), 1V ll_y}) L1IILOWD \vllllalll\vllt DU\/U\JDD Vvilivil

1+ & <n +&etn + &, <ny +ny;onenconclutéy + &, <ny + 1,
par (R 10). En outre, si I’'on a alo rs &, + &, =1n, + n,, on déduit de ce

S
~
A

-

Q)

t

3

<
[ 2 v ) ’ T~

¥

» entraine ): < r ° I’ﬂ mn"mo lﬂ Yo nﬁnn
> L2 SRR w< T s T CraLrU

L 2E124 (24 - 9 L2 i1 e

—

aui nrécéde et de (R 11) gue 'on a aussi &. + &. = 4+ . =n. + n,
b el b dd b A A ) que fon a ausst ¢, - 31 Ny T 62 1T T2
ce qui entraine par (1.4) &, = n, et £, = 5, ; d’out la seconde assertion en

vertu de la définition (1.11).
(1.16) La relation ¢ < n est équivalente a la relation ¢ + { <n + (;
relation & < n est equwalente at+{<n+

En effet, il résulte de (R 13) que la relation £ < nentraine &€ + { < n + (.
Inversement, en vertu de (R 13) la relation & + { < n + { entraine
E+D)+(=0<Mm+0+ (=0, ce qui n'est autre que ¢ < n D’autre

mart la ralatinn £ L/ — a1 L 7 act
paiy, 1a rGauddn ¢ + { =1 + ¢ €51

seconde assertion de 1’énoncé.

nival v\t A mwar (1 A’Aty 1

An o o o
cquivaiCnic a s =1} par \1 -r; G Oou ia
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(1.17) Les relations £ <1, 0<n =& &£ —n <0, —n < =& sont équiva-
lentes. Les relations ¢ <n, O0<n—¢& & — 11 < O —-n< —¢& sont
équivalentes.

11 résulte en effet de (1.16) que & < i est équivalente & & — & < n — ¢,
cequin’estautre que 0 < 1 — & que & < nestéquivalentea é —n < n — 1,
ce qui n’est autre que £ — n <0, et enfin que ¢ < 5 est équivalente a
E—(E+n<n—(E+n), ce qui n'est autre que —n < —¢&. De méme
pour la seconde assertion.

T o mlaen Aal tal n ( - N\ nt
LES Nomores rccis g tCis quc «, = U (resp. 5 > U)j sont

(resp. strictement positifs) ; les nombres réels & tels que & < 0 (resp. &€ < 0)
sont appelés négatifs (resp. strictement négatifs) ; on note R, (resp. —R,)
’ensemble des nombres positifs (resp. néonhfs), R* (resp. —R*%) I’ensemble

des nombres strictement positifs (resp. strictement négatifs). Les relations
E>0et —E <0 (resp. £ >0 et —¢ < 0) sont équivalentes en vertu de
(1.17).
(1.18) Si £ >20et n=0,0na &£+ n=0; en outre on a alors, ou bien
E+n>0,0ubiené=n=0.

C’est un cas particulier de (1.15).
(1.19) Pour tout nombre réel &, on pose || = Esié >0, |¢| = —EsiE <0
et on dit que || est la valeur absolue de £ ; on a donc toujours |£| > 0.
On a évidemment |—¢&| = |¢| par (1.17) ; en outre la relation || = 0 est
équivalente a £ = 0.
(1.20) Si a > 0, la relation |¢| < a est équivalente & —a < & < « ; la relation
€| < a est équivalente & —a < & < a.

En effet, si £ > 0, la relation ¢ > —a est toujours vérifiée puisque
E>0et 0> —a((1.17) et (1.14)) ; la relation |¢| < a (resp. |¢| < «) est en
outre équivalente alors 5 oc (resp. & < cx) Si au contraire £ <0 la

equ1valente a —é <a (resp. —¢ < a), donc a &

vertu de (1.17) ; d’oui la conclusion.

(1.21) Quels que soient les nombres réels &,n, on a |E +n| < |&| + |n| et

&l = Inll < 1€ = 7l. _ S
Si{>0etn>0 0onad+n=>0(1.18), donc | + n| = |¢| + || par

définition (1.19) ; la mé&me relation a lieu si £ <0 et n < 0 par change-

ment de £ et n en —¢ et —n. Si 'on a € <0 <7, alors on en déduit

E+n<n<n+[¢ =+ ¢ eté+n>c“>c“—ini— —[¢| = nl, d’ou
| + 5| < |€] + In| par (1.20) ; on raisonne de e par échange de 5 et ¢
lorsque 1 < 0 < £. Enfin, de ce qui vient d’étre dé--.vntré, on tire
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il
0<(n— & =nl— & compte tenu de (R 9), et on conclut par (1.17).
(1.23) Les relations € <0 et n > 0 entrainent &n < 0 ; les relations & <
et n < 0 entrainent &n > 0. Les relations £ > 0 et n > 0 entrainent &n > 0 ;
les relations £ > 0 et n < 0 entrainent &n < 0 ; les relations £ <O0etn <0
entrainent &n > 0 (régle des signes).

On a en effet (—&n = —(&n) et (—EN—n) = —(&(—n)) = én par (1.4)
et (1.10). La premiére assertion résulte donc de (1.17) et (R 14) ; la seconde
résuite de la premiére et de (i.5).

Pour tout nombre réel &, on a donc &2 > 0 en vertu de (R 10) et (1.23).
En outre il résulte de (1.5) que la relation ¢ = 0 entraine ¢ = 0, donc la
relation & # O est équivalente & £ > 0. En particulier, comme 1 = 12, on
a 1 > 0 compte tenu de (R 7) ; on déduit alors de (1.18) que 2 =1+ 1> 0,

3=2+1>0, et ainsi de suite.
(1.24) Pour deux nombres réels quelconques &, 1, on a |&n| = €. |nl.

Cela résulte aussitot de la régle des signes et de la définition (1.19).
On a en particulier |£]* = [£3| = &2 pour tout £ e R.
(1.25) Si ¢ >0,0ona &1 > 0. Si { >0, la relation ¢ < n est équivalente a
EL < nl et la relation & < n est équivalente a £ < n{. La relation0 < ¢ <
est équivalente a0 < n~! < &1,

Si £>0,0na ¢ t=1>0, et on en tireé > 0 en vertu de la

régle des signes et de (1;13)5 Si (> Oi la relation & < n{ entraine
(fl’;){_ 1 < (‘IiC)C_ 1 d’aprés cE qui pi‘éCéde et \1 24} , Onl dcduu doncdelaetde
(1.22) que & <n et & < n{ sont alors équivalentes. L’équivalence de

& < netde & < n¢ (lorsque ¢ > 0) résulte alors de ce qui précéde et de
(1.8). Enfin, de 0 < £ < 1 on tire, en vertu de ce qui précéde et de (1.5),
0 < &E 'Y <y tp™Y), cest-a-dire 0 < n~1 < &1,

(1.26) 11 résulte de (1.23) et (1.25) que les applications (&,1) = énet € = E71
restreintes 8 R%¥ x R% et 4 R% respectivement, sont des applications dans
R* ; comme en outre 1 > 0 on conclut alors de (R 5), (R6), (R7) et (R8)
que R% est un groupe commutatif, sous-groupe de R*.

(1.27) Pour tout nombre réel &, on pose sgn(é) si £ > 0, sgn(é) =

si &£ < 0 et sgn(0) = 0 (signe de &) ; il résulte aus 6 de cette définitio et
de la régle des signes que 'on a

(1.27.1) sgn(&n) = sgn(&) sgn(n)

quels que soient &, n dans R ; en outre, par définition de || (1.19), on a
(1.27.2) & = |¢] - sgn(&).

Il est clair que I’ensemble 3 deux éléments {—1,1} est un sous-groupe
de R* ; ’application & — sgn(£) est un homomorphisme de R* sur ce sous-
groupe en vertu de (1.27.1), et I'application & — |&| est un homomorphisme
de R* sur le sous-groupe R*% en vertu de (1.24). En outre, la formule (1.27.2)
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unique maniére d’écrire tout nombre réel £ # 0 sous la forme d’un
prodult pl,oup>0et estégala 1l oua —1;on dit que le groupe R*
est produit direct de ses sous-groupes { — 1
(1.28) Les relations 0 < &, <n,, 0 < &, < n, entrainent £,&, < n,n, ; si
de plus on a, soit £, < n,, soit £, < n,, on a &, 52 < 112
La OCmOIlS[I'dIiOIl est ld méme quc CCllC (lC (l 13), cn y rem
I’'addition par la multiplication et utilisant (1.25) au lieu de (R 13). En
particulier :

(170 T, »
\Ledj Lk 71

e < Il
(1.30) La relation &3 < n? entre deux nombres réels est équivalente a & <
En effet, si 0<¢<n ona 0<& <y? puis 0 <& <n? par deux
applications de (1.28) ; comme (—¢)*> = — &3, il en résulte que si £ <5 <0,
on a aussi £3 < n3;enfin, si £ <0< n ona & <0<y ce qui achéve
la démonstration.
(1.31) Pour tout nombre o > 0, il existe un nombre > 0 et un seul tel que
p? = a ; les nombres B et — B sont les seuls nombres réels ¢ tels que &% = a.
Nous allons appliquer (R15) au polynéme f(¢)=¢* —a; on a
f(0)= —a < 0. Dautre part, sia <l,ona f(l)=1—-a>0;sia>1,

An a a2 oA at £la)l <~ N Mane lag Aanvy ~rae Pavictancra da R rdenlta Aa (D 18)
vll a & ~ K UtJ \u} ~ U, L7A11D 1VDI ULVUA LVAD 1 VAIDLVIIVV UV ’J 1WVOULLV UV \l\ lJ}-

L’unicité de la solution B > 0 de I’équation &2 = a résulte de (1.29), et

il est clair que — f§ est la seule solution <O de cette équation.
Comme par ailleurs on a ;2 > 0 pour tout nombre réel £, on voit donc

Nsazaaaa B9y vaii Vi Ne s as

que l’equatlon 2 =aa deux solutlons opposées si a > 0, une seule (égale
a 0)si a = 0, et aucune solution si a < 0. Lorsque a > 0, I'unique solution

B > 0de I’équation &2 = « s’appelle racine carrée de a et se note \/; (ou o).
Il résulte de (1.29) que la relation 0 ¢ < n est équivalente a JE < \/E_.

~

\1..)5; Une éq‘ iation de mJurme a(, + p(, + 7= 0 (a # U} a deu
distinctes si B?> — 4ay > 0, une seule solution si B% — 4oy
solution si f* — 4ay < 0.

Cela résulte aussit6t de (1.31) et de la formule

2L BE 4y (., BY (B> —4ay)
ps ')’—“\C 20(} K_—4°‘2 }

xlx—n{nq‘.M_Ln\nnan

moins une solution.

Comme a # 0, on peut diviser par a et supp ser donc que « = 1. Nous
allons annhnuer (R 15) au polynéme f({) 3 4 RZ‘Z + y¢ + 6. Posons
A=1+|,8|+|y|+|5|>1,onp ut écrire, pour ¢ # 0,

(LB 8
(1.33.1) (&) = 53(1 tetat ?)
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Or, si 'on prend |¢] > A (par exemple |¢| = 4 + 1), on a, puisque |¢] > 1
By O 1( \ A
S+ S+ El<mBl+HP ) <5<
1€ & & I\ J K
d’ou
B, v 0 A
1+ +5+—5>1—-——->0
¢ e e iq

et la régle des signes montre que f(£) a le signe de &°. Par suite, on a
f(=A—=1)<0, f(4+ 1) > 0, et la conclusion résulte de (R 15).



CHAPITRE II

Les axiomes de la geométrie euclidienne

(1) Do ALBaces o
(«.1) rar acinition,

suppose données :

1° une application (x,y) > x + yde E x E dans E ;
2° une application (4, x) > Ax de R x E dans E ;
3° une application (x y) = (x]ly) de E x E dans R ;

Axsewra Ao Aitan .
—vérifiant les condition aulvautca, aites ¢
euclidienne » :

(V 1) Pour tout couple (x, y) d’élémentsde E,ona x + y =y + x.
(V ’)\ Pour tout trinlet (x.v.2) d’élédments de E. on a x + (v + 2) =
P W 3 l L3 \./\r .y l.l, W WiWwWiliAWwWiivD AW l—l, \Jii “ Cad 1 \-y 1 Li’
(x+y)+z(elementnotex+y+z n pose de méme x + y+z+t

= (x + y + z) + t pour quatre elements de E, et de méme pour plus de
quatre éléments).
(V 3) Il existe un élément e de E tel que, pour tout élément x de E, on
aite + x = x.
(V4) Pour tout élément x de E, il existe un élément x’ de E tel que
x+x' =e
(V 5) Pour tout cou
ona (ax + f)x = ax + fBx.
(V 6) Pour tout nombre réel a et tout couple (x, y) d’éléments de E, on a

alx + \7\ = qx + ay.

ol x

(V 7) Pour tout couple (a, f) de nombres réels et tout élément x de E
on a a(fix) = (af)x.

(V 8) Pour tout élément x de E, on a 1x = x.

(D,) Pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de E, il existe trois nombres
réels o, 5, y non tous nuls et tels que ax + fy + yz = e ; en outre, il existe
deux éléments a, b de E tels que la relation da + pub = eentraine A = u = 0.

(E 1) Pour tout couple (x, y) d’éléments de E, on a (y|x) = (x|y).

78 "l )Y DArviee tAAnt terinlat {v ) A’AlAmranto D
v 4&) 10Ul tvut  uiipivt Ay Vo &) CiICMenis ) W}

(xlz) + (ylz).

i3} 4

o ’'as sl
v y, Ol a X T
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(ocxly) cx( y).

(E 4) Pour tout x # ¢ dans E, on a (x|x) > 0.

(2.2) Un espace euclidien a trois dimensions est de méme un ensemble E
pour lequel on suppose données trois applications comme dans (2.1)
vérifiant les mémes conditions que dans (2.1), a I’exception de (D,) qui est
remplacée par la suivante :

(D5;) Pour tout quadruplet (x,y, z,t) d’éléments de E, il existe quatre
nombres réels a, f§, 7,0 non tous nuls et tels que ax + By + yz + ot = e ;
en outre il existe trois éléments a, b,c de E tels que la relation
/a+ ub + yc =eentrainel=u=y=0.

7 2\ nnﬂn lag fo-l\;o nl‘\nv\cf 7=
\@eJ) LJAlID 1IVD L1VID uayu L Y
4

les conséquences des axiomes (V 1) a (V 8) seuls, puis celles qui découlent
de I'axiome supplémentaire (D,), et enfin celles qui utilisent le systeme
d’axiomes de la géométrie plane euclidienne tout entier. Aux chap. VI et
VII, nous étudierons de méme en premier lieu les conséquences des axiomes
(V1) a (V8) et (D;), puis celles du systéme complet des axiomes de la
géométrie euclidienne a trois dimensions.

(2.4) Soit E un ensemble pour lequel on a défini trois applications
(x, ¥) = x + y, (4, x) = Ax, (x, y) = (x|y) vérifiant les conditions de (2.1). Soit
d’autre part g une bijection de E sur un ensemble E’, et soit g~ ! la bijection
réciproque. On peut alors définir pour E’ trois applications :

i
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{ui dSuiviil

)Y

l
11 ivant nAng o
Ly 1IUUd a

7]

x,y)—=gg~'(x) + g~ (') = x' + ¥ par définition
(4, x") = g(Ag~ (x")) = Ax’ par définition

(x,¥) = (g~ ' (x)g™ ') = (x'|y") par définition.

Il est immédiat de vérifier pour ces trois applications Ies conditions de
(2.1). Par exemple pour vérifier (V 3), on pose e’ = g(e) et I’on a pour tout
X'eE, ¢+ x =glg7e)+ g7 (X)) =gle+g (X)) =9lg7(x) = X'

On dit quc le ptan eucualen E’ ainsi défini s’obtient par transporl ae
structure au moyen de la bijection g. On a bien entendu une deﬁnltlon

analogue lorsqu’on suppose seulement vérifiés certains des axiomes de
(2.1), ou lorsqu’on remplace (B,) par (D).
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Espaces vectoriels

4

3. 0) Un ensemble E pour lequel on suppose donnees deux applications

(x,y) = x + y et (4, x) - Ax vérifiant les conditions (V 1) & (V 8) (les autres

axiomes du chapitre II n’étant pas necessalrement vérifiés) s’appelle espace
vectoriel réel, ou simplement espace vectoriel ; les éléments de E sont
appelés vecteurs ou points ; les nombres réels (en tant qu’ils opérent dans
E) sont souvent quallﬁes de scalaires. L’application (x,y) > x + y est
appelée ’addition des vecteurs dans E, et I’application (4, x) - Ax la multi-
plication des vecteurs par les scalaires ; on dit que x + y est la somme des
vecteurs x et y, et de méme pour plus de deux vecteurs ; on dit que Ax est
le produit du vecteur x par le scalaire 4 (on I’écrit parfois aussi x4).
L’ensemble R des nombres réels est un espace vectoriel pour les applica-

tions (&,n) > & + n et (4,¢) » AE en vertu des axiomes (R1) a (R9);

hla O A D t
sous-ensemble {0} de R est aussi un espace vectoriel pour les restrictions

de ces mémes applications. Nous allons dés les §§1 et 2 ci-dessous ren-

contrer de fagon naturelle beaucoup d’autres espaces vectoriels.
Nous donnons dans.ce chapitre les cnnqeallenceﬁ les plus élém

it NeNSaal 232 il o 1ua _

des axiomes (V1) a (V8), en nous bornant strictement aux resultats et
définitions qui sont utilisés en géométrie euclidienne a 2 et 3 dimensions.

§ 1. Sous-espaces vectoriels; variétés linéaires

Les axiomes (V1) & (V4) expriment que, pour l’addition, un espace

vectoriel E est un groupe commutatif (dit « groupe additif de E»), et les

propriétés (3.1.1) et (3.1.2) ci-dessous découlent donc de (1.3) et (1 4) re-

spectivement.

(3.1.1) 11 existe un seul élément e de E tel que e + x = x pour tout xe E
L’unique élément e de E vérifiant (V 3) est appelé 'élément neutre ou

Iorigine de E et noté 0 (par analogie avec le nombre réel « zéro» qui a la
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vénient & noter par un méme signe ’élément neutre de tous les espaces
vectoriels et le nombre « zéro ».

(3.1.2) Dans E, la relation x + y = x + z entraine y = z.

(3.1.3) Pour tout scalaire a et tout vecteur x, on a O0x = «0-= 0.

| PR, cralaiea

7
U dpIlcs [V J}, o1 4, pUUl tout scaiaire A,

Ox + Ax =0 + A)x = Ax

méme propriété dans R) ; I’expérience montre qu’il n'y a pas d’incon-

d’olt 20 = 0 par (3.1.2).
(3.1.4) La relation 1y = 0 équivaut a «y = 0 ou 1 = 0».

Supposons en effet 4 # 0 ; on a alors, pour tout vecteur z € E, en vertu
de (V7) et (V 8)

AT ) =LA A)z=1.z=12z

Si Ay = 0, on a donc y = 0 en vertu de (3.1.3), d’ou la proposition, compte
tenu de (3.1.3).
(3.1.5) Pour tout x € E, le vecteur (—1)x est ’unique vecteur x' € E tel que
x + x' = 0 (dit opposé a x).

L’unicité de x’ résulte de (3.1.2) ; par (V5),(V8) et 3.1.3) ona

x+(-Dx=1x+(-Dx=0+(-1))x=0x=0.

On pose —x = (—1)x et on écrit x — y au lieu de x + (—y).

(3.1.6) On dit qu’une partie non vide V de E est un sous-espace vectoriel
(ou simplement un sous-espace) si, pour tout couple (x, y) de vecteurs de
V et tout couple («, B) de nombres réels, on a ax + By e V. Les restrictions
de(x,y) > x + yet(4,x) > AxaV x VetR x V respectivement appliquent
donc ces ensembles dans V, et il est immédiat que ces restrictions vérifient
les conditions (V 1), (V 2), et (V5) & (V8),; en outre, d’aprés (3.1.3), on a
0eV, donc (V 3) est aussi vérifiée ; enfin, en vertu de (3.1.5), ona —xeV
pour tout x €V, donc (V 4) est aussi vérifiée, et V est un espace vectoriel

pour les a pnhcatxone precedentes, d’ol le nom choi
(3.1.7) L’ensemble {0} réduit a I’origine de E est éV d mment le plus petit

sous-espace vectoriel de E. Si V et W sont deux sous-espaces vectoriels de
E, il en est de méme de leur intersection V N W. En outre, ’ensemble U
des sommes x + y, ol xeV et ye W, est un sous-espace vectoriel : en
effet, si a, B sont deux nombres réels, x,, x, des vecteurs de V, y,, y, des
vecteurs de W, on a

a(x; + y;) + B(xy + yi3) = (axy + Bx,) + (ay; + By,)
7 _L ‘X/ : 1l est
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la réunion V.U W). On a évidemment V + W = W + V, et pour que I'on

ait V. < W, il faut et il suffit que V+ W = W. En outre, si V,,V,, V; sont
trois sous-espaces vectoriels, on a V, + (V, + V3) = (V, + V,) + V; par
(V 2) ; on note ce sous-espace V, + V, + V3, et on dit que c’est la somme
de ces trois sous-espaces vectoriels ; de méme pour plus de trois sous-
espaces vectoriels.

(3.1.8) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes

..... aad

yoriL equwmemes .
a) VW ={0}
b) Tout vecteur de V + W s’écrit d’une seule maniére sous la forme

v L v n“ ‘, nf nc‘x,
J\«TJ’,U ch )’

Si b) est vérifiée et sizeV NnW,onaz+ 0=0+ z donc z = 0, ce qui
montre que b) entraine a). Inversement, si a) est vérifiée, la relation x, + y,
= X, + y,avec xy, x, dans Vet y,, y, dans W, entraine x, — x, = y, — y;;
mais x; — X, €V, y, — y, €W, donc x;, — x, =y, — y; =0, ou encore
X; = X5, Y1 = J,, donc a) entraine b).

Lorsque les conditions équivalentes de (3.1.8) sont vérifiées, on dit que la
somme V + W est directe ; si de plus V + W = E, on dit que V et W sont
UCUX sous-€spaces supplememalres (.ldi'lS D

On dit de méme que la somme de trois sous-espaces vectoriels U, V,
W est directe si tout vecteur de U + V + W s’écrit d’une eeule manieére

ous la forme x + y + 2 av a

de ce qui précéde que cela équivaut aux deux conditions U N V 0}
(U + V)n W = {0}. On définit de méme une somme directe de plus de
trois sous-espaces vectoriels.

Si E,, E, sont deux espaces vectoriels quelconques, et si E=E, x E,
est ’ensemble produit des ensembles E,, E, (autrement dit, ’ensemble des
couples (x,, x,), ou x, €E,, x, € E,), on pose, pour x;,y, dans E,, x,,y,
dans E, et pour tout scalaire 4,

fArmma [} [ avec x ~TT7 ur-" af »r-‘x, 'l rn’on nocitA
v J\vc Uy y & Uoux usoitv

(7]
-

-

(1, X3) + (Y1, ¥2) = (x4 + Y1, %2 + y3)

l(xls xz) = (Axh lxz)~

On vérifie immédiatement que ces deux applications satisfont aux axiomes
(V1) a (V8) (I'élément neutre étant (0,0)) ; on dit que E, muni de ces

deux apphcatlons, est I’espace vectoriel prodult des espaces vectoriels
E,,E,. Dans cet espace, I’ensemble des vecteurs (x,,0) (resp. (0, x,))
ou x, parcourt E, (resp. ou x, parcourt E,) est un sous-espace vectoriel
E; (resp. E,) de E, comme il résulte aussitot des définitions (3.1.6) ; il est

clair que

1N E; = {(0,0)},
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et comme on “eut CCI'H'C
(%1, x3) = (x4,0) + (0, x,)

quels que soient x, € E, et x, € E,, on a E = E| + E) ; en d’autres termes,
E est somme directe de E et E).
Ltnemad sricat e le 1, ALE . -

4 1 Ar: mradrit A
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espaces vectorieis ou plus.

(3.1.9) Soit a un vecteur de E ; 'application ¢, : x - a + x de E dans lui-
nimemalls saemcacl b dnee Ao sinntniiee 2 Qi b Act 2300 connnd vrontae Ao D
lllCIIICD Cbl pPClC IransiGiion a€ veCieur a. Si v TSt uil SCCOo11a voCicur ac | VN
on a
taOtb = tbOta = ta+b

cara+ b+ x)=(@+ b))+ x=>b+ (@ + x) pour tout xe E. En parti-
culier, comme ¢, est 'application identique, toute translation t, est une

h;mnnnn de E sur lui-méme, dont ¢t__ est la biiection réciproague. Comme

vewvrwi e AlAVARAWY WBWLAL Ve g WO AL L JVWLA AL A WWARSARU M W N/ NS ARARAAW

t, = t, entraine a = b, on voit que les translauons forment un groupe
isomorphe au groupe additif E.

(2.1.10) L’image nar une translation ¢t d’un sous-esnace vectoriel V de E

\eRenvy GHVY Ui WBilv wii AL bg W WiL DVWU WP RVY VwvwiViivi YV AW Ad
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est I’ensemble des a + x, ou xe V ; on la note a + V, et on dit que c’es
une variété linéaire affine (ou simplement une variété linéaire) dans E. 1l
est clair que siaeV,on aa + V =V, puisque pour tout yeV, y —aeV.
Les sous-espaces vectoriels sont les variétés linéaires contenant 0 (ou,
comme on dit encore, « passant par 0»).

(3.1.11) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels, a, b deux vecteurs de E.
Pour que a + V soit contenu dans b + W, il faut et il suffit que I’on ait
VcWeta—beW.

Dire que a + V < b + W équivaut a dire que pour tout xe V, a + x est
égal 3 b + y pour un ye W convenable, ouencorex = ¢ + yavecc =b — a.
ve“l “ v ] J rvu& S AL J N e NS AA "ll“vl', W WS WALWNI AW JV - -
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€st ac cette 1orme, €t par suite —c=a — DE W

0

ourtout xe V,onaxec + W = W,donc V = W. Réciproquement,
les rclatlons VcW et a—beW entrainent a+ Vca+ W=
a+ ((b—a)+ W)=>b+ W puisque W= (b —a)+ W.
(3.1.12) Il résulte de (3.1.11) que pour une variété linéaire L, il existe un
seul sous-espace vectoriel V tel que L =a + V; I’élément aeL peut
d’ailleurs é&tre remplacé par a + b pour tout beV, autrement dit est
arbitraire dans L. On dit que V est la direction de la variété linéaire L. Si
V = {0}, L est réduite a un seul point.
(3.1.13) Pour que deux variétés linéaires a + V et b + W aient un point
commun, il faut et il suffit que a — be V + W ; [’intersection de ces deux
variétés linéaires est alors une variété linéaire de direction V Nn'W.

Si x appartient alafoisaa+ Vetab+ W,ilexiste yeVetzeW tels
quex=a+y=b+z,doia—b=—y+ zeV + W ; la réciproque est
immédiate. On peut alors écrire les deux variétés linéaires sous la forme



§2. Applications linéaires 35

v 4+ Vot v L W racn
sV [] v Wi A [] \AJ I.UOIJ

les points de x + (V n W).

(3.1.14) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels. Si V < W, on dit que
deux variétés linéaires a + V, b + W, de directions respectives V et W,
sont paralléles. Si ces variétés ont un point communc,onaa+ V=c+ V
cc+W=>b+ W ; donc, ou bien a+ V et b + W n’ont aucun point
commun, ou bien a + V est contenue dans b + W. Par tout point xe E
il passe une variété et une seule de direction V (donc parall¢le & W), savoir
x + V.

(3.1.15) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels supplémentaires ; deux

variétés linéaires a + V, b + W ont alors un point commun et un seul :
AMact nn cas narhr\nher n‘nrlppt r]p 12 1 1'1\ r\nicqnp V _L W — ]..'2 et V ~ W

W WwWOL Wil el uivail 1 vy

= {0}. En particulier, considérons un vecteur x quelconque dans E, et soit

x=y+z,ouyeVetzeW ;comme x —yeW, x —z€V, on voit que

y est I’'unique point commun a V et x + W, z 'unique point commun a

W et x + V, x 'unique point commun a y + W et z + V. Les variétés

linéaires x + W=y + W et x + V=12z+ V, de directions respectives

W et V, sont appelées les variétés projetantes de x sur V et W respectivement.
Thémes d’exercices

1) Soient U, V, W trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si U< V,on a
U+ (VAW)=(U+ V)n (U + W). Cette relation est-elle vraie si U ¢ V ?
2) Soient U, V, W trois sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si V< U, on a

Un(V+ W)= (U NnV)+(Un W). Cette relation est-elle vraie si V. ¢ U ?

3) Soient U, V,U’, V' quatre sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si I'on a
UnV=U~nNnV,ona

§ 2. Applications linéaires, applications multilinéaires,
applications affines

(3.2.1) Soient E et F deux espaces vectoriels. On dit qu’une application u
de E dans F est linéaire si elle vérifie les conditions suivantes :

(3.2.1.1) u(x + y) = u(x) + u(y)
quels que soient x, y dans E ;
(3.2.1.2) u(Ax) = Au(x)

~rinala ~3raA antAan v At ] - D
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De (3.2.1.2) et (3.1.3) on déduit en particulier.
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(3.2.1.3) u(0) = 0.
\ 7 \>J

Une application linéaire de E dans lui-méme est encore appelee un
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dans R est appelée une forme linéaire sur E.

(3.2.2) Exemples. Pour tout scalaire «, ’application x — ax de E dans
lui-méme est linéaire, en vertu de (V 6) et (V 7) ; on dit que c’est ’homothétie

by e AR LA

linéaire (ou simplement homothetze) de rapport o. Pour o = 0, cette applica-
tion est ’application constante x — 0 (3.1.3) ; pour a = 1, c’est I’application
identique x — x de E dans lui-méme, notée 1z ou méme 1 si cela n’entraine
pas co.fusion.

Déte ‘minons toutes les applications linéaires de R dans un espace
vectori¢l E ; pour une telle application u, la donnée du vecteur b = u(1)
dans E détermine complétement u, car pout tout nombre réel &, on a, par
(3.2.1.2), (&) = w(&.1) = Eu(l) = &b. Inversement, pour tout b € E, 'applica-
tion & — &b est linéaire, comme il résulte de (V 5) et (V7).

Comme dernier exemple, considérons, dans un espace vectoriel E, deux-
sous-espaces vectoriels supplémentaires V, W (3.1.8). Pour tout x€E, il y a
par défivition deux vecteurs p(x)e V, q(x) e W, uniquement déterminés, et
tels que x = p(x) + q(x). Montrons que les applications p et q de E dans
V et W respectivement, sont linéaires : en effet, quels que soient x, y dans
E, on a d’une part

o

et de l'autre

( ) n(\;

= (p(x) + p(y)) + (a(x) + q()).

Mais comme p(x) + p(y) e Vet g(x) + g(y) e W, I’unicité de la décomposition
de x + y donne les relations

I
3
o
-
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n(lx) = Apn(x) alix) = Lalx)
F\'vv) P\"v) b A\ 4 M\
ce qui achéve de prouver notre assertion.
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V et W respectivement, correspondant a la décomposition de E en somme
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direc pAprtW on dit aus si

directe de Vet W ; on dit aus .Hu p (resp. g) est
parallélement a W (resp. V). On dit que p(x et q(x) sont les prOJectzons de x
sur V et W respectivement. On peut naturellement aussi considérer p et g
comme des endomorphismes de E puisque V < E et W < E. Les variétés
linéaires projetantes (3.1.14) de x sont respectivement p~ }(p(x)) et ¢~ X(g(x)).
(3.2.3) Soient E, F deux espaces vectoriels, ¥ une application linéaire de E
dans F. Si V est un sous-espace vectoriel de E, I'image u(V) de V par u
est un sous-espace vectoriel de F, car deux éléments de u(V) sont par

finition de la forme u(x), u(y), ot x, y sont dans V, et I'on a au(x) + Bu(y)

1 U
= +ﬁ) par (3.2.1); comme ax + fyeV par hypothése, on a
u(y)

e u(V). Pour tout ae E, u(a + V) est I’ensemble des vecteurs

u’a) + “(x) avec xeV, en vertu de (3.2.1.1) ; on voit donc que u(a + V)

est la variété linéaire u(a) + u(V). Si V, W sont deux sous-espaces vectonels
de E, on a u(V + W) = u(V) + w(W).

En particulier, u(E) est un sous-espace vectoriel de F, que I’'on appelle
de fagon abrégée I'image de u ; dire que u(E) = F signifie donc que u est
surjective. Toute application linéaire u de E dans F peut étre considérée
comme une application linéaire surjective de E sur son image u(E). Comme

exemple d’applications linéaires surjectives mentionnons les projections
p €t g dans le dernier exempu: de \J 22): : pour tout x € V on peut en effet
écrire x = x + 0 avec xe V et 0e W, donc par définition p(x) = x, ce qui

prouve notre assertion.

inf maintenant W un con space vectnrial de F ¢ a
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réciproque u~'(W) de W par u est un sous-espace vectoriel de E : en
effet, si x,y sont deux éléments de u~ (W), on a par définition u(x)e W,
u(y)e W ; par suite u(ax + By) = au(x) + Pu(y)e W par hypothése, d’ou
ax + Byeu”(W). En particulier u~!(0) est un sous-espace vectoriel de E,
appelé le noyau de u. Dans le dernier exemple de (3.2.2) on a p~*(0) = W et
q~'0) =
(3.2.4) Pour qu’une application linéaire u de E dans F soit injective, il faut
et il suffit que son noyau u~*(0) soit réduit a 0.

En effet, on a u(0) = 0, donc la condition est nécessaire. Inversement

ne nlraen 1) ect la nrnv'unh'nn C119 V (rncn \Xl\
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si elle est vérifie, la relation u(x) = u(y) pour deux éléments x,y de E
équrvaut a u(x — y) = 0 et entraine donc par hypothése x — y =0, ou

=y, ce qui prouve que u est injective.

Par exemple, pour tout vecteur b # 0 dans E, ’application linéaire
¢ — &b de R dans E (3.2.2) est injective, en vertu de (3.1.4).

Avec les notations de (3.1.8), I'application x, — (0, x,) de E, dans le
produit E, x E, est une application linéaire injective.

Si u est une application linéaire injective de E dans F et si V et W sont
deux sous—espaces vectoriels de E dont la somme est directe (3.1.8), alors

& emm aam o Aot —~ YXIT\

la somme u(V)+ u(W) est directe, car on a u(V) n u(W) = u(V n W)

= {u(0)} = {0}.
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(3.2.5) On dit qu’une application linéaire u de E dans F est l..n isomorphisme
de E sur F si elle est bijective ; alors ’application v = u~! de F dans E,

réciproque de u, est linéaire (et par suite un isomorphisme de F sur E).
En effet, si x’,y’ sont deux vecteurs de F, il existe par hypothése deux
vecteurs x,y de E, uniquement déterminés, tels que x' = u(x), y' = u(y),
d’ou I'on tire Ax" + uy’ = Au(x) + pu(y) = u(Ax + uy). Par définition, on a
donc x = v(x'), y = v(y) et v(Ax" + wuy’) = Ax + uy = Av(x’) + pv(y’), ce qui
prouve notre assertion.

Par exemple, pour tout scalaire A # 0, 11101 ie de rapport A dans
E est bijective et ’homothétie de rapport 4~ * est son application réciproque,
puisque I'on a A(A"!'x) = A7 !(Ax) = x pour tout x€E en vertu de (V7)
et (V 8).

On dit que deux espaces vectoriels E, F sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de E sur F ; tout théor¢me démontré dans E et qui ne
fait intervenir que des notions définies exclusivement a ’aide des opérations
d’addition et de multiplication par un scalaire, donne un théoréme corres-
pondant dans F, en considérant les images, par un isomorphisme de E
sur F, des éléments et parties de E qui interviennent dans le théoréme
considéré.

+ 1 Aa
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comme une application linéaire bijective de E sur son image u(E), et u(E)

est donc un sous-espace de F isomorphe a E.

On notera pnﬁn aue dire gu’une hnpphnn a de E sur F est un isomor-
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phisme équivaut a dire que l’addmon et la multiplication par un scalaire
dans F sont obtenus par transport de structure au moyen de g (2.4).

(3.2.6) Soient E, F deux espaces vectoriels, u,, u, deux applications linéaires
de E dans F. Pour tout x € E, posons u(x) = u,(x) + u,(x) ; ’application
u de E dans F ainsi définie est linéaire et se note u, + u, : en effet, on a
pour deux vecteurs x, y de E,

(7]

u(Ax + py) = uy(Ax + py) + uy(Ax + py)
= Auy(x) + puy(y) + Aua(x) + puy(y) = Au(x) + pu(y).

De méme, soient v une appiication linéaire de E dans F, o un scalaire, et
pour tout x € E, posons w(x) = av(x) ; w est linéaire et se note av ; en effet,
on a, avec les mémes notations

w(dx + py) = av(dx + py) = a(dv(x) + po(y)) = Adav(x) + pow(y)
= Aw(x) + uw(y).

Désignons par Hom(E, F) D’ensemble des applications linéaires de

E dans F; on a donc défini deux applications (u,v) >u+ v de

Ha Hom(E dane Ha (o D v Ham(
11Ull.l\.l.4, F } X riomc ,F ) aaimns nuul\L, F ;, et (a, u} — oau de R x Hom(E, r)

dans Hom(E, F). Il est immédiat de vérifier que ces deux applications
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satisfont aux conditions (V1) a (V 8), donc Hom(E, F), muni de ces d
applications, est un espace vectorlel, dans lequel I’élément neutre O est
’application constante x — O de E dans F.

(3.2.7) Soient E, F, G trois espaces vectoriels, u une application linéaire de
E dans F, v une application linéaire de F dans G ; alors I'application com-
posée vou : x - v(u(x)) de E dans G est linéaire. En effet, on a, pour deux
vecteurs x, y de E

v(u(dx + uy)) = v(iu(x) + pu(y)) = Av(u(x)) + po(u(y)).

En outre, si u,u,,u, sont trois éléments de Hom(E, F), v,v,,v, trois
éléments de Hom(F, G) et a un scalaire, on a les relations

eux

(3.2.7.1) voluy + ty) = (Vouiy) + (Vouy)
(3.2.7.2) (vy + vy))ou= (vy0u) + (V3 0u)
(3.2.7.3) vol(ou) = (av) ou = a(v o u).

Vérifions par exemple (3.2.7.1) : pour tout xe E, on a
(Vo (uy + ux))(x) = v((u; + u)(x)) = v(uy(x) + uy(x))
= v(uy(X)) + v(Uz(x)) = (Vo uy)(x) + (vouz)x)

et les autres vérifications se font de méme.
(3.2.8) Faisons F = G = E dans les énoncés de (3.2.6) et (3.2.7). L’ensemble.

Ho (F F'\ des endomorphismes de E se note encore Fndlp\ et on a vu

\.’l.ll\ presiinivo AN/ VW Wiiw

dans (3.2.6) que c’est un espace vectoriel. En outre, le composé vou de
deux endomorphismes v, u de E se note encore vu (ou v.u) et s’appelle
aussi le produit de ces deux endomorphismes ; il faut noter qu'en général
on a vu # uv (4.1.12). Comme la relation d’associativité w(vu) = (wo)u
= WoVou pour trois endomorphismes de E est évidente par définition,
les relations (3.2.7.1) et (3.2.7.2) montrent que End(E), muni des applica-
tions (u,v) > u+ v et (u,v) > uv, est un anneau (non commutatif en
général).™ 11 est clair que 'application identique lg est I'élément unité de

cet anneau ; les éléments inversibles de End(E) sont les éléments u pour
= I,

lesquels il existe ve End(E) tel que uov=v0o autrement dit
u(v(x)) = x et v{u(x)) = x pour tout xeE ; la pre __.érv de ces relations

AV Y rY LS G A ~

prouve que u est surjectzf et la seconde que u est injectif, autrement dit les
éléments inversibles de End(E) sont les endomorphismes bijectifs de E ; ce
sont aussi les isomorphismes de E sur lui-méme, que I’on appelle auto-
morphismes de E. Ils forment un groupe (non commutatif en général) que

Falh Ve oA\

I'on appeue le groupe linéaire de E et qué I’on note UL(L).

) C’est bien entendu ici qu'il faut donnkr la définition générale d’'un anneau non com-

mutatif, au moment ou I’on en rencontre pour la premiére fois de fagon naturelle ; il doit
en étre de méme pour la notion générale de groupe non commutatif et toutes les notions
générales que 'on a I'occasion de rencontrer par la suite.
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dans E;onah;, +h, = h,+,, par (V 5) et, en vert de (3 1 4), la relatlon
h, =0 est equwalente a A = 0 lorsque E n’est pas réduit a 0. Il est clair
que h; = 1z dans I'anneau End(E) ; d’autre part, en vertu de (V7) et
(V8), on a h;h, = h;, dans End(E), et pour 4 # 0, h; est inversible dans
End(E) et son inverse est h,,;. On voit donc que s1 E # {0y, les h; lorment un
sous-corps Z de End(E), isomorphe au corps R. On notera que pour tout
ue End(E), on a iu = h,u = uh, pour tout scalaire 4; en particulier
n, = 4.1

Lorsque E = R, tout endomorphisme de E est un homothétie (3.2.2),
donc End(R) est un corps isomorphe a R.

Si g est un isomorphisme de E sur un espace

écrit d’une seule maniére gouog
-1

vectoriel F, tou
phisme de F s ~1 ol u est un endomor-
phisme de E, et il est clair que u > gouog est un isomorphisme de
I'anneau End(E) sur I’anneau End(F) (dit déduit de g), qui transforme
GL(E) en GL(F) et I’homothétie h; dans E en I’homothétie h, dans F.

(3.2.10) Etant donné un endomorphisme u de E, on dit qu'un vecteur
x € E est un vecteur propre de u si x est non nul et si u(x) = Ax pour un
scalaire A ; ce scalaire est alors unique puisque l’application & — &x est
lel'b lIl]CCllVC [DL‘I') Les SCdldll’CS A pOUI' lequClS ll EXlSte un vecteur
propre x de E tel que u(x) = Ax sont appelés les valeurs propres de u. Pour

tout scalaire £, on désigne par E(¢ ; u) ou E(£) I'’ensemble des x € E tels

MNNo ul E~e M| ot 1mmn’l" f MNno E agt NN gNIIC_aCNAND 10N fnr:n’ Aa R
\.lu \J\r’ = ‘9'}\' , ll UDI. 111111141 \.1u\.4 ‘_l\s’ wvolL ull DU“D'CD‘I“LC vocoiwurici uv p WP

Dire que A est valeur propre de u équivaut a dire que E(A) n’est pas réduit a
0 ; les éléments de E(4) sont alors 0 et les vecteurs propres correspondant
a la valeur propre 4 ; la restriction de u a E(1) est ’homothétie de rapport
A dans ce sous-espace ; on dit encore que E(4) est le sous-espace propre de
u correspondant a Ia valeur propre A.

Pour tout endomorphisme u de E, E(0 ; u) est identique au noyau u~ *(0)
de u ; on en déduit que pour tout scalaire /4, E(l ;u)estle noyaudeu — 4. 1.
Nous verrons plus loin {4.1.14) des t‘:Xt‘:‘I‘nples d cnuO‘I‘I‘lOrpmS‘I‘I‘lt‘:S qui n’ont
aucune valeur propre, c'est-a-dire pour lesquels E(4 ; u) = {0} pour tout A.

Remarquons enfin que si g est un isomorphisme de E sur un espace

2

unnfnrinl | n (BR(]) « 2\ — () masn— 1N
Vvwivilvl 1, Ull Cl. y\l-l\,lc Y u” -_ l—l\/l:, yuy ’

(3.2.11) Pour qu’un endomorphisme u de E soit tel que u* = 1, il faut et il
suffit que E soit somme directe (3.1.8) des sous-espaces E(1 ; u) et E(—1 ; u).
En effet, supposons que 1'on ait u?> = 1 ; pour tout x € E, on peut écrire

X = 3x + u(x)) + 3x — u(x)).

Or, si y = Hx + u(x)), on a u(y) = Hu(x) + u*(x)) = Lu(x) + x) = y, et si
z=3x —ux), on a uz) = Hux) — u*(x)) = Hu(x) — x) = —z ; autre-
ment dit, cela prouve que E = E(1 ; u) + E(—1 ; u). D’autre part, si x
appartient a la fois a E(1 ; u) et E(—1 ; u), on a u(x) = x et u(x) = —x,
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c Y — —v on encare 2y — 0N doane vy =0 (212
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prouver que E est somme directe de E(1 ; u) et de E(—1 ; u). Inversement,
s’il en est ainsi, posons, pour tout xeE, x =y + z, avec ye E(1 ; u) et
zeE(—1;u). On a ux)=uly)+uz)=y—z et u*(x)=uy) — u(z)
=y+z=x

I peut se faire bien entendu que I'un des sous-espaces E(1 ; u), E(—1 ; u)

o

la achave de
H G¢<

o
via awviivyvwe
).

se réduise a 0. Si E(—1 ; u) = {0}, donc E(l ; u) = E, u est I'application
1dent1que lE ; si E(l u) = {0} on a u(x) — x pour tout x € E, autrement
dit u = — lr, gquc Pon appeuc encore la ayﬁiétrte par rapport al O'r‘ig‘me

Les éléments u € End(E) tels que u? = 1 sont appelés les involutions (ou

endomorphismes involutifs) de E ; ce sont les automorphismes de E tels
-1

queu” =u.
3. 2 12) Soient E,F,G trois espaces vectoriels ; une application u de
E x F dans G est dite bilinéaire si pour tout x € E, I’application partielle
y — u(x, y) est lin€aire et, pour tout y € F, ’application partielle x — u(x, y)
est linéaire. Il revient au méme de dire que, pour x, x’ dans E, y, y' dans F,
on a, quels que soient ies scalaires a, f3, y, 9,

(3.2.12.1) u(ax + Bx',yy + 6y) = ayu(x, y) + adu(x,y’)

' 2 N 1 NS..
(¢4
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On notera en particulier que I'on a u(0, y) = 0 et u(x,0) = 0 quels que
soient xe E et yeF.

Lorsque G = R, on dit qu’une application bilinéaire de E x F dans R
est une jbrme bilinéaire.
(3.2.13) Exemples. L’application constante (x,y)— 0 est bilinéaire. L
multiplication par un scalaire (4, x) - Ax est une application bilinéaire de
R x E dans E (3.2.2).

En vertu de (2 2 12. ion bilinéa
un espace vectorlel G, on a u(¢, n) ul&.1,n.1) = ¢énu(l, 1) = Enc, ol ¢
est un vecteur de G ; réciproquement, pour tout c€ G, (& n) — &nc est
bilinéaire.
(3.2.14) Considérons en particulier le cas ou F = E. On dit qu’une applica-
tion bilinéaire u de E x E dans G est symétrique si i’on a u(y, x) = u(x, y)
quels que soient x, y dans E. Par exemple, il résulte de (3.2.13) que toute
application bilinéaire de R x R dans G est symétrique On dit que u est
alternée \Uu uiumyi‘riéti‘tque; si I'on a u\_y, x) = —u(x, y; q‘t.iels quc soient
x, y dans E. Il est équivalent de dire que I’'on a u(x, x) = 0 pour tout xeE :

en effet, de la définition d’une application bilinéaire alternée, on conclut

en narticnlier ane wly v\ = —ufly v\ oun YIly YN\ =0 d’on ulxy v\ =0
Wil t.lul Viweliiiwi \luv " W

ire de R
A S A

o
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Wy A) = T ER, Ay UU LU, Ry TV, B UUW A
(3.1.4) ; inversement, si u(x, x) = 0 pour tout x € E, on a, quels que soient
x,y dans E, u(x +y,x+ y)=0, dou, par (3.2.12.1),

u(x, x) + u(x, y) + u(y, x) + u(y, y) = 0, c’est-a-dire u(y, x) = —u(x, y).
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Il résulte de (3.2.13) que la seule
dans un espace vectoriel G est 0.
(3.2.15) Soient E, F, G, H quatre espaces vectoriels ; on dit qu’une applica-
tion u de E x F x G dans H est trilinéaire si elle est « linéaire en chaque
variable », autrement dit si chacune des trois appllcatlons x - u(x, Vs z)
y = u(x, y, ), z = u(x, y, z) est linéaire (o y, z sont fixés de fagon arbitraire
pour la premiére application, x, z pour la seconde, x, y pour la troisiéme).
On a en particulier u(0, y, z) = u(x, 0, z) = u(x, y,0) = 0 quels que soient

v o~ T I D
x,y,z. Lorsque H = R, on dit que u est une forme trilinéaire. Lorsque

E = F = G, on dit qu’une application trilinéaire u de E dans H est symé-
trique si u(x,y,z) ne change pas par permutation arbitraire de x,y,z ;
il revient au méme de dire que chacune des applications bilinéaires

(x,y) = u(x, y, 2), (y,2) = u(x, y, z), (x, z) = u(x, y, z) est symétrique. On dit
que u est alternée (ou antisymétrique) si chacune de ces trois applications
partielles est alternée ; il revient au méme de dire que I'on a

bilinéaire alternée.de R x R

1 1eaire atternee K XK

Y
&™)
3
=
o
v}
=
S
3

U(x,y, Z) = u(ys Z, x) = u(z, xay) = _u(x’ Z’y) = —u(z, Y, x.) = —U(y, X, Z)-

On définit de la méme fagon les applications p-linéaires pour p > 3.
(3.2.16) Soient u,, u, deux apphcatlons blllnealres de E x F dans G, a un

o Il agt 1:mrenmAAdiat ~s Ao nwmanls ﬂn

nala: Tnnti~
SCaiairc. 11 St immcdaiat Ll v appliva U 1D

(%, y) = uy(x, y) + uy(x, y) (notée u; + u,)

(x, y) = au(x, y) (notée au)

sont bilinéaires (3.2.6). L’ensemble #(E, F ; G) des applications bilinéaires
de E x F dans G est un espace vectoriel ; I'’ensemble des applications
bilinéaires symétriques (resp. alternées) de E x E dans G est un sous-espace
vectoriel de B(E, E ; Q).

Soient E,,F,,G, trois espaces vectoriels, f:E, > E, g:F, - F,
h : G —» G, trois applications linéaires. Alors, si u est une application
bilinéaire de E x F dans G, (x,, y;) — h(u( f(x,), g(y,))) est une application
bilinéaire de E; x F, dans G,.

On a des proprlétes analogues pour les applications p-linéaires quel que
soit 'entier p > 2.
(3.2.17) Soient E, F deux espaces vectoriels. On appelle application affine
(ou application linéaire affine) de E dans F toute application composée

3.2.17.1) U=tyol

ou v est une application linéaire de E dans F, et t, une transiation dans F
(b étant un vecteur quelconque de F). Pour une telle application u, on a
u(0) = t,(v(0)) = t,(0) = b, d’'ot v =1t_,ou, ce qui prouve que la dé-

ot (29 177 1\ Aat Al Prrppve

uOlupualuu"i (3.2.17.1) est unique ; on dit que t, et v sont respectivement i1a

translation et I’application linéaire associées a ’application affine u. Comme

b
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que, pour que u soit injective (resp. surjective, bijective
que v le soit.

Pour toute variété linéaire L = a + V dans E de direction V, u(L) est une
variété linéaire dans F, de direction v(V) : en effet, on a (L) = v(a) + v(V)
et 1, ((L)) = b + v(a) + v(V). En particulier, si L et L’ sont paraliéles
(3.1.14), il en est de méme de u(L) et de u(L'), car si V et V' sont les directions
de L et L' respectivement, et si par exemple V < V', on a (V) < v(V').

(3.2.18) Exemples. Les applications linéaires de E dans F sont évidemment

des applications affines ; de méme les translations dans E sont des applica-

1U110

To ute application affine de R dans un espace vectoriel E est de la forme

& — Ea + b, ou a et b sont des vecteurs de E, en vertu de (3.2.2). Pour tout
ac

€ E et tout scalaire 4, I’application

A

" 4 lni_mmAma
11 1111100 UV 1 Ualldo 1ul=lliviriv.,

vecteur
hg, :x—>a+ AMx—a)=(1— Aa+ Aix

est une application affine de E dans lui-mé&me, dont I’application linéaire
associée est I’homothétie h; (3.2.9) ; on a h, ;(a) = a, et on dit que h, ; est
’homothétie affine (ou simplement homothétie) de centre a et de rapport
/A ; elle est bijective si et seulement si 2 # 0 ; en particulier hy ; = h; ; on
peut d’ailleurs écrire h, ;, = t,oh;, ot, . La relation h, ;(x) = x équivaut a

A
{1 S AYE —_— A — N AAne~ (21 A A 1 — 1 Ay crrita a1 ’ -~ 1 la
\1 L PRAN u) — VU, JUVliv \J [y 'l‘) a — 1 Uu A — u , lJCll QUILWV, O1 A 7~ 1,4 IV
seul point de E invariant par i’homothétie de centre a et ae rapport 4

est son centre a. On notera que pour toute variété linéaire L, h, ,(L) est
paralléle a L, car si V est la direction de L, ona AV < V.

were re wlsa Oa als v---vvv. A aAsy Nsaa w vy

(3.2.19) Sment u = t, o v une application affine de E dans F, ' = t, o w une
application affine de F dans un espace vectoriel G, t. (avec ce G) et w

hY

étant la trapslat;gq et] annhnahnn lindaire associées a . Alors I’ annhnqhnq
/
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composée u’' = u' °u est une application affine de E dans G : en effet, pour
tout xe E,on a

u'(x) =ubd + v(x)) = c + wb + v(x)) = c + w(b) + w(v(x))
ce qui peut aussi s’écrire
(3.2.19.1) U =t,yp o(Wov)

et prouve, de fagon plus précise, que la translation associée a u” est t,.,
et Papplication linéaire associée a u” est la composée w - v des applications
linéaires associées a u’' et u respectivement. En particulier, pour toute

application linéaire v de E dans F et tout vecteur ae E, on a

(3.2.19-2) Vo ta = tv(a) oD.

T Arcrna 13 agt hitortinog An nant danns annara AARnir lag nnnlicatinng afRAnac
LAULIdYHULV U Lol Uyjeltiive, Ull pPpuvul UULIv VIIVUILIL ULdlLll 1V applivallvully alilivo
dont v est ’application linéaire associée par la formule Vot, ; dans
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cette formule, le vecteur g est déterminé de maniére uni
(3.2.19.2).

(3.2.20) On a vu ci-dessus (3.2.17) que les applications affines bijectives sont
celles dont I’application linéaire associée est bijective. Pour une telle applica-
tion u =t,ov, on a u ' =v7lot_, =t,-14 00" " et Papplication réci-
proque u~' est donc une application affine, dont I’application Iinéaire
associée est v~ !. En particulier, les applications affines bijectives de E dans
lui-méme forment un groupe, dit groupe aﬁine de E et noté GA(E).

{29 91 £~ tanmala nat zrevn vzttt Aa L gyre luas Méma

\J.ﬁ.‘l} \/Ullllllc lUliLC uaumauuu La Lol uliv UDJCLLIU” ac L sur 1ui-imcmc
on peut, au moyen de t,, transporter la structure d’espace vectoriel de E

(2.4) ; cela donne bien entendu une autre structure d’espace vectoriel sur
Esia # n pour cette nouvelle structure, a est 1’ nrvgmp et on dit encore

-

UVA Ww L WA W

qu’on l’obtlent en prenant a pour origine dans E. Les applications affines de
E dans E laissant invariant a (c’est-a-dire les applications linéaires de E
dans E pour cette nouvelle structure) ne sont autres que les applications
t,ot; !, ot ve End(E). Toute propriété d’endomorphismes de E se « trans-

porie » en propriétés d appucauons affines laissant a invariant, au moyen
de ’application bijective v — t,vt, *

1) Projecteurs. Si p et q sont les projections correspondant & une décomposition de
E en somme directe V + W (3.2.2), p et g sont des éléments de End(E) tels que p? = p,.
g* = g, p + g = 1. Inversement, pour tout élément p e End(E) tel que p* = p (qu’on
appelle un projecteur ou un idempotent), E est somme directe de p(E) et de p~1(0),
etsig=1-p,onagq®=gq,q(E)=p '0), 9" '(0) = p(E).

Pour que u soit une involution de E (3.2.11), il faut et il suffit que p=(1 + u)/2

soit un pro;ecteur.
Si py, p, sont deux projecteurs dans End(E), are
a ralatinn n— 1O\ ~ lfn\ eot é

la i1viauvir p1q W) < [l vy
il

prGj%Ctelh, il faﬂt et il suffit Que PPy = PaP1 =

= p,p, est équivalente A la relation « p,(p,(E)) < p,(E) et pz(pl 10)) < p; H0)» ;
lorsque p,p, = p,p,, les endomorphismes r = p,p, et s = p, + p, — p,p, sont des
projecteurs tels que /(E) = p,(E) n p,(E) et S(E) = p,(E) + p,(E).

Si p est un projecteur dans End(E), et ¥ un endomorphisme de E, la relation
u(p(E)) < p(E) est équivalente a la relation pup = up.

2) Soient W, W' deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E, supplémentaires
d’un méme sous-espace vectoriel V. Montrer que W et W’ sont isomorphes.

3) Supposons que E soit somme directe de deux sous-espaces V,W. Si v,w sont
deux applications linéaires de V et W reqnechvement dans un méme espace vectoriel

F, il existe une seule application linéaire u de E dans F qui coincide avec v dans V et
avec w dans W.

A Danr Aan’nn andamarnhicma 122 da E gnit tal Ana 4.2 — N i1 fant at i1 cnifRt Ana

'r) A VUL YU Uil VIIUVIIVI PIUOLIV ¢ UL A JUIL WLl UL ¢ == VY, 11 1aul LU 11 SUulll uy
< u” HO). Montrer au’alors v = 1 s agt n antamaornhicme de B
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En particulier, si p et g sont les projections correspondant a une décomposition de
E en somme directe V + W, et si f est une application linéaire de V dans W, v ’endo-

morphisme de E égai a4 f dans V et a 0 dans W, u = 1 + qv est un automorphisme
de E.
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LetL,etsil=p+qavecpel,qel,onap>=p,q>=4q,pqg=qp=0,L=Ap,
L'= Aq, et E est somme directe de p(E) et de q(E) résultats analogues pour les
idéaux a droite. L’idéal L (resp. R) est lensemme des ue A teis que p~ 1{0) < u™Y{(0)
(resp. w(E) = p(E)). Si I'on pose V = p(E), W = ¢g(E), montrer que I’espace vectoriel
Hom(V, W) est isomorphe au sous-espace vectoriel gAp de A, et que 'anneau End(V)
est isomorphe au sous-anneau pAp de A (dont p est I’élément unité).

6) Soient E,F deux espaces vectoriels ; montrer que toute application bilinéaire
de R x E dans F est de la forme (& x) = u(éx) = &u(x), ot u est une application
linéaire de E dans F.

7) Soient E,F deux espaces vectoriels ; montrer que toute application bilinéaire
u de E x E dans F s’écrit d’une seule maniére sous la forme u = v + w, ou v est
une application bilinéaire symétrique et w une application bilinéaire alternée.

8) Soient E F deux espaces vectoriels ; on dit qu’une application u de E dan --s F
est quadratzque si elle a la propriété sulvante : il existe trois applications f, g, h de
E x E dans F telles que I’on ait

ulix + py) = ’f(x,y) + Apuglx,y) + p
quels que soient x, y dans E et les scalaires A, u.
Montrer que 'on a f(x, y) = u(x), h(x, y) = u(y), g(y, x) = g(x, y) et g(4x, y) = Ag(x, y).

En outre, Qllnnnnqe
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h(x, y)
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finalement de cette relatlon que v(x,y, z) est identiquement nul, et par suite que g
est une application bilinéaire symétrique de E x E dans F et que I’on a u(x) = 3g(x, x).

9) Soient u, v deux endomorphismes permutables d’un espace vectoriel E (c’est-a-dire
tels que vu = uv). Montrer que pour tout scalaire &, on a WE(¢ ; u)) = E(€ ; u).

10) Soient u, v deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Montrer que toute
valeur propre 4 # 0 de uv est aussi une valeur propre de vu.

11) Si a toute application affine bijective u € GA(E) on fait correspondre I’application
linéaire associée 1, I’application u — i est un homomorphisme surjectif du groupe
GA(E) sur le groupe GL{(E) ; le noyau de cet homomorphisme est le sous-groupe
(distingué) T(E) des translations de E, canoniquement isomorphe a E considéré comme
groupe commutatif.

12) Si u, u’ sont deux applications affines de E dans F, il en est de méme de I’applica-
tion x — u(x) + u(x’) que T’on note u + u'. Montrer que si uy, u,, u3 ont des apphca-
tions affines de E dans lui-méme, on a (4, + u3)ou1 Uy oy + u3 oU;, Mais en
général u, o(uy + u3) # U, oUy + U, ous. Si u est une application affine de E dans

p ot 2 mn Q(‘OI')I"A Y 2"‘\!’\ act ancnra nne ')'\f\l'l\ﬂ"‘t\ﬂ omnn f‘ﬁ n A ano p [Anoln r}
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h, ou) que I’on note Au ; montrer que I'on a (Au;) o u, = A(u; o u,) mais en général
Uy o (Auy) # Auy ouy).
13) Soit u une appl lication affine de E dans F ; montrer que pour to
linéaire L dans F, u~ (L) est vide ou est une variété linéaire dans E
14) Montrer que toute involution u dans le groupe affine GA(E) (1.e. toute bijection
affine de E sur lui-méme telle que u? = 1) est de la forme u =t,ovot; ! oll v est
une involution dans GL(E) (observer d’abord que, pour tout x€E, 3(x + u(x)) est

invariant par u).
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§ 3. Droites et hyperplans

Pour simplifier, nous écarterons dans ce paragraphe le cas trivial des
espaces vectoriels réduits a 0, et nous supposerons donc dans tout ce qui
suit que E # {0}.

(3.3.1) Soient E un espace vectoriel, a un vecteur non nul de E. L’image
de R par 'application linéaire £ — £a de R dans E (3.2.2) est un sous-espace
vectoriel D, que 'on peut caractériser comme le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant a : c’est en effet ’ensemble des vecteurs &éa et
tout sous-espace vectoriel contenant a contient les £a pour tout £eR.

Aritea TY Nt D na23a e Domnrg mortrnseiol Asites o e A

Ell ouirc v ne cuuuciu aucun DUMD'CDIJULC véeciorié. aiiire que lul-meme et

{0}, car tout vecteur #0 de D est de la forme Aa avec A # 0 (3.1.3) et I'on
a A”'(Aa) = a, d’ou notre assertion d’aprés ce qui précéde. On dit que D

est la droite vectorielle passant par a ; pour tout vecteur b # 0 de D, D est

donc aussi la droite vectorielle passant par b.

Si D, D’ sont deux droites vectorielles dans E, il résulte de ce qui précéde
que P'on a, ou bien DN D’ =D = D’, ou bien DN D’ = {0} ; dans le
second cas, la somme D + D’ est donc directe (3.1.8). Si u est une application
linéaire de E dans un espace vectoriel F, et D une droite vectorielie dans E,
ou bien u(D) est réduit a 0, ou bien u(D) est une droite vectorielle dans F ;
c’est toujours le second cas qui se produit lorsque u est injective

Une variété linéaire \J xw dont la direction p 1.11 ) est une droite
vectorielle s’appelle droite affine (ou simplement droite); une droite vec-

torielle est donc une droite affine passant par 0. Tout vecteur #0 de la

rhrpct}on r] une Arnitp D s npi}p“’p vecteur /Jrrecteur de D, st b est un

vecteur directeur de D, tous les autres sont les vecteurs Ab avec 4 # 0 ;
pour tout point a € D, I’application & — a + &b est une bijection de R sur
D ; ces bijections sont appelées les représentations paramétriques de D ;
I'image de R par la bijection £ — a + &b est I'unique droite passant par
a et ayant b pour vecteur directeur.

(3.3.2) Par deux points distincts a,a’ d’un espace vectoriel E, il passe une
droite et une seule.

Effectuant au besoin la translation t_,, on peut supposer que a = 0,
donc a’ # 0 et la proposition résulte aussitot de (3.3.1).

L’unique droite passant par a et a' sécrit D,, ou D,, (ou D,, ou
D, ,); comme a — a est un vecteur directeur de cette droite, D,, est
I’ensemble des points a+ é(a’ —a)ou ¢ parcourt R.

\/UIIIIIIC umne UlUllC VUL«lUllCUC nc bUllllC lL autCull SOouUsS-Cspdic VCDLUIICI
autre qu’elle-méme et {0}, dire que deux droites sont paralléles signifie
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i1 1

droite et une seule parall¢le a une droite donnée. Si g, a’ sont deux points
distincts d’une variété linéaire L, on a D, < L, car on peut par une
translation se borner au cas ou a = 0, et la conclusion résulte alors de la
définition d’un sous-espace vectoriel (3.1.6).

(3.3.3) Etant donné un vecteur a # 0 dans E, I'’ensemble A des vecteurs
Ea tels que & soit>0 s’appelle la demi-droite vectorielle (ou demi-droite
vectorielle fermée) passant par a et se note Ao,, ; pour tout vecteur b = Ja
de cette demi-droite tel que b # 0, on a a = A~ 'b, donc A est aussi la demi-
droite vectorielle fermée passant par b. L droite vectorielle D passant par
a est I'unique droite vectorielle contenant A ; elle contient exactement

deux demi-droites vectorielles, savoir /_\ et la demi-droite —A (ensemble
des vecteurs —x, ol x € A, dite opposée a A) passant par —a ; en outre D

est réunion de A et —A, et 'on a A n(—A) = {0}. On appelle demi-droite
vectorielle ouverte passant par a I’ensemble des £a pour ¢ > 0, autrement
dit le complémentaire A° (ou Ag,) de {0} dans A ; on dit encore que —A°
(ensemble des vecteurs —x, ou x € A°) est 'opposée de la demi-droite
vectorielle ouverte A° ; D contient exactement deux demi-droites vectori-
elles ouvertes, A° et —A° (aussi appelées les orientations de D), et les
ensembles A°, —A° et {0} forment une partition de D.

L’image d’une demi-droite vectorielle fermée A (resp. d’'une demi-droite
vectorielle ouverte A°) par une translation t,: x - a + x s’appelle la

demi-droite affine d’origine a et de direction A (resp.
A°) ; c’est donc I’ensemble des vecteurs a + x pour x € A (resp. x € A°),
noté a + A (resp. a + A°); on dit souvent « demi-droite» au lieu de
« demi-droite affine» ; les demi-droites vectorielles sont les demi-droites
d’origine 0. Tout vecteur b # 0 dans A (resp. tout vecteur b € A°) est appelé
vecteur directeur de la demi-droite a + A (resp. a + A°) ; cette demi-droite
est donc ’ensemble des vecteurs a + &b pour tous les & > 0 (resp. tous
les £ > 0). Toute demi-droite est contenue dans une droite et une seule ;
inversement, si D est une droite et a € D, 1l existe exactement deux demi-
droites fermées (resp. ouvertes) d’origine a et contenues dans D, comme il
résulte aussitdt des définitions ; ces demi-droites sont encore dites opposées.
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Deux demi-droites de méme uii‘ ction (i’%Sp. de direc S

dites paralléles et de méme sens (resp. paralléles et de sens contraires).
(3.3.4) Soient a, b deux points distincts de E ; tout point de la droite D,,
s’écrit d’une seule maniére sous la forme a + &b —a)=(1 — &)a + &b
avec £ eR. L’ensemble des points de D,, pour lesquels 0 < ¢ < 1 (resp.
0<¢é¢<1,0<&é<1,0<¢<1)s’appelle le segment fermé (resp. ouvert,
ouvert en a et fermé en b, fermé en a et ouvert en b) d’extrémités a et b ; il est
clair que le segment fermé (resp. ouvert) d’extrémités b et a est égal au
segment fermé (resp. ouvert) d’extrémités a et b. Le point 4(a + b) s’appelle
le milieu des segments d’extrémités a et b.
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onvient encore d’an SD.
a Ary

convient encor app esp
ouvert) d’extrémités a et b I'ensemble réduit au point ‘a resp lensemble
vide). Lorsque cela n’entraine pas confusion, on note ab ou ba le segment
fermé d’extrémités a et b.

Soit u une application affine (3.2.17) de E dans un espace vectoriel F ;

on a alors, quels que soient les points a,b de E et le scalaire £,

(3.3.4.1) w(1 — Oa + &b) = (1 — Eu(a) + Eu(b).

0O
~

=}
*3
[¢]
3
o=
('D
]
* 13
('D~
=
(9]

En effet, on peut écrire u(x) = ¢ + v(x), o ce F et v est une application
linéaire de E dans F ; comme v((1 — &)a + &€b) = (1 — &v(a) + Ev(b),

/™ M~ 4

en déduit aussitot {3.3.4. i ), pu1sque Cc = (l - C)C + CC En parucuuer on

2) u(h(a + b)) = 40

(3.3.5) On appelle hyperplan vectoriel dans un espace vectoriel E tout sous-
espace vectoriel H qui est suppiémentaire d’une droite vectorielie (3.1.8).
Un hyperplan vectoriel H n’est contenu dans aucun sous-espace vectoriel
autre que lui-méme et E : en effet,ily a una ¢ H, tel que tout x € E s’écrive
Ea + y avec ye H ; si un sous-espace vectoriel V contient H et un point
x = ¢ + y¢H, on a nécessairement £ # 0, donc a=¢"1x — £ lyeV,

et finalement V = E.

On en conclut que toute droite vectorielle D non contenue dans H est
supplémentaire de H : on a en effet d’une part He D + Het H # D + H,
NnHc

donc D + H=E, et d’autre part D
(33.1) D nH = {0}.

On appelle hyperplan affine (ou simplement hyperplan) toute variété
linéaire dans E dont ia direction est un hyperpian vectoriel ; un hyperpian
vectoriel est donc un hyperplan passant par 0. Pour qu’une variété linéaire
L # E soit paralléle a un hyperplan H, il faut et il suffit, en vertu de ce qui
pi'GCcuc, quc la direction de L soit contenue dans ce“e de H ; en parucuhcn,
dire que deux hyperplans sont paralléles équivaut a dire qu’ils ont méme
direction.

(3.3.6) (1) Soit f une forme linéaire sur E, non identi
scalaire a, I’ensemble H, des x € E tels que f(x) = a est un hyperplan tous
les hyperplans H, sont paralléles.

(i1) Inversement, soit H un hyperplan dans E ; il existe alors une forme
linéaire g sur E et un scalaire P, tels que H soit I’ensemble des x € E vérifiant
la relation g(x) = f ; si h est une forme linéaire sur E et y un scalaire tels
que H soit I’ensemble des x € E vérifiant la relation h(x) = y, il existe un
scalaire 4 # 0 tels que h = ig et y = Ap.
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1S f(‘\‘} = sont alors éCiulvcu €inics, CC qul Slg“‘
que H, = a + H,,. Les assertions de (i) seront donc demontrees si l’on
prouve que H, (qui n’est autre que le noyau de f) est un hyperplan vectoriel.
Or, pour tout xeE, on a f(x — f(x)a) = 0, autrement dit y = x — f(x)a
appartient & H,. Si D est la droite vectorielle passant par a, nous venons
de démontrer que E = D + H,, ; d’autre part dire qu’un vecteur fae D
appartient & H signifie que f(¢a) = 0 ou encore ¢ = 0 puisque f(éa) = £f(a)
= ¢ ; donc D n Hy, = {0}, ce qui achéve de prouver (i) (3.1.8).

(i1) Supposons d’abord que H passe par 0 ; par définition, il y a alors
une droite vectorielle D telle que E soit somme directe de D et de H ;

soit a # 0 un vecteur de D, de sorte que tout vecteur de D s’écrit d’une
oplo 1o fAasrmin L2 QAit 0 1o samninntinm Ao B qize T) salatieas & 1o
Seuie "ul”ll’l( SCuS i1a 1orme GU. DUIL P 1a PlIUjLLLIVIL UL L duUl LV iviallve a 1a

décomposition de E en somme directe D + H (3.2.2) ; on peut donc écrire
p(x) = g(x)a ou g(x) est un scalaire ; en outre, les relations p(x + y) =
p(x) + p(y) et p({x) = Ep(x) entrainent g(x + y) = g(x) + g(y) et g(¢x) =
£g(x) en vertu de la propriété d’unicité précédente ; donc g est une forme
linéaire sur E et par sa définition méme, H est son noyau. Soit maintenant h
une seconde forme linéaire dont H soit le noyau ; on a par définition
gla) =1 ;si h(a) = 4, on a 1 # 0 puisque a n’est pas dans le noyau Hde h ;
par suite la forme linéaire u = h — Ag est telle que u(y) = 0 dans H et
u(a) = 0. Mais comme tout x € E s’écrit sous la forme y + &a avec ye H,

on a u(x) = 0; autrement dit u est identiquement nulle, ce qui signifie que
h = ig.
Passant maintenant au cas général, soit b un pointde H ; H' = —b + H

est un hyperplan vectoriel, donc le noyau d’une forme lmealre . Il en
résulte que H est ’ensemble des xe€ E tels que g(x — b) = 0, ou encore
g(x) = B avec B = g(b). Si maintenant H est aussi ’ensemble des xe€ E
tels que h(x) = 7, on a h(b) = y, donc h(x — b) = 0 pour tout x € H. D’aprés
ce quon a vu plus haut, cela entraine I’existence d’un scalaire 4 # 0 tel
que h = Ag et en particulier y = h(b) = Ag(b) = Ap.

On dit encore que chacune des relations g(x) = § (g forme linéaire) qui
caractérisent les points d’un h yperplan est une équation de H ; lorsqu’on
connait I'une de ces équations, il résulte de (3.3.6) que les autres s’en

dcdumcut par mu aiw fO

(3.3.7) Soient H u hyperplan g(x) une équation de H, F* (resp. F7)
I'ensemble des x tels que g(x) > B (resp. g(x) < B) ; on dit que F* et F~
sont les demi-espaces fermés déterminés par H. Les complémentaires de H
dans F* et F~ respectivement sont appelés les demi-espaces ouverts déter-
minés par H ; ce sont donc respectivement I’ensemble U* des xe€E tels
que g(x) > B et I'ensemble U™ des x € E tels que g(x) < B. Ces définitions
dependent du choix de lequatlon de H ; lorsqu’on remplace g(x) = f par
/g(x) = AB avec A # 0, ces définitions donnent les mémes ensembles si
4 > 0, mais intervertissent F* et F~ lorsque 4 < 0. On peut donner une

cal
B
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méme signe. Deux points qui appartiennent & un méme demi-espace
fermé (resp. ouvert) déterminé par H sont dits du méme coté (resp. stricte-
ment du méme cote) de H s’ils ppartlennent a des demi- espace fermes
12 . .
di , S

s maad ~ ) o o SN -~

(resp. ouverts) différents, ils SOi‘t
de part et d’autre) de H.

(3.3.8) Toute droite non paralléle a un hyperplan le rencontre en un seul point.
En effet. s1 D. et H.. sont les directions de la droite D et de I’ hvnprnlnn
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H considérés, I’hypothése signifie que D, ¢ H,, donc H, et D, sont
supplémentaires (3.3.5) et la conclusion est un cas particulier de (3.1.14).
(3.3.9) Soit H un hyperplan dans E

(i) Si deux points distincts a,b appartiennent a un méme demi-espace
ouvert U déterminé par H, tous les points du segment fermé ab appartiennent
a U.

(i) Si deux points distincts a,b sont strictement de part et d’autre de H,
T

27 34 PN PRSP am 2a zae

il existe un point et un seul du segmerii ab appartenant a H.
Soit g(x) = « une équation de H. Dire que a et b sont strictement du
méme c6té (resp. strictement de part et d’autre) de H signifie que les nombres

g(a) — a et g(b) — a sont non nuls et de méme si

On peut écrire
g1 — Oa + &b) — @ = (1 — &

Pour0<é<l,onaé¢>0et1—¢>0, donc g((1 — &a + &b) est #0
et du méme signe que g(a) — « et g(b) — a dans le cas (i) en vertu de (1.18)
et (1.23) ; et dans le cas (ii), 'unique solution ¢ de I’équation

1, _a—gb)
¢ g@) —a

est un nombre tel que 0 < ¢ < 1. D’ou la proposition.

Thémes d’exercices

1) Parallélogrammes. Si a,b,c,d sont quatre points d’un espace vectoriel E, les
propriétés suivantes sont équivalentes : 1°b—a=c—d;2°d—a=c—b;3°les
segments ac et bd ont méme milieu. Si de plus trois quelconques des points a, b, ¢, d
n’appartiennent pas & une méme droite, ces trois propriétés sont aussi équivalentes
a la suivante : 4° les droites D,, et D, sont paralléles, et les droites D,; et D,, sont
paralleles. On dit alors que le quadruplet (a, b, ¢, d) est un parallélogramme.

2) Soient a, b, c,d quatre points d’un espace vectoriel E. Montrer que si x, y,z,t
sont les milieux respectifs des segments ab, bc, cd, da, le quadruplet (x, y, z, t) est un

parallélogramme.
3) Pour qu’une partie non vide V d’un espace vectoriel soit une variété linéaire,
il faut et il suffit que pour tout couple (x, y) de points distincts de V, la droite D,,

soit contenue dans V.
4) Groupe des transiations et des homothéties. Soient E un espace vectoriel, u une
application affine de E dans lui-mé&me. Afin que, pour toute droite D dans E, u(D) soit
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une droite paralléle a4 D, il faut et il suffit que ’application linéaire v associée a u soit
une homothétie linéaire de rapport y # 0 (se ramener au cas ol u est une application

linéaire et ou w(D) = D pour toute droite vectorielle D ; si deux vecteurs a,b non
nuls sont tels que les droites D~ et D.. soient d:chnctpe on uln\ — i ulh) — ul-.
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ecrlrc que u(Do,) Do, ol c=3a +b)). Si y=1, u est alors une translatlon ;
y # 1, u est une homothétie affine

Q + An Allonnsmta Ao
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A(E) qui sor 1s ou des homothéties,
montrer que u, ou, est une translation ou une homothétie. Si u,,u, et u, ou, sont
toutes trois des homothéties, leurs centres sont sur une méme droite ; que peut-on
dire lorsque u,, u, sont des homothéties et u, - u, une translation ?

Pour tout éiément ve GA(E) et toute homothétie h, ;, vh, ;v est ’homothétie
hya.: ; 'ensemble H(E) des éléments de GA(E) qui sont des translations ou des
homothéties est un sous-groupe distingué de GA(E). Définir un homomorphisme
canonique de H(E) sur le groupe multiplicatif R*, dont le noyau est le groupe T(E)
des translations.

5) Montrer que toute variété linéaire non paralléle 4 un hyperplan rencontre cet
hyperplan. Si H est un hyperplan vectoriel, V un sous-espace vectoriel non contenu
dans H, V n H est un hyperplan dans I’espace vectoriel V.

6) Dilatations et transvections. Soient E un espace vectoriel, H u

"C'}

=

hyperplan vectoriel

’
de E, u un endomorphisme de E laissant invariant tout élément de H. Si a est un
Y ’ AY
vecteur de E n’appartenant pas & H, on peut écrire u{a) = ya + ¢, ot te H ; le scalaire

n nn
vecteu n’app
t indépendant du vecteur a ¢ H choisi.
iy#1,

montrer que y est une valeur propre de u, et E(y ; u) est une droite S
supplémentaire de E(1 ; u) = H ; les seules droites vectorielles D telles que w(D) < D
sont les droites contenues dans H et la droite S. On dit que u est une dilatation d’hyper-
plan H, de droite S et de rapport y. Pour qu’un sous-espace vectoriel V soit tel que
u(V) < V, il faut et il suffit que 'on ait Ve Hou S<V (si S& Vet V& H, con-
sidérer la restriction de u a S + D, ou D < V est une droite non contenue dans H).

Siy = 1, et si g(x) = 0 est une équation de H, il existe un unique vecteur c e H tel
que u(x) = x + g(x)c pour tout x€E ; on dit alors que u (qui est une bijection) est
une transvection d’hyperplan H ; lorsque u # 1g, la droite T = D, est indépendante
de I’équation de H choisie, et on dit que u est une transvection d’hyperplan H et de
droite T. Le scalaire 1 est la seule valeur propre de u (si H # {0})et ona E(1 ; u) = H si
u# lg. Si H # {0} et u # g, les seules droites vectorielles D telles que u(D) = D
sont les droites contenues dans H ; pour qu’un sous-espace vectoriel V soit tel que
w(V) < V, il faut et il suffit alors que ’on ait, ou bien V < H, ou bien T < V.

Soit v un automorphisme de E ; si u est une dilatation d’ hvnprnlan H. de rannort ¥y

Wii KWV IAAVA paiaSiiiv v WALV NSAARVEVAV AL (e ARy A paal AAg UV aGppULY

et de droite S, vuv™! est une dllatatlon d’hyperplan v(H), de rapport y et de droxte
v(S) ; si u est une transvection d’hyperplan H et de droite T, vuv ™! est une transvection

APbvearnlon A IT) ot Ao doctes o
d’hyperplan »(H) et de droite v (T).

L’ensemble I'(E, H) des automorphismes de E laissant invariants les points de H
est un sous-groupe de GL(E) ; I'ensemble ®(E, H) des transvections d’hyperplan H
est un sous-groupe commutatif distingué de I'(E, H) isomorphe au groupe additif H ;
en particulier, I'inverse de ia transvection x — x + g(x)c, ot g(x) = 0 est une équation
de H et g(c) =0, est la transvection x = x — g(x)c. Définir un homomorphisme
canonique de I'(E, H) sur le groupe multiplicatif R*, dont le noyau est ®(E, H).

Montrer que les transvections de droite donnée T (et d’hyperplan variable H > T)
forment un groupe commutatif @'(E, T).

Soient u, ¥’ deux dilatations ou transvections # 1g, H, H' leurs hyperplans respectifs,
D, D’ leurs droites respectives. Pour que u et u’ soient permutables (i.e. uu' = u'u dans
End (E)), il est nécessaire que I'on ait, soit H' = H, soit D < H' et D' < H. Cette
condition est suffisante si u et u’ sont des transvections ; si u et u’ sont des dilatations,

4
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u et ¥ soient permutables, 1l fan
SO1 per bi¢

“w wv w anawevin Se A

pou
D=

"
e-b
D
—p

il suffit que 'on ait, soit H = H' et

an

by Sad

D sont DcHetD c Enfin, une dilatation u et une transvection u’ # 1;
ne sont jamais permutables.

-



CHAPITRE 1V

Géométrie afline plane

§ 1. Bases; matrices

(4.1.1) Dans un espace vectoriel E, on dit que deux vecteurs x, y sont

linéairement dépendants s’il existe deux scalaires A, u non tous deux nuls
tels que Ax + uy = 0; on dit encore alors que I’ensemble Ix vl est lid.

AVIS M- L2AOVARIAY vy ) g S

Pour tout x € E, l’ensemble {0,x} est liécarona 1.0+ 0.x =0 ;six est
un vecteur non nul, dire que x et y sont linéairement dépendants équivaut
a dire qu’il existe un scalaire a- tel que y = ax, car cette derniére relation
s’écrit ax + (—1)y = 0, et inversement, si ’on a une relation Ax + uy = 0
avec 4, 4 non tous deux nuls, on ne peut avoir u = 0, sans quoi on aurait
A # 0 et Ax = 0, contrairement a I’hypothése x # 0 ; donc y = (—pu~ 'A)x.
Pour deux vecteurs x,y non nuls, les propriétés suivantes sont donc

[

I
Q-tp

.
" nn!\t an ra dAira Ana AdAan
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la relation « x et y sont linéairement dé pendants » est une relation d’équiva-
{0}

lence ; les classes pour cette relation sont les complémentaires de

les drmrpe vectorielles (ou, comme on dit encore, les droites

VoL eUr svervar = ARZrzaw v-. iAW A Wy AW v

privées de 0).

Deux vecteurs x, y qui ne sont pas linéairement dépendants sont dits
linéairement indépendants ; on dit encore que ’ensemble {x, y} est libre.

En vertu de ce qui précéde, les conditions suivantes sont donc équiva-
lentes :

a) x et y sont linéairement indépendants ;

b)x #0, y # 0 et les droites Dy, et Dy, sont distinctes (et par suite

v =£ 1) ¢
NT)) o

c) x #0,y # 0, et la somme D,, + D,, est directe.
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effet de ce aue 'on a
ciiet de ce que 1'on a

alors (3.3.1)

On dit que trois vecteurs x, y,z de E sont linéairement dépendants s’il
existe trois scalaires A, u, v non tous nuls tels que Ax + uy + vz =0; on
dit encore que ’ensemble {x, y, z} est lié. Si deux vecteurs x, y sont linéaire-
ment dépendants, I’ensembie {x, y, z} est lié pour tout vecteur z, puisqu’il
existe par hypothése deux scalaires A, u non tous deux nuls tels que
Ax + uy + 0z = 0. Trois vecteurs x,y,z qui ne sont pas linéairement

AlAnandante cnant Aite ’nnnrn D nmf sndinondante AN ancnra Aan Adit Aan? ]
uvpuuuauto QUILIL ML irnicu Cl criL luucyclmuluo, Uu VilVUilIVv VUll AL \1\«!

forment un ensemble libre ; cela entraine que les trois vecteurs sont #0
et que deux quelconques d’ entre eux sont linéairement indépendants.

On définit de méme les ensembles liés ou libres de plus de trois
vecteurs.

Soit # une application linéaire injective de E dans un espace vectoriel
F ; si {x, y,z} est un ensemble libre de trois vecteurs (par exemple) dans E,
alors {u(x), u(y), u(z)} est un ensemble libre dans F : en effet, la relation

.-

= 0 ; comme u est injective, cette relation entraine

v — ) nnicnneae Iv v 21 act lihre
v U PUISHUL 1R, ), &5 COUL 11ULC,

n ensemble libre d’un nombre quel-

s’écrit u(Ax + uy + vz)
v Ly L vy — 0 ot n
VT2 T HJ’ T V& J l.l
Le raisonnement s’étend aussit
conque de vecteurs.

(4.1.2) Soient a,b deux vecteurs lin

sous-espace de E somme (directe) de D,, et D, ; comme tout vecteur
x de D,, s’écrit d’une seule maniére sous la forme x = £a (3.1.4), on voit que
tout vecteur x € F s’écrit d’une seule maniére sous la forme x = &a + nb ;
inversement il est clair que si tout vecteur de DOa + Do,, s’écrit d’une seule
maniére sous la form
alors que {a, 'b} est un
ordonnées de x = &a

\
rannart a la hace {2
Luyyv;b “ 4G4 uuuv l“

(4.1.3) Soit E un espace vectoriel admettant une base {a, b} de deux éléments.
Alors :

(i) Pour tout vecteur x # O de E, 'un au moins des ensembles {a,x},
{b, x} est libre.

(ii) Tout ensemble libre {x, y} a deux éléments de E est une base de E.

(iii) Tout ensemble {x, y, z} de trois vecteurs de E est lié.

(i) Le vecteur X ne peut appartenir qu’a une seule au plus des droites

DY D) . 221 nartiant a {racnn T 1a Ar fna D) at T
L20as L70b > S'ui 11 aypcu LIV1IL paa a LJgg \Uvop. UOb” 1S UIUVIWWD /g, VU Loy

(resp. Dy, et Dy,) sont distinctes, d’ou la conclusion (4.1.1).
(ii) Supposons par exemple que {a, x} soit libre, ce qui signifie que
x¢ Dy, ; comme x =%a+nb,onan#0,doub= n~x —n & : par

v ¥ A70g y YVARiiAAW S Vi & g7 Ty v e U L T d “q oW 9 prs

suite D,, est contenue dans Dy, + Dy,, d’ou E = Dy, + Dy, < E, et

ta

(@)
c

1['D‘

airement indépendants dans E, F le

232 2 2 —=lloe L 2

1 ..l PPN At

Ea + nb, la somme D, + Dy, est directe. On dit
base de l" et que les nombres C et n sont les co-
nb par rapport a a et b respectivement (ou par
(o

ela n’entraine nas confusion)

1C
} Sl u AA WiitiGiiiv Qo vUAlAuuAUAA,
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raisonnement appliqué en remplagant a,b,x par x,a,y respectivement

montre que {x, y} est une base de E.

(iii) Si {x, y} est déja lié, il en est de méme de {x, y, z} ; sinon {x, y} est
une base de E par (ii) et 'on a par suite z = Ax + uy, ce qui montre que
{x,y,z} est lié.

(4.1.4) Pour qu’'un espace vectoriel E vérifie 'axiome (D,) du chap. 11, il
faut et il suffit qu’il admette une base de deux éléments

11 résulte en effet de (4.1.3, (iil)) qu'un espace ve
de deux éléments vérifie (D,). Réciproquement, si

ne e libre {a, b}, et, pour tout x € E,

> =)

rac non tnue nul
L WO v v uvo [

oy te lc ane iy 4+ a4+ vh =
[ R4 Vl\’ ’r‘u [] v -

s A, u, v tels que Ax 4
avoir 4 = 0, sans quoi on aurait ua + vb = 0, et comme u €t v ne sont pas
tous deux nuls, cela serait contraire a (D,). On en déduit que x = &a + nb
avec{ = — A" 'uetn = — A~ 'v ;autrement dit E = D,, + D,,, ¢t comme
la somme est directe par hypothése, cela achéve la démonstration.

(4.1.5) Nous dirons qu’un espace vectoriel E vérifiant (D,) est un pian
vectoriel ou un espace vectoriel a 2 dimensions.

Dans toute la suite de ce chapitre, E désigne un espace vectoriel a 2 dimen-
sions.

Il résulte alors de (4.1.3) et (4.1.4) que pour tout vecteur a # 0 de E, il

ta onf varntanr fnnfnc ceac hacee ’nhtiennent en
L Wwilw p 8
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prenant pour b un vecteur quelconque n’appartenant pas a la droite D,,.
(4.1.6) Ce dernier résultat exprime que pour toute droite vectorielle D dans
E, il existe une droite D’ telle que D N D’ = {0}, et toute droite D’ ayant
cette propriété est supplémentaire de D. On en conclut que dans E il y a
identité entre droites et hyperplans (3.3.5). En effet, ce qui précéde montre
déja que toute droite est un hyperplan ; inversement, soient H un hyper-
plan vectoriel dans E, D une droite vectorielle supplémentaire de H, D’
une droite vectorielle supplémentaire de D, p, q les projections sur D et
D’ correspondant a la décomposition de E en somme directe D

D +

la restriction alH de g 3 H est une application linéaire bijective de H
p
N

avicta nna haca {4 hl o~

su
D'. En effet a a(F)=D' et 4(E) = ¢(D) + g(H) = q(H) ue

nn l‘
WilWw iy Vil (<8 \l—l’ = L/ Wi = Y\’ [ = Il\ 1)

uisq
= {0} ; d’autre part ¢~ '(0) = D, donc le noyau de q|H est Hn g™ 1(0)
= H n D = {0}, ce qui prouve notre assertion (3.2.4).

On conclut de 1a et de (3.3.5) et (3.3.8) que dans E, ou bien deux droites
ont méme direction, ou bien elles ont un point commun et un seul.

D’autre part, les seuls sous-espaces vectoriels de E sont {0}, E et les
droites vectorielles : en effet, si un sous-espace vectoriel V de E est distinct
de {0} il contient un vecteur a # 0, donc il contient la droite Do(, ; et 'l

21l Amaa ~z2d  aq
bUllllClll un vecteur UC.IJOa i1 contient ld. SOIIIIC an + UOb’ gui ©S

égale a E.

P
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{(4.1.7) Soit u une application linéaire de E dans un
et soit N = u~!(0) son noyau ; d’aprés ce qui précéde, trois cas sont
possibles :

1° N = E, autrement dit u est identiquement nulle, u(E) = {0}.

2° N est une droite vectorielle, qui admet donc une droite vectorielle
supplémentaire D dans E. On a u(E) = u(N) + (D) = w(D) puisque
u(N) = {0}, et la restriction u/D a pour noyau NN D = {0}, donc est
injective (3.2.4) ; par suite u(D) est une droite vectorielle dans F.

3° N = {0}, donc u est injective (3.2.4), et par suite u(E) est isomorphe
a E, autrement dit est un plan vectorzel dans F.

[ =1
O
[72]
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Rm‘melrme (4.1.1) que s1 u est ir

AN ppvaAS 2

iec S
1] ve,

iues ors, pour toute base {a,b} de E
16“156"1‘ 101C ‘lu(u), u\U” est libre dans F. Inversement, si pour une base {a, b}
de E, u(a) et u(b) sont linéairement indépendants dans F, u est injective : en

effet, la relation u(éa + nb) = 0 est équivalente a Eu(a) + nu(d) =
donc entraine ¢ = n = 0 par hypothése, ce qui prouve notre assertion
(3.2.4).

On dit respectivement que u est de rang 0 dans le cas 1°, de rang 1 dans
le cas 2°, de rang 2 dans le cas 3°. En particulier, pour F = E :
(4.1.8) Si u est un endomorphisme de E, {a, b} une base de E, les quatre
conditions suivantes sont équivalentes :

a) u est injectif :

b) u est vurmrnf

Liiane

b) u est uycuy y

d) u(a) et u(b) forment une base de E

Il suffit de remarquer que si u est de rang 1, ¥(E) est une droite, donc
distincte de E, et qu’au contraire si u est de rang 2, u(E) contient deux
droites vectorielles distinctes, donc est égal a E (4.1.6).
(4.1.9) Si {a,, a,} est une base de E, I’application

(81, ¢2) = €10y + &ra,

est un isomorphisme de 1’espace vectoriel produit R x R (3.1.8) sur E ; tous
les espaces vectoriels a 2 dlmensmns sont donc isomorphes. Une fois ﬁxee

e R R R o T o Py
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a {a,,a,}. L’art d’écrire traductions est ce que ’'on ppelalt naguére
la « géométrie analytique plane» ; nous nous bornerons a indiquer ci-
dessous les plus importantes d’entre elles.

(4.1.10) Soit {a,,a,} une base de E. Pour toute application linéaire u de E
dans un espace vectoriel quelconque F, les valeurs de u dans E sont entiére-
ment déterminées par les vecteurs b; = u(a,), b, = u(a,) dans F, car on a
u(a, + &a;) = Eula,) + E,u(a,) par définition (3.2.1). Inversement,
étant donnés deux vecteurs queiconques b,, b, de F, il existe une application
linéaire (et une seule d’aprés ce qui précéde) u de E dans F telle que
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ula;) = b, et u(a,) = b, ; pour tout x = &,a, + {,a, € E il suffit de définir
u(x) comme ¢égal & &,by + &b, 5 si X' = &jay + &ra,, x" = Cha; + fzaz

sont deux vecteurs de E, on a en effet, quels que soient les scalalres VAR

A(E1by + &aby) + A"(81by + &3by) = (A'8) + 47C1)by + (4'C2 + A"E3)b;

/9 ™ 1)\ ~ Pap -.._

ce qui prouve par définition (3.2.1) que 'application u ainsi défin
linéaire. On peut encore dire que l'application u — (u(a,), u(a,)) est un

isomorphisme de I’espace vectoriel Hom(E, F) (3.2.6) sur I'espace vectoriel
pvnzlanf v R {3.1.8)

- - ~d
lC ool

En particulier, si (D,, D,) est un couple de droites vectorielles distinctes
dans E, (D}, D)) un autre couple de droites vectorielles distinctes, il existe

il suffit de prendre une base {a,,az} telle que a, € D, et a, e D, et une
base {a}, a,} telle que a) € D) et a), € D) ; en outre, il résulte de (4.1.8)
que u est un automorphisme de E.

(4 1.11) On convient généra]ement de disposer les coordonnées, pa apport

cteur x = ¢,a, + &,a, de E, sous la for

;)
\52/
symbole auquel on donne le nom de « colonne» ou, plus précisément, de
mairice a deux lignes et une colonne (ou matrice de type (2, 1)) correspondant
a x, relativement a la base {a,, a,} ; lorsque la base {a,,a,} a été fixée dans
tout un raisonnement, on abrége en disant simplement « la matrice de x »

at An nnta natta matrica A\
WL VUll 11UV VWLV HllAall vy 1"\./\’-

Soit maintenant E’' un second espace vectoriel a 2 dimensions, et soit

{a}, a5} une base de E’ ; comme on I'a vu dans (4.1.10), une application
!ipéalre u de E dans E’ est déterminée par les deux vecteurs u(a;), u(a,),

v NeWvWaaaaaia
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u(a,) = ay,a; + ay,a;
) nnrreqnnndent ainsi  biuni )oguement aux

. _  E’
systémes (otu,au,oclz,ocn) de quatre nombres réels, systémes que, pour
rappeler leur origine, on écrit sous la forme

(0(11 0‘12)
X1 %32,
ou la premiére « colonne» correspond a u(a,) et la seconde a u(a,) ; un
tel symbole est appelé matrice a deux lignes et deux colonnes (ou matrice

tuno D M nAassmsconnm Anwit N 12 wolatinomont Ay l‘\ncnc Jn l ot }

Ap .
ae lype \«, «j) corresponaant da u, re.ativement aux 04ases (4., d,y el 1u|,uz’ ’

quand les bases sont fixées, on dit simplement «la matrice de u» et on
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I l\ﬂ n’—l: ] 11
1 o=

considere les bases {a,,a,} et { 1> lorsq welles sont distinctes, car la
matrice de u relativement aux bases {ay,a>} et {a,,a,} (prises dans cet
ordre) est bien entendu distincte en général de la matrice M(u) précédente.
Quand E' = E et que I’on prend a} = a, et a, = a,, la matrice corres-
pondante est encore appeiée ia matrice de I’endomorphisme u relativement
a LA base {a,,a,}.

(Y]
=
)

t
L
r
a;

Le rang de la matrice M(u) est par définition le rang de u (4.1.8).

Enfin, si f est une forme linéaire sur E, eile est e‘nt éferncn[ déterminée
par les deux scalaires a, = f(a,), a, = f(a,) ; es dispose ici sous la
forme , ;

(a; a3)

symbole appelé « ligne », ou matrice a une ligne et deux colonnes (ou matrice
de type (1,2)) correspondant a f, relativement a la base {a,,a,}. Comme
ci-dessus, on dira simplement « matrice de f » quand cela n’entraine pas
de confusion sur la base, et on la notera M( f).

une seconde application linéaire de E dans E/’,

o =0 1)

P21 M22/

Soient v

matrice par rapport m‘ es bases {a,, a,}, {a}, a5} ; il résulte aussitot
1 2 1 2

______ ~

.o AL N~
acd C lIllLlUIlb (J £.9) 4

(“11 + B op t+ Bu) (4“11 Aa12>
M@u + v) = M(u) =

dry + Bay 022 + Ba Aoy, Ads;

On écrit encore respectivement ces matrices M(u) + M(v) et AM(u) et on

dit que ce sont respectivement la somme de M(u) et M(v) et le produit de
M{u\ par le ‘'scalaire 4. On observera d’ailleurs qu il ne Qnmt pas la de

AVE

deﬁmtlons nouvelles, mais simplement de la définition de l’espace vectonel
produit R x R x R x R de quatre espaces vectoriels identiques a R (3.1.8).
De méme, pour deux vecteurs x, y de E, on a

M(x + y) = M(x) + M(y), M(/ix) = AM(x)

- m R a lhacac
UC on a, lUu_jUUlb pal ld.ppUll aux meme.s DAdOd

M(f + g) = M(f) + M(g), M) = iM(f)
(4.1.12) Soient E, E', E” trois espaces vectoriels & 2 dimensions, {a,, a,},

v
{a}, a,}, {a}, a3} des bases respectives de ces espaces. Soient u une applica-
tion linéaire de E dans E’, u’ une application linéaire de E' dans E”, et

Oy %3 oy o)
M(u) = Mu)=\ , ,
dy; 33 Oy &3

les matrices de u relativement a {a,,a,} et {a}, a5}, de u' relativement a

N Awasw
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{ay, a,y} et {af,a3}. Calculons la matrice de u” = u' o u relativement aux
bases {a,,a,} et {a}, a3}. Par définition, on a
4 — ’ — ’ ’ ’ — ’ ’ ’ ’
u'(a,) = u'(ua,)) = u'(e,,ay + ay,83) = a;,u'(ay) + oy u'(ar)
’ 144 ’ n [ n ’ ”
= ay(ay,47; + a3,03) + oy, ()20 + a3,a5

= (03101 + ap0)at + (03,0, + az2054)a5
et, par un calcul analogue,
u'(ay) = (ay,002 + a50005)a] + (@310, + 5,055)a5 ;

autrement dit

/’“'11“11 + a0y, &0, + a’12a22\\
M{u ocu) = \ , , , , /
010y + 02051 0310y + 5505,

On dit que le second r € mat ] mat \
par la matrice M(u) et on la note M(u')M(u), de sorte que la formule

précédente s’écrit

(4.1.12.1) MW ou) = M(u')M(u).

La régle mnémotechnique pour ce produit est que I’élément de M(u')M(u)
dans la i-éeme ligne et la j-éme colonne s’obtient en prenant la i-éme ligne

de M), la j-éme colonne de M(u) et en faisant la somme a0, ; + %i505; ;
c’est ce qu’on appelle effectuer le produit « lignes par colonnes ».

Les notations étant celles de (4.1.11), on a, avec des définitions analogues

(%1181 + 12837
(4.1.12.2) M(u(x)) = Mu)M(x) = k }
161 + 2285

et
(4.1.12.3) f(x) = M(fIM(x) = 0, &, + a,¢;

(« produit d’une ligne et d’une colonne », qui est donc un scalaire). Enfin,

4+ »inva

- a- “A amem v laan mmaaa~n M ae I as F-Ya)
I U VWL uulyv

’
PR Py . } ol Ynsmsal:nnt:~
1111C 1111CallT >ul Lo, 1 dppllb L1U1

a la base {a}, a5}, la matrice de f’ o u par rapport a {a,,a,} est
(4-1-12.4) M(f’ ou) =M(f’)M(u) = (a'ld“ + a’2a21 Ot'ldlz + alzazz)

comme on le vérifie aussitot.

En résumé, nous avons défini ainsi :

1° le produit de deux matrices de type (2,2) : c’est une matrice de type
(2,2);

2° le produit d’une matrice de type (2, 2) par une matrice de type (2,1) :
c’est une matrice de type (2,1) ;

cafa AV _as o ]

3° le produit d’une matrice de type (1, 2) par une
c’est un scalaire (appelé aussi « matrice de type (1, 1)»
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Bien entendu, dans tous ces prodults Pordre des facteurs est essentiel.
(4.1.13) Une fois données les définitions de (4.1.11) et (4.1.12), tout ce qui
a €té dit dans (3.2.6) et (3.2.7) se traduit en régles du « calcul des matrices » :
entre autres, si X, Y, Z sont trois matrices et A un scalaire, on a les relations

(XY)Z = X(YZ) (quon écrit XYZ)
X(

+
X+Y)Z=XZ+
) '€ X

—

_—

chaque fois que toutes les opérations écrites sont déﬁnies
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la somme et le produit que ’on vient de définir, lvs ma

forment donc un anneau, noté M,(R) et isomorphe 3 End (E) ; son élément
unité est la matrice

(o

0 1.

notée I, ou I,, ou 1, (ou méme parfois 1). La matrice de ’homothétie h,
(3.2.9) relativement a une base quelconque {a,, a,} est

62
Al = 0 A

qu’'on appelle encore matrice scalaire ; cela ne serait naturellement plus
exact si I’on prenait la matrice de h, relativement a deux bases différentes
de E au lieu de sa matrice par rapport a une seule base.

(4.1.14) Exemples. (i) Soit u une application linéaire de E dans
vectoriel a 2 dimensions E'. Si u est identiquement nulle, sa matrice (par

-7

\
| =A 1o
rapport & des bases quelconques de E et E') est la matrice

tous les éléments sont égaux a 0). Si u est de rang 2 (4.1.7), donc bijective,
et si {a,,a,} est une base de E, alors b, = u(a,) et b, = u(a,) forment une
base E' ; par rapport aux bases {a,,a,} et {b,,b,}, la matrice de u est donc

N ’Mﬂ
\V}

(1 9

\o 1/
Enfin, supposons que u soit de rang 1 (4.1.7), de sorte que son noyau
est une droite N. Prenons une base {a,,a,} telle que a, € N, de sorte que
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1a rl a N act anmnnldmantaira dAa AlArec — 21 )\ Nn’act mac nnil Aane
1A i1 L\t anl WOl OUPFIUlll\vlltallh Vv 1Y 421V Ul — u\ul) 11 VOlu yao 11Ul ualilo
E; prenons dans E’ une base {b,,b,} dont b, est I'un des vecteurs ; par
rapport aux bases {a,,a,} et {b,, b,}, la matrice de u est

1

——\

)
\0 0/
Il faut souligner que ces résultats tiennent essentiellement au choix des
bases, qui sont adaptées a I'application linéaire u considérée. En particulier,
si E' = E, il ne sera pas possible en général de trouver une base de E telle
que par rapport a cette seule base, la matrice de 'endomorphisme u ait
I'une des formes précédentes ; cela ne sera possible en général que pour
la matrice de u par rapport a deux bases différentes de E (cf. (4.2.14)).
(ii) Considérons une involution u de E (3.2.11) ; il peut se produire trois

cas .
1° E(1 ;u) =E, E(—1; u) = {0} ; alors u = 1g, et par rapport a toute

base de E, la matrice de u est la matrice unité I.
’)0 | *7& D 4.\ o n1_1 cad = B ¢« alAarg 4 = 1

1_4\1 . ‘lUJ’, 1_4\— ,u]—u,cu\uou

at nar rannnrt
L Pal layy\.u

E>» v

,.
o

base de E, la matrice de u est la matrice — 1.

3° E(1 ; u) et E(—1 ; u) sont deux droites supplémentaires ; si I’on prend
une base {a,,a,} de E telle que a, € E(1 ; u), a, € E(—1 ; u), la matrice de
u par rapport a cette base est

(1 0)

\o -1/
Ici encore, on remarquera que ce résultat est dii au choix particulier de
la base ; par exemple la matrice

(0 1\
U=\1 o
est telle que U2 = I, donc est la matrice d’une involution de E qui rentre
dans le cas 3° précédent
(iii) La matrice
/ 0 —1 \
U= (1 O)
est telle que U? = —I dans M,(R) ; c’est donc la matrice d’un endo-
morphisme u tel que u? = — 1 ; un tel endomorphisme n’a pas de valeur
propre, car si A était une valeur propre de u et x # 0 un vecteur propre
correspondant, on aurait u%(x) = u(ix) = A%x ; mais comme u*(x) = —x,
cela entrainerait A2 = —1, qui n’a pas de solution dans R (1 31)

(‘l.l 13) Kappelo‘nb qUC lenseleC nom\n, l() UCS _]orme.s unealrea sur E
est un espace vectoriel ; nous avons vu (4.1.10) qu'il est isomorphe a
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donne le nom de dual de E et que ’on note E*.

Etant donnée une base {a,, a,} de E, il y a par définition deux applications
f1.f> de E dans R telles que I'on ait x = f;(x)a, + f5(x)a, pour tout x € E.
Montrons que f; et f, sont des formes linéaires sur E (dites formes co-
ordonnées relatives a a, et a, respectivement) ; en effet, on a

ax + By = affy(x)a; + fr(x)az) + B(fi(v)a, + f2(y)as)

- .\ £\t AP

( /1 ( A) + PJIU’”“I + \“JZVU T VJZU’U“Z
= filax + By)a, + fr(ax + By)a,

d’ou la conclusion en vertu de la propriété d’unicité.
Ces deux formes constituent une base de E* (dite base duale de {a,, a,}).
Il suffit en effet pour le voir de montrer que f; et f, sont linéairement

indépendantes (4.1.3, (ii)) ; or, on a par définition
ff1(al) =1 fiaz) =0
(fala)) =0 faay) =1
Si a, B sont deux scalaires tels que af; + Bf> = 0 (ce qui signifie que la
forme af, + pf, est identiquement nuile dans E), on a en particulier
afi(ay) + Bfx(ay) = 0 et afi(ay) + Bfa(ay) = i donne a = ﬁ 0 en

2
vertu d_ relations (41 15.1). Toute forn

(4.1.15.1)

‘*s
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=
s
o |
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.—-1(

maniére a,f; + a,f5, et
dit al, oc2 sont les éléments de la matrice
{ay,a,} (4.1.11).

(4.1.16) Comme dans E les droites sont identiques aux hyperplans (4.1.6),
toute droite D admet une équation de la forme f(x) = 4, ot f est un élément
non nul du dual E* (3.3.6), et réciproquement I’ensemble des x € E vérifiant
une telle relation est une droite ; toute autre équation de D est de la forme
1f(x) = y4, ou y # 0 (loc. cit.). La direction de D est la droite vectorielle
d’équation f(x) = 0 ; pour que deux droites L, M d’équations respectives
g, h dans E¥*) 501ent paralléles (ou, ce qui revient

C

1) &
e type (1, 2)

o
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Q
]
o~
5))
(7]
N
N’
o

elles ont un point commu
Si I'on a fixé une bas
donc de la forme

03

avec a,, &, hon tous deux nuls ; si M est une seconde droite d’équation

B.E, + Bty = 1

§ 171 LA ’

pour que L et M soient paralléles, il faut et il suffit qu’il existe y # O tel
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nne R = Y.
Hut Py e

, et
puisque o, et o,

Thémes d’exercices
i) Soit t # ig une transvection dans E (section (3.3), exerc. 6). Montrer qu’il y a
une base de E relativement a laquelle on a

1 1
) ~\0 1/
Inversement, les matrices de 'une des formes
(1 A\ /1 0)
B =\g ;) Ba=\; ,
sont des matrices de transvections relativement i une base {a;,a,} : que sont les

droites de ces transvections ?
2) Opérations elementalres sur les matrices. Ecrire explicitement le produit d’une

nnnnnnnn lams~ita Ao teremn ) M
ulatllw qucu.uuquc Juv Lypc ‘L, L’
Oy Oy
U=
0y Oyy
[0 1\

812()')’ B21(ﬂ) et P = ‘\1 0}9

observer la différence des résultats obtenus suivant que I’on fait le produit & droite
ou a gauche. En déduire que 'on peut toujours trouver deux matrices R, S dont
chacune est produit d’un certain nombre de matrices de 'une des formes B,,(4),
B,(p), telles que la matrice RUS soit de 'une des formes

[0 0\ /1 0\ [1 0\

\0 0/ \0 0} \0 5} avec 0 # 0.

3) Si u est un endomorphisme de E de rang 1, montrer qu’il existe une base de E
par rapport a laquelle la matrice de u soit de I'une des formes

{6 0y (0 1)

\o o/ \o o) avec o#0.

Pour qu’il existe une base donnant une matrice de la seconde forme, il faut et il
suffit que u soit nilpotent, i.e. qu’il existe un entier k tel que u* = 0 ; on a alors en
fait u? = 0.

4) Le théoréme de Hamilton-Cayley. Soit u un endomorphisme de E. Montrer que
si u n’est pas une homothétie, il existe une base de E par rapport a laquelle on ait

/0 a\
M(u) =(l ﬁ)

En déduire que, pour tout u € End(E), il existe deux scalaires 4, u tels que I’on ait
u?> — Ju + p = 0 dans ’'anneau End(E).

et de I'une des matrices
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5) L’anneau End(E) (ou M,(R)).
A) Centre. Tout endomorphisme de E tel que u(D) = D pour toute droite vectorielle
D dans E, est nécessairement une homothétie (section (3.3), exerc. 4). En déduire que

le centre de End(E) est le corns des homothéties (isomorphe a R) (écrire au’un élément

VIV MV AJiiNG(Ad) WOV IV VUL PO MVO LAVEAMUVAIVVIWO (40Vi1AVA paiv & Buy (Wwia ~ “Sii WAiWAALWRAV

du centre permute aux transvections).

B) Diviseurs de zéro. On dit que u e End(E) est diviseur de zéro a gauche (resp
A Adeniéa) s 21 Avwicta 20 L N Anwme DaAD) ¢4l ~ven azae = ﬁ {ancam NY Dasre ~3va 2: cmid
u u’UllC) 11 CAI.DI.C UV 9= VU Jualld LIl \ } Wi quc uv — vV uowop. vu = U} IUul uv ¥ s>un
........ ALl A Ao 2t e 2: cmid Ao e e o

UlVleUI UC LCIU ld. gdUbIlC Ou a ar U } ll ldut CL ll Sumnit quc u sSun ac I ng O Oou 1 ,
les éléments non diviseurs de zéro dans End(E) sont donc les éléments inversibles de
cet anneau. Montrer que le produit de deux diviseurs de zéro est encore un diviseur
de zéro ; donner un exemple de deux éléments niipotents dont ie produit ne soit pas
nilpotent, et dont la somme soit inversible.

C) Idéaux. Un idéal (4 droite ou a gauche) de End(E) qui contient un élément
inversible est ’anneau End(E) tout entier. Si u € End(E) est de rang 1, soient p un
projecteur de E sur u(E), g un projecteur de E sur »™1(0) ; montrer qu’il existe deux
éléments v, w de End(E) tels que uv = p, wu = 1 — q. En déduire que tout idéal a droite
(resp. a4 gauche) de I’anneau A = End(E) est, soit égal a {0}, soit égal a A, soit de la
forme pA (resp Ap), ou p est un projecteur de rang 1. Les seuls idéaux bilatéres de A

€
APQ sommes (en nnmh
LS SVl \waa aaQLiid

ue U ve V Exan;me'r ce qu .e sont lc:. ‘ produits UV
lorsque U et V sont des 1deau de A (a droite ou a gauche) ; dans quel cas ce produit

marit_1] Stea eAdAnit A N9
l.’cut-ll 1~ 8% lcuull avVv.

D) Sous-anneaux. Si p est un projecteur de rang 1 dans E, pAp est un sous-corps
de A dont p est ’élément unité, et qui est isomorphe a R. Ce sous-corps ne contient

pas I'éiément unité de A.
Dans A, identifié & M,(R), soit B, (resp. C,, C; = B,) ’ensembie des matrices de

o ome (20 [ (x0 [« 0}
o) Lo (o) (o))

Alors B, C, et C, sont des sous-anneaux de A contenant le centre de A ; montrer
que By (resp. Cy, Cy) est maximal dans ’ensembie des sous-anneaux (resp. des sous-
anneaux commutatifs) de A distincts de A. Déterminer tous les idéaux (a gauche ou a
droite de B, (resp. Cy). Montrer que, dans les anneaux B, C,, il y a des idéaux bilatéres
U tels que U? = {0} et U # {0}.

6) Le groupe GL(E) (on I'identifie au groupe des matrices inversibles dans M,(R),
que ’on note aussi GL,(R) ou GL(2, R)).

A) Générateurs. Montrer que tout ¢lément de GL(E) autre qu’une homothétie est,
soit une transvection, soit une dilatation, soit un produit d’une transvection et d’une
dilatation ou de deux transvections (dans un ordre quelconque); toute homothétie
h; (A # 1) est produit de deux transvections et d’une dilatation, mais n’est pas égale au
produit d’une transvection et d’une dilatation, ni au produit de deux transvections
(observer que pour toute transvection t # lg, le prodult h;t ne laisse globalement
invariante aucune droxte autre que la droite de la transvection).

vmdtrioc lag dilatatinane invaluitivee * tante tr
O VO AWUD BLLIGUGLGALAVILLD 11A Y VLAVLAY WO 9 AV 4 LW L1

A MW vivViiNv e

B) Centre et centrahsateurs Soit Z (ou Z(E)) le groupe des homothéties de rapport
A # 0. Le centralisateur dans GL(E) du sous-groupe O(E, D) des transvections de
droite D (i.e. le sous-groupe formé des éléments qui permutent & tous les éléments de

O(E, D)) est le sous-groupe ZO(E, D) dont les éléments sont de la forme h,t, avec

A
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A # 0 et te O, D). Le centralisateur du sous-groupe I'(E, D) des éléments de GL(E)

laissant invariants tous les points de DestégalaZ. A fortlorl Z est le centre de GL(E)

Le sous-groupe de GL(E) laissant (globalement) invariante une droite D est égal a
ZI'(E,D).

C) Propriétés de transitivité. Le groupe GL(E) opére de fagon triplement transitive
sur les droites vectorielles dans E : cela signifie que pour deux triplets quelconques

o temia Aen~itan Alctimnéna ™ {TY TV mna B 21 . tmaan memamla 2 aean

de trois droites aistincies, \Ul’ L), U3), lUl, uz, U3} dans L, i1y a uin automorf pun inc
u de E tel que w(D;,) = D} pour i = 1,2,3 ; cela signifie encore que GL(E) upc‘:re
transitivement dans lensemble des triplets de droites vectorielles distinctes. Si u’ est
un second élément de GL(E) tel que uv'(D;) = D; pour i = 1,2,3, on a v = h,u pour
un 4 # 0 (cf. section (3.3), exerc. 4).

Pour tout couple de vecteurs x, y non nuls dans E, il y a une transvection, ou un
produit de deux transvections, qui transforme x en y.

Pour tout couple de droites, D, D’ ne passant pas par 0, il existe une transvection,
ou un produit de deux transvections, qui transforme D en D’ (considérer d’abord le
cas ou D et D' ne sont pas paralléles).

D) Sous-groupes de GL(E) ; normalisateurs. Pour une base convenable, le groupe
ZI'(E, D) s’identifie au groupe B des matrices.

(* )
\8 7/

telles que ay # 0, le groupe O(E, D) au sous-groupe U de B formé des matrices telles
que a =y = 1. Montrer que U est le groupe des commutateurs de B (i.e. le sous-
groupe engendré par les « commutateurs» uvu” v~ ! de couples (u, v) d’éléments de
B) ; B est le normalisateur de U (i.e. le plus grand sous-groupe de GL(2, R) dans lequel
U est distingué) ; B est un sous-groupe maximal de GL(2, R) (i.e. il n’est contenu dans
aucun sous-groupe de GL(2, R) autre que lui-méme et GL(2, R)).

Le sous-groupe T des matrices diagonales

(* °)
\0 8/

s’identifie au sous-groupe de GL(E) formé des homothéties et des automorphismes
ayant deux droites fixes distinctes comme sous-espaces propres. Son normalisateur W
est le sous-groupe engendré par T et la matrice P (exerc. 2).

Toute matrice qui n’appartient pas 4 B s’écrit d’une seule maniére sous la forme
X,PDX,, ou DeT, X, et X, appartiennent & U (« décomposition de Bruhat» du
groupe GL(2, R)).

7) Le « théoréme fondamental» de la géométrie affine. Dans cet exercice, on admet
un axiome additionnel pour le corps des scalaires R, savoir qu’il n’existe aucun auto-
morphisme de ce corps autre que l’identité.

Soit u une application injective de E dans lui-méme ayant la propriété suivante :
si trois points, a, b, ¢ de E sont sur une méme droite, il en est de méme de u(a), u(b), u(c),

et telle que la variété linéaire affine engendrée par ¢(E) soit E.

I) Prouver que si a,b,c ne sont pas sur une méme droite, il en est de méme de
u(a), u(b), u(c) (utiliser P’exerc. 3 de la section (3.3)).

II) Pour toute droite D, ii existe une droite unique D’ telle que u(u; c D'. Si u est
bijective on a nécessairement u(D) = D’ ; de plus, si D,, D, sont parali¢les, alors les
droites u(D,) et u(D,) sont paralléles ; elles sont distinctes si D, et D, sont distinctes.

III) On suppose désormais que u est bijective. Il existe alors une application affine
bijective v de E sur iui-mé&me telie que, si ’on pose u; = v o u, u, laisse fixes I’origine et
deux vecteurs a,, a, formant une base de E.
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Etant donnés deux points £a;, na;,
ou

r b
de vecteurs directeurs a,,a, ou a, — al, on peu
na,, &a, + na,, (¢ + n)a,. Puis, par intersections de drontes de vecteurs directeurs

nstrn-rn ancer la naint Fun

Aantrar Aan’An nant Fn
Uillv Aauovl 1w PUIIIL s"“l AsER

ul, “2’ “2 - 6“1’ “2 - “l, ulUlltl\tl \iu Vil l}\'u‘« Ccu
déduire que si I’on pose u,(¢a,) = @(€)a,, ¢ est un automorphisme du corps R, et
par suite I’identité ; d’ot u = v™! , U est une application affine.

oy TN A\

o) Définir le pI'OGUlI d’une matrice de type (4, l) et d’'une matrice de lype 1,4)

oy
(o »

Quelle est Pinterprétation de ce produit en termes d’applications linéaires ? Montrer
que la matrice produnt obtenue est la matrice d’une application linéaire de rang 0 ou 1.

Q) Qait Funa onn] |nn Aa D Aanc R (nan ndraccairamant lindaira 2 neineil Mantrar
7) UUI.LJ Wilv l.ll.l Wil 3 Ualio Ly \uvu 11VWAWOOA L1 ViLIVIIL 1111IVQAIIVv U P' s l’ AVAVLIU VL
I

ica
..... ut A
a

(

Qana amLamnnnaa- Tvam

ic

[P ——— o~

tous ics autom ui"pl"iaulca u cuu\n;, _] €st nccessairement ur
homothétle h (Prouver d abord que pour tout x € E, il existe un scalaire A(x) te
que f(x) = l(x)x, en considérant les automorphismes u de E laissant invariant x).

Soit g une application de E x E dans E telle que, pour tout endomorphisme
ve End(E), on ait g(v(x), u(y)) = v(g(x, y)) ; montrer que g est nécessairement de la
forme (x, y) = ax + By (méme méthode).

10) Soient D,, D,, D; trois droites vectorielles distinctes dans E. Il existe alors
trois vecteurs #0, x, € D,, x, € D,, x3 € D; tels que x3 = x; + x,, €t ces vecteurs
sont déterminés & un facteur commun scalaire #0 prés. Pour toute droite vectorielle
D distincte de D,, D,, D,, il existe alors un scalaire et un seul p tel que x, + px, €D ;
on dit que p est le birapport du quadruplet (D,, D,, D3, D) et on le note

o1 i

D.
L"’ -'-u

Onap#0etp# 1.
Si Dy, D,, D3, D, sont quatre droites vectorielles distinctes, montrer que I'on a

D, D, D, D, D, D, |! D, D,
= = = l -_—
|D, D,|T|D; D |T|D; D, | D; D, |
Détamt Aamamla Ao MY TY Y TY)Y A~ Ao le~o
clant aonncs dacux qucu.uupwta \Ul, Uz, U3, U4), iy, Uz, U3, rg) UC UIUlth

vectorielles distinctes, pour qu’il existe un automorphisme u € GL(E) tel que u(D;) = D;
pour i = 1,2,3 et 4, il faut et il suffit que I’on ait

D, D, 1 Dj
D, D;| | D, Dj]

§ 2. Déterminants

(A 1\ Cl\ 27 13va asmsmlinnti ~An L:':uén:nn Aa D s E Aane 171n Acmman~a vvnnfnf:nl
\q.‘ol’ IUIL Uu ullv a puvauu 1 Utnicirc UL 1L, A Lo ualld ull UDP“UC VUGWLVUL IV]
F (3.2.12) ; si {a,, a,} est une base de E, les valeurs de u dans E x E sont

si
déterminées par celles des quatre vecteurs

u(a,,a,), u(a,,a,), ula, a,), ua,a,)
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u(éiay + &ra5,n1ay + naa;y) = Emyulay, a,) + Einyua,, ay)
+ &amulay, ay) + &onyulas, ay)

Inversement, étant donnés quatre vecteurs quelconques b,,,b,5,b5,,b55
de F, il existe une application bilinéaire (et une seule d’aprés ce qui précede)
ude E x E dans F telle que

wla. ) = . n Y= h wln. A Y= h wln. A\ = h

U\l “1) Y11 Uil »2) Y12, w2, »1J U2l U\w2,4%2) v22-

Pour tout co uple de vecteurs x = ¢,a, + &,a,, y = n,a, + n,a, de E, il
4 L.
L

PR & o 1. 1 o aam aam z .1

suffit de définir u(x, y) comme égal a

(4.2.1.1.) S1mbyy + $inabiy + Sambay + Ea12bys

T o fait Aane Pannlicatinn ainci ddfinie cnit lindaire an v at lindaire an v
O 1all qud ayyuvau\.u alilSl GOIINlIC SOIv 1NCallT Cn1 X COF 1ngaliC Cn

PN Y Y S e \ A - \ M P N — O\
U= wua,, dy), ula,, d4;), udz, dy), wdz, dy))
est donc un isomorphisme de l’espace vectoriel #(E,E ; F) sur I’espace

produit F x'F x F x F (3.1.8).
Il résulte aussitot de ce calcul et des définitions (3.2.14) que :

1° Pour que u soit symétrique, il faut et il suffit que u(a,, a,) = u(a,, a,).
2° Pour que u soit alternée, il faut et il suffit que u(a,, a,) = 0, u(a,, a,) = 0
et u(a,, a,) = —u(a,, a,).

Autrement dit, I’ensemble £(E, E ; F) (resp. #(E, E ; F)) des applications
bilinéaires symétriques (resp. alternées) est un sous-espace de #(E,E ; F)
isomorphe a F x F x F (resp aF).

(2.4.4) DC la méme Hldl'llCl'C on VOll qu€ woute dppllbdllOH tril n‘alr‘e‘ Uu

(3.2.15) de E x E x E dans F est déterminée par les valeurs des 8
vecteurs u(a;, aj, a;) de F, ol i,j, k prennent chacum une des deux valeurs

1 7 et récinrannement a tant cvetame de Q vecteurs de
. wi lvv‘ylvﬂ“vlllvll‘, (<9 (A VAC LS OJOI.\:IAAU AW Vwiwilwiuiiy JUw

10
a1ns1 une application trilinéaire et une seule de E x E x E

seule application trilinéaire alternée de E x E x E dans F e
tion identiquement nulle, car dans chacune des valeurs u(a;, aj, Al H
des vecteurs a;, a;, a;, sont nécessairement égaux, donc u(a;, a; a,) = 0 par
définition.

Ces résultats s’étendent sans peine aux applications p-linéaires pour
p>3.
(4.2.3) Considérons en particulier 1 f rmes bilinéaires sur E x E (3.2.12) ;

1)q

rracnnand
ITesSpona

La

1‘1‘1

dan
st

étant donnée une base {a,, a,} de E, il résulte de (4.2.1) qu’une telle forme
® est déterminée par quatre scalazres Bi1sBi2> B21> B22 €t que sa valeur

My 1) nAane v £ — t donnde nar la farmnule
\I’\J\«, _y} PU“I N = 51(&1 T 52(&2, J’ 'llul T ,’2u2 \/Dt VL1V Pal 1644 1Viiiivlwv

(4.2.1.1), ou les b;; sont remplacés par B;. Notons que le scalaire ainsi



68 Géométrie affine plane

ainsi qu’on le vérifie aussit6t.
(4.2.4) Etant donnée une matrice de type (2, 2)
Xyy Ay
U =
\%21 %23/

on appelle transposée de U et on note ‘U la matrice obtenue en « échangeant

’ ’ ’ — r
iy %2 Oy = 0y, O3y = 03
U = avec

= Aa. L. =ﬂ -
L1 L1 12

Il est clair que '(U) = U. De méme, on dit que chacune des matrices

(C1\
c=\,) L= 0
(2
est transposée de I’autre et on écrit encore C = 'L, L = 'C. Avec ces nota-
tions, on vérifie aussitét que I’'on a

4.2.4.1) (XY)="'Y.'X

lorsque le p
Ces notations étan

une base {a,,a,} dans E, on peut écrire

roduit XY de deux matrices est défini.
t introduites, il résulte de (4.2.3)

an , { "
unes, 11 1 ne QS &L 4 ic 1 A

4.2.4.2) ®(x, y) = 'M{xX)M(P)M(y)
en posant
( o4 “12\
M(®)
\CITR 2T

On dit que M(®) est la matrice de la forme bilinéaire ® relativement a la base
{a,,a,}. Pour que @ soit symétrique (resp. aiternée), il faut et il suffit que
o, = d,; ou encore 'M(®) = M(D) (resp. &;; = a,, =0eta,;, = —a,,,0u
encore 'M(®) = — M(®)) ; on dit qu'une telle matrice est symétrique (resp.
alternée ou antisymétrique).

(4.2.5) Il résulte aussitét de (4.2.2) que I'espace (E,E ; R) des formes
bilinéaires alternées sur E x E est une droite vectorielle ; une fois choisie
nna 1\ I 1 Aa R nina fArma k;l;néoirn altarnia \Il onr L v D act
Uuliv UCIDU 1“1, uzf UU vy Ullv 1V1 111V Vlllllvalliv aliviilive ) § Ul 1o N Lo WL
entiecrement déterminée par un seul scalaire W(a,,a,) = —%¥(a,,a,) = 4 et

I’on a, pour x = &,a, + &,a,, ¥y = n,a, + n,a,
(4.2.5.1) W(x, y) = A&, — &amy).
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On noter i a est un vecteur quelcon
de la droite Do,, ) ecrlt Y(a, x) =
non identiquement nulle sur E x E (3.3.6).

(4.2.6) Soit u un endomorphisme de E. Il existe un scalaire unique (noté
det(u) et appelé le déterminant de u) tel que, pour toute forme bilinéaire
alternée ¥ sur E x E, on ait

On notera que ¢

(2N

-

(4.2.6.1) W(u(x), u(y)) = det(u). ¥(x, y).
En effet, il est immédiat que ’application
(4.2.6.2) (x, y) = W(u(x), u(y))

est une forme bilinéaire alternée sur E x E, dong, si 'on a pris ¥ non
identiquement nulle, la forme (4.2.6.2) s’écrit y¥, ou y est un scalaire
(4.2.5) ; ce scalaire est indépendant du choix de ¥ # 0, car toute autre
forme bilinéaire alternée #0 s’écrit AY avec 4 # 0.

Il résulte aussitot de cette définition que I’on a

(4.2.6.3) det(1

Si g est un isomorphisme de E sur un plan vectoriel E’, I’application

o 1/ 1/, lindait 4 ’ ’
(x,y) = ¥g '(x)g '()y)) est une forme bilinéaire alternée sur E' x E

qui est #0 s’il en est ainsi de ¥ ; notons-la W'. Alors, pour tout endo-
morphisme u de E, gug™! est un endomorphisme de E’ (3.2.9) et I’on a

Y(gug™'(x'), gug™'(y)) = P(ug~'(x), ug™'(y")
= det(u)¥(g™'(x), g7 '(y)) = det(w). ¥'(x', y)
d’ou
(4.2.6.4) det(gug ') = det(u).
(4.2.7) Si u, v sont deux endomorphismes de E, on a
4.2.7.1) det(v o u) = det(v)det(u).

Désignons toujours par ¥ une forme bilinéaire alternée #0 sur E x E ;
on a par définition (4.2.6.1)

Y(u(x)), v(u(y)) = det(v)¥(u(x), u(y)) = det(v)et(u)¥(x, y)

et d’autre part W(v(u(x)), v(u(y)) = det(v o u)¥(x, y). Comparant ces deux
formules (et utilisant le fait que ¥ n’est pas identiquement nulle) on en
re (4.2.7.1).

IV \1’ I

««.0) Four qu un enaomorpmsme u soit tel que det (u) +# L, il faut et il Sll[ﬂl

que u soit bijectif.
En effet, si u est bijectif, son inverse u™! est tel que uou™' = 1, donc

les formules (4.2.6.3) et (4.2.7.1) donnent det(u)det(u™ l) = 1,eten partlcuher

o

p—
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s bijectif, il n’est
autrement dlt il y a un vecteur a, # 0 tel que u(a,) = 0. Cons1derons une
base {a,,a,} dont a, est I'un des vecteurs (4.1.5); si ¥ est une forme
bilinéaire alternée sur E x E non identiquement nulle, on a ¥(a,,a,) # 0
(4.2.5) mais W(u(a,), u(a,)) = 0 d’ou la proposition en vertu de (4.2.6.1).

(4.2.9) Soit {a,, a,} une base de E, et soit

Ay %y2
(4.2.9.1) M) = ( )

K2y A2

la matrice d’'un endomorphisme u de E rela tlvement a cette base ; soit ¥
la forme bilinéaire alternée sur E x E telle que W(a;,a,)=1; 11 résulte
A~ (AN £ 1) que Ve o
UL (w.svljyuv i vil a

det(u) = Y(u(a,), u(a,))

et si 'on se souvient que u(a,) est la premiere colonne et u(a,) la seconde
colonne de la matrice (4.2.9.1), il vient, par (4.2.5.1)

(4.2.9.2) det(u) =010y — X12%ay.

On dit aussi que le scalaire (4.2.9.2) est le déterminant de la matrice
M(u) et on le note det(M(u)) ou

o1 %42
(4.2.9.3) - -
%21 *22]
Compte tenu des formules (4.2.7.1) et (4.1.12.1), on a, pour deux matrices
quelconques X, Y de type (2, 2)

(4.2.9.4) det(XY) = det(X)det(Y).

Arrr mdiina mmatricaa Y Ao tere

PUUI qu UllV 11iatlive A UL l]l}e {
det(X) # 0, ou encore que X soit de
X! dans (4.2.13).

Pour toute matrice X de type (2,2),on a

(4.2.9.5) det('X) = det(X)

Y I qnit inneror ihl, 11
&Ly &) DUIL inver sioee, 11
r

ang 2 (4.1.7 et 4.1.11) ; nous calculerons

foant at 11 annf (it A
aul vt 11 dullil yuv

comme il résulte de (4.2.9.2) et de la définition d’une transposée (4.2.4).
(4.2.10) Etant donnés une base {a,,a,} de E et deux vecteurs

Xy =&p1ay + &30y, Xy = €100y + &53a,

il existe un endomorphisme u de E et un seul tel que u(a,) = x,, u(a,;) = x,
et la matrice de u relativement a la base {a,,a,} est

X /éll 512\
- 521 522
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(4.2.10.1) E11éas = Cualar # 0.

On peut d’ailleurs démontrer directement ce résultat a partir de la
définition (4.1.1) ; notons aussi que (4.2.10.1) s’écrit ¥(x,, x,) # O pour toute
forme bilinéaire alternée W # O sur E x E.

Si maintenant {f},f} est la base duale de {a,, a,} dans E* (4.1.15), pour
que deux formes linéaires sur E

(4.2.10.2) g, = Bufy + Brafa =B Ji + B2 fs

antant 13nbiatusminnt smudbnsmndantse 11 Forit at 11 c1iflet A’nsmerda ~An A3z smeiadda
DUIVILIL tinicutr crricrnit wnnycperniuurnicy, 11 iaut vi 11 Dulll(, U apiivd LU {ul piuiiug,
que I’on ait

'y - an A\ n N n 0N 2 N

(4.2.10.3) B11B2z — Bi2B2y # O.

On retrouve ainsi la condition pour que deux droites soient parall¢les
4.1.16).

(4.2.11) Considérons un systéme de deux équations linéaires a deux in-
connues &,,&,

B11é1 + B2 =1

(4.2.11.1) o . 0z
UP2161 + P2262 =72
On peut l'interpréter de la fagon suivante : soit {a,,a,} une base de E,

et nncnnqh = A. + 8,.a,.b,=8..a, + B,,a,.c =v.a, + Y,4, +alo
VVVVVV 9 Pi1idi + P2192, 93 Fiz2%1 T Pa22%2 ¢ r1%1 Y24, ,alor

le systéme (4.2.11.1) est équivalent a 'unique équation

(IJ

(49 11N

£ L v EFh —
\'.bollo‘, SIU T 6 C.

1 2V2 —

Soit ¥ la forme bilinéaire alternée sur E x E telle que ¥(a,,a,) =1
s’il existe une solution (&,, &,) de (4.2.11.2), elle vérifie aussi les relations

W(c, by) = Wby + &3by, b)) = £,W(by, b))
(4.2.11.3)
W(by, c) = W(by, §1by + E3b3) = §,¥(by, b))
Distinguons alors deux cas :
b,, b,;) # O (autrement dit, la relation (4.2.10.3) a lieu). Les
bz sont alors linéairement indépendants (4.2. 10) et par suite

ait alors a priori au’il existe deux
1 a pt qu 1l existe deux

A) On a ¥(
vecteurs b, et

>
3
- B
D
-]
=+
5
| (¢}
o
8
7]
0N
(o
(¢]
T
Q)
o)
3
3
o
Q

I I SR

scalaires bien déterminés &, v
quel que soit c, le systéeme (4.2.11.1) admet un
par les formules

(4.2.11.4) E,o=0,6"1, & =26,6""



72 Géométrie affine plane

[Bus B
) 5= ,
IﬁZl ﬂ22I

(« formules de Cramer »).
R\ On a Wb. b)=0 ou encore d =0.1

\ul,u2’ T Vs VW Ak

lr
condltion nécessaire pour que le systéme (4.2.11.1) ai
’'on ait aussi

(4.2.11.6) 5,=0, J,=0.

Inversement, supposons ces deux conditions satisfaites. Si I'on a
b, = b, =0, il est en outre nécessaire que ¢ = 0, et alors tout systéme
(&,, &,) est solution de (4.2.11.1) Si au contraire on a par exemple b, # 0,

alAawe lag salatinmae S N S I\ b o ~xa?il o As crnalaieas

aluid IUVd 1Iviatluvlldy U — U, Ul —_ msuulcut qu 11 y a UUD avalalivd /’L et ii
tels que b, = Ab,, ¢ = ub, et ’équation (4.2.11.2) se réduit a &, + A&, = u ;
on peut nrendre ¢, arbitraire et 1’équation précédente détermine &, de

Iﬂu Y1|
2 I.Bzx )’2l

=Y

ll,

de (4.2.11.3) gv'u
ne solution est que

-’

.-!D

n

AL

(¢

[

-

|ln|
i11au

(4.2.12) Avec les notations de (4.2.10), supposons que les formes linéaires
2 e

wtwea ¢ alavre la avetdma (A 11 1Y admat
tiv alUlD v D)’DLUIIIU \re&el 1.1} aulllivi

“a : v\t mwrsllan =i 1%,

iUucs i 1 uin
une seconde interprétation : il signifie que le point x = &,a, + &,a,
appartient a lintersection des droites D,, D, d’équations respectives

uuuuuu

1 -91(x) = 74, D, 1 g,(x) = y,.

Le cas A) de (4.2.11) est celui ou les droites D,, D, ne sont pas paralléles,
et 'on retrouve alors qu’elles ont un point commun et un seul (4.1.6) ;
en outre les formules de Cramer donnent explicitement les coordonnées
de ce point. Le cas B) est celui ou D, et D, sont paralleles et les conditions
4. 2 11.6) sont nécessaires et suﬂisantes pour qu’elles soient identiques (ce

tasmant & nartir Aa 1 1K)
tuliliviit a paitil uv \"f 1.1V)).

(4.2.13) Une troisiéme interprétation du systéme (4 2.11.1) (ou de I’équation

s e AL e

CQﬁivaleﬁtC \‘l- L 11 L)) LOIlblbl.C d consiaerer l UIlqulC cnaomorpmsme u (lC
E tel que u(a,) = b,, u(a,) = b, (4.1.10), autrement dit, ’endomorphisme
dont la matrice relativement a la base {a,,a,} est

ﬂl 1 ﬂl 2
(4.2.13.1) B = (.321 ﬂn)
L’équation (4.2.11.2) s’écrit alors
(4.2.13.2) u(x) = c.
On a 6 = det(B) = det(u).
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T armroe AYAa (A D 11\ ant ~aliis AYs 22 act hito tifIA D QY at 1o aAnlnitinn 1iniAana
LV vad nj uv (r4.11) WL vwiul v U WL uyclly (1.4.0), LI 1a dULULIVULL ullliyjuL
de (4.2.13.2) est
sa m aa A\ — 17
(4.2.13.3) x =u"Yc)

En donnant successivement a c les valeurs a, et a,, on obtient par les
formules de Cramer les vecteurs u™ ‘(a,) et u™ *(a,), c’est-a-dire les colonnes
de la matrice de u™' relativement A la base {a,,a,} ; en d’autres termes,

on a alors
F22 - M12
4.2.13.4) B! = (det B)!
_ﬂZI ﬂll
Te s B) de (4.2.11) est celui ol u# est de rang 0 ou 1 et s1 u est de rang 1

(autrement dit B # 0 et det(B) = 0), les condltlons (4.2.11.6) sont nécessaires
et suffisantes pour que le vecteur ¢ appartienne a la droite vectorielle u(E).
En particulier, I’équation (dite « homogéne »)

(4.2.13.5) u(x) =0

a pour solutions les vecteurs du noyau u~'(0) de u ; si u est de rang 1, on
retrouve ainsi le fait que ce noyau est une droite vectorielle.
Notons enfin que si x, est une solution de {(4.2.13.2), on a, pour toute
autre solution x de cett équatlon u(x — xo) = 0 ; autrement dit, si
ons de (4.2.13.2) n’est pas vide, c’est la variété
(4.2.14) Comme cas particulier de ce qui précede, on obtient la condition
pour qu'un endomorphisme u de E admette des valeurs propres (3.2.10)
et le calcul de ces valeurs propres lorsqu’elles existent. En effet, pour que
/A soit valeur propre de u, il faut et il suffit que le noyau de u — 1. 1g ne

soit pas réduit & 0, ou encore (4.2.8) que

(4.2.14.1) detu — 1.1g) = 0
Cetie équation est appelée équation caractéristique (€t son premier m re

memb
le polynéme caracteristique) de I’endomorphisme u ; si, relatlvement a un
a,}de E, on a

L.
1> %2j5

I’équation (4.2.14.1) s’écrit
(42 14. 2) A. (d 1 dzz)},. + (allazz - o,

""""" i1

et ne dépend évidemment pas de la base {a,, a,} choisie ; la condition pour
qu’elle admette des racines est donc (1.32)

(4.2.14.3) (1 — ®%35)° + 4oty,0,; = 0.
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Lorsque cette condition est remplie, il y a au moins une racine A, de
I’équation caractéristique, donc au moins un vecteur propre b, correspon-
dant a 4, (Ia méthode de (4.2.11) permet de calculer les coordonnées d’un
tel vecteur). Si b, est un second vecteur tel que {b,, b,} soit une base de E
(4.1.5), la matrice de u relativement a la base {b,, b,} sera donc de la forme

(dite matrice triangulaire supérieure)

Ay Mya
4.2.14.9)
N0 A,

et le calcul de I’équation caractéristique de u a partir de la base {b,, b,}
ontre aussitdt que A, est alors aussi valeur propre de u.

D}
aad - - —% 2% i3 L il o4 r
v

Aot AdLe o mani;mtannm lag ‘I.l). ~aa A
ULIDIUCI VLD llla llCllalll 19 pl UIC11ILY> U

\
Soit {a,, a,} une base de E ; pour que deux vecteurs

{a,l = %), + 03,4,

(4.2.15.1) dy = 4,50, + tyyd,
forment une base de E (ou, ce qui revient au mémc (491,3)9 un ensemble
libre), il faut et il suffit, comm on I'a vu (4.2.10) qu atrice
o (%1 %2
(4.2.15.2) P= \“21 “22}
soit inversible (ou encore aue det(P) # 0). On dit alors que P est la matrice

Ao naccnno Ao ’ haco f A la fn ' 1 N 1t Pintarnrdtar ansnra
uc ‘.luoauyc uc [ 1% 2 UWOC ‘lul, uzj' u [ 1% 2 UWDC 1“1, uz; 1l P\vul- 1 1111 P Vivi VIIVUILI

)]

comme la matrice de I’application identique 1 relativement a la base {a\, a5}
et a la base {a,,a,} (dans cet ordre) (cf. (4.1.11)). Compte tenu de la formule
(4.1.12.1), cette interprétation montre aussitot que la matrice de passage
de la base {a', ay} a la base {a,,a,} est l'inverse P~' de P.

Soit maintenant x un vecteur de E, et posons

’ ’ ’ ’
(4.2.15.3) X = 61a1 + ézaz = élal + ézaz
de sorte que les matrices & une coionne correspondant a x relativement
aux bases {a,,a,} et {a}, a,} sont respectivement
(S1) /61
!
M(x)=\ } M(x)=\,)
¢, ¢
N o o Lt A4 . eemdl i a Vo L 1 A4 1A AN e 19 4.
Or, on a évidement x = 1g(x) ; appliquant la formule (4.1.12.2) et 'inter-

prétation précédente de P, il vient

(4.2.15.9) M(x) = P.M'(x)
ce qui s’écrit aussi

(&1 = 1187 + a8
4.2.15.5 , ,
( ) ifz = 03,8} + 02283
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et peut bien entendu u men
parler de matrices.

Soient en second lieu F un second espace vectoriel a 2 dimensions, {b,, b,}

t {b},b,} deux bases de F, Q la matrice de passage de {b,, b,} a {b},

Soit v une application linéaire de E dans F ; désignons par M(r) la matrice
de v relativement aux bases {a,, a,} et {b,, b,}, par M'(v) sa matrice relative-
ment aux bases {a}, a3} et {b}, b,}. Remarquons maintenant que ’'on peut
écrire

t de (42.15.3) et (4.2.15.1) san
- b W \ch J, e \ ’

Uul

vV = IFOUOIE

et appliquons (4.1.12.1) en prenant :

\

la matrice de 1. E relativement a {ad’..a’} et {a..a,! (dans cet ordre) :
A4 I AW A AWW ALAWAAL &8 (wl’ “2, e l“l’ “2’ \““llu WWe i NEL v’ L)
la matrice de v relatlvement a{a,,a,} et {b,,b,};

la matrice de 1g relativement a {b,, b,} et {b}, b5} (dans cet ordre).

Il vient, d’aprés I'interprétation des matrices de passage.
(4.2.15.6) M'(v) = Q" 'M(v)P.

Considérons en particulier le cas ou F = E et ol on prend les matrices
des endomorphismes relativement a4 une seule base de E (41 11). Si u est

aaaaa Ansmrnvrmhicma Ao T AAlas\ c0n sranteina salaticramean A AL a2\

Uil VI1IUULLIVI PiLdLIv ac Ly JVI\u} da 1liallivv lClallVUlllClll a 1“1, uzf, ivl \u}

sa matrice relativement a {a}, a3}, on a, d’aprés (4.2.15.6),

oy a &ty —I: VR, Y

(4.2.15.7) M'(u) = P~ "M(u)P
Considérons enfin une forme bilinéaire ® sur E x E, et soient M(®) et

M'(®) ses matrices relativement a {a,,a,} et & {a},a,} respectivement
(4.2.4). Utilisant (4.2.15.4), (4.2.4.1) et (4.2.4.2), on obtient

D(x,y) ='M'(x).'P. M(®). P.M'(y)
et d’autre part
D(x, y) = ‘M'(x)M'(®)M'(y)

En donnant au couple (x, y) les valeurs (a}, a}), (a}, a3), (a5, a}), (a5, a3),
il vient don¢

(4.2.15.8) M'(®) = 'P. M(®). P.

T hémes d exercices
1) Trace d’un endomorphisme. Soient ¥ un endomorphisme de E,
M(u) =
W \“21 22 }
sa matrice relativement a une base {a,,a,} de E. On appelle trace de u (ou de M(u))
le scalaire a,, + a,, ; il est indépendant de la base {a,,a,} choisie (cf. (4.2.14.2)) ;
on le note Tr(u) ou Tr(M(u)). Si I’équation caractéristique de u s’écrit (4, — ANA, — Z)
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inn (491412 act virifide)
Wwiii UV’

loll ‘Wo&o 1 W.J’ WOl v 1 'y

tout endomorphisme u,
u? — Tr(u).u + det(u) =

dans I'anneau End(E) (cf. section (4.1), exerc. 4).
Si u, v sont deux endomorphismes quelconques de E, on a

Inversement, si f est une forme linéaire sur I’espace vectoriel M,(R) telle que
f(XY)= f(YX) pour tout couple de matrices (X, Y) de type (2,2), montrer qu'il y
a un scalaire a tel que f(X) = oTr(X) (donner & Y pour valeurs particulieres les
matrices dont un seul des 4 éléments est # 0).

Montrer que si ’on a Tr(u) = 0 et Tr(u?) = 0 (ou Tr(u?) = 0 et Tr(u®) = 0), on a

nécessairement u? = 0 ; réciproque.

2) Dans l’exerc. 2 (resp. I’exerc. 3, resp. I’exerc. 4) de la section 4.1, montrer que
le scalaire 6 est indépendant du choix des matrices R, S (resp. de la base) répondant

a anactinn
12 \1“\(0‘!\’!!.

3) Donner un exemple de deux endomorphismes u, v de E tels que uv et vu n’aient
méme rang, bien qu’ils aient méme équation caractéristique
Montrer que pour tudte matrice X de type ( (4, 2), il existe une matrice inversi bl'
ype (2, 2) telle que ‘X = PXP~! (écrire que PX ='X . P)
5) Classification des endomorphismes. Montrer que lorsque I’équation caractéristique
(4.2.14.2) d’un endomorphisme u de E admet des racines, il existe une base de E telle

que la matrice de u relativement a cette base soit de I’'une des formes

(A 0\ (,1 1\‘

E

1V,
i)

~
8.“ iz

\0 u/ \0 1/
Montrer que si, relativement a une base de E, u a une matrice de la forme
(1 o\

relativement 4 une autre base convenable, mais il ne peut avoir pour matrice

7 o\i
\0 4/
relativement a une base quelconque de E.
Porn AAAviien lo Altnrenisnnti e Avr gnsra_sseseaer Ao D AT CAMA Ana AI/.MA s
i UCUUIIC ia UClUlllllllallUll au Sous-drnnedu ac LIIUL) TULLIIC ULy villl l Sv qul

permutent avec u ; obtenir par suite la détermination du centralisateur de u dans
GL(E) lorsque u est inversible (cf. section (3.3), exerc. 6 et section (4.1), exerc. 6).

6) Traduire Ies résuitats de (4.1.14, (1)) en termes de matrices de type (2, 2), a i"aide
des formuies de changement de base.

7) Le groupe unimodulaire. L’application u — det(u) est un homomorphisme du
groupe GL(E) sur le groupe multiplicatif R* ; son noyau (autrement dit le groupe des
automorphismes de E de déterminant 1) est un sous-groupe distingué de GL(E)
appelé groupe unimodulaire, et noté SL(E), ou SL,(R), ou SL(2, R).
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A) Générateurs. Tout élément de SL(E) distinct de — 1 est, soit une transvection,
soit le produit de deux transvections ; la symétrie — 13 est produit de 3 transvections
mais n’est pas égale au produit de 2 transvections. Montrer que tout élément u de

Ql'lp\ est prndnlt de 2 anagi-cvmatriec (distinguer deux cas suivant gue u # — 1. ou

quasi-symétries (distinguer deux cas suivant que u g0
u = —1g). Aucune dllatatlon ne peut appartenir a SL(E).

B) Propriétés de conjugaison Si deux endomorphismes u, v de E qui ne sont pas des
homothéties ont méme trace et méme déterminant \Uu, ce qul revient au méme, méme
ponynome card(:tenbuque), llb soni con]ugues (lal'lb UL(E) U.I[lllber la lorme (]C M(u)
donnée dans I’exerc. 4 de la section (4.1)). En particulier, pour que deux éléments u, v de
GL(E) ayant chacun deux valeurs propres distinctes soient conjugués dans GL(E), il
faut et il suffit que les ensembies de valeurs propres soient les mémes pour u et v ; il
existe méme alors un w’' € SL(E) tel que v = w'uw’ ~! (considérer le centralisateur de u
dans GL(E)). Cas particulier des dilatations.

Il revient au méme de dire, dans le cas considéré, que GL(E) (ou SL(E)) opére transitive-
ment (par u — wuw™ !) dans ’ensemble des automorphismes de E ayant un polynome
caractéristique (admettant des racines distinctes) donné. Montrer au contraire que
dans I’'ensemble des automorphismes de E admettant un nnlvnnmp caractéristique

G223 2 LAISLRIIVEY RBNe GntVaaiVipadidaanse Awevioizv eas J 2RV Ailv VRIQVIViiOiA LY

donné de la forme (ax — 4)?, 11 y a deux classes d’ mtransntmte pour le groupe GL(E)
(cf. exerc. 5).

. 14
Montrer que deux trans'vections quelconques #15 sont conjuguées dans GL(E)
fratilicae Pavann 1 Aa 1o captinnm (A AP cantiaa (AN exeic N
(ULLIIOUL 1 CAUIL. 1 UU ia dlLilull (<. } , LI, dCLLIVULL (<. J}, 1C. L

C) Centre et groupe des commutateurs. Le centrahsateur de SL(E) dans GI(E) est
le centre Z de GL(E), et le centre de SL(E), égal 3 Z n SL(E), est formé de 1; et de la
symétrie — .

Toute transvection est égale 4 un commutateur uvu™'v™! de deux éléments du
groupe GL(E) (utiliser le fait que toute transvection est le produit de deux quasi-
symétries) ; en déduire que SL(E) est le groupe des commutateurs de GL(E).

Tout automorphisme u € SL(E) ayant deux valeurs propres distinctes 4, 4”1 est
un commutateur vwv ™~ 'w™ ! de deux éléments de SL(E) (utiliser ’exerc. 5, et B)).

Calculer le commutateur UVU ™'V ~1! ou

o) ()

\U 1/

-1

En déduire que SLI(E) est égal a son propre groupe des commutateurs.

D) Sous-groupes distingués. Le groupe SL(E) opére de facon doublement transitive
dans I’ensemble des droites vectorielles de E (cf. section (4.3), exerc. 1). Si L est un
sous-groupe distingué de SL(E), non contenu dans le centre Z n SL(E), en déduire
que L opére transitivement dans I’ensemble des droites vectorielles de E (considérer
une droite D et un élément u € L tel que (D) # D, et montrer que si D,, D, sont
deux droites distinctes, il existe v € SL(E) tel que (vuv™'XD,) = D,). De ce résultat,
conclure que ’on a SI(E) = L . ©(E, D) (cf. section (4.1), exerc. 6 B)) et montrer enfin que

tout commutateur de SL(E) est contenu dans L. donc que Ponal = QIIF\ ; autrement

= WALV IEILRL BN IO R A WOt VURAEI S B &RAL0 Ly, BN ww 2 Vi &8 S eviviidvas

dit, SL(E) n’admet pas d’autre sous-groupe dlstmgue que Iu1—meme, Z N SL(E) et

I’élément neutre.

] 7: Xl y.) y.) ~ ar MNANo NN Nt o ~ nrnhic
U’ AITSRUTIWIT TEVDITICY UT WLT nuiic. IviUlivl {uv pUu VUl VIIGUILLIVL PJLIDIIV @ LV 7
T, N 31 aviete Aoy anmdamarehicmas 6 s An B tala mise 25 —— 2
lCl l.iuc 11\u} = v, 11 Canw Glua Cnaommuil pulaulca U, w ac L IS yut ¥ — vw — wvu.

(Montrer qu’il y a une base de E telle que la matrice de u par rapport a cette base ait
ses termes diagonaux nuls ; prendre alors _pour v une quasi—symétrie convenable)

9) Déterminer les éléments du groupe affine GA(E) qui ne laissent invariant aucun
point de E.
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10) Classification des formes bilinéaires symétriques. Soient E,E' deux espaces
vectoriels a 2 dimensions, @ (resp. ®’) une forme bilinéaire sur E x E (resp. E' x E)) ;
on dit que @ et @’ sont équivalentes s’il existe un isomorphisme u de E sur E’ tel que

I’on ait d)(v v\ _ d)‘n(v\ M(u“ Il revient au méme de dire an’il y a une hace r‘e E et

iz Kaw A\ \“V )y AVVAVIIL AU J3AVIIV WY WiILlV YU AV UsUWw W B

une base de E’ relatlvement auxquellcs @ et O’ ont la méme matnce.
Soit <I> une forme bilinéaire sur E x E. L’ensemble des x€E tels que ’on ait

Fe \V RS} ammsran #masd L oot 32 o acems PRPIP AR | 2
WA, y} = U Wul [{v 714 y e th ui udy-Cd pdw VECLOrici l‘ UU D , Si 1‘ ? iU}, on UIl

quc \l' est aeyeneree I'UUI quc \l’ b() it non UCgCIlCI'@C, ll ld.U[ €t ll bUIIl[ qUC sa l'IldlI'lLC
(par rapport a une base quelconque) soit inversible. Montrer que si ® est symétrique

et dégénérée, il y a une base de E relativement a laquelle M(®) a ’une des trois formes

o) Go o)

G/ \ 0 G/

rC)

Si ® n’est pas dégénérée, montrer qu’il a une base de E relativement a laquelle
M(®) est 'une des trois matrices

(; 0\’ (;0 (—1 0)

] \ 0 -1/

|
p—t

.
.

qui sont dites respectivement avoir pour signatures (1, 1), (2,0), (0,2) ; montrer que
les formes bilinéaires correspondant a deux de ces matrices n’ayant pas méme signa-
ture ne sont pas équivalentes (considérer la forme quadratique ®(x, x)).

§ 3. Orientation

(4.3.1) Rappelons (4.2.1) que l’espace vectoriel &/(E,E ; R) des formes
bilinéaires alternées sur E x E est une droite vectorielle, et est donc réunion
de {0} et de deux demi-droites vectorielles ouvertes ', &/ (3.3.3). On dit
que &' et /" sont les orientations de E, et que les couples (E, &), (E, &")
sont les plans vectoriels orientés ayant E pour espace vectoriel sous-jacent.

QAit (D AN y3en nnlan -rAAfA'-AI onit W r3:aa fAveman hilindaies
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alternée appartenant a &/'. On dit qu’un couple (a, b) de vecteurs linéaire-
ment indépendants de E (formant donc une base de E (4.1.4)) est direct

ou positif (resp. rétrograde ou négatif) dans le plan orienté (E, &Z') si 'on

Crew

a ¥(a,b) > 0 (resp. ¥(a, b) < 0). Cette deﬁmtlon ne dépend pas du choix
de ¥ dans &', puisque tout autre élément de o/’ est de la forme a'¥ avec
o > 0, par définition (3.3.3). Si le couple (a, b) est direct dans (E, /'), il en
est de méme du couple (—a, —b) ; le couple (b, a) est rétrograde dans le
plan orienté (E, «’), et le couple (a, b) est rétrograde dans le plan orienté
(E, «/") dont 'orientation est opposée (3.3.3) a celle de (E, &)

Soient A,, A, deux demi-droites vectorielles, a; # 0 un vecteur de A, pour

] - Y\ la ~nen A oF Ain s
i=12;o0n dit q‘d% dans le pnau orienté {E, ') ) i< (,uupw \ul, u2) est airect

(resp. rétrograde) si le couple (a,, a,) est direct (resp. rétrograde) ; cela ne
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vecteur #0 de A, (par exemple) est de la forme Aal avec A > 0.

(4.3.2) Soit u un automorphisme de E ; rappelons que pour toute forme
bilinéaire alternée ¥ sur E x E, on a W(u(x), u(y)) = det(u). ¥(x, y) (4.2.6.1).
Si ¥edof, la forme bilinéaire alternée (x, y) - W(u(x), u(y)) (dite trans-
formée de ¥ par u) appartient donc a &/ si det(u) > 0, 4 " si det(u) < 0 ;
autrement dit les automorphismes u de E qui laissent invariante I’orienta-
tion &’ (ou &") de E sont ceux tels que det(u) > 0 ; on dit encore que ce
sont les automorphismes du plan orienté (E, &') (ou (E, &")) ; ils forment
un sous-groupe distingué GL*(E) de GL(E). Si un couple (a, b) de vecteurs

est direct pour une orientation sur E, alors, pour la méme orientation,

1a nn“nln {as A\ 1V act Airant ot Anf(n\ > n nf act rétrnarada ci Adatfes) < n
iIv vwwu P \u\uh “\U’} \/U‘- WLl VWL Ol UV \u Wi VoL l\l‘luslau Dl u\/‘ “

(4.3.3) Dans ce qui suit, nous supposerons choisie une fois pour toutes une
orientation sur E et une forme bilinéaire alternée ¥ appartenant a cette
orientation. Etant donné un vecteur a # 0, la relation W(a, x) = 0 est une
équation de la droite Dy, ; les vecteurs b tels que le couple (a, b) soit
direct forment alors un des demi-plans ouverts déterminés par D,,, et les
vecteurs b tels que le couple (a, b) soit rétrograde forment I'autre demi-
plan ouvert (3.3. 7)

(4.3.4) Soient Ay, A,, A, trois demi-droites vectorielles (toutes trois ouvertes
ou toutes trois fermées) dans E, et soit a; # 0 un vecteur de A; pour
0 1 2. Nous dirons que la suite (Ag, A,, A,) est directe si deux au moins

ro1s Nomores

CD-“‘

w

‘P(aOs al)’ lI'l(als a2)’ lP(aZ’ ao)

sont > 0. Cette relation ne dépend évidemment pas des vecteurs choisis
sur les'demi-droites A,;, tout autre vecteur #0 sur A, étant de la forme Ag;
avec 4 > 0. Si ia suite (Ay, A, A,) est directe, les trois demi-droites A; sont
distinctes, car si I'on avait par exemple A; = A, on aurait ¥(a,,a,) = 0 et
T(az, ao) = —‘I’(ao, a,). Si la suite (Ay, A,, Az) est directe, il en est de méme
des suites qu’on en déduit par permutation circulaire, (A, A,, Ay) et
(AZ’ AO’ 1) par contre les suites (A09 A2s l)s (Az, AI’ AO), (Al, AO’ A2) ne
sont pas directes

(A 2R Qhriant A A Aany dAami_
(Feded)) DVIVILL l—ll, l_‘z UvUA UVILIITUL VIO VWUWLY

appelle secteur angulaire ouvert d’origine A, et d’extrémité A, et on note
S°(A,, A,) la réunion des demi-droites vectorielles ouvertes A telles que la
suite (A,, A, A,) soit directe ; cet ensemble est donc vide si A, = A,. Si
A, = —A,, le secteur angulaire ouvert S°(A,, A,) est (avec les notations de
(4.3.4)) I'ensemble des vecteurs x tels que ®(a,, x) > 0, autrement dit un
des demi-plans ouverts déterminés par la droite D contenant A, et A, ;
le secteur angulaire S°(A2, 1) est alors lautre demi-plan ouvert déterminé

par U aup‘posons CIlllIl quc L\z SOl[ (.llS[lIlC[C QC L‘l et QC _L‘l’ QC sorte
que ¥(a,,a;) #0. Si ¥(a,,a,) >0, on dit que S°(A,, A,) est un secteur

Aernitac ‘yanfnfinllna nanun-fna Aane B Nn
1111 vuver UaAlldo Ly VUl
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résulte de (4.3.4) que S°(A,, A,) est alors 'ensemble
on ait a la fois ¥(a,, x) > 0 et ¥(a,, x) < 0. Autrement dit
un secteur angulaire ouvert saillant est lintersection de deux demi-plans
ouverts déterminés par deux droites distinctes. Si au contraire W(a,, a,) < 0,
on dit que S°(A,, A,) est un secteur angulaire rentrant : c’est alors ’ensemble
des x tels que I’on ait I’une au moins des reiations ¥(a,, x) > 0, ¥(a,, x) < 0.
Autrement dit, un secteur angulaire ouvert rentrant est la réunion de deux
demi-plans ouverts déterminés par deux droites distinctes.
Anariia A A At nrzca: smanfaia ~na Inn f‘n--

— v cnantariens amaitlafiaas
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S°(Ai, A,) et S°(A,, A,) sont plats.
Dans tous les cas ou A, # A,, le plan est réunion des 5 ensembles

SO(AI’ Az), SO(A%’ Al)s Al’ AZ’ {0}

qui sont deux a deux sans point commun.

(4.3.6) Soit A, une demi-droite vectorielle ouverte, et désignons par &
Pensemble des demi-droites vectorielles ouvertes distinctes de A,. Considérons,
entre deux éiéments A,, A, de &, Ia relation R(A,, A,) : «la suite (A, A}, A,)
est directe, ou A, = A, ». Nous nous proposons de montrer que R(A,, A,)
est une relation d’ordre total (1.11) dans ’ensemble "9 Il est clair que
l\\ul, ‘-‘1 ) est vraie, que Pon a wujours Pune au moins des deux relations
R(A,, A,), R(A,, A)), et que I’'on ne peut avoir ces deux relations a la fois

que st A, = A,, en vertu de (4.3.4). Il reste & montrer que si A,, A,, A,

e Pan ait lec
1Awo

sont trnte rlpm1-r|rn1fpe ouvertes annartenant a St talle que Pon ait
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- deux relations R(A,, A,) et R(A,, Aj), et qui sont deux a deux distinctes,
alors on a aussi R(A,, A;). Désignons par a; un vecteur #0 sur A; pour
i=0,1,2,3, et posons o;; = ¥(a;, a;), de sorte que a; = —ay; Soit b un
vecteur de E tel que W(ay, b) = 1, de sorte que {aq, b} est une base de E,
et posons

a; = Aag + wb pour i=1,2,3;

on a alors

Qoi = M pouri=1,2,3

oy = Aty — Az pour i,j égaux a 1,2 ou 3
d’olt 'on déduit sans peine 'identité
(4.3.6.1) Ao1d23 + Xgat3y + o3ty = 0.

Cela étant, distinguons plusieurs cas :

1° Supposons d’abord ay, < 0. Comme la suite (Ay, A, A,) est directe,
on a alors nécessairement a,, >0 et a,, >0, d’'ou a5, < 0. Comme
ooz < 0 et que la suite (Ag, A,, A;) est directe, on a a,3 >0 et a3 >0 ;
de ces relations et de (4.3.6.1) on déduit alors a,¢0,3= — %y ,%;3 —oc03oc, >0,
et comme o,o > 0, on a a,3 > 0, ce qui prouve la relation R(A,, A;) dans

CC cas.
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2° Supposons ag; > 0 et a3 < 0. Comme la suite (AG, A,, A;) est directe,
on a nécessairement oy, > 0 et a3 > 0. Comme a,, < 0 et que la suite
(Ao, Ay, A,) est directe, on a nécessairement a,, > 0 ; de ces relations et de
(4.3.6.1), on déduit encore a,; > 0.

3° Supposons enfin ay, >0 et a3 >0 ; alors on a R(A,,A;) par
finition.

4.3.7) Le résultat précédent permet d’interpréter d’'une autre maniére les
secteurs angulaires. Soient A;, A, deux demi-droites vectorielles ouvertes

dictincte et enit A. 1nne demidraite talle ane la enite (A A A_) enit
ulﬂ‘lllv‘-\ll’ [S AV g9 l—IO Viiliw WWwilili WL VililW Lwilw \luv Py DUilw \l—‘o, l_ll, ‘_‘2’ IVLL

directe ; autrement dit, A, est contenue dans le secteur angulaire S°(A,, A,).
Dans I’ensemble & des demi-droites ouvertes distinctes de A,, on a alors
entre deux demi-droites A’, A” la relation d’ordre définie dans (4.3.6), que

nous écrirons A’ < A”. Dans ces conditions le secteur angulazre S°(Ay, A,)
est la réunion des demi-droites A; de & vérifiant les deux relations

rl C'

4.3.7.1) A <A; <A,
(autrement dit, les demi-droites ouvertes contenues dans S°(A,, A,) forment
'« intervalle ouvert » d’origine A, et d’extrémité A, pour la relation d’ordre

introduite, intervalle qui ne dépend donc pas du choix de A, dans S°(A,, A,))).

Pour abréger. notons (ijk) la relation : «la ite (A. A. A) est directe»

Vi QuUivaViy 1L1VWVIID Iyiv) 1G 1wvikuivil U‘\«Illv\i \l—ll, I._IJ’ l—lk’ WOl Wil Wwwil

pour tous les choix possibles de i,j,k deux a deux distincts parmi les
nombres 0, 1, 2, 3. Si ’on revient aux définitions, on voit que ce qu’il s’agit
de prouver est I’équivalence logique

4.3.7.2) «(012) et (132)» & «(013) et (032) ».

Or, (012) est équivalente a (120) par (4.3.4), et «(120) et (132)» entraine
(130) par (4 3. 6), donc entraine (013) ; de méme « (012) et (132)» est équiva-
lente a « (201) et (213)», donc é‘:ﬁtf"‘i“c‘: (203) et par suite (032). Cela prouve
que le membre de gauche de (4.3.7.2) entraine le membre de droite. En

sens inverse, «(013) et (032)» entralne (012) par (4.3.6) ; d’autre part,
« (D1 et lﬂ'l')\\\ est Annivalanta & [1“1\ et l'l’)n\“ danc nnfro?ne {321)

«(013) 032)» est équivalente 4 « (301) et (320)», donc entrain
par (4.3.6), et aussi par suite (132).

(4.3.8) Soient maintenant A,, A, deux demi-droites vectorielles fermées
dans E ; on appelle secteur angulaire fermé d’origine A; et d’extrémité
A, et on note S(A,, A,) la réunion des deml-drones vectorielles fermées
A telles que 'on ait A = A,, ou A = A,, ou que la suite (A, A, A,) soit
directe. Soient A9, AY les demi-droites ouvertes contenues respectivement
dans A, et A, ; il résulte aussitét de la définition précédente que S(A,, A,)
est réunion de S°(A9, AY), de A, et de A,. Si 'on définit entre demi-droites
fermées la relation R(A,, A,) comme dans (4.3.6), on voit aussitot qu’elle

est équivalente 3 R(A9, AY) et est donc une relation d’ordre total dans

I'ancamhla Aac Aa m1=r|rr\1h:c farmdace Adictinctae dAa A Qi PAan nrand la
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demi-droite fermée A, contenue dans S(A,, A,) et distincte de A, et A,,

h Y
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le résultat de (4.3.7) montre que le secteur angulaire S(A;, A,) est la réunion
des demi-droites fermées A, vérifiant les deux relations

(«intervalle fermé »).
On dit que le secteur angulaire fermé S(A,, A,) est plat (resp. saillant,
resp. rentrant) s’il en est ainsi du secteur angulaire ouvert S°(A?, A3). Un

secteur angulaire fermé plat est donc un demi-plan fermé' un secteur

......... Cosana l o el ven fsat nsecnntinie Ao Aaie Ao £aesan ALt~
dllgUIdllC ICL1LIC buutumf Cbl l "ltCI DCLtlU! Ut UtTua ucuu-plaua lUl.ll.lCD acicr-

minés par deux droites distinctes ; un secteur angulaire fermé rentrant est
la réunion de deux demi-plans fermés déterminés par deux droites distinctes.

Comme un r‘lpm:-nlan fermé contient exactement une droite vectorielle

N/ \JAALARAW ¥y ¥ 99 ARCAN G AL Aw JAAwiiw

(savoir celle qui le détermme) et que cette droite n’est contenue dans aucun
demi-plan fermé autres que ceux qu’elle détermine, on a encore les équiva-
lences suivantes pour un secteur angulaire fermé S = S(A,, A,) :

S est saillant « S ne contient aucune droite vectorielle ;

S est piat « S contient une droite vectorielie et une seule ;

S est rentrant « S contient au moins deux droites vectorielles distinctes.
(4.3.9) Notons enfin que les secteurs angulaires (ouverts ou fermés) définis

MO A AN TN e lha annt annnra annmallo contoesna n Jdatwoe Ao enmimo

A . ot N
aans ¢€ paragrapnc 50nt €nCorc appceics secteurs nguiGires ae somimér v ,

si S est un tel ensemble, tout translaté a + S s’appelle secteur angulaire

de sommet a. On dit que a + S ‘est respectivement ouvert, fermé, plat,
saillant, rentrant, si S a la propriété correspondante ; ’origine et I’extrémité

de a + S sont par définition les translatées respectives de 1’origine et de
I’extrémité de S.

Theémes d’exercices

Pal &Vs v OV4

1) Propriétés de transitivité. Le groupe GL(E) (et a Jortiori tous ses sous-groupes;
opérent dans I’ensemble des triplets de demi-droites vectorielles ouvertes deux a deux
distinctes (A,, A,, A;). Montrer que dans cet ensemble il y a 7 classes d’intransitivité
pour GL(E), et 14 classes d’intransitivité pour GL*(E) ou SL(E). (Considérer le sous-
groupe laissant invariantes une ou deux demi-droites d’un triplet).

Le groupe GL(E) opére aussi dans I’ensemble des secteurs angulaires fermés. Montrer
que dans cet ensemble il y a 4 classes d’intransitivité pour GL(E) ou SL(E), formées
respectivement des secteurs réduits a4 une demi-droite, des secteurs plats, des secteurs
saillants et des secteurs rentrants.

On a vu (section (4.1), exercice 6) que le groupe GL(E) opére transitivement dans
I’ensemble des triplets de droites deux a deux distinctes (D,,D,, D;). Montrer par
contre qu’lil y a dans cet ensemble 2 classes d’intransitivité pour GL"(E) ou SL(E)
I'une de ces classes est caractérisée par le fait qu’il existe dans chaque droite D; un

vactenr . tele Aane lae T namhrac WU, \ WUln. a) WMa. a.) eolent > 0O
Ywiwiwiwi Wl, YWwiv \-1“\4 AWY J 2AVIIIUVAWVO a \ul’ ’ a ‘“2 “3” a ‘us’ ul’ OUNJAWEAL »~ Ve
. p rd . . .
1 A D, ”n
2) Propriétés de conjugaison. Pour cut automorphisme u € GL(E), on considére

4
la forme quadratique x — W¥(x, u(x)) sur E (section (3.2), exerc. 8). Montrer que pour
tout automorphisme v e GL*(E), les formes bilinéaires symétriques associées aux

formes quadratiques ¥(x, u(x)) et ¥(x, v(u(v ™ 1(x)))) (loc. cit.) sont équivalentes (section
(4.2), exercice 10). En déduire que, dans I’ensemble des transvections # 1g (section (3.3),
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a-dire que pour deux transvections t,¢t’ d’une méme classe, 11 ex

que t' = vtv™ ', tandis qu’il n'y a pas d’automorphisme veGL (E) ayant cette
pi’Opi’iété si t' et t ne sont pas dans la méme classe {cu d’autres termes, pour le groupe
GL*(E) opérant dans I’ensemble des transvections # 1 par I'application t - vtv™?,

il y a deux classes d’intransitivité). Comparer a la section (4.2), exerc. 7. Montrer que
si t # 1 est une transvection, t et t* sont dans la méme classe pour n > 0, dans
deux classes différentes si n < 0. En déduire que toute transvection t peut s’écrire
comme commutateur uvu” 'v™! de deux éléments de SL(E) (noter que t = t2.¢7!).

Dans I’ensemble des automorphismes de E ayant un polynéme caractéristique
donné de la forme (x — 4)%, il y a trois classes d’intransitivité pour le groupe SL(E)
(ou GL*(E)).

3) Montrer que si ®, ®' sont deux formes bilinéaires symétriques non dégénérées
sur E x E, ayant méme signature (section (4.2), exerc. 10), il existe un ue
que O(x, y) = O'(u(x), u(y)).

4) Montrer que dans l'ensemble des quadruplets de droites vectorielles
(D..D. D. D.)avant un birannort donné (section (4.1 exerc. IQ)

\&rjy &2 Ar 3y Arg) By Wil VILAQ VALY UVIMLY \UVWIAVEL Tek Jy VAW

d’intransitivité pour le groupe GL™*(E) (ou le groupe SL(E)).
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CHAPITRE V

Géométrie euclidienne plane

(5.0) Considérons un espace vectoriel E pour lequel on s’est donné une
application (x,y) — (x|]y) de E x E dans R vérifiant les axiomes (E 1) a
(E4) du chap. II ; les axiomes (E 1), (E 2) et (E 3) expriment simplement
que (x, y) — (x|y) est une forme bilinéaire symétrique sur E x E (3.2.14) ;
si ’'on convient de dire qu’une telle forme ® est positive non dégénérée
]orsqu’on a O(x, x) > 0 pour tout x # 0 dans E, ’axiome (E4) s’interpréte
isant quc la forme ( \.&|y; est ‘pOSiuv’c non uegeneree

On peut montrer que sur tout espace vectoriel il y a des formes bilinéaires

trlques positives non dégénérées ; c’est immédiat en tout cas pour les

aces a 2 di mpnclnnc car si {a l est une base d’un tel espace E. il

NALALAWAALIANI L (v 3 lwl wz’ WLV WllWw hdd g Ay X1

suffit de prendre ®(x, y) = o,&n, + a,&,m, avec a; > 0 et a, > 0 (pour
x = ¢iay + &ra,,y = nya, + nya;), comme on le vérifie aussitot (1.23) ;
plus généralement, si ® est une telle forme sur un espace vectoriel E, et u
un automorphisme de l’espace E, D'application (x, y) - ®(u(x), u(y)) est
encore bilinéaire, symétrique, et positive non dégénérée (cette derniére
propriété en raison du fait que la relation u(x) = 0 équivaut a x = 0).
(Cf section (5.2), exerc. 3 pour une réciproque).
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Se donner une forme bilinéaire symetrique pU tive
sur un espace vectoriel E est ce qu’on appelle définir une structure d’espace
euclidien sur E. A une telle structure sont attachés un certain nombre de

notions et de théorémes : au R 1 nous exposerons ceux gui ne dé endent

AUV VAVIIVU WL VWV LIAWUVIViILIWVY ¢ B wid AVIID WV BA Wi i

pas de I’axiome (D,) ou (D) du chap. II, aux §§ suivants ceux qui sont
particuliers aux espaces euclidiens a 2 dimensions. Il se trouve que beaucoup
des objets et relations définis ne changent pas lorsque I'on remplace la
forme ® par une forme proportionnelle A® (avec A > 0). Par contre, deux
formes bilinéaires symétriques positives non dégénérées non proportionnelles
®, @' sur un méme espace vectoriel E donnent naissance a deux structures
d’espace euclidien sur E pour lesquelles les objets correspondants définis

“nAtinn A’ArthAaannalit An aveniteia)
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’exemple donné ci-dessus montre que, déja

A

ne sont pas du tout les mém
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dimer infin str
distinctes d’espace euclidien, qu lf d nc bien se garder d onfondre

Il se trouve qu’avec une bonne approx1matlon, on rend compte de

beaucoup de propriétés physiques de I'univers ou nous vivons en lui
attribuant (au voisinage d’un point) une structure d’espace euclidien a 3
dimensions ayant ce point pour origine, dans lequel la forme bilinéaire
(x|y) est bien déterminée (par I’expérience) a un facteur prés (le choix de ce
facteur est ce qu’on appelle aussi «choix d’une unité de longueur»);

Anla aveali~na art 1Pintliedt Aa DAt da Aa anrnanan annliAd

cCia UAPII\{UC (11 pcu ll\.« 1 HILtVIVLE UV 1 Viuuy UUD UDPQ\/CD CUDIIUIUIID, 111&'3 i
faut bien se rendre compte que, du point de vue mathématique, lorsqu’on
consideére un espace vectoriel E, il n’y a pas de forme bilinéaire symétrique

7

positive non dégénérée privilégiée sur cet espace.
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§ 1. Longueurs; orthogonalité ; isometries

5.1.0) Dans tout ce paragraphe, on suppose donnés un espace vectoriel E
on réduit a 0 et une structure d’espace euclidien sur E ; on dit que ( xlv\
est le produit scalaire des vecteurs x et y. Il est-clair que si F est un sous-
espace vectoriel de E, F est un espace euclidien pour la restriction de (x|y)
a F x F. En particulier, sur toute droite vectorielle D, la restriction de
(x|y) & D x D définit une structure d’espace euclidien sur D ; si a # O est
un vecteur de D, on a x = éa,y = na et (x|y) = aén, oua = (a|a) > 0.

(5.1.1) Etant donné un vecteur x € E, le nombre (x|x) est > 0 en vertu de-

(E4) ; le nombre |x| = ,/(x|x (1.31) est appelé la longueur (ou norme
euclidienne) du vecteur x. Comme |[0] =0 (3.2.12), le seul vecteur de
longueur 0 est ’origine de E d’aprés (E 4). Si a, b sont deux points de E, on

appelle longueur du segment ab, ou distance de a a b, et ’on note d(a, b)
" A Il LIl . A~ onc 111 J(~- MY T

I:A

le nombre (| — 0] , Ol a ao IX]] = @X, vj. 11 résulte aussitét de ces
définitions que la relation d(a, b) = 0 équivaut a b = a, et que 'on a
(5.1.1.1) d(b, a) = da, b)

(5.1.1.2) dla + ¢,b + ¢) = d(a, b)

(2111 A 1a 1M — 1A B (et on nartionlier 11l = 121 U+

\3-1-1.0’ ulm, ) — |A.|u\u, v) lCl vil Pal LiVUulivi " NN " -_— IILI ".N"’

La propriété (5.1.1.2) s’exprime en disant que la longueur d’un segment
est invariante par transiation.
On dit qu’un vecteur a est unitaire s’il est de longueur 1, autrement dit

si |af = 1. Pour tout vecteur x # 0, il existe un vecteur unitaire z et un
seul tel que 'on ait x = pz avec p > u ; en cﬁ'a, cette relation donne, par
(5:1.13), |x] = plzl = p, puis z = p™1x = x|
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Le fait que (x|y) est une forme bilinéaire donne en particulier
(5.1.1.4) |ix + py|? = (Ax + pyjix + py) = A2||x||2 + p?|y|* + 2Aux]y)

autrement dit, la longueur du vecteur ix + puy s’exprime a 'aide de 4, y,
des longueurs et |y| et du produit scalaire (x|y).

Inversement, cette formule permet d’exprimer le produit scalaire a ’aide
de la norme, car elle donne

(5.L.1.5) Gl = 3> + yl* = <] = v]%.

(5.1.2) (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Quels que soient les vecteurs x,y de
E,ona

(5.1.2.1) | < flx ] - vl
En outre les deux membres ne sont égaux que lorsque x et y sont linéairement
dépendants.

Le premier membre de (5.1.14) est >0 et ne peut &tre nul que si
Ax + uy = 0 ; cela donne I'inégalité

(5.1.2.2) A= + ulyl)? + 2Au|y) = ||1x| - [|y[) = ©

Si x =0 ou y=0, il est clair que les deux membres de (5.1.2.1) sont
égaux ; dans le cas contraire, en faisant A = ||y|, p = — ||x| dans (5.1.2.2)
il vient
5123) 2] Iyllel - 1] - o) > 0

c’est-a-dire (x|y) < ||x|.|y| ; remplagant y par —y, on en déduit
(x|y) = — |Ix| . |y[l, ce qui donne (5.1.2.1). I1 est clair que si y = ax, les deux
membres de (5.1.2.1) sont égaux ; réciproquement, si x et y sont linéairement
indépendants, le premier membre de (5.1.2.2) est >0 lorsque A et u ne sont
pas tous deux nuls (E4) ; donc on peut dans (5.1.2.3) remplacer le signe
> par >, et de méme dans I'inégalité obtenue en remplagant y par — y ;
ce qui acheve la démonstration.

(5.1.3) (Inégalité de Minkowski) Quels que soient les vecteurs x,y, on a

(5.1.3.1) lx + vl < ] + fixll-
En outre les deux membres ne sont égaux que lorsque x = 0, ou y = 0, ou
x#0ety=axaveca>0.

Appliquant en effet la relation (5.1.1.4) avec 4 = u = 1 et I'inégalité
x|y) < ||x| - [|y[|, il vient

\ I + yI12 < Uxl? + Uyl
) L4 I (40 LI P4 L

I
l
1.3.1) en vertu de (1

2 , n
P

|
|
d’ou (5.1 29) ; en outre on ne peut avoir égalité dans
(5.1.3.2) que si (x|y) = ||x|.||y]. En vertu de (5.1.2), cela entraine, soit
x =0, soit y =0, soit x # 0 et y = ax ; mais pour y =ax et x # 0, on a



§ 1. Longueurs ; orthogonalité ; isométries 87
Il Nyl = 12 4
[Rad I IJ’I I“I IIJ‘II » Y
tre égaux que si a = o], c’est-a-dire o > 0.

La relation (5.1.3.1) donne, pour trois points a, b, c dans E

(5.1.3.3) d(a, c) < d(a, b) + d(b, c)

en appliquant (5.1.3.1)a x = b — a et y = ¢ — b (inégalité triangulaire) ; en
outre les deux membres de (5.1.3.3) ne peuvent étre égaux que si I'on a
soit b = a, soit ¢ = b, soit enfin b # a et c — b = a(b — a) avec a > 0, ce
qui signifie que le point ¢ appartient a la demi-droite fermée d’origine b et

de vecteur directeur b — a (3.3.3).
Si a, b, ¢, d sont quatre points de E,

Ara ey o SRS el r —

d(a,d) < d(a, c) + d(c,d)

NN~ Ao
Viiv VWD

Q

na

d’ou
d(a, d) < d(a, b) + d(b, ¢) + d(c, d)

et de méme pour plus de quatre points. On exprime des inégalités en disant
que « le segment ab est la plus courte ligne brisée joignant a et b».
Enfin, quels que soient les points a, b, ¢, on a

(5.1.3.4) d(a, b) = |d(a, c) — d(b, c)|

car la relation (5.1.3.3) s’écrit d(a, b) > d(a, c¢) — d(bi c), et en permutant g et
L A a Alr LY — AL 2\ S AL -\ Al e A A £12A4A
v,0iaag,oy=aw,a z aw,Ccj — anaG,cj, G ou \J 1. J‘t)

(5.1.4) On dit que deux vecteurs X, y sont orthogonaux si 'on a (x|y) =

En vertu de (E 1) il revient au méme de dire que x, y sont orthogonaux ou
que y,x sont orthogonaux. D’aprés (E 4) un vecteur n’est orthogonal a
lui-méme que s’il est nul. Si x est orthogonal 4 y et & z, ax est orthogonal
a By + yz quels que soient les scalaires «, f3, 7.

(5.1.5) (T héoréme de Pythagore) Si x, y sont deux vecteurs orthogonaux, on a

2 2
(5.1.5.1) Ix + y||? = |x]|* + ||yl
C’est un cas particulier de (5.1.1.4).
(5.1.6) On dit que deux parties M, N de E sont orthogonales si tout vecteur
|V § at ArthAaannal & tAt vantane ~N « alAre N f\ \T agt vida Ay rAdAnt
vl L Ullllusullal a tvutl vyvvivul c 1% 4, Alvio 1vi 1N LOL VIUuV UUu 1viIuIl

Xe €S
a 0 (5.1.4). Etant donnée une partie M de E, I'’ensemble de tous les vecteurs
y orthogonaux & M est un sous-espace vectoriel V de E, comme il résulte
de (5.1.4). L’ensemble V' des vecteurs orthogonaux a V contient M (méme
lorsque M est un sous-espace vectoriel, on peut avoir V' # M).
Supposons que E soit somme directe de deux sous-espaces vectoriels
orthogonaux V, W ; alors W est ’ensemble de tous les vecteurs orthogonaux
av. En effet, tout xe E sécrit x y+zavecyeVetzeW ;si l’on écrit
que \x|y) = 0, il vient \y|y) + (y|2) = 0, et comme par hypothése \y|z; =0,
il reste (y|ly) = 0, d’ou y =0 et xe W. Les projections p(x) et g(x) d’un
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point x€ E sur V et W respectiv

orthogonales de x sur VetW.
(5.1.7) Soient D une droite vectorielle dans E, a # 0 un vecteur de D.

(i) Le sous-espace vectoriel H des vecteurs orthogonaux a D est un hyper-
plan vectoriel supplémentaire de D.

(ii) Le sous-espace vectoriel des vecteurs orthogonaux a H est égal a D.

(iii) Pour tout x € E, les projections y, z de x dans D et dans H respective-
ment, correspondant a la décomposition de E en somme directe D + H (3.2.2),

ectivement (3.2.2

ALAWAA ot ¢ it

\ eant alore ditec
’ WINJ A CRANJA VD WAALVWWD

A%

sont données par les formules
(x|a (x|a)
(5.1.7.1) y=1—5.0a Z=X—)y=X— 7.
laf” _ i
et ’'on a
|(x|) 2 2 (xa)?
(5.1.7.2) d(x,z) = |ly| = Tal @, y)? = |z||* = ||x|? - [a[F

En outre, pour tout point y' de D distinct de y et tout point z' de H distinct
de z, on a
(5.1.7.3) d(x, y") > d(x, y), d(x, z") > d(x, z).

Les points de H sont ceux qui vérifient la relation (a|x) = 0 ; or, I'applica-
tion x — (a|x) est une forme linéaire, et comme (ala) # O elle n’est pas
1dent1mlemmf nulle ; donc H est un hyperplan vectoriel d’équation
a|x) = 0 (3.3.6) et comme (a|a) # 0, la droite D n’est pas contenue dans
H, donc D et H sont supplémentaires ; on a ainsi prouvé (i), et comme D
et H sont supplémentaires et orthogonaux, (ii) en résulte par (5.1.6). Pour
un x € E, la projection y de x sur D est I'unique vecteur de la forme &a
tel que x — ¢ae H, ou encore tel que (a|x — £a) = 0, ce qui donne (a|x)

f”a“‘ et prouve les formules (5.1.7.1), d’ou ’on déduit aussit6t (5.1.7.2).
Si y'e D, les vecteurs y) — ye D et z = x — y € H sont orthogonaux, donc,

par le th. de Pythagore, on a
2 2
Ix =y [* = |x = | y
1 lati ! i RY4 || 2 i ] id
et la relatio Vv =% vy entraine iy — v > ce auil prouve la nremiere
(=1} 1ato 7 Y entraine |) Yim = Y, €€ qul prouve a premicr

e n ) ) u
inégalité (5.1.7.3) ; 1a seconde se prouve de méme, en observant que z' — z
et y = x — z sont orthogonaux.

Les nombres d(x, y) et d(x, z) sont respectivement appelés les distances
de x 4 D et de x a H et notés d(x, D) et d(x, H).

On notera que H est 'unique hyperplan orthogonal a D, car un tel
hyperplan doit contenir H ; de méme D est I'unique droite orthogonale a

H, car une telle droite est nécessairement contenue dans D. On peut donc

narlar de H ~caomme ]”n\ nown
parict GC 1 COmme 1 nyperp:.a

orthogonale a H.
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On notera que si on
peut y avoir dans E des hyperplans qui ne sont orthogonau
droite.

(5.1.8) Soient D, H une droite et un hyperplan dans E (ne passant pas
nécessairement par 0) ; si Dy, H, sont les directions respectives de D et H,
on dit que D et H sont perpendiculaires si D, et H, sont orthogonaux.
Comme D, n’est pas contenue dans H,, D et H ont un point commun et un
seul (3.3.8). Pour tout x €E, il existe alors un hyperplan et un seul H(x)
passant par x et perpendiculaire & D et une droite et une seule D(x) passant
par x et perpendlculalr a H, et H(x) est paralléle a H et D(x) parallele a

D ; en effet, par une translation on est ra

~t nln..n ad+ LY.

€t a101s U\.x,; €t X les var j

la décomposition de E en somme directe D, + H,, (3.1.14). L’unique point
y (resp. z) intersection de D et de H(x) (resp. de H et de D(x)) est encore
appelé la projection orthogonale de x sur D (resp. H) ; c’est 'unique point
y (resp. 2) de D tel que x — y soit orthogonal d tous les vecteurs y' — y
pour y' € D (resp. tel que x — z soit orthogonal a tous les vecteurs z' — z
pour z' € H). C’est aussi 'unique point de D (resp. H) dont la distance a x
est la plus petite possible ; d(x, y) (resp. d(x, z)) est encore appelé la distance
de x a D (resp. Ia distance de x a H) et notée d(x, D) (resp. d(x, H)) ; tout ceci
résulte aussitot de (5.1.7) par translation, compte tenu de I'invariance des

»

distances par translation (5.1.1.2).
Soient be D, un vecteur directeur de D, a un point de D ; ’hyperplan

H a une équation de la forme
(5.1.8.1) (blx) = B

17%7 r
puisque (b|x) = 0 est une équation de H, (3.3.6). La projection orthogonale
sur H d’un point x, € E est le point z, = x, + Ab vérifiant (5.1.8.1), ce qui
1 ‘\Illll‘)k}. /llo\ n F 0 0 WhEeh e
donne A||b||* + (b|x,) = B, et par suite

B — (blxo)

et comme d(xo, H) = ||Ab|| = |4]. ||b|, il vient

1B — (blxo)|
(5.1.8-3) d(xo, H) = __"—b"-—_
Si y, est la projection orthogonale de x, sur D, yo — a est la projection
orthogonale de x, — a sur Dy, et les formules (5.1.7.1) et (5.1.7.2) donnent
donc |
ram a am e (xn_ab) -
(5.1.8.4) Yo =a + ‘—LET'——’.b

L
. (xo — alb)
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(5.1.8.6) ®lx) = B.

Pour tout xeH', la formule (5.1.8.3) donne d(x,H) = |8 — B|/||b|| ; ce
nombre est indépendant du point x € H' choisi ; on dit que c’est la distance
des hyperplans paraliéles H et H' et on la note d(H, H’') ou d(H’, H).

De méme, soit D’ une droite paralléle a D ; alors, pour tout point
x € D', le nombre d(x, D) ne dépend pas du point X :on se ramene aussitot
par lfaflSldliOﬁ au cas ou a= U, U = Uo et dl()rb notre aSSEfl.ioﬁ i‘esuuc
de ce que tous les points x € D’ ont méme projection orthogonale sur Hy ;

ce nombre est encore appelé distance des droites paralléles D, D’ et noté
A n'\ ou A T

W, s, 7).

(5.1.9) Etant donnés un point ae E et un nombre p > 0, I’ensemble des
points x € E tels que d(a, x) = p (resp. d(a, x) < p, resp. d(a, x) < p) est
appelé la sphére de centre a et de rayon p (resp. la boule ouverte de centre
a et de rayon p, resp. la boule fermée de centre a et de rayon p) ; I'’ensemble
des points x tels que d(a, x) > p (complémentaire de la boule fermée de
centre a et de rayon p) est encore appelé ’extérieur de la boule de centre a
et de rayon p. Si V est un sous-espace vectoriel de E, 'ensemble des points
xea + V tels que d(a, x) = p est ’ensemble a + S,, ou S, est la sphére de
centre 0 et de rayon p dans V ; on dit encore que a + S, est la sphére de

centre a et de rayon p dans la variété linéaire a + V. On définit de meme

lag hos ’nc on\a n L ‘, Nanvy an
IO uuu;c UGl1ld U T ALI/IVUA Gl}ll

concentriques.

Il est clair que dans E, la boule fermée de centre a et de rayon p est
réunion de la boule ouverte et de la sphére de méme centre et méme rayon.
Toute droite (resp. tout hyperplan) passant par a est appelée diamétre (resp.
hyperplan diamétral) d’une sphére ou d’une boule de centre a.

On notera que lorsque E est une droite vectorielle et b un vecteur unitaire
dans E, la sphére de centre a et de rayon p est formée des deux points
a + pb, a — pb, la boule ouverte (resp. fermée) de centre a et de rayon p
est formée des points a + &b tels que |¢| < p (resp. |£| < p). Par suite, si on
revient au cas général, on voit que I'intersection d’une sphére S de centre

l'l"lﬂ Aiasmdateas TY Aa va act fn MAA A
uil Julialliviiv s ac \aUl-lC DPIICIC UOL 1VILIIING U

aetdera yon p et
x, x' tels que a soit le milieu du segment xx’ et que d(x, x’) = 2p. On dit
que x, x" sont diamétralement opposés dans S, et le segment xx’ est aussi
appelé un diamétre de S (ou des boules de méme centre et de méme rayon).

La sphere S de centre 0 et de rayon 1 est parfois appelée la sphére unité
(et de méme les boules de centre 0 et de rayon 1 sont dites boule unité
ouverte et boule unité fermée). Comme toute demi-droite vectorielle ouverte
ou fermée contient un vecteur unitaire et un seul, il y a une correspondance
canonique entre S et 1’ensemble des demi-droites vectorielles ouvertes (resp.
fermées). L’application (p,z) - pz de R* x S dans E est une bijection
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{5
H ayant une équation (5.
orthogonale de a sur H, de sorte que 6 = ||c — 4

deaa T—l donnée par la formule (5.1.8.3) ot |
l’“l AN ANJS A J.l.v.u’ LAY 4 a

s’écrit donc ¢ + y, ou y est orthogonal a b. Le
a l'intersection S N H sont donc ceux tels que

‘<
mo
o
o
<]
20
(4]
=
]
=
-

Iy +c - al? -
et comme y est orthogonal & ¢ — a, cela donne par ie th. de Pythagore
(5.1.10.1) Iy|I?> = p* — 82
d’ou 3 ibles

° p < 0 ; l'intersection S N H est vide, H est contenu dans I’extérieur de

la boule ouverte B de centre a et de rayon p.

2° p =9, la seule solution de (5.1.10.1) est y = 0, S n H est réduite au
seul oint ous les autres points de H étant extérieurs & B ; on dit alors
que I’hy ‘er*la“n H est tangent a S au point c.
4 peIp U] P
3° p > 6 ; alors SN H est la sphére de centre c et de rayon /p* — 6>
y p
dans la variété linéaire H ; le mém ul montre que B n H est la boule

ouverte de centre c et de rayon /p? — &%, et que les points de H extérieurs
a B n H sont extérieurs

Soient maintenant V une variété li léair
b un de ses points, de sorte que si V

0
Soit W la variété linéaire passant

vectoriel R(b — a) + Vo, = W, ; alo

(affine) dans W. D’autre part, dans W, S N W est une spheére de centre aetde
rayon p ; comme

th"
.UU

a directionde V,onaV = b )
ar a et de direction le sous-espace

rsonaVc W et V est un h\ynprnlnn

| il ddaddd

roﬂ

SANV=SnW)NnYV,

on voit que I'intersection d’une sphére et d’une variété linéaire est ramenée
ainsi au cas de I'intersection d’une sphére et d’un hyperpian. On dira en
particulier que V est tangente a S si V N S est réduite a un seul point.
(5.1.11) Proposons—nous maintenant d’étudier [Iintersection de deux
.spnere.s S,S’ ; on peut se borner au cas ou clles ne sont pas concentﬂques,
et par une translation on peut supposer que O est le centre de I’'une d’elles,

de sorte qu’elles sont données par les équations

GA1L1)  S:x|=p; S:i|x—a|=p (@#0);

nous poscIrolld 0

iaii (distance des centres). Soit H
d’équation (a|x) = 0, de sort

a Vv
e que tout x € E s’écrit x = &a + y avec y € H,,.
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(5.1.11.3) ¢ =

Pour que le systéme (5.1.11.2) ait des solutions, il faut et il suffit que I'on
ait p? > 622, ou encore —p < 8¢ < p, ce qui, par (5.1.11.3) donne

(5.1.11.9) lo—d|<p <p+d.

Lorsqu’il y a égalité dans une des deux relations (5.1.11.4), la seule
solution de (5.1.11.2) est y = 0, on dit que S et S’ sont tangentes ; si
lp—d|<p <p+3d, SNS est la sphére de centre fa et de rayon
J p? — 8%&% (£ étant donné par (5.1.11.3)) dans ’hyperplan a + H, paralléle
AV > > PR sl of ' ur
a H,.

(5.1.12) On dit qu’un endomorphisme u de I’espace vectoriel E est une
similitude linéaire (ou simplement une similitude) s’il existe un scalaire u tel
que, quels que soient x, y dans E, on ait

(5.1.12.1) (u(x)|u(y)) = p(x|y)

Il résulte aussitot de (5.1.1.5) que cette condition équivaut a la relation
(8.1.12.2) )l = ufx|?
e 2o 8. 2) X EQX)

pour tout xe€E ; comme il y a des x # 0 dans E, le nombre u est bien
déterminé par u, on le note p(u) et on l’appelle le multiplicateur de u ; en
outre la relation (5. 1.12.2) prouve que Pon a nécessairement U=

Il résulte de (5.1.12.1) que si x et y sont deux vecteurs orthogonaux, alors
les vecteurs u(x) et u(y) sont orthogonaux.

4 [ [ A
]1 rncnlfp An (Q 1 l') 7\ nnn St u(u\ > 9’ la re!anvu :( I 0 ent"dne X = 0’

autrement dit u est un endomorphlsme injectif (3.2.4). Au contraire si
uwu) =0,onau=0.
Si u et v sont deux similitudes, et si ’'on pose w = vou, on a
WEW(Y) = poXuCu() = p)u(uXx]y)
et si u est bijective, on a
(x[y) = p(u)u™ " G)u™ ()
donc v o u est une similitude, ainsi que u~! si u est bijective, et ’on a

(5.1.12.3) u(wou) = u()u(m) et um™') = (u(u)~! si u est bijective.

On voit donc que ’ensemble des similitudes bijectives est un sous-groupe
GO(E) du groupe linéaire GL(E) (dit groupe des similitudes linéaires de

'espace euclidien E) ; I'application u — u(u) est un homomorphisme de
GO(E) dans le groupe multiplicatif R%. Le noyau de cet homomorphisme
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est le d ¢ des

multiplicateur 1 ; on le note O(E) et on dit que c’est le groupe orthogonal
de P’espace euclidien E ; ses éléments sont appelés des transformations
orthogonales ou encore des isométries linéaires de E ; elles sont donc
caractérisées comme les bijections linéaires vérifiant 'une ou l’autre des
conditions équivalentes

(5.1.12.4) @(x)|u(y)) = (x|y)
quels que soient x, y dans E,
(5.1.12.5) ux)|| = |||

quel que soit x € E.
Pour toute homothétie h;, on a (E 3)

(5.1.12.6) (ha()ha () = A*(x]y)

autrement dit h, est une similitude de multiplicateur A% Si maintenant u
est une similitude de multiplicateur u, comme on a u > 0, le nombre réel

L Y I R Y
12.3) que h; "u est

L} /_ . 7 3 . - ~ . L] 2 N oq ’ 1. 1 £~
A=/ est défini et >0 ; si 4 # O, il résuite de (5.
s’écrire sous la forme

1.
une isométrie ; toute similitude bijective peut donc s’¢

. ’
h,v, ou A >0 et ve O(E) ; en outre cela n’est possible que d’une seule
b
maniére, car si ’'on a
’
h,v = h,v
’ ’ e N r1—-1 14
vec v v’ dans O(E), A > 0,4’ > 0, on en tire que h, (ol y = A'A7") est égal

a vv'~1, donc appartient & O(E), ce qui signifie que y2 = 1, et comme par
h_ypothése y > 0, cela équivaut a y = 1, o 4’ = A et v = v. On exprime
encore ce fait en disant que GO(E) est produit direct de ses sous-groupes
distingués Z* (groupe des homothéties de rapport >0, isomorphe a R¥%)
et O(E).

Lorsque E est une droite vectorielle, tout endomorphisme de E est une
homothétie, donc une similitude, et O(E) se compose de I'identité et de la
symétrie — 1.

Si E et E’ sont deux espaces euclidiens, on dit encore qu’une application
linéaire g de E dans E’ est une uometrle si I'on a (g(x)|g(

isométrie bijective g de E sur E' est encore dite isomorphisme d’espaces
euclidiens (3 ne pas confondre avec un isomorphisme d’espaces vectoriels) ;
g~ ! est alors aussi une isométrie bijective. Lorsqu’il existe un tel isomor-
phisme on dit que E et E’ sont des espaces euclidiens isomorphes ; tout
théoréme démontré dans E et ne faisant intervenir que des notions définies
a I'aide des opérations de somme, de produit par un scalaire et de produit

scalaire, donne un théor¢me correspondant dans E’ en considérant les
) »
) W)

~ e o -_.AA ph PR -4 ino A
u

lﬁldng, par un isomorphisme de E dans E’, des éléments et parties
qui interviennent dans le théoréme considéré.

a
(¥
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Qi 2 ect 1NNne

Si g est une u
toute similitude u de E, gug ™" est une similitude de E’ et que u(gug ™ ") = u(u).

Dire qu’une bijection g de E sur E' est un isomorphisme d’espace
euclidien équivaut a dire que I’addition, la multiplication par un scalaire,
et le produit scalaire dans E’ sont obtenus par transport de structure au
moyen de g (2.4).
(5.1.13) Proposons-nous de trouver toutes les involutions u dans GO(E)
(3.2.11) ; en vertu de (5.1.12.3), on doit avoir (u(u))2 = 1, donc u(u) =1

p‘L‘liSQUc p(u) U , le lilVUluthilb dppdlllCilIlCIll UUIIL IlCLCbbdlICIIlCIll d.
O(E). On sait (3.2. 11) que E est somme directe des sous-espaces propres

‘I
F 3

|
(S

E(1;u et E(—1; en outre, si xeE(l ;u) et yeE(—1;u), on a
u(v\ = v vl = —_ v at la ralatian (( 1 1') A\ Ar\nnn (vln\ —_ E(vln\ antra_
\A) Ay UY) Yy Lt ia réiation Ulillv \Ay) A\ ) auire

ment dit (x|y) = 0; les sous-espaces E(l ;u) et E(—1;u) sont donc
orthogonaux. Inversement, si E est somme directe de deux sous-espaces
vectoriels orthogonaux V, W et si u est I'involution de GL(E) telle que
u(x) = x dans V et u(x) = —x dans W, on a, pour tout x =y + z avec
yeV,ze W,
luCe)|* = luy) + u@|* = |y — 2] = |¥[* + |l2]* = |x]*

d’apres le th. de Pythagore, donc u € O(E) ; on a y = #(x + u(x)), autrement
dit la projection y de x sur V est milieu du segment d’extrémités x, u(x) ;
on dit que u est la symétrie orthogonale (ou simplement symétrie) par rapport
a V ; on notera alors que —u est la symétrie orthogonale par rapport a W.

On observera que les seules droites vectorielles invariantes par u sont
celles qui sont contenues dans V ou dans W, puisque ces droites sont celles
qui contiennent les vecteurs propres de u (3.2. 10)

Prenons en particulier pour V une droit
D, W est alors I’hyperplan H d’éauation

AT vnynu;n LR | w A

U
."’..
Q
H*
n o
(4]
(2]
-
<
(47
Q
-
(4]
c
-
Q-

(x]a)
(5.1.13.1) u(x)=x —2 .
(ala)
Si H # {0}, la symétrie par rapport 3 H est 'unique similitude # 1g
laisse invariants to is les points de H. En effet, si u est une telle .m.!..ud-

|2

et x # 0 un point de H, on doit déja avoir |x|? = |u(x)
donc u(u) = 1 ; en outre, comme u(a) doit étre orthogonal a tous les vecteurs
de H, on a nécessairement u(a) = Aa (5.1.7) ; écrivant que |u(a)|| = [a, il
vient |A| = 1, et la solution 4 = 1 donne u = 1g, d’ou notre assertion.

(5.1.14) Soit u = t, o v une bijection affine de E sur lui-méme, ou ¢, est la
translation de vecteur a et v un élément de GL(E) ; on dit que u est une
similitude affine (ou simplement une similitude) si, quels que soient X,y

Anmwoe T a
aarns L, Oon a

(5.1.14.1) d(u(x), u(y)) = A.d(x, y)
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est un scalaire >0 ; comme les translations conservent les distances,
a d(u(x), u )) = ( (x), v()), et la condition précédente équivaut a dire
que d(v(x), v(y)) = A.d(x,y) ; comme v(0) = 0, cette condition entraine en
particulier |jv(x)| = /1. |x| pour tout xeE, et par suite v doit étre une
similitude linéaire de multiplicateur A2 #0. Réciproquement s’il en est
ainsi, on a iiv‘(x - y‘)ii A ||x - y||, ce qui entraine (5.1.14.1) ; on dit
encore que A* est le multiplicateur de la similitude et on le note encore
w(u), de sorte que u(u) = p(v).
ilit

l A rr\rmnr\lt nmnm _ﬂlﬁn'llﬂﬂ Qm(n\ Al] nl’l\ilﬂf)

l”l oot f‘lf)'f MO 'ﬂc ﬁ m N o_
ulli SousS-groupe S Gu oup’t

11 WOt viaill \iu\/ 1WwO Dllililit Ul 1V1l 1ilv

affine GA(E) et que u — u(u) est un homomorphisme de Sm(E) dans le
groupe R%. Le noyau de cet homomorphisme est le sous-groupe distingué
de Sm(E) formé des similitudes de multiplicateur 1, autrement dit des
applications affines qui laissent invariantes les distances ; on note ce groupe
Is(E) et on dit que c’est le groupe des isométries affines (ou simplement
isométries) de E ; ses éléments sont donc les produits t, - v d'une translation
et d’une transformation orthogonale v.

(5.1.15) Proposons-nous de chercher les involutions dans Sm(E), autrement
dit les similitudes u telles que u* = 1g. Pour une telle application, le point
a = 3u(0) est invariant, car on a (3.3.4)

u(a) = u}0 + u(O))) = Hu(0) + u*0)) = a.

o, v e GO(E), et ce qui précéde montre que
1e 1 1 x) x, il vient

LA O

= u?(x) = v(u(x)) + 2a = v¥(x) + 2v(a) + 2a = v*(x)

autrement dit v est une involution dans GO(E), et par suite E est somme
directe de deux sous- espaces orthogonaux V, W et v est la symétrie ortho-
gonale par rapport & V. Comme u(a + x) = a + v(x), u laisse invariants les
points de la variété linéaire a + V ; pour tout x € E, le point 4(x + u(x))
est I'unique intersection de a + V et de la variété linéaire x + W paraliéle
aw passant par Xx. On dit que u est la ayrucu ie ou o_Vi‘r‘Lé‘Li‘ié' or "Og‘Oi‘u'illé‘
par rapport a la variété linéaire a + V.

On peut toujours supposer que ’on a pris ae W (autrement dit, que a
est la projection orthogonale de 0 sur a + V) et pour tout x = y + z avec
yeV,zeW,onau(x)=2a+y — z
(5.1.16) Cette derni¢re formule montre aussitét que pour tout vecteur ce V
(i.e. appartenant a la direction de a + V), on a uot, = t. ou. D’autre part,
sl u,, uy sont les symétries par rapport aux deux variétés linéaires de méme
direction, a, + V, a, + V (a,, a, étant pris dans W) et si ’'on pose u = u,u,,
on a, avec les mémes notations

D’autre part, ona u =t

vla) = —a : si ’on écrit
’ WA A VAL WWiAWw

VAW

"3 E;'

Wx) = u,(2a, +y—2) = 2a, — 2, + y + z = x + 2a, — ay)

autrement dit, u,u, = ty,, ., translation de vecteur 2(a, — a)e W ;
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t n
+ |
(a, + 3b) + V et u,t, la symétrie par rapport a (a, — 3b) + V.

Thémes d’exercices

1) Soient D une droite vectorielle dans E, H I’hyperplan vectoriel orthogonal a D ;
montrer que D est Pintersection des hyperplans vectoriels orthogonaux aux droites
vectorielles contenues dans H.

2) Soient a,a’ deux points diamétralement opposés d’une sphére. Montrer que
pour tout point x de cette sphére, les vecteurs x — a et x — a’' sont orthogonaux ;
réciproque.

3) Soient q, b, ¢ trois points de E, a, 8,7, 6 quatre scalaires. Montrer que ’ensemble

des points x € E vérifiant la relation

allx — all2 - Bl —
If I T Pl

st, soit vide, soit égal 4 E, soit un hyperplan, soit une sphere, soit réduit a un point ;

A 1 Aits 1 it A h A IANna 1
donner les conditions pour que !"on soit dans chacun de ces 5 cas. Généraliser

4) Sphéres coorthogonales. Soit S une sphére de centre ¢ et de rayon p. Soient a -
un point de E, D une droite passant par a et rencontrant S en deux points distincts
X1, X, ; montrer que ’on a

(x1 — a|x2 — a) = (d(a, c))* — p*
Si D’ est une droite passant par a et tangente 4 S au point x, on a

(d(a, x))* = (d(a, c))* — p*

On dit que le nombre (d(a, c))> — p? est la puissance du point a par rapport a S.

Si S,, S, sont deux sphéres non concentriques, de centres respectifs c;, c,, de rayons
respectifs p,, p,, I’ensemble H des points dont les puissances par rapport a S, et S,
sont égales est un hyperplan perpendiculaire a la droite D, ., et contenant P'inter-
section S; N S, ; on dit que H est I’hyperplan radical de S, et S,.

Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

a)La puissance de ¢, par rapport a S, est p1

b) La puissance de ¢, par rapport 4 S, est p3.

c) L mters-----n S;in S2 n’est pas vide, et pour tout point x de cette intersection,
les vecteurs x — ¢, et x — ¢, sont orthogonaux.

d)Sim,(x), ® 2(x) sont les puissances d’un point x € E parrapporta S, et S, respective-
ment, on a ILI\A; + uz{x, = 2{)6 — pllx - pz;

On dit alors que S, et S, sont coorthogonales™

5) Montrer que, dans le groupe GL(E), le centralisateur du groupe orthogonal
O(E) est le groupe des homothéties Z(E) (écrire qu’un éiément de ce centralisateur
permute aux symeétries par rapport aux hyperplans orthogonaux aux vecteurs de E).

6) Caractérisations des similitudes. A) Soit u une bijection de E sur lui-méme (non
supposée linéaire ni affine a priori) telle que I'on ait (u(x)|u(y)) = a(x|y) quels que
soient x, y dans E (x nombre > 0). Montrer que u est linéaire (et par suite appartient
a GO(E)).

B) Soit u une bijection de E sur lui-méme telle que ’on ait

d(u(x), u(y)) = ad(x,y) (o nombre > 0)
(*) La terminologie classique de « sphéres orthogonales» ne peut étre conservée, car elle

entre en conflit avec la notion générale de « parties orthogonales» d’un espace euclidien
(5.1.6).
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cas o lalss mvarlant un pomt d E, et utiliser A) (5 1 15))

C) On suppose que E n’est pas réduit a 0 ou a une droite vectorielle. Soit u un
automorphisme de I'espace vectoriel E tel que la relation (x|y) = ( entraine
(u(x)|u(y)) = 0 (autrement dit, u conserve l’orthogonalité). Montrer que u est une
similitude linéaire. (Si y # O dans E, observer que (u(x)[u(y)) = O est une équation de
I’hyperplan orthogonal 4 y et en déduire qu’il existe un nombre u(y) # 0 tel que
((x)ju(y)) = p(yXx|y) quel que soit xeE (3.3.6) ; prouver ensuite que p(y) est un
scalaire indépendant de y). Le résultat est-il encore vrai si on ne suppose pas u linéaire
a priori ?

7) Montrer que dans le groupe GL(E) le normalisateur du groupe orthogonal

mi
1111
et

O(E) est le groupe des similitudes GO(E) (si v € GL(E) est telle que vuv~! € O(E)
pour tout uec OE). montrer gue v conserve 1’orthogonalité en prenant pour u les
pour tout ue O(E), montrer que v conserve 'orthogonalité en prenant pour u les
S‘Imétfieﬁ nar raonnnrt '.‘l Il“ "\ur\n I nlI;Q Oﬂl‘\l;ﬂl\ﬁf I’nvnrn ‘\
2 8 (S Pul Lul.l ALV @G Wik 11 l. l ula u!.lllll\iu\tl. 1 AWl
8) Si x, y, z,t sont quatre po nts d’un espace euclidien E, montrer que

d(x,y) + d(z,t) + d(x,z) + d(y,t) > d(x,t) + d(y, z).
9) Si x, y, z, t sont quatre points d’un espace euclidien E, montrer que I’on a
d(x, y)(z, t) < d(x, z)d(y, t) + d(x, t)d(y, z)

(« inégalité ptolémaique»). (Se ramener au cas ol ¢t = 0 et considérer les points
x" = x/||x||% ¥ = y/|¥|? z = 2/||z||* lorsque x, y, z sont 0).

§ 2. Bases orthogonales ; endomorphismes adjoints

Dans toute la suite du chapitre, E désigne un espace euclidien a 2 dimensions,
ou, comme on dit encore, un plan euclidien.

(5.2.1) On dit que dans E une base {a,,a,} est orthogonale si les vecteurs
a,,a, sont orthogonaux ; on 1 dit que la bas e {a;,a,} est orthonormale si

L4

(5.2.1.1) (@,]a,) = (az]a)) = 1,  (a4]ay) = 0.

Il revient au méme de dire que relativement 4 une telle base, la matrice
de la forme bilinéaire (x|y) (4.2.4) est la matrice unité, ou encore que, pour
deux vecteurs x = &,a, + &,a,, y = n,a, + n,a,, le produit scalaire est
donné par

(5.2.1.2) (x[y) = &my + Eamy
et par suite la norme par
(5.2.1.3) Ix||? = &2 + &2

En outre, la formule (5.2.1.2) donne en particulier [’expression des co-
ordonnées par des produits scalaires

(5.2.1.49) & = (x|ay), &, = (x]ay).
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unitaires et forment par suite une base orthonormale.
(5.2.2) Rappelons que les hyperplans dans E ne sont autres que les droites
(4.1.6). Par suite (5.1.7) pour toute droite vectorielle D dans E il y a une
droite vectorielle D’ et une seule orthogonale a D ; elle est supplémentaire
de D. Tout vecteur a # 0 fait donc partie d’une base orthogonale {a, b},
les vecteurs b répondant a cette condition étant tous les vecteurs #0 de la
droite vectorielle orthogonale a Dy,

Si f est une forme linéaire non identiquement nulle sur E, on sait (3.3.6 0;
que f(x) = 0 est I'’équation d’une droite vectorielle D ; d’autre part, si

b # 0 est un vecteur orthogonal a D, (xlb) = () est aussi une equatlon de D

a

b
(5.1.7) ; par suite (3.3.6) il existe un scalaire a # 0 tel que 'on ai

ment f(x) = a(x|[b) = (x|ab) ; on en conclut :
(5.2.3) Pour toute forme linéaire f sur E, il existe un vecteur a€ E et un seul
tel que I’on ait f(x) = (x|a) pour tout x e E.

Ce qui précéde prouve en effet I’existence de a lorsque f # 0 ;si f = 0,
I’existence de a est triviale, en prenant a = 0. L’unicité de a résulte de ce
la relation (x|a) = (x|a’) pour tout x € E équivaut a (x|a’ — a) = 0 pour tout
x € E, et le seul vecteur orthogonal & tout l’espace est 0 (5 1.4).

Silona pfls dans E une base orthonormale i“l’ a ;, et si la forme J a pour
matrice (x, «,) relativement a cette base (4.1.11), le vecteur a = a,a, + a,a,
est le vecteur unique tel que f(x) = (x|a) pour tout x € E.

T : ¢+ 7
La iraguction €n wermes du vuuxduunuva (yan ""H;urt 4 une base ortho-

normale) des résultats de (5.1) est laissée au lecteur. Mentionnons seulement
qu’on dit « cercle» au lieu de « sphére» et « disque» au lieu de « boule»
lorsqu’il s’agit d’'un plan euclidien.

On a vu en général (5.1.12) qu’une similitude (linéaire) est ou bien O,
ou bien injective. Mais ici (4.1.8) tout endomorphisme injectif est bijectif,
donc une similitude u est nulle si u(u) = 0, bijective si u(u) # 0 (en d’autres
termes I’ensemble des similitudes est GO(E) v {0}) En outre, si {al,az}
est une baSt‘: (_)‘fth(_)n()fmdlﬂ ac D, les COflUlll()flS bLIlVd.IlI.Cb sont necessalre.s
et suffisantes pour que u soit une similitude de multiplicateur « :
(Wa)|ua) =,  (ula

1 it

(
(.231) 1 (way)ula)) = 0

En effet, ces conditions sont trivialement nécessaires, et si elles sont
vérifiées, on a, en vertu de (5.1.1.4), pour x = &,a; + &,a,,

Gl 2

ce qui prouve notre assertion.
En particulier, la syméirie s par rapport a la droite D,,, est car
par les relations s(a,) = a,, s(a,) = —a,.
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espace euclidien F quelconque sou une isométrie (5.1.12), il faut et il suffit
(comme on le voit par le méme calcul) que l'on ait |g(a,)| = |a,|,
lg(az)| = |az| et (g(ay)|g(as)) = 0. L’existence de bases orthonormales
dans tout plan euclidien (5.2.1) prouve donc que deux plans euclidiens
quelconques sont isomorphes (5.1.12).

(5.2.4) Soit ® une forme bilinéaire sur E x E. Pour un vecteur quelconque
ye E, lapplication x — (D(x, y) est une forme linéaire sur E ; donc (5. 23)

il existe un vecteur unique dg(y) dans E (dépendant bien entendu de y) tel
que l’on ait, pour tout x€ E

(5:2.4.1) Dlx, y) = (x|do(y))
Montrons que 'application y — dg(y) est un endomorphisme de E. En effet,

’hypothése que ® est bilinéaire entraine, pour tout x € E, et pour deux
vecteurs quelconques y, z de E et deux scalaires a,

(x|do(ay + B2)) = alx|de(y)) + Blx|da(2))
ce qui s’écrit aussi
(x|do(ay + Bz) — ade(y) — Pde(z)) = 0
et comme O est le seul vecteur orthogonal & E, cela entraine bien
do(ay + Bz) = adg(y) + Bde(2).
On dit que dg, est 'endomorphisme de E associé a droite a ®. Inversement,

pour tout endomorphisme u de E, il y a une forme bilinéaire et une seule ®
telle que u = dg, savoir la forme

(5.2.4.2) D(x, y) = (x|u(y)).

7

On définit donc ainsi un isomorphisme ® — dg de D’espace vectoriel
A(E, E ; R) (3.2.16) des formes bilinéaires sur E x E, sur I’espace vectoriel
End(E).

r un vecteur quelconque xe E r ppllcatlon y = O(x, y)
éaire sur E x E, et il y a par suite un vecteur unique

est une forme linéair E ar s
o () tal Ana 1’An ait nAne fad o

OP\A) vl Juv 1 ULl aly,y puul tvul y © L,

(5.2.4.3) D(x, y) = (so(x)|y)-

On voit comme ci-dessus que sq €st un endomorphisme de E, que 'on
appelle I'endomorphisme associé a gauche a ® ; c’est aussi (en vertu de la
relation (y|x) = (x|y)) 'endomorphisme associé a droite a la forme bilinéaire
(x,y) = ®(,x). On a ainsi défini un second isomorphisme ® — sq de
A(E,E ; R) sur End(E)

(5.2.5) Soit maintenant u un endomorphisme quelconque de E ; il est
associé a gauche 4 la forme bilinéaire (x, y) - (u(x)|y), et il correspond a
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autrement dit, 'application u — u* est un automorphisme involutif de
I’espace vectoriel End(E). En outre, si 4, v sont deux endomorphismes de
E, on a, d’aprés (5.2.5.1),

(x)])y) = @X)v*Q) = (xju*@©*)
d’ou, par définition de I’adjoint,

(5.2.5.3) (v o u)* = h'* o U*-

Ces définitions montrent que pour toute forme bilinéaire ®, on a

(82 & A4) ok — A d¥* = s

\V.-.U."’ Uo - “o, “o - UO-

am o o.M 2:  pmaads

On dit qu'un endomorphisme u de E est hermitien (ou symétrique ou
i o it) si 'on a u* = u, antihermitier ( u tay‘metnque) si 'on a
u* = —u ; il revient au méme de dire que la f rme bilinéaire ®(x, y)
st symétrique (resp. alternée).
s enfin comment on peut caractériser les similitudes linéaires a

l'aide de la notion d’adjoint. Une similitude u de multiplicateur a est
définie (5.1.12) comme vérifiant I’identité en x, y

@x)|u)) = alx]y).

3 @

et comme elle doit avoir lieu pour tout x et tout y, elle éguivaut a
(8.2.5.5) wu=oa.lg
dans I'anneau End(E) ; en particulier, les transformations orthogonales sont
caractérisées comme les automorphismes u de E tels que
(5.2.5.6) u* =u"!

Comme tous les plans euclidiens sont isomorphes, le groupe GO(E)
(resp. O(E)) se note aussi GO,(R) ou GO(2, R) (resp. O,(R) ou O(2, R)).
(82 8) 1 ec défs ons et résultats nrécédents se traduisent aisément en

\Vele V) AdWO U\/ b LAY W

termes de matfic s lorsque P'on pr

{a,, a,}. Soient en effet ® une forme bilinéair

[¢]
7]
c
[ ]
wo J=
X
me

/~ I
W

M(®) = k 11 %12

N————"

;22
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‘;! 1 I Q{ lpl’r\ 2]
(wl,uzj ,luyy xUIO\ Muv 1 vt &

o out couple d’indices (i, j) la formule (5.24.1) donne
donc (a; Idd,(a,)) a;; ; si I’on tient compte de Pexpression des coordonnées
a Iaide du produit scalaire (5.2.1.4), on voit que la premiére colonne de
M(®) est égale a M(dg(a,)) et la seconde & M(dg(a,)) ; autrement dit, on a

"
-

1
LKL

<3

(8.2.6.1) M(d ) = M(dD)

\U.-.v." l"\“o, AVA \Y’

et comme sq, est associé a droite a la forme (x, y) = ®(y, x), on a, par
AL emiti e 2 A\

UClllllllUll \“I' L T) -

d’an nar comnaraison. nour tout endomornhieme 1 de F

ik W Y“l vvllly“l“lvv‘l’ r\.’ SeA L2 "4 <43 WAANANS ALAN A rl‘lvlllv v AW Bd

(5.2.6.3) M(u*) = 'M(u)

ce qui, compte tenu de (5.2.5.3), redonne une démonstration sans calcul de

(4.2.4.1) pour les matrices de type (2, 2). Cela montre aussi que les polynémes
caractéristiques de u* et de u sont les mémes.

Dire que u est un endomorphisme hermitien (resp. antihermitien) revient
donc a dire que sa matrice (relativement & une base orthonormale) est

1liteaAda Aa smavileinals t\ fnv-"
11110 UC UC lllullll}l alvul

ova a { | PP ia) o+ Aien mrra an AQt 3reen o

Syt iét"iq“c USSP, diternieej , Qir€ qué u €St unc sim
a revient a dire que sa matrice U (relativement & une base orthonormale)

vérifie la relation

(E9 & A t
(D:4.0.9)

77— 1
av

-y

] =

C

On dit qu’une matrice inversible U de type (2,2) est orthogonale si
i'on a ‘U = U~ . On notera que la relation ‘U .U = al, peut aussi s’ob-
tenir en exprimant les conditions (5.2.3.1).

(5.2.7) Soit u un endomorphisme hermitien de E, dont la matrice

(“11 o‘12)

%2y OG22

par rapport i une base orthonormale {e,, e,} de E est donc symétrique,
autrement dit telle que a,; = a,,. Cette relation montre que le premier
membre de (4.2.14.3) est >0, autrement dit un endomorphisme hermitien
a toujours des valeurs propres. En outre, si a # 0 est un vecteur propre

de u, correspondant a la valeur propre 4, et si b # 0 est un vecteur ortho-
gonal & a, on a, en vertu de la relation

(u(@)|b) = (alu(b))

oy
[}
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une base orthonormale !n n-l de E formée de vecteurs propresde u. Si 44, 7,

v v -' T W VeLeewr o pr Vs

sont les valeurs propres correspondantes, on peutavoir A, # A, ould, =4, ;
dans le premier cas Dy,, et Dy,, sont les sous-espaces propres de u (3.2.10)
et les vecteurs a;,a, sont donc bien déterminés au signe prés ; dans le
second cas, u est une homothétie et E lui-méme est le seul sous-espace
propre de u, donc toute base de E est formée de vecteurs propres de u.

Si ’on traduit le résultat précédent dans le langage des formes bilinéaires
au moyen du «dictionnaire» de (5.24), on voit que pour toute forme

bilinéaire symétrique ®, il existe toujours une b

telle que ’on ait

(2~ ™ 1\ -\ N (__ PEERNN
(D.4.7.1) Pa,, a,) =0 (= ®a,, a,)).

En outre, les nombres A, = ®(a,,a,), 4, = ®(a,, a,) sont indépendants de la
base {a,,a,} ayant la propriété précédente, puisque ce sont les valeurs
propres de dg ; on dit que ce sont les valeurs propres de ®. Si A, = 4, = 4,
on a ¥(x,y) = A(x| y) ; st Al # /12, les droites Dy, et D,,, sont bien déter-
minées et appelées les axes de la forme ®.

Les valeurs propres 4,,4, de @ s’interprétent encore comme suit ;

considérons les points x du cercle unité U de centre 0 et de rayon 1 ; ce

x = &a, + &a, tels que E2 + 2 =1 ; on a alors

D(x, x) = 1,2 + 1,E3 = A, + (A, — A,)EL.

Si on suppose par exemple A; > A,, on voit que 4, est la plus grande et
A, la plus petite des valeurs prises par @(x, x) dans le cercle U, atteintes
respectivement pour x = +a, et x = +a,.

(5.2.8) Soit ¥ une forme bilinéaire alternée non identiquement nulle

(cf. (4.2.5)) ; on peut donc I’écrire
(5.2.8.1) W(x

,y) = (w(x)]y)

avec w* = —w (5.2.5). Pour tout endomorphisme u de E, on a
W(u(x), uly)) = det(u)¥(x, )
ce qui s’écrit aussi, compte tenu de (5.2.5.1)
(u*wu(x)|y) = (det())w(x)]y)
et comme un vecteur ne peut étre orthogonal a tout I'espace que s’il est
nul, cela signifie que I’on a, dans I’anneau End(E),

(5.2.8.2) u*wu = (det(u))w
d’ou, si u est inversible,
(5.2.8.2) u* = (det(u)wu~ w1

On notera que si I'on prend les déterminants des deux membres de (5.2.8.2),
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on obtient det(u*) det(w) det(u) = (det(u))? det(w), donc (comme det(w) # 0)
on retrouve la relation det(u*) = det(u) pour les automorphismes u de E
4.2.9.5).

D’autre part, toujours en supposant u inversible, la formule (5.2.8.2)
donne aussi u~! = (det(u))” 'w™ 'u*w, et comme M(u*) = ‘M(u) et que I’on
peut prendre par exempie

Mw) = M(¥) = ( (1) B (1)) (4.2.5)

cette formule redonne le calcul de I'inverse d’une matrice (4.2.13.4).

Thémes d’exercices

1) Les involutions du groupe O(E) (cf. (5.1.13)) sont les involutions ¥ de GL(E)
telles que u* = u (autrement dit, les involutions hermitiennes). Les projecteurs ortho-

1\ tal
gonaux p € End(E) sont les projecteurs de End(E) (cf. section (3.2), exerc. 1) tels que

p* = p (autrement dit, les projecteurs hermitiens).
2) Endomorphtsmes hermitiens posmfs On dit qu’une forme bilin é ire symetnque

® sur E x E est positive si ’on a ®(x, x) = 0 pour tout x € E. Montrer que, quels que
soient x, y dans E, on a alors

@ (@(x, y))* < Ox, )D(y, y)

(raisonnement de (5.1.2)). En déduire que I’on a aussi

@) VO + y, x + y) < /O, %) + /D, y).
On dit qu’un endomorphisme hermitien h est positif si 1a forme bilinéaire symétrique

(xy) - est | C,
que pour un tei endomorphisme, on a

3 A1+ < (B e)h ()| (x))

pour tout xe E (utiliser (D).
Montrer que pour tout endomorphisme hermitien positif 4 et tout entier m > 0,
il existe un endomorphisme hermitien positif et un seul g tel que g™ = h.
Pour qu’un endomorphisme hermitien & soit positif, il faut et il suffit que ses valeurs
propres soient >0 ; pour qu’il soit en outre bijectif, il faut et il suffit que ses valeurs

propres soient > 0. Soit
"o o
Mih) = ( 11 %2
Oy1s Oaap

la matrice d’un endomorphisme hermitien h relativement a une base orthonormale ;
pour que h soit posmf il faut et il suffit que a“ >0, auazz —a?,>0 (on dit alors

NI Al/'n\ Aot macrtzens) Dasie ~as L o amam o2 gt Liane & 1 R €S Anvaer

quc { x\n; est puouwc; Pour que h soit positif et UIJC\.«UI, il faut et il suffit que ces deux

nom Ule bUlCIll )U

3) «Valeurs absolues» d’un endomorphisme. Pour tout endomorphisme u de E,
montrer que uu* et u*u sont des endomorphismes hermitiens positifs (exerc. 2). Il
existe donc deux endomorphismes hermitiens positifs h,, h,, déterminés de fagon
unique par les formules h? = u*u, h2 = uu*. Montrer qu’il existe une transformation
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orthogonale v telle que u = vhy = h,v, d’ou h, = vhyv~!, ce qui montre que h, et
, ont mémes valeurs propres. (Prouver que les relations u(x) =0 et hl(x) 0 sont

équivalentes, et que si V est le sous-espace vectoriel orthogonal a u l(()) = hy 1(0),
lasf M| = "la (x| nonr tout x € V.) Pour que v soit déterminée de fagon unique

on 2 X)) = 71Xy pour touwt x que v soit determinee ¢e lagon unique
par les relations precedentes il faut et 11 suffit que u soit bijectif.

Déduire de ce qu1 précéde et de (5.2.7) q toute matrice X de type (2,2) peut
s’écrire WDU, ou U et W sont deux matrices : ice di
(section {(4.1), exerc. 6), ayant pour éléments les faciﬁes carré
propres de la matrice symétrique ‘X . X.

Montrer que toute forme bilinéaire symétrique positive ® sur E x E peut s’écrire
@(x, y) = (h(x)jh(y)) ou h est un endomorphisme hermitien posmt pour que @ soit
non dégénérée, il faut et il suffit que h soit bijectif. Retrouver ainsi la formule (1) de
Pexerc. 2.

4) Orthonormalisation. Soit {a,,a,} une base quelconque de E ; montrer qu’il existe
une base orthonormale {e,, e,} de E et une seule satisfaisant aux conditions suivantes :
1° les droites Do, €t Do, sont les mémes ; 2° on a (a,|e,) > 0 et (a5e;) > 0.

Déduire de ce résultat que pour toute matrice inversible X de type (2, 2) il existe

un couple (L, U) de matrices et un seul tel que X = LU, que U soit orthogonalc et
L de la forme

SO

. L H2)
® o 4,/

avec 4,, > 0 et 4,, > O (interpréter les matrices comme matrices d’automorphismes
de I’espace vectoriel E) (« décomposition d’Iwasawa gauche» de GL(E)). Montrer de
méme que 1’on peut écrire X = U'L’ ou U’ est orthogonale et L’ de la méme forme
que L (« décomposition d’Iwasawa droite »). Que peut-on dire de L, U, L', U’ lorsque
det(X) = 1?

Montrer que si H est une matrice symétrique positive inversible, il existe une matrice
L du type (3) avec 4,, > O et 1,, > O telle que H = L.’L ; en outre L est déterminée
de fagon unique par ces conditions. (Combiner le résultat précédent et le fait qu’il y a
une matrice hermitienne positive dont H est le carré).

N

QY DAaner tnnta matrica Aa tuna (D D)
J’ 4 UUlL LUULL 111altlive UV t]y\i \‘-, ‘}

on pose

de sorte que f(X) < g(X). Pour toute matrice hermitienne positive H, on désigne par
¢(H) la plus grande des valeurs propres de H.

Montrer que pour tout couple de matrices X, Y de type (2,2) et toute matrice
diagonale D, on a

@ g*(XDY) < fAD)f(X.X)f(Y.Y)
(5) g(X'YYX) < f(X.X)p(Y.Y)

(Pour prouver (4), majorer chaque élément de ‘XD Y par la valeur d’une forme bilinéaire
symétrique positive, et utiliser I'inégalité (1) de l’exerc. 2. Pour déduire (5) de (4),



§ 2. Bases orthogonales ; endomorphismes adjoints 105

écrire 'Y. Y sous la forme 'UDU ou U est orthogonale et D diagonale a éléments

"""" o

positifs (cf. (5.2.7) et (4.2.15))).
Montrer que si X, X,, X3 sont trois matrices de type (2,2), on a

(6) (X 1X,X3) < f(X, ' X )o(X, . ' X,) f(X5. X5)
™ gz(X1X2X3) < o(X,.' X )o(X,. X )0(X;3.'X5)

(Pour obtenir (6), combiner (4) et (5) ; déduire ensuite (7) de (5) et (6)). Généraliser a
plus de trois matrices. Peut-on dans (6) remplacer ‘X5 : X3 par X3.'X; ou ¢o(X,.'X,)
par f(X,.'X,) au second membre?

Pour une matrice hermitienne positive H, on a f(H) = g(H) < o(H) (écrire H
comme carré d’une matrice hermitienne positive).

6) Pour tout endomorphisme u de E, on pose s(u) = \/Tr(u*u) (cf. section (4.2),

exerc. 1) ; on a s(Au) = |A|s(u) et s(u*) = s(u) ; si u est orthogonal, s(u) = /2. Montrer
que pour deux endomorphismes u,v de E, on a

[Tr(uv* + vu*) < 2s(u)s(v)

Si H,, H, sont deux matrices hermitiennes positives, montrer que l'on a

’
Tr(H,H,) > 0 (se ramener au cas oi H, est une matrice diagonale). En déduire que
’on a (avec les notations de Pexerc. 5)
10 Tr(H,H,) < ¢(H,) Tr(H,) < Tr(H,) Tr(H,).

Déduire de (10) que pour deux endomorphismes «, v de E, on a

(11) sfup) < Qlu\eln\

L AN (U A U

7) Valeurs stationnaires. Soit u un endomorphisme de E ; les valeurs propres de
I’endomorphisme hermitien positif u*u (ou uu*) sont des nombres >0, que I’on écrit
p? et p? avec p, = p, = 0 ; p, et p, sont appelées les valeurs stationnaires de u ; ce
sont les valeurs propres des endomorphismes hermitiens positifs h, et h, de ’exerc 3.
Montrer que p, est la plus grande et p, la plus petite des valeurs de ||u(x)|| sur le cercle
|x| = 1. On a p,p, = |det(u)| ; pour que p; = p,, il faut et il suffit que u soit une
similitude.

Soit ¥ un endomorphisme ayant des valeurs propres, de sorte que son polyndme
caractéristique (4.2.14) s’écrit (A — A, 04 — 4,) ; on suppose 4,,4, numérotés de
sorte que |4;| > |4,|. Montrer qu’il existe une base orthonormale de E relativement a
laquelle 1a matrice de u soit de la forme

(A Aa\
0 4,

Montrer que I'on a |4,] < py, [A14,] = p1p, et Af + 43 < (s
de 'exerc. 6).
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Q. ot o 3 l‘l nmnrna l\non Aﬁknnn'mnln I'A n 29" I\l ‘ I'
ol A4 €81 1a Matrice G u raativement a unc oasc ormonodrmaiC G &, v, v 1S CnGo-

morphismes dont les matrices relativement a cette base sont les matrices L, L’ de la
décomposition d’Iwasawa gauche et de la décomposition d’Iwasawa droite de X,
montrer que u, v, v’ ont mémes valeurs stationnaires.

8) Soit u un endomorphisme de E ayant deux valeurs propres distinctes Ay, 4, ;
soit @; # 0 un vecteur propre correspondant a 4; (i = 1,2). Montrer que si b; # 0
est un vecteur orthogonal a q; (i = 1, 2), alors b, est un vecteur propre de u* pour la
valeur propre 4, et b, un vecteur propre de u* pour la valeur propre 4,.

9) Soient
o o
H, =( 11 12) H, =(ﬁu 512)
Oyz 02 Bi2 B2

deux matrices symétriques positives ; montrer que ia matrice syméirique
/“11!31; alzﬂlz\
\alzﬁlz “22522}

est positive. (Si ®@,,®,,® sont les formes symétriques positives correspondantes,
exprimer les a;; 4 ’aide des valeurs propres de @,, en utilisant (5.2.7) et notant que
les. a;; sont l.es valeurs ®,(b;, b;) pour la base {b,,b,} relativement & laquelle on a
pris les matrices).

27T
e Ad

s
h

(44
o 1}

(5.3.1) Commengons par étudier le groupe GO(E) des similitudes linéaires.

La condition pour que u soit une similitude de multiplicateur u(u) est,
comme on I’a vu (5.2.5.5) que u*u = u(u). 1z ; prenant les déterminants
des deux membres, il vient

(5.3.1.1) (det(w))® = (u())>.

Les similitudes telles que det(u) = u(u) (resp. det(u) = — u(u)) sont dites
directes (resp. inverses) ; en particulier, les transformations orthogonales
de déterminant 1 sont appelées rotations. Une symétrie par rapport a une

b
droite (5.1.15) est une similitude inverse, son déterminant étant égal 3 —1

4

(5.2.3). Une homothette de rapport A est une similitude directe, son déter-
minant et son multiplicateur étant tous deux égaux a A2
Comme il existe des similitudes inverses #0, ’application

u — det(u)/u(u)

est un homomorphisme de GO(E) sur le groupe multiplicatif {1, —1} ; son
noyau est le sous-groupe distingué de GO(E) formé des similitudes directes
inversibles, que I'on note GO*(E). De méme, u — det(u) est un homo-

morphisme de O(E) sur {1, —1}, dont le noyau est le groupe des rotations,
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D

on SOVNEF) (on OFTMY on SOY) D))

e te O ou SO(E) (ou Q]
= O(E) n GO*(E ) = O(E) N SL(E) = GO*(E) N SL(E).
Rappelons (5.1.12) que toute similitude #O0 s’écrit d’une seule maniére
u = hv, ou v est une transformation orthogonale et 4 > 0 ; comme h; est
une similitude directe, on voit que u est une similitude directe si v est une
rotation, une similitude inverse si u est une transformation orthogonale de
déterminant — 1. L’étude du groupe GO(E) est donc ramenée a celle de
O(E).
(5.3.2) Toute transjor, wation orthogona e
par rapport a une droite vectorielle. Toute rotation est produit de deux

symétries par rapport a des droites vectorielles.
Soit ¥ une trnnefnrmnhnn orthogonale, a un

A CVAAVANT A ARA S AL

b= u(a) ; si b = a, tous les points de la dr01te D= D0a sont 1nvar1ants

par u, donc la droite orthogonale D’ est (globalement) invariante par u.

Mais la restriction de ¥ a D’ est une transformation orthogonale, donc

(5.1.12) ne peut étre que l'identité ou I’homothétie de rapport —1. On

en conclut que u est alors, soit 1’1u‘1 tité, soit la symétrie par rapport a D.

Supposons maintenant que a # b, de sorte que ¢ = a — b # 0. Soit
que

la symétrie par rapport a la droite orthogonale a c, de sort
par (5.1.13.1)

on a OT(F)

D
D
-
3
o)
2]
D
o=
2]

vectenr
VvV WwwiLw u

o

(ble)

sb )—b—z(clc)

Mais, en vertu de (5.1.1.5), on a
2ble) = b + | = [B]* = [le|* = [la]|* — [|B]* — l|<]?
et par hypotheése ||b|| = ||a| puisque u est orthogonale. Donc 2(b|c) = —(c|c)

et par suite s(b) = b + ¢ = a. On en conclut que si I’on pose v = su, on
a v(a) = a, et comme v est une transformation orthogonale, ou bien v = 1,
ou bien v est une symétrie par rapport a une droite. Comme s~ ! =5,

u = sv, ce qui achéve la démonstration (compte tenu du fait que 1g est
le carré de toute symétrie par rapport a une droite).
On observera incidemment que cette démonstratio a prouvé que si a, b
sont deux vecteurs #0 tels que ||u|| ||U||, il y a une symétrie s par r
a une droite vectorielle telle que s(a) = b (d’ou s(b) = s*(a) = a) ; d’ailleurs
cette symetrle est unique, car la droite des points invariants par cette
h

(5.3.3) Soit {e,, e,} une base orthonormale de E. Pour qu'un endomorphisme
u de E soit une similitude directe, il faut et il suffit que sa matrice relative-
ment a {e,, e,} soit de la forme

\

R
'Ck

(5.3.3.1) (

=
K
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T » 'f ';nnfna » ot ,n ALt st Ao ot ’nuc a2y ~2 1 RZ T,.

uc !uu;u l cutcur ©l i ucLocrmmununtl uce uw ouriL l ro u.~ u «w na IJ
groupe GO*( ) = GO*(2,R) des similitudes dtrectes =;é0 est COMMU-
TATIF.

On peut se borner au cas ou u # 0, car pour u = 0, la matrice M(u) est
la matrice nulle qui est bien de la forme (5.3.3.1). Si u # 0 est une similitude

directe, il résuite de (5.2.8.2) et de (5.2.5.5) que I’on a (avec les notations de
(5.2.8))

(5.3.3.2) WU = uw
et réciproquement, cette relation entraine, par (5.2.8.2)

u*uw = (det(u))w
et comme w est inversible, on en tire u*u = (det(u)). 1z, donc (comme la
relation (5.3.3.2) est trivialement vérifiée pour u = 0) on voit que les
similitudes directes sont caractérisées dans End(E) par la relation (5.3.3.2).

On peut supposer que la forme bilinéaire alternée W (qui est déterminée
a un facteur prés (4.2.5)) a pour matrice

=, "))

U/
(cf. (4.2.5.1)) relativement & {e,, e,}. On a M(w) = ‘M(¥) = — M(¥)(5.26.2) ;

écrivant que la matrice
@ 7y
M) =
@ @6)

est telle que M(w)M(u) = M(u)M(w), il vient les relations y = —f, § = a.
Si u’ est une seconde similitude directe et si, relativement a la base {e,, e,

— -1 %25

M(u _——( | B,)
M) .
R \ﬁ’ o/

nNnmnNn a
Vil a

on en tire
(oo = BB — (@B + pa)
\ B + po’ oo’ — B’ }

'V ¢4 . Y

u) = M(uu') et par suite u'u = uu', ¢

(5.3.3.3) M@uu) = MU M) =
donc M(u
tion.

On notera par contre que le groupe GO(E) de toutes les similitudes

’

qui achéve la démonstra-

(D

<0 n’s st pas co ntif (caotinn (8 A avare 1) T a ratcAnNna nt
FVU nest pas uuuuuuuu,; SCCUCI . -r], CXCrC. 1) 1. uu.duu raiscnnement

que ci-dessus montre que les similitudes inverses sont celles qui vérifient
la relation

(5.3.3.4) wu = —uw
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Ce sont donc des endomorphismes hermitiens.
(5.3.4) Etant donné un vecteur unitaire a, pour tout vecteur x€E
une szmllltude (linéaire) directe et u ule u telle que u(a) = x. En particulier,
une similitude linéaire directe ;EIE ne laisse invariant aucun point #O0.
Pour tout vecteur unitaire z, il existe une rotation et une seule u telle que
u(a) = z.

On peut prendre a comme premier vecteur e; d’'une base orthonormaie
{e, €2} (5.2.1). La matrice M(u) relativement 4 cette base étant donnée

par (5.3.3.1), on a par définition (4.1.11)

. ) u(a) = ae; + Pe,
d’ou le résultat.

Ve B4 ~ P ,.--_ 12a.. Ao L0 n (&1 1A . ;e A4
(5.3.5) Passons aux similitudes affines (5.1.14) ; on dit q

u =t,o0 (avec ve GO(E)) est directe (resp. inverse) si v est une similitude
linéaire directe (resp. inverse). Les isométries directes (resp. inverses) sont

ancnre anneldac Addnlaromonte (reen wvotnurnomonte)l © lee dénlacemente
CIICOIT appCiCcs ucy;wucrucr IS (\ICSP. retournements; , i€S uvynuvv;xnvnxtu

forment un sous-groupe du groupe Is(E) des isométries.

(5.3.6) Pour toute similitude affine u de multiplicateur #1, il existe un point
invariant a et un seul et ’on a

wwie ST Ay

mm 4114 2..._
Ul € telie sim ll tuac

(5.3.6.1) u(x) —a=uv(x — a)

ou v est la similitude linéaire associée a u.

En effet, on peut écrire u = t,ov ou ve GO(E) ; dire que u(a) =a
signifie que b + v(a) = a ou encore a — v(a) = b. Mais I’endomorphisme
w = lg — v est bijectif ; il suffit en effet de prouver qu’il est injectif (4.1.8),
ce qui est immédiat car la relation v(x) = x entraine ||x| = |v(x)| = u(@)|x],
dolix =0 puisque ,u(u; # 1 par uy’pOLucac

L’unique point fixe a s’appelle le centre de la similitude u.

La formule (5.3.6.1) s’écrit aussi

(5.3.6.2) u=tut,"

et raméne donc (par transport de structure (2.13) au moyen de t,) I’étude
des similitudes affines de multiplicateur #1 et de centre donné a celle
des similitudes linéaires, faite plus haut.

Pour les isométries on a le résultat suivant :
(8.3.7) Toute isométrie affine u est de I’un des types suivants :

() u est lidentité 1g ;

I a2 ot anun tuamnalatinm + Ao 1o rtoee h L 0N
u u DL I vrurnowuLion l«b uc vecoicur v 'f" v ,
(111) il existe un point invariant a et un seul pour u, et ’on a
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(§837.1) wlx) — a = vlx —a) (autrement ditu = t vt~ 1)
a/ense I .--’ W\/‘, - V\JV W’ \uuw;v llllll v WeaAN W l'avl'a ’
ol v est une rotation #lg ;
(iv) il existe une droite unique D et un vecteur unique b appartenant a la
dzrectton de D tels que, si s est la symétrie par rapport a D (5.1.15), on ait
u= tu = So tb

Pnnsel vons les notations de (5.3.4), et supposons d’abord qu’il existe un

point invariant a ; alors b = a — v(a) et on a la formule (5.3.6.1). Si v est
une rotation # 1, elle ne laisse invariant aucun point autre que 0 (5.3.4) ;
au contraire, si v est une symétrie par rapport a une droite vectorielle Dy,
on est dans le cas (iv) avec b = 0, u = s. Si au contraire u ne laisse aucun
point invariant, le raisonnement de (5.3.6) prouve que 1z — v n’est pas
injectif, autrement dit qu’il existe x # 0 tel que v(x) = x. Cela ne peut se
produire que si v est une symétrie s, par rapport a une droite vectorielle

™ (8 2 A\ At (2N DhAcnAnne L — L/ 1 L ~A™ l\ at L agt hAacAanal
L9 \\J:2:7) VL (J.J.4)). T UDVID VU — U T U, UL CUO VI U WL UllllUsUllal

a Dy. On sait (5.1.16) que s = t,. o 5, est la symétrie par rapport a la droite

D= —3b"+ Dy, Onadoncu = t, oS = soty. L’unicité dans (iv) provient
de I'unicité dans (3.2.17) et de ce que s s’écrit d’une seule maniére sous la
forme t, 0 sy, OU 5, est la symétrie par rapport a la direction D, de D et
c est orthogonal & D, (5.1.15). Dans le cas (i11), on dit que u est une rotation
de centre a (les rotations définies dans (5.3.1) étant donc les rotations de
centre 0 et l'identité). La formule (5.3.7.1), qui s’écrit aussi u = t,vt,
raméne (par transport de structure) ’étude des rotations de centre donné
a celle du groupe O*(E).

oD ot

Thémes d’exercices

1) Montrer que ie centralisateur dans G'( ) d’une similitude directe u qu1 n’est
pas une homothétie est le groupe GO~ (E ) des similitudes directes. En particulier,
les seuls automorphlsmes hermitiens qui commutent avec u sont les homothéties.
En conclure que si deux similitudes directes u,v sont conjuguées dans GL(E) les
seuls éléments w de GL(E) tels que I'on ait v = wuw™! appartiennent 3 GO(E)
(remarquer que u doit permuter avec h = w*w), en particulier le normalisateur de
GO*(E) dans GL(E) est GO(E). En outre, si u = h,r, ou r est une rotation, on a
nécessairement v = u ou v = h;r~! = u* (observer qu’on peut se ramener au cas
ol w = s est une symeétrie par rapport a une droite et que rs est alors nécessairement
une symétrie par rapport 4 une droite en vertu de (5.3.2)).

2) On dit qu’un endomorphisme u de E est normal si u*u = uu*. Montrer que si
u est normal, il en est de méme de vuv~! pour tout ve GO(E). Montrer que tout

endomorphisme normal est, soit hermitien, soit une similitude directe.
3) Montrer que pour tor..t endomorphisme ue€ GL(E) sans valeur propre, il existe
une similitude directe v conjuguée a u dans GL(E), c’est-a-dire telle que u = wow™!

la section (4.2).) Que peut-on dire des
(

solutions v, W de la relation u = wo E) (cf. exerc. 1)?

En déduire que dans I'e S
un polynéme caracterlsthue n

A 1 s an PP SR o~ wrenan
> UC 1 OOpPalc VCLtUllCl | o} dydlll.

a o
ayant pas de racines, le groupe GL(E) opére
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transitivement, tandis qu’il y a deux classes d’intransitivité pour le groupe SL(E)

(ou GL*(E)).
4) Dans cet exercice, on admet un axiome additionnel pour le corps R, savoir que
pour tout nombre o > 1 et tout nombre 8 > 0, il y a un entier n > 0 tel que f < o”

(conséquence de '« axiome d’Archiméde »)
Montrer que le groupe des rotations O *(E) est un sous-groupe maximal du groupe

ag Sranna o o n+t a n antra AlLen
SL(E) {Sx I est un auua°510upc de SL(E) contenant © (E) et un autre élément,
amm mom b s an ssamlalcenn o Lo PO .'(‘ L A [TPS
montrer d’abord que I' contient un endomorphisme hermitien positif 4, dont ur

1
valeur propre A > 1 est arbitrairement grande, en utilisant I’exerc. 3 de la section (5.2).
En considérant ensuite ’endomorphisme hermitien h~rh2r~th~ 1 our parcourt O*(E)
montrer que I" contient tous les endomorphismes hermitiens positifs, et conciure a
'aide de I’exerc. 3 de la section (5.2).)

5) Montrer que toute isométrie affine de E est produit d’au plus trois symétries
par rapport a des droites. Dans quel cas le produit de deux rotations (affines) est-il
une translation ?

6) Soient M, N deux parties de E et f une bijection de M sur N telle que I’on ait
d(f(x),f(y)) = d(x, y) quels que soient x, y dans M ; montrer qu’il existe une isométrie
affine u de E dont la restriction 3 M soit égale & f (utiliser (5.1.1.5)).

§4. Angles

(5.4.1) On a vu (5.3.3) que le groupe des rotations O* (E) est commutatif ; il
est commode dans les calculs de le noter additivement. Pour éviter des
confusions, on introduit un groupe additif noté A (ou WA(E)), isomorphe
a O*(E), et qu’on appelle groupe des angles de demi-droites (ou simplement

. +
groupe des angles). On désignera par r un isomorphisme de % sur Q7 (E)

choisi une fois pour toutes, donc par r(f) la rotation correspondant a
’angle 6 € A par cet isomorphisme, et on dira que c’est la rotation d’angle 0.
On a donc par définition

(5.4.1.1) r0) = lg, r(—0)= @@ "' = @®O)*
r@ + 6) = r(O)r(6) = r(6)r(6).

Il faut bien comprendre qu’il n’y a la aucun théoréme, mais simplement
une convention d’écriture.

Il y a dans O*(E) une seule involution u # 1g, savoir la symétrie — 1
par rapport a ’origine (5.1.13). Transportant ce résultat au groupe U, on
voit qu’il y a dans U un seul angle @ # 0 vérifiant la relation

(5.4.1.2) 20 =0
et 'on a
(5.4.1.3) r(w) = —1g

On dit que I’angle @ est I’'angle plat.
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(5.4.2.1) W= —1g

Si ’on prend la matrice de u relativement a une base orthonormale, elle
a la forme (5.3.3.1), avec la condition a? + B2 = 1, et on doit donc avoir

-3 3 2o X'

(5.33.3)
¥ —p*=—-1 208=0.

La premic¢re de ces deux relations montre qu'il n’est pas possible que
'onait g = 0, il reste donc les deux solutions § = + 1, a = 0, correspondant
a deux rotations u/, u” telles que u” = —u’' = u’'~'. Transportant au groupe
A, on voit que 'équation
(5.4.2.2) 20 =w
a deux solutions opposées 9',0" = —0' dans le groupe A, dites angles
droits.

Comme u* = u~! pour tout ue O(E), la relation (5.4.2.1) s’écrit aussi
u* = —u, et par suite entraine (x[u(x)) = (u*(x)|x) = —(u(x)|x) = —(x[u(x)),
d’ou finalement (xlu(x)) = 0. Les rotations u’,u” sont telles que u'(x) et

u"(x) = —u'(x) sont orthogonaux a x pour tout x€ E et ce sont les seules
rotations ayant cette propriété
(5.4.3) Il y a dans la droite vectorielle &(E, E ; R) des-lornes bilinéaires
alternées sur E x E, deux fi bilinéaires opposée s ¥ ¥, ¥ = — ¥ telies

que pour toute base orthonormale {a
En effet, toute base orthonormale de E est de la forme {u(a-\ u( \}, 01:1 u

ae 101 a,
est une transformatlo n orthogonale (5.2.3) et pour toute forme bili
alternée ¥ on a donc (4.2.6) Y(u(a,), u(a,)) = +¥(a,, a,), d’out la con-

clusion.
Soient u une rotation, x, y deux vecteurs unitaires. On a

(5.4.3.2) Wi, u(x)) = W'y, u(y)) (et ¥(x, u(x)) = ¥"(y, u(y)).
En effet, il existe une rotation v telle que y = v(x) (5.3.4) ; d’ou
Yu(y) = @E)u@EX) = (EX)|ow(x)) = (x]u(x))
puisque O *(E) est commutatif ; de méme

¥y, u(y)) = ¥'(v(x), u(v(x))) = ¥'(v(x), v(u(x))) = ¥(x, u(x))

puisque det(v) = 1 4.

QI U= vl la nA (v indidnandant An vantane anitases v ~rhAiol
— 1 \U}, 1V 11VU111 \ Y \J\a I u\.}\,”, xuuuyuuuaut vl Vwivul uyuriiltutilrc AN UllUlDl,
est appelé le cosinus de I’angle 0 et noté cos 0 ; le nombre W'(x, u(x)) est



appelé le sinus de P’angle 0 pour ’orientation contenant W' et noté sin 0
lorsque cette orientation a été fixée.

Nous allons supposer désormais que le plan E a été orienté. Nous
désignerons par ¥ celle des deux formes ¥', W” appartenant a I’orientation
choisie. Pour tout couple direct (a, b) de deux vecteurs formant une base
orthonormale, il y a une des deux solutions u de (5.4.2.1) telle que u(a) = b,
et comme par définition 1 = ¥(a, b) = W¥(a, u(a)), il résulte de ce qui
précéde que cette rotation u ne dépend pas du choix de a. L’angle o tel

~ria md ) el 1% ey A ae macttif fomnzier PAriantat ~hAitcia)

quc l\U} =u CDL GPPCIU 1 uhyw uIUiL IIUDLLU \puux 1 UllUllLaliUll bllUlblU} ;
— o est alors appelé I'angle droit négatif (pour cette orientation). Lorsqu’on
change d’orientation, les angles droits positif et négatif s’échangent.

(8§,4.4) Soit ln ai\ un pnnnlp direct formant une base orthonormale (nn

\eTWeTE) UL AN 1AV X LAL

comme on d1t encore, une base orthonormale directe). Si u est une rotation
et si u(a,) = aa, + Pa,, la matrice de u relativement a {a,,a,} est la
matrice (5.3.3.1), et 'on a (a;|u(a,)) = «, ¥(a,,u(a,)) = p¥(a,,a,;) = .
Autrement dit, relativement a toute base orthonormale directe on a

/cosh —sinf )\

(5.4.4.1) M@(9)) = ( .
sin 0 cos 6
On a les formules
(5.4.4.2) cos? 0 + sin20 = 1
qui exprime que u(a,) est unitaire,
rcos(f@ + 6') = cos G cos & — sin O sin 6’
sin(@ + ') =sinfcos§ + cosfsin &
(5.4.4.3)
cos(—0) = cos 6, sin(—f) = —sin 0
\cos0 =1 sin0 =0

En particulie
500326 =cos20 — sin20 =2cos?0 —1=1—2sin% 0
(5.4.4.4)
lsi..29 = 25sin 8 cos 6.
Par définition ((5.4.1) et (5.4.3)), on a
costw = —1, sinwo =0
(5.4.4.5) i
coso = 0, sind =1

d’ou I’on tire, par (5.4.4.3)
o (cos(§ + ) = —cosf,  sin(@ + @) = —sin 0
(5.4.4.6) .

cos(f + 0) = —sin 0, sin(f + 0) = cos 6.
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(5.4.4.7) cosf =a

n’a de solutions que si —1 < a < 1 en raison de (5.4.4.2) ; ces solutions

1 :t /l—dzaz,

correspondent aux deux rotations u telles que u(a,) = aa, +

adiointes et inverses 'une de Pautre, Il ya donc deux solutions onnosées

J VY Arivvo AMVIVIAG ViYppVOvwWD

de (5 447)si —1 < a < 1, une seule solutlon égale d 0 (resp. a w)sia =1
(resp. a = —1).

On raméne aussitot a I’équation (5.4.4.7) I’équation analogue sin 6 = a,
compte tenu de (5.4.4.6).

(8. A48 les seuls anoles O tels aue cosh = 0 (resn. sinf = 0) sont +39
\VI".V’ P A 4% UU“IU 8 s 4%4 v WAV ﬂ“v NI vV A d \‘ vurl AL V v’ P
(resp. O et ). P 0 distinct de +4, on pose

(5.4.5.1) tg 0 = sin 6/cos 0

que I’on appelle tangente de ’angle 6 ; pour 6 distinct de 0 et =, on pose

(5.4.5.2) cotg 0 = cos O/sin 6

que I’'on appelle cotangente de ’'angle 6. On a

tg(20) = 2tg 6/(1 — tg2 6)
sin(26) = 2tg /(1 + tg6)
cos(20) = (1 — tg2 0)/(1 + tg?6)

1+ tg?6 = 1/cos? 0

(5.4.5.3) -<

1 + cotg? 6 = 1/sin2 6
tg(0 + w) = tgh, tg@ + o) = —cotgh

chaque fois que les calculs ont un sens ; cela résulte aussitot des définitions

et des formules de (5.4.4).
Ceci termine ce qu’il y a lieu de savoir de ce qu’on nommait jadis la

. .
« tMonn nméfﬂn Y
N\ ‘llsvllvlll\/tll\f 77

(5 4.6) On sait (5.1.9) qu’il y a correspondance biunivoque canonique entre
les demi-droites vectorielles fermées (resp. ouvertes) et les vecteurs unitaires
(ou « points du cercle unité») qu’elles contiennent. En vertu de (5.3.4),

étant données deux demi-droites vectorielles fermées (resp. ouvertes)

A A 11 v a uno watatinn ot unos coulo 1 talla Ane af A Y\ — A ’rsals Aa
L1y, 1k y & WL TULWLIUIE TL WIIC OCKiC B ViV uv u\Qay) = a) , 1 unyic uv

cette rotation est appelé ’'angle du couple (A,, A,) de demi-droites (ou angle
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-~ ~N

que fait A, avec A,) et noté (A, A,) ; il est indépendant de 'orientation
choisie. Il est immédiat que ’on a
(0 & - 4\ IA/A\\ N
304.0.1} (ul, ul} - U
(5.4.6.2) (A2, Ay) = —(Ay, Ar)

. . R | .
puisque si w(A;) = A, ona A, =u” (Ay);

PN PN PN

(5.4.6.3) (Ay, Az) + (A, A3) = (A, Ay)

puisque si les rotations u, v sont telles que u(A,) = A, et v(A,) = A; on a
v(u(A,)) = A;. Enfin la relation

//\\
\J.".U."’ (A], A ) = w
équivaut 3 A, = —A,, et la relation

PN
(5.4.6.5) (A, Ay) =0

équivaut a la relation « A; et A, sont orthogonales et le couple (A, A,
est direct ».
Si A, A’ sont deux demi-droites (d’origines quelconques, distinctes ou

e’

nonygs E, Ay, Ay leurs directions (3.3.3), on pose par définition (A, A')
= (A,, Ap) et on dit que c’est 1’angle du couple (A, A').

(R A\ Chin

Ve e /] LUIC éen A A Al Al auatro dem’

l_\l, l_‘2’ ul, l—|2 qu ur G

nt
[ 2
ouvertes). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

PN

/A A\

a) (A, Ay) = (A}, Ay).

b) (Ala ’1) = (AZ’ A,Z)

¢) Il existe une rotation u (nécessairement unique) telle que u(A,) = A}
et u(A,) = Ay

d) 1l existe une symétrie s par rapport a une droite (nécessairement unique)
telle que s(A,) = A; et s(A,) = A).

L’équivalence de a) et b) résulte de ce que I’on a, dans le groupe U, en
vertu de (5.4.6.2) et (5.4.6.3),

PN PN N
(A1, Az) = (A}, Ay) + (A, Ay) + (Az,A))
ou encore R R . R
N AR AR VRS
(A}, AY) — (Ay, Ay) = (Ag, Ay) — (A, AY).

L’équivalence de b) et c) n’est autre que la définition de 'angie d’un
couple de demi-droites. Enfin, on sait (5.3.2) qu’il existe une symétrie
s par rapport a une droite telle que s’(A') = A et s'(A,) = A}, donc s’
existe une rotation u vérifiant c), la symétrie s = s'u vérifie dj et wCiproque-
ment si s vérifie d), u = s's vérifie c).
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,/\‘ ,/ \

On a en particulier (—A,, —A,) = (A,, A,). D’autre part, ’équivalence de
a) et d) dans (5.4.7) donne, pour A, = A} :

N N
(5.4.8) Pour qu’une demi-droite A soit telle que (A, A)) = —(A, A,), il faut et
il suffit que la symétrie par rapport a la droite D contenant A soit ’unique
symétrie (5.3.2) qui échange A, et A,.
La droite D et les demi-droites A et —A qu’elle contient sont dites

. . /\

bissectrices du couple de demi-droites (A;, A,). Si 'on pose ¢ = (A, Ay),
PN

I’angle 6 = (A,,A) de A, avec une des demi-droites bissectrices A vérifie

ssectrice est donc 8 + 77, et ces
deux angles sont les seules solutlons de (5.4.8.1) dans A, puisque si 6,,0,
sont deux solutions distinctes, on a par différence 2(671 —6,) =0, dou

0, — 0, = @ (54.1.2). On déduit d’ailleurs de (5.4.4.4) que I’'on a

(5.4.8.2) tg 6 = sin @/(1 + cos @)

si @ # .

(5.4.9) Etant donnés deux vecteurs x, y non nuls dans E, on appelle angle

,/\\ /\\

de x et de y et on ,,otc (x, y) 'angle (Ao, Ao,). On a donc par définition

(5.4.3), puisque x/|x|| et y/||y|| sont les vecteurs unitaires de Aoy €t Ao,
N N

(8§401) cocly vy — (vlvy/l+Il |l vll enfly vl — Wiy v/l Ayl

\VeTWes0n wNIO vy V) \.NIJ"/ ”./\«” . ”J/ ”, Oiii\Ny ) ANy )/ ”J\,” ”} II

En particulier, si (a,,az) est une base orthonormale directe, les co-
ordonnées par rapport a cette base d’un vecteur x = &,a, + &a, #0

s’expriment par les formuies

N . N
= ||x|| . cos(a,, x) = —||x] - sin(a,, x)
(5.4.9.2) 1 / \ . / \
52 = ||x]| . cos(ay, x) = |x]| . sin(a,, x)
\3.'!.10} Soit \“19“2} uii€ oasf Oirunliidrimail GirCCil. LUCSIgiioiis par v 1o
cercle unité, par D la droite Dg,,. A tout point x de U, distinct du point
—a,, faisons correspondre le point y ou la droite D_, , rencontre D. On
dit que y est la projection stéréographique de x dans D. Si x = a; + &,a,,
un point quelconque de la droite D_, , s’écrit
—n L M~ oA — ()F 4 1) 1\~ 14 1F
G T AX T Q) T MG T 1) — 1jdy T A54;

si ’'on écrit que sa coordonnée par rapport a a; est nulle, il vient (puisque
¢, # —1 par hypothese).
¢a

(5.4.10.1) y = —1-—:2—1 a,
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Inversement, un calcul analogue montre que pour tout ye D, qu peut
donc s’écrire y = {a,, la droite D_,, , rencontre U en un second point x
distinct de —a,, donné par

1-¢ 2

1+ 1 +¢

Si 0 est I'angle de I'une quelconque des demi-droites contenues dans
D_,, . avec Ay,,, on a, d’apres (5.4.9.2), y = tgf.a, et

x =cos20.a, + sin26.a,

les relations entre les coordonnées de x et celles de y n’étant autres que
(5.44.4) et (5.4.8.2).

La direction de D
Aoa, €t Aoy

Nous avons ainsi établi par la projection stéréographique une corres-
pondance biunivoque entre D et I’ensemble U’, complémentaire de { —a,}
dans U. Or, I'’ensemble U’ est lui-méme en correspondance biunivoque
canonique avec l ensemble & des demi-droites ouvertes distinctes de

Ao =A5,—4 = — (5.1. 9) Nous allons voir que cette corrCSpondance

mnarmat A° nvﬁl f
PUIIII\/L A9 UAF Al

dans & (4.3.6) :
(5.4.11) Si A', A" sont deux demi-droites appartenant a &, ('a,

et
points de D qui leur correspondent, la relation A’ < A" (4.3.6) est équivalente
al <"
Soient en effet x', x” les points de U’ dont les projections stéréographiques
sont y' = {'a,, y" = {"a,. Dire que I’'on a A’ < A” signifie par définition
(4.3.6) que deux au moins des trois nombres

(5.4.11.1) ¥Y(—a,, x’), Y(x', x"), ¥Y(x", —ay)

sont >0. Or, la formule (5.4.10.2) montre que ces nombres sont respective-
ment proportionnels aux nombres

(5.4.11.2) =0, @-0a+00),

est donc la droite D bissectrice des demi-droites

—asy

a
rl
G

o =
o
e
Lel
Q
-
(=

ar
i

1
Si{’ < {”, on a, soit {'{" > 0, et alors ou bien {" > 0, ou bien —{' > 0 ;
i a 0 {’ > 0 ; on voit donc que dans tous les
'S ncr\‘\bl ac (8411 N caont <0 1 an contr 1r

wvaao P W \J_" A de h’ [SAS P ¥ ~ Uese Wi AW lt Irlv

' > {”, en échangeant " dans le raisonnement précédent, on v01t
cette fois que ‘deux des tr01s nombres (5.4.11.2) sont <0 et cela acheve
de prouver que les relations A’ < A” et {' < {” sont équivalentes.

s el

(5.4.12) Les ensembles § et U’ sont aussi en correspondance biunivoque

canonique avec [’ensemble W des angles #7o, tout point x e U’ corres-
PN
pondant a I’angle (a,, x). On peut donc transporter a W la relation d’ordre

Na0C M

Q

S e
F"
!’\Q
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de i, la relation 8’ < 0” dans U étant par définition équivalente 3 A’ < A”

~ - nn

ao <o’

An\ 'y

dans &, 51 0 = (—Ap, A), 8" = (—Ay, A”). Avec les mémes notations, si I’on
le secteur angulaire S°(A’, A”) (4.3.5), est la réunion des demi-

. . /\ 0
droites ouvertes A telles que, si I'on. pose 8 = (— Ay, A), on ait 0’ < 6 < 6"

1 Va A 4 N\

(«intervalle ouvert» dans %'). Les résuitats de (5.4.10) montrent que dans
A, les relations

0! 0!:
(5.4.12.1) <0 et tg~ <tg
2 T2
sont équivalentes, 0/2 désignant par abus de langage un quelconque des

5
olac s tale A
SIUD (’l (2% ] \.i u

e .
On vérifie aussitét que dans %, on a

v an
UvUuA al

=

(5.4.1‘.2) '—5 < 0 < 5.
On donne respectivement aux angles de %' les noms suivants :

si 0 < 0 < d, 0 est un angle aigu positif ;

si —6 < 0 < 0, 0 est un angle aigu négatif ;
si @ > &, 6 est un angle obtus positif ;

si 0 < —0, 0 est un angle obtus négatif.

Ces quatre intervalles correspondent respectivement aux intervalles
0<{<li, -1 <{<0, ¢>1, (< —1
dans R, pour { = tg /2. Comme, d’apres (5.4.5.3), on a
. 2( 1 -2 1 .
sm0=—1—+—c—2, COSO:_I—-{-_C—Z—ZZ——I_-F?, sm20=1——c0520

on en déduit aussitot les signes et Ia variation des fonctions sin 8 et cos 6
dans A’ :

1° pour 0 < @ < 4, sin @ est croissante et varie de 0
décroissante et varie de 1 4 0 ;

2° pour —d < 0 < 0, sin 0 est croissante et varie de —1 a 0, cos 6 est
croissante et variede 0 a 1 ;

3° pour 8 > 4, sin 8 est décroissante et varie de 1 4 0, cos 8 est décroissante
etvariede 0a —1 ;

4° pour 0 < —9, sin@ est décroissante et varie de 0 a —1, cos@ est

croissante et varic de —1 3 0.
e N
S VUV

o

1. cos f es
,\IUUV I

o

Nian antandn lag valanse at L1 " ng nrigag
1rivil Ullt\tlluu J LV ) alivul viL 11 IC oU1IL PQD PIIDUD
Py

’ 17 4

\ ¥
ouverts considérés. On déduit de ces résuitats et de ia définition de tg 6,

que cette fonction est croissante pour —6 < 0 < é et prend dans cet
intervalle toutes les valeurs réelles. Il est immédiat en i

> LR AN wwaswiSe AARRLZANGNAA
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(R A 12 Qunn
\J.-'.l.” UUIJP

-0 <0<, et 'angle @ a lintervalle —6 < ¢ <6. Alors ' + ¢ et
6" + ¢ appartiennent & U’ et les relations

(5.4.13.1) 0 <6” et +0<0"+9¢

nenne ane loc douvy analoe 8’ A” annartionnont A 1’intornal
VOV iIIVD “u [ A 5F ) we W/ “'.y.v“ v 9 v “‘J‘J“' YO TR & [ N 4 122 § “we

— taml/) o
tge/s, 0
12 | 42

( i, , d’olt en premier lieu {'n <
tg[(6' + )/2] < tg[(8” + @)/2] est par suite (compte
i a

Ak

"2
<
) -ns

A=+ <A =" +n)

ou encore a ({” C ) = 0, ce qui prouve notre assertion.

En particulier, si 0, on a aussi 0 < 26. Par contre, il n’est pas
possible d’étendre a de plus grands intervalles la régle precedente ce qui
impose de ne calculer qu’avec beaucoup de précautions sur les inégalités
entre angles de A’ (cf. exerc. 6).

Si A, A” sont deux demi-droites de §, ', 0" les angles correspondants
dans %', et si on suppose §' < 8", 'angle 8" — @' est appelé 'ouverture du
secteur angulaire S°(A’, A”). Pour que ce secteur soit saillant (resp. rentrant),
il faut et il suffit que I’on ait 6” — 6’ > 0 (resp. 6” — 6’ < 0) dans U, car
on voit facilement que cette condition équivaut a sin(6” — 6') > O (resp.
sin(0” — 0’) < 0) 4 l'aide des formules (5.4.4.3), (5.4.9.2) et de la définition
4.3.5). Si 6" — 6 > 0, on dit que S°(A’, A”) est aigu (resp. obtus, resp. droit)
si 'angle 6” — @’ est aigu (resp. obtus, resp. droit).

La bissectrice du secteur angulaire S°(A’, A") est celle des deux demi-
droites bissectrices du couple (A’, A”) (5.4.8) qui est contenue dans le secteur
angulaire S°(A’, A”) ; on peut voir aisément que c’est celle de ces demi-

droites telle que l’angle correspondant @ vérifie 6 — ¢ =60"— 0> 0
dans o'

Remarquons enfin que pour tout angle 0,, la translation 6 — 0 + 6, + ™
transforme U’ en le complémentaire de {6,} dans %, et par suite on peut
« transporter » par cette translation la relation d’ordre de %’ sur ce com-
plémentaire. Mais I’existence d’éléments d’ordre fini dans le groupe % (par
exempie I’angle 4, tel que 46 = 0) ne permet pas, comme on I’a vu plus
haut, de définir dans le groupe U tout entier une relation d’ordre « raison-

gl

r

nable ».

(B A 1A\ £~ fisi s ALensma Tag Amcnsmllas A HAarsw LAlLaancts Avr aernrran A~ o |
(J 2 12) L ULDIUC 1iS ICS CIISCIIIOICS a GCuX CICINCIItS Gu sivupv Gcs an 5
A, de la fo rme {9 6 + @} ; quand on considére deux quelconques de ces
ensembles {6, 0 + w}, {0, 6 + w}, les 4 sommes d’un élément du premier
et d’un élém“_t du second ensemble se réduisent aux deux éléments

0+ 6,60 + 0’ + w puisque 2w = 0 ; on peut donc définir une addition
dans I’ensemble U, de ces parties a 2 elements en posant

{6,0 +w} +{0,0 +w}={0+6,0+0 + =}
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Il est immédiat que cette addition est associative et commutative ; en
outre, elle admet ’ensemble {0, 7} comme élément neutre ; enfin, on a

{6,0 + w} + {—0, —0 + @} = {0, ™}

donc, pour cette addition, U, est un groupe commutatif, dit groupe des
angles de droites dans E. L’application 8 — {0,0 + @} est un homomor-
phisme surjectif de W sur Ay, dont le noyau est formé des deux angles 0
et w dans W

Etant données deux droites vectorielles D, D’ dans E, soient A, A’ deux
demi-droites vectorielles ouvertes contenues respectivement dans D et D’,
et soit 6 = (ﬁ) ; si 'on change I'une ou l'autre des demi-droites A, A’
en son opposée, on obtient toujours pour I’angle correspondant 1'une des
deux valeurs 6,0 + w ; l’ensemb]e/(b = {0,0 + w} est appelé I'angle du

couple des droites (D, D’) et noté (f), D\'). Il est indépendant de I’orientation
choisie. Il résulte aussit6t de cette définition et de (5.4.6.1), (5.4.6.2) et

(5.4.6.3) que ’on a, dans le groupe U,, ) )
N N N PR RN N
8.4.14.1) (D,D)=0, (D,D)= —(D,D’), (D,D’)+ (D,D")=(D,D")

pour trois droites vectorielies queiconques D, D', D".
L’angle de droites , = {0,6 + @} = {6 —5} est

N.del emlatmn 7m = 0 : on dit que c’

vv =LAVl 9 22 822

€
AAAAAAAAAAAAAAA | P ,l.“\. tas 1n
Ull l}CUl CllUll\/Cl poul 1vd ud1uiivd ia

quences, en notant simplement qu’ici il n’y a plus unicité des rotations ou
symétries envisagées, puisqu’une droite est transformée en elle-méme par
deux rotations, savoir + 1, et que si une symétrie s par rapport a une droite
L transforme une droite D en une droite D', il en est de méme de la
symétrie —s (symétrie par rapport a la droite L’ orthogonale a L) ; L et L'
sont encore dites les bissectrices du couple de droites (D, D’).

On définit comme dans (5.4.10) I’angle d’un couple de droites ne passant
pas nécessairement par 0.

dans %,.

umqu solution dans
it
{

[~ A I\ At caC ~ATmCE
1 {(D.a.7) CL DO bUllbU'

Enfin, si 6, = {0,0 + w} est un angle de droites distinct de J, 1
deux nombres tg @ et tg(d + ) sont égaux ; on les note encore tgh, t
A At ~> An rnarm e act Vo tamapnts A O
Ull Uil juv L 1iviauvl Lol 1a tungcernie uv vy

n a vu (5.4.8) que dans le groupe des angles U, I’équation 20 =
admet deux solutions 0,0 + @ ; I’ensemble de ces solutions est donc un
angle de droites, que, par abus de langage, on note ¢/2, de sorte que I’'on
a, d’apres (5.4.8.2),

[0 sin ¢
8 2 1+ cose

"

s” par rapport a des droites vectorielles D', D, telles que ’on ait s”s’ = r.
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s que 'on a "ﬂ'cessairem nt (D’ D”\ = /2 et réci

FrC ey (AL o

dans D', D", et A une demi-droite quelconque d’origine 0, on a

PN PN
(A A) = (A, 5'(Q)),

“ e T~ PN
(s'(A), A") = (A", s"(s'(A))) = (A", r(Q)),

o = (A, r(Q) = (A, s’(A))A (s'(A), s"(s'(A) = 2(A, s'(A)) + 2(s'(A), A”)
=24, A,

d’oul notre assertion.

Thémes d’exercices
1) Groupe des commutateurs de O(E). Montrer que toute rotation est un com-

mutateur sts”!'t™! dans O(E) ; en déduire que le groupe des commutateurs de O(E)

- ~RSA vmad B \I\Ay

111

est le groupe des rotations O *(E).

2) Racines carrées. Montrer que les éléments de End(E) qui sont des carrés sont :
1° ceux ayant deux valeurs propres >0, exception faite des endomorphismes niipotents
#0 ; 2° ceux n’ayant pas de valeurs propres ; 3° les homothéties (utiliser la section (4.2),
exerc. 5 et la section (5.3), exerc. 3). Pour un tel endomorphisme u, que peut-on dire,
suivant les cas, de ses diverses « racines carrées », c’est-a-dire des endomorphismes v
tels que v? = u?

3) Montrer que tout u € SL(E) est un commutateur vwv ™ 'w™! de deux éléments de
GL(E) (utiliser I’exerc. 1 en conjonction avec la section (5.3), exerc. 3, ainsi que la
section (4.2), exerc. S et 7).

4) Soient u, =r,
et v un en do mor phi., ne

'1 g da sG (E) onar,=r;our; =r; -1 r¥ (cnlcnler les traces

L i 2z SEITRATA NS 2 AR

rices relativement a4 une base orthonormale con-
, uy et u2 sont conjugués dans GL(E), et ils sont

ot Ana
wi \luu

-1

éléments de SL(E), ou r,,r, sont des rotations
ositif (cf. section (5.2), exerc. 3). Montrer que si

9 1397 § ANl

venablc) Inversemcnt, si r2
I\t\“"iﬂ“ﬂ(‘ I,n“(‘ Q' {E\ ~ MIIO » ﬂ MO0 1TIMO fl\tﬂf.f\“ A 11" nnn]n A
lll@lll\/ UUIIJUBUUD wuurno Uu\l—;’ IUID\lUU I 1 ll. UD& pao Ullv 1vilativil U ull au51u U
la valeur propre > 1 de v est assez grande (cf. section (4.2), exerc. 5).
Soit r une rotation. Déduire de ce qui précéde que si r # — 1g, r est un commutateur
vuv™ 'u" ! de deux éiéments de SL(E) (cnercner u sous la forme r,w, ot r, est une rotation
et w un automorphisme hermitien positif et montrer que I’on doit avoir r; * = rr,).

5) Montrer que, dans GL(E), tous les systémes de trois éléments u, v, w tels que

=y

Py
1V1

(1) vu = —uv, WU = —ouw, uw = —wu

s’obtiennent, aprés multiplication éventuelle par des homothéties, permutation

CVCI’I[UCHC et ll'dIlblOl'mdllOl'l pdl' un duwmorpmsme intérieur ¢ — glg -1 é. paﬁif du
systeme formé des trois transformations suivantes : ia symeme Uy par rapport a une

N
droite D ; la symétrie v, par rapport a une droite D’ telle que 2(D, D’) = é, ; enfin

la ratatinn w A’anala Arait 5 Klfnnfr ar an Antra Aana c1 1 n cant deany dldmante rln
1a 1UwauUil wg U aligiv QiU . IvaVLIIVL Vil VUL (UL 01 &, U SULIL GLuAa ViILivig

GL(E) telles que vu = —uw, 1l existe we E) vérifiant (1). (Utiliser les exerc. 1 et 3 de
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la section (5.3) pour montrer que si uv = —uvu, si u n’a pas de valeur propre, on peut se
ramener au cas ou u est une rotation d’un angle droit et v une symétrie par rapport

a une droite). Dans le groupe SL(E), il n’y a pas de couple d’éléments u, v tel que vu = —uv,
en d’autre termes, — 1. n’est pas un commutateur pwy ™ lw™ 1 ol v, w sont des éléments

M R vaw vwaiiawdy AE 83 WOV AU Wil WUViiiiiIw Vi VWL

de SL(E) ;en outre, — 1 est le seul élément de SL(E) ayant cette propnete (cf. section (4.1),
exerc. 7, section (4.3), excrc 2, section (5.3), exerc. 3 et ci-dessus, exerc. 4).
6) Pour tout aﬁgle e ¥ tel que 0 > 6 (5.4.1 14;, montrer q'u il existe un angle &' € A
tel que 0< & < 6 et que 6 + 6 appartienne & A’ et soit <O.
7) Dans I’ensemble des couples de demi-droites (resp. de droites) vectorielles, les
classes d’intransitivité du groupe O*(E) sont les ensembles de couples de méme

angle. Que sont les classes d’intransitivité du groupe O(E)?

W]‘
(92
2!

Nombres complexes

.
azennd o

Yol e %t »iY ., S A r
\® AV J [4

(L} U 1U; des similitude
dans un plan euclidien E est un sous-corps commutat f de nd(E)

Avec les notations de (5.3.3), cet ensemble est en effet I’ensemble des
endomorphismes u qui commutent a w, et par suite c’est un sous-anneau de

End(E) (ce qui résulte aussi de I’expression (5.3.3.1) des matrices des
similitudes directes relativement 4 une base orthonormale fixée). En
outre, on a vu (5.2.3) que si un élément u € C(E) n’est pas 0, il est inversible
dans C(E), ce qui signifie que C(E) est un corps ; enfin, il résulte de (5.3.3)

que ce corps est commutatif, GO™(E) étant le groupe muitiplicatif de ses

éléments #0.
(8.5.2) On a vu (5.2.1) que pour deux plans euclidiens quelconques E, E/,

ie bijective g de E sur E/, et il résulte de (5.1.12) et (4.2.6)

l ’
iy a unc isomét

que I'on a C(E') = gC(E)g !, de sorte que tous les corps C(E) relatifs aux

plans euclidiens sont isomorphes. Pour la commodité du langage, on va
fixer la terminologie pour un de ces corps choisi une fois pour toutes.

e s - P AN/ aia weiiw

Pour cela, on cons1dére sur le plan R x R (3.1.8) la structure de plan
euclidien définie par le produit scalaire

(¢, my) |(€2’ 1) = &,
1

Pour cette structure, les vecteurs e, = (
t

L]
base orthonormale. On a vu d’autre

5.5.2.1) - u — ule,)

est une bijection de C(R x R) sur R x R. On transporte au moyen de cette
bijection la structure de corps de C(R x R) a I’ensemble R x R lui-méme,
c’est-a-dire que si z, z’ sont deux points de R x R, u, v’ les éiéments (bien
déterminés) de C(R x R) tels que u(e,) = z, u'(e,) = z/, on pose

= 3
v
o
(8]

Il
=
[u—y
S
H
-t
. B
(¢}
=
-
Q.
©]
=
o
c
=
(¢)

—

z+ 2z = (u+ue)

(5.5.2.2)
zz' = (uu')(e,)
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définie sur R x R coincide avec celle déja définie dans (3.1.8) ; pour la

multiplication, il résulte de (5.3.3.3) que si I’on pose
z = ae, + Pe,, 2 =de, + fe,
on a

(5.5.2.3) 2z’ = (e’ — BP)ey + (af’ + pa)e,.

A~ £ A s 330

En vertu de (5.5.1), on a ainsi défini une structure de ¢ Cor
est bien entendu inutile de le vérifier directement). Ce corps est noté C et
ses éléments sont appelés nombres complexes.

(8.5.3) On sait Apln aue ’élément neutre O de ’addition dans C est P’origine

\evde ) A WAWALAWAAL PR “ANAN S 33 l BRIV W WwWUL

(0,0) de R x R ; I’élément neutre de la multlpllcatlon correspond par
(5.5.2.1)a 1g et est donc égal a e,. L’application £ — &e, est un isomorphisme
du corps R sur le sous-corps de C formé des éléments Ee, ; on identifie
R a ce sous-corps au moyen de cet isomorphisme, écrivant donc ¢ au lieu
de e, et en particulier 1 au lieu de e,.

L’élément e, de R x R correspond par (5.5.2.1) & la similitude directe
dont la matrice relativement a {e,, e,} est

( o )

1 0

dont le carré est la matrice de — 1g. On écrit i I’élément e, de C. et on a
i2 = —1 dans C. Les nombres complexes s’écrivent donc d’une seule maniére
z=a+ i, ou a et B sont des nombres réels ; on dit que « est la partie

réelle de z et on la note A(2), B la partie imaginaire de z et on la note #(z),

la relation o + fi = O étant équivalente a « = f = 0. Avec ces notations,
1(5
s \J.

N

I(‘I'I
AW L8

@+ B)+ @+ pi)y=(@@+ &)+ B+ B
(@ + BiXo' + B'i) = (e’ — BP) + (af’ + Po)i

(5.5.4) Toutes les notions et tous les résultats relatifs aux similitudes
directes se traduisent aussitGt pour les nombres complexes. Si u est une
similitude directe, u* son adjointe (5.2.5) et si z = u(e,), le nombre complexe
u*(e,) se note Z et s’appelle le conjugué de z ; en vertu de (5.2.6.3) et (5.3.3.1),
siz=a+ Pfi,on az=a— Bi. Lesrelations démontrées pour les adjoints
dans (5.2.5), jointes au fait que C est commutatif, donnent les relations (qu’il
est bien entendu trivial de vérifier directement sur ia définition)

les réales de ca 2.2) s’écrivent
b‘vv W OHO-’ VO Wwiai ~ L

-7

(5.5.3.1) {
(

(5.5.4.1) =2z z+ 2 =z+472, 2z’ =2z.7

nittentes nmt A1t Pnsesalinnts ~an Aot 31 miitnmrnrnbicnis e liitif iz Anssen
auiiviiviit ui, 1 appuvauvll < — 4 OOl Ull auiormuorpnwine invoituily uu bUlpb
C, laissant invariants les nombres réels. On peut écrire
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(5.5.4.3) 7z = ||z|| 2

(carré de la norme euclidienne de z). On écrit ici |z| au lieu de |z, et on
dit que |z| est la valeur absolue du nombre complexe z (ce qui coincide
bien avec la définition de la valeur absolue d’un nombre réel (1.19) lorsque
z est réel). La relation |z| = 0 est équivalente a z=0; et pour z# 0, la
formule (5.5.4.3) donne

lo 4 R

(5.5.4.4) zl=z2 |z e ——s - i
| | a‘ + ljl a‘ + ljé

Comme |z|? est le déterminant (ou le multiplicateur) de u, on a, pour
deux nombres complexes quelconques,

(5.5.4.5) |zz'| = || . |2/|

et en particulier, si z # 0,

ll

5549 Es
I
Enfin I'inégalité de Minkowski (5.1.3.1) s’écrit ici

(5.5.4.7) Iz + 2| < 2] + ||

(5.5.5) Le groupe des éléments #0 de C se note C* ; I’application (5.5.2.1)
est un isomorphisme du groupe des similitudes GO*(R x R) sur C*. Par
cet isomorphisme, le groupe des homothéties #0 de R x R a pour image
le groupe multiplicatif R*, et le groupe des rotations O (R x R) a pour
image le groupe multiplicatif U des nombres complexes de valeur absolue 1.
Le groupe C* est produit direct de ses sous-groupes R% et U (5.1.12), ce
qui se traduit par ’écriture unique

(5.5.5.1) z=z].{ avec |{|=1

En vartins Adag AARnittAane (8 A4 1)
L/l Vellu UL Uviliiuvin (JV.5.1),
des a

phisme du groupe (additi angles U sur le groupe (multiplicatif) U ;
on pose r(0)(e,) = e(@) et ’'on a donc par définition (5.4.4.1)

(5.5.5.2) e0) = cosO + isin 6 pour fe U,

1 I; tion 8
1 iion v — l\u]\c” est un isomor-

pour ['orientation (dite canonique) de R x R telle que (e, e,) soit un
couple direct.

Pour tout z € U, I'unique angle 0 € A tel que e(f) = z est appelé 'amplitude
de z; plus généralement on appelle amplitude d’un nombre compiexe
z # 0 'amplitude du nombre { = z/|z| € U et on la note Am(z), de sorte que
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2 N - — lalar A -\
S.9) z = |Z|(lAM(Z))

o
Un

etpourz #0etz' #0,0na

A =A + Am(z’
(5.5.5.4) { il m()l m(z)

(5.5.6) Les définitions précédentes, jointes a (5.4.1.1), donnent les formules

(5.5.6.1) e(6 + 0) = e(0)e(0)
(5.5.6.2) e(—0) =e6) ' = e)
(5.5.6.3) le®) =1, Am(e(d) = 0

5564) e0) =1 ed)=i ew=—1  e—06=—
os0 = H(e0) = He®) + o~0)

(5.5.6.5)
L ctea O OG5l _l_l..l P NN
DIIU = J (CU)) = J\M V) — ©{—Uj).

i

(5.5.7) L’expérience prouve qu’il y a pratiquement toujours avantage,
lorsqu’on veut calculer sur les fonctions trigonométriques, a les exprimer
a l'aide de la fonction complexe ¢(0) en utilisant (5.5.5.2) ou (5.5.6.5) et de
se servir ensuite de la relation fondamentale (5.5.6.1) qui exprime un iso-
morphisme de groupes, nullement visible sur les formules équivalentes
(5-4.4.3).

Par exemple, proposons-nous de transformer I’expression

(5.5.7.1) 1+ cos@ + cos20 + cos30 pour 0 #0.
C’est la partie réelle de
4
-1
1+qm+quuﬁm=1+c+cﬁ+6=i_1

(ou { = ¢(0)) ce qui s’écrit (avec I'abus de langage introduit en (5.4.12))
e(26)e(26) — e —26))
e(6/2)e(0/2) — e(—06/2))

ou, d’aprés (5.5.6.5)

39 sin 20 ( 36 . 36\ sin 20
— = [COS — + iSIn —
\ 2 Jsin6/2  \ 2 2 Jsin6/2
et finalement on voit que I’expression (5.5.7.1) est égale a
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sin @ + sin 20 + sin 30 = sin EQM
2 sin 6/2

(5.5.8) Dans le corps des nombres complexes, 1’équation

-2 ~

g 1) — (=N
o 1) zZ2°=a {GeEv)

th
oo

—

la seule racine O si a = 0, deux racines opposées si a # 0 ; si ’'on pose

a
a = pe(p) ou p > 0 et ¢ € A, I’équation (5.5.8.1) équivaut en effet a

2 =9, 2Am@2) =¢

ce qui donne |z| = \/p, et on sait que I’équation 20 = ¢ a deux solutions
0etl + w(54.8), d’ou

(5.5.8.2) z=.\/p.e@) ou z=—/p.e0).

n ls

Sia=a+ fi, on a tgd = B/(p + a) en vertu de (5.4.8.2), d’ol, par
(5.4.5.3)

(5.5.8.3) z=i("’+°‘ /ﬂ_)

’V v

1) Montrer que ’équation z" = 1 a n solutions distinctes dans C, pour n = 3,4, 5,
& 2 1N at ~alanlar avnlinitamant sac ealntianeg fnanr » — § An nanrra camMmmeancar nar
U, 0, 1vU Tl CaiCuill CXPiCiCiiiCiie TC5 5Cuulins (poul M J, O poulta COMMINCCT pal

2) Sous-anneaux maximaux de End(E). Montrer que tout sous-anneau maximal S de
End(E) (dans I’ensemble des sous-anneaux distincts de End(E)) contenant le centre de
End(E) est de I'une des formes gB,g~ !, gC(E)g !, ou B, est 'anneau considéré dans
la section (4.1), exerc. 5 et g € GL(E). (Si S contient un endomorphisme ayant des valeurs
propres et n’appartenant pas au centre de End(E), montrer que S est nécessairement
de la forme gBog~'. Sinon, utiliser la section (5.3) exerc. 3, pour montrer que S est de
la forme gC(E)g ™ ?).

3) Représentation paramétrique de Cayley. Montrer que tout nombre complexe z
tel que |z| = 1 et z # —1 peut s’écrire d’une seule maniére sous la forme

1+ &ixt - &)™

ou ¢ est réel.

) En utilisant d’autres propriétés des nombres réels, qui ne se déduisent pas des
axiomes du chap. I, on peut montrer que tout polyn6me non constant a coefficients
dans C a au moins une racine dans C. Voir par exemple [12], § 33, exerc. 25.



CHAPITRE VI

Géometrie affine a trois dimensions

§1
(6.1.1) Soient a,b,c trois vecteurs linéairement indépendants dans un
espace vectoriel E ; cela signifie que la somme F = Dg, + Dg, + Do, st
directe (3.1.8). On dit alors que {a, b, c} est une base de F ; pour tout
x€eF, les nombres &, 1, tels que x = &a + nb + {c sont déterminés de
maniére unique et on dit que ce sont respectivement les coordonnées de x
par rapport a a,b,c (ou par rapport a la base {a,b, c} si cela n’entraine
pas confusion).

Avec les mémes notations, les sommes (directes) Do, + Doy Doy + Does

Dg, + Dg, sont des plans vectoriels en vertu de (4.1.4), que 'on note
respectivement P, ... P.. . P. AN a
OPUVblVVlllvlll A Oab, A Obc, A Oca s Vil @

Poar N Pose = Dop» Pose N Poea = Do, Poca N Poay = Doy

car dire par exemple que x = fa + nb + {c appartient a la fois & P,
et & Py, signifie que { =n = 0.
(6.1.2) Soit E un espace vectoriel admettant une base {a,b,c} de trois
éléments. Alors :

(i) Pour tout vecteur x # 0 de E, 'un au moins des ensembles {a,b, x},
{ JC,L}, 1% b,c; est libre.

(ii) Pour tout ensemble libre {x,y} dans E, l'un au moins des ensembles
{x,y,c}, {x,b,y}, {a, x, y} est libre.

{111\ Tout ensemble libre [v A 71 de trois vecteurs de E est une base de E.

veuLevown o B wiev o

(lV) Tout ensemble {x, y, z, t} de quatre vecteurs de E est lié.

(i) Le vecteur x ne peut appartenir aux trois plans Pg,,, Pose> Poes, dont
I’intersection est {0} (6.1.1 et 3.1.8) ; si par exemple x ¢ Pg,,, la droite D,
rencontre Py, au seul point 0 (3.3.2) et par suite la somme Dy, + Dg, + Do,
est directe (3.1.8), d’ou la conclusion.

(i) Supposons par exemple que {x, b, c} soit libre. On ne peut avoir a
la fois y € P, €t y € Py, sans quoi (6.1.1) on aurait y e DOx, contrairement

A Phynathldca ¢ g1 mnar avamnla w4 D la ratenn nmnn {1\ m:\nfr rn
al ll]yubllbb\t s D1 Pal VAVIL .l}l v y F l oxc, 1\4 1AldVU1ll l 111V 1IL \ } 111V1IU \i

{x, y,c} est libre.
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(11 Sunnaconce nar evamnle ane v b 2l at fv v £l entent lihree Co e

\lll’ uul.ll.lvo 410 tlul Vl\vlllt}l\l ﬂ“\l l/\r, U, \/, W {J\’, -y, \/J ODWVAWALAY LAUAWIs W \JidlliAiWw
x==E&+nb+ {cetx¢Poy,onal #0,donca =& x — E\yb — £,
autrement dit Dy, = Do, + Do, + Do, €t par suite

ECDOx+DOb+DOCCE;

la somme Dg, + Do, + Do, étant directe, {x,b,c} est une base de E.
Le méme raisonnement appliqué en remplagant a,b,c,x par b,c, X,y
respectivement montre que {x,y,c} est une base. Enfin, appliqué en
remplagant a, b, ¢, x par ¢, x, y, z et compte tenu de ’hypothése que {x, y, z}
est libre, il montre que {x, Y, z} est une base

(iv) Si {x, y, z} est déja lié

agt 1nina kn ada E "na
VDL Ulliv vadsv uUv Lo ya

est lié.
(6.1.3) Pour qu’un espace vectoriel E vérifie laxiome (D3) du chap. 11, il
faut et il suffit qu’il admette une base de trois éléments.

I1 résulte de (6.1.2, (iv)) qu’un espace vectoriel ayant une base de trois
éléments vérifie (D;). Réciproquement, si E vérifie (D), il existe dans E
un ensemble libre {a, b, c}, et pour tout x e E, il existe par hypothése trois
scalaires non tous nuls p, A, u, v tels que px + Aa + ub + v¢e =0. On ne

pCU[ av01r P = U sans qUOl on aurall /La + ,UD + vec = 0 et comme A.,[l etv
ne sont pas tous trois nuls, cela serait contraire a (D3). On en déduit que

x=Et +nb+{cavecE = —p ' An=—p 'y { = —p v ; autrement
I 2 4 r L r r7 9 r 4
dit E = Dy, + Doy + Do, €t comme la somme est directe par hypothése,

cela achéve la démonstration.
(6.1.4) Nous dirons qu’un espace vectoriel E vérifiant (D) est un espace
vectoriel a 3 dimensions.

Il résulte de (6.1.2) que pour tout x # 0 dans E, il existe des vecteurs y
dans E tels que {x, y} soit libre, et que pour un tel ensembie {x,y}, il
existe z dans E tel que {x, y, z} soit une base de E.

(6.1.5) Ces résultats s’interprétent en disant que pour toute droite vectorielle
D dans E, il existe un plan vectoriel P’ supplémentaire de D et que pour tout

plan vectoriel P, il existe une droite vectorielle D' supplémentaire de P.

Si on appelle plan (ou plan affine) dans E une variété linéaire dont la
direction est un plan vectoriel, nous allons en déduire que dans E il y a
identité entre plans et hyperplans (3.3.5). En effet, ce qui précéde montre
déja que tout plan est un hyperplan. Inversement, soient H un hyperplan
vectoriel dans E, D une droite vectorielle supplémentaire de H, P’ un plan
vectoriel supplémentaire de D, p, q les projections sur D et P’ correspondant
a la décomposition de E en somme directe D + P’ ; la restriction g|H de
q & H est une application linéaire bijective de H sur P’. En effet, on a
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g(E) = P’ et g(E) = g(D) + g(H) = g(H) .usq,Ie g(D) = {0} ; d’autre part
g~ '(0) = D, donc le noyau de g|H est Hn g~ '(0) = Hn D = {0}, ce qui

prouve notre assertion (3.2.4). Dans E, ou bien deux plans P, P’ ont méme
direction, ou bien leur intersection est une droite. En effet, soient P, P’ deux
plans dont les directions P,, P; sont distinctes ; il existe donc par exemple
un pOlIl[ ae l’o non aans 1’0, et Sl g(X} o €st une equauon ae P [J J 0), ona
g(a) # 0. Drailleurs, par translation, on peut se borner au cas ou P’ = Py,
Comme g|P’ = g’ vérifie g'(a) # 0, c’est une forme linéaire non identique-

mant nuialla danc D at Pancamhla D e D Atant Pancamhla Aag v = D/ tale Ana
11IV1AL 11Ul WU s Wi 1 VidvillviIv Widlil 1 ViIDVI111UVIV UV A T 1 Twio \.luU

g'(x) = B, c’est un hyperplan dans P’ (3.3.6), c’est-a-dire une droite (4.1.6).

Enfin, les seuls sous-espaces vectoriels de E sont {0}, E, les droites
vectarielleg et leg nlrmc vectoriels. En eﬁ'et si un sous-espace vectoriel V

Vewwewsiwiiwid we awis Seaa

de E n’est ni {0}, ni une droite, il contient deux dr01tes distinctes Dy,
Dy, donc aussi le plan vectoriel Py, somme directe Dg, + Dy, ; s’il est
distinct de ce plan, il contient un vecteur c ¢ Pg,,, donc (3.1.8) la somme
Do, + Do,, + Do, est directe et par suite (6 1.2) égale 4 E.
(6.1.6) Soit u une application linéaire de E dans un espace vectoriel F, et soit
N = u~!(0) son noyau ; d’aprés ce qui précéde, quatre cas sont poss1bles :

1° N = E, autrement dit u est identiquement nulle, w(E) = {0}.

2° N est un plan vectoriel, qui admet donc une droite 'v“ ori
plémentaire D dans E. On a u(E) = u(N) + u(D) = u(D), et la restriction
u|D a pour noyau N n D = {0}, donc est injective (3.2.4) ; par suite u(D)
est une droite vectorielle dans F.

3°N est une droite vectorielle, qui admet donc un plan vectoriel sup-
plémentaire P dans E. On a u(E) = u(N) + u(P) = u(P), et la restriction u|P
a pour noyau N n P = {0}, donc est injective (3.2.4) ; par suite u(P) est un
plan vectoriel dans F.

AO \Y VA wa

= {0}, donc u est injective (3.2.4), et par suite u(E) est isomorphe
a E, autrement dit un sous-espace a 3 dimensions dans F.

Rappelons en outre (4.1.1) que si u est injective, alors, pour toute
'\nan In l\ l‘ll rln n l’ﬂﬁﬂnm‘\]n I'lll/'l\ 'll{l‘\\ 1){(‘\1 DD" ’;l\rn Aono F 'ﬂ‘lﬂ"(‘ﬁ_

vadwv Iu, U, DJ’ UV Ly 1 vibdwvillviv 1“\“’, u\v), u\b’,’ WOL U NQGLI1ID L. 111 VWIDVT

ment, si pour une base {a,b,c} de E, {u(a), u(b), u(c)} est libre, alors u

est injective : en effet, la relation u(fa + nb + {c) =0 est équlvalente a
Eula) + nu(b) + {u(c) = 0, donc entraine £ = n = { = 0 par hypothése, ce
qui prouve notre assertion (3.2.4).

On dit respectivement que u est de rang 0, 1,2, 3 dans les cas 1°,2° 3°,

° ci-dessus. En particulier, pour F = E :

6.1 7) Si u est un endomorphisme de E, {a, b, c} une base de E, les quatre
conaluon.s .suwame.s sont equwate‘ﬁte.s

a) u est injectif ;

b) u est surjectif ;

A a2 not l\;:nnf'l.f-
V) U col vyelly

d) {u(a), u(b), u(c)} est une base de E.
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V4

.1.8) Si {a,,a,,a;} est une base de E, I'application
(§1, 82, 83) = €10y + £2a; + Eaas

est un isomorphisme de I’espace vectoriel produit R x R x R (3.1.8) sur E ;
tous les espaces vectoriels a 3 dimensions sont donc isomorphes. Nous
laissons au lecteur le détail de I’extension quasi-automatique aux espaces
a 3 dimensions de ce qui a été fait dans les sections (4.1.10) 4 (4.1.14) et
dans (4.2.4) pour les espaces a 2 dimensions. Bornons-nous a dire que le*
choix d’une base {a,,a,,a;} dans E détermine un isomorphisme
u — (u(a,), u(a,), u(a;)) de Hom(E,F) sur F x F x F. En particulier, si

P, P’ sont deux plans vectoriels dans E, D (resp. D’) une droite supplémen-
taire de P (resp. P’), il y a toujours des automorphismes u de E tels que
u(P) = P’ et (D) =D’
Les coordonnées par rapport  {a,, a,, a;} d’un vecteur
L & £ J)
¢1ay + §2a; + €3a,

de E se disposent en une matrice de type (3, 1) ou « colonne »

(¢

\cz }

¢

notée M(x). Pour un second espace vectoriel & 3 dimensions E' et une
base {a}, a3, a3} de cet espace, une application linéaire ue Hom(E, E’) est

détermmée par les trois vecteurs
ua,) = a,,a) + a5,a5 + a3,a,
u(ay) = a,,a) + 5,45 + 3,d;
u(a3) = o,30) + 0‘230"2 + a33a3

-L“ _______

hgi‘les et 3 colonnes)

/“11 a2 0‘13‘\

| %21 Q22 Q23 |

%33 O3z OG33 /
10otée M(u). Une forme linéaire f sur E est déterminée par les 3 scalaire:

a, = f(a,), az = f (a;), a3 = f(aj), disposés en une matrice de type (1,3)
ou « ligne » notée M(f)

@, ay a3)

Enfin, on peut ici définir aussi les matrices de type (2, 3) et de type (3, 2),
correspondant respectivement aux applications linéaires de E dans un
plan vectoriel F (ou I’on a fait choix d’une base) et aux applications linéaires
de F dans E.
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iy
D
R
?)
]
[
&
-:-
©
(¢
wn
]
-
-y
(¢)
(4]
wn
Y
=‘
(¢
-+
5]
":‘
D

a l nre
us 1UL D,

traduction triviale des dé ﬁmtlons su r les applications linéaires.

En choisissant convenablement les deux bases de E et E' comme dans
(4.1.14) on voit que I'on peut faire en sorte que la matrice de u € Hom(E, E’)
soit respectivement

0 o\ /1 00\ /1 0 O\ /1 0

/0 0\
(o0 0) (o0 0)(o10) (070
\0O 0 0/ \0 0 O/ \O O O/ \O O 1/

suivant que u est de rang 0, 1, 2 ou 3. De méme, si u est une involution dans
E. il y a une base de E relativement a laquelle M(u) a I’'une des quatre formes

/ 1 0 0\ / 1 0 0\ / 1 0 0\ / -1 0 0\
\0 1 0} \0 1 0 \O -1 0} \ 0o -1 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
(6.1.9) L’espace vectoriel Hom(E, R) des formes linéaires sur E est un

espace vectoriel a 3 dimensions, appelé encore dual de E et noté E*. Pour

tout xe E. on peut écrire x = f.(x\a. 4+ fAx\a, + fAx\a.. on f. f. f. sont
15 ——y s aa wwaAAsw Jv Jl\IV,“'l 1 J“/v,wz VT J3WV/™3y Ve 1% J2%J 3 PV

trois formes lmeatres sur E, dites formes coordonnées relativement a a,, a,
et a, ; elles constituent une base de E, dite base duale de {a,, a,,a,}. Les
démonstrations copient celles de (4.1.15).

Tout plan P dans E a une équation de la forme f(x) = 4, ou f est un
élément non nul du dual E* (3.3.6) et réciproquement ; toute autre équation
de P est de la forme yf(x) = y4 ou y # O ; la direction de P est le plan vec-
toriel d’équation j'(x) = 0 ; pour que deux plans P, Q d’équations respec-

t1vag v — Art papsy 1 DY VY P eavriant N1z maAcan

lives g\x) = A, u\.a\.; = i SOICnt parauaees (Ou, CC qux Ieviciit au mcemc,
aient méme direction (3.3.2)), il faut et il suffit que g et h soient linéairement
dépendantes.

Si ’on a fixé une base {a

a4 Nsas u AAl‘v . aa

donc de la forme

‘Iﬂf\ ~ Ie 4 ~ N
avwvw Wl, Wz, W3 e

By + B2éy + Biés =

pour que P et Q soient paralléles, il faut et il suffit qu’il existe y # O tel
que F} = yay, B = yay et B3 = yas.

(6.1.10) Pour que trois plans d’équations f(x) = 4, g(x) = u, h(x) = v aient
un point commun et un seul, il faut et il suffit que f, g, h soient linéairement
indépendantes dans E*.

bUIlSlUCI'OIlS U aooru l cas O li /L = ﬂ =v= U Dlj, y, !l SOIIL llIlCdl[CIIlCllL
dépendantes dans E*, ou bien elles sont sur une méme droite vectorielle
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de E*, et dans ce cas les trois plans sont identiques ; ou bien deux
elles, par exemple f, g, sont linéairement indépendantes et alors il existe
deux scalaires a, f tels que h = af + fg ; comme les plans f(x) =0 et
g(x) = 0 ont alors une droite vectorielle D pour intersection (6.1.5), tout
point x € D annule f et g, donc aussi h et par suite D est I'intersection des
trois plans. Enfin, si I’ensemble {f, g, h} est libre, c’est une base de E*
(6.1.2), donc les trois formes coordonnées f, >, f; relatives a une base de
E sont combinaisons linéaires de f,g,h ; si un point x€ E annule f, g, h
il annuie donc aussi f,, f5, f3, c’est-a-dire que x = 0.

Passant au cas général, si f,g, h sont linéairement 1ndependantes,
'intersection des plans P, Q d’équa

A’Antra
U VIV

™ r' 4 QY Anint 1o Aias~tzs~e T Ao 1% b aea .- aln oo
1J U.1.7) QUIIL 1a ulitiiiol Uo () 1 1LILCLD plal S a cqua.uuub
f(x) =0, g(x) = 0 ; par suite D, n’est pas contenue dans la direction du

plan R d’équation h(x) = y, et on en conclut que D n R est formé d’un
seul point (3.3.8). Si au contraire les directions des plans P, Q, R contiennent
une méme droite D,, ou bien deux des plans P, Q,R sont paralléles et
distincts, donc n’ont aucun point commun ; ou bien aucun des couples
(P,Q),(Q,R),(R,P) n’est formé de plans parall¢les, et dans ce cas les
intersections de ces trois couples sont trois droites paralleles a D, (6.1.5) ;
on sait alors (3.1.i3) que, ou bien ces trois droites n’ont aucun point
commun, ou bien elles sont identiques ; lorsque f, g, h sont linéairement
on P n Q N R est donc vide ou contient une droite.

!:..
'3
=
g}
»
l_
5"
=,
q
]
'3

Thémes d’exercices
1) Pour toute transvection t # 1 (section (3.3), exerc. 6), il y a une base de E

relativement a laquelle on a
110
M@t)={0 1 0

\o 0 1/
\V VU i

Inversement, soit B;{4) (i # j, i,j égal & 1,2 ou 3) la matrice dont les éléments
diagonaux ay, sont égaux a 1, I’élément a;; a 4, et les autres & 0 ; montrer que ce
sont des matrices de transvections relativement 4 une base convenable ; que sont

le plan et la droit d chacune de ces transvections ?
i type (3,3) et de 'une des matrices R.

2 a AV Sew \~y Y] =

=
(3
B
=t
-
3
2
g

gsi le nrnrh 1t d’une matrice de tvne (3 3) o
W ‘r ’ A

pPryswuie iw ACL VA Iw

des 5 matrices autres que I ayant la proprlete que chaque ligne et chaque colonnc
contient un seul élément #0, eg alal (dltes « matrices de permutatlon »). Démontrer
le résultat auauog‘ue a la conclusion de ’exerc. 2 de la section \4 1 ;

2) Si u est un endomorphisme de E de rang 1, il existe une base de E relativement

a laquelle la matrice de u ait I’'une des deux formes

/6 0 O\ /0 1 O\
0 0O 00 0)
n N0 n n n N
\V VvV vy \V VvV vy

(considérer le noyau et 'image de u dans E).
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Si u est un endo...u. phi

«a 0\ /0 0 0N /OO
0 60 1 B O 1 00 1 00
0 00/ \o 00 0 0 0 1 0

(méme méthode ; cf. section (4.1), exerc. 4). Si un endomorphisme u de E est nilpotent,
on a u® = 0si u est de rang 2, u> = 0 si u est de rang 1.

Montrer que si ue End(E) est nilpotent, 1 + u est un automorphisme de E et
calculer directement (1 + u)~! sans utiliser de base de E (chercher un tel inverse de
la forme 1 + v, et montrer qu’on peut prendre pour v un polyndme en u).

3) L’anneau End(E) (ou M;(R)). A) Centre. Montrer que le centre de End(E) est
le corps des hvmothé,aes (isomorphe 2 R) (méme méthode que dans la section (4.1),
exerc. 5).

B) Diviseurs de zéro. Pour que u soit diviseur de zéro (a gauche ouad oite) dans
DoAY 21 fhué ¢ 21 : ot —n ~ex Y e Tag A1 nandbs ammam Ao nzian

uuuu:;, il faut et il suffit quc u Soil de ramng U, 1 ou2 , les éléments non diviseurs de
zéro sont donc les éléments inversibles (considérer I'image et le noyau de u).

C) Idéaux. Montrer que tout idéal a droite (resp a gauche) de A = End(E) est
soit égal a 0, soit égal a A, soit de ia forme pA (resp. Ap), ol p est un prOJecteur de
rang 1 ou 2 (méthode de Ia section (4.1), exerc. 5, en considérant dans I’idéal envisagé
un élément de rang maximum, et observant que la somme de deux éléments d’un
idéal appartient a I'idéal). Les seuls idéaux bilatéres de A sont {0} et A. Calculer le
produit (section (4.1), exerc. 5 ¢)) de deux idéaux.

D) Sous-anneaux. Si p est un projecteur de rang 1 (resp. 2), pAp est un sous-corps
isomorphe a R (resp. un sous-anneau isomorphe a M,(R)).

Dans A, montrer que I’ensemble B, des matrices de la forme

/ ay, o, 0 \

o- v-- 0O

w2z il ~

\“31 03y Q33 /

est un sous-anneau maximal dans ’ensemble des sous-anneaux distincts de A. Les
ensembles C,, C;, Cg, Cg' des matrices respectivement de la forme

/; 0\ £ 00 fx g\ fx0 0|

0
B —v 0 B8 vy 0 « B 0 0
?

-

commutatifs de A
4) Le groupe GL(E) (ou GL;(R) ou GL(3, R)). A) Générateurs. Soit u # 1 un élément
e di

’
ene
a MM Q2 1 22 nat Aa vnna 1 . ntt Az A3 3rv o Fmaseaurants e Q2
dc TFLAL). O1L 1 — U Cbt uv 1aug 1, u €St un ti Ull Uy ulg lldlleCbtlUll ol IE — U

L
est de rang 2, c’est-a-dire si E(1 ; u) est une droite D, montrer que u est produit de
deux transvections, ou d’une transvection et d’une dilatation, sauf dans le cas ou
il existe un pian P suppiémentaire de D, giobalement invariant par u, et tel que [P
soit une homothétie de rapport 4 # 1 ; dans ce dernier cas, u est produit de deux
transvections et d’une dilatation et ce résultat ne peut étre amélioré (observer que
si t est une transvection quelconque, il n’existe aucun plan dont tous les points soient
invariants par tu). Enfin, si 1z — u est de rang 3, montrer que u est produit de deux
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transvections et d’une dilatation, ou de trois transvections, sauf lorsque u est une homo-
thétie de rapport A # 1 ; dans ce dernier cas, u est produit de trois transvections et
d’une dilatation, et ce résultat ne peut &tre amélioré.

Montrer que toute transvection est produit de deux guasi-symétries (dilatations
involutives).

B) Centre et centralisateurs. Soit Z = Z(E) le groupe des homot étnes de rapport
2N NA~ 4...-... v 1o Ancmtdmalicndasee Aanee LIV M) A mcimczann N D\ A tonimcmnds s
9=u viontrer que ic centraiisateur aans uu\n) du gluupc O(E, P) des transvections

e pl P est le groupe ZO(E, P) (considérer les droites des transvections du groupe

de plan
O(E, P)) Le centralisateur du groupe I'(E, P) laissant invariants les points de P est
égal a Z. En particulier Z est le centre de GL(E). Si L(E, P) est le sous-groupe de
GL(E) laissant (globalement) invariant le plan P, définir un homomorphisme de
L(E, P) sur le groupe linéaire GL(P), dont le noyau est I'(E,P). Le groupe L(E,P)
est le normalisateur dans GL(E) des groupes ©O(E, P) et I'(E, P).

Le centralisateur dans GL(E) du groupe ®’(E, D) des transvections de droite D
est le groupe ZO'(E, D) (observer que ce centralisateur doit laisser globalement invariant

tout plan contenant D, et qu'une dilatation ne peut permuter a une transvection
£ 1_ (gection (? 1\ exerc R“

T AE \Pvwuivii (Jeo WwAWA we

Soit L,(E, D) le sous-groupe de GL(E) laissant invariants tous les points d’une
drmte vectorlelle D. Soient P un plan vectorlel supplémentalre de D, et soit p la

AAAAAAAA c1te D Avmncn ~ee A ™ D . .

pl UJCDI.lUll UC E dSul bUllepUllU 1 | &4 ’1‘ | lllUlll.l Li uc
D 4 —~e am
e r et qu n

L
pour tout u € Lo(E, D), y — p(u(y)) est t
u— u' est un homomorphisme de Ly(E, D groupe linéaire GL(P) don le
noyau est le groupe ®'(E, D). Le groupe L(E, D) laissant globalement invariante D
est égal a ZL(E, D).

C) Propriétés de transitivité. Le groupe GL(E) opére de fagon doublement transitive,
mais non triplement transitive, sur les droites vectorielles de E. Généraliser les autres
assertions de ’exerc. 6, C) de la section (4.1).

Soient (D,, D,, D,, D,), (D}, D3, D3, D,) deux quadruplets dont chacun est formé
de quatre droites vectorielles dont trois quelconques ne sont pas dans un méme
plan (on dit pour abréger qu’un tel quadruplet est un repére projectif). Montrer
qu’il existe un automorphisme u € GL(E) tel que u(D;) = D; pour i =1,2,3 et 4;
si u' est un second automorphisme tel que u'(D;) = D; pour tout i, il existe 4 # 0

D et d’un plan P contenant D. Montrer que, pour une base convenable
obalement invariants D et P s’identifie au groupe des

e
Sou.s-n_rm pes de GL(E). On appelle drapeau un couple (D, P) formé d’une droite
u

\az; a3, ass/
telles que oy 5,043 # 0. Soit U le sous-groupe de B formé des matrices de la forme

précédente et telles que a;; = 0;; = 035 =1 {ldgnt;mm au sous-groupe de SL(E)

(section (6.2), exerc. 5) laissant invariants tous les points de D et dont la restriction a
P est le groupe ®(P, D) des transvections de droite D) Montrer que U est le groupe des

PAPReC atanea Aa TT9 MNaal agt 1o perariean

L

NIt tm‘vc Aa R . Anal act la ornArima

commuiaieurs G o Gudi &8t 18 groupe Ges commutateurs de U ! Yuci est le 51\}“])5
engendré var les commutateurs araes;— 1.1 TY Hwe=D9
VIiIgLliul L pal 1w DUlllululalcu S Uuvu v Uu e v Cl vebD:! lVlUllllCl quc D Cbl lC

normalisateur de B et de U dans GL(E) (observer que D et P sont respectivement I’'unique
droite vectorielle et I'unique plan vectoriel globalement invariants par tous les éléments
de U). Le sous-groupe B est contenu dans le sous-groupe L(E, D) défini dans B), et
L(E, D) est un sous-groupe maximal de GL(E).
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Le sous-groupe T des matrices diagonales

S aOO\
0 80

\Oov/

s’identifie au sous-groupe de GL(E) formé des automorphismes laissant globalement
invariantes trois droites vectorielles de E non contenues dans un méme plan. Montrer
que le normalisateur W de T dans GL(E) est le sous-groupe engendré par T et par les
cinq « matrices de permutation » (exerc. 1) distinctes de I.

. . - . Y L]
- )
Montrer que toute matrice de GL(E) qui n’appartient pas a8 B s'écrit d'une seule

mam'ércj sous la forme X,PDX,, o DeT, )g? , €t X, appartiennent & U et P est une
«matrice de permutation» (« décomposition de Bruhat» du groupe GL(3,R)).
{Raisonner géométriquement en considérant i"image du drapeau (D, P) qui définit
B par un automorphisme u € GL(E) ; examiner ies divers cas possibies suivanti ia
position de u(D) et u(P) par rapport a D et P, puis, dans chaque cas, montrer comment
il faut choisir successivement les automorphismes ayant pour matrices les matrices
X;L,D L, P! et X;! de fagon qu'en les composant successivement avec u, on
obtienne finalement I'identité 1g).

5) Etendre a I'’espace & 3 dimensions le « théoréme fondamental » de la géométrie
affine (section (4.1), exerc. 7).

6) Montrer que toute matrice de type (3, 3) et de rang 1 peut &tre écrite
/’:1#1 Ay Ayps\
daly  Aapy  Ajia
sty Aspy  Asps,

pour des nombres 4; €t y; convenables {i = 1, 2, 3).

7) Etendre 4 I'espace a trois dimensions les résultats de I’exerc. 9 de la section
4.1).

8) Birapports. Soient P,, P,, P, P, quatre plans vectoriels distincts ayant une
droite commune D. Soit Q un plan ne contenant pas D, et soient D,, D,,D,,D,
les intersections de Q avec P,, P,, P,, P, respectivement. Montrer que le birapport

I"I)l Dz—l
|.D4 Ds.l
(section (4.1), exerc. 10) est indépendant du plan Q ne contenant pas D ; on appelle

ce scalaire le birapport du quadruplet (P, P,, P53, P,) et on le note

l’x l’2|

I_P4 P,

Soit (P}, P, P35, P4) un second quadruplet de plans vectoriels distincts ayant une
droite commune D'. Pour qu’il existe un automorphisme u de E tel que u(P;) = P;
pour i = 1,2,3 et 4, il faut et il suffit que I’on ait

P, P] [P Py

p, P, Lp, P’;,J

Soient D,, D,, D3, D,, Ds 5 droites vectorieiies dont quatre queiconques forment
un repere projectif (exerc. 4 C)). Si D, est 'une d’entre elles on désigne par P;; (pour
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~D D - D P..- P ) > -
I" 12 3 13J [‘ 23 ‘ZIJ [‘31 ‘32J {
P 15 Pl4 PZS P24 P35 P34
(Prendre une base dont les vecteurs appartiennent 3 D,, D, et D,). Si
(D}, D%, D3, Dy, D) est un second qumtuplet "de droites vectorielles dont quatre
quelconques forment un repére projectif (ce que I’on exprime encore en disant que

“Tag ‘ Arnaitac cnnt 4« o nacitinm ndudealaow alare an nacant D/ Y L TY mane § £ 5
100 GIOICS SO K &N posSuion generae »j, ailis, Vii puSaliv 1 j; = 1/ + ul pour @ &= j,

pour qu’il existe un automorphisme u € GL(E) tel que u(D;) = D; pouri = 1,2,3,4,5,
il faut et il suffit que I’on ait les deux conditions

I_Pw) .3—| I—P ’I‘l—l rP23 P‘)I-I rP P‘)I

P PMJ LP P;J’ P,s J"LP P24J

£9 pnmnn hilinasirac of fﬁl;nﬂu;rne DNaterminants
3 dad o A ULl AAAUD NALLILAVALLUY VWV VALRLILIARVARALLUDe AUV VVALLLILARLRRRLWVU e
L] L]
Orientation

(6.2.1) Soient u une application bilinéaire de E x E dans un espace vectoriel
F ; les valeurs de u sont entiérement déterminées par les valeurs des 9
vecteurs u(ay, a;), ou les indices i,j prennent chacun une quelconque des
3 valeurs 1, 2,3 ; inversement, pour tout systéme de 9 vecteurs bt, de F,
il existe une application bilinéaire u de E x E dans F telle que u(g;, a;) = b;;
pour i, j égaux a 1,2 ou 3. L’application qui 4 u fait correspondre le systéme

des 9 vecteurs u(a;, a;) est donc un isomorphisme de P’espace vectoriel

2(E.E : F) sur Paspace Brod 1it F2 de 9 facteurs égaux A F 12.1_9\.

@\, L, ') Sur 1 &5pall proGu s Cgaux
On a alors, pour x = €,a, + &,a, + &za3, y = n,a, + n,a, + nias,
(6.2.1.1) u(x,y) = &by + Eimabyy + Einabys + Eonybay + Eanaba,

+&,n3bys + E3nybyy + E3nabsy + E3nsbas.

PAaner Ana 11 enit cumatriana lrncr\ altarnda) 1l “ﬂl f il euifRt Ana
LUul uv uw OULL dyiluvuiguu (uvop. alwilivyy, 1 1au LU LI JSullit yuy
u(a;, a;) = ulaj, a;) pour i # j (resp. u(a,a;) =0 pour i =1,2,3 et u(a;a;)

= —u(a;, a;) pour i # j). L’espace &L(E,E ; F) (resp. 4(E, E ; F)) est iso-
morphe a F® (resp. 2 F3). Tout ceci s’établit par des calculs immédiats
étendant ceux de (4.2.1) et que nous laissons au lecteur.

En particulier, si u est une application bilinéaire aiternée, on a, pour
x = &a, + &,a, + Eias, y = nya, + 1,0, + n3a,, en vertu de (6.2.1.1)

1€y my) 1€, 1y 1€3 73|
e T S v e i
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ll,l
.l.l

(& N np lo mﬁme

\'{r-1r J i L11A\/ 111 a “
\ I by |

E x E x E dans F est déterminée par les 27 vecteurs u(a;, aj, a;) ou i, j, k
prennent chacun une des 3 valeurs 1, 2, 3. Nous nous intéresserons parti-
culi¢rement aux applications trilinéaires alternées ; il n’y a alors que les
6 valeurs u(a;, a, a;) correspondant a des valeurs distinctes de i,j, k qui
puissent €tre #0, et en outre ces valeurs sont liées par les relations

u(a,, a, az) = u(a,, as, a,) = u(as, a,, a,)

ro de
L 2 AW

n
0
3
3

Pu—

[

(?]

NN nn lr\1f 1
\J AV VUL [ 2
\

—

= —u(a,, as, a,) = —u(as, ay, a,) = —u(a,,ay, as)

en vertu de la définition (3.2.15). Si c est la valeur commune de ces 6 vecteurs,
on a donc, pour

x = &yay + &a; + &3a3,y = ma, + n,a; + n3as,z = (ia, + a, + (3a3,
(6.2.2.1) u(x, y, z) =
= (&yn205 + Eam3ly + E3ny o —Eimsly — E3naly — &anyls)e

\ a

et 'application u — u(a,, a,, a;) est un isomorphisme de I’espace vectoriel
S, E,E ; F) sur F.

Enfin, on voit comme dans (4

I4
alternée de E X E X E x E un espace vec

2.2) que toute a ppllcatlon quadrilinéaire

CL

identiquement nulle.
(6.2.3) Les définitions et calculs de (423) et (4.2.4) s’étendent de fagon
nsions et n s en

qngm -autom “thue a lpqpsmp a 3 dimen
lecteur le soin de faire cette extension.

De (6.2.2) il résulte que I'espace Z(E,E,E ; R) des formes trilinéaires
alternées sur E x E x E est une droite vectorielle ; une fois choisie une
base {al, a; as} de E, une forme trilinéaire alternée ¥ sur E x E x E est
déterminée par le seul scalaire y = ¥(a,, a,, a3), la valeur ¥(x, y, z) étant
donnée par (6.2.2.1), ou ¢ est remplacé par y

*R
D
S
>
-
D
Y
ol
3
3
>,
D~
>
"
o)
-
o)
]
3
-’
C o
~
o~

alternée ¥ sur E x E x E,o alt

Wi/ af_ .\ WNE(_

(6.2.4.1) ¥(u(x), u(y), u(z)) = det(u). ¥(x, y, z).

La démonstration est celle de (4.2.6.1), ou on remplace les formes biliné-
aires par les formes trilinéaires, utilisant (6.2.3).
En particulier

(6.2.4.2) det(lg) = 1
et si g est un isomorphisme de E sur un espace vectoriel E' & 3 dimensions
6.2.4.3) det(gug ') = det(u).

Pour deux endomorphismes u, v de E, on a
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(£ A A
Vel o*Be'®)

Ici encore la démonstration est celle de (4.2.7.1).
Pour que det(u) # 0, il faut et il suffit que u soit bijectif.
Méme démonstration que dans (4.2.8), utilisant cette fois (6.1.7).
(6.2.5) Soit {a,, a,, a3} une base de E, et soit
X1 Oy g3
.2.5.1) M(u) =\a2, 0y a23}
%3 O3z %33
la matrice d’'un endomorphisme u de E relativement a cette base ; soit ¥

la forme trilinéaire alternée sur E x E x E telle que W(a,,a,,a;) =1 ; on
a par définition (6.2.4.1)

det(u) = Y(u(a,), u(a,), u(a,))

(6.2.5.2) det(u) = oy 10550033 + Qg1 03503 + 03,0503

O X303 — K3 Hp%y3 — Ky Ky033.

On dit que ce scalaire est le déterminant de la matrice M(u) et on le note
det(M(u)) ou encore

| a3 o3, 33|

Pour deux matrices quelconques X, Y de type (3, 3), on a donc

w-ruy

2.5.3) det(X Y) = det(X) det(Y)

et pour qu'une matrice X de type (3, 3) soit inversible, il faut et il suffit que

det(X) # 0.
La formule (6.2.5.2) montre que pour toute matrice X de type (3,3) on a
(6.2.5.4) det(‘X) = det(X).

(6.2.6) Etant donnés une base {a,, a,, a;} de E et 3 vecteurs
x; =818y + £31a; + 83103, Xy = &2y + &32a; + €313,
x3 = §1303 + §33a; + 3303

il y a un endomorphisme u de E et un seul tel que u(a,) = x,, u(a,) = x,,
u(as) = x3, et la matrice de u relativement a la base {a,,a,, a3} est
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€11 €12 &13
(6.2.6.1) X=|¢1 &2 &

\531 532 633/

On a donc, pour toute forme trilinéaire alternée W sur E x E x E
(6.2.6.2) Y(x,, x5, Xx3) = det(X)¥(a,, a,, as).

Pour que x,, x,, x5 soient linéairement indépendants, il faut et il suffit que
u soit bijectif (6.1.7), ou encore que det(X) # 0, ce qui est d’ailleurs
équivalent a

S

£ 2\ v o owv ) _1_ ﬂ
\Vedso U ) I \Aly A2y AZ) 7~

pour toute forme trilinéaire alternée non identiquement nulle sur
E x E x E.

En particulier si a, b sont deux vecteurs linéairement indépendants dans
E, le plau l'oab a pour cquauuu r\u, b, x)=10 pour toute forme trilinéaire
alternée ¥ non identiquement nulle sur E x E x E.

Si malntenant {fis f2 , f3} est la base duale de {a,, a,, a;} dans E* (6.1.9),

iree enr ]-'4'
AWD U a

g1 = Bufi + Biafa + Bisfss g2 = Bar /i + B2z Sz + B23fss
gz = B3y i + Bs2fs + Basfs

soient linéairement indépendantes dans E, il faut et il suffit, d’aprées (6.2.5.4),
que 'on ait

}.611 Bi2 .613!
(6.2.6.4) P21 B2z Ba3| #0
Bsr Biz Bz
Cette relation est donc nécessaire et suffisante pour que trois plans
d’équations g,(x) = 4,, g,(x) = 4,, ga(x) = A3 aient un point commun et

un seul (6.1.10). Au contraire, en annulant le premier membre de (6.2.6.4)
on obtient la condition nécessaire et suffisante pour que les trois plans
d’équations g,(x) = 0, g,(x) =0, g;(x) =0 aient au moins une droite
commune.
(6.2.7) Considérons un systéme de trois équations linéaires a trois inconnues
519 62’ 63

B11&1 + B1282 + B13ds =

{ 1\ R £ L R £ 4L R £ _
\Ueke /o 1) lI’ZISI T P22%2 T FP2363 — 72

B31& + B328s + B33és = 7;

I
<
=
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Vs

V141 + Y20, + 73d;3 5 a
I'unique équation

o~
C

Soit ¥ la forme trilinéaire alternée sur E x E x E telle que W(a,,a,, a3)

= 1; §’il existe une solution (&,, &,, &;) de (6.2.7.2), elle vérifie aussi les
relations

(W(c, by, b3) = W& by + &b, + &by, by, by) = &,¥(by, by, by)

(6.2.7.3) W(by, ¢, b3) = W(by, E1by + &30, + $3bs, by) = £,¥(by, by, bs)
\‘P‘(bl’bZ, C) = ‘-‘F(blasz élbl + €2b2 + f3b3) = 63‘F(b1,b2, b3)

par définition d’une forme trilinéaire alternée. Distinguons deux cas :
A) On a ¥(b,, b,, b;) # 0 (autrement dit la relation (6.2.6.4) a lieu). Les
vecteurs b,, b,, b; sont alors linéairement indépendants (6.2.6), et par suite
forment une base de E (6.1.2). Comme on sait alors a priori qu’il existe
trois scalaires ¢, &,, ;3 vérifiant (6.2.7.2),-on en conclut sans calcul que,

quel que soit c, le systéme (6.2.7.1) admet une solution et une seule donnée
par les formules

(6‘2'7'4) 61 = 515—1’ 62 = 625—1’ 63 = 535_1

\

ou

Bir Biz Bz

Ba1 B2z Bas

|ﬂ31 ﬁ32 ﬁ33
71 Bz Pis] |1Bi1 71 Bis 1B11 Bz 71
0y = B2z B2 02 = (B21 72 Bas 03 = |B21 B2z 72
|73 B3z ﬁasl Iﬁsx 73 Bas lﬁsx B3 73'

(« formules de Cramer »).

B) On a W(b,,b,,b;) = 0, c’est-a-dire § = 0. Il résulte de (6.2.7.3) qu’une
condmon nécessaire pour que le systéme (6.2.7.1) ait une solution est que

I’on ait aussi
(6.2.7-5) 51 = 0, 52 = O, 53 = 0.
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premier lieu que 'on ait b, = b, = b; = 0 il est alors nécessaire que
¢ = 0, et tout systeme (&, &,, &;) est alors solutlon de (6.2.7.1). En second
lieu, supposons que par exemple b, # 0 mais que b, et b; soient de la
forme b, = Ab,, by = ub, (autrement dit, deux quelconques des trois
vecteurs b,, b,, b; sont linéairement dépendants) ; il résuite de (6.2.7.2)
que ’on doit aussi avoir alors ¢ = vb, et I’équation (6.2.7.2) se réduit a
&+ /162 + ,u«f3 = v ; on peut prendre &, et &5 arbitraires et 1’équation

4 Anevenntan A fFame s2eatrezra

pleCUUllLC UClUlllllllC L_,l UC layull uuu.]uc
Enfin supposons que {b,,b,} soit un ensemble libre, ce qui signifie
encore (4.1.1) que les trois scalaires

.ﬁll 312| .ﬁ2l ﬁ22l Iﬁll ﬁlZI
ﬁZl ﬁ22 B31 ﬂ32 ﬂ31 ﬁ32

ne sont pas tous nuls. Alors les conditions 6 =0, 6; = 0 signifient
qu’il y a des scalaires A,, 4,, u;, 4, tels que l'on ait by = A,b, + A,b,,
¢ = u by, + u,b, et ’équation (6.2.7.2) se réduit a

(&1 + 4183 — by + (&2 + 4,83 — pua)b, =0,

c’est-a-dire aux deux équations &, + 4,&3 = u,, & + 4,3 = u, ; on peut
prendre 63 arbitraire et les équations précédentes déterminent &, et &, de

fagon unique.
(6.2.8) Avec les notations de (6.2.6), supposons que les formes linéaires
d1» g2, g3 ne soient pas nulles ; alors le systéme (6.2.7.1) admet une seconde
interprétation : il signifie que le point x = &¢,a; + &,a, + ;a5 appartient
a lintersection des plans P,, P,, P, d’équations respectlves

P, :g:x) =7, P, 1 g,(x) =y, P; :g3(x) = 7;.

Le cas A) de (6.2.7) est celui ou les directions de P,, P,, P; n’ont pas de
droite commune, et ’on retrouve alors que les plans P,,P,,P; ont un
point commun et un seul (6.1.10) ; en outre les formules de Cramer donnent
explicitement les coordonnées de ce point. Le cas B) est celui ou les direc-

tions de PnP‘_).Pa ont au moins une droite commune ; dire que deux

qne]onnnnpq des cteu b.. b,.b. sont linédairement Apnpnrlnnfc sionifie

VWAV LI BVD v v unv ul, Uz vy Wiliw v Digmiiiinw

que les trois plans P,, P,, P; sont parall¢les, et dire que c et b, (par
exemple) sont linéairement dépendants signifie alors que ces trois plans
sont en fait identiques (I’ensemble des solutions de (6.2.7.1) étant alors ce
plan). Si au contraire deux au moins des trois plans P,, P,, P; ne sont pas
parali¢les, les conditions (6.2.7.5) sont nécessaires et suffisantes pour que
ces trois plans aient une droite commune.

(62 9) Une troisieme interprétation du systéme (6.2.7.1) (ou de I’équation

/aiente \U.4.71.4)) uuumou.« a COLIGCICL 1 uu yuc vl

de E tel que u(a,) = b,, u(a,) = b,, u(a;) = b; (6.1.6), autrement dit
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I enaomorpmsme dont la matrice relativement a base {-1 a,,a } est

/ﬁn Bi2 PBis
(6.2.9.1) B=(ﬂ21 B2z Bas

\ .. R R
F3itr F32 V33

L’équation (6.2.7.2) s’écrit alors
6.2.9.2) u(x) = c.

On a 6 = det(B) = det(u). Le cas A) de (6.2.7) est celui ol u est bijectif
(6.2.4), et la solution unique de (6.2.7.1) est

(6.2.0 3)

\v.-.l.v’

SN — w‘

u~ )
W

u J°

«
lII

En donnant successivement a ¢ les valeurs a,,a,,a;, on obtient, par
les formules de Cramer, les vecteurs u~'(a,), u~!(a,), u~ '(a;), c’est-a-dire

alsa aaaseav ~ra Searawa - e

les colonnes de la matrice B~ de u™" relativement 2 la base {a;,ay a;3}.

Le cas B) de (6.2.7) est celui ou u est de rang 0, 1 ou 2 ; dire que b,, b,,
b, ne sont pas tous nuls mais que deux quelconques de ces vecteurs sont
linéairement dépendants signifie (6.1.6) que u est de rang 1 ; dire qu’il y a au
moins deux d’entre eux qui sont linéairement indépendants (mais det(B) = 0)
signifie que u est de rang 2 et alors les conditions (6.2.7.5) sont nécessaires
et suffisantes pour que le vecteur ¢ appartienne au plan vectoriel u(E).

(69 10\ Comme cac narticnnliar de ce Ani nrécrdada Aan nhtiant 1n Adtarminatian
\WVeane Lv’ AR AAREVY VGO yul LiWWIIVI UV VW "l"u PLVVWWALYy VI Liviil 1 Uw vl llllllatlull

—

des valeurs propres d’un endomorphisme u de E (3.2.10). Pour que 4 soit
valeur propre de u, il faut et il suffit que le noyau de u — 1. 1¢ ne soit pas
réduit 4 0, ou encore (6.2.4) que

(6.2.10.1) detw —A.1g) =0

Cette équation est appelée équation caractéristique (et son premier
membre le polynéme caractéristique (en A)) de 'endomorphisme u ; si,
relativement 3 une base {a,,a,,a;} de E, on a

GO
s Mo Y
J.4.

/“11 Oy2 o‘13\
M(u) = \ %21 %22 %23 |
\a31 d32 0‘33/
I’équation (6.2.10.1) s’écrit
(6.2.10.2) A3 — BA2 +9A—6=0
avece
[ﬂ = Oyq + %p; + %33
(6.2.10.3) l)’ = 031033 + 055033 + K330 — 3055 — Op3035 — %3303

0 = det(u) = det(M(u))
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end évidemment nas de la base

s p UWwiliiliwiiv pPGU W

que I’équation (6.2.10.2) admet toujours au moins une racine 4., et par
suite il y a toujours au moins un vecteur propre b, correspondant a 4,
(que I'on peut calculer explicitement une fois A, connue, par la méthode
de (6.2.7)). Si {b,, b,, b3} est une base de E ayant b, pour un de ses vecteurs,
on voit que, relativement a cette base, la matrice de u sera de la forme

M
¢
>
2
n
¢
-]

w
89
=
-
ﬂ\
t.o)
\-r

/11 Bi2 Bis
{6.2.19.4) \0 ﬁzz ’923}
0 ﬁ32 ﬁ33

la

RAE Vwwiwa

3

Soit g la projection de E sur le

|1 PRV ANJ AL AW ‘_J

P
{b,, b3}, dans la décomposition de E en somme directe de P et de la droite
Dos, ; 'application y — g(u(y)) est un endomorphisme v de P dont la
matrice relativement a {b,, b3} est

‘/ B> st\'
\Bs2 B33/
puisque u(b;) = B,,b, + B22b; + B3sbs, donc qu(b,)) = B22b, + Ba3b; et
de méme pour g(u(b;)). La formule (6.2.5.2) (ou directement ’expression de
detu — A.1g) & laide de la forme trilinéaire alternée W telle que

VY471

¥(b,,b,, b3) = 1) donne aussitot

vectoriel P de E avant nour b
uJu a U

(6.2.10.5) det(u — A.15) = (A, — A)det(v — 4. 1)

et par suite, pour que le polyndme caractéristique de u soit de la forme
—(A — 4104 — 404 — 4y), il faut et il suffit que v admette des valeurs
propres, le polynéme caractéristique de v étant alors (4 — A,XA — 45).
Lorsqu’il en est ainsi, en prenant dans P une base {c,,c;} telle que c,
soit un vecteur propre de v correspondant a la valeur propre 4,, on voit
nna ralativamant & 1o haga 1o smrntst~n Ao 22 cat Aa 1o FAsean

YUy, 1viallvviiiviit a id vasc IUI, bz, 931, id 1llAaiiive UL U t UL 1a 1V11IVv

(« matrice triangulaire supérieure »)
.1 R 2 .

(M1 Pz Pz

(6.2.10.6) ( 0 A, 7,3 )

0 0 A,

5/
et alors 4,, 4,, A, sont les valeurs propres (distinctes ou non) de u.

(6 2.11) Les problémes de changement de base dans E se traitent exactement
r-nmm(-‘ dans {A') Iﬁ\ par une extension gui est encore laissée au lpntpnr

wNSaaAza re MW WO VAAVUVLIY iGISSVY Gw iVvivwe:

puisqu’elle ne comporte aucune circonstance essenticllement nouvelle.

(6.2.12) Comme I’espace vectoriel o (E,E E; R) des formes trilinéaires ‘alter-
nées sur EXEXE est une droite vectorielle (6.2.3), il est réunion de {0} et
de deux demi-droites vectorielles ouvertes ', " (3.3.3) qui sont appelées
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es (E, &), (E, #") son

0
3 dimensions orientés ayant E pour espace vectoriel sous-jacent.

Soit ¥ une forme trilinéaire alternée appartenant 3 &/’. On dit qu’un
triplet (a, b, ¢) de vecteurs linéairement indépendants de E (formant donc
une base de E (6.1.2)) est direct ou positif (resp. rétrograde ou négatif) dans
I’espace orienté (E, /') si 'on a ¥(a, b, c) > 0 (resp. ¥(a, b, c) < 0). Cette
définition ne dépend pas du choix de ¥ dans &', tout autre élément de &’
étant de la forme oW avec o > 0. Si le triplet (a, b, c) est direct dans (E, d')
il en est de méme de \u, c, a) et de \c, a, u; , par comntre les ti‘iplem \a,c, u;,
(¢, b, a), (b, a, c) sont rétrogrades dans cet espace orienté. Quand on change

d’orientation, les triplets directs et rétrogrades s’échangent.

Soient (A, A’, A”) trois demi-droites vectorielles non dans un méme
plan, a,a’,a” des vecteurs #0 de A, A’, A” respectivement ; on dit que dans
’espace orienté (E, o7’) le triplet (A, A', A”) est direct (resp. rétrograde) si le
triplet (a, a’, a”) est direct (resp. rétrograde) ; cela ne dépend pas des vecteurs
a,a’,a” choisis dans A, A’, A” puisque tout autre vecteur #0 de A (par
exemple) est de la forme Aa avec 4 > 0.

Au contraire de ce qui se passe dans le plan (4.3.1), si (a,b,c) (resp.
(A, A', A”)) est un triplet direct, le triplet (—a, —b, —c) (resp. (—A, —A’, —A"))

2 Staen renery

An
CDt recuaoyr aae.
(6.2.13) Soit u un automorphisme de E. Si ¥ est une forme trilinéaire
alternée sur E x E x E, on a W(u(x), u(y), u(z)) = det(u). ¥(x, y,2); si

W n/’ la forme trihnpairp alternée (v Vs 7\ —_ \U{u{v\ u{n\ 11{7“ (rhfe

oar
LERAAVCRLL wi liwvw
a

t

transformee de ¥ par u) appartient & &/’ si det(u) > 0, é le" si det(u) <0;
autrement dit, les automorphismes u qui laissent invariante I’orientation
' (ou «") de E sont ceux tels que det(u) > 0 ; on dit encore que ce sont
les automorphismes de |’espace orienté (E, .o/') (ou(E, «/”)). Ils forment un
sous-groupe distingué GL*(E) de GL(E). Si un triplet (a, b, ¢) de vecteurs
est direct pour une orientation de E, pour la méme orientation le triplet
(u(a), u(b), u(c)) est direct si det(u) > 0, rétrograde si det(u) < 0.

(£ 14\ Q +t T ot D A + 11a wvont
(Vokae 15%) Soient D et P une droite vectorielle et un plau vectoriel

Sup-
plémentaires dans E. Supposons choisies une orientation de D ( 3.3) et
une orientation de P (4.3.1) ; si a est un vecteur #0 sur 'orientation A de
D, (b,c) un couple direct de vecteurs de P, pour l'orientation choisie,
alors le signe de ¥(a, b, ¢) (pour une forme trilinéaire ¥ sur E x E x E)
ne dépend pas du choix des vecteurs a, b, ¢ vérifiant ces conditions ; on
voit en effet que si a',b’,c’ sont trois autres vecteurs qui vérifient ces
conditions, et si u est l’automorphisme de E tel que u(a) = a',u(b) =
u\(,) = L on a a = oa avec o > U et ucuu; = x. (lCl{U}, OU v est l amor‘nur-
phisme de P tel que v(b) = b', v(c) = ¢’ (qui par hypothése vérifie det(v) > 0).
Il y a donc une orientation bien déterminée de E telle que pour les

farmae trilindairac WU annartanant a ~atta Ariantatin An ait WA l\ /-\ \ n
1V1 111V L1llllivalilivoy 1 ayyu; lviidllil G Vwlilwv levntauuu, Vil ail 1 \u ’

on dit que c’est I'orientation de E somme directe de celles de D et de P.
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v 1
d’autre part une orientation de P ; il y a alors une orientation bien déter-
minée de D telle que l'orientation donnée de E soit somme directe de
celle de D et de celle de P. Si (b, ¢) est un couple direct pour I'orientation
de P, les vecteurs de l'orientation voulue de D sont les vecteurs ae D
tels que ¥(a,b,c) > 0, ou ¥ appartient a 'orientation choisie de E. On
dit encore que l'orientation ainsi déterminée sur D est supplémentaire de
l’orientation de P par rapport a l'orientation de E ; elle se transforme
d’ailleurs en I'orientation opposée lorsqu’on remplace ’orientation de E
ou celle de P par l'orientation opposée, mais ne change pas si on remplace

d la fois les orientations de P et de E par leurs opposées. On définit de la
QOa mn 1A e l’nﬁ;oﬁfnfinﬂ Aa D naann’/‘mnu#n;un A%vrena Ariantatinan da T
1116111 HIAllIVIV 1 Viiviilaluvll Uv 1 suppicrincrauar € U uliv vliiviiwaiuivil uv v
par rapport a une orientation de E

Thémes d’exercices
1) Trace d’un endomorphisme. Soient u un endomorphisme de E,

X/ a{2 [+ 2R

11
ix iV

M(u) ={ ay; ay; 053

w31 w3z w33/

sa matrice relativement a une base {a,, a,, a3} de E. On appelle trace de u (ou de
M(u)) le scalaire a,, + &, + a3 ; il est indépendant de la base {a,, a,, a3} choisie ;
on le note Tr(u¥) ou Tr(M(u)). Si I'équation caractéristique de u peut s’écrire
(A=A )4 — 204 — A43) =0,0ona Tr(u) = A, + 4, + A3 et det(u) = 1,4,4;. Pour deux
endomorphismes quelconques u,v de E, on a Tr(vu) = Tr(uv). Inversement, si f est
une forme linéaire sur 'espace vectoriel M,(R) telle que f(YX) = f(XY) pour tout
couple de matrices (X, Y) de type (3, 3), montrer qu’il y a un scalaire « tel que
f(X) = oTr(X).

Montrer gue si ’'on a Trlu) = Tr(12) = Tr(u3) = 0 u ect nilnotent dane End(R) et
\iiviwi Ul“\/ D4 4 Vil r s l\ , r s l‘“ , a l\“ ’ V’ W WwWOIV llllyvbvll\« AS 122 ¥y ) I..JII\I‘I-{,, we
rAAtrra nlinmanf (nf;‘;onr (& 10 AN
TECIproquement (Ulliiser (v.£.1V.4yj.

2) Montrer que dans I’exerc. 2 de la section (6.1), les scalaires a, 8, y et 6 sont
indépendants des bases relativement auxquelles les matrices ont les formes indiquées.

3) Classification des endomorphismes. Le polynéme caractéristique d’un endo-
morphisme u de E peut toujours s’écrire (x — A)P(4), ot P est un polynéme du second
degré. Lorsque P admet des racines, montrer qu’il existe une base de E telle que
la matrice de u relativement a cette base soit de I’'une des formes

» o50) (o51) (o0 (Siz)

00y 005/\00/3/\00

Lorsque P n’admet pas de racines, il existe une base de E relativement a laquelle
la matrice de u est de la forme
a O 0\
2 0 0 B! avec V2 1+ 4R <0
‘h’ v NS “ s 54 / 1] ‘Y’I ™~ v

———
(e
[—y
< X
SN—

«

C
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(Da“s tous les cas, se ramener au cas ou & = 0 en considérant v =u — a.1g. St
= v~ 1(0), considérer les divers cas possibles pour le s ous-espaces v~ !(N) et v(E))
Dédulre de 13 la détermination du sous-anneau de End(E) formé des éléments qui

w s

permutent avec u, et du centralisateur de u dans GL E) lorsque u est inversible (cf.
section (5.3), exerc. 1 et 3).

Montrer que si A3 — 6A% + pi — & est le polyndme caractéristique de u, on a
u® — ou? + pu — 6 = 0 (« théoréme de Hamilton-Cayley »).

Si, relativement a une base de E, la matrice de u a la forme

’ 13 .

Par contre il n’y a aucune base relativement 3 laquelle la matrice de u soit diagonale
X A

De mér"m., si, relativement 2 une base de E, 1a matrice de u a la derniére des formes (1),

il n’y a aucune base de E relativement a laquelle elle ait une des autres formes.
Montrer que si, relativement a une base de E, u a une matrice de la forme

o A u
(0 o A\
\0 0 of

avec A # 0, il y a une base de E relativement a laquelle # a pour matrice la derniére
des formes (1).

4) Montrer que dans ’anneau A = M,(R), les sous-anneaux commutatifs maximaux
sont nécessairement de I'une des formes gCog ™!, gCog ™, gCog ™!, gCgg~ " (notations
de la section (6.1), exerc. 3), ou ge GL(E). (Utiliser la détermination de I’ensemble
des matrices permutant avec une des matrices des formes (1) ou (2) dans I’exerc. 3.)

5) Le groupe unimodulaire. L’application u — det(u) est un homomorphisme de
GL{E) sur R*, dont le noyau est un sous-groupe distingué de GL(E), appelé groupe
unimodulaire et noté SL(E), ou SL3(R), ou SL(3,R).

L’application u — ((det(w))}, (det(u))” ‘) est un isomorphisme du groupe GL(E) sur
le groupe prodult R* x SL(E). Au contraire, si P est un plan vectoriel, SL{P) n’est

r direct de GL(P) (il n’y a pas de sous-groupe distingué A a deux éléments

Nsa NFadi\a ) \ J & PAS W WOTEL Ve S o & BVLA VaAViiAVIAWS

ne A~ QI ( I }

A) Générateurs. Montrer que tout élément de SL{E) est, soit une transvection,
soit un produit de deux transvections, soit un produit de trois transvections ; donner
des exemples d’éléments qui ne sont pas produits de moins de trois transvections.

Montrer que tout élément de SL(E) est produit de deux ou de quatre quasi-
symétries. (Utiliser la section (6.1), exerc. 4.)

B) Propriétés de conjugaison. Soient u, v deux éiéments de GL(E) ayant tous deux
trois valeurs propres distinctes, ou dont les polynGmes caractéristiques sont tous
deux produits d’un facteur du premier degré et d’un facteur du second degré n’ayant
pas de racines. Pour que u et v soient conjugués dans GL(E), il faut et il suffit qu’ils
aient méme polynéme caractéristique. Lorsqu’on n’est pas dans les cas précédents,
montrer que ’ensemble des éléments de GL(E) ayant un polyndéme caractéristique

\/
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donné est réunion de deux classes d’intransitivité pour GL(E) (o érant par u — tut” l)

si u et v ont chacun deux valeurs propres distinctes, et réunion de trois classes d’intran-

sitivité si u et v n’ont chacun qu’une seule valeur propre (utiliser I’exerc. 3, et la section
(5.3) exerc. 3). En outre, si u# et p sont coniuouéds dans GL(E) il existe w e Sllp\ tel

\Vre Jy WAL we Jo AJiL UNaliwy ODViiL WViljUuaWwo Laiio Big\Ast)y 21 ATVw V¥ O Bi\A&d ) VWE

que v = wuw™ ! (observer que le centralisateur de tout élément de GL(E) contient
toujours — 1g).

AAAnbanne ~1vn -

. Anras
JAJLVJIER] quc ue

C) Centre et groupe des commutateurs. Le centralisateur de SL(E) dans GL(E) est
le centre Z de GL(E), et le centre de SL(E) est réduit a 1;. Toute transvection est un
commutateur uvu” ‘v~ ! de deux éiéments de SL(E) (utiliser Ie fait que deux trans-
vections sont conjuguées dans SL(E)). En déduire que SL(E) est son propre groupe
des commutateurs et le sous-groupe des commutateurs de GL(E).

D) Sous-groupes distingués. Montrer que SL(E) n’admet pas d’autre sous groupe
distingué que lui-méme et ’élément neutre. (Raisonner comme dans la section (4.2),
exerc. 7 C), en remplagant ®(E, D) par ©'(E, D)).

6) Soit # un automorphisme de E. Montrer que les quatre propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) pour tout vecteur x € E, x, u(x) et u*(x) sont dans un méme plan ;
b) tout plan vectoriel de E contient une droite vectorielle invariante (

) tout plan vectoriel de E conti

c) toute droite vectorielle de E est contenue dans un plan vectoriel invariant (globale-
ment) par u ;

d) pour tout plan vectoriel P de E, les plans P, u(P) et «*(P) ont une droite commune.

S’il existe en outre dans E un plan vectoriel P et une droxte vectorielle D < P,
tels que P soit invariant par u et que D soit la seule droite vectorielle dans P invariante
par u, montrer que u = h;t ot A # 0 et ¢ est une transvection. S’il existe dans E un
plan vectoriel P et deux droites vectorielles distinctes D,, D, contenues dans P et
telles que D, et D, soient les seules droites vectorielles dans P invariantes par u,
montrer que u est de la forme h,v, ou 4 # 0 et v est une dilatation. Enfin si ’on n’est
pas dans un des deux cas précédents, montrer que u est une homothétie. (Utiliser la
section (6.1), exerc. 4D). (Voir Annexe IV, n° 10).

7) Montrer que pour qu’un endomorphisme u de E admette une racine carrée
dans End(E), il faut et il suffit que relativement & une base convenable de E, il ait
une matrice de 'une des formes (1) de I’exerc. 3 avec les éléments diagonaux >0,

exception faite des matrices semblables a

par u ;

010 010
00 0) avecf>0,oua {0 O 1
\0 0 B/ \0 0 0/

ou une matrice de la forme (2) de I’exerc. 3 avec a > 0 (cf. section (5.4), exerc. 2), ou
enfin une matrice de la forme
a 00
(65 o)

0 0 P
avec o > 0.
8) Soit u un automorphisme de E. S’il existe deux automorphismes involutifs v, w
de E tels que u = vw, il existe he GL(E) tel que u ! = huh~!. Inversement, si u

posséde cette derni¢re propriété, montrer que, ou bien u est involutif, ou bien il existe
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une base de E relativement a laquelle la matrice de 4 ou de —u ait 'une des formes

10 0 100 110 /100
/o x —,f,e\ avec o + B2 = 1, {0 i 0 \ {o 1 1\\ {0 1 1\
\o B a/ \0 0 rl/ \o 0 1[ \0 0 1/

Inversement, montrer que si ¥ a une matrice de I’'une de ces formes, il existe deux
automorphismes involutifs v, w tels que u = vw (cf. section (5.3), exerc. 3).

9) Etant donnée une forme bilinéaire ® sur E x E, on appelle discriminant de ®
relativement a une base {a,, a,, a;} de E, le déterminant de la matrice M(®) = M(dy) de
® relativement a cette base. Quelle est la relation entre les discriminants de ® relative-
ment a deux bases différentes ? Si on définit comme dans la section (4.2), exerc. 10,
la notion de forme bilinéaire dégénérée, montrer que, pour que @ soit non dégénérée,
il faut et il suffit que son discriminant soit #0.

10) Classification des formes bilinéaires symétriques. On définit comme dans la

section (4.2), exerc. 10, la notion de formes bilinéaires équivalentes. Montrer que si ®
est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée, il y a une base de E relativement

VAl ViiliiviRiiw U yiiiwvaa 2AVEE SV wiivi Wy Wiiw UGROW - A Wil wa V wisdwase

a laquelle M(®) a I'une des formes
l/l 0O0, a1 0 0 2 0o 0 /-1 0 0\

S N PO I PO TS I PO
\U 1 U/ \; 1 U/ \U 1 U/ v 1 U/
0 0 1 0 -1 0 0 -1 0 0 -1
qui sont dites respectivement avoir pour signature (3,0), (2, 1), (i, 2) et (0, 3) : montrer
que les formes bilinéaires symétriques correspondant 4 deux de ces matrices n’ayant
pas méme signature ne sont pas équivalentes (considérer les sous-espaces vectoriels
maximaux ou ® (x, x) reste > 0). Enoncer les résultats correspondants pour les formes
bilinéaires symétriques dégénérées (avec les notations de la section (4.2), exerc. 10,
considérer un sous-espace supplémentaire de N dans E).
11) Soit ¥ une forme bilinéaire alternée sur E x E. Montrer que le sous-espace
N des x € E tels que ¥(x, y) = 0 pour tout y € E n’est pas réduit a 0 (autrement dit ¥

est dégénérée) et que si ¥ n’est pas identiquement nulle, il y a une base de E relative-
ment a laquelle M(\P) a la forme

1111 ayuvv ia 1U1

0 -1 0
1 0 0
\0o 0 0/

(Si W(a, b) # 0, considérer les plans d’équation ¥(a, x) = 0 et \¥(b,x) = 0.)



CHAPITRE VII

Géométrie euclidienne a trois dimensions

§ 1. Bases orthogonales; endomorphismes adjoints

e

PR PR Aol ne un sals ds
lul}‘b'c, D aes yric {

un espace euc

.1.1) On dit que dans E une base {a,, a,,a;} est orthogonale si les trois
couples de vecteurs distincts de cette base sont orthogonaux ; on dit que
la base {a,,a,, a3} est orthonormale si elle est orthogonale et si en outre
les trois vecteurs de la base sont unitaires, autrement dit si 'on a

£

(7.1.111) (aliaz) - (azia3) - (a3ia1) - 0, iialii ii ii = iia3ii - 1.
Il revient au méme de dire que relativement & une telle base, la matrice
de la forme bilinéaire (x|y) (6.1.8 et 4.2.4) est la matrice unité, ou encore

que, pour deux vecteurs x = &,a, + &,a, + &ias, y = nia, + nia, + nias,
le produit scalaire est donné par

1.1.79) (xW) = E.n. + E.n. + E.n
N 21 + S3

\feRonem,

et par suite la norme par

(7.1.1.3) |x[|* = & + &3 + &3

En outre, la formule (7.1.1.2) donne en particulier ’expression des co-
ordonnées par des produits scalaires
(7.1.1.4) &1 =(xlar), &= (x|as), & = (x|ay).

Si {a,,a,, a3} est une base orthogonale, les vecteurs a,/|a,|,
as/||as|| sont unitaires et forment par suite une base orthonormale.
(7.1.2) Comme dans E les hyperplans sont les plans (6.1.6), il résulte de
(5.1.7) que pour toute droite vectorielle D dans E il y a un plan P orthogonal
a D, égal a I’ensemble de tous les vecteufs orthogonaux a D, et supplé-

Anta Aa TY Qi £
mentaire de D. St a F= U 0 est un vecteur de D l'\ b # 0 un vecteur de [ D il

existe dans P des vecteurs #0 orthogonaux a b (5.2.2), qui sont en fait tous
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AI‘
G

2
D
F‘
2
(=
5

vecteur c, {a, b, c} est une base orthogonale de E, puisque lon sait (5 2 )
que (b, c} est une base de P. Tout vecteur a # O fait donc partie d'une
base orthogonale de E et ce qui précéde donne une description de toutes
ces bases.

(7.1.3) Prenons maintenant dans E un plan quelconque P, et soit {a, b}
une base orthogonale de P (5.2.2). Le plan P’ orthogonal a D, contient
donc b, et il y a par suite (7.1.2) dans ce plan un vecteur ¢ qui forme avec
a et b une base orthogonale {a, b, ¢} de E. On en conclut que D = Dg, est
orthogonale a P, et comme P est un hyperplan, P est le plan orthogonal

b n . Y
at N la Arnita th la & D (S5 1 N On it A
a 1 € L a Groii orinogonas€ a r (J.1.7). ©n voit Gonc qu 1Cl, comme dans

ies plans euclidiens, tout hyperpian est I’hyperplan orthogonai a une

droite.
Si maintenant f est une forme linéaire non ider tiqngmgnt ulle sur E,

f(x) = 0 est I’équation d’un plan vectoriel P (3.3.6) ; re part, si b ;é 0
est orthogonal 3 P (nous venons de voir qu’il ex1ste de tels vecteurs),
(x|b) = 0 est aussi une équation de P (5.1.7) ; par suite (3.3.6) il existe un
scalaire o # 0 tel que I’on ait identiquement f (x) = a(x[b) = (x|ab) ; on en
conclut :

(7.1.4) Pour toute forme linéaire f sur E, il existe un vecteur ac E et un seul
tel que I’on ait f(x) = (x|a) pour tout x € E.

Ce qui précéde prouve en effet I’existence de a lorsque f # 0 ; le cas
f = 0 et 'unicité de a se traitent comme dans (5.2.3).

Si I’on a pris dans E une base orthonormale {a,, a,, a3} et si la forme

f2crmann A X T YN m=-rmmd

ur matrice (Otl oy a3; relativement a cette base \U 1.8 o;, le vecteur
4, + a,a, + aza; est lc vecteur unique tel que f(x) x|a) pour

Noug laissons encore au lecteur |
A VT VUMY 1GIVUVIIAY wilwVU iliw W AWWiw 4 1

&
5
D
3
=3
D
‘
3
(4]
[7,]
[N
(¢
(@]
Q
Q
=
(oW
(@]
3
3
€D
[¢’]
o

n
13 Wwii Twiiil

4

des résultats de (5.1), qui ne présente pas d’intérét particulier.
Comme dans (5.2.3), on voit que dans E, une similitude u est nulle si
u(u) = 0, bijective si u(u) # 0. Si {a,, a,,a;} est une base orthonormale de
E, les conditions suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que u soit
une similitude de mulitiplicateur o :
(71.141) { (u(_a,-)|u(a;)) =a pouri=1,273
— N -~ "d' I nIY

{(u(a;)|u(a;)) = 0 pour i, j

Plus généralement, pour qu’une application linéaire g de E dans un
espace euclidien F queiconque soit une isométrie, ii faut et il suffit que I’on
ait ||g(a;)| = ||a:l| pour i = 1,2,3 et (g(a))|g(a;)) = O pour i  j. L’existence
de bases orthonormales dans tout ¢ espace euchdlen a 3 dimensions (7.1.2)

1S a 3 dimensions sont iS(‘)i‘m’)‘r‘pné"S
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ans vectoriels quelconques dans E,
{a,b} (resp. {a’,b’}) une base orthonormale dans P (resp. P'), on a vu
(7.1.3) qu’il y a deux vecteurs ¢,c’ dans E tels que {a,b,c} et {a,b’, c’}
soient des bases orthonormales de E. Donc on voit que, non seulement
les plans euclidiens P, P’ sont isomorphes (5.2.3), mais qu’il y a une iso-
métrie u de E telle que u(P) = P’. Le méme raisonnement montre que si
D, D’ sont deux droites vectorielles de E, il y a une isométrie u de E telle

que u(D) =

[1.1.3) DOll W Uflé]()rme Dumealre quc I que sur E X E LC memc I'alSOHDC'
ment que dans (5.2.4) montre qu’il existe deux endomorphlsmes de, Sp de
E, dits respectivement associé a droite et associé a gauche a ®, tels que I’on
ait anale Aane entant v v dane B

Qlly \luUlQ L‘u\v OVIVIIL Ay uaill .I.J,

(7.1.5.1) B(x, y) = (x|de(y) = (So(X)|y)-

Inversement, pour tout endomorphisme u de E il existe une forme bili-

/ " —_— { — .
néaire et une seule @ (resp ®") telle que u = dy (resp. u = sg+), savoir
1

les formes ®'(x, y) = (x|u(y)) et ®"(x,y) = (u(x)|y_). On a ainsi défini deux
isomorphismes canoniques ® — dq, et ® — sq de #(E, E ; R) sur End(E).

On en dédunit comme dans (5.2.5) gu’a tout endomornhisme u de E

WIS LELE WUVRLLLILLIV  MQAD (Veaed ] MU & I-\Iu\- WiIINA\JRIAVL pARIDEREV | &

correspond un endomorphisme u* et un seul tel que, pour tout couple de
vecteurs x, y de E, on ait
(7.1.5.2) @X)|y) = (xju*(y)).

On dit que u* est I’endomorphisme adjoint 4 u ; on voit comme dans
(5.2.5) que I'on a ainsi défini un automorphisme involutif u — u* de I’espace
vectoriel End(E), et que les relations (5.2.5.3) et (5.2.5.4) sont encore valables.
On définit comme dans (5.2.5) les endomorphismes hermitiens et les endo-
morphismes antihermitiens, et on caractérise encore les similitudes et les
transformations orthogonales dans E par les relations (5.2.5.5) et (52 5. 6)

am b2 mam s P . Y U S e o hian mim e mmamm om s o~ an -~

Dllllll, C€s notions s¢ traauisent €n termes UC 1AL ICCdS COILILIIC Udll& (.) L.O)

Le groupe GO(E) (resp. O(E)) se note aussi GO;(R) ou GO(3, R) (resp.

O;(R) ou O(3, R)).
(7 1 ﬁ\ int uu endomor

\femews l CIATIMUT T

base orthonormale {a,,a,;, a3} de E formée de vecteurs propres de u.

En effet, on sait (6.2.10) que u (comme tout endomorphisme de E) a au
moins une valeur propre 4. Soit a # 0 un vecteur propre de u, correspondant
a 4, et considérons le plan P orthogonal 4 a. Pour tout vecteur ye P, on a
par définition (u(a)|y) = (aju(y)) = 0 puisque u(a) = Aa est orthogonal a
tous les vecteurs y € P. On en conclut que u(P) < P, et par suite la restriction
v=ulP deuaP estun endomorphisme de P ; en outre, cet endomorphisme

oY Nasmans s 2sa Anam s ,. Lo 2

est hermitien, car pour y,z dans P, on a par définition \v[y;|2) = \u\y"z;

= (y|u(z)) = (y|v(z)), d’otr v* = v. En vertu de (5.2.7), il y a donc une base

hicmo hormition Ado R Il DYICts tnuinuarc 1im
YISy L3 § [ 243

[N
TS Ié UCT Ls. AP CTAMWLC LU vKro “'le
’
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orthonormale {b,c} de P formée de vecteurs propres de v ; comme ce
sont aussi des vecteurs propres de u, la proposition est démontrée.

Si ’on traduit ce résultat dans le langage des formes bilinéaires, on
voit que pour toute forme bilinéaire symétrique ® sur E x E, il existe
toujours au moins une base orthonormale {a,,a,,a;} de E telle que 'on
ait ®(a,, a,) = ™a,, a;) = ®(a;, a,) = 0. En outre, les nombres

Ay = O(a,, al), /12 = (D(aZa a,), Ay = (I)(a3, as)

pulsque ce sont les valeurs propres de d.,, = 50 ; on dit encore que ce sont
les valeurs propres de ®. Si ces trois valeurs propres sont distinctes, les

’

droites nUal’DUaz’ ]')Ua3 sont bien déterminées comme les sous-espaces

propres de dg (3.2.10) ; on dit encore que ce sont les axes de la forme ®.

Si A, > 4, > A3, les valeurs extrémes A,, A; peuvent encore s’interpréter
comme suit. Considérons les valeurs de ®(x, x) sur la sphére unité S,,
ensemble des x = élal + ézaz + €3a3 tels que &2 + &2 + 6% 1 ; on peut
écrite @(x, X) = 4,87 + A8 + 4383 = A + (A — 43 + (A3 — 4)E3
= (A, — A3)&% + (A, — 43)¢% + A, si bien que A, est la plus grande et A,
la plus petite des valeurs de ®(x, x) dans S,, atteintes respectivement aux

~ten b

points x = +a, et x = ta,.
(7.1.7) Il n’y a rien d’analogue pour les espaces euclidiens a 3 dimensions
(ni pour les espaces de dimension supérieure) aux résultats de (5.2.8) (par

exemple la somme de deux rotations n’est nas une similitude en généra ])

Wwiawiiigs N/ iiiiiiw | et VIlIiilAvUMY Wil ;mwviiviti

Par contre, dans les espaces euclidiens a 3 dimensions, on a la possibilité
de définir la notion de produit vectoriel de deux vecteurs, qui ne se généralise
pas non plus aux autres dimensions.

Pour cela, remarquons que dans la droite vectorielle &/(E, E, E ; R) des
formes trilinéaires alternées sur E x E x E, il y a deux formes opposées
¥, ¥ telles que pour toute base orthonormale {a,,a,,a;} de E on ait
¥Y(a,,a,, a3) = +1 ; cela se démontre exactement comme le fait analogue

nAane la v lidsan (8 A2 CQuinnnanne Pagnana L‘ nu ionts at nntang U

puul i< Plall cuciiaicn \JS 1) LJUPPUDUIID 1 UOPG\.«\.« weriL C Vi 11UV 1

celle des deux formes W', W” appartenant a l’orientation choisie. Etant

donnés deux vecteurs x,y de E, 'application z - W(x, y, z) est une forme
linéaire sur E, et par suite (7.1.4) il existe un vecteur

P wsavw hal v weaa

ur uni mle n{Y v\ {dpnpndnnt
naturellement de x et y) tel que I’on ait, pour tout ze E

— {“(V 1

(v Y AP
R sy 2] = P\Ay )V)14)

On dit que p(x, y) est le produit vectoriel de x et y (dans cet ordre) et on le

(%) ., N R
note x /\ y , O a aonc

(7.1.7.1) Y(x,y,z)=(x A yiz)

) La notation x A y, parfois utilisée pour désigner un produit vectoriel, doit étre proscrite,
car en algebre extérieure elle désigne ce que I’on appelle un bivecteur sur E, et il est essentiel
de ne pas confondre cette notion et celle de vecteur de E.
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quels que soient x,y,z. L’application (x,y) - x A y est une application
bilinéaire alternée de E x E dans E, autrement dit (3.2.14), on a
(v L v\ K vy e v A v b v R a
\J\TJ\)I\)’-A/\)’TJ\« /\y,
xAp+y)=xAy+x Ay
(y 4 my M\
\/.1.1.4) (ax) Ay=x A(ay) = alx A y)
J \"J 7 \ J7

\y Ax=—x Ay eten particulier x Ax=0

En effet, pour prouver par exemple que 'on a y Ax = —x Ay, il suffit
de remarquer que ¥(y, x, z) = —¥(x, y, z) et par suite, d’apres (7.1.7.1),

ecteur #0 de E n’est orthogonal a E,

Aa svrAsarn  sare 1 |t

A
MmMANAQQNISTrAsan e d s A s - A — N . aq Oy
L -V, uv 111C111C PUUI 1IVO au

Ooni a llUbCDbaiICll.lC].l Yy VA + X N

formules (7.1.7.2).
Le fait que ¥ est alternée entraine aussi que I’'on a

(7.1.7.3) (xAylx) = x Ayly) =

autrement dit, le vecteur x A y est orthogonal a x et a y. En outre, comme
¥(x, y,z) = ¥(y,2,x), on a (x A y|z) = (y A z|x), qui ne fait que transcrire
la relation précédente.

Enfin, d’apres (7.1.7.1), on a, quels que soient x, y dans E,

(7]

"o
v

< O

Y(x,y,x Ry =|x & y|?

et par suite, si x et y sont linéairement indépendants, le triplet (x, y,x A y)
est direct dans I’espace orienté E.

Soit {a,,a,,a;} une base orthonormale directe de I’espace orienté E.
En vertu de (6.2.6.1) et (6.2.5.2), on voit que si x = &,a, + ézaz + &3a,,
y =ma, + n,a; + N3a3,z = {4, + {,a; + {305, 0na

& m G
1\ 7 72 S I = I
Y, 53,2 = |82 12 (2

lfs N3 Csl

21

(£ — £ Voo (E
= \&2713 53772)51 T \&63

C E aa N L (E s £ aa \F
(B S1713)52 T \G1ff2 5211)63
d’ou, en comparant avec la définition (7.1.7.1) et la formule (7.1.1.2) donnant
le produit scalaire, I’expression de x Ay :

(7.1.7.4) x Ay =(Ems — &mpday + (Eamy — Emz)az + (Eyna — Eamydas

1 £ YN 1 £ a1 1 £ an |

14 4 T
G2 I2 al | &3 13 a, 4 G1 (B! a,
¢3 S ¢2 M2
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On notera que la relation x A y = 0 est nécessaire et st jﬁuan e pour que
x et y soient linéairement dépendants, car on a vu (7.1.7.2) qu'elle est

nécessaire, et si inversement x et y sont linéairement independants, ilya
un vecteur z tel que {x, y, z} soit une base de E (6.1.4), donc ¥(x, y, z) # 0,
et a fortiori x A y # 0. On peut d’ailleurs aussi vérifier directement ce
résuitat sur la formule (7.1.7.4).

D’autre part, si x et y sont linéairement indépendants, le vecteur x A y
est orthogonal au plan P, d’aprés (7.1.7.3).

Rappelons enfin que la définition de x A y dépend de Vorientation
choisie sur E ; si on remplace cette derniére par I’orientation opposée,
x A y est remplacé par —x A y puisque W est remplacée par — V.

Thémes d’exercices
1) Déterminant de Gram. Soient {a,, a,,a;} une base orthonormale de E, x,, x,, X,
trois vecteurs de E, u ’endomorphisme tel que u(a;) = x; pour i = 1,2, 3. On appelle
matrice de Gram du triplet (x,, x5, x;) la matrice symétrlque

/(x1|x1) (xllxz) (x1|x3)\
\-2|f~1/ \-2|J~21 (ngxs)

(x3|xl) (x3|x2) (x3|x3)

Le déterminant G(x,, x,, x3) de cette matrice est appelé le déterminant de Gram
du triplet (x,, x,, x3). Montrer que la matrice de Gram de (x,, x,, x;) est égale i la
matrice de u*u relatnvement a la base {al,az,a3} en déduire que G(x,,x,, X3)

= (det(u))* = (¥(x;, X5, X3))* > 0 (notation de (7.1.7)).

On définit de méme pour deux vecteurs x,, x, de E la matrice de Gram du couple
(1, X2) comme la matrice symétrique

/{xlixl) (xlixz)\

((x2|x1) (lexz))
et le déterminant G{x,, x,) de cetie matrice est appeié le déterminant de Gram du
coupie (x,, ) ). Montrer que (pour une orientation queiconque de E), on a G(x,, x,)
= ||x; A x,|%. En déduire que si x,,x, sont linéairement indépendants, la distance
d du point x au plan P, ,, est donnée par d?> = G(x, x,, x,)/G(x,, x,) (cf. (5.1.7)).
Retrouver directement cette formule, en notant que I’on a d* = (x|x — z), ou z est la
projection orthogonale de x sur Po,‘l,,2 et en écrivant z comme combmalson linéaire
de x;, x,, déterminée par les équations (x,|x — z) = 0 et (x,|x — 2) =

2) Plus courte distance de deux droites. Soient D, , D, deux droites non paralléles dans

E, a; un point de D;, b; un vecteur directeur de D; (i = 1, 2). Montrer que la plus petite
valeur de la distance d(x,, x,), pour x, € D,, x, € D,, est donnée par

|¥(a, — a,, by, b,)|/|by Ab,|-
3) Montrer que pour tout automorphisme u de I’espace vectoriel E, on a
u*(x A y) = det(u).u"1(x) A u"'(y)
ou, ce qui revient au méme

u”l(x A y) = (det(@)) ™. u¥(x) A u*(y)
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les formules de Cramer.

4) Etendre a I’espace & 3 dimensions I’exerc. 1 de la section (5.2).

5) Endomorphismes hermitiens positifs, « valeurs absolues» d’un endomorphisme,
décompositions d’Iwasawa, valeurs stationnaires d’un endomorphisme. Etendre a
I’espace & 3 dimensions les exerc. 2 a4 6 de la section (5.2). En ce qui concerne la fin
de I’exerc. 2 de la section (5.2), montrer que, si P est un pian vectoriel dans E, z un
vecteur orthogonal a P, alors, pour qu’un automorphisme hermitien u de I’espace
vectoriel E soit positif, il faut et il suffit que sa restriction a P le soit et que I’on ait
(#~'(2)|z) > 0. En déduire que si

avMIMroe "
VAR DOLVIL

(“11 a2 alS\
(1) M(h)=\at2, 0yp O3

\ot3y O3 033/

est la matrice (symétrique) ‘un endomorphlsme hermmen h l ativement a

que 'on ait

PR, o~ 1 PRg-Y ..-_ PN Pe4

== 21
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--p

09 alzl 0yg Oy O3
a;; >0 | | >0 [|%21 ®22 023|>0.
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En déduire que, pour que h soit positif, il faut et il suffit que les trois nombres précédents
soient >0 (considérer h + A1 pour A > 0).

Montrer que, pour que la matrice symétrique (1) soit une matrice de Gram (exerc. 1),
il faut et il suffit que h soit hermitien positif (observer que s’il en est ainsi h admet
une « racine carrée »). -

6) Soient # un endomorphisme de E, 1 une valeur propre de u ; on pose v =u — 4. 1g.
Montrer que E(4 ; u) et v*(E) sont supplémentaires et orthogonaux. En déduire que 4

est une valeur nronre de u* et aue E(] : n\ et E(]1: n*\ sont des esnaces vectoriels

Wwobt Wilw Vehiwewel tl.lvtll\i \1 H\Ih LY .IJ‘IU [y VNLA® W vur“wv ¥V WWeNS A AwAW
isomorphes.
7) Sonent u un endomorphisme hermmen de E, {a az, as} une base orthonormale

wAantAties smdmcnsmnan Aa ., b] 1

de E formée de vecteurs pluplca de u, 14,45, 43 1
et supposons que l’on ait 4; > 4, > 4;. Pour tot
grande valeur de (u(x)|x) pour les er appartenant au cercle deﬁm par ||x||
(x|2) = 0. Montrer que }.2 = pJa,) et A, < p,(2) pour tout z # 0 dans E (cons1derer
un point x de l'intersection du plan Pomz et du plan d’équation (x|z) = 0).

Supposons que u = u’ + u”, ou «, u" sont deux endomorphismes hermitiens, et
soient {a,,az, az} (resp. {al,az, a3}) une base orthonormale de E formée de vecteurs
propres de u’ (resp. u”), Ay = A3 > A3 (resp. A7 = 45 > 43) les valeurs propres corres-
pondantes de «’ (resp. u”). Montrer que 'on a

¥ m g

1 < A o ar 1 < 2 A 1 < A . ar
Al R Ay T Aq, A X} Ay T Ay Ay = A Al
Ay <A+ 4 Ay < A3 + A Ay < Ay + A5
femmrzae ~Anééa A.....-.:A..,. 1nLoanlith man oo 'AA A 33 wantarie methanmnnmal X A/
\l)U LLLtV Uvlilnl 1 lcsaul.c, al UAUllllJlU, cons IUCGIVI Uil VOLIVUL VUl tuug iai a Ul
a ay). Ecrire les inégalités correspondantes pour —u. Montrer que si #” est hermitien

lités cor
posmf ona}., > li pouri = 1,2 3.
8) Etendre a I’espace a 3 di mensmns P’exerc. 9 de la secuon (5.2).
9) Etendre a I’espace a 3 di
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§ 2. Groupe des similitudes. Angles

(7.2.1) Rappelons (5.1.12) que toute similitude #0 s’écrit d’une seule
maniére u = h;v, ou v est une transformation orthogonale et A > 0; on a
donc det(u) = A det(v), et det(u) a donc le méme signe que det(v). D’autre
part, comme v*v = lg, on a det(v) = +1 ; les transformations orthogonales
ae uelermmam 1 sont encore dppClCCb rOlatiOﬁS, et 165 pr(-)(.lUllb ’l;_U ou v
est une rotation et A > 0 les similitudes directes ; ce sont donc les similitudes

de déterminant >0, et elles forment un sous-groupe distingué, noté GO™(E),

rln COVEREY - lag cimilitndac da Aétarminant <N enant Aitag ctmilitnndac 1nnorcoc
Vi v UV\I—:’ 9 1O OlllilliIlUNIVO UV uutvxluluaut ~ vV DUI.II. UILUQ Ollllllltuu\fﬂ HIEUC T OT O,

On notera que les homothéties de rapport 4 < 0 sont des similitudes inverses
(contrairement a ce qui se passe dans le plan) puisque leur déterminant
est A3 < 0. En particulier, ’homothétic —1; est une transformation
orthogonale de déterminant —1 ; il en est de méme de toute symétrie par
rapport a4 un plan, tandis qu’une symétrie par rapport a une droite (5.1.15)
est une rotation. L’application u — det(u) est un homomorphisme de O(E)
sur le groupe multiplicatif { 1, — 1} dont le noyau est le groupe des rotations,

- . A + -
noté O*(E) ou SO(E) (ou OF (R), ou SO(3,R)) ;on a

O*(E) = O(E) n GO*(E) = O(E) n SL(E) = GO*(E) n SL(E).

1N not nrn/’anf Ao Aoy cvumster
WIE COol [J' vuunit U UucuAn a_ylucu

4
vectoriels. Toute transformation orthogonale de déterminant —1 est une
symétrie par rapport a un plan ou un produit de trois telles symétries.

Soit u e O(E). Supposons d’abord qu’il y ait un plan vectoriel P dont
tous les points soient invariants par u. Alors la droite vectorielle D ortho-
gonale a P est (globalement) invariante par u, donc la restriction de u a4 D
ne peut étre que I'identité ou ’homothétie de rapport —1 (5.1.12). On en
conclut que u est alors, soit I'identité, soit la symétrie par rapport a P.

En second lieu, supposons qu’il existe une droite vectorielle D dont
tous les points soient invariants par u ; alors le plan vectoriel P orthogonal

a D est (globalement) invariant par u ; soit v = uIP la restrictionde ua P ;

ranant nna haca In h Al Aant nn vastanr a1 at lag nnl-rac annartiannant
l.ll\vl.lalll. uuv U“OU ‘lu, Uy D! VV1iIl Ull VYvWwivul U T LY Vi 1vo autllivo ayyaltl\vllll\vlll

a P, on voit aussitot que det(v) = det(u). St det(v) = — 1, v est une symétrie
par rapport a une droite D’ < P (5.3.2) ; si on prend b e D’ et ¢ orthogonal
a D’ dans P, on a u(a) = a, u(b) = b et u(c) = —c, donc u est la symétrie
par rapport au plan Q = D + D'. Si au contraire v est une rotation, v est
le produit s's” de deux symétries s’,s” par rapport a deux droites D', D”
dans P (5.3.2) ; soient t', t” les symétries par rapport aux plans Q' = D + D/,
Q" =D + D”; il est clair que 'on a u=tt", car il est évident que
u(x) = t'(t"(x)) = x pour xe D et u(x) = t'(t"(x)) pour x € P, puisqu’alors
u(x) = v(x) et t'(t"(x)) = s'(s"(x)).
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dnéral CQonit 2 £ 0 un vectenr de F et
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Abordons enfin le cas général. Soit a # n E,

11 enimn € ¢as g OSO‘I"IQ

u posons
b = u(a). Si b = a, tous les points de Dy, sont invariants par u et on est
dans le cas précédent. Supposons donc b # a et soit ¢ = a — b # 0. Soit
s la symétrie par rapport au plan orthogonal a ¢ ; le méme calcul que dans
(5.3.2) montre que, si 'on pose ¥’ = su, on a u'(a) = a ; en outre det(u’)

= —det(u). On conclut de ce qui précéde que si det(u) = i, u’ est une

symétrie par rapport a un plan, et si det(u) = —1, u’ est un produit de
deux telles symétries ce qui achéve la démonstration.

Le calcul de (5.3.2) montre en outre que si a, b sont deux veﬂteurs distincts
et #0 tels que ||a| = ||b||, il y a une symétrie s par rapport a un plan telle que
s(@) = b (d’ou s(b) = a) Cette symétrie est d’ailleurs unique, puisque le
plan de ses points invariants doit étre orthogonal 2 b — a.

(7.2.3) Pour toute rotation ue O~ (E) distincte de 1g, 'ensemble des points
invariants par u est une droite vectorielle (dite axe de la rotation). Pour
toute transformation orthogonale u de déterminant —1 et qui n’est pas une
symétrie par rapport a un plan ni 'homothétie — 1g, il existe une droite
vectorielle D et une seule globalement invariante par u, et si s est la symétrie
par rapport au plan vectoriel P orthogonal @ D, on a u = sv = vs, ou v est
une rotation # lg dont D est I’axe.

Qs ., 1 t tats — g’ o 4
oiu%xE €St umnc i'Gl.?an, onau=s58s,0us ¢ets sont 1

par rapport a deux plans vectoriels P’, P” (7.2.2), nécessairement distincts ;

il est clair que tous les points de la droite D = P’ n P” soit invariants par u.
En outre la restriction de u au n]an P nrthnonna] a D est une rotation

2isaa saal

v # 1;, et qui ne laisse donc aucun point #0 de P invariant (5.3.4) ; a fortiori
aucun point x ¢ D ne peut étre invariant par u, sans quoi sa projection
orthogonale sur P serait invariante par v.

Supposons maintenant que u € O(E) ait un déterminant égal a3 —1, et
ne soit, ni une symétrie par rapport a un plan, ni ’homothétie — 1. Alors
—u est une rotation # 1¢ et 'axe D de cette rotation est donc globalement
invariant par u. S’il existait une seconde droite vectorielle D’ globalement

. o . .
mwuvaritaonta nar A hian tAang Inc nainte da T garaiant 1 artaonte nar
ul‘v’a; AAlilv Pal u’ VWU UVivil LtUWW 1w P\Jlll Lo Vv LY Owvidiviil lllvﬂl AAlito ycu. u,

et comme det(u) = —1, on a vu dans (7.2.2) que u serait une symétrie par
rapport a un plan ; ou bien on aurait u(x) = —x pour tout xe D’, donc
S1 1{x\ = —Xx pour tout x appartenant au nlan P=D+D. On en

..- L4 ¥

concluralt que —u laisse invariants les points de P' ; mais comme u est une
rotation, cela entrainerait que u est I'identité comme on I’a vu dans (7.2.2),
d’olt u = — 1, contrairement a ’hypothése. Enfin, si s est la symétrie par
rapport au plan vectoriel P orthogonal & D, su = v est une rotation # 1E
dont D est laxe, d’ou u = sv, et on vérifie aussit6t qu¢c Pon a aussi
u(x) = v(s(x)) pour xe D et x e P, donc pour tout x € E.

Par abus de langage, on dit encore que toute droite vectorielle est axe

. ’ \ . o ’ v
la ratatinn Acale & 1_
la rotation égale & 1;. On peut alors dire que les rotations d’axe donné

de
D forment un sous-groupe de O*(E), isomorphe au groupe (commutatif)



158 Géométrie euclidienne a trois dimensions

Nn+HMY AN D ¢ 1a il wantAria
\V 4 \1'), vu I Wl v P l VWiVl iv

v \VJ §
en faisant correspondre a toute rotation d
détermine enti¢rement.
(7.2.4) Soient a,b deux vecteurs unitaires linéairement indépendants,
c’est-a-dire tels que b # +a, et soit D la droite vectorielle orthogonale au
plan P = Pg,,. Il y a alors une seule rotation u d’axe D telle que u(a) = ¢
En effet, il suffit de prendre pour u la rotation d’axe D dont la restriction
a P est 'unique rotation v dans ce plan telle que v{a) = b (5.3.4). Si v’ est
une seconde rotation d’axe D répondant a la question, ¥’ ~'u est une
rotation d’axe D laissant invariant a, donc laissant invariants les points

du plan D + Dy,, et par suite c’est I'identité

" 2 &) C',“ n laa mlAman hunathldaas ~isa Ansme 77D A ]l aviata |1o\a 1anmmAteia
\,.‘.J’ DUUD 1IUD LLIIVIIIULD 11y LIIVOAD H UL UAlld | /.4.77), 11 VAIDLLV ULV IDVILIIVLLIV
(linéaire) g de P sur le plan R x R munie de la structure de plan euclidien

définie dans (5.5.2). De plus, si g’ est une seconde isométrie de P sur R x R,

g'g~ ! est une transformation orthogonale du plan R x R. Par suite, les

angles (az..hb et (g'(a), a'(b)) sont égaux si g'g~ ! est une rotation, opposés
(=4 I\ I/ I\ ) \J \TJ?J \TJJ v 4 Jg J 7 rr
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prend sur R x R l'orientation canonique pour laquelle (e;,e,_) est un
couple direct, les isométries de P sur R x R transformant tous les couples
directs de P en couples directs de R x R sont de la forme g’ = ug, ou g
est 'une d’elles et u une rotation dans R x R ; pour toutes ces isométries,

e
I’angle (g'(a), g'(b)) est donc le méme ; c’est cet angle qu'on appelle I’angle

N
(a, b) dans le plan P orienté. 1i résuite aussitot de ces définitions et de
(5.49.1) que 'on a

N\
Ve B YW -3k Y 7 1.\ o |} AN LIy RN [N /7N AN
{7.2.5.1) cos(a, 0) = (a|b), sin(a, b) = ¥(a, b)

si ¥ est la forme bilinéaire alternée sur P x P telle que W(c,, c;) = 1 pour
toute base orthonormale directe (c,, c,) de P (5.4.3).
Lorsque b = +a, ii y a une infinité de pians vectorieis passant par a et

b, et pour toute isométric g d’'un de ces plans sur R x R, (g(a), g(b)) est

”A

AN L - A :Lﬁ o nrrac: it~ oalaws ~
avdlvu a, a MM U = —a , dudd] Ult-ul aivid 4
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(a,b) = @ si b = —a. On définit de méme des angles de demi-droites ou de

drones dans les pians orientés contenus dans E

aDet s1, pour 1ne cnentatmn de P, r' est une rotan n d’angle 0, on dit
encore gue r est une sentebtnze A mael, 0 s mrze bt wranbare ~» L N Aowmas D
Ciivuliv Juv 7 Cb rowaLtivn a unyic v , poul wwur v wulL 4 ¥~ v uaimn r,

on a alors (a/r(>) = 6 (pour I'orientation considérée).
(7.2.6) Passons aux similitudes affines (5.1.14) ; on dit qu’une teiie similitude
u = t, ov (avec ve GO(E)) est directe (resp. inverse) si v est une similitude
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e directe (
encore appelees deplacements (resp retournements) les déplacements
forment un sous-groupe du groupe IS(E) des isométries. Les similitudes
affines telles que u = t,vt; ! (avec ve GO(E)) se raménent aussitdt (par
transport de structure ((2.4) et (3.2.21)) au moyen de t,) aux similitudes
linéaires (et ont notamment a pour point invariant). Toutes les similitudes de
multiplicateur # 1 sont de cette nature, comme le prouve le raisonnement de
(53 5). Lorsque v est une rotation # 1g, d’axe la droite vectorielle D, on
dit encore que t,ui, ~1 est une rotation d’axe a + D. Les isométries qtii nc
sont pas du type précédent sont données par la proposition sulvante.

(7.2.7) Toute isométrie affine u qui n’est pas de la forme tpt] ', ou v est

!
’ . 14
une isométrie linéaire, est de I’un des types suivant

(i) u est une translation t, de vecteur b # 0 ;

(i) il existe un plan unique P et un vecteur unique b # O appartenant a
la direction de P tels que, si s est la symétrie par rapport a P (5.1.15), on
ait u = [pboS=Sol,

(iii) il existe une droite unique D, un vecteur unique b # O appartenant a
la direction de D et une rotation r # 1g d’axe D (7.2.6) tels que I'on ait
u= tb oV =To tb

Le méme raisonnement qu’au début de (5.3.6) montre g
affines qui ne sont pas de la forme tvt,; ! pour ve 0( ) ont celles qui n

laissent aucun point invariant, et sont é chercher parmi celles dont la trans—

formation orthogonale associée v a des points invariants #0. En vertu de
ants 0. BEn vertu de

ANJLAAEAQCA VA g - pPyUriess visvies

(7.2.3), cela montre que v ne peut étre que 'identité, ou une symétrie sq
par rapport a un plan Py, ou une rotation r, # 1 d’axe Dy. Dans le
premier cas, u = t, avec b # 0 ; dans le second, le méme raisonnement
que dans (5.3.7) (ou il faut remplacer Dy par Py) montre que si 4 = t, o v
etsib=>b"+ b”"ou b € P, et b” est orthogonal a Pp,onau =t o5 = soty,
ol 5 = t,  0Sq est la symétrie par rapport au plan P = —3b” + Py ; on
est donc dans le cas (ii) si b’ # 0. Supposons enfin que u = t, o ro, et posons

LK b o BMeD. ot B oct Al Nn. <
b=b +1b", oi ¥eD, et b” est orthogonal & D,. Soient Q, le plan

vectoriel orthogonal a Dy, ry la restriction de ry a ce plan (qui est globale-

ment invariant par r, comme on I’a vu dans (7.2.3)) ; alors t,.ry laisse
invariant (globalement) le plan n et 1l résulte de (5.3.7) que sa restriction

ALL V&AL ACAL AT “lvlll\llll- A A o 2 -~ oale

tyro & ce plan est une rotation r’ dans le plan Q, ; si ¢ est son centre et si
’on pose D = ¢ + D,, il en résulte que r = t,.ry est une rotation d’axe D,
et 'on a u = t,r ; on est donc dans le cas (iii) si b’ # 0. Le fait que dans ce
dernier cas r et t,, permutent, et les assertions d’unicité, sont immédiats.

o e A lag tan A
1V1ILL uc 1CS isomc

\

Thémes d’exercices

1) On dit qu’un endomorphisme u de E est normal si u*u = uu*. Montrer que si
x est un vecteur propre de u, x est aussi un vecteur propre de u*, correspondant a
la méme valeur propre (ODserver que (u(x)ju(x)) = (u*(x)ju*(x)) et si u(x) = ix, poser
u*(x) = Ax + z). En outre, si P est le plan orthogonal & x, montrer que l'on a
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elle que a soit vecteur propre de u, que 1a1sse stable le plan
la restriction deuaP soxt une s1m1htude directe.
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4) Montrer que toute 1 1UE U3 N, G axc la droite vectorielle D et d’angle &

(pour une orientation choisie dans le plan vectoriel P orthogonal a D), est produit

t't;Qe deux symétries t',t” par rapport a deux droites D', D” dans P telles que

Q.

m' n"\ = 0/2 pour Porientation choisie dans P.
3) Slmpllate du groupe O; (R). Dans cet exercice, on admet un axiome additionnel
pour le corps R, savoir que pou r tout angle 0 # O dans le groupe des angles du plan

0 {~nng nI ~ra Aa 1% avinma

ann~lidian D D il aviacta 11n )
VUi u l Vv UV 1 W\ aAlVLLIv

wu\.«uuuau n I\ ANy 11 VAILDLWV Ull ell

d’Archiméde »).

Soit u € O3 (R) une rotation d’angle 0 tel que cos 0 < 0. Montrer qu’il existe dans
E deux droites vectorielies D', D” orthogonales et telies que w(D’) = D". En déduire
que si t' est la symétrie par rapport a la droite D', tut'u™! = t'ut’"'u~?! est une
symétrie par rapport a une droite. Conclure que si I' est un sous-groupe distingué
de O3 (R) non réduit a 1g, on a nécessairement I' = O3 (R) (utiliser ’exerc. 2).

4) On admet encore pour R le méme axiome additionnel que dans la section (5.3),
exerc. 4. Montrer que le groupe des rotations O *(E) est un sous-groupe maximal du
groupe SL(E). (Procéder comme dans I’exerc. 4 de la section (5.4).)

5) Représentation paramétriqgue de Cayley. Montrer que toute rotation u e O*(E)
qui n’est pas une symétrie par rapport i une droite peut s’écrire d’une seule maniére
(1g + tX1g — t)~ 1, ou t est un endomorphisme tel que t* = —t.

6) Trigonométrie sphérique. Soient a,b,c trois vecteurs nnitaires linéairement

A TaygUIsUrin ODpievy iy w AN awaav Vwwiwwea o waiavis.

independants, P le plan vectoriel orthogonal aa, b et ¢ les projections orthogonales
de b et ¢ sur P. On oriente les plans Py, Poacs Poses Popr d€ sorte que les angles

-~ ~. -~ AN

e VS S 7~ N\
R —(n M v=1(n W v —(h N\ ;n = (K ) cnient S0 nonr Vnrdre ddint danc (§4 1))
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Montrer que I’'on a
cosa = cos f cosy + sin f sin y cos .

En déduire quesi f+y >0,onaa < f + .

7) Montrer qu’une isométrie affine du type (iii) de (7.2.7) (appelée « déplacement
hélicoidal ») est produit de deux symétries par rapport a deux droites non dans un
méme plan. Réciproque.
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(k)

Sur la «mesure» des angles

1. On sait qu’il existe des homomorphismes continus du groupe additif
D [«2 3 B o4 IA Vo5 of AR o V-9 L e 22 B ] ‘I“l‘nﬂ"“. ' T fl k“ﬁﬂ I\f\m“lﬁvﬂﬂ A ‘lﬂ'ﬂ‘l" ﬂkﬂl\l‘ln
N OUl IV 8 PC uu.uupuuaul v/ UCD llUlllUle UU.I.LIPICAUD UU vaivul auvdsvuluv
1, qul ont tous donnés par la formule x — ¢, ot a€R. Mais il s’agit

14

I’Algébre linéaire ni la « Géométrie élém entaire» (telle qu’on

-

phénoméne de nature essentiellement topologique, qui n’a rien a
ec (telle

’entend dans ce livre), qui en est une simple traductlon. La demonstratlon
classique consiste 4 montrer, par le Calcul intégral, I’existence d’une
«mesure» (au sens de Lebesgue) sur le cercle unité U, donnée par

dx/</1 — x? (si x est I’abscisse d’un point variable de U) ; cette mesure est
invariante par le groupe des rotations, ce qui se démontre en prouvant
que, par le changement de variable x = t cosa — /1 — t? sin « (attention,

o est un angle et non un nombre réel, puisqu’on n’a pas encore prouvé
I’existence de ’homomorphisme cherché !), on a

dx dt

/1 2 /1 Az.
\/1—x \/1—[

On en déduit aisément que ’application

¥ du
{— j—-———z avec x = S

est un isomorphisme local du groupe U au groupe R, et on en conclut
alors I’existence de l’homomorphisme voulu ([7], chap. V, §1, n° 4,

e am o oo 12

prop. 6 et 7 ; il faut prouver que U est connexe, ce qui est élémen airt:
([7], chap. VL, § 2, n° 4, prop. 5)). Dans [7], chap. V, §3 th. 1 et chap. VII
§2,n°1,th. 1, on donne une autre démonstration qui ne nécessite pas le

0—’77 - o
té
L

Calenl in
p 3 ¢

{alcul maig Acf nattomeoent nlnc comnlinnide ot rn“ en l-r\nf cas
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[

ntégra
utilise aussi de fagon essentielle les propriétés topologiques de la droite
réelle.

() Les chiffres entre crochets renvoient a la Bibliographie.
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ontrer que cette intervention de la Topologie

2. Je me propose de m

est dans la nature des choses, en prouvant qu'il est impossible de donner
une démonstration purement algébrique de I’existence de la « mesure des
angles». De fagon précise, un homomorphisme continu x — €** (a # 0)
définit un lsomorphzsme du groupe R/Z sur U ; je vais montrer que

Lldaincn 229204 ses s:220 measicdi~iiomng la~i~iin Aaa
11IDILIIC 1 €dL pub une bunsequence i glque acd
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Pexistence de cet isomorp

axiomes des chap. I et IL
3. Jobserve pour cela qu’il y a des sous-corps K de R distincts de R,

lee thénramec
iCS

au vn’riﬁpﬂf touc lae avinmee dn cha n T at nonr lecanele
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démontrés dans les chap III a VII (exercices exclus) sont donc encore
valables. Cependant, par un choix convenable d’un tel corps K, nous allons
voir qu’il peut se faire que le groupe additif K/Z ne soit pas isomorphe au
groupe multiplicatif U n K(i). L’idée de la démonstration est fort simple :
comme K contient le corps Q des nombres rationnels, pour tout nombre
premier p, la classe mod. Z de I’élément 1/p de K est un élément d’ordre p
dans le groupe K/Z ; il suffit de choisir K de telle sorte que dans K(i)
l’eq‘uatmu z? = 1 n’ait pas de solution autre que 1 (autrement dit, il n’existe
pas dans le « plan euciidien» correspondant a K de polygones réguliers

a p coOtés). Notons pour cela que d’aprés un théoréme bien connu de Gauss
(T'11], p. 435) le polyndéme (XP — 1)/(X — 1) = XP~ 1, xr-2 4 + 1 est

\LL].J, y _r-’J’ iAW l}v Jll\llllv \l‘ L’ \l‘ e o 0 4 WO

irréductible sur le corps Q, et toute racine z # 1 de zP — 1 = 0 est donc
un élément de degré p — 1 sur Q ([4], chap. V, §3, n° 1); on va choisir K de

sorte qu’on soit stir au’il n’ y a pas d’élément de degré p — 1 sur Q dans K().

vvvvv 22 9R2L ¥ LT

4. Pour cela on définit K comme I’ensemble des nombres réels x ayant
la propriété suivante : il existe une suite finie (y,,..., y,) de nombres réels
tels que y, soit de degré <3 sur Q et y;,, de degré <3 sur Q(y,,..., )
pouri <r — 1,ettels que b appartienne au corps Q(y 1s - - - ). C’est bien un

SOuUs-corps (lC l‘, cal bl )C est un DCLUIIU ClCIIlClll UC l\, dppalr tenant d uil1 CoLpd

Qs - - ys) ol yj4, est de degré <3 sur Q(y}, ..., yj) pour tout j < s — 1,
alors x et x’ (donc aussi x + x’ et xx') appartiennent au corps Q(z,, - . ., Z,+4),

\ * 7 .
ouz=y,pourl<i<nrz;=y_,pourr+1<i<r+setchaque z

est de degré <3 sur Q(z,,...,2;_;). Cela étant, la définition de K prouve
d’une part que I’axiome (R 15) du chap. I est vérifié par K, et d’autre part
que tout élément de K(i) est algébrique sur Q et a un degré de la forme
23" ([4], chap. V, § 3, n° 2, prop. 4 et 5). Or il suffit de prendre par exemple
p = 11 pour que p — 1 contienne un facteur premier distinct de 2 et 3.

5% Si I’on prenait pour K le corps de tous les nombres algébriques
réels (auquel cas K(i) est le corps de tous les nombres algébriques), on ne

®) Les résultats qui suivent n'ont qu’une valeur de simple curiosité, et leur démonstration
nécessite des connaissances plus avancées en Algébre et Théorie des nombres. Le lecteur peut
donc se borner a ne retenir de cela que les énoncés ; ces derniers n’ont été insérés que pour
montrer que la question de la « mesure» des angles est loin d’étre aussi « évidente » qu’on
voudrait nous le faire croire avec tant de légéreté dans les exposés classiques.
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it plus ment, et en fait, les group
et K@) nU ont alors lsomorphe (e tant que groupes abstraits). En effet,
K, en tant qu’espace vectoriel sur Q, admet une base infinie dénombrable
(le fait qu’elle est infinie provient de ce que K contient des nombres de
degré arbitrairement grand sur Q, et le fait qu’elle est dénombrable de ce
que K Iui-méme est dénombrabie) ; donc, en tant que groupe abstrait,
K/Z est isomorphe 4 (Q/Z) @ Q™. Mais d’un autre coté, le groupe K(i) n U
est un groupe divisible ([5], chap. VII, § 2, exerc. 3), toute équation bin6me
m=a (ou &€ 1\\;)} ayant des solutions dans 1\\'} par hy'puthcoc Le groupc

de torsion de K(i) nU est le groupe d racines de I'unité, isomorphe a
Q/Z ([4], chap. V, § 11, n° 1, prop. 1) ; on sait qu’il est facteur direct dans

K@ nU (R‘I nhnn V" § 2, exerc. 3) et at 1’un sous-groupe S cnnnlpmpntmrp

oy WiAWAIWe ) WL o Ll o G prAviaiaviaL

est somme dlrecte d’une famille (au plus dénombrable) de groupes iso-
morphes & Q. Tout revient a voir que cette famille est en fait infinie.

Dans le cas contraire, il y aurait un nombre fini d’éléments z, € K(i)) n U
(1 <k < r) tels que tout élément de K(i) n U soit produit d’éléments en
nombre fini, dont chacun serait racine d’une équation bindéme y™ = z,
(pour m et k entiers convenables). Si R est le corps engendré sur Q par
toutes les racines de ’unité, K(i) n U serait donc contenu dans une extension

uUC‘ C I Uuu VU1 PD l\\‘tl, ECETY ‘ar} \L"'J, \.«ual). Vo 8 11y VAVIV. ) & 1}- ANULULID

maintenant que pour tout nombre réel £, on a z = (1 — i§)/[(1 + i§)e U,

et on sait qu’il y a des nombres algébriques réels & tels que le groupe de
Galois sur Q de ’extension galoisienne N engendrée par £ ait une suite
de Jordan-Hoélder dont un groupe quotient est un groupe simple non
commutatif d’ordre arbitrairement grand ([ 14], p. 396). Mais par hypothése
Q(&) est contenu dans une extension abélienne de R(z,,.. ., z,), et ’on peut
supposer, en adjoignant au besoin les conjugués des z,, que cette extension
est galoisienne sur Q, donc contient N. Mais alors N serait contenu dans
une extension galoisienne finie L de Q engendrée par des racines de I'unité,
les z, et des racines d’équations binémes y™ = z;, en nombre fini ; la théorie

fln f‘nln- At ra s a ant Nia l FPrATIAn r‘ -nlt\lo r r‘n I Qi n cnro;f
UL UJadluld HIVLIILILV alduliliviil yuy i< BruUupwv Gl Uaiiols 1 As DUl Y dviaii

une extension du groupe G de Q(z,,..., z,) sur Q par un groupe abélien ;

dans une suite de Jordan-Holder de I, il ne pourrait donc y avoir de
facteurs simples non commutatifs autres que ceux de G ; il en serait par

AANJ AL WNSAAARAA

suite de méme pour le groupe de Galois de N sur Q, ce qui est contradictoire.

6. Les isomorphismes algébriques dont on vient de prouver I’existence
sont toutefois, du point de vue géométrique ou topologique, d’une nature
extrémement « pathologique». En premier lieu, il n’est pas possible que
la restriction 4 K d’un des homomorphismes x — ¢* (x€ R) applique K
dans K(i). En effet, ¢** serait alors algébrique pour tout nombre réel
algébrique £ ; mais cela est impossible, car on sait que si £ est un nombre

e mbsnsnsan]  ozrsrzea ALt avrmmtinatinn A° mhra ~amnlava

. $n2asen]
i0on quUllCt aucCuinc acicrminavion G uin nomore VUILLIPIVAV

i
st algébrique et non racine de l'unité, ne peut étre algébrique
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([13], p. 58). Or, il y I S
tels que f = e""’ s01t algébnque et non racine de I’unité, en vertu dun®s;
comme ¢ est une détermination de ° pour tout nombre réel algébrique ¢,
on voit que ’hypothése aboutirait a une contradiction.

7. On en déduit qu’il n’est pas possible qu’'un homomorphisme f de K
sur K(i) n U, de noyau Z (il en existe en vertu du n° 5) applique un inter-
valle 1 . —a < & < a de K (avec 0 < a < 1) dans I’ensemble U’ n K(i) et
soit croissant dans cet intervalle pour la relation d’ordre définie sur U’

A (EBA TN LTun affat ~un i s s pTIX o T Atinm Ar~toannta Aa
dans (5.4.10). En effet, on sait que x — €™~ est une bijection croissante de

'intervalle —1 < x <1 de R sur U’; si g est la bijection réciproque,

& — g(f (&) = h(¢) serait une application injective croissante de I’intervalle
I dans R, telle que (& + n) = h(&) + h(n) pour ¢ et n assez petits, d’on

uu;nu ] U ] | cadhad

h(¢/n) = h(&)/n pour fel assez petit et > 0 et pour tout entier neZ.
Mais alors, pour 0 < || < a/n, on aurait |h(£)| < h(a)/n pour tout entier
n > 0 assez grand puisque h est croissante, ce qui montre que h serait
continue au voisinage de 0 dans K ; par suite f serait un homomorphisme
de K dans U continu au point 0, donc partout dans K ; comme K est
partout dense dans R, f se prolongerait en un homomorphisme continu de
R dans U, nécessairement de la forme x — e'**, et nous avons vu que
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7. Bien que cela sorte de notre sujet, il n’est peut-&tre pas sans intérét
de mentionner ici que, de la méme fagon qu’au n° 5, on montre que, si K
est le corps de tous les nombres nlophnnnpq réels, le groupe mnlﬂnlmnhf

-' S D AW

K* = K nR% des nombres >0 appartenant a K, et le groupe add1t1f K,
sont tous deux isomorphes a Q™. Mais ici encore, tout isomorphisme de
K sur K* est «pathologique», car aucun des « bons» isomorphismes
x — e (a réel) ne peut appliquer K sur K% ([13], p. 58), et on en déduit
comme au n° 6 qu’aucun des isomorphismes de K sur K% ne peut méme
étre « localement croissant ».
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Géométrie d’une forme bilinéaire
symétrique. Les langages «projectif>
et «non euclidieny

1. Le passage de la géométrie euclidienne du plan a celle de I’espace a
3 dimensions fait apparaitre un grand nombre d’analogies. Comme toujours

K" l\amnfin|1n 24 PP NATM AP l'l ALY TrPOT m I "ﬂ‘ﬁf\ﬂ I'l onmklnl\lan
cn uxauu.xuaun.lu\. Oon ne « uuxuylvuu » vraiment 1a raison G& semoiaovics

« rencontres » entre deux théories que lorsqu’on réussit a les englober dans

une méme théorie plus générale dont elles apparaissent comme des cas
particuliers. En ce qui nous concerne, il est trés facile de le faire, dés que
’on dispose des résultats généraux de I’Algeébre linéaire et notamment de la
notion de dimension, et I’on arrive ainsi 3 une premiére théorie générale, la
géométrie euclidienne a n dimensions, qui apparait comme une extension
tout a fait naturelle de ce qui a été développé dans ce livre. Mais c’est le
propre des mathématiciens de ne jamais étre satisfaits, et, depuis un siécle,
ils ont peu a peu discerné que cette généralisation n’était que le premier
pas dans une marche ascendante dont nul ne peut prédire si et ou elle

Qarritara at Aant lag Atanac A4id f nnnlfuno cnnf lag enivantag -
D aAdliviviad Vi UVlIL 1D Vi PUD u\'Ja 11 Allwviiivy OVUIlIL 1WVD ouxvautvo .

II) la géométrie d’'une forme bilinéaire symétrique sur le corps des
nombres réels ;

III) la géométrie d’une forme sesquilinéaire e-hermitienne su
arbltralre ;

IV) la géométrie des groupes de Lie semi-simples et de leurs espaces
homogenes.

En fait, les étapes III) et IV) constituent une bifurcation a partir de II)
a théorie IlII) étant traditionnellement rangée dans I’Algébre et la théorie
V) dans I’Analyse. A I’heure actuelle, les mathématiciens travaillent de

tous cétés édifier une synthése encore plus vaste, dont on n’apergoit que

lﬁ(‘ nfﬂﬂAAO 'MA(‘ ot Af\ﬂ" NN Na nnooAAn 1110111\ 'M MINAS Aﬂﬁ Frnnmn to
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qui englobera (tout au moins on I’espére) les théories III) et IV) et sans
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comme la théorie des groupes finis et la Théorie des nombres.
Nous nous contenterons ici de nous arréter a I'étape II), et d’indiquer
au lecteur désireux de pousser plus avant les ouvrages [1], [6] et [10] ou
’essentiel des résultats de III) se trouve exposé. En rappelant les résultats
les plus importants de la géométrie d’une forme bilinéaire symétrique, nous
allons entre autres voir ci-dessous que, dans un langage approprié, ils se
traduisent sans effort en les théorémes des fameuses « géométries non
euclidiennes », qu1 matoriquemem sont nées de p"O blémes fort différents

en apparence et qui ont tant intrigué les mathématiciens du XIX® siécle.

2. L’idée centrale dans la théorie dont nous voulons retracer les grands

tra;f est calle de /lunhfa ant remonte au rlr-l\nf du YIYC menlp avec ce que

AL Wwillv Uw BUAWIILL, \lul AWiliIViIlWw G 42

Poncelet appelait la « transformation par polaires réciproques», et que
I’on enseigne encore parfois sous ce nom. En fait, on s’est apergu que la
notion de dualité a une portée bien plus générale, et n’est pas bornée,
comme le voulait Poncelet, & la seule théorie des quadriques (ou, ce qui
revient au méme, a la théorie des formes bilinéaires symétriques). Pour Ia
bien comprendre, il faut ’exposer en deux étapes : 1° une théorie purement
linéaire, celle du dual d’un espace vectoriel, qui a cause de son caractere
abstrait, n’a été dégagée que récemment, et ou I’on travaille dans deux
espaces vectoriels différents et non dans un seul ; 2° I'intervention de la

forme bilinéaire, qui a pour effet de tout ramener a un seul espace, ou I’on

rainint la thinria r\locoinnn
LUJULLIL 1 UIVULIV viadoiyu

3. Commengons par rappeler les principaux théorémes relatifs aux
espaces vectoriels de dimension finie et a la dualité dans ces espaces ; pour
les démonstrations, nous renvoyons a [12], § 19, [9], Annexe, ou [3], §7.
Le corps des scalaires est toujours supposé &tre le corps des nombres
réels, bien que cela n’intervienne pas dans les démonstrations.

Soit. E un espace vectoriel sur le corps R, engendré par un nombre fini
de vecteurs. Alors il existe dans E une base finie et deux bases quelconques
ont le méme nombre d’éléments, appelé la dimension de E, et noté uim(E)
Si E est engendré par m vecteurs, on a nécessairement dim(E) <

Tout sous-espace vectoriel V de E est de dimension finie, et admet un

scus-espace sup nl ntaira W - an Antra noanr tante da
UUO -ona\l\t ou Ppl\illl\/lllall\i VY 45 Vi1l ULy, P Ul LUULlv JuUw

en somme directe de deux sous-espaces V, W, on a
(1) dim(V) + dim(W) = dim(E)

d’oul I'on déduit, pour deux sous-espaces vectoriels quelconques V, W de E,
la relation de Grassmann

£\ h YA § AN 1 __ /Y1 1 A ¥4 A § AN N A § §AY
(2) am(v) + aim(w) = aim(V + W) + daim(Vv N w)
Il résulte aussi de (1) que si V, W sont deux sous-espaces de E tels que
X7 o YRS oh oo VY o mn omidam AL (XTI A2 AVI\N Ve mam mem mmeanlird s
c €t S1 10on a en outre aim(v) = dim|v ), aiors on €n conciut que
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Si E, F sont deux es

NS AA® NAW S

tion lméalre de E dan F on appelle rang
dimension de u(E) ; on a la relation
3) rg(u) + dim(u~'(0)) = dim(E).

La relation rg(u) = dim(E) signifie donc que u est injective, et la relation
rg(u) = dim(F) signifie que u est surjective. Pour un endomorphisme u de
E, il revient donc au méme de dire que u est injectif, ou surjectif, ou bijectif,
ou de rang égal a dim(E).

4. Si E est un espace vectoriel de dimension n, son dual E* = Hom(E, R)

la méme dimension n ; de facon plus précise pour toute base (¢;); cicn

a
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@) efe)=0sii#j, efe)=1pourl<i<n.
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ue (e¥) est la base duale de (e;).

1] v Wl M v/

tout x € E, I’application x* — x*(x) est une forme linéaire sur E* ;
si on la note %, on définit ainsi une application x —» ¥ de E dans le dual
E** de E*, que I’on montre étre un isomorphisme de E sur E** (dit cano-
nique) ; on identifie d’ordinaire E et E** au moyen de cet isomorphisme, de
sorte que E est considéré comme le dual de E*. Une base (¢;) de E s’identifie
alors ainsi a la base duale de sa base duale (e).

En raison de ces identifications, il y a symétrie parfaite entre les propriétés

A~ ~t A~ LDk
UCDCL uv L.

On dit qu’un vecteur x € E et un vecteur x* € E* sont orthogonaux si
I’on a x*(x) = 0 (attention, on ne définit pas la notion d’« orthogonalité »

pour deux vecteurs d’un méme espace. mais bien nour un vecteur de E et

SRLIL TV IIIC VORIV LIIGHAU Vawii PV VWw i

un vecteur de son dual E*). Si M est une partie de E, N une partie de E*,
on dit que M et N sont des ensembles orthogonaux si tout vecteur de M
est orthogonal a tout vecteur de N. Etant donné un sous-espace vectoriel
V de E, on appelle I’orthogonal de V (ou encore le sous-espace totalement
orthogonal 4 V s’il peut y avoir confusion) le sous-espace vectoriel V° de
E* formé des x* € E* orthogonaux a V. On a

®)) dim(V®) + dim(V) = dim(E).
Si V et W sont deux sous-espaces queiconques de E, on a
6) (V+W)P°=vV°n WO (VAW)? =V 4+ W°

En outre, pour tout sous-espace vectoriel V de E, on peut considérer
Porthogonal (V°)° de V° dans E, identifié au dual de E* ; on montre que
’on a

(7 (Vo° =V

cram MMmmro AMca s s wrod A-.A

- A L act 1
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* pour toute m‘mhon-
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tion linéaire u de E dans F, | pphcatlon y - y oU €St une apphcatlon
linéaire de F* dans E*, que I’on appelle transposée de u et que I’on note ‘u.
L’application u — ‘u de Hom(E, F) dans Hom(F*, E*) est un isomorphisme
d’espaces vectoriels ; en outre, si G est un troisiéme espace vectoriel, on a,
pour toute application linéaire v de F dans G,

Soit F un second espace vec

v <D
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(=

2.
o
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(8) 'Wou) ="uo'v.
Si V est un sous-espace de E, V° son orthogonal dans E* on a
) (w(V)° = "u"'(V°)
dans F* ; en particulier
(10) (W(E))° = ‘u™(0),
d’ou I’on déduit que
(11) rg('u) = rg(u).
Enfin, si E et F sont identifiés aux duals respectifs de E* et F* on a
12) ‘‘u) = u
pour tout u € Hom{E, F), d’ou ’on déduit en particulier que
(13) (u™"(0)° = "u(F*)

dans E*.

5. Soit maintenant ® une forme bilinéaire sur E x E ; pour tout x € E
I’application y — ®(x, y) est donc une forme linéaire sur E que I’on note
se(x) ; de méme pour tout y e E I'application x — ®(x, y) est une forme
linéaire sur E que I'on note dg(y). Ii est immédiat que I'on a ainsi défini
deux applications linéaires de E dans son dual E*, sq €t dg, que 'on dit
associées a ® a gauche et a droite respectivement, de sorte que I’on a par

ucnuuuuu

(14) D(x, y) = (5a(¥)Ny) = (do(y)Xx).
On en déduit les relations
(15) ’dm = So, 'SQ = d@

(en se souvenant que E** = E). En effet, pour x € E, si I’'on pose x* = 'dg(x),
on a par définition (n° 4)

v v — ' 1) — — —

x*(y) = (dolX)3) = [do(yNx) = B, ¥) = (502N)

quel que soit y € E, c’est-a-dire x* = so(x) comme cela a lieu pour
tout x € E, on obtient (15). D’aprés le ‘neaires de et

) uapwa \11), ICS app lications
se ont donc méme rang, que ’on appele le rang de ar dé
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de et sq sont bijectives
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D(y, x) = B(x, y)
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symétrique. Lorsqu’on a une forme bilinéaire symétrique non dé énérée <I>
sur E x E, il lui correspond donc un isomorphisme sq = dg de E sur E* ;
au moyen de I'isomorphisme réciproque sg' = dg' de E* sur E, on peut
« transporter » dans E les éléments et sous-espaces de E*, et tous les
résuitats du n° 4 sur la dualité « abstraite » se traduisent en résuitats de
« dualité définie par ® », ou cette fois, on reste dans le méme espace.

En premier lieu, on dit que deux vecteurs x, y de E sont orthogonaux
(pour @) si x et sqfy) le sont au sens du n® 4, C’est-a-dire si B(x, y) =0,
relation symétrique en x et y. Pour tout sous-espace V de E, I’ensemble V+
des vecteurs y € E orthogonaux (pour ®) a tous les vecteurs x € V est donc

ln sous-eshace So VO annaléd Parthnonnal do Vv lnnnr rh\ A’An a
kl 00 \ v ’, uyyvtv a4 wWI OllVEVIlui “wo ll\ll—ll. ’ ’ W VU aw

d’aprés (5), (6) et (7), les relations

1 £\ A (X LY 3 A /YN O A /TN

(10) aim v ~) + aimiv) = aim\L)

(17) (V+WiE=ViAWL, (VAW)L=Vi4 W
(1R) (Vhyl — v

\LU, \ v ’ v

Dire que ® est non dégénérée équivaut a dire que E+ = {0}, ou encore
que le seul vecteur orthogonal a E tout entier est
Si u est un endomorphisme de E, on a vu (n°

phisme de E* ; on en conclut que

(19) U* = (5g) oM osy = (dg) ! o' odg

est un endomorphisme de E, dit adjoint de u (pour ®) ; il revient au méme
de dire que pour tout couple de vecteurs x, y de E, on a

(20) O(u(x), y) = D(x, u*(y))-

7. On dit qu’un endomorphisme u de E est une similitude (pour ®) de
multiplicateur o si I'on a

C>

4) que ‘u est un endomor-

(21) D(u(x), u(y)) = a®(x, y)
quels que soient x, y dans E ; cela s’écrit aussi
(22) D(x, u*(u(y))) = a®(x, y)

et équivaut donc par suite a la relation

(23) wu = . lg.
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(4] L

(n° 3), d’our

17 AN s -1

(24) u* = au

Il est clair que les similitudes de multiplicateur #0 forment un sous-
groupe de GL(E), dit groupe des similitudes (pour ®) et noté GO(E, D)
(ou simplement GO(E) ou GO(®)). Si pour tout ue GO(®), on note u(u)
son multiplicateur, I’application u — u(u) est un homomorphisme de GO(®P)
dans R*, dont le noyau est un sous-groupe distingué de GO(®), appelé
groupe orthogonal (pour ®) et noté O(E, @), ou O(E), ou O(®) ; ses éléments

sont appelés transformations orthogonales (pour ®).
Il ﬁa’ﬂl‘lfﬁ l“ﬂ 110\ MIYA aAaTIe ot Aﬂl‘l\ml\"“l‘\;ﬂmﬂ a8 Aﬂ n_ ’'a S 2 ) I‘I(*)
11 ILDUILL ULV (17) UL pPudl VUL ViIuviIvLI PV 4 ULV L, vii a
(25) det(u*) = det(u)

et par suite, si u est une similitude de multiplicateur a # 0, on a, d’aprés
(23), en posant n = dim(E)

(DK (Aat(1M\2 _ N
\‘-U’ \Ubt\u}) - K
et en particulier, si u € O(®)

(27 det(u) = +1

Les transformations orthogonales de déterminant

: f'mnaln Aa DD As
Ly uc U\l U\‘l’} i

ou SO(E, @), notations ou I’on supprime parfois E ou ®.
Une homothétie h, de E est une similitude de multiplicateur A2.
Si n=2q + 1 est impair, la formule (26) montre que le multiplicateur

w(u) d’une similitude u € GO(E) est nécessairement >0 ; si f = ./ uu),
on a u = hgov, ol ve O(E), et det(u) = " det(v) a méme signe que det(v) ;
on dit alors que u est une similitude directe (resp. inverse) si det(u) > 0
(resp. det(u) < 0). Le groupe GO(E) est produit direct du groupe O (E)
et du groupe Z(E) des homothéties de rapport #0.

Si n = 2q est pair, on peut avoir det(u) = (u(w))? ou det(u) = — (uw)? ;
dans le premier (resp. le second) cas, on dit que u est une similitude directe

(resp. inverse). La question des signes possibles de u(u) et de det(u) dépend
alors des signes possibles de @, et sera reprise plus loin ; notons seulement

aue les rotations sont touiours des similitudes directes

MWV AVO AV LAV AID OUvase bl At g DALAALAAAGS BB WLS R VL VLU

8. Nous supposons désormais fixée une fois pour toutes une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée @ sur E x E, et lorsque nous utiliserons
sans préciser les notions introduites aux n® 6 et 7, il sera sous-entendu
qu’elles sont relatives a ®.

FBE
Q@

M)
x)

+
L

*) Nous supposons connue la théorie des déterminants d’ordre quelconque que I'on peut
exposer le plus simplement en procédant comme dans (4.2.6) bu (6.2.4) (voir par exemple [9],
Annexe).
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(28) O(e;, ;) =0 pour i # j, P(e;,e) = +1 pour 1 <i<n

En outre, si (¢;) est une seconde base de E ayant les mémes propriétés, le
nombre des indices i pour lesquels ®(e;, e;) = 1 est le méme que le nombre
des indices i pour lesquels ®(e;, ¢;) = 1 (« loi d’inertie »).

La premiére assertion se démontre par récurrence sur n = dim(E), le
résultat étant évident pour n = 0. Supposons donc n > 1. En vertu de la
relation

(29) 20(x,y) = ®(x + y,x + y) — d’(x, x) = ¥y, y)

—~ - {oanean riv~s v 1) casast

il y a au moins un vecte
identiquement nulle dans E x E, contralrement aux hypotheses ; si f est
tel que B = |®(x,x)|, le vecteur e, = B~ 'x est tel que Ple,,e;,) = +1.
Soit H le sous-espace de E orthogonal a e, ; en vertu de (16), on a
dim(H) =n — 1, et H est donc un hyperplan ; en outre le choix de e,
entraine e, ¢ H, donc H est supplémentaire de la droite D,,,. Enfin, la
restriction @ de ® A H x H est non dégénérée : sinon, en effet, il existerait
un vecteur z € H non nul orthogonal 3 H ; comme il est aussi orthogonal
a Do,,, il serait orthogonal & E = H + Dy,,, ce qui est absurde. On peut
alors appliquer a H ’hypothese de récurrence, et il existe par suite dans

une base (e.), telle que ®(e;, e;) = 0 pour i #

T iet ®e,e) = +1 pour
A A WBiA quv \Vllz <l<n CWwaALW “ VJ, rvv— 7 J \ 1’ 174 - r
2 < i < n; comme en outr re ®(e,, e;) = 0 pour i > 2 par définition, la base
(€)1 <icn de E répond bien a la question.

Désignons maintenant par E* (resp. E7) le sous-espace de E somme
(directe) des droites Dy, telles que ®(e;, e;) = 1 (resp. Ple;, ¢;) = —1) ; pour
achever la démonstration, il suffira de montrer que la dimension de E* est
indépendante du choix de la base (e;) vérifiant les conditions de I’énoncé.
Or, pour tout xe E* (resp. xe E”) non nul, on a ®(x,x) > 0 (resp.
®(x, x) < 0) puisque ®(x,x) est la somme des nombres & (resp. —¢&2)
étendue aux indices i tels que ®(e;, ¢;) = 1 (resp. P(e;, e,) = —1). Soit alors
(éi)1 <i<n UNe autre base repondant aux conditions de I’énoncé, et soient

E'*, E'~ les sous-espaces de E définis a partir de cette base de fagon
mma e ,‘. Nt e T N o —_ T — (N ca Jmsmc Vo moc mmsadon e 332
dlldlOgUcC d C et .vuna D M = 1Yy car aans IC Cas Ccointrairc, umn

vecteur x # 0 de cette intersection devrait satisfaire a la fois aux relations
contradictoires ®(x, x) > 0 et O(x, x) < 0 ; on a donc dim(E*) + dim(E'™)
=dim(E* + E'”) < n par la relation de Grassmann, et comme E est
somme directe de E'* et E'~, dim(E'*) + dim(E’'") = n, d’ou finalement
dim(E*) < dim(E'*). Echangeant les rdles de (¢;) et (e}), on voit de méme
que dim(E'*) < dim(E™), ce qui achéve la démonstration.

Si, pour une base (¢;) répondant aux conditions de I’énoncé de la prop. 1,
p est ie nombre des ¢; tels que ®(e;, ¢;) = 1 et ¢ = n — p le nombre des ¢;
tels que ®(e;, ¢;) = —1, on dit que (p, q) est la signature de la forme @ ;
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1Q-

Of gna (n,0) orme positive non dégénérée ;
une forme de signature (0, n) s’écrit ® = —@’, ot (D est une form posmve
non dégénérée ; on dit alors que @ est négative non dégénérée.

onc une

une forme de signature (n.0) est

A) : Cas d’une forme positive non deqeneree
9. Le cas ou st de signature (n,0) ou (0, n) correspond a ce qu'on
appelle d’o d nalr la géométrie euclidienne a n dimensions ; comme le
passage de —® n’a pas d’effet sur la plupart des notions géométriques
notamme e

0 ~ PN
W OS>

ﬂnrrncnnnrl ntec ( nt Parthaocnnalitd)l an harne A’ardinaire au
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cas des formes de signature (n, 0). Lorsque ® est une telle forme, on peut
lui appliquer tout ce qui a été dit dans la section (5.1) (en remplagant (x|y)
par ®(x, y)) ; la prop. 1 montre en outre I’existence dans E de bases ortho-
normales (pour (D), dont la définition est calquée sur celles des sections
(5.2.1) et (7.1.1). On en conclut comme dans les cas n =2 et n =3 que
tous les espaces euclidiens de méme dimension sont isomorphes ; plus
précisément, si V, W sont deux sous-espaces de E de méme dimension, il
y a toujours une transformation orthogonale u (et méme une rotation)
dans E telle que w(V) = W (le groupe SO(E) opére donc transitivement

dans ’ensemble des sous-espaces de dimension donnée).

Pour tout sous-espace vectoriel V on a vVn VJ- = M un vecteur de
e OV Y UQV W VWwWwiWiliwl v \ilL v lvj \ o ¥} 'V ‘vul AW

cette intersection étant orthogonal a 1u1-méme ; en vertu de (16), Vet V*
sont donc toujours supplémentaires. Le sous-groupe de O(E) alssant
invariants tous les points de V+ s’identifie au groupe O(V).

La théorie des endomorphismes hermitiens (et plus généralement des
endomorphismes normaux) dans un espace euclidien de dimension quel-
conque n se développe comme pour les cas n =2 et n = 3 ; il faut bien
entendu admettre ici un axiome additionnel sur les nombres réels, savoir
le fait que le corps C des nombres wmpnexes est utgeur‘iquéi‘rieiit clos ; les
démonstrations utilisent ce fait de fagon essentielle, ainsi que I’extension

des scalaires au corps C dans un espace vectoriel. Comme nous nous

harnnne 101 any ecnacec vectariale enr B nance reanvavane nanr cec dédman-
WUNJRLALANJALAY AWVWA G\ voyuvvo VWWiIULAIWVIDO UWL l‘ LA A D Lvll'vjvllo bl\.lul WWY \BWwililVid

strations, 4 [6], § 7, ou [ 12], § 36, et nous énoncerons seulement les résultats :

Si u est un endomorphisme hermitien, il y a une base orthonormale (¢;)
de E formée de vecteurs propres de u.

Si u est un endomorphisme normal (donc tel que uu* = u*u), E est somme
directe de sous-espaces orthagonaux deux a deux V,, de dimension 1 ou 2,
et qui sont stables par u (ceux de dimension 1 sont donc formés de vecteurs
propres de u). En particulier :

- PRSP SR

Qs .. xs . Yy AP
o1 U Cbl uine uuna_;urmuuun ortno

Q
.llp 1 Vi u.xvs\.uluu.l.v’ Vil Ow UViillv U Viwuiiiallr v

€St
espaces deux a deux orthogonaux P, NetR; (I < ] < r)tels que l’ = E(1 ; u),

)
=)
-
§:
K
- m

N = E(—1 ; u), et enfin R; est de dimension 2, u(R;) = R}, et la restriction
de u & R; est une rotation d angle 0, distinct de 0 et de langle plat. On a
2r < n, et les racines du polyome caracteristhue de u (dans C) sont + |
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(siP#0), —1(si N # 0) et les nombres cos@; + isinf, (1 <j<r),les
étant distincts ou non deux a deux. On a ainsi attaché a toute transforma-
tion orthogonale un certain nombre d’angles bien déterminés ainsi que
leurs « multiplicités », ce qui généralise les cas élémentaires n = 2 et n = 3,

En outre, pour que deux transformations orthogonales u,u’ soient
conjuguées dans le groupe O(E), il faut et il suffit que les nombres dim(P),
dim(N) et cos 6; (& ’ordre prés) soient les mémes pour u et v’

10. De la forme précise ainsi obtenue pour les transformations ortho-
gonales il serait facile de déduire la proposition suivante qui généralise
(5.3.2) et (71.2.2) :

Prnpmztz,n. 2.—Si E est un espace euclidien de dimension n, toute
as e 4 et s maa A- L nnnnn 1a ot ﬁ!gf\r,anl.f A% rees smlasen 2e auu..t‘#-g:nn nnnnnnnnn
uua_]ur"uu wn oI lqu"ulC u ol [JI uuiLr u au [llub (4 Dyl ICLI i [lul lu[![!UIL

a des hyperplans.

La démonstration directe est encore plus simple : elle procéde par
récurrence sur n, comme dans (7.2.2) (qui n’est autre que le passage de
n=3 4 n=2; le raisonnement se répéte presque mot pour mot dans le
cas général).

Comme le déterminant d’une symétrie par rapport & un hyperplan est
—1, la prop. 2 montre qu’une rotation est produit d’un nombre pair h < n
de symétries par rapport a un hyperpian ; en particulier, si n est impair, on a
nécessairement h < n — 1, et la relation de Grassmann montre que toute

rotation laisse alors nécessairement un vecteur x # 0 invariant (appartenant
A Diamtavan~tei~nm Aaa L L--Anﬂalnnn Ann avren Abmina Aot o ot 1o s~ danié)
d 1 111ILVIDUALLIVILL UlD 1] ll_yPCl Plallb U a_ylucluca UUILIL U OOL 1IU plUUUll}

11. On appelle renversement une symétrie par rapport 4 un sous-espace

vectoriel V de dimension n — 2 ; il est immédiat que c’est une rotation,
sa restriction & V+ (qui est un plan) étant la symétric x - —x. Deux
renversements quelconques sont conjugués dans le groupe O*(E), puisque
ce dernier opére transitivement sur les plans vectoriels. On a pour le groupe
des rotations I’analogue de la prop. 2 :

Proposztton 3.— Dans un espace euclidien E de dimension n > 3, toute
rotation u est un proauu d’ au pms n renversemems

En effet, u =

t
o .- - Y- o ) XTI o
v & 1V VCI DUluC D au P

roduit laisse invariants les points de llntersectlon V des hyperplans
H,, H, des symétries s,,s, ; on peut se borner au cas ou s; # s,, donc
dim(V)=n—-22>1 et u est entiérement déterminé par sa restriction
v = u|P au plan P = V* orthogonal 4 V ; v est une rotation, produit des
symétries sy, s, par rapport aux droitess D, = H;nP, D, = H,nP.
Considérons alors dans V une droite D’ et le sous-espace W orthogonal
(dans V) a D, de dimension n — 3 ; soit r; (resp. r;) le renversement égal
a s (resp. s3) dans P, a la symétrie par rapport a W dans V ; comme cette
derniére est involutive, on a encore u = rr,, d’ou la proposition.

&
th
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12
sion #4, déterminer la structure du groupe des rotations :

Proposition 4. — Soit E un espace euclidien de dimension n égale a 3 ou > 5.
Alors, si n est impair, le groupe O* (E) est simple ; si n est pair, le seul sous-
groupe distingué non trivial de O*(E) est son centre, formé des rotations
iget —1g

Pour n = 3, la démonstration est esquissée dans ses grandes lignes a
I’exerc. 3 de la section (7.2) ; nous allons utiliser ce résultat pour traiter
le cas n > 5. Soit donc I' un sous-groupe distingué de O*(E) contenant
une rotation u # + 1, et distinguons plusieurs cas :

1° u laisse invariants tous les points d’un sous-espace V de dimension

n — 3 et est donc déterminé par sa restriction ¥’ au sous-espace V+ = Fde

Wiwilliiiiv pa wo

dimension 3. Comme I" contient toutes les rotations vuv~!, ol v e O*(E),
il contient en particulier les rotations laissant invariants les points de V
et dont la restriction 4 F est de la forme v'u'v'"!, ou v' € O*(F). Mais
comme O*(F) est simple, toute rotation de O*(F) est produit d’un nombre
fini de rotations de ia forme vju'vy™?, et en particulier un renversement
r e O*(F) est de cette forme ; si r est le renversement égal a ' dans F,
et laissant invariants les points de V, on a donc reI’. Mais tout autre
renversement dans O*(E) est conjugué de r, donc appartient aussi a I', et
’on a bien I = O*(E) en vertu de la prop. 3.

2° u laisse invariants tous les points d’un sous-espace W de dimension

n—4>1, et sa restriction au sous-espace F = W de rhn'mnmnn 4 n’est

s L —e ¥ VLA AW AR (=2 V4 WARJA

pas — 1 (autrement dit u n’est pas la symétrie par rapport a W). Il y a
alors dans F au moins une droite D telle que u(D) # D, puisque dans le
cas contraire u|F serait une homothétie, donc égale & + 1 contrairement
a I’hypothése. Soit donc x € F tel que u(x) # +x ; soit y # 0 un vecteur
de W, et soit P le plan P,,, ; considérons dans P une rotation w' # 1,
et soit w la rotation dans E égale a w' dans P, et laissant invariants les

points de P+. Alors uw™'u~! laisse invariants les points de u(P+), et

g = WiIW —1471 1ai invar le P de DL s DLY v Aneas r
U, = wuw 1aisse invariant S 1S puints de P+ n u(P*) ; comme I est
—1

distingué, on a u; = (wuw™')u~! €T, et nous allons montrer que u, vérifie

les hypothéses du cas 1° traité ci-dessus, ce qui ache¢vera de traiter le cas
2°. Comme u est une transformation orthogonale, on a u(Pt) = (u(P))4,

NS AARARAW b

et P+ n (u(P))* est le sous-espace orthogonal a P + u(P) en vertu de (17).
Mais P + u(P) est engendré par les vecteurs x, y, u(x) et u(y) = y, donc on
adim(P + u(P)) < 3, et on en conclut dim(P+ n u(Pt)) > n — 3 d’aprés (16).
Il suffit donc de vérifier que u; # +1g ; comme il y a des vecteurs #0 in-
variants par u,, on ne peut avoir ¥, = —Ig et il reste & exclure le cas
u; = 1g. On aurait alors uwu™' = w, et comme P+ (resp. u(P+)) est
I’ensemble des pomts invariants par w (resp. uwu™?), cela entramerant

D _ /DY A~ + d t al
P = u(P), donc x et u(x) apparlienu”aiem aia m

est contraire a I’hypothése.

3 o
a la 1iiviulv
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rt A nn ennc_eenarce W de dimencinn n — 4
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Soit F = W+, de dimension 4 ; considérons dans F une droite D et le
sous-espace U de dimension 3 orthogonal a D dans F ; soit d’autre part
D’ une droite de W (il en existe puisque n — 4 > 1), et posons F' = U + D'
Il existe une rotation v transformant F en F’, et vuv™! est la symétrie
par rapport 4 W' =F1; comme F # F, on a u # vuw™}, donc
u, = u 'vuv~! = wouv™! appartient a I" et est #1g ; en outre, u, laisse
invariants les points de FNF' = U et ceux de W W' = (F + F)4, qui

b SRR AN Y PO I PRV DR DY . JEPRUEpISR WY S R

est UC QlIIlCIlleIl n — .) (pal (10} €t ld rcnauuu UC Urdbbllld.llll) €t contenu

dans Ut ; la somme U + (W W) est donc directe et de dimension
n — 2, et ’'on est ramené au cas 1°.

A° e ninsval T nv:cfp AdAane F an maine nn n
4 Las generaq:. 11 CXIS1C Gans © au moins un p

en effet, si u laissait invariants (globalement) tous les plans, il laisserait
aussi invariantes (globalement) toutes les droites, toute droite dans E étant
intersection de deux plans distincts ; donc u serait une homothétie, con-
trairement a ’hypothé¢se. Formons comme dans 2° une rotation w # 1g
laissant invariants les points de Q+* (de dimension n — 2) ; alors uw™'u~!
laisse invariants les points de w(Q<), et u; = wuw™'u~! appartient 3 T
et laisse invariants les points de Q' N u(Ql) = W ; mais par la relation
de Grassmann, on a dim(W) > n — 4 et d’autre part u, # 1g, sans quoi
on aurait w = uwu™ !, d’ou u(Ql) = Q* contrairement au choix de Q. On

est donc ramené a l’un des cas 2° ou 3°, ce qui termine la démonstration.
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13. L’étude du groupe des similitudes GO(E) dans le cas ou ® est positive
non dégénérée s’achéve comme dans les cas n = 2 et n = 3 : le multiplica-
teur « d’une similitude u est toujours >0, et si I'on pose g = ﬁ, on a
u=hgov, o ve O(E) (que n soit pair ou impair), de sorte que GO(E)
est produit direct du groupe O(E) et du groupe Z*(E) des homothéties
de rapport >0.

B) : Cas d’une forme ® de signature (p,q), oup # 0et q # 0.

14. La grande différence avec le cas A) est I’existence de vecteurs x # 0
tels que ®(x,x) = 0 (autrement dit, qui sont orthogonaux & eux-mémes).
Les vecteurs x tels que ®(x, x) = 0 sont dits isotropes'*’ et leur ensemble L,

*) Classiquement, ce nom n’est utilisé que dans la géométrie sur le corps des nombres

complexes C (géométrie qui, pendant tout le XIX® siécle et méme dans beaucoup d’ouvrages
nlnc récents. a été mélangée de facon absurde et abusive avec la oenmegrm sur R _de sorte qu *il

TWwiEtSy & BIG ALNIRUPTE WY 2GFVEI QSUCRINN B8 SURSIVS SVSS I8 pr At T St S5y 2% SRS

est a peu prés 1mposs1ble de savoir jamais, 8 un moment donné, dans quel espace on travallle)
Bien entendu, I'existence de tels vecteurs n’a rien a voir avec le choix du corps de base de
la géométrie ; le seul fait particulier au corps C est que sur ce corps il y a toujours des vecteurs
isotropes pour une forme ® non dégénérée (mais ceci a lieu aussi, par exemple, pour un corps
fini, dés que n > 3). Le cone isotrope est aussi appelé parfois le « cone de lumiére» : cette
terminologie provient de I'interprétation relativiste de 1’Univers, ou '« espace-temps » est
assimilé (localement) & un espace vectoriel & 4 dimensions muni d’une forme ® de signature
(3, 1), et les droites isotropes sont les trajectoires des photons dans cet «espace-temps» ;
le groupe O(®) est alors appelé « groupe de Lorentz ».
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variant par toute homothétie, est appelé le cone isotrope de E. Plus

| afad SWWwvw sAviiANv vasawwviw LA =Y Ads 2 222

generalement, on dit qu’un sous—espac vectoriel V de E est isotrope s'il
existe dans V un vecteur z # 0 orthogonal a V (ou, ce qui revient au méme,
si la restriction de ® A V x V est dégénérée) ; une autre maniére d’exprimer
ce fait est de dire que V n V! n’est pas réduit a 0 ; il en résulte aussitot,
par la relation de Grassmann, que la somme V + V* est distincte de E
et réciproquement. Un sous-espace vectoriel V est dit totalement isotrope
si tous ses vecteurs sont isotropes ; en vertu de (29), il revient au méme de

Arten 1o Adoes ssnl rnmnmiine Apa vrmnt » e Ao U cnnt Anthaante e 1Y AN
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que la restriction de ® & V x V est identiquement nulle, ou encore que

'on a V < Vi Par exemple, pour tout sous-espace vectoriel W de E,
W N W est totalement isotrone ouisaue le sous-espace orthogonal est

vvvvvvv PIULI VLT peiSy e S Ueviial ol

W + W+ par (17) ; une droite isotrope est totalement isotrope.

Pour qu’un sous-espace vectoriel V soit non isotrope, il faut et il suffit
donc que V et V! soient supplémentaires, en vertu de ce qui précede et
de (16).

15. Commengons par regarder ce qui se passe pour n = 2 ; il n’y a alors
(@ isomorphisme prés) qu’un seul type de forme bilinéaire correspondant
au cas B), celui de signature (1, 1). Il existe alors exactement deux droites
isotropes distinctes dans E : en effet, si {e,,e
que Dfe,,e,) =1, Dle,,e,) =1, Ple,,e;) =0, la condition pour que
, + &,e, soit isotrope est £2 — &2 = 0. On peut donc prendre une

rs

Aot sv:mn bhnon Aa E talln
I €St unc ovasc ac (477§ {w)

isnrrnnoc comme on a alors

OV U e ARAARAW

I
ouv llp base {a. 42} de E formée de vecteur

W VViiv vWwOT Y] - LALAWY WSV VwwiLwus

®(a,, a,) # 0 (sans quoi ® serait identiquement nulle), on peut en outre,
par multiplication par un scalaire, supposer que I’on a ®(a,, a,) = 1 (nous
dirons pour abréger que {a,, a,} est alors une base isotrope) ; pour deux
vecteurs x = &,a, + &,a,, y = n,a, + n,a,, on a donc

(30) Dy v\ = F.n_ N

vy =\"Vvy ) 1% 1Z 'V S2°11

si bien que si x # 0, le vecteur x' = &,a, — &,a, est orthogonal a x (pour
M At tarr0 lao s1antaries s tlhhnvmnsmnnmiwr A v ame ¢ Anla FAavenn 1/ Q: TY T

W) CL LUWD 1D VCthUlB Ul tllUéUlldLIA a A DUHI. af 1a 107111 AX . D1 174, Ly DUUL

les deux droites isotropes de E, cela s’exprime encore en disant que pour
toute droite D de E distincte de D,, D,, la droite D’ orthogonale a D est

(cf. section (4.1), exerc. 10).
16. Continuant a examiner le cas n = 2 (E (muni de ®) étant souvent
alors appelé « plan hyperbolique »), notons que tout ce qui a été dit dans

ana~ti~n Q) pat yvalalhla o rie n’n 1~ e sl Ao

1n
ia DCbtlUll \JLO} CSU vadidaoiC sans cna lg I"C”L a.uuc LIUC ic 1Clllplanllelll.

de (x|y) par @(x, y), pour tout ce qui ne concerne pas le calcul des matrices ;
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1ais ici I’expression de M(w) n’est pl

an Wiw

1 plus t . 11 cony
effe de prendre plutét pour base d E une base isotrope {a,,a,} (n° 15);
si pour cette base on prend encore

’endomorphisme w a cette fois une matrice déterminée par les conditions

Dl N\ 7Y — N Al s N\ 2~ ) 1
®wa,), a,) =0, @wia, ), a) = 1,
d(w(a,), a,) = —1, (D(W(az), a,) =0
ce qui donne
q e
(%
M(w) =
\0 -1/

autrement dit les droites isotropes D, et D2 sont les sous-espaces propres
E(1;w) et E(—1;w) et en écrivant qu’une similitude directe u est
caractérisée par la condition wu = uw, on voit que, géométriquement,
cela équivaut a dire que u laisse (globalement) invariantes chacune des
droites isotropes, ou encore que pour la base isotrope {a,, a,}, sa matrice

est de la forme

/4 0O\
(32) M(u) = (O H)

On en conclut ici que I’ensemble C(E) des similitudes directes est encore
un anneau commutatif mais cette fois ce n’est plus un corps, mais bien le
composé direct R x R de deux corps isomorphes 4 R : il y a des diviseurs
de zéro, autres que 0, qui sont les matrices (32) ou /’un des deux nombres

J, p est égal a O (observer la différence avec la section (5.5.1)). Il en résulte

ancet Ana la oroupe COH R rlnc cimilitudoc dirvortoc ect formd dec matricec
aussl quc i€ groupe v (L&) G Simuiiiuaes awredies Csi 10T GCS Malives

(32) ou Au ;é 0 autrement dit c’est le produit direct de deux groupes
isomorphes Quant au groupe des r tations O*(E), il est formé des
a,ltcmo.rphls es dnn la matrice relativement a {a,,a

PR P N PP, T sk s2?2 .~

avec A # 0, autrement dit, il est isomorphe a R*. On notera qu’ici, les rota-
tions (et plus généralement les similitudes directes) ont des valeurs propres.
Les rotations u pour lesquelles 4 > 0 (donc A~! > 0, autrement dit celles

AdAant lae deny valanre nranrae eant <M farmaent nn
UUIIL IVD ULUA VAIVUWIO PLUPIVO DVIIL ~ V) IVIILIVIIL Wil

21

a
(1)
Q.

isomorphe a R*, dit groupe des rotations orthochrones
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Notons encore que les similitudes inverses dans E sont les automorphismes
u € GL(E) tels que uw = —wu, autrement dit ceux qui échangent les droites

isotropes ; leur matrice relativement a {a,, a,} est de la forme

(i o)
A 0,

On vérifie facilement que, pour une telle similitude inverse u, si det(u)
= —Au < 0 (autrement dit si 4 a un multiplicateur >0), u est de la forme
hg o s, ol s est une symétrie orthogonale (pour ®) par rapport a une droite
non isotrope ; au contraire si det(u) > 0, ¥ a un multiplicateur <0 et n’a
pas de valeur propre.

Soient A,, A, deux demi-droites vectorielles ouvertes contenues respec-
tivement dans D, et D,, et orientons le plan de sorte que le couple (A,, A,)
soit direct ; prenant a, € A,, a, € A,, on vérifie alors sans peine que les
ensembies de demi-droites ouvertes contenues respectivement dans Ies

secteurs angulaires S°(A,, A,), S°(A,, —A)), S°(—A,, —A,) et S°(—A,, A))

’ 9
sont des classes d’intransitivité du groune Ot HEY Fn ontre ce oronune
AA D P WIIN DT W eIV LT WMV L VPV VL e bl \I\«Itlv - \‘—l’. Bd A A BV A W - bl UUIYV
PPN W L T a_ . fafl A PR, P am 2
Opérc dC l'dg;on Slmplemenl LtrarndyStiiLive uadin Ildb une UC CCY CldddODS . Al

exemple, si A, A’ sont deux demi-droites contenues dans S°(A,, A,), un
calcul facile montre que I'unique élément ue O™ *(E) tel que u(A) = A’ a
une matrice de la forme (33) relativement a {a,, a,}, donnée par

D, Dj
(34) Am2=]| I
LD’ D
ou D et D’ sont les droites contenant respectlvement Aet A
Ceci conduit a définir ici '« angle» de A et A’, dans le plan orienté,
comme égal au nombre réel
o /\, . F Dz—l
(35) (A, Q) =3lo L
(en admettant bien eﬁteﬁd les axiomes su garamissant Pexistence de ce
nombre (cf. Annexe I, n® 7)) ; oyennant quoi, on a encore, pour trois
demi-droites quelconque A A’, A" dans S°(A,, A,), la relation
A SN N\
(36) (A, A) + (A, A") = (A, AY),

On peut bien entendu poursuivre dans cette voie et développer une
« trigonométrie hyperbolique » par analogie avec I’étude du plan euclidien ;

nous ne nous y arréterons pas

17 DAasrnsmnsno o wal T T Fait nconntia
1/. RCVCIOIiS au Cas scllcl al. Ull 1all ULdDDdDVLVIILIV

est que les sous-espaces de E de dimension donnée m forment une seule
classe d’intransitivité pour le groupe orthogonal O(E) ;

tout de méme pour la géométrie d’une forme de si

VL UV llidviiidv pPUSL G pvviiiviaav WLV AViILALY MV vanii

non nuls.

(S0

UL 1a gLulliviiiv v



Géométrie d’une forme bilinéaire symétrique 179

I omamo 1 —_ Cniont V W 1’1)11V CIMIC-0Q
AdCIIVTIC L ) MV TV Ve VV JIUVUMRD LD

telsque V = W+, ou, ce qui est équivalent, W < V+)et tels que VAW = {0}.
Pour que V + W soit totalement isotrope (resp. non isotrope), il faut et il
suffit que V et W le soient.

La nécessité des conditions est immédiate, si I’'on observe qu'un vecteur
x € V orthogonai a V + W est aussi orthogonai a V. Inversement, si V et W
sont totalement isotropes, et si xeV, yeW, on a, d’aprés (29),
D(x + y,x + y) =0, donc V + W est totalement isotrope. Si V et W sont

>y
o amm amm PR

non ismropes, et six + y est Oi‘unogonax aVv + W, comme y st or umguual

a V, on en déduit d’abord que x € V doit étre orthogonal a V, donc x = 0
par hypothese, et de méme y = 0, si bien que x + y =0, V + W est non
;cnfrnnn

Lemme 2. — Soient D une droite isotrope dans E,H = D* > D I’hyperplan
(isotrope) orthogonal a D. Tout plan P contenant D et non contenu dans H
est un plan hyperbolique (donc non isotrope et dont D est I'une des
deux droites isotropes) ; E est donc somme directe de P et de P+, et la

\

restriction de ® a P* x P+ est une forme non dégénérée de signature

Soit a € D et soit b un vecteur de P non dans H de sorte que ®(a,b) # 0 ;
D_L Aot Mimtancon~tinnm Aa Asa Phmnanalon Artlh Aacanal

a1 L
ol 1 lllLCLDCbLIUll ac 1_1 Ul ac 1 11y pvipiail ﬂ Of ll.lUSUllal d. U , comine

PLcH, DnP+={0} etque PAnH=D, onaPnP!={0}etP est
donc non isotrope ; comme il contient une droite isotrope, c’est un plan

l-nrnprhgl oue. Il v a nar suite une base {o. o\ de P talle gue M. 2.)

JPvEY Hwe 2 ) & PG Uity Bilv Vaow lvl, \'2, VMW A VWwWilw \l \~V1» %1/ = 4y

®(e,,e,) = —1; on peut donc en appliquant au sous-espace non isotrope
P la prop. 1 obtenir une base orthogonale (e;), ¢;<, d¢ E telle que les ¢;
d’indice >3 forment une base de P+ et que ®(e;, ¢;) = +1 pour tout i ;
la derniére assertion du lemme résulte donc de la loi d’inertie.

On observera que ce lemme implique que le cone isotrope n’est pas
contenu dans un hyperplan H, car si D < H est une droite isotrope, il existe
des plans contenant D et non contenus ni dans H, ni dans ’hyperplan D*.

KTA‘I('V A‘I"I\ﬂﬂ ra b3 V=) IA m‘\"ﬁ LS I n\ anf l 1utlsnn A lt\ “t\rw\a f'\ n
INOUS qirons quce 1€ nomorc v = uuu\y, q) €5t 1'inaice a 1a 1orme &Y. vi

peut se borner au cas o v = g (en changeant au besoin ® en —®), et c’est

ce que nous supposerons dans la suite.
Prnnnc;tmn 5. _-ll\ T out sous-espace vector riel totalement isgtrgpp est de

v

dlmenszon <v et est contenu dans un sous-espace vectoriel totalement

isotrope de dimension v.
(ii) Soit V un sous-espace vectoriel totalement isotrope de dimension
r < v ;alors il existe un sous-espace vectoriel totalement isotrope W de méme

(2%}

dimension r tel que W N V+ = {0}.
(ii1) Soient V, W deux sous-espaces vectoriels totalement isotropes de méme
dimension r, tels que W NVt = {0} Alors on a VN W+ = {0} et le sous-

pennro B — UV 1 W cNnMmIMma I’ rto f’n V ot \Xl pnot N icntmnano DAsgw
CO[J“LC i — ¥ T ¥V, JQUINIHIC ut Lc uc v L €Il nun lDUL'U‘JC. 1 owuw

toute base (a;),ci<r de V, il y a une base (b,-)l<,-<, de telle que
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l\. X._ (indire Ae K ranankary naur tnut ~nunlo Ad%indiroc EFnfin 71
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restriction a F+ x F+ de la forme ® est de signature (p —r,q —r) et

d’indice v — r.

Démontrons d’abord (ii) par récurrence sur r : pour r = | cela résulte
du lemme 2, en prenant pour W la seconde droite isotrope d’'un plan
contenant la droite V et non contenu dans I’hyperplan V+. Dans le cas
général, considérons une droite D = V, un plan P contenant D et non
contenu dans H = D+ ; il est hyperbolique par le lemme 2 et contient donc

PRSP PN _-- VRN crmane e s Al aiand o

unc bCLUIlUC UIUL bUllUPC U et D €st somme aqirecte UC r et UC

Pt=H~nH, ot H=D'* On a VcH, donc V;, = VN P! est aussi
gal 3 Vn H', et comme V n’est pas contenu dans H' (puisque D ¢ H’),

est un sous-espace tota lamant 1cnfrnnn Aa Aimoancian » _ 1 rlonc D-L
v; €81 un sous-€space tolaiément 1sotrop€ ac aimension ? i Gans r

donc, par I’hypothe¢se de récurrence, il existe dans P! un sous-espace
vectoriel totalement isotrope W, de dimensionr — 1 telque W, n Vi = {0}.
Alors W = D' + W, (somme directe) répond a la question. En effet, si
x =y + ze W est orthogonal 4 V, avec ye D' et ze W,, en écrivant que
x est orthogonal 4 D’, on voit d’abord que y est orthogonal & D (puisque
z l’est), donc y = 0 ; écrivant maintenant que z est orthogonal & V,, on
voit que z = 0, d’ou notre assertion, compte tenu du lemme 1 qui prouve
que W est totalement isotrope.

Le méme raisonnement prouve aussi (i) : il suffit de noter que I'indice
de Pt est v — 1 et que V, est de dimension r — 1 pour obtenir par récur-

rence l’:n&nnhﬂ‘ r<vy Fn ontrea V. act cantenn dane nn ennc.acnace
llva Ve Asdl WVliwvw v l WL WAJLAVWwil W w11V i1 [S LV 4% 1% ) \lol.’uvv

totalement isotrope U, de dimension v — 1, et U = D + U, est, en vertu
du lemme 1, un sous-espace totalement isotrope de dimension v contenant V.
Enfin, on prouve aussi (iii) par la méme méthode. Il suffit ici de prendre
pour D la droite Dy,, ; il y a alors un vecteur b, contenu dans W et non
orthogonal a a, : en effet, si T est un sous-espace de dimension r — I,
supplémentaire de D dans V, on a dim(TY)=n—r +1; donc WN T+
contient une droite D’ en vertu de la relation de Grassmann si W était
ort Luuguual a ul, D’ serait & la fois Gi‘ulOgOi‘law aTetaD,doncaV=T+D
contrairement a I’hypothése. On peut supposer que ®(a,,b,) =
prend alors P = Py, ,,eton pose V, =Pt NV, W, =P{nW. On v01t

weivi?

<@

comme Annc la démonstration de (ii) gue V, et W. sont t des sous-espaces

totalement isotropes de dimension r — 1 ; en outre W, n Vi = {0}, car
tout vecteur de cette intersection est orthogonal & V, et & D, donc &
V, + D=V : prenant dans V, et W, des bases respectives (a;);<i<>
(bi)2<i<r telles que ®D(a;, by) = d;; (ce qui est possible par I’hypothése de
récurrence), on obtient deux bases (a;); ci<,» (0i)1<i<r d¢ V €t W respective-
ment vérifiant les relations voulues ; le fait que F = (V, + W,) + P est
non isotrope résulte encore de l’hypothése de récurrence et du lemme 1 ;
enfin F+ est aussi le sous-espace de P+ orthogonal & V, + W,, ce qui

achéve de prouver la proposition.
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h..

18. Nous pouvons maintenant caractériser les classes

Azalsaia av <va Co i ar

groupe O(E) dans I’ensemble des sous-espaces vectorlels de E :

Proposition 6. — Soient V un sous-espace vectoriel de E de dimension m,
d la dimension du sous-espace totalement isotrope U = V n VL. Pour tout
sous-espace W de V supplémentaire de U dans V, la restriction de daWwW
est non aegeneree et sa .slgnature U' b, (&VEC r+s=m-— a r s p - a
s < q — d) est indépendante du supplémentaire W choisi. La classe d’intran-
sitivité de V pour le groupe O(E) est alors formée de tous les sous-espaces

NoaNtN» 1 ple nn1r locminle loc twnic nambhe A » ¢ cnnt In mwimac
veLiLuvricio ll(lul u:.)l.luc;o tCO Lrvw IlU"‘U! Cs) Uy T 40 ODUTHL lCn) TNiciIrnico.

Si un vecteur x € W est orthogonal a W tout entier, il est aussi par

définition orthogonal a8 U + W =V, donc contenu dans U, et par suite
pcml a ﬂ ce mn prouve la nremlére assertion. Si W’ est un second sous-

A= & wasrrawa w RIJWaA vaANSaae WS wai Uwwws

espace vectorlel de \Y% supplementalre de U et si p est la projection sur W
paralléle a U, on a x — p(x) € U pour tout x € W', donc ®(x — p(x), y) =

pour tout ye V, et par suite O(x, y) = ®(p(x), p(y)) pour tout couple de
vecteurs x, y dans W’ ; cela démontre la seconde assertion. Prenons alors
dans W une base unh()gonalc €)1 <i <m-d telle que Pie,e) = 1 pour
1<i<r, Ole,e)=—1 pour r+ 1 <i<r+s=m—d Considérons

maintenant le sous-espace orthogonal W+ de dimension n — (m — d), qui

act ciinnlidmantaira da W Adance F at ~antiant 'T 1l rantiant AAans
CSt SUpPPCIMCidiiC GO vv Galls © Ot COLUCIIv , 11 CONUICHT GOINcC

intransitivité du

sous-espace totalement isotrope U’ de méme dimension d tel que U + U’
soit non isotrope (prop. 5) ; soit T ’orthogonal de U + U’ dans W+, qui
est non mntrnne et tel que la restriction de ® A T x T soit de sigo gnature
p—r—dqg—s—d (prop. 5). Utilisant encore la prop. 5, on voit donc
qu’on peut compléter la base (e;), ¢; <m—q d¢ W en une base (¢;), ¢; <, d¢ E
tout entier, telle que (e;), <; < SOit une base de V et que la matrice de @
relativement a (e;); <; < SOIt

nnd
O

o

‘I, 0 0 0 O 0 A
0 —I, 0 0 O 0
0 0 0 I, O 0
\ 0 6 1, 06 O 0 |
0 0 0 0 I,,, O
0 0 0 0 0 o

Comme cette matrice est entiérement déterminée par les nombres p, q, 1, s, d

cela achéve de prouver la pr()p()sm(‘)ﬁ
19. On peut se demander si, lorsque V et V' sont dans une méme classe
d’intransitivité pour le groupe O(E), ils 1& sont aussi pour le groupe des

inme NTEY FEn va rtu de la nron. 6. la rénonse est afAirmative cauf
Witd \J ‘1.4’. Asil Vwitu Wuw 14 PI.UP. Ve 1Q xvyvllov WOl QliililiGuivwv Juwy

pour le cas ou m = d = n/2 (ce qui implique donc que n est pair et v = n/2).
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fo gonale f changeant
de signe un des ¢; autres que ceux de la base de U + U’, et laissant fixes
les autres, a pour déterminant —1 et laisse invariant (globalement) V ;
dong, si u € O(E) est telle que u(V) = V', on a aussi u( f(V)) = V' et det(u o f)
= —det(u), ce qui prouve notre assertion.

Par contre, pour n = 2v, il y a deux classes d’intransitivité pour Ie
groupe des rotations O*(E) dans I'’ensemble N des sous-espaces totale-
ment isotropes de dimension maxima v. 11 suffit en effet de montrer que si
V est un tel sous-espace, tout u € O(E) laissant globalement invariant V
est nécessairement une rotation. Or, si I'on appllque la prop. 5, on voit
qu’il y a une base (¢;), c; <, de E telle que (e;) soit une base de V,

= v i A

-':3 |~.a

(€:)y+1 <i <2v une base d" second sous-espac otalement isotrope W,
et enfin que ®e;, e, ;) = 6; pour 1 < i< v, 1 <j< v Ecrivant que u est
une transformation orthogonale et laisse invariant V, on trouve sans peine

que sa matrice relativement a (e;) est de la forme

(X Y
\0 ‘X“'/,
ou X est une matrice inversible de type (v, v), d’ou det(u ) (les détails

_________ A

au CdlCUl sont ldlSSCS du lCC[ cur | Oﬁ p(‘)urrd uuuber le
bijection linéaire x* — g(x*) du dual
= O(x, g(x*)) pour tout xe Vet t ut x* e V¥*)

De 14 on déduit la proposition suivan

Proposition 7. — Supposons que n = 2v, et soient V, W deux sous-espaces
totalement isotropes de dimension v tels que dim(V N W) = r. Alors, pour
toute transformation orthogonale u telle que u(V) = W, on a det(u) = (—1)""".

Si u’ est une seconde transformation orthogonale telle que u'(V) = W
u'~'u est une transformation orthogonale laissant invariant V, donc une
rotation, et il suffit de prouver la proposition pour une transformation
orthogonale particuliere u telle que u(V) = W. Posons U =V W, de
sorte que V et W sont contenus dans U+t. Il y a (prop. 5) un second sous-
espace totalement isotrope U’ de dimension r tel que U'n Ut = {0] et

que F = U + U’ soit non isotrope. E est somme directe de F et de F+,
aver dim (F-L\ — ’)lu — ») s camme V4L -V V —_ FJ- AV est Parthaoon

avec dim( r); comme V:t =V, ¥ I'orthogonal
deF+V—V+U’,onadlm(V,)zn—dim(V)-—dlm(U)—v—retde
méme W, = Ft n W est de dimension v — r ; autrement dit, V, et W,
sont deux sous-espaces totalement isotropes de dimension maxima v — r
dans I'espace F+, et ils sont supplémentaires dans cet espace par définition
de U. On voit donc (prop. 5) qu’il y a une base de E formée par la réunion
d’une base (a;), <; <, de U, d’une base (a;), ¢; , de U’, d’une base (¢;); ¢j <,
de V1 et d’une base (¢)), ¢; <v-r de W, telles que d)(a,, a;,) = 5,,, et
W(EJ, ek; = ()Jk Cela étant, on vérifie au 0
tel que u laisse invariants les a; et a

ssitot quc I’automor pummc ude E
; et vérifie les relations u(e;) = ¢},



Géométrie d’une forme bilinéaire symétrique 183

;,(e.”\—p pour 1 <j<v—r est orth t ,
calcul de son determlnant est immédia donne (—1)""", ce qui ac heve
la démonstration.
En résumé, si N,, N, sont les deux classes d’intransitivit¢ de O*(E)
dans N, on voit qu'on a les lois suivantes : ‘
1° si V et W appartiennent a la méme classe N; (ou N,), r = dim(V N W)
a la méme parité que v = n/2 (autrement dit, v — r est pair) ;
2° si V et W appartiennent 4 deux classes différentes, r = dim(V N W)

pi’n nac la mium nanits o v {anitrarmant Ait . _ at 1mmanriw)

u pu (142 l'lC"lC pariic 4yuc v \autlliviliviil iy, v [ UDL tnpu ’.

20. L’existence des vecteurs isotropes #0 complique bien davantage
encore la détermination des classes d’éléments conjugués dans le groupe
orthogonal (correspondant aux résultats du n® 9 pour le cas euclidien), et
plus generalement, la classification des endomorphlsmes normaux ; nous
nous contentons de renvoyer sur ce point a [6], § 4, exerc. 12.

De méme I'étude du groupe orthogonal O(E) ne peut plus se faire
suivant les mémes méthodes que dans les n® 10 4 13. En premier lieu, le
I'dlSOIlIlCiTIéIl[ (lC (D 1 IJ) montire €ncore qUC bl u est une mvomuon (ldIlb
O(E), E est somme directe des sous-espaces propres E(1 ;u) et E(—1 ;u)
qui doivent &tre orthogonaux, donc non isotropes puisqu’ils sont supplé-
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sous-espaces vectoriels non isotropes. Cest pourquoi les raisonnements
des n® 10 4 13 ne peuvent s’étendre tels quels. On peut cependant démontrer
encore les résultats suivants

1° Toute transformation orthogonale u est produit d’au plus n symétries
par rapport a des hyperplans non isotropes.

2° Toute rotation est produit d’'un nombre fini de renversements (symé-
tries orthogonales par rapport a des sous-espaces non isotropes de
dimension n — 4)

3° Le groupe des commutateurs O* *(E) du groupe des rotations O *(E)
est d’indice 2 dans O*(E). Il peut s’obtenir de la fagon suivante : les

natatinng dtant callae dAe 1la nran 1 cnit h la nroiection oarthoonnale
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sur E* ; alors, pour tout ue O(E), h ou est une bijection de E* sur lui-

méme, et si 'on pose o(u) = sgn(det(h ou)), ¢ est un homomorphisme de
O*(E) dans R*, et son noyau est O* *(E) (groupe des rotations ortho-

chrones).
4° Le centre de O™ *(E) est réduit a 1g sauf lorsque p et g sont tous deux
pairs, auquel cas il est égal a {1z, —1g}. En outre pour n > 3, O "(E) ne

contient aucun sous-groupe distingué autre que lui-méme, son centre et le

caiif amzien 5 —
ous-groupe réduit a 1g sauf pour V= 2.

Pour les démonstrations, voir [1 , et [6], § 7, exerc. 27.
21. Enfin, une similitude ue GO nsforme nécessairement un sous-

nara tatalamant icntraone de di mavima v an 1n sous-esnace de
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q), il résulte aussitét de la prop. 5
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méme nature. Or (avec ’hypothése p
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Ad

et W sont totalement isotropes de dimension maxima v, T de dimension
n—2v=p-—gq, T étant orthogonal a V + W et la restriction de ® a
T x T étant positive non dégénérée. Comme u conserve ’orthogonalité, E
est somme directe des sous-espaces totalement isotropes u(V) et u(W), de
dimension v, et du sous-espace ¥(T) de dimension p — ¢, qui est orthogonal
a u(V) + w(W) ; en vertu de la loi d’inertie, la restriction de ® a «(T) x u(T)
est positive non dégénérée Donc le multiplicateur de u est nécessairement
positif, sauf lorsque T = {0}, c’est-a-dire lorsque p=gq =v, n=2v. Si
p # g, on voit comme dans (5.1.12) que GO(E) est produit direct du groupe
orthogonal O(E) et du groupe Z™*(E) des homothéties de rapport >0.

\

F en comme directe VL W LT A V
W [S AV 4 AL WW LW v [] vy [] ‘, AYA "3 v

Qi1 an contr rat ira
Ui au wvvililidunrnv i =

comme on I'a vu dans le n° 16 ; le groupe GO'(E) des similitudes de
multiplicateur >0 est alors distingué et d’indice 2 dans GO(E), et il est
lui-méme produit direct de O(E) et de Z*(E).

n ')n il avicte dec milt 1Anc da multinlicatanr ~0
&Vy 11 VALIOW Lo ] ouuutu uv uu.uuyuvuu. ul Ny,

espace vectoriel E de dimension n espace projectif P(E) de dimension

n—1
droite vectorielle point
plan vectoriel droite projective
espace vectoriel & 3 dimensions plan projectif
sous-espace vectoriel & p dimen- variété linéaire projective a p — I
sions dimensions
hyperplan vectoriel hyperplan projectif

cOne isotrope (pour une forme quadrique projective non dégénérée

bilinéaire symétrique non dé- Q de dimension n — 2 (dite
générée @ de signature diffé- aussi parfois hyperquadrique)
rente de (n, 0) ou (0, n))

droites orthogonales (pour @) points conjugués (par rapport a Q)

hyperplan orthogonal (pour ®) a hyperplan polaire d’un point (par
une droite rapport a Q)

droite orthogonale (pour ®) a un pOle d’un hyperplan (par rapport
hyperplan aQ)

sous-espace isotrope (pour @) variété linéaire projective tangente

aQ

sous-espace totalement isotrope variété linéaire projective contenue

(pour @) dans Q

etc. etc.
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elles de E (ou parf01s I’ensemble de ces dr01tes privées de 0). Tout auto-
morphisme u € GL(E) donne une application bijective # de P(E) sur lui-
méme ; ces applications sont appelées projectivités (ou applications linéaires
projectives) de P(E) sur lui-méme ; elles forment un groupe PGL(E) (ou
PGL,(R) ou PGL(n, R)) dit groupe projectif de P(E), et I’application
u—# est un homomorphisme de GL(E) sur PGL(E), de noyau le
centre Z(E) de GL(E) (de sorte que PGL(E) est isomorphe au quotient

Fald dFe ol Wiy 74 AN

GLAL)/ZL)).
Les théorémes d’Algeébre lmealre prennent parfo:s une forme plus
« rmrlnntg » ]nren_l, on lel le dictionnaire précédent ; c’est son

& N~ aa - | et ol g wids Dwaa

/4
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seul intérét connu au niveau de la « nentaire ». En 1Upmuglc
et en Géométrie différentielle, la notion d’espace projectif a par contre une
importance considérable, non pas a4 cause des traductions précédentes,
mais parce que I’on définit sur ces espaces de nouvelles structures (topo-
logiques, différentiables, analytiques, etc.) qui en font des outils trés utiles
(pour un mathématicien).

23. Soit E un espace vectoriel de dimension n, et considérons 1’espace
vectoriel R x E de dimension n + 1, et, dans cet espace, I’hyperplan
E, = {i} x E, dont la direction est I’hyperplan E, = {0} x E. Si une
droite vectorielle D de R x E n’est pas contenue dans E,, elle rencontre

]
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on voit que ’on a ainsi défini une injection canonique x — ¢(x) de E dans
P(R x E) au moyen de laquelle on identifie E 4 son image ¢(E). L'image
par ¢ de toute variété lmeazre affine V de dimension p dans E est la trace
sur @(E) d’une variété linéaire projective unique de méme dimension p,
engendrée par (V).

Historiquement, c’est I'idée d’« immerger » ainsi un espace vectoriel
dans un espace plus vaste qui a conduit & la notion d’espace projectif. Le
compiémentaire de ¢(E) dans P(R x E) est I’'hyperplan projectif E,, dit
« hyperplan a ’infini» pour cette raison. Dire que deux variétés linéaires

dans E ont méme direction signifie encore que leurs images par ¢ engendrent

o mremaes L Lo e L e ot a4 At g _a ___ _____ el ____ ___ __1
des variétés linéaires projectives ayant méme intersection avec 1’hyperplan
a Uinfini

Une quadrique projective non dégénérée Q dans P(R x E) n’est pas
contenue dans E; (n° 17) ; I'intersection S = Q N @(E) est dite quadrique
affine non dégénérée. On peut montrer ([6], §6, exerc. 25) que si Q,,Q,
sont deux quadriques projectives distinctes, les quadriques affines corres-
pondantes sont aussi distinctes, de sorte qu’il y a correspondance
biunivoque entre « quadriques projectives» et « quadriques affines» de
dimension n — 1, les premiéres s’obtenant a partir des secondes par

« adjonction de points a I'infini ». Par exemple, si E est un espace euclidien,
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nne on ryro .
A =

S
une sphére S es
¢(E) de la quadrique projective correspondant a la forme

de centre a et de ravon p dans E est identifiée a la trace sur
AW WWALLA W W - bW ‘“Jv ’ s L 9 ANE W A W b A4 CA AWW W y 9

de signature (n, 1) sur R x E.

24. Fixons maintenant une forme bilinéaire symétrique non dégénérée @,
de signature (p,q) avec 0 < q < p, sur E x E (E étant un espace vectoriel
de dimension n > 2). La « géométrie» de la forme O, dont nous avons

rnnany dang lag n08 14 & )1 Qa adit a-n , "t

dAoannd lag rdanltate rln nn
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donné les résultats p
autre dictionnaire en ce qui concerne les propriétés de lespac projectif
liées a la forme ®@. La q d rique Q correspondant a @ est appelée « absolu »,
les points de P(E) corres spondant aux droites vectorielles sur lesauelles

RS - Leein Nea VWWILAAVIIVO Uwa AVOwalive

(b(x, x) < 0 pour x # 0, forment ce que I’on appelle I’espace non euclidien
F de dimension n — 1 associé & @, et ce qu’on appelle variétés linéaires
non euclidiennes dans cet espace sont les traces sur- F de celles des variétés
linéaires projectives de P(E) qui rencontrent F. Le groupe de cette « géo-
métrie» est ici I'image PO(E, ®) (ou PO(E)) dans PGL(E) du groupe
orthogonal O(E, @), autrement dit le quotient de ce groupe par son centre.
En vertu de la prop. 6, ce groupe opére transitivement dans F, mais en

Lemhenl 21 L Oy nnoitivrama qire la Aunitne Aa B (i a lag rnlang

gcumal i1 n opecrc pas transitivement sur les droites de F u.C. 185 piaiis

vectoriels dans E dans lesquels ®(x, x) prend des valeurs <0 pour certains

vecteurs du plan) : prenant en effet une base (¢;), .; ., dans E telle que
D(e. p\_Inmlrl <r<n(b{ e.) = —Innnrn4-1<1<n4—n_n on

i N g s N> €) Sy 22
voit aussitot que si q > 2, les deux plans POe,,.-len et Po,,., N€ peuvent étre
transformés 'un dans ’autre par une transformation orthogonale, puisque
la restriction de @ au premier a pour signature (0, 2), et la restriction de @

au second a au contraire pour signature (1, 1).

25. On restrei t nc d’ordinaire le « lan ngage non euclidien » précédent
au seul cas q = p =n — 1. L’indice de ® est alors v=1; si V est un
sous-espace vectorlel isotrope dans E, le nombre d de la prop. 6 est

. \
nacaccairamant Acgal 3 1 at mar enita la namhra ¢ fdaong cat
NeCeSsalrtmlil Cga: a 1, &y par SuItc i€ nomore s (aans cct

e
tion) est nul ; on en conclut aussitét que dans un tel sous-espace V, ®(x, x)
ne peut prendre que des valeurs >0, autrement dit la variété linéaire
projective correspondante V ne rencontre pas F. Par suite, pour toute

variété linéaire projective de dimension m — 1 rencontrant F, la restriction
de ® au sous-espace vectoriel correspondant est toujours non dégénérée
et a toujours pour indice (m — 1, 1), de sorte que le groupe PO(E) opére
transitivement dans I’ensemble des variétés linéaires « non euclidiennes »
de méme dimension, exactement comme dans le cas de la géométrie
euclidienne. Mais bien entendu, la différence avec la géométrie euclidienne

(et qui, historiquement, a été au début le caractére distinctif de cette nouvelle

rZ4 aanPff‘P \\\ Pef nna Q‘l n act 1nna r]rnﬁ'n nnNnn Al‘lf‘]‘ll‘liﬁﬂﬂﬁ A 1Im “\f\lﬂf nnNnn
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contenu dans D et P le plan non euclidien contenant A et D, il existe dans P
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o ,
clidiennes D' contenant A et ne .encon.tran.t

D (dans F) (et, pour cette raison, parfois dites « parall¢les» & D) : en eﬂ'et
dans le plan vectoriel V < E correspondant a D il y a une infinité de
droites vectorielles L sur lesquelles ®(x, x) > 0 pour x # 0, et il suffit de
prendre pour D’ une droite non euclidienne dont la droite projective qui
ila contient passe par un des points de P(E) correspondant a ces droites
vectorielles L.

26. Soient A,, A, deux points distincts de F, D la droite non euclidienne

iz 1o t3 et o alla corre A

qui 1€S COoniuicnt , €uc COIT pOi‘u a uil
signature de la restriction de @ est (1, 1), et qui par suite contient deux
t

droites isotropes L, L’ ; si L,, L, sont les droites vectorielles de V corres-
es (35) et (36) conduisent a définir dans F la

- t~inl U ~

wla van Aang la~iial 1a
Plail vuuviulivl v uailid Ivyjuul la

pondant a A, A,, les .fv... ules iduisent a d
distance non euclidienne de A,, A, comme le nombre
| T T/71]
p p
d(A;, A;) = 4 |
L,
Cette définition se justifie par le fait suivant : si A}, A, sont deux points
distincts de E, pour qu’il existe une transformation # de PO(E) telle

que @#(A,) = A et @A, = A, il faut et il suffit que l'on ait
d(A,, A,) = d(A, A}). Cela résulte aussit6t de ce qu’on a vu dans le n°® 16
et de ce que PO(E) opére transitivement dans I’ensemble des droites non
euclidiennes.

De méme, si A est un point de F, L la droite vectorielle correspondante
dans E, H I’hyperplan orthogonal (pour @) a L, il résulte de la loi d’inertie

Aria la vragtrintinn Aadh s T a nnciting nam Adadsnivio Camma i1l v a ~Aarrac.
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pondance biunivoque canonique entre les droites vectorielles dans H et les

L. S P 1

droites non euclidiennes passant par A, on peut définir ’'angle (D,, D,) de
deux droites non euclidiennes D,, D, passant par A comme [’angle

(L,, L,) des droites vectorielles correspondantes (pour une certaine orienta-
tion du plan vectoriel L, + L,) défini comme dans (7.2.5). Cette définition
se justiﬁe encore par le fait que, pour qu’il existe une transformation de
oites non euclidiennes

il suffit que

I’U{D} ll'dIlblOI'l’l'ldIll Ul’ Uz rcspecuvemem €n (l ’ d
, D5 passant par un méme point A’, il faut et

(D,, D,).= (D}, D,) pour des orientations convenables, comme il résulte
aussitot du fait que PO(E) opére transitivement sur les plans et droites
non euclidiens. On dira en particulier que D, et D, sont perpendiculaires
si les droites L;,L, correspondantes sont orthogonales dans H ; cette
définition entraine en particulier que la réunion des droites D, passant

par A et perpendiculaires & D, est un hyperplan non euclidien (dit per-

hY
pendiculaire ou normal 3 D,), imag

orthogonal a L,.

wn

lan euclidien (dan
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Ici encore, l'intérét de ces définitions n’apparait qu’en relation avec les
conceptions générales de la géométrie des espaces de Riemann.

27. La géométrie non euclidienne que nous venons d’évoquer bri¢ve-
ment est encore appelée « hyperbolique». On peut aussi définir une
géométrie non euclidienne, dite cette fois « elliptique », pour une forme @
positive non dégénérée. ici il n’y a pas d’« absolu », et I’espace non euclidien
est simplement P(E) tout entier ; comme deux droites projectives dans un
méme plan projectif ont toujours au moins un point commun, il n’y a
pas de notion de « paralléle». La notion
euclidiennes passant par un méme point se définit comme au n° 26, et

par suite aussi la notion de droites perpendiculaires en leur point d’inter-

. . 3 . hY
section, ou de droite perpendiculaire (ou normale) 3 un

euclidien au point ou elle le rencontre.
Quant a la notion de « distance », on prend ici d(A, A,) égal a la valeur

mntinem AV, Aa Aaviw Aw~itas A
U urnygic uv UCuA Uulvulivd 1vuil

absolue de la « mesure» en radians de I’angle (L,,L,) comprise entre

—m et . Ces définitions se justifient comme au n°® 26, mais n’ont de véritable

intérét que dans le cadre de la Géométrie différentielle.



ANNEXE III

Inversions et groupe conforme

1. Soient E un espace euclidien de dimension n > 1 (ou nous utiliserons
les notations de (5.1)), ¢ un p01nt de E o un scalaire #0. Pour tout x # ¢
dans E, il existe un poii‘u x'€eE — 1(, ] et un seul, appcu rtenant a la droite
D,, et tel que (x — c|x — ¢) = a : en effet, tout point x’' € D,, peut s’écrire

d’une seule maniére x’ = ¢ + A(x — c¢) avec 1€ R, et la condition imposée

A v Clerit Ay — /-"2 =~ i a nne enlntinan 1Mniane nAnicane v £ £ nar
a A O lliin AR 4] @k, ul a uliv SUIBuUILL ulliul puisyuv A F L pal

hypothése. En raison de la symétrie du produit scalaire, on voit que ’on
a ainsi défini une permutation involutive i,, de E — {c} sur lui-méme, dite
inversion de pdle c et de puissance a.

Il est clair que pour toute variété linéaire V passant par ¢, V — {c} est
globalement invariant par i, , ; par abus de langage, on dit que i, , transforme
V (au lieu de V — {c}) en elle-méme.

Il est immédiat que le produit i, , 0 i, g est la restriction 3 E — {c} de
Phomothétie h, af -1

Pour étudier les inversions de pole fixe ¢, on peut bien entendu se

limiter au cas ot ¢ = 0, puisque i,, = t,oipggo0l; .
2. Soit S une sphere de centre a et de rayon p passant par le pdle

d’inversion c ; alors I'image de S — {c} par i,, est un hyperplan H ortho-
gonal 4 la droxte D,.. En effet, on peut se borner au cas ot ¢ =0; en
posant pour abréger iy, = i, on a i(x) = ozx/llxll2 pour x # 0, et comme
lequatlon de S s'écrit ||x||2 = 2(x|a) puisque p? = ||a||2 par hypothése, on
en tire, pour tout x # 0, (i(x)|la) = a/2, d’ou la conclusion (cf. (5.2.3) et
(7.1.4), dont les démonstrations s’étendent aussit6t a un espace euclidien
de dimension finie quelconque) La réciproque est évidente. Par abus de
langage, on dit p&i‘inS que H est transformé de S (au lieu de S { }) et S
(au lieu de S — {c}) transformée de H par I’inversion i, ,.

3. Si S est une sphére de centre a et de rayon p, ne contenant pas s0, e
qa
o §

D une droite vectorielle rencontrant S en deux points x;, x,, on s

le milieu #(x, + x,) du segment x,x, est la projection orthogonale de

3

)
[
X3
=3
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a sur D ((5.1.10) appliqué dans un plan vectoriel contenant D et a), donc

par le th. de Pythagore
[xi + x2[1* + %1 + x2 — 2a* = 4]a|?

et d’autre part

2
ce qui prouve que las
pole 0 et de puissance || . On en conclut que I'image de S par une
inversion de péle 0O et de pulssance quelconque o est aussi 'image de S

par ’homothétie de centre Q et de rapnort ~(||,,||2_p2\—1
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En outre, les points x; et x, sont symétriques par rapport a I’hyperplan
H passant par a et orthogonal & D ; comme il en est de méme des droites
D,,, et D,,,, puisque a € H, on en conclut (5.1.10) que les directions de ces
droites sont symétriques par rapport a I’hyperplan vectoriel H, orthogonal
aD.

4. Soient maintenant S,, S, deux sphéres coorthogonales de centres a,, a,
(section (5.1), exerc. 4) Si0n’appartient nia S;, nia Sz, lesimages de S, et S,
par unc inversion i de péle 0 sont deux Spucws ol, oz , montrons que ces
sphéres sont coorthogonales. En effet, soient a}, a; les centres de S}, S5, x; un

point de I'intersection S; N S,, xj = i(x,), Hy ’hyperplan vectoriel orthog-

(o]
onal & Dg,,. Il résulte du n° 3 que les dlr\,ct ons des droites D,; ., D,,,; sont

respectlvement symétriques par rapport 4 H, de celles des droites D, , ,
D,,., ; ces dernieres étant par hypothése orthogonales, cela prouve notre
assertion. En second lieu, si 0eS; mais 0¢S,, i(S;) est un hyperplan
diamétral de la sphére S, = i(S,). En effet, avec les mémes notations les
directions de Do, et D, ., sont symétriques par rapport & Hy, et il en est
de méme des directions de Da et D,,,; ; comme les directions de Dam
et D,,,, sont orthogonales il en est de méme de celles de D0a| et de D,
d’ot la conclusion. On dit encore qu une sphére et un hyperplan alamctrai
sont coorthogonaux. Enfin, si 0eS; N S,, les images i(S,), i(S,) sont des

hyperplans dont les directions sont respectivement orthogonales a Dy,

)
et Do,,,» qui par hypothése sont deux droites orthogonales ; deux hyperplans

respectivement orthogonaux a des droites orthogonales sont dits co-

orthogonaux. Les réciproques de ces deux derniéres propriétés se prouvent
exactement de la méme fagon. Il est commode d’appeler les hyperplans

« sphéres dégénérées », et d’appeler normale a une sphére L (dégénérée ou
non) en un point x de cette sphére la droite joignant x au centre de la
sphére si cette derniére est non dégénérée, et la droite perpendiculaire a L en
x si L est un hyperplan. Avec cette définition, dire que deux spheéres

wld
pn

1

la
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(degéné-ées ou non) sont coorthogonales signifie qu’elles se rencontrent et
qu’en chacun de leurs points communs leurs normales sont des droites de

directions orthogonales. On peut alors résumer les résultats des n® 2, 3 et 4
en disant (avec ’abus de langage signalé aux n® 1 et 2) qu’une inversion

)1

transforme une sphére (dégénér ée ou non) en une sphére (dégénérée ou non)
et qu’elle transforme deux sphéres (dégénérées ou non) coorthogonal
deux sphéres coorthogonales.

5 Considérons une inversion i, , de puissance positive a = p? lors on
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’ st é¢videmment ’ensemble des points de E — {c} qui sont mvanants par

4+ En vertu de la section (5.1), exerc 4, il revient au méme de dire que
, ou que
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C,

toute sphere (dégénérée ou non) contenant X et x’ est coorthogonale ax,;
une telle sphére est donc globalement invariante par i, (avec 'abus de
langage signalé au n° 1 lorsque cette « sphére » est un hyperplan diamétral
de X).

6. Comme les inversions ne sont pas définies dans I’espace E tout entier,
il n’est p possible de les composer, ni a plus forte raison de parler du
groupe qu’elles engendrent. En passant dans un espace E, convenable de

1ir d

AdAimancian »n L 1 nAane a
GiNCNSion n + 1, 10uUsS a

expression.
Pour cela, prenons pour E, 'espace produit R x E,
une forme bili y : .

(1) D,((& x), (1, ) = &n + (x]y).

Dans E; muni de la structure d’espace euclidien définie par ®,, nous
noterons C, la sphére unité, de centre 0 et de rayon 1 ; notons que dans
E,, E est un hyperplan diamétral de C,, et que si p est le point (—1,0)
de E,, la droite Dy, est orthogonale 4 E. On en conclut (n° 2) que si s

désigne I'inversion de péle p et de puissance 2 on a s(E) = C, — {p}. La

ractriotinn o (ragn WY Ao ¢ 3 F (reean a2 O — ) act annaléda nar ahne
ICSUNICUOIL §g (ICSP. oo 1 GC Sar JUesSp. a |, WPy) ©ot applils, pal aous

de langage, projection stéréographique de E sur C, (resp. de C, sur E), de

point de vue p (cf (5.4.10)). Considérons maintenant une inversion i, , dans
E ;alors Solc.250 1 est une permutation inv lutive de ’ensemble C, - {v,.(n\ pl:

....... tion involut c)p};
on la prolonge en une permutation involutive i’ de C, tout entier en posant
i'(p) = so(c), i'(so(c)) = p; on dit alors que i’ est une inversion dans C,.
De méme, si v est une symétrie par rapport @ un hyperplan dans E, sqvsg !
est une permutation involutive de ’ensemble C, — {p} ; on la prolonge en
une permutation involutive v' de C, tout entier en posant v'(p) = p, et on
dit que v’ est une symétrie dans C,. On peut maintenant parler du groupe

" engendré par les symétries et les inversions dans C,, que nous appellerons

NP NI ND /‘I\M{"\"mn l"l, r‘ lf\“ l"n n nMar ﬂl‘“n AA Iﬂ“nﬂnﬁ\ A o
groupe Conjorme a€ g \Ou aé L padl avus

de déterminer sa structure.
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aina

partie de l’ensembl des générateurs précedents savoir ’ensemble formé
des symétries dans C, et des inversions dans C, correspondant aux
inversions i., dans E de puissance positive. En effet, si « > 0, on a vu
(n° 1) que 'on a i, _, =N, o h, _, ; tout revient donc & montrer que h, _,
est un produit de symétries par rapport a des hyperplans de E. Or, on peut
écrire h,_y =t,oh_, ot; ' (3.2.18), et toute translation est un produit de
deux symétries par rapport a des hyperplans (5.1. 16) D’autre part, h_,,

Aact_Ad_Aie 1a gumd nar rannan~net & 1°A mnernadit d

v Cot'a-uuc la oylucl.uc X — —X Pal lay}JUlt al Ullslllc, CDL PlUUull
symétries par rapport aux hyperplans orthogonaux respectivement a n

vecteurs d’une base orthogonale de E, ce qui prouve notre assertion.
8. Considérons maintenant une inversion i = i. . dans F de nchanr'e

aiiw a Wi waivwisadww
9

a > 0, et soit X la sphére de cette inversion dans E (n° 5). S01t i l’1nvers1on
de péle c et de puissance a dans E, ; la sphére X, de cette inversion est
donc la sphére de méme centre et de méme rayon que X dans E, ; elle a
par suite E pour hyperplan diamétral, et E N X, = X. Supposons d’abord
que p¢ Z, ; alors s(Z,) = Z) est une sphére coorthogonale a C, (n° 4), dont

7. En premier lieu, nous allons montrer qu’on peut engendrer I" par une

24

PaYal
VD 1

le centre ¢, est sur la droite D, = D, ) Désignons par i I'inversion
dans E, dont X} est la sphére ; elle laisse (globalement) invariante C,, et
Aa farnAnn nrinica frnnnrnrm.: tArit nAInt v Aa la ranint v/ At la AeA~ita
ULV 1ayUll PIVVIDV U aldiviiiiv tvut PUI il J\rl UU \/l Ull l\v PUlllt /\«1 Uu 1d Ul VUlWwv

D,,, , lui-mé&me si cette droite est tangente 4 C,) ;
on notera que puisque ¢, ¢ C,, ij(x,) est défini pour tout x, € C,. Cette
n

1
transformation ¢, restriction de i} a C,, n’est autre que 'inversion dans C,

vutllvw Vii Mv v & l’ Ay Bad hadad A |

déduite de i, , par le procédé du n° 6. En effet, comme c, est sur la droite
D, 5oy 0N a i'(p) = so(c) et i'(so(c)) = p ; d’autre part, pour que deux points
x,,x) de C, soient transformés I'un de I’autre par i}, il faut et il suffit que
toute sphére S (dégénérée ou non) passant par ces deux points soit co-
orthogonale a I} (n° 5) ; il revient au méme de dire que si x = sg '(x,) et
x' = sg !(x}), toute sphére (dégénérée ou non) S, passant par x et x’ est
coorthogonale & X,, et (comme x et x’ sont dans E), cela équivaut a dire

Pantera sane 1 A’A™ =

a «~0 K\ . ~
v 1autlly Pal ‘ca \ll J’ sy UUU 11V

recoupe C,; (et en x

A v at ol

quc X €t X SO

assertion.
Supposons maintenant que pe)ll, de sorte que s(Z, — {p}) est un

h\mprnlnn diamétral Hj de C, . Alors i’ Stri

teon
ti

\lor st la restriction a C, de la symétrie

i'e r on i C; de la symén
par rapport a H) : en effet, 11 résulte dun® 2 que la dronte Dp so©) = Dpe

est orthogonale a Hj, et d’autre part (avec les mémes notations que ci-
dessus) tout hyperplan passant par x, et xj est coorthogonal a4 H), puisque
son image par s est une sphére coorthogonale azx,.

L,OIlSl(lCI'OHS cn SCCOIl(l llCU (ldl'lS E une syr‘netrle v pdl' rapport a un
hyperplan H, et soit H, I’hyperplan dans E, coorthogonal a E et contenant

H (autrement dit, si H, est la direction de H, H, est I’hyperplan contenant

I at Aa Aivcantinan H ™ ¢ alAre o by {1 A § agt n1na
41 LU UL uiivhvuvil 11 T UOP} ’ aiors Dlll.l) - oy = ‘l[l[, VUu o €St unc

sphére coorthogonale a C, et passant par p ; le méme raisonnement montre
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n’est autre que la restriction & C, de I'inversion dont la sphére est X,.
Enfin, si on considére réciproquement, dans E,, une inversion de puis-
sance positive dont la sphére est coorthogonale a C,, ou une symétrie par
rapport & un hyperplan diamétral de C,, les mémes raisonnements montrent
que ia restriction a C, de cette transformation est une inversion (resp. une
symétrie) dans C, telle qu’elle a été définie au n° 6.
9. Nous allons obtenir la structure de I'" en passant cette fois dans un
€space 1:2 & n + 2 dimensions. Nous prenaroins 1:2 =R x 1:1, et nous
définirons cette fois dans E, une forme bilinéaire symétrique non dégénérée

®, de signature (1,n + 1) par la formule

(3] D,((&, x1), 1, y1) = én — ®y(xy, y,).

Nous nous proposons de démontrer la proposition suivante:

Proposition 1. — Le groupe conforme TI" est canoniquement isomorphe au
groupe PO(®,) de la géométrie non euclidienne hyperbolique définie par ®,
{Annexe II, n°® 24).

Nous allons cette fois identifier E, & I’hyperplan {1} x E, de E, (ne
passant pas par 0), de sorte que C, est la trace sur E, du cdne isotrope C,

O ST o

15 o o)
pour ia iorme w,.

71mqQ ‘
v WP l N ux VW uv

Soit ¢, € E, un point extérieur 4 1a boule de centre 0 et de rayon 1 dans
; la restriction & C, de l'inversion de pdlle ¢, et dont la sphére est

‘l .
coorthoeonale a C, s nhtmnt comme on P’a vy, en faisant correspondre
WANINIA VAAN/ &vll“lv - ‘-/ t’

NS AAAAAAw CHAAY WA

a tout point Xx, EC1 le second point xj ou la dronte D,,,, rencontre a
nouveau C, (et le point x, lui-méme si cette droite est tangente a C,).
Désignons par D, la droite Dg,, dans E,, par L, et L) les droites Dy, et
Do,; dans E, ; soit H, 'hyperplan orthogonal a D, (pour ®,) ; montrons
que L, et L} sont transformées I'une de I’autre par la symétrie par rapport
a Phyperplan non isotrope H,. En effet c’est évident si x; = x,, car alors
le plan P, = D, + L, est un plan isotrope (pour ®,), la droite D, ,, étant

s eneat AN + T At t AAann ArthAacAanala fonAannie D VA tAnta Aenita A D

Laugcutc a \/l, CL 1.42 Clalll UVUlIV Ul LllUBUllalU \PUUI ‘l’z’ a LUuUuLL Ul VULV UV 1 2,
en particulier 3 D,, d’ou L, = H,. Supposons au contraire x, # x), de
sorte que le plan P, = L, + L), est un plan hyperbolique dans lequel L,

et L, sont les droites isotropes (pour la restriction de ®,); ce plan

ALV AW WA ViIVWY

contlent D,, et la droite D) = Pz N H, est orthogonale a Dz (pour la
restriction de @,). La symétrie par rapport a H, laisse donc P, globalement
invariant, et permute L, et L, (Annexe II, n° 16), ce qui prouve notre
assertion.
Considérons en second lieu un hyperplan diamétral H, de C,, et soit
H2 I’hyperplan de E, contenant 0 et H,, de sorte que H, = E, n H,. Si
= {0} x E,, tous les hyperplans H, ainsi obtenus sont les hyperplans

1a Aenita nrthAacanala 3 B ¢ la aumitria nar rannart o Aanec

+a
“L nant ia aroite ortnogonaic a r; , i1a symectiric par rapport a 1, aans

FalaY
VULIWL

E, est la restriction & E, de la symétrie par rapport a H, dans E,.
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pour ®,) par
rapport aux hyperplans non isotropes H, qui rencontrent le c6ne isotrope
C,, et par la symétrie z > —z dans E,. Le groupe I' est alors formé des
restrictions a C, des transformations appartenant au quotient PI", de I, par
le groupe formé des deux homothéties + 1, comme il résulte des raisonne-
ments précédents. Or le groupe I', est en fait identique au groupe orthogonai
O(®D,). 11 suffit en effet, en vertu de ce qui a été énoncé dans I’Annexe I,
n° 20, de prouver que I', contient toute symétrie (pour ®,) par rapport a

hynarala 1antrAnma Ne Aira A’ hunmarealan TantrAn

I
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rencontre pas C, signifie (en vertu de la loi d’inertie et du fait que n + 2 > 3)

r

que la restriction de ®, a H, est négative non dégénérée ; il y a donc une

base (e.). de E., telle aue ®le. e) =0 nour i —,é Do o0 )=1
wisvw ‘w',‘<l<"+2 - 1-42 Vwiiw \luv Y l, D]’ A4 tl v J, Y‘Dl, («l’ -I.,
D(e;, e;) = —1 pour i > 2, les e; pour i > 2 formant une base de H,. Cela

étant, si s; désigne la symétrie par rapport a I’hyperplan F; orthogonal a
e; (de sorte que s, est la symétrie par rapport 3 F, = H,), on a
Sy = —8,83...5,4,. Mais les hyperplans F; pour i > 2 contiennent des
droites isotropes, puisque la signature de la restriction de ®, a un tel
hyperplan est (1, n) ; donc les s; pour i > 2 appartiennent a I", par définition,
et il en est donc de méme de s,.

1 wagta A : 1A.~ myin Phamincsmmancmbhicmes DT r

Il reste a a prouver quc 1 nomomorpnisme ri,; —1 G
formation de PT', fait correspondre sa restriction a C, est bijectif, ou encore
qu’une transformation de O(®,) qui laisse invariante toute droite isotrope

est égale a + 1. . Notons pour cela gu’une telle transformation laisse alors

NVUMVLLLD v g b AT ™

globalement invarlant tout plan vectoriel hyperbolique dans E,, et comme
n + 2 > 3, toute droite vectorielle contenant un vecteur z tel que ®,(z,z) > 0
(droite passant par un point de la boule ouverte B, (dans E,;) de centre 0
et de rayon 1) est l'intersection de deux plans vectoriels hyperboliques
GlS[lnC[S (Comme ll est lmme(lldl €n prenam une DaSC comme Cl-GCSSUS}
donc est invariante par la transformation considérée. Mais dans un plan

vectoriel hyperbolique une transformation orthogonale ayant cette proprlete

ot nAragaairamant ’idantitd An la ¢ A
UDL 1IViuvddali Vviliviil 1 IuViILIWLL Uu 1a oYl

démonstration.
10. La prop. 1 fournit un dictionnaire permettant de passer automatique-
ent de la géométrie du groupe ()((D )ala géométr ie du groune conforme.

a2 DY~ et iV = el CLR A Aaaa

Par exemple, on peut montrer (en transposant dans le langage «non
euclidien» a un nombre quelconque de dimensions le raisonnement de
(7.2.2)) que tout élément de PO(®,) est produit d’au plus n + 2 symétries
par rapport a des hyperplans non isotropes rencontrant C2 On en conclut
que tout élément du groupe conforme est produit d’au ptus n + 2 inversions
ou symétries dans C,. De méme la démonstration du n° 9 fait apparaitre

une correspondance biunivoque entre la complémentaire, dans I’espace pro-
iortif P(BE Y Ao ’anoomk’o Aoc nnintc a1i annavtionnont 4 (' nis 4 Pintdrioem
vaty A \1_42’ UG §F CIWOCTIIsU v UL Pvuuo ‘1"' u‘l‘lu’ LETTIMITTL WU \/1 vV U oL Lt iiag

B, de la boule unité dans E,, d’une part, et 'ensemble des sphéres (dégénérées
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correspondance deux points conjugués par rapport a la quadrique pro-
jective C, correspondent & deux sphéres coorthogonales.

11. La prop. 1 permet aussi, en sens inverse, de donner un nouveau
«dictionnaire » pour la géométrie non euclidienne hyperbolique en termes
de « géométrie conforme » dans un espace de méme dimension.

On a vu que '« espace non euclidien hyperbolique » de dimension n + 1
s’identifie 4 la boule ouverte B, de centre O et de rayon 1 dans E, ; le
groupe I', engendré par les restrictions a B, des inversions (dans E,) de
sphére orthogonale a C, et des symétries par rapport aux hyperplans

diamétraux de C, est isomorphe a T : en effet, si la restriction & C, d’un

4

prr\dnlt v de fpllpc inversions et symétries est I’ 1rh=nhfp il en est de mﬁmp

VWADLIVILY Ve Uyaldvieiiv W AlAWiiiw

r

de sa restriction a B,, car tout élément de I, transforme la trace sur B,
d’une sphére (dégénérée ou non) coorthogonale a C; en un ensemble de
méme nature, et un tel ensemble est entiérement déterminé par la trace
sur C, de la sphére (dégénérée ou non) correspondante ; d’ou I’on conclut,
par un raisonnement facile que nous laissons au lecteur, que si v laisse
invariants tous les points de C,, il laisse aussi invariants tous les points
de B,. Un calcul facile que nous laissons également au lecteur permet de

s’assurer que la bijection f : x — 5 de B, sur lui-méme transforme

Qu
93
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euclidienne faisant 1nterven1r des spheres (dégénérées ou non) coortho-
gonales a C,, ou des intersections de telles sphéres, se « transporte » donc
en un énoncé faisant intervenir les hyperplans non euclidiens correspondants
et leurs intersections. L’interprétation ainsi obtenue est due a H. Poincaré ;
par une inversion de pdle contenu dans C,, on peut d’ailleurs transtormer
B, en un demi-espace déterminé par un hyperplan de E,, et la « géométrie »
ainsi obtenue dans ce demi-espace est ce que I'on appelle la géométrie du
« aeml-espace (lC romcare ». EllC est surtout 1mporlan[e pour n = 1‘*\ et

n = 2 en liaison avec la théorie des fonctions automorphes.

12. 11 y a enfin un «dictionnaire» analogue a celui du n° 11 pour la
géométrie non euclidienne elliptique (Annexe II, n°® 27). On considére cette
2x

fois la bijection g : x —

images réciproques par g des hyperplans dans E, sont les traces sur B, des
sphéres telles que la puissance de 0 par rapport a ces spheres (section (5.1),
exerc. 4) soit égale 4 — 1, et des hyperplans diamétraux de C, ou encore
les sphéres (dégénérées ou non) globalement invariantes par l'inversion

® Pour n = 1, il est trés facile de vérifier que le « groupe conforme» est isomorphe au
groupe projectif PGL(2,R) ; cela montre donc que pour une forme bilinéaire symétrique
® de signature (2, 1), le groupe PO(®) est isomorphe @ PGL(2, R).
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i~ _.% Pour avoir une infer rétation de la géométrie non euclidienne

*O,— 1 . L5} § il &4 -v--- 11

elliptique, il faut prolonger g a la sphére C, ou on identifie deux points
diamétralement opposés, et falre correspondre a ces deux points le « pomt
a I'infini » dans P(E,) du diamétre qui les joint.

*) Traditionnellement, on dit que ces sphéres sont « (co)orthogonales & une sphére imaginaire
de centre 0 et de rayon i», passant ainsi sans le dire dans 'espace obtenu par extension a C
du corps des scalaires. Il convient de proscrire absolument ce langage imprécis, malheureuse-
ment universel chez tous les auteurs du XIX* siécle (et méme plus tard) ; pour un exemple
des confusions qu’'il peut provoquer, méme chez les pius grands mathématiciens, voir C.
JORDAN, Oeuvres, t. 111, p. VIII et suiv.



ANNEXE IV

Quaternions et rotations

1. Le fait que I’on puisse définir dans le plan R x R une multiplication qui
(avec I’addition provenant de la structure d’espace vectoriel de R x R) fasse
de R x R un corps commutatif (5.5.2) améne a se demander s’il est possible

de généraliser cette définition a des espaces vectoriels sur R de dimension

>3.

Nous allons montrer d’abord qu’il est impossible d’obtenir une structure
analogue sur un espace a trois dimensions. De fagon précise, soit E un
espace vectoriel sur R, de dimension 3, et supposons qu’il existe une
application (x,y)— xy de E x E dans E vérifiant (avec I’application
(x,y9) = x + y) les axiomes (R 1) a (R9) du chap. I ; nous supposons en
outre que pour tout scalaire a € R, et tout couple de vecteurs x,y de E,
on ait

(1) a(xy) = (ax)y = x(ay).

Soit eg # 0 I’élément unité de E pour la multiplication supposée ainsi

AiAnia dane F Panr tAant unr\fnnr vy R lac quatre vecteurs én.. X v2 +3
u\.tlull\l alio is.e i vul LtUuL Ywwiviuil A C Ay IUD \luu i\ yuvwivuio Co, Ny A ’ N

sont nécessairement linéairement dépendants, autrement dit, on a

17\ -._.3 N n._2 8 omeese @ S - —_Nn

2 ax” 4+ px° + yx + 0€g = U

pour quatre scalaires a, f,7,0 non tous nuls. Si x n’est pas de la forme
Aey, il n’est pas possible que I'on ait « = f = 0, car ’hypothése e, # 0

entrainerait que y # O et on aurait x = 6y~ 'e, contrairement a ’hypothése.
Si a # 0, on sait (par (1.33)) que I’on peut alors écrire

(x — Aeg)(x? + ux + veg) = 0

pour des scalaires 4, u, v, convenables. Comme la conclusion de (1.5) doit

&tre valable dans E, on doit avoir, soit x = le,, soit x2 + ux 4 ve, = 0
a QAR VAV BRiiU Evy ViR WMULIV BV ULy UUILILG 0y DVIV A ’.& 1] V(«o

et comme la premiére hypothése est exclue, on voit que 'on a alors une
relation de la forme

(3) x? + ax + Pey = 0.
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@) (x + %eo) = (%‘ - ﬁ)eo

et par suite, en posant x' = y~!(x + (¢/2)e,), out y> = B — (a?/4), on obtient
(5) X~ = _eo.

Soit alors {eq, e, e,} une base de E ; il résulte de ce qui précéde qu’en
remplagant au besoin e, et ¢, par deux vecteurs de la forme a e, + B¢,
et a,e;, + f.eq avec a, # 0 et a, # 0 (de sorte que ces nouveaux vecteurs
forment encore avec e, une base de E), on peut supposer que ’on a

= -0
~

2 _
©) el =—ep €

NN

0.
Cela étant, il existe trois scalaires 4, u, v tels que I’'on ait
(7 e,e, = Aey + ue, + ve,.

Multiplions a droite les
tenu de (1), de (6) et de (R 6) et (R 7) supposés

(8) —e, = Aey + ue e, — ve,

et en comparant cette relation avec (7) et tenant compte de ce que {e,, e,, €, }
est une base, il vient en particulier

1 = = I/II
I e

ce qui est absurde et prouve I'impossibilité annoncée.

On observera que dnns cette démonstration on ne s’est pas vr«: aiment
servi de la commutativité de la multlphcatlon (R 5), mais seulement des
autres axiomes (R 1) 3 (R9), et des axiomes « symétriques» de (R 7), (R 8)
et (R9), savoir :

(R7)Ona ée=¢.

(R8)Ona "¢ =ec

(R9)Ona(n+ ) =né + L&

Ces axiomes découlent évidemment des autres et de (R 5), mais lorsqu’on
n’admet plus (R 5), il faut les poser séparément. Un corps non commutatif
est par définition un ensemble ol on s’est donné deux opérations vérifiant
(R1)a(R4),(R6)a(RY9), ainsi que (R7), (R 8) et (R 9) mals qu1 ne verlﬁe

pas (R 5). On peut donc dire g

mutatif ou non) sur E vérifiant

1 0 2e ey s s Ao ofmsanteiwn Ao ssirvsesmne L rrirnsaa

’ 2 . 1
i

ny ll uc.)

1).
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o~ PO = _-_ === A

2. Nous allon S par contre v i que€ sur umn €space vecior iel E de dimen-
sion 4 sur R, on peut définir une structure de corps non commutatif vérifiant
) et

"'1l

les relations (1). Les axiomes de distributivité (R9) et (R9’) expriment
(avec les relations (1)) que la « multiplication » (x, y) = xy a définir dans
E x E doit étre une application bilinéaire de E x E dans E. Elle est donc
déterminée par ses valeurs pour tous les couples de vecteurs d’une base
de E (cf. (4.2.1)). Soit donc {e,, e,, e,, €3} une base de E, et posons, par

définition

2 2
Ieo =€ €1 = —€), €= —€, e3= —¢
9) leael = €1€p = €5, €0€; = €85 = €;, €pf3 = €3¢ = €3
lelez = —€36) = €3, €63 = —e€36; =¢€,, €3¢ = —ee3=e,

de sorte que pour deux vecteurs

x = oo + E1e) + L6y + E3e3, Yy = Noeo + Mmy€5 + Nye5 + N3es
on a

(10) xy = (oMo — $1m1 — E2m2 — &amadeo + (Eomy + Emo + Eans — Eanade,

+ (50’12 + Eafo + Lamy — Euma)er + (Softs + EaMo + &4mz — Samyles

I1 s’agit de prouver qu’avec ces définitions les conditions (R 1) 4 (R 4)

et (R 6) é. (R9) du chap L (R7), (R&), (R9) et (1) du n° 1 sont toutes
cntiafaitae £V ot Senneaa L.92.. £ £AONY o T o 9000 AN

satisfaites. C’est immédiat (sur (IU)} pour i€s conditions (1) ; quant aux

conditions (R 1) a (R 4), elles sont vérifiées par hypothése puisque ’on a

pris pour E un espace vectorie l L’élé,,,ent e :.é 0 vérifie (R7) et (R7),
autrement dit est élément unité pour la multlphcatlon ; (R 9) et (R9)
résultent de la fagon dont le produit xy a été défini a partir de ses valeurs
pour les vecteurs de base (4.2.1). Il reste a s’occuper de (R 6), (R 8) et (R 8).

Pour prouver que I'on a (xy)z = x(yz) quels que soient x, y,z dans E,
on observe que les deux membres sont des fonctions trilinéaires de x, y, z
et pour prouver qu’elles coincident, il suffit de voir qu’elles prennent la
pour tout rlplet (e, e, €) forme d’elements de la base. Le
1t

(o]
-
(¢]
=|
]
7]
Ra
=
w N

a e, ; on peut donc
ui = 27 triplets ; si on observe
ns (9) ne change pas par permutation

2y, — 2 2y, — 2y, —

(ep)ey = e,leq), (et)e; = e,(e,€5), (et)es = ey(e,e3)
(erez)e, = ey(ese,), (e1e5)e; = ey(e3), (ere3)e; = ey(esey)
(ere3)es = ey(ed), (eser)e; = ey(eze;), (eses)e; = ey(ese;)

qui s’effectuent par inspection de chaque cas, en utilisant (9).
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3. Pour prouver (R 8) et (R 8'), nous associerons d’abord, a tout élément
X = foeo + élel + 5282 + 6333, I’élément
(11\ e _ £ o _ £ _ _
Wil X = o€ G1€) — 6282 — G363

dit conjugué de x ; il est immédiat que I’application x — X de E dans lui-
méme est un automorphisme involutif de cet espace vectoriei ; en outre, on a

(12) Xy =7.%

T ~Affat 1as res A~
111 11T, 1UD UCUA mMCIiorces ac

1 \
1 )
et il suffit donc encore de e pr endr pour
pour vérifier (12), ce qui est immédiat en

D’autre part, on a, en vert d.

z—\

A

U

x, y des vecteurs d
vertu de (9).

D’autre part, on a, en vertu

(13) xX = %x = (&3 + & + & + ey

et on voit par suite que si x # 0, on a xX # 0, et xX = Xx commute (comme
eo) avec tous les éléments de E. On peut alors prouver (R 8) et (R 8') immé-
diatement : si x # 0, 'élément x’' = (&2 + &2 + &3 —i— &%)~ ' x vérifie d’aprés
(13) les relations xx’ = x'x = ey. On écrira donc x™* au lieu de x".

4. Le corps non commutatif ainsi défini est appelé un corps des quaternions

At ona AlAesa annt At nannfnﬂu-nm (*) dnmnlinntiAn a D Aanc n
Cl DD ClCluClllb DULIL Ullb quult:l v IJ aPPIIUaLIUll s g sco u\l AN ualid

est un isomorphisme du corps R sur un sous-corps Z = Re, de E.
Lemme 1.— Le sous-corps Z = Re, est le centre de E.
En effet, un élément x = £ e, + E.e, + £,e, + £33 qui appartient au
~ 00 'V S1%1 7 52%2 7 53%3 1 rr

war Wawaaaaal SV

centre de E doit en particulier permuter a e,, e,, €3 ; en écrivant les relations
correspondantes et utilisant (9), il vient aussitét £, = &, = &3 =0

(¢
—
Prack

Pour tout x e E, on a
1 AN . = ~y ~
14) X + X = 460€0
et comme on a x2 — (x + X)x + Xx = 0, on voit que tout x € E vérifie
une équation du second degré

(15) x% — ax + ey =

P " ¥2 . ¥2 . 2 . £2 (.
avec a = 2¢y et B = &5 + &7 + &3 + &3 (on prendra garuc que dans E une
telle équation a en général une infinité d 'e racines, car si elle est vérifiée

par x, elle ’est aussi par tout transformé sxs™! de x par un automorphisme
intdrianr avar o B nan nnl at An oV o -1 “£ v nanr nna infinitd da
dllilviivul, AV O T Ly 11V11 11Ul wvi Vil Clp DA 7 AN PUU (COVAVEEP YVIGIIPLAVIRRN L W]

quaternions s lorsque x n’est pas dans le centre Z).

*) Pour fixer Ia terminologie, le plus souvent on prend pour E I’espace vectoriel R*,
pour base ies vecteurs

eO = (19 Oa 0; O)s el = (05 la 0! O)s e2 = (Oa 0; la 0)1 e3 = (Os 09 0, l)'

C’est le corps de quaternions correspondant qu’on appelle d’ordinaire le corps des quaternions;
on le note H.
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Ce résultat montre gue. pou
W A WA [ 3

AVQAL IIAVILIVAW U , | s u

Aeg + ux, ou A et u parcourent R, est un sous-corps commutatif R(x) de E
Si x € Z, ce sous-corps est identique & Z ; sinon il est isomorphe a C, car
le méme raisonnement que dans le n° 1 montre que dans 1’équation (15)
on a nécessairement a2 — 48 < 0 et qu’il existe x’ € R(x) tel que x'2 = —e,.

Les nombres réels 2, et €3 + &1 + &3 + &3 sont appelés respectivement
la trace réduite et la norme réduite du quaternion x, et notés Tr(x) et N(x).
Il est clair que x — Tr(x) est une forme linéaire sur E telle que

-
<2
-
b
N
o
.
[<5)
-]
2]
-]
2]
(4]
3
S
(¢)
(=%
(9]
W
o
[¢))
3
D
-]
-
wn

(16) Tr(®) = Tr(x).

En outre,

(17 Trivy) = Trlxv)
N7y LIUN) 2EANM)

comme il résulte de (10) ; on en déduit
(18) Tr(sxs~!) = Tr(x)

pour tout quaternion s # 0, puisque x = (xs™!)s.
On a d’autre part

uu“u e

(19) N(xy) = N(x)N(y)

car on peut écrire (xyXy) = xypx et comme yy est dans le centre de E,
xypx = (xxX)yp), d’ou (19).

Les quaternions x tels que X = —x (ou encore Tr(x) = 0) sont dits
quaternions purs ; leur ensemble F est I’hyperplan dans E ayant pour
base e,, e,, e;. 11 résulte de (18) que 'on a

(20) sFs~! =F

pour tout S
Z = Re,, e-d F, autreme

= 1Tr(2)e, + 4z — 2)

ou 1Tr(z)e, = 4(z + 2) est encore appelée la partie scalaire de z, Hz — 2)
la partie pure de z. Si zZ=aqae, + X, ol x est pur, on a Tr(z) = 2a,
N(z) = a® + N(x) et x2 = —N(x)e,.

5. 11 résulte de (16) que I’application (x, y) — Tr(xp) = Tr(yX) est une
forme bilinéaire symétrique ® sur E x E ; elle est positive non dég énérée,

rar Telv$) — N+ NlAng ml\n rons F Aa la etrnntnra A’H
wvaili .l.l\./\u/\«} — 1“.&}. I1NUUO 111Ul111 VIO Ly ULV 1a dliuviuiuv u c©

correspondant 4 @, et écrirons donc (x|y) au lieu de Tr(xp) et ||x||2 au lieu
de N(x) ; la relation (19) s’écrit

(21) [yl = llx[ - 1l
et comme N(ey) = 1, cela entraine

(22) M= 1]~
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¢s montrent q ¢ ac
un sous-groupe S; du groupe multiplicatif E* des quaternions #O0 ; en
outre, comme tout quaternion s’écrit d’une seule maniére x = pz, avec
p= et |z|| = 1, on voit aussitdt que E* est produit direct de S; et du
groupe multiplicatif R¥ (identifié au groupe des quaternions pe, tels que
p > 0).

La relation (21) montre que si a et b sont deux quaternions de norme 1,
I’application

(23) x — axb

est une transformation orthogonale. Nous nous proposons de montrer
qu’on obtient ainsi toutes les rotations dans E.
6. La remarque précédente et l’équation (20) montrent d’abord que le

sous-espace F est srame par la Iransmrmauon OI'IHOgOIldlC X — SXS§ —1 de
E ; nous établirons en premier lieu la

Proposition 1. — Toute rotation dans I’espace F des quaternions purs peut
s’écrire sous la forme
(24 U, 1 x — sxs~ !

ou s est un quaternion #0. Pour que u, = uy, il faut et il suffit que s' = 1s,
ou A est un scalaire #0.

La seconde assertion est immédiate, car si sxs~! = s'xs'~! pour tout
quaternion pur x, cela s’écrit aussi (s"‘s)x = x(s"‘s) autrement dit le

quaternion s'~!s commute avec tous les quaternions purs. Comme il
commute aussi avec tous les éléments du centre Re,, il appartient nécessaire-

-1

ment au centre (puisque E = Rey + F), d’ot1 1a conclusion. Pour prouver
l‘) nrnm-Arn ﬁﬁﬁa"f;l\ﬁ ;l Q ‘Imf I"n‘\ﬁnf‘lnf a3 V- I’I\ﬂ o

13 Pl\tllll\ﬁl\l AddwVl LivVil, 11 DUllIlIl U VUDLLI VLI \lu\« F1vvil a

(25) Ugy = Uglly

et en tenant compte de I’Annexe II, prop. 2, il suffit de démontrer I’existence
de seE tel que —u, = v lorsque v est une syméirie par rapport a un
hyperplan. On a dans ce cas (5.1.13.1)

(V&) ) = v — ”’(x|a),.
(PAv)] nwx)y=Xx a4
(ala)

20l2)e0 = (v + zly + 2) = Oy) — (z]2D)eo

= —((+2* -y —2)=—(yz + z)
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At la FArmarnla (Y8 AAannae AAans Aone 1a cArne B
¢t 13 iormui€ (20) aonnc aonc, aans i€ Corps o,
x) =x + 2xja)a! = x — (xa + ax)a”! = —axa™!
ce qui achéve la démonstration
Il est intéressant de noter en passant que pour denx anaternions nurs
A s % AR & WA yuuw;lb ﬂuv l-’v e A A A A Ps N \1““‘vl ARANS AAVY r“' (%4
m svmen oarsl oo mesd n A%mmade (AT Mol ooy Loy ot 1a mcaedla
Y, 4, 11011 SCUICL m on 4a, dper \£/7), — lr[yZ) = \y|Z), Imdiy id pdlllc

pure du produit yz de ces deux quaternions n’est autre que le produit
vectoriel y A z défini en (7.1.7) ; autrement dit, on a

(28) yz = —(ylz)eo +yAz

7 4 AN

comme il résuite de (10) et de (7.1.7.4).
7. Avant d’aller plus loin, tirons quelques conséquences de ce qui vient

d’étre dit, pour la oénmptrip euclidienne a trois dimensions (rappelons que

WA W WA P s WA/ LAAAWLA AW WMVIAMAWALLLAY B Ur VY BARAVIAIUAVILY A QP PWVIVIID v w

tous les espaces euchdlens de méme dimension sont isomorphes, en par-
ticulier tous les espaces euclidiens de dimension 3 sont isomorphes a F).
La prop. 1 montre d’abord qu’on peut toujours écrire une rotation dans F
sous la forme x — sxs™! ou s est un quaternion de norme 1, en multipliant
au besoin s par un scalaire. Tenant compte de (25), on voit donc qu’on a
défini un homomorphisme surjectif s — u, du groupe S; sur le groupe
O3 (R), le noyau de cet homomorphisme étant le sous-groupe a deux
n
\V 4

AlAmanta Il —_ 1 1 Aoance € e an A’antrac tarmmac o tAanta rntntsn e~
VINVLLIVAILD 1 Ly i f wualiio 03 y Vil U QAUliwd Wvildllvdy, A tUuUtltv 1viauivil vce
uc u

+ /D)
3R
correspondent deux quaternions opposés +s de norme 1, teis =,

s qu
et nous verrons un peu plus lom qu’il n’est pas possible de « h 1s1r » un
de ces deux quaternions (pour tout no:ﬂ"'{l?\\ de facon « raisonnable ».

MY vulsilvaiiaVaao \=w)) v Ay asleraw

Mais on peut fac1lement reher « géométriquement » s et u

Proposition 2. — Soit s = ae, + t un quaternion, ot t est un quaternion pur
#0 et o un scalaire. Alors I’axe de la rotation u, (7.2.3) est la droite Dy,,
et I’angle de cette rotation (pour une orientation convenable du plan ortho-
gonal a Dg, dans F (7.2. 5)) est I’angle plat lorsque a = 0, et, lorsque a # 0,

Pangle 0 > O tel que tg 5= " "

Le fait que Dg, est ’axe de u, résuite de ce que les quaternions At
permutent a t et aux scalaires, donc a s. Pour prouver la seconde assertion,
notons qu’en vertu de la transitivité du groupe des rotations O*(F) dans

F et de la prop. 1, pour deux quaternions purs x, y de méme norme, il
existe toujours un quatermo ztel que y = zxz‘1 ; en particulier, il y a un
quaternion z tel que ztz~! = pe,, ol p > 0; comme u__-: = uufu,)"?,

nant ca hAarnar an cac AN ¢ = no Camnta tann da Pavnraccinn da c_l
Ull PUUL DU UVUL1IVI aAau vad vu ¢ ’IC l. \/Ulllyl\/ Viiu Uv 1 UAPIUBDIUII WU v
(n°® 3), on voit que 'on a

1 2 2 ~N
ufe,) = _‘——(2 = ey + pe,le,(ae, — pe,) = — ;€2 t+ zaxp 2€3
a* + p a’l+p a® + p
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c-h
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=
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o
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-
[¢]

o + p%
8. La pr op. 1 permet d’autre part de prouver des propriétés des quater-

nions en utilisant les propriétés du groupe U+(F) Par exemple, tout
quaternion z de norme 1 est un commutateur tst”'s~ ! de deux quaternions

s,t de norme 1. 11 suﬂit en effet (par automorphisme intérieur) de le prouver

AT at An cons tata alAare atcdmant Aana 1°A nant nrandra
yvut L = WCO T IJCI VI Ull vulidlalvy Aluvld ailduviiiviii \1“\4 1 Ull PUUL yluu\.uu

t = e, s = Ae, + pe; avec ||s| = 1, tenant compte de ce que t™' = —t et

1 = —5. Ce méme calcul prouve que tout quaternion est produit de
quaternions purs. I est facile aussi de déterminer ainsi, a I’aide de la prop. 1,

7]

Aw e

1
tous les quaternions permutables 2 un quaternion donné, ou tous les
couples de quaternions s, t tels que ts = —st ; nous laissons ces questions
au lecteur a titre d’exercices.

A Taide de ce que nous venons de voir, nous allons montrer qu’il n’existe
pas d’homomorphisme @ du groupe O7(F) dans S; tel que u,,, = v pour
toute rotation v. En effet 'image (O *(F)) serait alors dan$ S; un sous-

groupe d’indice 2, donc nécessairement distingué, et il existerait par suite

nn hA rrnhic ma casmiontif » Aa Q anr la anna_orAiina f‘ _11 NMaia
uil llUlllUlllUlPlu A1AN Du'JCbby "W uv 03 oul IV DUUD-SIUUPU 11, lf. iviaid

comme tous les quaternions purs de norme 1 sont conjugués dans S,

n(z) aurait la méme valeur pour tout ze S; N F ; comme e; = e,e,, on
aurait nécessairement nle;) = {-n-(p \\2 = 1, donc 1rl7\ = 1 pour tout z pur

v e v

dans S,;. Mais puisque l’on v1ent de v01r que tout quatermon de S; est
produit de quaternions purs (que ’on peut supposer étre aussi dans S,
par produit par des scalaires), on en conclurait que 7(z) = 1 pour tout
zeS3, contrairement a I’hypotheése que T est surjectif C’est ce résultat
reg tif q‘ui exprime de fagon pi‘ECiSc‘: 1 ii‘ﬁpOS bilité de « choisir » dans 03
des «représentants» des rotations dans F de fagon sensée (on exprime
encore ce fait en disant que le groupe S; est un revétement non trivial du

arannae NP ravitamant Aani act anecci natd Qninl(2 DY)
éluuyu v3 \l.\’ AV Vwiviiiviil \-lul VoL AUDdOL 11UV UPI]I‘J l"’

9. Nous pouvons maintenant déterminer de méme une « représentation
paramétrique » du groupe des rotations de I’espace euclidien E a 4 dimen-
sions :

Proposition 3.— Toute rotation dans I’ espace des quaternions E peut s’écrire
sous la forme

(29) U,p - 2 — azb

~
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dans le centre de E. Pour prouver qu’une rotation quelconque dans est
de la forme u,,, il suffit d’observer que ’on a

(30) ua,bua',b' = Ugg' ,b'b

et, utilisant ’Annexe II, prop. 3, on est ramené a prouver la proposition
pour un renversement r (symétrie par rapport a un plan P dans E).
Distinguons deux cas :

1° P contient la droite Z = Re,. Alors 'orthogonal P+ est contenu dans
F, et F est donc globalement invariant par r, la restriction r’ de r a F étant
un renversement dans cet espace a 3 dimensions. En vertu de la prop. 1,
il y a un quaternion t tel que la rPch‘l(‘flnn de z — tzt™ 1 a F soit égalf" a

; comme par ailleurs cette rotation laisse invariants les points de Z, elle
commde avec r, et la proposition est prouvée dans ce cas.
2° Cas général. Il suffit de montrer qu’il existe deux quaternions g, b tels
que le plan u, ,(P) contienne Z ; en effet, on aura alors d’aprés 1°, u, 1 (u,, ,,)‘ !
= u,,-1, €t comme (¥, ) ' = t,-14,-1, la proposition sera démontrée. Or,
en vertu de la relation de Grassmann, P n F contient une droite D, et il
y a donc un s€E tel que u, ,-,(D) = D Oel ; d’autre part, il est clair d’aprés

nectinn en
' A\

QY Ane 1 (o )\ — Aanc an rdnand a 1a
I WOLVAVUA

\]’ \1“\1 uel eo\Cl’ == 750, UYVlIv Vil 1vpuy l.l. u u

b = s~ !, puisque N(e;) = N(eo) = 1.

.-(D

En multipliant a par un scalaire A et b par A™!, on peut toujours, dans
U, ,, supposer que I’on a N(a) = N(b) = 1 ; la formule (30) et la prop. 3

montrent donc que I’application ¢ : (s,t) » u,, est un homomorphtsme
surjectif du groupe produit S; x S; sur O*(E), le noyau N de ¢ étant
formé des deux couples (1, 1) et (—1, — 1) (noter que ce sous-groupe n’est
pas le centre T de S; x S3, qui est le produit {1 —1} X {1 —1}, et par
suite est un sous-groupe€ d’ordre 4 contenant N). On voit ainsi que le

groupe O *(E) est isomorphe 4 (S; x S;)/N ; il contient deux sous-groupes
distingués G, = ¢(S3 x {1}), G, = ¢({1} x S;), dont chacun est isomorphe

A Q. (Mintercection de S. % {11 ou de !11 X Q- avec N étant réduite a

“ Ua \l ALAVWA DWW LAUVAL Wbw U3 7N L “ V¥V ww ~ WLGAALAY A WwWRNiNEiL

’élément neutre), et G, N G2 = T/N est le centre Z,(E) de O*(E), groupe
{1, —1} 4 2 éléments. On a par suite dans O *(E) deux suites de Jordan—
Holder

O*(E) > G, 2 Zy(E) o {1}, O7(E) o G, o Zy(E) o {1}

dont les quotients successifs sont les groupes simples O3 (R), O3 (R),
{1, —1}. On voit ainsi, comme il avait été annoncé dans ’Annexe II, n° 12,
que la dimension 4 est tout a fait excepuanne‘lle €n CC qui concerne la
structure du groupe des rotations dans un espace euclidien.

10. Cette structure trés spéciale du groupe des rotations se refléte dans

divers phénomeénes géométriques, dont le nlnc connu est ce aue I’on anpelle

WMLVVID pPILIVIIVILIAVIAVY SBWUJLRAWEIL IV W WS\ AAV AW VD W ARLIW WU A Ead ar Kpiprwaie

le «parallélisme de Clifford ». Il est commode ici d’adopter le langage
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de P’espace «non euclidien elliptique» P(E) a 3 dimensions (Au.. xe 11,
n°® 27). Les « déplacements non euclidiens » dans PO(E) qui sont les images

des rotations de la forme u,,, (resp. u,,;,) sont appelés « translations de
Clifford de premiére (resp. seconde) espéce ». Ce sont des bijections de P(E)
qui forment un groupe PG, (resp. PG,) isomorphe a O3 (R). Ces groupes
opérent chacun de fagon simplement transitive dans P(E), car pour deux
quaternions donnés x, y non nuls, il y a un seul quaternion a (resp. b) tel
que ax = y (resp. xb = y), savoira = yx~! (resp b=x""! y) etla multiplica-

RV Y ST R V] 110e analaire san Fait Arrn smailtinlin NnIvo n onan AT TIT

+ Aa
LiGn G X ou y pal un scaiaire ne fait qui uluulyucx aubm 4 \aiSp. U} par uii

scalaire. Les translations de Clifford autres que I’identité ne laissent donc

aucun point invariant. En outre, si ’on considére une droite non euclidienne
D (c’est-a-dire un plan vectoriel P dans E), les translations de Clifford de

- lnaas Svaia

premlére (resp. seconde) espéce qui lalssent globalement invariante cette
droite forment un sous-groupe commutatif T,(D) (resp. T,(D)) isomorphe
au quotient de O (R) par son centre. En effet, utilisant la transitivité du
groupe O*(E) dans ’ensemble des p]ans vectoriels, on peut supposer que
P = Poe,.,» €t dire qu’un quaternion a est tel que ae,ecR(e,) (resp.
eoa € R(e,)) signifie que a € R(e,), corps isomorphe a C, comme on I’a vu

(n° 4). Ce méme raisonnement prouve en outre que, pour toute translation
r]n Fli‘ﬁ.r\frl 1Y — Df‘ N '-unu 1\’“\ — l'\ N "\:nm iqln\ ~\ l'\ — tl\ 4 Ino Arn;fno

ae Chiflord v € PG, ou vien v(D) = D, ou bien (D) n D = ¢ ; les droites
non euclidiennes de la forme v(D), oil v parcourt PG,, sont appelées les
paralléles de Clifford de premiére espéce a D, et cette définition au moyen
d’un groupe de transformations prouve aussitot que la relation de

« paralléllsme de Clifford de premlére espéce» est une relation d’équiva-
lence (d’ou le nom de « paralléles »). En outre, par tout point A € P(E) il
passe une et une seule droite non euclidienne parall¢le de Clifford de
premiére espéce a D, savoir ’ensemble des points w(A), o w parcourt
le groupe T,(D).

L’analogue avec la notion classique de parali¢le se poursuit encore
plus loin. Condidérons en effet une droite D’ parall¢le de Clifford de

nremiare eanne a D et distincte de D : soient A un point de D. A’ un noint

pPrviiiiviw ViliWwWilw 9 UWVAWILL id Wil PULLIV WMWVv Asy iR Wil pULIL

de D', v l'unique élément de PG, transformant A en A’. Soit D, la
droite (non euclidienne) passant par A et A’ ; comme v(D,) rencontre
D,; au point A’, on a nécessairement v(D,) = D,. Donc, puisque les
transformations de PO(E) conservent les «angles» non euclidiens,
I’angle de D et D, est égal a celui de D’ et D, (pour des orientations con-

venables).
Si maintenant on considére un plan (non euclidien) P contenant D,

™ a¢t TV

v

Y4

uisque
sont pas dans un méme plan projectif), w(P), pour w e T,(D), est un plan
qui contient D et rencontre D’ au point w(A’). La méme remarque que

ci-dessus montre cette fois que les angles (convenablement orientés) de

AW ALAVIIVAW wWwillw Ay s Qlimivo \wuis vv;luvnvll

D’ avec les normales aux deux plans P, w(P) aux points A’ et w(A')

- v\t v\t " AN e e onizl anitmt A/ Lavaz
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métrie euclldlenne)

On a bien entendu des définitions et propriétés analogues pour le groupe
PG, (« parallélisme de Clifford de seconde espéce »). Nous nous bornerons
ici a ces quelques exemples, qu’il serait facile de multiplier (voir [8] et [2]).

11. Enfin, on peut « traduire» les propriétés des parali¢ies de Clifford
a l'aide de la bijection indiquée a la fin de I’Annexe III, n° 12, qui fait
passer de l’eSpace non euclidien elliptique a3 dimensions a la boule ouverte
D QC centre U et (.lC rayon l (.ld.ilS l Cbpdbc eULIIUICH .) UImeflSlOIlb et deS
plans non euclidiens aux traces sur cette boule des spheres telles que 0

ait une nmssance —1 par rapport a chacune d’elles. Les droites non

ar/vt

(IQ
O

plan contient O et tels que O ait une puissance —1 par rapport 4 chacun
d’eux (ou plut6t les traces de ces cercles sur B), et aux paralléles de Clifford
correspondent ce que I’on appelle des cercles paratactiques (voir, pour ces
traductions, [2]).
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E4+nén é.n L E+n+ ¢ Enl &3 & <nn> & n { nombres réels) : 1.1.
0 (nombre réel) : 1.3.

—¢&, & — n (&, n nombres réels) : 1.4.

R* : 1.6.

1, &~ 1€, n/€ (€, n nombres réels) : 1.8.

& < n, n > & (& n nombres réels) : 1.11.

R,, —R_,R% —R% : 117

|€| (¢ nombre réel) : 1.19.

sgn(§) : 1.27.

JE & 13t

X+ y, A%, (x]y) : 2.1.

xX+y+z xi:2l

0 (vecteur) : 3.1.1.

-x,x—y:3.15.

V + W,V, +V, + V, (sous-espaces vectoriels) : 3.1.7.
t,:3.19.

a + V (a vecteur, V sous-espace vectoriel) : 3.1.10.

1g, 1 (application identique) : 3.2.2.

u, + uy, Av (uy, u,, v applications linéaires) : 3.2.6.
Hom(E, F) : 3.2.6
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End(E), GL(E) : 3.28.
h : 3.29.

Aw, —A&, A, —A°, A3, : 333.
a + A,a + A° (a vecteur, A demi-droite vectorielle) : 3.3.3.

(C1\ (011 g2\
&0 \ay, @y, )@ az), M(x), M(u), M(f) (x vecteur, u application linéaire,
2 2
f forme linéaire) : 4.1.11 et 6.1.8.
X + Y, AX (X, Y matrices) : 4.1.11.
XY (X, Y matrices) : 4.1.12.
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XYZ (matrices) : 4.1.13.

M,(R), I, I,, I, 1 (matrice) : 4.1.13.

E* (E espace vectoriel) : 4.1.15,6.1.9 et Ann. II, n° 4.
O(E, D) : 4.1, exerc. 6.
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GL,(R), GL(2 R) : 4.1, exerc. 6.
|' D, D;1
LD, D,l
S(EE ; F), 4E,E; F):4.21 et 6.2.1.
tU :4.24 et 6.2.3.

M(®) (@ forme bilinéaire) : 4.2.4 et 6.2.3.
det(u) (u endomorphisme) : 4.2.6 et 6.2.4.
det(X) (X matrice) : 4.2.9 et 6.2.5.

lat, .

a o, 5|

| H 1 - 4.20.
[0y O3

Tr(u), Tr(X) (v endomorphisme, X matrice) : 4.2, exerc. 1 et 6.2, exerc. 1.
SL(E), SL,(R), SL{2,R) : 4.2, exerc. 7.

A, A" 431 et 6.2.12.

GL*(E) : 4.3.2 et 6.2.13.

S°(A;, Az) (A4, A, demi-droites vectorielles ouvertes) : 4.3.5.

A <A, :437et438.

S(Ay, A,) (A, A, demi-droites vectorielles fermées) : 4.3.8.

Ix|l, da, b) : 5.1.1.

d(x, D), d(x, H) (D droite, H hyper

d(H H') d(D D) (D, D’ droites
S (sphére unité) : 5.1.9.
1) (1 similitnde) : S,
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GO*(E), O*(E), SO(E) : 5.3.1 et 7.2.1.
O3 (R), SO(2, R) : 5.3.1.
WE), r(6) : 54.1.
w :54.2.
cos0,sin 6, 6 : 5.4.3.
tg 0, cotg 0 : 5.4.5.

/\ . .
(A, A') (A, A’ demi-droites) : 5.4.6.
€, 6/2 :5.4.12.
P N
%, (D, D') (D, D' droites), J,, tg b, : 54.14
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(p/2 54. 15
C(E) : 5.5.1 et Ann. II, n° 16.
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i, (z), #(z) : 5.53.

2, |2| (z nombre complexe) : 5.5.4.
C*, U, ¢(0), Am(z) : 5.5.5.

:6.1.1.

| (D; droites vectorielles dans un plan vectoriel) : 4.1, exerc. 10.

1.8.
yperplans paralléles) : 5.1.8.

lan) : 5.1.7 et *
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GL;(R), GL(3,R) : 6.1, exerc. 4.

O(E,P), L(E, P), I'(E, P), ®'(E, D), Ly(E, D), L(E, D) : 6.1, exerc. 4.
M;(R) : 6.2, exerc. 3.
SI(3.R) SL (R) : 6.2

RNy 2Ry RPSEFN ANy ’ .

xAy:71.1.7.

O3(R), SO(3,R) : 7.0.1

AR rofle) - Ann TT n0

Gy, gy - Allll, 22, 11 5

n* Nokk = 110 ... A TT _0 A
,n , X, Vo, 'u : Ann. 1], n° 4.

- Ann. I1, n° 6.
GO(E D), GO(E) GO(D), O(E, @), O(E), O(®) : Ann. I, n° 7.
O*(E, ®), SO(E, D) : Ann. I, n° 7.
O* *(E) : Ann. I, n* 16 et 20.
P(E), PGL(E), PGL,(R), PGL(n, R) : Ann. II, n°® 22.
PO(E, @), PO(E) : Ann. II, n° 24.
d(A,,A,) (A, A, points dans un espace non euclidien) : Ann. II, n® 26 et 27.

@ (D,, D, droites non euclidiennes concourantes) : Ann. II, n® 26 et 27.
xy (x, y quaternions) : Ann. IV, n° 2.

X (x quaternion) : Ann. IV, n° 3.

R(x), Tr(x), N(x) (x quaternion) : Ann. IV, n° 4.

S, :Ann. IV, n° 5.



Absolu (dans un espace non euclidien) : Ann. II, n° 24.
Absolue (valeur) d’un nombre réel : 1.19.

Absolue (valeur) d’un nombre complexe : 5.5.4.
Absolue (valeur) d’un endomorphisme : 5.2, exerc. 3.
Addition des vecteurs : 3.0.

Adjoint (endomorphisme) : 5.2.5, 7.1.5 et Ann. II, n° 6.
Affine (application, application linéaire) : 3.2.17.

Affine (demi-droite) : 3.3.3.
Affine (drnltp\ 3.3.1.

azaa

Affine (groupe) : 3.2.20.
Affine (homothétie) : 3.2.18.

wremsaneal . 2 &£
Affine (uyp:lpldu; :3.3.5.
£ 1 1 4

I\Illﬂe USOIIICU'IC) I 1.14.

Affine (quadrique) : Ann. II, n° 23.
Affine (similitude) : 5.1.14.

Aigu positif, aigu négatif (angie) : 5.4.12.
Aigu (secteur angulaire) : 5.4.13.
Alternée (application bilinéaire) : 3.2.14.
Alternée (application trilinéaire) : 3.2.15.
Alternée (matrice) : 4.2.4.

Amplitude d’un nombre complexe : 5.5.5.
Angle d’une rotation dans le plan euclidien : 5.4.1.
Angle plat : 5.4.1.

Angles droits : 5.4.2.

Angle drmt po sitif, n égat_ if : 5.4.3.

AnolP d’un couple de demi-droites vectorielles, d’un couple de demi-droites affines
5.4.6.
Angle d’un couple de vecteurs : 5.4.9.

Angle aigu positif, négatif : 5.4.12.

Angle obtus positif, négatif : 5.4.12.

Angle de drmtes, angle d’un couple de droites : 5.4.14.

Angie (ae droites) droit : 5.4.14.

Angle d’une rotation, angie d’un couple de vecteurs dans i’espace a 3 dimensions :
7.2.5.

Angle de deux droites non euclidiennes concourantes : Ann. II, n® 26 et 27.

Angulaire (secteur) : 4.3.5 et 4.3.8.

Antihermitien (endomorphisme) : 5.2.5 et 7.1.5.
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Antisymétrique (application bilinéaire) : 3.2.14.
Antisymétrique (application trilinéaire) : 3.2.15.
Antisymétrique (endomorphisme) : 5.2.5. et 7.1.5.

_Antmvmétnnnp (matrice) : 4.2.4.

2228235222822 \sRa&riaNNY

Application afﬁne 3.2.17.

Application bllmealre 3. 2 12.

Application bilinéa :

nppuuati(‘)i‘ lin

Application lmealre afﬁne 3.2.17.

Application linéaire associée a une application affine : 3.2.17.

Application linéaire de rang 0,1,2,3 : 4.1.7 et 6.1.6.

Application linéaire projective : Ann. II, n° 22.

Application p-linéaire : 3.2.15.

Application quadratique : 3.2, exerc. 8.

Application trilinéaire, trilinéaire alternée, trilinéaire antisymétrique, trilinéaire
symétrique : 3.2.15.

Applications linéaires associées (3 droite et & gauche) a4 une forme bilinéaire : 5.2.4,
7.1.5 et Ann. II, n° 5.
Associée (application linéaire
Associée (application linéaire
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Autoadjomt (endomorphisme) : 5.2.5 et 7.1.5
Automorphlsme d’un espace vectoriel : 3.2.8
Antamarnhioma laicoant inuvasianta PaAsiantatian {ragn rhangaant PDAariantatian)
nutUlllUlyluDulC laloaall‘- HIvallaiitv 1 VIIVIILAUUIL (IWWp. uilaluguvallil 1 vliviiuauviy)

4.3.2. et 6.2.13.
Axe d’une rotation dans l’espace a 3 dimensions : 7.2.3.
Base d’un espace vectoriei : 4.1.2 et 6 i.i
Base duale : 4.1.15, 6.1.9 et Ann. II, n° 4.
Base isotrope : Ann. II, n° 15.
Base orthogonale, base orthonormale : 5.2.1, 7.1.1, et Ann. II, n° 9.
Base orthonormale directe : 5.4.4.
Bilinéaire (application, forme) : 3.2.12.
Birapport : 4.1, exerc. 10 et 6.1, exerc. 8.
Bissectrice d’un secteur angulaire : 5.4.13.
Bissectrices d’un couple de demi-droites vectorielles : 5.4.8.
Bissectrices d’un couple de droites : 5.4.14.
Boule fermée, boule ouverte, boules concentriques : 5.1.9.

Boule unité : 5.1.9.

Bruhat (décomposmon de) : 4.1, exerc. 6 et 6.1, exerc. 4.

Navrantdrictinna (Aanatinn nalunAmal A2nn andamarnhioma A 14 at £ 10
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Cayley (représentation paramétrique de) : 5.5, exerc. 3 et 7.2, exerc. 5.
Centralisateur d’une partie d’'un groupe : 4.1, exerc. 5.
Centre d’un anneau, d’un groupe : 4.1, exerc. 5 et 6.
Centre d’une boule, d’une sphére 5.1.9.

Centre d’'une homothétie : 3.2.18.

Centre d’une rotation : 5.3.6.

Centre d’une similitude : 5.3.5.

Cercle : 5.2.3.

Cercles paratactiques : Ann. IV, n° 11.

Changement d’origine : 3.2.21.

Clifford (parallélisme de, translations de) : Ann. IV, n° 10.
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Colonne : 4.2.11 et 6.1.8.
Commutateurs (groupe des) : 4.1, exerc. 6.
Commutatif (groupe) :

Complexes (nombres) : §52

N AR AVAWS \Aassa A

Concentriques (boules, spheres) : 5.1.9.
Cbne isotrope, cone de lumiére : Ann. II, n° 14.
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Conjugué d’un quaternion : Ann. IV, n° 3.

Conjugués (points) par rapport a une quadrique : Ann. II, n°® 22.
Coordonnées : 4.1.2 et 6.1.1.

Coordonnées (formes) : 4.1.15 et 6.1.9.

Coorthogonales (sphéres) : 5.1, exerc. 4.

Coorthogonales (sphéres dégénérées) : Ann. III n° 4.

Corps des nombres complexes : 5.5.2.

Corps des quaternions : Ann. IV, n° 4,

Corps non commutatif : Ann. IV, n° 1.

Cosinus d’un angle : 5.4.3.

Cotangente d’un angle : 5.4.5.

Couple direct, négatif, positif, rétrograde : 4.3.1.

Cramer (formules de) : 4.2.11 et 6.2.7.

Décomposition de Bruhat : 4.1, exerc. 6 et 6.1, exerc. 4.
Décomposition d’Iwasawa : 5.2, exerc. 4 et 7.1, exerc. 5.
Dégénérée (forme bilinéaire) : 4.2, exerc. 10 et Ann. II, n° §.
Dégénérée (sphere) : Ann. 111, n° 4.

Demi-droite, demi-droite affine fermée, ouverte : 3.3.3.

PRI | » o and o

Ut?Illl'UfUllC VCLLUIlUllﬂ lCHI]CC, Oouverwe © 3.3.3.

Demi-droites opposées : 3.3.3.

Demi-droites parall¢les et de méme sens, parall¢les et de sens contraires : 3.3.3.
Demi-espace fermé, ouvert déterminé par un hyperplan : 3.3.7.
De part et d’autre d’un hyperplan (points) : 3.3.7.
Déplacement : 5.3.4 et 7.2.6.

Déplacement hélicoidal : 7.2, exerc. 7.

Déterminant de Gram : 7.1, exerc. 1.

Déterminant d’un endomorphisme : 4.2.6 et 6.2.4.
Déterminant d’une matrice : 4.2.9 et 6.2.5.

Diagonale (matrice) : 4.1, exerc. 6.

Diamétral (hyperplan), diamétre : 5.1.9.

Dlamétralement opposés (points) : 5.1.9.

Dilatat : 3.3 exerc. 6
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nlmpnu on d’un

Direct (couple) :
Direct (trlplet) 6
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} ot
Directe (similitude) : 5.3.1, 5.3. 4, 7.2.1,7.2.6, et Ann. I, n° 7.
Directe (somme) : 3.1.8.
Directe (suite de demi-droites) : 4.3 .4.
Directeur (vecteur) d’une demi-droite : 3.3.3.
Directeur (vecteur) d’une droite : 3.3.1.
Direction d’une demi-droite : 3.3.3.
Direction d’une variété linéaire : 3.1.12.
Discriminant d’une forme bilinéaire : 6.2, exerc. 9.
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Disque : 5.2.3.
Distance de deux points : 5.1.1.
Distance d’un point A une droite, 4 un hyperplan : 5.1.7 et 5.1.8.

Distance de deux droites naralléles, de denx hvnemlanq paralléles : 5.1.8.
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Distance non euclidienne : Ann. II, n® 26 et 27.

Diviseurs de zéro : 4.1, exerc. 5.

Drapeau : 6.1, exerc. 4.

Droit (angle de demi-droites) : 5.4.2.

Droit positif, droit négatif (angle de demi-droites) : 5.4.3.

Droit (angle de droites) : 5.4.14.

Droit (secteur angulaire) : 5.4.13.

Droite, droite affine, droite vectorielle : 3.3.1.

Droite d’une dilatation, d’une transvection : 3.3, exerc. 6.

Droite non euclidienne perpendiculaire 4 une droite, & un hyperplan la rencontrant :
Ann. II, n® 26 et 27.

Droite perpendiculaire a un hyperplan : 5.1.8.

Droite privée de 0 : 4.1.1.

Droite projective : Ann. II, n° 22.

Droite vectorielle orthogonale a un hyperplan : 5.1.7.

Dual (espace vectoriel) : 4.1.15, 6.1.9 et Ann. II, n° 4.

Duale (base) : 4.1.15, 6.1.9 et Ann. II, n° 4.

D’un méme c6té d’un hyperplan (points) : 3.3.7.

Elément inversible de End (E) : 3.2.8.

Elément neutre d’un espace vectoriel : 3.1.1.
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Elément unité de I’anneau End(E) : 3.2.8.

Elément unité de R : 1.8.

nuiphq‘uc \Ecuuléti'ie non euclidi 6“?6) : Ann. II, n° 27.

Endomorphisme d’un espace vectoriel : 3.2.1.

Endomorphisme adjoint d’un endomorphlsme :5.2.5,7.1.5 et Ann. II, n° 6.

Endomorphisme antihermitien, antisymétrique, autoadjoint, hermitien, symétrique :
5.2.5,7.1.5et Ann. II, n° 9.

Endomorphisme hermitien positif : 5.2, exerc. 2.

Endomorphisme involutif : 3.2.11.

Endomorphisme nilpotent : 4.1, exerc. 3.

Endomorphisme adjoint d’un endomorphisme : 5.2.5, 7.1.5 et Ann. II, n° 6.

Endomorphismes associés a une forme bilinéaire : 5.2.4 et 7.1.5.

Endomorphismes permutables : 3.2, exerc. 8.

Ensemble libre, 1ié : 4.1.1.

Ensemble totalement ordonné : L11.

Ensembles orthogonaux : 5.1.6 et

metmn oaragtén_m ue d’nn

Equatlon d’un hyperplan 3.3.6.

Equation linéaire homogene : 4.2.13.

Equivalentes (formes bilinéaires) : 4.2, exerc. 10.

Espace euclidien : 5.0.

Espace euclidien & 3 dimensions : 2.2.

Espace euclidien 4 n dimensions : Ann. I

Espace non euclidien : Ann. II, n® 24 et

Espace projectif : Ann. II, n° 22.

Espace vectoriel réel : 3.0.

Espace vectoriel 4 2 dimensions : 4.1.5.

Espace vectoriel & 3 dimensions : 6.1.4.
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Espace vectoriel obtenu en prenant un point pour origine : 3.2.21.
Espace vectoriel orienté a 3 dimensions : 6.2.12.
Espace vectoriel produit : 3.1.8.

Espaces euclidiens isomorphes : 5.1.12.

PPAVYD VHRVIINGIVIIO AOVAIVR IO

Espaces vectoriels isomorphes : 3 2.5.

Euclidien (espace) 5.0.

Euclidien ( \pmu capaw a2 dimei’iSiOﬁS) 2.1.
Euclidien \espace al UIIIICIlblU[lb) : 2.2

Euclidien (espace a n dimensions) : Ann. II, n°9.
Extérieur d’une boule : 5.1.9.

Extrémité d’un secteur anguiaire : 4.3.5 et 4.3.8.
Extrémités d’un segment : 3.3.4.

Fermé (demi-espace) : 3.3.7.

Fermé (secteur angulaire) : 4.3.8.

Fermé (segment) : 3.3.4.
Fermée (boule) : 5.1.9.
Fermée (demi-droite) : 3.3.3.
Forme bilinéaire : 3.2.12.
Forme bilinéaire dégénérée , ,

Forme bilinéaire evmemq,u: pt.m ive meg tive) non dégéné_éc :5.0 et Ann. II, n° 8.
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Forme tnlmealre 3 2 15.
Formes bilinéaires équivalentes : 4.2, exerc. 10.

EAarm
Formes coordonnées : 4.1.15 et 6.1.9.

Formules de Cramer : 4.2.11 et 6.2.7.

Géométrie euclidienne a n dimensions : Ann. II, n°o9.
UCOIIIC[HC non CUCll(llCl'lIlC empuque l'\Ill'l ll n° 27
Géométrie non euclidienne hyperbolique : Ann. II, n°® 27.
Gram (matrice de, déterminant de): 7.1, exerc. 1.
Grassmann (relation de) : Ann. II, n°® 3.

Groupe affine : 3.2.20.

Groupe commutatif : 1.2.

Groupe conforme : Ann. III, n° 6.

Groupe de Lorentz : Ann. II, n°® 14,

Groupe des angles de demi-droites : 5.4.1.

Groupe des angles de droites : 5.4.14.

Groupe des commutateurs : 4.1, exerc. 6.

Groupe des déplacements : 5.3.4 et 7.2.6.
Groupe des 1sométnes aﬁines 5 1.14.

Groupe des rotations orthochrones : Ann II, n® 16 et 20.
Groupe des similitudes affines : 5.1.14.

Groupe des similitudes linéaires (ou des similitudes) : 5.1.12.
Groupe des similitudes directes : 5.3.1 et 7.2.1.

Groupe des translations et des homothéties : 3.3, exerc. 4.
Groupe laissant invariante I’orientation : 4.3.1 et 6.2.13.
Groupe linéaire : 3.2.8.

Groupe multiplicatif des nombres réels #0 : 1.5.

Groupe opérant de fagon triplement transitive : 4.1, exerc. 6.
Groupe orthogonal : 5.1.12 et Ann. II, n° 7.

Groupe projectif : Ann. II, n® 22.
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Groupe unimodaulaire : 4.2, exerc. 7 et 6.2, exerc. 5.
Hamilton-Cayley (théoréme de) : 4.1, exerc. 4 et 6.2, exerc. 3.
Hélicoidal (déplacement) : 7.2, exerc. 7.

Hermitien (endomorphisme) : 5.2.5, 7.1.5 et Ann. 1], n° 9.
Hermitien positif (endomorphisme) : 5.2, exerc. 2 et 7.2, exerc. 5.

Homogéne (équation linéaire) : 4.2.13.

X ~t affe PRESURpAYS Iy 9P |

ﬂUlllUlllCllC dlllllc, llUlllUlllCllC . 3.2.18.
ﬂUlIlUlﬂCllC ll[lCdllC, llUIllUI.ﬂCllC . 3.2.2.

Hyperbolique (géométrie non euclidienne) : Ann. II, n® 27.

Hyperbolique (plan) : Ann. II, n° 16.

Hyperplan affine, hyperplan, hyperplan vectoriel : 3.3.5.

Hyperplan a l'infini : Ann. II, n° 23.

Hyperplan diamétral d’une sphére : 5.1.9.

Hyperplan d’une dilatation, d’une transvection : 3.3, exerc. 6.

Hyperplan normal a une droite : Ann. II, n® 26 et 27.

Hyperplan perpendiculaire a une droite : 5.1.8 et Ann. II, n® 26 et 27.

Hyperplan polaire d’'un point par rapport 4 une quadrique projective : Ann. II, n° 22.
Hyperplan projectif : Ann. 11, n° 22.

Hyperplan radical de deux sphéres 5.1, exerc. 4.

Hyperplan vectoriel orthogonal a une droite vectorielle : 5.1.7 et Ann. II, n° 6.

LRy pvipasil ULAGE VIRAAUERY S 22 V4
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Hypprqnar‘nque :Ann. Il n 22.

Idéaux dans End(E) : 4.1, exerc. 5.

Idempotent 3.2, exerc. 1.

Image d’une application linéaire : 3.2.3.

Imaginaire (partie) d’un nombre complexe : 5.5.3.

Indice d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée : Ann. I, n° 17.
Inégalité de Cauchy-Schwarz : 5.1.2.

Inégalité de Minkowski : 5.1.3.

Inégalité triangulaire : 5.1.3.

Inégalité ptolémaique : 5.1, exerc. 9.

Inférieur a un autre (nombre réel) : 1.11.

Invariance de la distance par translation : 5.1.1.

Inverse d’un nombre réel #0 : 1.8.

Inverse (similitude affine) : 5.3.4 et 7.2.6.

Inverse (similitude linéaire) : 5.3.1, 7.2.1 et Ann. II, n° 7.
Inversible (élément) dans End(E) : 3.2.8.

Inversion : Ann. III, n° 1.

Inversion dans une sphére : Ann. III, n° 6.

Involution, endomorphisme involutif : 3.2.11.

Iuvuluu\‘)ﬂ dans GA(E) : 3.2, exerc. 13.

Isométrie ami‘lt‘:, isométrie : 5.1.14.
Isométrie linéaire, isométrie : 5.1.12.
Isomorphes (espaces euclidiens) : 5.1.12.
Isomorphes (espaces vectoriels) : 3.2.5.
Isomorphisme canonique d’un espace vectoriel sur son bidual : Ann. II, n° 3.
Isomorphisme d’espaces euclidiens : 5.1.12.
Isomorphisme d’espaces vectoriels : 3.2.5.
Isotrope (base) : Ann. II, n° 15.

Isotrope (cone) : Ann. II, n° 14,

Isotrope (sous-espace) : Ann. II, n° 14,
Isotrope (vecteur) : Ann. II, n° 14.

Iwasawa (décomposition d’) : 5.2, exerc. 4 et 7.1, exerc. 5.
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Laissant invariante I’orientation (automorphisme)
Libre (ensemble) : 4.1.1.

Ligne : 4.1.11 et 6.1.8.
Lié (pnepmhlp\ +4.1.1.

AW \waawwas

Linéaire (apphcatlon) 3.2.1.
Linéaire (forme) 3.2.1.

1mhAnierns foamnieman)

T «.270Q
LlllCdllC \BIUUPC) Jek.O.
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LlllCdlIC (IlUHlUl[lCUC} . .2.2.

Linéaire (variété) : 3.1.10.

Linéaire affine (application) : 3.2.17.

Linéaire affine (variété) : 3.1.10.

Linéaire projective (application) : Ann. II, n°® 22.
Linéaire projective (variété) : Ann. II, n°® 22.

Index terminologique

:4.3.2 et 6.2.13.

Linéairement dépendants, linéairement indépendants (vecteurs) : 4.1.1.

Loi d’inertie : Ann. II, n° 8.

Longueur d’un vecteur, longueur d’un segment : 5.1.1.

Lorentz (groupe de) : Ann. II, n° 14.

Lumiére (c6ne de) : Ann. II, n° 14.

Matrice a deux lignes et deux colonnes : 4.1.11.
Matrice alternée, antisymétrique : 4.2.4.

v AR, 2383322382

[

Matrice a trois lignes et trois nnln nneg : 6.1.8.

-avv & v s W AawS

Matrice de Gram 7.1, exerc. 1.

Matrice de passage d’une base a une autre : 4.2.15 et 6.2.11.

AAntatnn As tyyemn (1 1Y 0 A1 1)
vialllLe Ut wype (1, 1) . #.1.14.

Matrice de type (1, 2), de type (2, 2), de type (2, 1) : 4.1.11.
Matrice de types (1, 3), (3, 3), (3, 1), (3, 2), (2, 3) : 6.1.8.

Matrice de permutation : 6.1, exerc. 1.
Matrice diagonale : 4.1, exerc. 6 et 6.1, exerc. 4.

Matrice d’un endomorphisme, d’une application linéaire, d’'une forme linéaire, d’'un

vecteur : 4.1.11 et 6.1.8.
Matrice d’une forme bilinéaire : 4.2.4 et 6.2.3.
Matrice orthogonale : 5.2.6 et 7.1.5.
Matrice scalaire : 4.1.13 et 6.1.8.
Matrice symétrique : 4.2.4 et 6.2.3.

Matrice symétrique positive : 5.2, exerc. 2 et 7.1, exerc. 5.

Matrice triangulaire supérieure : 4.2.14 et 6.2.10.
Maximal (sous-groupe) : 4.1, exerc. 6.

Milieu d’un segment 3 3 4.

Minkowski (inégalité de) : 5.1.3.
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Multiplicatif (groupe) des nombres réels #0 : 1.5

Multiplication par un scalaire : 3.0.

Négatif (couple) : 4.3.1.

Négatif (nombre réel) : 1

Négatif (triplet) : 6.2.12.

Négative non dégénérée (forme) : Ann. II, n° 8.
Neutre (€lément) : 3.1.1.

Nilpotent (endomorphisme) : 4.1, exerc. 3.
Nombre complexe : 5.5.2.

Nombre complexe conjugué : 5.5.4.

Non euclidien (espace) : Ann. II, n°® 24.



Index terminologique

Normal (endomorphisme) : 5.3, exerc. 2, 7.2, exerc. 1 et Ann. I, n® 9.
Normal (hyperplan) & une droite non euclidienne : Ann. II, n° 26 et 27.

Normale (droite) & un hyperplan : Ann. II, n® 26 et 27.
Normale (droite) 2 une sphére : Ann. Hl’ n° 4,

SWARIAGIV (Wi Vile) & WAV Opraaviv

Normalisateur d un sous-groupe : 4.1, exerc. 6.
Norme euclidienne : 5.1.1.
Normie i'éduuc d’un Llua.l.cuuuu : Ann.
lVUydU U uince dppllbdllUll llllCdl[C . J.
Obtus négatif, obtus positif (angle) : 5 4 12.

Obtus (secteur angulaire) : 5.4.13.

Opérateur : 3.2.1.

Opposé d’un nombre réel : 1.4

Opposé d’un vecteur : 3.1.5.

Opposées (demi-droites) : 3.3.3.

Orientation : 3.3.3, 4.3.1 et 6.2.12.

Orientation somme directe, orientation supplémentaire : 6.2.14.
Orienté (espace vectoriel) : 4.3.1 et 6.2.12.

Origine d’un espace vectoriel : 3.1.1.

Origine d’une demi-droite : 3.3.3.
Origine d’un secteur angulaire : 4.3.5 et 4.3.8.

nrtmnp d’un segment : 334,
Orthochrone (rotation) Ann. II, n® 16 et 20.
Orthogonal d’un sous-espace vectoriel de E dans E* : Ann. II, n° 4.

PRy | 22e amiio actcane wornt~sial e l‘,.‘_..- A . A TIT  m
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Orthogonal (groupe) : 5.1.12 et Ann. II, n° 7.

Orthogonal (hyperplan) & une droite : 5.1.7 et Ann. II, n° 6.
Orthogonale (base) : 5.2.1, 7.1.1 et Ann. II, n° 8.
Orthogonale (droite) @ un hyperpian : 5.1.7 et Ann. II, n® 6.
Orthogonale (matrice) : 5.2.6 et 7.1.5.

Orthogonale (projection) : 5.1.6 et 5.1.8.

Orthogonale (symétrie) : 5.1.13 et 5.1.15.

Orthogonale (transformation) : 5.1.12 et Ann. II, n°® 7.
Orthogonaux (ensembles) : 5.1.6, et Ann. II, n° 4. '
Orthogonaux (vecteurs) : 5.1.4 et Ann. II, n° 6.
Orthogonaux (vecteur et forme linéaire) : Ann. II, n° 4.
Orthonormale (base) : 5.2.1, 7.1.1 et Ann. II, n° 9.

Orthonormalisation : 5.2, exerc. 4.

N A VAR asw A RsslmraSBvaAS AR

Ouvert (demi-espace) : 3. 3 7.
Ouvert (secteur angulaire) 1 4.3.5.
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Ouverte (boule) : 5.1.9.

Ouverte (demi-droite) : 3.3.3.

Ouverture d’un secteur angulaire : 5.4.13.

Parali¢ies (demi-droites) : 3.3.3.

Paralléles (variétés linéaires) : 3.1.13.

Paralléles de Clifford : Ann. IV, n° 10.

Parallélogramme : 3.3, exerc. 1.

Paramétrique (représentation) d’une droite : 3.3.1.
Paratactiques (cercles) : Ann. IV, n° 11.

Partie imaginaire, partie réelle d’'un nombre complexe : 5.5.3.
Partie pure, partie scalaire d’un quaternion : Ann. IV, n° 4.
Passage (matrice de) : 4.2.15 et 6.2.11.

219
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Passant par un point (variété linéaire) : 3.1.10.
Permutables (endomorphismes) : 3.2, exerc. 8.

Permutation (matrice de) : 6.1, exerc. 1.
Pernendiculaires (droite et hvnprnlan\ S5.1.8 et Ann. II. n° 26 et 27.

PoAaieiVRIRAIVO (WA VALY Vb day prvia pralliaiy . V L AEEERe Ak

Perpendlculalres (dr01tes concourantes non euclidiennes) : Ann. II, n® 26 et 27.
Plan, plan affine : 6.1.5.

Dlan analidian - 21
riail cuLnuicIlr . &.1.

Plan h‘yperuuuquc :Anmn. I n
Plan projectif : Ann. II, n° 22.
Plan vectoriel : 4.1.5.

Plan vectoriel orienté : 4.3.1.
Plat (angle) : 5.4.1.

Plat (secteur angulaire) : 4.3.5 et 4.3.8.

p-linéaire (application) : 3.2.15.

Plus grand, plus petit (nombre réels) qu’un autre : 1.11.

Point d’un espace projectif : Ann. II, n® 22.

Point d’un espace vectoriel : 3.0.

Point de vue d’une projection stéréographique Ann. III, n° 6.

Pomts conjugués par rapport & une quadrique projective : Ann. II, n°® 22.
Points diamétralement opposés d’une sphére : 5.1.9.

o 1zt
10.

oints d’un méme coté, de nart et d’a

Feasy

ut
part et d’autre d’un hyperplan 3. 3
Polaire (hyperplan) d’un point : Ann. II, n° 22.

no f - A 17
P3dle d’un hyperplan projectif : Ann. II

P6le d’une inversion : Ann. III, n° 1.
Polynéme caractéristique d’un endomorphisme 4 2.14 et 6.2.10.

l'OSllll momore reel) . l.l I.

Positif (triplet de vecteurs, de demi-droites) : 6.2.12.
Positive non dégénérée (forme bilinéaire symétrique) : 5.0 et Ann. II, n° 8.
Privée de O (droite) : 4.1.1.

Produit (espace vectoriel) : 3.1.8.

Produit de matrices : 4.1.12 et 6.1.8.

Produit de sous-groupes additifs de End(E) : 4.1, exerc. 5.
Produit d’un vecteur par un scalaire : 3.0.

Produit scalaire de deux vecteurs : 5.1.0.

Produit vectoriel de deux vecteurs : 7.1.7.

Projecteur : 3.2, exerc. 1.

Projectif (espace) : Ann. II, n°® 22.

Projectif (groupe) : Ann. II, n°® 22.
Proiectif (hvnernlan) : Ann IT n® 2)
A IVJVVUII \ll] l-lvl yl“ll, o 4 AERERe ‘-‘-’ a8 ow o
Projectif (plan) : Ann. II, n° 22.

Projectif (repére) 61 exerc. 4.

Prcjectloﬁ {relative & une décomposition en somme
a un sous-espace, projection d’un vecteur : 3.2.

Projection orthogonale : 5.1.6 et 5.1.8.

Projection stéréographique : 5.4.10 et Ann. iIi, n°® 6.

Projective (droite) : Ann. II, n°® 22.

Projective (quadrique) : Ann. II, n° 22.

Projective (variété linéaire) : Ann. II, n° 22.

Projective (application linéaire) : Ann. II, n°® 22.

Projectivité : Ann. II, n°® 22.
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Projetantes (variétés) : 3.1.14.
Propre (sous-espace) : 3.2.10.
Propre (valeur) d’un endomorphisme : 3.2.10.

Propre (valeur) d’une forme bilinéaire symétrique : 5.2.7 et 7.1.6
Propre (vecteur) d’un endomorphisme : 3.2.10.

Ptolemalque (megallte) 5.1, exerc. 9.

Puissance d’un pOii’il. par rapport a une spheére : 5.1, exerc. 4
Puissance d’une inversion : Ann. IH, n® 1.

Pur (quaternion) : Ann. IV, n°® 4.

Pure (partie) d’un quaternion : Ann. IV, n° 4.
Pythagore (théoréme de) : 5.1.5.

Quadratique (application) : 3.2, exerc. 8.
Quadrique affine : Ann. II, n° 23.

Quadrique projective : Ann. II, n° 22.
Quasi-symétrie : 4.1, exerc. 6.

Quaternion, corps des quaternions : Ann. IV, n° 4.
Quaternion conjugué : Ann. IV, n° 3.
Quaternion pur : Ann. IV, n° 4.

Racine carrée : 1. 31

Rano d lme armhomm

Rang d’une forme bilinéaire : A nn. I
Rang d’une matrice : 4.1.11 et 6.1.8.
Rapport d’une dilatation : 3.3, exerc. 6.
Rapport d’une homothétie : 3.2.2 et 3.2.18
Rayon d’une boule, d’une sphere 5.1.9.

) » Y% v

Réel (espace vectoriel) :
Réelie (pame ) d’'un nombre complex : 5.5.3.

Reégle des signes : 1.23.

Relation de Grassmann : Ann. II, n° 3.

Relation d’ordre dans ’ensemble des angles @ : 5.4.12.

Relation d’ordre total : 1.11.

Rentrant (secteur angulaire) : 4.3.5 et 4.3.8.

Renversement : Ann. II, n° 11.

Repere projectif : 6.1, exerc. 4.

Représentation paramétrique d’une droite : 3.3.1.

Représentation paramétrique de Cayley : 5.5, exerc. 3 et 7.2, exerc. 5.
Retournement : 5.3.4 et 7.2.6.

Rétrograde (couple) : 4.3.1.
Rétroorade (trinlet) : 6.2.12.

ANVUA UL GRSV \ViAprAVL) . edwe &

annhnn . ( 3.1, 7.2.1 et Ann. II. n° 7.

I

Rotation d’angle 0 : 5.4.1.

Rotation orthochrone : Ann II, n® 16 et 20
Saillant (secteur angulaire) : 4.3.5 et 4.3.8.

Scalaire : 3.0.

Scalaire (matrice) : 4.1.13 et 6.1.8.

Scalaire (partie) d’'un quaternion : Ann. IV, n° 4.
Scalaire (produit) : 5.1.0.

Secteur angulaire fermé (saillant, rentrant, plat) : 4.3.8.
Secteur angulaire ouvert (saillant, rentrant, plat) : 4.3.5.
Secteur angulaire aigu, obtus, droit : 5.4.13.

Segment fermé, ouvert, fermé en a et ouvert en b : 3.3.4.



222 Index terminologique

Signature d’une forme bilinéaire symétrique : 4.1, exerc. 10 et Ann. II, n° 8.

Signe d’un nombre réel : 1.27.
Similitude affine : 5.1.14.

Similitude directe : 5.3.1, 5.3.4, 7.2.1, 7.2.6 et Ann. II, n® 7.
Similitude inverse : 5.3.1, 5.3.4, 7.2. 1 7.2.6 et Ann. II, n° 7.
Similitude linéaire : 5.1.12 et Ann. II, n° 7.
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Somme directe de sous-espaces : 3.1.8.

Somme directe de deux orientations : 6.2.14.

Sommet d’un secteur anguiaire : 4.3.9.

Sous-espace, sous-espace vectoriel : 3.1.6.

Sous-espace isotrope, sous-espace totalement isotrope : Ann. II, n° 14,
Sous-espace de E* totalement orthogonal a un sous-espace de E : Ann. II, n° 4.
Sous-espace propre d’un endomorphisme : 3.2.10.

Sous-espaces supplémentaires : 3.1.8.

Sous-groupe maximal : 4.1, exerc. 6.

Sphére, sphére unité : 5.1.9.
Sphére degeneree Ann. III, n

4]
Sphére d’une inversion : Ann= III, n° 5.

théree concentr 1q_|_-_s- . 5-_1,0
Sphéres coorthogonales : 5.1, exerc. 4 et Ann. III, n° 4.
Sphéres tangentes 5.1.11.
tntbr~amsmnitenc fualaiiea) A2.. andAasma~nmbis «. &N v e~ T ,.4 - exerc &
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Strictement de part et d’autre, strictement d’un méme c6té d’un hyperplan : 3.3.7.
6.

Stéréographique (projection) : 5.4.10 et Ann. III, n°
Strictement inférieur, strictement supérieur : 1.11.
Strictement positif, strictement négatif : 1.17.
Structure d’espace euclidien : 5.0.

Structure (transport de) : 2.4.

Suite directe de demi-droites : 4.3.4.

Supérieur 4 un autre (nombre réel) : 1.11.
Supplémentaires (orientations) : 6.2.14.
Supplémentaires (sous-espaces) : 3.1.8.

Symétrie dans une sphére : Ann. III, n° 6.
Symétrie par rapport a I’origine : 3.2.11.

Symétrie orthogonale : 5.1.13 et 5.1.15.
Symétrique (application bilinéaire) : 3.2.14.
Symétrique (application trilinéaire) : 3.2.15.
Svmétriaue (endomornhigme) : 425 7.1.5et Ann. II. n° 0,
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Symétrique positive (matrice) : 5.2, exerc. 2 et 7.1, exerc. S.

Tangente d’un angle de deml-drmtes 5.4.5.

Tangente d’un angie de droites : 5.4.14.

Tangente (variété linéaire) a une sphére : 5.1.10.

Tangente (variété linéaire projective) a une quadrique : Ann. II, n°® 22.
Tangentes (sphéres) : 5.1.11.

Théoréme de Hamilton-Cayley : 4.1, exerc. 4 et 6.2, exerc. 3.
Théoréme de Pythagore : 5.1.5.

Théoréme fondamental de la géométrie affine : 4.1, exerc. 7.

Total (relation d’ordre) : 1.11.

Totalement isotrope (sous-espace) : Ann. II, n° 14,
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Totalement ordonné (ensemble) : 1.11.
Totalement orthogonal (sous-espace) : Ann. II, n° 4.

Trace d’'un endomorphisme, d’une matrice : 4.2, exerc. 1 et 6.2, exerc. 1.
Trace réduite d’un guaternion : Ann. IV, n° 4,
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Transformation orthogonale : 5.1.12 et Ann. II, n° 7.
Translation de vecteur a : 3.1.9.

Translation associée a une application affine : 3.2.17.
T o en_alon 1 M s Amee TY7 .0 1IN
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Transport de structure : 2.4.

Transposée d’une application linéaire : Ann. II, n° 4.
Transposée d’une matrice : 4.2.4 et 6.2.3.
Transvection : 3.3, exerc. 6.

Triangulaire (inégalité) : 5.1.3.

Triangulaire supérieure (matrice) : 4.2.14 et 6.2.10.
Trilinéaire (application): 3.2.15.

Triplet direct, négatif, positif, rétrograde : 6.2.12.
Triplement transitif (groupe) : 4.1, exerc. 6.
Unimodulaire (groupe) : 4.2, exerc. 7 et 6.2, exerc. S.
Unitaire (vecteur) : 5.1.1.

Unité (élément) : 1.8.

Unité (sphére) : 5.1.9.

Valeur absolue d’un nombre réel : 1.19.

Valeur absolue d’un nombre complexe :5.54.

vaiCur propre u umn enaomor ylumuo o JekodVU,

Valeur propre d’une forme bilinéaire symétrique : 5.2.7 et 7.1.6.
Valeur stationnaire d’un cndomorphisme 5.2, exerc. 7 et 7.1, exerc. 5.
Variété linéaire, variété linéaire affine : 3.1.10.

Variété linéaire projective : Ann. Ii, n® 22.

Variété linéaire projetante : 3.1.14.

Variété linéaire tangente a une sphére : 5.1.10.

Variété linéaire projective tangente a une quadrique : Ann. II, n° 22.
Variétés linéaires paralléles : 3.1.13.

Vecteur : 3.0.

Vecteur directeur d’une demi-droite : 3.3.3.

Vecteur directeur d’une droite : 3.3.1.

Vecteur isotrope : Ann. II, n°® 14.

Vecteurs linéairement dépendants, linéairement indépendants : 4.1.1.
Vecteurs orthogonaux : 5.1.4 et Ann. II, n® 4 et 6.

Vecteur unitaire : 5.1.1.

Vectoriel (espace) : 3.0.

Vectoriel (hyperplan) : 3.3.5.

Vectoriel (plan) : 4.1.5.
Vectoriel (produit) : 7.1. 7
Vectoriel (sous-espace) : 3.1.6.
Vectorielle (droite) : 3.3. 1
Zéro : 1.3 et 3.1.1.
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donc we VN W. Pour le cont re-¢ xemple, prendre dans un espace a 3 dlmensnons pour
U une droite passant par 0, pour V, W deux plans distincts passant par 0 et ne contenant
pas U.

1) SiueU,veV,weWetu=v+w,onaw=u— veU,doncweUNW, Pour le
contre-exemple, prendre pour U, V, W trois droites distinctes passant par O et dans un
méme plan.

3) Soient u,, u, dans U, veVN U, weV NV tels que uy + v =u, + w; on en
tire w—veU;maisw—-veV,doncw—-—veUNnV =UnNnV';comme velU’ on a
aussiwe U’ ,doncweU NV =UnNnV cU,etu, + wel.

4) Siue U, on peut écrireu = v + wavecve Vetwe W ;maisw = u — ve U,donc
welUnNnW.

I11, 2

1) Si p? = p, on a, pour tout x € E, p(x — p(x)) = 0, donc x — p(x) € p~1(0) ; d’autre
part, si p(x) = 0 et x = p(»), on a p(x) = p*(y) = p(y) = 0, donc x = 0. Si p,, p, sont
des projecteurs et py }(0) = p; 1(0), la relation p,(x — p,(x)) = 0, valable pour tout
x€E, entraine p,(x — py(x)) = 0. Si p, + p, est un projecteur, on tire de
(py + P2)* = p1 + p, qQue pyp, + p,py = 0; on en tire par multiplication a droite ou
a gauche par p, que pyp, + p1p2py = 0 €t pyp,py + papy = 0, donc pyp, = pyp, et

fi a!ement 2pip; = 0

azaa e R e B ¥ 4 .

’

2) S p estla pI'Q]CCtIOIl sur W parallélement & V, considérer la restriction de p a W'.

4) Ona(l+u)(l—u=(1-wl+w=1

5) De 1 = p + q on déduit p = p? + pq, avec p>e L et pge L’ ; mais on peut aussi
A ' o e 1Y [] nﬂ‘laf\ “f'" anf-" A,I\I‘I “2 -— W b 2 74} —n‘l\“ r\ﬁnl\ol‘nmamol‘lz-—n
VI NIV V—PTUaVUUlJCLQlUCL,UUUII “ll,llq‘—'U,UIIPIUUVUUUIIIUIIIUKI - Y
qp = 0. Si maintenant x €L, on a de méme x = xp + xq et on en tire x = xp, don
L = Apetde méme L' = Aq. Si ue A est tel que p~1(0) = u~1(0), on a u(x — p(x)) =

pour tout x € E. Si we Hom(V, W), on peut prolonger w en un endomorphisme u de
en posant u(x) = 0 dans W ; on a alors w = qup.
6) Si f: R x E — F est bilinéaire, prendre u(x) = f(1, x).
8) Observer que
ux,p,2) = u(x +y+2) —ulx +y) — ulz + x) — uly + z) + ulx) + u(y) + u(2).

Faisant A = u = v, on obtient 23v(x, y, z) = A%v(x, y, 2).
10) Siu(v(x)) = Ax avec x # 0, on a aussi v(x) # 0; on a v(u(v(x))) = Av(x).
14) Prendre pour origine un point invariant par u.
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I11, 3

3) Prendre pour origine un point de V.

4) Composer la translation f_,,, avec u pour se ramener a une application linéaire.
Pour trouver le centre de u, o u, lorsque u, - u, est une homothétie, considérer la
droite joignant les centres de u, et u,.

5) Une variété linéaire non paralléle 2 un hyperplan contient au moins une droite
non paralléle a cet hyperplan. Si D est unc droite contenue dans V, passant par 0, et
non contenue dans H, H et D sont supplémentaires, et comme V> D, D et VA H
sont supplémentaires dans V (section (3.1), exerc. 4).

6) Pour montrer que y est indépendant du choix de a¢ H, noter que tout a'¢ H
sécrita’ = Aa + savecs€ H et 4 # 0 et calculer u(a’).

Si y # 1, trouver un vecteur propre de u de la forme a + x avec xeH. Si S ¢ V,
V¢ H et Dc V est une droite non contenue dans H, on a (Q +D)nV=D

> LSSV 2alJ2a VRJaalviaiwme RQaaS 22, a7,

D + Detu(D) # D,doncu(V) # V
Siy= 1 tout x € E s’écrit d’une seule mamere x = g(x)a + y, ou g est une forme
linéaire sur Eet ye H.Si T ¢ Vet V ¢ H, il y a dans V une droite D non contenue
dans H,et(T+ D)n V=D onau(D)c=T + D et u(D) # D, donc «(V) # V.

Les transvections de droite donnée T sont de la forme u(x) = x + g(x)c, ou c est
fixeet g parcourt ’ensemble des formes linéaires sur X telles que g(c) =

Si deux diiatations ou transvecuons u, u’ distinctes de 1z sont permutables etH # H,
on a pour tout xe H n [,H u'(u(x)) = u'(x) = u(u'(x)), donc u'(x) e H ; comme le plan
contenant x et u'(x) contient D', on a D’ = H et on voit de méme que DcH.Siu
et ¥’ sont des dilatations et H = H', on a «'(u(D)) = #'(D) = u(¥'(D)) et comme D ¢ H,
u'(D) = D; maisalors D = D'.

7 —
\

CI)

f

)
J
1

Iv, 1

3) Si u est de rang 1, ¥~ '(0) est une droite ; soit e, # 0 sur D ; prenons une base
{e,,e,} de E et soit u(e,) = ae, + fe, #0. Si B # 0, on peut écrire a = A et
ule, + e,) = P(Ae; +e,).Sif=00nau@ e, =e,.

4) Siun’est pas une homothétie, il existe e, € E tel que u(e,) ne soit pas sur la droite
passant par e, (section (3.3), probléme 4). Prenant e, et u(e;) comme base, on a la forme
voulue pour M(u).

5) B) Si uv = 0 avec v # 0, il existe x€ E tel que v(x) # 0 et u(v(x)) = 0,
est de rang Ooul 1S siou = 0 avec v # n, on a u”:\ i) lln\ et n_lfn\ est {Q
droite, donc u est de rang < 1. Réciproquement, si u est de rang 1, o
endomorphisme v (resp. w) de ranz 1 tel que v"(O) = w(E) (res (E) = u"1(0)) et
onavou=90 (resp Uow = U} Pour trouver les c'eﬁples d’endomorphi i
pOlCIl[b GCdeGCS, utiliser P exerc. 3.

C) Soit {a, b! une base de E telle que ae u(E) = p(E) et be p~'(0). Il existe c € E tel
que u(c) = a; on détermine ¢ par v(a) = ¢ et v(h) = 0. Méme méthode pour déterminer
w. Utiliser ensuite I’ exerc. 5 de la section (3.2).

D) Pour voir que B, est maximal, remarquer que si un sous-anneau de A contient
B, et en est distinct. il contient la matrice

w

&

S
[N
O~
-
o
-t
=R
]
c
S

o

pourund # 0. Pour voir que C, ou C; est maximal parmi les sous-anneaux commutatifs,
déterminer les matrices permutant a toutes les matrices de C, ou C;. Pour déterminer
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les idéaux a gauche (par exemple) de B,, observer que si ay # 0, la matrice

B vl
est inversible et ne peut donc appartenir a aucun idéal # B,.

6) A) Si ue GL(E) n’est pas une homothétie, il existe un vecteur a # 0 dans E tel
que u(a) et a forment une base de E (section (3.3), exerc. 4); il existe une transvection
v telle que v(u(a)) = a, et par suite a est invariant par vu. On est donc ramené aux trans-

formations de GL(E) laissant invariant un vecteur #0. Si h; est une homothétie avec
1 £ 1. 1] existe une transvection w transformant h.(a) = Ag en un vecteur b formant

B e X wALISVY waiv vaRaaS YV wwualsal VEQRASAVAiaaGaY Wy A vaa un. vv\r\-v AL i21881aw

avec a une base de E, et on applique ce qui précéde a wh;.
Pour voir qu une transvection est produxt de deux quasi-symétries, considérer les
droite de la transvection.
am o TN
1S 1J.
y a trois vecteurs non nulsa, € D,

Mool ouUrt Ateing loicgcnn lalkolawannt smurnminmta 1

quaal-aylucu ICD lalbballl slUUalClllClll lllVal lalllC 1
D} rrcnurc une UdbC UC D UOlll un vecteur est
C) Observer que si D,, D,, D5 sont distinctes, 1

a,€D,,a;eDjtelles que a; = a; + a,.

Si x, y ne sont pas sur une méme droite passant par 0, il y a une transvection trans-
formant x en y.

Si D, D' ne passent pas par 0 et ont un point commun ¢, considérer une transvection
dont la droite passe par le point c.

D) Soient D, D’ les droites vectorielles contenant les vecteurs de la base choisie. Si la
matrice Y n’appartient pas a B, elle transforme D en une droite D, # D, et il existe une
matrice bien déterminée X ;! e U (une transvection) qui transforme D, en D’, donc
PX 1 1Y laisse D invariante et appartient donc 4 B ; par suite elle s’écrit d’une seule
maniére DX, avec De T et X, € U. Ceci prouve I’ ex1stence et I'unicité de la décomposi-

CI. o

ar
il

tion de Bruhat de Y, et montre en méme temps que B est un sous-groupe maximal de
GL(2. R). et g fortiori son nronre normalicateur.

(2, R), et a fortiori son propre normalisateur

7) 1) Si u(a), u(b) et u(c) étaient su une m éme droite A, en considérant, pour un

point x qu elconque de E, les droites qui le jo 1gnent a a, b, ¢, on verrait que u(x) € A,
contrairement a | I‘ly‘pOLuese que u‘u:; eﬁgt‘:uuu: E.

IT) Si u est bijective, tout point ye D’ est nécessairement de la forme u(x) et on ne
peut avoir x ¢ D en vertu de I). Cela prouve que si D, et D, sont paralléles et distinctes,
u(D,) et u(D,) ne peuvent avoir de point commun.

III) Pour construire na,, mener par na, une droite de vecteur directeur a, — a,
et prendre son intersection avec Dy, ; pour construire {a; + na,, mener par {a, une
paralléle a Dy, et par na, une paralléle a Dy,, ; enfin, pour construire (¢ + n)a, , mener
par &a, + na, une droite de vecteur directeur a, — a,. Procéder de méme pour la
construction de &na, .

8) La matrice (8, B,) représente une application linéaire de R? dans R et la matrice
[oy | B T, . L
‘a‘ ’ une application linéaire de R dans R* ; le produit considéré doit donc représenter

2

une application linéaire de R? dans lui-méme.

N CSiv£0 u(v\ = x et si fr\prmnfp avec u. on doit avoir u( f(x) = f(x): or si f(x)
/} AL N T V W\J\! Al yvl 11A0W LU Y ww W i1 \‘v L A Y i \J ./\r, J \/\r} 9 Wi Ja J \J‘l’
n’était pas proportionnel a x, il existerait de tels automorphismes u transformant

f(x) en n’importe quel vecteur z non proportionnel a x. Si pour un a ;é 0 dans E,
fla) = ya, remarquer ensuite que pour tout x # 0 dans E il existe un automorphisime
u tel que u{a) = x et en déduire que f{x) = yx.

Pour déterminer g, remarquer d’abord que g(0, 0) = 0 en notant qu’il y a des auto-
morphismes v de E tels que 0 soit le seul vecteur invariant par v. Considérer ensuite
g.(x, y) = g(x.y) — ¢(0, y) et observer que I’on a encore g,(v(x), v(y)) = v(g,(x, y)); puis
utiliser le début de I’exercice.
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10) Noter que x, € D,, px,€D,, x, + px,eD,.
1v, 2

1

) Pour la derniére partie, utiliser la section (4.1), exerc. 4.
3)
5)

rendre des endomorphnsmes de rang 1 tels que uv = 0, vu # 0.

lac Aoy s1alaisee smsemanena crent femntbao M smazT ameniadaan emmzzae aca Aa
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P
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E i S vecteurs propreb Lorrcsponudn[s UdIlS lC cas LOI][I'leC on pCU[ [OU_]OUYb rempidcer
n des vecteurs de base par un multiple scalaire de ce vecteur, en laissant I’autre inchangé.
7) A) Utiliser la section (4.1), exerc. 6 A), et noter que le déterminant d’une trans-

vection est €gal a 1, et le déterminant d’une quasi-symétrie égal a —1.

B) Le centralisateur de u, déterminé dans I’exerc. 5, contient des automorphismes
de déterminant arbitraire.
C) Noter que deux quasi-symétries sont conjuguées dans GL(E). Pour prouver que

u € SL(E), de matrice

est un commutateur de deux éléments v, w de SL(E), observer que pour la matrice

)
\z 1)
de w, ou xt — yz = 1, cela entraine la relation xA + (t/A) = x + t, ot t = Ax; inverse-
ment, si on a cette relation et si x est pris tel que (1 + A)2x2 > 4, puis yz tels que
yz = xt — 1 = Ax? — 1, uw et w sont conjugués par B).

D) Pour voir qu’il existe ve SL(E) tel que (vuv~')(D,) = D,, montrer qu’il suffit
de prendre v tel que D, = v(D) et D, = v(u(D)). Pour voir que SL(E) = L-©(E, D),
observer que toute transvection peut s’écrire ut, oi ue L et t € O(E, D), en utilisant
le fait que L est distingué. Pour voir que tout commutateur de SL(E) appartient a L,
utiliser le fait que O(E, D) est commutatif.

8) Si Tr(u) = 0 et u # 0, u n’est pas une homothétie et on peut prendre une base

de E l'\l\l!" IQf\IIPIIP IQ mufrlnn l‘n 1l 0‘;" IQ fr\rmn l‘n |’nvnrr\ /l r]n IO cartinn IA 1\ . nrnnr‘rn

P\J lu\alu\«ll\« 14 111l IV UL AL 1A 1V111IVv UV 1 VAL We T UV 1A Ovwilivia \W.l’ 'Y Fl\allulv
alors pour v la quasi-symétrie ayant pour matrice

o -1/

9) Si u = t,0v est une application linéaire affine de E dans lui-méme, les points
invariants par u vérifient la relation x — v(x) = b; pour que u ne laisse invariant
aucun point, il faut et il suffit donc que u(x) = x — w(x) + b, ou w est de rang <1 et
b ¢ w(E).

10) Si @ n’est el
et on prend un des vecteurs de base dans N. Si ®@ n’est pas dégénérée, il y a un vecteur

a # 0 tel que ®(a, a) 9é 0 prendre une base formée de vecteurs aa et b, ou ®(a, b) = 0,

) L

deux scalaires convenables.

1nnamaen ni1Q cf dao :'an"ar/an
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1) Montrer que les triplets (A, A,,A;) dont deux quelconques des demi-droites
ne sont pas opposées forment 4 classes d’intransitivité pour GL(E) en prenant les
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vecteurs d’une base dans A, et A, et considérant le sous-groupe laissant invariantes
A, et A,. Procéder de méme pour GL*(E).

2) Par définition, W(x, u(x)) est équivalente a W(v~ '(x), u(v~}(x))) et cette derniére
Pgalp A Wy ofuln™ HyWZW an vertit de (49 & 1) at de ce queyp = Jw on > 0 we ST (E)

GV QG X vy ViV \7V)))) VL VUil UL (T.4.U L ] VU UL LU UL U T ALY, Uu II-, Uy TV T IR ).

Pour une transvection ¢, calculer W(x, t(x)) en prenant un des vecteurs de base sur la
droite de la transvection.
4) Utiliser I’exerc. 1.

V, 1
1) Tout x € E s’écrit d’une seule maniére x = y + zou yeD et ze H ; si 'on écrit
que x est orthogonal a toutes les droites de H, on a en particulier {x|z) = 0, et comme

(y1z) = 0, cela donne (z|z) = 0,donc z = 0, x € D.

2) On peut supposer la sphére de centre 0,donca’ = —a;larelation (x — alx —a’)=0
s’écrit alors ||x]|2 — |la]|* = 0.

4) On peut supposer la sphére de centre 0. Alors on a (3(x; + x,)3x; — x,))
= Hx(lI> = lI1x,]1>) = 0; si on pose b = {x, + x,), y = 3x; — x,), on peut écrire
Xy—a=((b-a)+y,x, —a=(b—a)— yetcomme yetb — asont proportionnels,
(blb — a) = 0, donc ||b — a||> = —(alb) + ||a||® = |a||* — ||b||*. Finalement (x, — a|x, — a)
= |b —all> = lly|? = llal® = p*.

5) Un élément h du centralisateur de O(E) doit transformer en lui-méme tout hyper-
plan vectoriel de E et la droite orthogonale a cet hyperplan, qui sont les sous-espaces
propres de la symétrie par rapport a ’hyperplan; il suffit d’appliquer I’exerc. 4 de (3.3).

6) A) On a, pour des vecteurs x, y quelconques et des scalaires 4, u quelconques,

((Ax + py) — Au(x) = pu(y)u(z)) =
pour tout z € E, et comme u(z parcourt tout E, cela entraine la linéarité de u.

B) Si«(0) # 0,1l y a une homothétie v de rappOr[ o} transformant u(0)en 0, et w = vu
est telie que w{0) =0 et d(w(x), w(y)) = ad(x, y). En vertu de (5.1.1.5), on a aussi
(w(x)w(y)) = a(x|y) et on est ramené a A).

C) Desrelations (w(x)u(y + y')) = (u(x)u(y)) + (u(x)u(y’)) on tire que x est orthogonal

auly + ¥y +y) — uly)y — u(y')y' ; comme x est arbitraire on a
(uy + YY) = u)y + @y + y) — u()y = 0;

prenant y et )’ linéairement indépendants on en déduit u(y + y') = u(y) = ;4(})’)= Comme
tout vecteur z # 0 est alors linéairement 1ndependant de y ou de on a aussi
uz) = u(y) u(y’). Il n’est pas p0551ble d’omettre 'hypothése que u est hnealre, car si

{+o) not 13 aememliantiam A 0 A o al v\ ngt ~rAng ant £ N AdAong tAanta

X — q}\.k} CHL ulc appuuauuu ac £ aaris l\ lCllC LIUC (P\.k} oL bUllblaF LU UL 7~ VU ualid wtvuiv
droite vectorielle (la constante dépendant de cette droite), alors u: x — ¢(x)x est une
application bijective de E sur lui-méme conservant I'orthogonalité.

7) Si u est une symétrie par rapport a un hyperplan H, w = vuv ™! laisse invariants
les points de I'hyperplan v(H) et n’est pas I'application identique ; si we O(E), cela
entraine que w est une symétrie par rapport a v(H). Si D est la droite orthogonale a H,
on a w(x) = —x pour tout vecteur x € v(D), ce qui implique que v(D) est la droite
orthogonale a H ; donc v conserve I’orthogonalité.

8) Remarquer que

\_/

2d(x,t) < d(x,y) + d(y, 1) + d(x,z) + d

et majorer de méme 2 d(y, z).
V,?2

1) Comme u*u = 1g = u?, on a u* = u et réciproquement. La propriété relative
aux projecteurs s’en déduit en notant qu’un projecteur p est orthogonal si et seulement
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si p(E) et p~(0) sont des sous-espaces orthogonaux, et que ces sous-espaces sont les
espaces propres de I'involution u = 2p — 1g (section (3.2), probléme 1).

2) On déduit (3) de (1) en considérant la forme ®(x, y) = (h(x)y) et en prenant

1) = hlv\
B AR VY o
Pour obtenir un endomorphisme hermitien positif g tel que g™ = h, on suppose h

rapportée a une base orthonormale formée de vecteurs propres, donc ayant pour
matrice I‘A 0‘\

\0 u’
avec 4 = 0, u = 0; on prend alors g ayant pour matrice par rapport a cette base

Atm 0
( 0 u”’")
3) Il est immédiat que pour un endor “‘rphisme hermitien £, les relations n{(x) = 0,
h*(x) = 0 sont équivalentes, en réduisant h a la forme diagonale. Notons que P'on a
e IO = wulx) = () = (b0 = [hy (I puisque hy est her-
mitien, donc |u(x)| = [[hy(x)]. Si V est orthogonal & u~}(0) = h7 '(0), on a h(V) =
puisque h, est hermitien, et # est une bijection de V sur «(V). Il y a donc une application
linéaire et une seule v, de V sur u(V) telle que u(x) = vy(h,(x)) pour tout xe V. On
prolonge v, en une transformation orthogonale v en prenant pour restriction de v
a u~'(0) une transformation isométrique de u~'(0) sur le sous-espace orthogonal a
u(V) ; v n’est donc entiérement déterminée par v, que si u~'(0) = {0}. La construction
de v donne aussitot u = vh,, d’olt u*u = vhiv* = vhiv~'; comme vh?v~! est le carré
de ’endomorphisme hermitien positif vh v~ !, P'unicité de la racine carrée hermitienne

d’un tel endomorphlsme donne h, = hlv'
IUne matrice carrée X d’ordre 7
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morphisme les endomorphlsmes v et h; comme ci-dessus, il résulte d
y a une matrice orthogonale U telle que Ia matrice de h, par rapport ala
soit U™'DU, ou D est une matrice diagonale. 1l suffit alors de prendre VV =VU~!,
ou V est la matrice de v.

Si @ est une forme bilinéaire symétrique positive, on peut P'écrire ®(x, y) = (g(x)|y),
ou g est un opérateur hermitien positif (exerc. 2); comme g = h?, ou h est hermitien
positif, on a ®(x, y) = (h(x)|h(y)). Dire que @ est non dégénérée revient a dire que g
est bijective ; mais il en alors de méme de h (exerc. 2).

4) 11y a deux vecteurs unitaires opposés sur D, ;la condition (a,|e;) > 0 détermine
entierement 'un d’eux. Il y a alors deux vecteurs unitaires opposés orthogonaux a
ey ; la condition (a,|e,) > 0 détermine entiérement ’'un d’eux.

On interpréte X comme matrice d’'un endomorphisme v rapporté a une base ortho-
normale {c,,c,}; soient'a, = v(c,), a, = v(c,) ses colonnes, et soit {e,,e,} la base
orthonormale déduite de {a,,a,} par le procédé d’orthonormalisation. On peut
écrire v = wu, ou u(c,) = e,, u(c,) = e, et wle,) = a,, wle,) = a,, de sorte que u est

une transformation orthogonale : il suffit de prendre nour L la matrice de w nar rannort

VAV UM QUSIVIILIGLUIVIAL VI UIVUBUIIGILIV 3 11 SULLIL UV pPIVIIUL Y PUUL v IQ 111aul 1V UL pPaL iappuie

a{e;, ey} et pour U la matrice de u par rapporta {c,, ¢, }. Pour passer i la décomposition
d’Iwasawa droite, il suffit de considérer la décomposition d’ Iwasawa gauche de X~

Q: AtV crsmzman A T At/ TN 1 Anm o nhccccea remeri ,1,\ '8 84 1
Si det{X) = 1, comme det{L) > 0 et det{U) = £ 1, on a nécessairement det(U) =

donc det(L) = 1.

Si H est une matrice symétrique positive inversible, on peut écrire H = X2, o X
est une matrice hermitienne positive inversible. Comme X = ‘X ona H = LU.'U.'L
- = L.'L. Comme Ia relation X% = L.'L s’écrit aussi L™'X =YX "'L), L™ X doit
étre orthogonale, d’ou I'assertion d’unicité d’aprés ce qui précéde.
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5) Siay, a, sont les éléments de la diagonale de D, les éléments de ‘X DY sont de la
forme a,&,m,; + a,¢,m,;, donc on a

la &1y + axéama)® < fAD)|1Emy )l + 1&2m2;1f

et on applique (1) a la forme positive &7, + &,1,.
Dans la preuve de (5) a partir de (4), on notera que (UX)(UX) = ‘X . X.

ruu1 plUUVCl \U}, OUll llUl.C q'uc
g (XleXs) 2('(IX2IX )X3) < f(X, thxti ) f(X3X5)
< f(thXx)(P(thXz)f(tX:sXs)

en appliquant (4) (avec D = I) puis (5). On observe ensuite que (5) avec X = I donne
glYY) < (YY) = ¢(Y.'Y) compte tenu de P'exerc. 3; a fortiori f('YY) < @('YY)

= (YY) et on obtient aingi (7)Y A martirde (6) Fnfaicant ¥. =Y Y. =T X. =X

V1T ), €1 0N ODlent amsli (/) a parur a¢ (0). &n aisant A A, Ay i, A3 A
danc (8 an ahtiant af! Y= Y Y)Y dane A(H\ — f(HY nanr L armitianna
Gails ), Ol COUWCIIt i A .4 ) = ja .a) GONC gui) = jui) pOour i nNCrmiucimne

positive; par contre on n’a pas g¢g°(X.X) < f('X.X)f(X.'X), cCest-a-dire
f (X. X) f(X.'X) en general il suffit pour le voir de prendre une matrice dont
la seconde colonne est formée de zéros. Pour un exemple ot dans (6) on ne peut remplacer
o(X,X,) par f('X,X,), il suffit de prendre tous les X; égaux a la matrice dont tous
les éléments sont 1.

6) L’endomorphisme (u* + Av*)(u + Av) étant hermitien positif, on écrit que sa
trace est >0 quel que soit 4. Pour prouver Tr(H,H,) > 0 lorsque H, est diagonale,
on observe que les éléments diagonaux d’une matrice hermitienne positive sont tous
=0. Pour prouver la premiére inégalité de (10), noter que ¢(H,)I — H, est hermitienne
positive. Pour obtenir (11), remarquer que Tr(v*u*uv) = Tr(vv*u*u).

7) La caractérisation de p, et p, par les valeurs de ||u(x)| résulte de la relation
lu(x)|l = |lh,(x)| (exerc. 3). Pour obtenir la base orthonormale par rapport a laquelle
la matrice de u est trlangulalre nrendre un vecteur de cette base nmnnrtlon_nc! aun

vecteur propre de u correspondant a la valeur propre A,. En calculant u*u pour cette
base orthonormale, on trouve (s(u))®> = A3 + A3 +

-

Pour montrer gue X = LU et I. ont mémes \mlpnre ctatinnnairae noter Aane
i “a K33 LA VA i q \JiAbL ARAWAEAWD YAailwwi v IV viviiiiciin Uo, AAV VWL \1“\/
tU U~ l

8) Montrer que u*(b,) — A,b, st orthogonal a a, et ta;.

oy QI f . c ) P -._Al__...,nt,..._..,'. ................. bt otV cmmank _ Ty

7) o1 i ;Cblu 1C DAMC 101111 CCUC VCLLCU!DPIUPICDUCUI Cidll ULl pUbCUi = L"l](']’

j
noter que si Ai est la valeur propre de H, correspondanta ¢;, ona ®(x,x) = ) 4, D,(ys, Vn)

=[]

ou y, = ({ni€i)i-

V,3

1) Pour prouver que h permute avec u, noter que v* = (w*) ™ 'u*w* et que u* (resp. v¥)
est proportionnel a #~* (resp.v™!), et v ! = wu"'w™ 1. Si w est dans GO™*(E), on a
v = u puisque GO™(E) est commutatif. Sinon, w est produit d’une symétrie s par
rapport a une droite et d’une similitude directe; on a v = sus™! = h,srs. Or rs est une
symétrie s' par rapport a une droite, donc srs = ss' = r~ L.

2) On a (vuv™ 1)* = (v*)” 'u*v* et comme v*v = . 1g, (vuv™!)* = vu*v™!; on en
conclut aussitdt que si u est normal il en est de méme de vuv~!. Pour trouver les endo-
morphismes normaux, prendré leur matrice par rapport a une base orthonormale.

3) Le polynéme caractéristique d’un endomorphismc sans valeur propre u est
de la forme X2 — 20X + (a2 + f2), donc égal a celui d’une similitude directe. Il résulte
de P’exerc. 1 que si v est une solution de u = wow ™!, la seule autre solution est v*, et
siu = wov*w' ™!, on a nécessairement alors det(w'w~!) > 0. Ceci donne les deux classes
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d’intransitivité de GL*(E) (ou de SL(E)) dans 'ensemble des endomorphismes ayant
méme polyndme caractéristique que u.

5) Si u est une isométrie affine, et u(0) = a, 1l y a une symétrie s, par rapport a une
droite telle que s,(a) = 0, et alors s;u appar .ent au g upe O(E), donc est une symétrie
par rapport a une dronte ou un produit de deux telles symétries. Si u,, u, sont deux
rotations affines de centres a,,a,, on peut se borner au cas ot a;, =0, et si ¢ est la
translation de vecteur a,, on a u, = tv,t” ', oli v, est une rotation de centre 0 ; comime
tv, = v,t’, ou t' est une translation, on a u,u, = u,v,t't ~! donc u,u, est une translation
si et seulement si u,v, = 1z, autrement dit les rotations (linéaires) associées a u, et u,

doivent étre inverses 'une de lautre.

6) Bornons-nous au cas ou M contient trois points non en ligne droite; on peut
supposer, par des translations, que 0 appartient 4 M et 2 N et que f(0) = 0. Quels
que soient les points a,b de M, on a alors (f(a) /(b)) = (alb) par (5.1.1.5); si {a,b}
forme une base de E, on a (alb) # |a| . [|bll, donc (f(a)lf(B)) # I f(a)ll . f(b)l, et
{f(a), f(b)} est une base de E. Il y a alors une transformation orthogonale u telle que
u(a) = f(a) et w(b) = f(b) ; montrons que pour tout x e M, on a u(x) = f(x). En effet,
cela résulte des relations

(xla) = (f(x)| f(@) = (u(x)| f(@) et (x[b) = (f(x)|f(b)) = (u(x) f(b)).

V,4

1) Une rotation s’écrit ss’, ol s et ' sont des symétries par rapport a deux droites
D,D’; si t est une rotation telle que #D)=D’, on a s =tst™ ' =ts 't !, donc
ss' = sts” 't~ 1. Comme O(E)/O™(E) est commutatif, le groupe des commutateurs de
O(E) est contenu dans O *(E), et ce qui précéde prouve qu’il lui est égal.

2) La proposition relative aux endomorphismes sans valeurs propres résulte de
ce qu'un tel endomorphisme est de la forme wow ™! ott v est une similitude directe, et

réciproquement ; or une similitude v s’écrit h,r, avec 4 > 0 et r une rotation; comme
une rotation est toniours un carré. et que h = (h.2)? v est aussi un carré. Une homo-

WAAV L VRGLIVIL WOV LU UL T kil VAL ANy VPAZ) Q331 =il VGia N, il AUzl

thétie h, est toujours un carré, car on v1ent de le voir lorsque A > 0, et si A < 0, on peut
écrire h; = h_hy;, et h_, estune rotation. Enfin, il résulte de Pexerc. 5 de la section (4 2)

1o ~n weei 110 andAar Aarmhicaan o A~ ala ;A A
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U r est une rotation, v commute avec r, donc est nécessairement une rotation, et dans
le cas ol u n’a pas de valeur propre, ’équation v = u a donc deux solutions opposées
(cf. (5.5.8)). Le méme raisonnement montre que si u a deux valeurs propres distinctes
>0, ’équation v? = u a 4 solutions si aucune des valeurs propres n’est 0, 2 solutions
dans le cas contraire. Si u a une matrice de la forme

l: 1\

0

par rapport a une base convenabie, avec 4 > 0, on vérifie directement que v* = u a 2
solutions opposées. Enfin, si A > 0, I’équation v?> = h, a une infinité de solutions
égales & h;+.s, ou s est une involution dans GL(E); si 4 < 0, v> = h; a une infinité
de solutions égales a h;+.w, ou w parcourt I’ ensemble des conjugués de r,, rotation
del angle droitd,oude —r, ;siA = 0,I’équation v> = 0a une infinité de solutions toutes
conjuguées (section (4.1), exerc. 3).

4) On prend une base orthonormale dont les vecteurs sont vecteurs propres de v.
Le fait que u, et u, soient conjugués lorsqu’ils ont méme trace résulte de la section (4.2),
exerc. 7 B). Pour voir §’ils peuvent étre conjugués dans SL(E), il faut examiner si le

m
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centralisateur de u, dans GL(E) peut contenir des endomorphismes de déterminant
arbitraire ; c’est certainment le cas si ¥, a des valeurs propres distinctes, et cela donne
la condition (4 + (1/4))* cos?a > 4, ol « est I'angle de la rotation r, .

Pour mettre r sous forme vuv™ 'u~! ol u, v sont dans SL(E), on cherche a obtenir
u=rwouw ' =r,w, avecr, =rry;il faut que ’on ait r, = r; !, ou encore r3 =r,
et si r # —1g, cela donne pour r, une rotation d’angle distinct d’un angle droit, donc
en prenant pour w un endomorphisme hermitien ayant une valeur propre assez grande
on peut pr“‘dre v e SL(E).

5) Si u n’a pas de valeur propre, on peut, en utilisant I’exerc. 3 de la section (5 3),

supposer que u est une rotation ; comme — u doit étre conjuguée de u, on doit nécessaire-
ment avoir —u = u* = u~ ! d’aprés la section (5.3), exerc. 1, donc u?> = —1g, u doit
étre une rotation d’un angle droit ; en outre (section (5.3), exerc. 1), on peut alors se
ramener au cas ou v est une symétrie par rapport a une droite. Si u admet des valeurs
propres, elles sont nécessairement opposées puisque —u est conjugué de u ; on peut
donc se borner au cas ou u est une symétrie par rapport a une droite ; si alors v a des
valeurs propres, on voit que ses sous-espaces propres sont deux droites transformées
'une dans 'autre par la symétrie u; par un automorphisme intérieur, on peut donc
supposer que v est aussi une symétrie par rapport a une droite, et alors uv est une

rotation d’un angle droit ; il est impossible dans ce cas que w ait des valeurs propres,
car ses sous-espaces propres devraient se transformer 'un dans 'autre a la fois par

[V ViQiviaiy Ov v &laadavs eii BKRAIS 2 Qe N AaaS
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6) L expression sin(@ + 0') = acos ' — Bsin@,ouo =sinf >0et —f =cosf <0
peut étre rendue négative en prenant cos §' assez petit

cac A% RIS POy o Vi -2
SCS U lIl llb tivite ae W)
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sont les couples de demi-droites (resp. de droites) de méme a

4

d’angle opposé.

V,5
1) Il faut résoudre z" "' + z""2 4+ ... + z + 1 = 0 pour n = 3,4, 5 (les solutions de
22" = 1 se déduisent de celles de z" = 1 par extraction de racines carrées). Pour n = 3,
ilvientz2 + z + 1 =0,doncz = ¥(—1 + z\/§),pourn= 4,(z + 1)(z2 + 1) = 0donc
z= —letz = +i Enfin,pourn = 5,0onposeu = z + (1/z);comme u? = z? + (1/2?) + 2
et que I’équation s’écrit

1 1
z? + 3tz 4o +1=0

il vient u> + u — 1 = 0, donc u =%(—1 + ﬁ).

2) Si S est un sous-anneau contenant un endomorphisme sans valeur propre, on
peut supposer, grace a la section (5.3), exerc. 3, que S contient C(E). Montrons que si
S contient un endomorphisme n’appartenant pas a C(E), il est égal 2 End (E) tout
entier. En effet, compte tenu de (5.3.3.1), on voit alors que par rapport a une base
orthonormale de E, S contient une matrice dont une ligne ou une colonne arbitraire
est nulle. Si S contient la matrice

(19

o o

il contient aussi

(e}
()

m——
o

(S
S ————————
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R

quels que soient a et 8, donc aussi

ainsi que

e ——_
o
N

[es)
O

et finalement

puisque S contient

Raisonner de méme Iorsque S contient une matrice dont trois termes sont nuls. Finaie-
ment, si S contient la matrice

1 0o
[T 7]
\A 0/
avec # 0, il contient aussi
( o B)(l 0) o+ BA 0)
—B a/\2 of \=B+ar O

quels que soient a, § et par combinaison linéaire on voit qu’il contient aussi

o of

¥ 7

Il reste a examiner le cas ou S ne contient que des endomorphismes ayant des valeurs
propres. Si S contient un endomorphisme ayant deux valeurs propres distinctes, on
peut supposer qu’il contient les matrices

(0 0)
0 1)

o 3

L’anneau engendré par ces matrices et le centre est ’anneau des matrices diagonales,
donc n’est pas maximal. Il contient donc une matrice non diagonale, donc par dif-
féerence une matrice de la forme

(0 B)

a 0

avec o # 0 ou B # 0 et le produit de cette matrice a gauche ou a droite par

[0 0)
lo 1)

donne
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S ne peut contenir a la fois les matrices

(0 1) (0 0)
et
Y 1 0f

puisqu’il n’est pas égal & End(E), donc il contient une seule de ces matrices, et est par
suite conjugué de B, .

Pour terminer, il faut prouver que S ne peut se composer uniquement d’endomor-
phismes ayant deux valeurs propres égales. Comme S n’est pas réduit au centre, on
peut supposer qu’il contient une matrice

14 L
10
a 1
avec o # 0, donc il contient ’Tanneau commutatif des matrices
a 0}
b
p a
comme ce dernier n’est pas maximal, S contient nécessairement, par différence, une
! . n\
a p)
0 0
Si o # 0, cette matrice a deux valeurs propres distinctes. Si « = 0, S contient aussi ie
produit

matrice de la forme

(]
™=

[ \ [
|
\0 0/ \1

qui a encore deux valeurs propres distinctes, ce qui achéve la démonstration.

VI, 1

1) Pour ramener la matrice de t 4 la forme M(t), prendre le plan de la transvection
engendré par e, et ez, la droite de la transvection engendrée par e, et choisir con-
venablement e,.

Les nroduits par les B.{1) revienent 3 aiouter a e lion
BdWwT P. ASA A 2 TN ) P AT Ul \,b} AN VYV iAVwiiw l‘t «“ uJVUI-Vl «“ ..

ligne (resp. colonne) multlpllee par A, les prodults par le s matrices de permutation a
permuter les lignes ou les colonnes. Les formes possnbles de RUS en prenant pour R et §
des produits de matrices B; J-VL} ou de matrices de pcrmutatlon sont les matrices dia-
gonales ayant I'une des diagonalies (0,0, 0), (1, 0,0), (1, 1,0), (i, 1, ) avec é # 0.

2) Supposons d’abord u de rang 1. Si P est le noyau de u, qui est un plan, et D = u(E),
qui est une droite, considérer deux cas suivant que D ¢ Pou D = P.

Si u est de rang 2, son noyau N est une droite et u(E) = F est un plan. Si N ¢ F, on
prend une base de E dont un vecteur est dans N et les deux autres dans F, de sorte que
u|lF est un automorphisme de F, auquel on applique I’exerc. 4 de la section (4.1). Si
N c F, u(F) = F est de dimension 1. On peut avoir u(F) = N; il y a alors une droite
D < F telle que F soit somme directe des droites D et N, et w(D) = N, puis une droite
D’ telle que D' " F = {0} et que u(D’) = D; on prend pour vecteurs de base e, € D',
e, = ule;)e D et e; = u(e;) e N. On peut aussi avoir pour u(F) une droite D supplé-

mentaire de N dans F; ; comme u(D) # {0} et (D) = u(F )= D, D contient un vecteur
propre de u correspondant 4 une valeur propre y # 0; d’autre part u~ '(N) est un plan
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contenant N ; si D’ est une droite supplémentaire de N dans u~}(N), on prend e, e D,
e, = ule;)e NeteseD.
3) B) SiuestdiviseurdeOetest #0, il ne peut étre inversible, donc est de rang <2.Siu

est de rang <2, on détermine un endomor p hisme v (resp. w) tel que v~ }0) = u(E) (resp.
wE) = u~1(0)), et puisque w(E) # E et u~*(0) # 0, cela est toujours possnble avec
v#0Oetw#0.

N Criienenncnma sans avamssala ~eena o sy svvawissars Y %
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considéré soit 2, et soit u€ R un endomorphisme de rang 2. Soit F = u(E), et soit F’
un sous-espace de dimension 2 supplémentaire de u~ '(0) et tel que u(F’) = F; si {a, b}

est une base de F et ¢ un troisiéme vecteur formant une base de E avec a et b, considérons
'endomorphisme w tel que w(c) = 0, et que w(a) et w(b) forment la base {a’,b’} de F’
telle que u(a’) = a,u(b’) = b; alors on a p = uweR, et p est un projecteur de rang 2
tel que p(E) = F. On a alors pour tout veR, v = pv + (1 — p)v, et comme peR,
(1 — pweR ; montrons que (1 — p)v = 0 ; dans le cas contraire, v’ = (1 — p)v serait
un endomorphisme de rang 1 tel que v'(E) = Rc; on forme comme ci-dessus un pro-
jecteur p'e R tel que p'(a) = p'(b) = 0, p'(c) = c; mais alors p + p’ serait I'identite,
ce qui est absurde. On a donc v = pv pour tout ve R, donc R = pA. On raisonne
de méme dans les autres cas. Il y a donc une correspondance biunivoque V — R(V)

(resp. V — L(V)) entre sous-espaces vectoriels V de E et idéaux a droite (resp. a gauche

de A, R(V) étant 'ensemble des endomorphismes ue A tels que u(E) = V et L(V)

\*~/ hd
Pensemble des endomorphismes ue A tels que V < u~1{0). D’olr la détermination
des idéaux bilateres de A.
D) Si un sous-anneau R de A contient B, et une matrice n’appartenant pas a B, il

contient aussi, par différence, une matrice de la forme

/ 0 0 A \

|0 0 u

\ 0 0 O ,

avec A, u non tous deux nuls. Si pour abréger on désigne par E;; la matrice n’ayant
qu’un seul terme # 0, le terme figurant dans la ligne d’indice i et la colonne d’indice j,
qui est égal & 1 (de sorte que les E;; forment une base de I’espace vectoriel M;(R)), la
matrice précédente est AE 3 + uE,;; on en déduit que R contient aussi la matrice
E\(AE,3 + uE,3) = AE,3 et E,,(AE,3 + uE,3;) = uE,5. Si par exemple p # 0, R
contient aussi E,,(uE,3) = uE; ; donc, puisque R contient le centre de A, R contient

E et on voit de méme au’il contient E. .. donc est identique 4 A

24139 WU VIL VULL WV Ridba v 2 WAL VAL g 3y MMV DOV AN MWy & i

Pour prouver que les anneaux commutatifs cUn51deres sont maximaux dans A, il
suffit de chercher leurs centralisateurs.

4) 1-\) oupposcns g — ude rang 4, et soit P un nen
sons "automorphisme v de P de la fagon suivan AS V)
posante de u(y) dans P, pour la décomposition en somme directe de E
autrement dit on a u(y) — v(y)e D. Comme u(P) est supplémentaire de u(D) = D,
v est bien un automorphisme de P (section (3.2), exerc. 2). Supposons d’abord que
v = lp; pour tout y # 0 dans P, on a u(y) # y, sans quoi 1g — u ne serait pas de rang 2;
si H est le plan contenant D et ne contenant pas un vecteur a # 0 de P, il existe une
transvection t de plan H et de droite D telle que #(a) = u(a), donc, puisque ¢ laisse inva-
riants les points de D, 1z — 1~ 'u est de rang 1, et par suite ¢~ 'u est une transvection ou
une dilatation. Supposons en second lieu que v ne soit pas une homothétie. Il existe
alors a # 0 dans P tel que a et v(a) forment une base de P, donc a n’appartient pas au
plan H contenant D et le vecteur ¢ = u(a) — a; on prend alors une transvection ¢ de
plan H et de droite contenant ¢ et on voit comme ci-dessus que ¢~ 'u est une transvection

dnten A T YA Py
tair¢ ac . €S-
5 NP 1. ~
r, Id 1
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ou une dilatation. Si enfin v est une homothétie de rapport 4 # 1, on voit aisément qu’on
peut trouver un plan P supplémentaire de D et tel que u(P) = P, la restrictionde u a P
étant ’homothétie de rapport A (prendre une base de E dont un vecteur est dans D).

Considérons un nlan H contenant n alors. si t est une transvection de nlnn H et de

N VIIJINA VL ViID 11 piil 114 wvllvuQiiv as (23 3 V2 S~ PY VOt wiiv Qiid Vvwuivii v Aalaii AA WwWE MW

droite distincte de D, il est facile de voir que pour u, = tu, E(1 ; u,) = D, et que si
I’on forme l’endomorphisme v, de P a partir de u, comme v a partir de u, v, ne peut
étre une homothétie, donc u, est produit de deux transvections ou d’une transvection
et (l une auatauon.

Si 1 — u est de rang 3 et si u n’est pas une homothétie de rapport # 1, il existe un
vecteur a # 0 tel que u(a) et a ne soient pas proportionnels, donc une transvection ¢ telle
que f(a) = u(a); alors ¢~ 'u laisse invariants les points d’une droite et on est ramené au
cas précédent. Lorsque u est une homothétie de rapport # 1, considérer le produit
tu de u et d’une transvection f, et remarquer que fu ne peut étre une homothétie.

B) Si utu™' =t pour toute transvection te @(E, P), u doit laisser invariante la
droite de ¢, c’est-a-dire toutes les droites du plan P, et on applique la section (3.3),
exerc. 4. Si u centralise I'(E, P), il doit aussi laisser invariante les droites des dilatations
appartenant a I'(E, P), donc toutes les droites de E. L’homomorphisme de L(E,P)
sur GL(P) consiste a associer a tout u € L(E, P) sa restriction u|P. Si u e GL(E) est tel
que uvu~ ' eI'(E, P) pour toute transvection ve ©(E, P), il doit transformer P en lui-

1

méme, donc appartient 3 L(E, P).

C) Il résulte de (6.1.8) qu’il y a un automorphisme tel que ¥(D;) = D;pouri = 1,2,3;
on peut donc déja se borner au cas ou D; = D; pouri=1,2,3, et on peut prendre une
base {al,az,a:,} de E telle que a; € D; pour i = 1,2, 3. Alors D, (resp. D}) est définie

par un vecteur {£,, &5, &;) (resp. (&}, &5, £5)) dont les trois coordonnées sont #0 ; il
suffit de prendre u tel que u(a;) = o;a; avec a;é; = & pouri=1,2,3.

D) Pour obtenir la forme voulue pour B, prendre une base {e,, e,, e3} telle que e3 € D
et e, € P. Montrer que Ie groupe des commutateurs de U est Ie sous-groupe de U formé
des matrices pour lesquelles a,; = a3, = 0, en calculant le produit de deux matrices
de U et I'inverse d’'une matrice de U. Montrer ensuite que, en prenant v € T, on peut
faire en sorte que dans uvu™ v~ !, o ue U, les éléments «,, et a5, soient arbitraires, et
conclure que le groupe engendré par les commutateurs uvu™ ‘v~ !, ob ue U et ve B, est
U tout entier, et que U est aussi le groupe des commutateurs de B. Pour trouver le
normalisateur de U (ou de B), noter que si vuv ™' € B pour u e U, vuv~ ! laisse globalement
invariants v(D) et v(P).

Pour voir que L(E, D) est maximal, considérer un élément u ¢ L(E, D), de sorte
que u(D) = D’ # D; en utilisant la structure de L(E, D) vue dans B), montrer qu'’il

existe ve L(E D) telle que nln\ gsoit une droite guelcongue # D : en déduire que la
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groupe G engendre par u et L(E, D) contient tous les sous-groupes L(E, D’), donc toutes
les transvections et dilatations, et conclure par ’exerc. 4A).

Le normalisateur W de T doit laisser invariant Pensemble des droites portant les
vecteurs propres de toutes les transformations de T, d’ou sa détermination en prenant
une base formée de vecteurs sur ces trois droites.

Pour prouver Pexistence et I'unicité de la décomposition de Bruhatde u,ily a Scas a
examiner ; on se bornera au cas ‘* le plus général ”’, celui ou u(D) ¢ P et D ¢ u(P); soit
D' = P nu(P); on prend pour X' la matrice de 'unique automorphisme we U tel
que w(u(es)) soit sur la droite Re, et que w(D’) = Re, ; puis on prend P = P~ ! matrice de
I’endomorphisme p tel que p(e,) = e;, ple,) = e,, ple;) = e, ; alors po wo u appartient
a B. On raisonne de méme dans les autres cas.

5) Commencer par prouver que, si u est injective et transforme trois points en ligne
droite en trois points en ligne droite, u transforme quatre points dans un méme plan en
quatre points dans un méme plan, puis que u transforme trois points non en ligne droite
(resp. quatre points non dans un méme plan) en trois points non en ligne droite (resp.

LS A ()
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quatre points non dans un méme plan) (on suppose bien entendu que la variété linéaire
affine engendrée par u(E) est E). Prouver ensuite que si D, D, sont deux droites paral-
léles, les droites D}, D’ contenant respectivement u(D,) et u(D,) sont dans un méme

plan; si on suppose en outre u bijective, D] et D), sont parall¢les. Composant ensuite u

avec une transformation affine, on peut supposer que u laisse invariants I’origine et
trois vecteurs formant une base de E. Appliquer le résultat de la section (4.1), exerc. 7
4 r\ - v\

Aty mlaema .‘L.‘...._ Ao smnw Aawvrw Aa ~Ana AtAarrea P qu l

aux p dllb aciermines pal UcCua ac ces l,l Ulb veCicur N2 pulb a un plall qu

) Remarquer que, siu est 'endomorphisme dont on considére la matrice par rapport
a une base {e;, e,, e}, les trois vecteurs u(e;), u(e,), u(ez) sont sur une droite de para-
métres directeurs 4,, 4,, 43 non tous nulis.

8) Prendre pour vecteurs de base de E un vecteur c € D et deux vecteurs a, b sur D,
et D, respectivement, tels que a + b e D5 ; si Q' est un second plan ne contenant pas D,
D:(1 < i < 4)son intersection avec P;, @’ et b’ les vecteurs de D', et D’ qui se projettent
parallelement 4 D sur aet b alors @’ + b’ € D’y se projette sur a + b,eta’ + pb’ € Dy sur
a+ pbeD,.

VI, 2
1) I’invariance de Triu) ¢’ ohtient comme conséauence de Pinvariance du nolvndme
l’ ) =) l-l‘ '.ul 1Q1AwN UV A l } WURIVIILV WVUVlLLlllv leluvﬂ uvlllvv AW 1 L1AAVAILIQAIIWW NS ’.’\JIJ AANJALRAW
caractéristique de M(u), ou en remplagant u par uv™ " dans Tr(vu) = Tr(uv). Pour la

caractérisation de la trace parm1 les formes linéaires sur M3( ), remplacer X et Ypar les
matrices E;; de la base canonique de M;(R) (section (6.1), probleme 3).

3) Lorsque o = 0,la somme des dimensions de N et de u(E) est 3, donc siu ™ }(N) n u(E)
= {0}, on a nécessairement u~ '(N) = N (puisque u~ (N) contient toujours N), et E
est somme directe des sous-espaces stables u~}(0) = N et u(E). On est ramené 2 la
classification des endomorphismes de u(E) (section (4.2), exerc. 5). Si dim N = 2, u est
derang1,doncsiN N u(E) # {0},onau(E) = N;on prend alors dans E une base dont un
vecteur e, est dans u(E), un vecteur e, tel que {e,, e,} soit une base de N, et un troisiéme
vecteur e; tel que u(es) = e, et on retombe sur une matrice du second des types (1) avec
o= 0.SidimN = 1,uestderang2,etsi N n u(E) # {0}, on a nécessairement N — u(E)
et la restriction de u a u(E) est donc un endomorphisme de rang 1. On peut avoir
u*(E) n N = {0} ouu*(E) = N ;dans le premier cas, u*(E) contient un vecteur propre de
u pour une valeur propre ﬂ # 0,0n anécessairement u(E) # u~ !(N), et on prend une base
{e,, e, e3} telle que e3 e u*(E), e; € N, e, eu™ '(N) tel que u(e,) = e, ; on obtient encore
le troicidme deg tvneg {1\ F‘nﬁn Q1 u2{F\ = N, ona uwE) = u 1{1\1\ on nrend une base

le troisiéme des types (1). Enfin, si u on a u(E) N), on prend une ba
{e1,es,e3} tellequee, € N, e, dans u- (N )telque u(e,) = e, ete; tel que u(e;) = e, eton
obtient la troisiéme des types (1).

Pour passer de (3) & la troisiéme matrice de (1), il suffit de permuter les vecteurs de
la base.

5) A) Utiliser les résultats de la section (6. 1) exerc. 4A).

C) Une transvectnon t est de la forme 1?1~ !, et comme ¢ est conjuguée de %, on a
tTt=vt"% ! pour un v € SL(E).

D) Utlhser encore le fait que ®'(E, D) est commutatif.

6) Prouver d’abord I’équivalence de a) et c); pour voir que a) implique c), considérer
deux cas, suivant que la droite considérée D est invariante ou non par u. Dans le second
cas, prendre x dans D ; dans le premier, considérer une base formée d’un vecteura € D,
d’un vecteur b ¢ D et de u(b), et écrire la condition a) pour tout x = a + &b. Pour voir
que a) implique d), considérer un plan invariant P contenant x; la restriction de u a P
peut étre une homothétie, auquel cas u(x) = Ax; sinon, il y a dans P un vecteur y tel

que y et u(y) forment une base de P, et alors u(x) et u?(x) sont dans P. Pour montrer
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que a) implique d), considérer 'intersection D d’un plan P et de u(P), supposé distinct
de P ; si D n’était pas globalement invariante, on aurait u*(P) = u(P), donc u(P) = P.
Pour voir que d) entraine a), noter que si x, u(x) et u*(x) n’étaient pas dans un méme plan,

ot ¢i1 P act le nlan défint nar v et u{v\ alore P ~ u(p\ contiendrait ulv\ ot cerait dictincte de
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u(P) n u?(P). Pour voir que b) est entramee par les autres propriétés, distinguer deux cas
suivant que le plan P est invariant par u ou non ; dans le second cas, utiliser d), et dans

la smwnmiine nAangidArar 11:va A.-n ta nAan Ao D 11 smlnie tmvnminnt maggant mae Antéa
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Ut1hsant b) et ¢), déterminer les formes possibles de u en prenant une base comme au
début.

7) Examiner ce que sont les carrés des matrices des types (1) ou (2) de I’exerc. 3.

8) La relation w? = 1 donne u™! = v 'uv™! = vuv ™! puisque v? = 1. Pour établir
la réciproque, on note d’abord que les valeurs propres de u~! doivent étre les mémes
que celles de u, donc les valeurs propres de u ne peuvent étre que + 1, ou se répartir par
paires (A, A" ') avec A # +1 ;comme il y a au plus trois valeurs propres, 1 ou —1 est
toujours valeur propre et en changeant au besoin u en —u, on obtient les trois derniéres
formes de matrices indiquées et les matrices diagonales ayant leurs termes égaux a +1,
donc correspondant a des involutions. Lorsque 1 est racine simple du polynéme carac-

tensthue de u, il existe un plan unique supplémentaire de la droite portant un vecteur

invariant par u, et globalement invariant par u, donc par ™!, et h doit laisser ce plan
invariant. On est dnnc ramené au méme prob!é...e pour un espace de dimension 2 ;
utiliser alors la section (5.3), exerc. 3, et noter que deux similitudes directes conjuguées

dans GO " (E) ont méme multlphcateur

Pour prouver la réciproque, utiliser la décomposition en produit de deux quasi-
symeétries des éléments de SL(E) lorsque E est de dimension 2 (section (4.2), exerc. 7 A)) ;
il ne reste alors & considérer que les automorphismes u dont une matrice par rapport a

une base {e,, e,, e3} est

110
011
o o 1/
Remarquer alors que u~ ' a la méme matrice par rapport a la base {e,, —e,,e; + e,},
et montrer qu’il existe un quasi-symétrie s telie que s(e,) = e,, sle,) = —e,, s(e;) =
€3 + €.

10) Remarquer tout d’abord que si ®(x, x) = 0 quel que soit x € E, ® est nécessaire-
ment identiquement nulle, en considérant ®(x + y, x + y). Si ® est non dégénérée, il y a
donc a, tel que ®(a,, a,) # 0, et en considérant un vecteur e, = Aa,, on peut supposer
que ®(e,, e,) = +1. On considére alors le plan P des x € E tels que ®(e,, x) = 0; P est
supplémentaire de Re, parce que ® est non dégénéreée, et la restriction de ®@ a P est non
dégénérée ; on est alors ramené au résultat de la section (4.2), exerc. 10. Si V, V' sont

deux sous-espaces maximaux ou ®(x,x) > 0, et W un sous-espace supplémentaire
de V, o (I)(y Y\ < 0, et tel que ®(x, ;) =0 pour x € eVetye W, remarguer que V W

0. S T e T T

VIL 1

1) Pour calculer G(x,, x,), utiliser le calcul précédent de G(x,, x,, x3) en prenant x,
orthogonal a un plan P contenant x, et x, : pour calculer d, décomposer x en ses com-
posantes suivant Rx; et Py, ...
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2) Prendre une base formée de b, A b, et de deux vecteurs orthogonaux dans le
plan Oblbz.
3) Montrer que Pon a

@*(x A y)lz) = Y(x, y, u(2))

et utiliser la définition de det(u).
.,; Lc processus d « orthano ﬂa}isatia 1 » décrit dar

1 d teurs unitaires opposés ortho-

gonaux e, ete,;la condmon ( 3| 3) > O détermine entiérement I'un d’eux. Les autres
exercices 3) a 6) de la section (5.2) se généralisent sans modification sensible. Le seul
point qui demande un commentaire est ia fin de I’exerc. 2 de Ia section (5.2). Si u est un
automorphisme hermitien de E, dire que la restriction de u a P est positive signifie
que Pon a (u(x)|x) = 0 pour x € P. Si 'on désigne par p la projection orthogonale sur P,
et si Pon pose v(x) = p(u(x)) pour x € P, on voit aussitot que v est un endomorphisme
hermitien de P et qu’il revient au méme de dire qu’il est positif ou que la restriction u|P
est positive. Notons maintenant que si {e,, e,} est une base orthonormale de P, on a
(™ '(2)lule;)) = (zle;) = 0 pour i = 1, 2. Il est clair que la condition (1~ }(z)|z) > 0 est
nécessaire pour que u soit bijectif et positif. Inversement, si elle est remplie u"!(z)

n’appartient pas a P, donc tout point de E s’écrit d’'une seule maniére Au~'(z) + y
)2(2!14_1(7\\ 4+ {u(v)lv\ > 0. Pour la
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en vertu de I'exerc. 2 de la section (5.2) appliqué a pe h. Pour écrire la condition
(h™ Yes)le;) > 0, on détermine les coordonnées de h™ !(e3) par les formules de Cramer
(il suffit de déterminer la troisiéme), et compte tenu de Ia condition
LITER-2PY

>0

%y %22
on obtient la troisiéme inégalité de I’énoncé.

Les trois conditions sur M(h) exprimant que h est positif sont évidemment vérifiées
pour une matrice de Gram, donc sont nécessaires ; inversement, si elles sont vérifiées,
et si u est la racine carrée de h, endomorphisme hermitien positif, on a h = u*u, et par
suite M(h) est la matrice de Gram correspondant aux x; = u(e;).

6) On peut se borner aucas A = 0;siv(x) = 0,ona0 = (v(x)|y) = (x|v*(y)) pour tout
y € E, donc v*(E) est orthogonal 4 v~ }(0), et le méme calcul repris en sens inverse montre
que si x est orthogonal & v*(E), alors v(x) est orthogonal 4 E tout entier, donc v(x) =

7) Dans le plan Py, ,., un point x = £,a, + &,a, est tel que

fad oMY 01 22 01 g2
WA JIX) = A6y T A262
et si £2 + &3 = 1, cela montre que 4, > (u(x)|x) = A,. Si en outre (x|z) = 0, on en
déduit par définition (u(x)|x) < p(2), d’ U4, < p2)
2

Pour prouver 4, < 4] + 45, on note l_c st z est choisi tel que p,(2) = 43, p2),
borne supérieure de 73 (x)|x + (u "(x)|x), est au plus égal a (u’()fo)lxo)_+ A3, X, €tant
choisi tel que ||x,] = 1, (xo|2) = 0 et (u"(xo)lxo) = puA2) = A5. L’inégalité r ulte de ce
e (1 (y v Y < 1 T ac indoalitiée manr — 17 Adannant
\1“\4 \Ul \AO}IJ\O’ ~ II:I 1LaND lu\«suut\,o pvul “® UvVvilliviie

Ay = Ay + 43, A

> A3, Ay = Ay + A5
Ay = Ay + A, Ay =

+
R A A A
0

pour tout i, d’ou les inégalités A; > A;

\

Lorsque u” est hermitien positif, on a A;
pouri=1,2,3.
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VIL, 2
1) On a (u(x)|x) = A(x|x) = (x|u*(x)), donc u*(x) — Ax est orthogonal & x ; on peut
donc poser u*(x) = Ax + z, ol z est orthogonal a2 x. Comme (u(x)|u(x)) = (u*u(x)|x)

= (uu*(x)|x) = (u*(x)lu*(x ), 1l vient
22(x|x) = A%(x|x) + (z|z)
d’ou z = 0. Si y est orthogonal a x, on a (u*(x)ly) = A(x|y) = 0, mais cela s’écrit aussi
(x]u(y)) = 0, donc u(P) = P, et de méme u*(P) = P. La restriction u|P est donc un
endomorphisme normal, et il suffit d’appliquer Pexerc. 2 de la section (5.3).

2) Soit v la restriction y|P ; on décompose v en produit de deux symétries dans P,
s, s” par rapport a deux droites D', D” de P (5.3.2) et on considére s’ et s” comme les
restrictions a P des symétries t',t” dans E par rapport & D’ et D”. Comme pour tout
vecteur ae D, on a t'(a) = t"(a) = —a, d’ou t't"(a) = a, donc t't" coincide avec u dans
D et.dans P, donc est égal a u.

3) On peut prendre une base orthonormale {e,, e,, 5} telle que u(e;) = e, u(e,) =
e, cos 0 + e, sin 6;on cherche a déterminer D’ par un vecteur e; + Ade;,d’ottu(e, + Aes)
=e,cosf + e,sin 0 + Aej;en écrivant(e1 + Aeslu(e, + Aejy)) = 0,ilvientcos 6 + A2 =0,

ce qui a une solution dans R si cos 8 < 0. Si maintenant I" est un sous-groupe dlstmgue

de ﬂ"'(ﬂ\ non réduit a 1 ient une rotation u d’anele 8 #* n donc aussi u”
Wwilie s ¥ L wwvaviv “w
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Crauiln G ang: nu, S Ot pCul SUPPNSCr i pris W QUi COS Y < L. AlIQrs v tuiu
= (t'ut’ " YYu~'eT est une symetrne par rappor une droite. Comme I est distingué, il
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et est donc ngl a U3 () €n vertu de I’exer

5) L’equation en t,u = (1 + t)(1g — t)‘1 s’écrit f(u + 1g) = u — 1g, donc a une
solution t = (u — 1g)(u + 1)~ %, pourvu que u + 1g soit inversible, c’est-a-dire que
— 1 ne soit pas valeur propre de u, ce qui signifie que % n’est pas une symétrie par rapport
a une droite. On a en outre (u* + 1g)t* = u* — 1, et comme u* =u~ !, u* £+ 1
= u~ (1 + u), on obtient bien * = —t (on notera que u + 1z et u — 1 sont permu-
tables, donc aussi u — 1g et (u + 1)~ 1)

6) Onab=">b"+ acosf,c=c + acosy,donc

cos o = (b|c) = (b'|c’) + cos B cos y.

t
contient toutes les symétries wow ™! (we OF (R)) par rapport a toutes les droites de E,
Pexerc.

D’autre part, on peut écrire b’ = b” sin 8, ¢’ = ¢” sin y, ol b” et ¢” sont unitaires, et par
définition (b’jc’) = sin B sin y cos ¢.

Comme cos¢@ > —1, 0on a cosa > cos fcosy — sin fsiny = cos(f + 7), et Phypo-
these f + y > O entraine donca < f§ + 7.

7) Soit n = ro t,, soit A une droite rencontrant D et de direction orthogonale a celle
de D, et soit s la symétrie par rapport & A; on peut alors écrire t, = s's, ou s est la
symétrie par rapport a la droite t,,,(A) = A’;mais alors rs’ est une symétrie s” par rapport
a une droite faisant avec A’ un angle —0/2, ou 0 est ’angle de r, et on a bien rt, = ss”.
Pour la réciproque, on suppose u = vv’, oul v et v’ sont des symétries par rapport a des

droites D, D' non dans un méme plan. Soit L la droite rencontrant D et D’ et de direc-
tion orthogonale 3 chacune d’elles. et soit D” la droite paralléle a 1D’ et passant par le

e “ N o DR L N II ’ et

point commun a L et D Si v” est la symétrie par rapport a D”, on a u = (v0")(v"v
v"v' = t,avec be L, vv” = r, ol r est une rotation d’axe L.



