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AVERTISSEMENT

"POUR CETTE NOUVELLE EDITION.

La Géométrie de Legendre est encore, malgré les
nombreux traités qui ont paru sur cette matiére,
Pouvrage le plus généralement suivi par les profes-
seurs, pour la préparation aux écoles du Gouverne-
ment. Ce succés, qui date de plus de quarante ans,
doit étre attribué aux divisions bien tranchées de l'ou-
vrage, 4 l'enchainement naturel des proposmons,
enfin au style net et concis de Pauteur.

Néanmoins les Eléments de Legendre présentent
des imperfections et quelques lacunes; aussi les pro--
fesseurs, tout en suivant Pouvrage dans son ensem-

ble, ont-ils coutume.de faire quelques coupures, et
des additions assez nombreuses. J’ai donc cru faire
“une chose utile aux professeurs et aux éléves, en in-
troduisant dans le traité méme de Legendre les mo-
difications que les progres de I'enseignement . ont
rendues nécessaires. .
Mon intention était d’abord, pour conserver in-
tact le texte de lauteur, dmhoduue ces additions
sous la forme de notes, qui auraient été pla.cees, soit
au bas de chaque page, soit a la fin de chaque livre;



11 ' AVERTISSEMEN]T.

.mais en réfléchissant a la difficulté qu’éprouveraient
les éleves pour coordonner les notes avec le texte,
surtout dans les passages oy l'ordre des propositions
serait interverti, j'ai ditvenoncer A cette idée. Je me
suis donc ‘décidé, d’accord avec les propriélaives de
la Géométrie de Legendre, & combiner avec le texte
les additions que je voulais faire, de inaniére & for-
mer un traité suivi et complet; senlement,ilnous a
paru convenable de placer a la suite, et dans le
méme volume, l'ancien texte de Legendre. Par cette
disposition, la nouvelle édition convient également
aux personnes qui adoptent le tralte de Legendre
sans aucun changement.

Je crois.inutile d’entrer ict dans le détail des mo-
difications que j’ai introduites dans l’ouvrage de Le-
gendre;. le lecteur sera i méme de les apprécier en
comparant I'ancien texte avec le nouveau.

Le changement le plus important, le seul dont je
croie devoir parler, est celui qui se rapportea la me-
sure du cercle et des corps ronds. Yai cru, pour la
mesure de ces figures, devoir substituer au mode de
démonstration par la réduction a I'absurde, la mé-
thode des limites. Cette méthode, la seule appli-
cable dans les parties élevées des mathématiques, a
d’dilleurs, sur la premiére, lavantage de donner aux
éléves une marche siire pour-la découverte de nou-
veaux théorémes ; et en 'adoptant j’ai suivi lexemple
qui en a été donné par des professeurs d’un rare
mérite; et par des auteurs distingués, parmi lesquels
figure en premiére ligne M. Lacroix.

Je ne puis me dispenser, en terminant cetle pre-
face , d’adrésser des remerciments a MM. Sturm,
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- Wantzel et Gerono pour les excellents conseils qu’ils
ont bien voulu me donner. Jai aussi beaucoup d’o-
bligations a M. Serret,qui a eu la complaisance de re-
voir quelques parties de mon travail, et qui m’a in-
diqué des corrections tres-utiles.

A. BLANCHET.
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LIVRE PREMIER.

DEFINITIONS,

I. Tout corps occupe dans I'espace indéfini un lieu dé-
terminé qu'on appelle volume.

IL La surface d’un corps est la limite qui le sépare de
I'espace environnant.

IIL. Le heu ou les surfaces de deux corps se rencontrent
est appelé ligne.

IV. Un point est le lieu ot deux hgnes se coupent, '

V. On congoit les volumes, les surfaces, les lignes, indé-
pendamment des corps auxquels ils appartiennent.

VI. On donne le nom de figures aux volumes, aux sur-
faces, et aux lignes.

VIIL. La géométrie a pour objet la miesure de I'étendue
des figures, et I'étude de leurs propriétés.

VIIL La Zigne d/ozte est une ligne indéfinie qui est le
plus court chemm entre deux quelconques de ses points.

On doit regarder comme ‘évident ¢ue si deux portions
de lignes droites coincident, ces lignes (omc1dent dans
toute leur étendue, -

IX. Une ligne brisée ou polygonale est une ligne com-
posée de lignes droites. mRO T

4
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X. Toute ligne qm n’est ni drone ni composee de lignes
droites, est une ligne courbe.

XL Le plan ést-une surfacé dans laquelle prenant deux.
points 3 volonté, et joignant ces deiix points par'une droite,
cette ligne est tout entiére dans la surface.

XII. Toute surface qui n'est ni plaue ni composée de

surfaces planes, est une surface courbe.
XIIL La figure formée par deux droites A B, A C qui

se coupent, sappelle angle. Le point A est le sommet de
Tangle; les llgnes AB, AC en sont les ¢otés.

Langle se désigne quelquefois par la lettre du sommet
A ; d’autres fois par trois lettres BAC ou CAB, en ayant

soin de mettre la lettre du soimnmet au milieu.
’ ’ A @

B

4 A\e
Deux angles A et a sont dits égaux, lorsqu’orni peut les

) faire coincider. Ainsi, supposons qu'on porte l'ingle a suc
A, de maniére que ab sapplique sur AB; -si-ac 'pi‘end la di-
1ecuon AG, les cotés des deux angles comuderont ‘et les

[

deux angles seront dlts égaux.” .

..;..'.

Un angle A est double, mple, etc., de langle D s'il
renfermeentre ses cdtés, deux, trois... angles cgaux A lan-

gle D.

Les angles sont donc compa:ables enn'e ‘eux Lomme les

Tt N

autres grandeurs, ,
XIV. Lorsque la Ilgm, droite AB rencontre une .mu
ig. 3, droite CD, de telle sorté que.les angles ad.]acems BAL BAD,
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sotent égaux entre eux, la ligne AB est dite 'perpendiub
laire sur CD, et les angles égaux BAC, BAD, sont appelés
angles drouts. .

: 1l sera démontré que ,par-un point:A. prls sur une: dron:e
CD on peut toujours élever une perpendlculanre sur; cette
droite, et que-tous les angles droits sont égaux .entre eux.

Tout angle plus grand qu'un angle droit est;un angle
obtus; tout angle plus petit-quiun angle droit est un; angl
aigu.

somme est égale & deux droits; et angles complémentai-
res, deux angles dont la.somme vaut un droit. = .

XV. Deux llgnes sont dites paralléles, lorsqu(,, étant.
situées dans le méme plan, elles ne peuvent se rencontrer
4. quelque distance qu’on les prolonge l'une et lautre,
Telles: sont les lignes AB, CD... . Co

XVI. Figure plane est un plan terminé de toutes parts
par des lignes. :

St lés lignes sont- droites, I'espace qu elles renferment

s'appelle figuré rectiligne ou polygone, et les lignes elles--
ménies prises ensemble forment le contour ou périmetre,

du polygone.

-XVII. Le polygone de trois cbtés est le plus slmple dc

tous, il s'appelle. trzangle celui de guatre cotés sappellc
quadrilatere; celui de cmq, pentagone ; celui de six, /zcxa-
gone, etc.- "
XVIIL. On appelle trlangle eguzlateml cdul qul a-ses
trois coteés egaux triangle isocele, celui dont deux.cotés
seulement:sont égaux ; trnnglc scalene, celui qui a ses trois
cotés inégaux. . : e
:XIX. Le triangle l'ectalzgle est celui qui a un angle dron:
Le c6té opposé a ’angle droit s’appelle hypoténuse ;. ainsi.

On appelle angles..supplémentaires deux.angles ¢ dont 1‘1.

fig, 5

fig. 6.

53

ﬁg T

fig. 8.
ﬁg. 9.

fig. 10

ABC est' un trlangle- rectangle en- A;; le cotevBC est spn

hypoténuse.
XX. Parmi les quadrilatéres on distingue :



fig. 11,
fig. 12,

fig, 13.

fig. 14.

fig, 15.

fig, 4a.
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Le carré, qui a ses cotés égaux et ses angles dvoits.
Le rectangle, qui’a les angles droits sans avoir les:cotés

égaux. Coa
Le paml/elogmmme ou //zombe, qul les a'corés opposas
paralléles. e

Le losange, dont les cbiés som: égaux sans que les ain-
. oy '

gles soient droits. .
Enfin le trapeze, dont deux cbtés seulement sont. pa-
rali¢les. N
XXI. On appelle rliagonale']a ligne qui joint les som-
wets de deux angles non adjacents : telle est AC:

XXIL Polygone équilatéral est celui dont tous les cotés
sont égaux; polygone eguzangle, celui dont tous les angles
sont égaux. :

XXIIL Deux polygones sont équilatéraux entre eux lors-
quils ont les cotés égaux chacun & chacun, et placés dans
le méme ordre, c’est-a-dire, lorsqu'en suivant leurs con-
tours dans un méme sens, le premier coté de I'un est égal
au premier de I'autre, le second de I'un au second de Vau-
tre, le troisiéme au troisiénie, et ainsi de suite. On entend.
de méme ce que signitient deux polygones équiangles entre
cuz. . .

Dans I'un ou I'autre cas, les cotés égaux ou les angles
dgaux sappellent ¢otés ou angles homologues.

XX1V. On uppelle polygone convexe, un polygone situé
eutiérement (l un ménre ¢oté de Ia dxrectmn de chacun de

.

"ses cotés.

Le périmétre d'un polygone convexe ne peut étre ren-
cortré par une droite en plus de deux pomnts; car si une
droite MQ rencontrait le périmetre ABCDE aux points
M,N,P,Q, le c6té BC qui est rencontré par la droite enr F'un
des points intermédiaires N, aurait évidemment, des par-
ties de la figure situées de part et d'autre de sa direction.
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< N. B, Dans les’ quatre’ premiers hvres il ne sera quesuon que de figures
planes oun tracées sur uune surface phne. :

Ezplication des termes et des signes.

Azxiome est une px‘oposition évidente par elle-méme.

Théoreme est une vérité qui devient évidente au moyen
d'un raisonnement appelé démonstration.

Probléme est une quesnon proposée qui exige une so-
Jution. ’ :

Lemme est une.vérité employée subsidiairement pouf la
démonstration d'un théoréme oulasolutior d’un probléme:

Le nom commun de proposition sattribue indifférem-
ment aux théorémes, problémes, et lemmes.

Corollaire est la consequcnce qui découle d une ou de
plusieurs propositions. :

Scolie est une remarque sur une ou pl_usielirs propo-
sitions précédentes, tendant 2 faire apercevoir leur liaison,
leur utilité, leur restriction, ou leur extension.

Hypothese est une supposition faité soit dans I'énoncé
d’une proposmon, soit dans le courant d’'uné démons:
tration. ' :

Le signe=est le signe de I'’égalité; amsx lexpressmn
A ==B signifie que A euale B. ’ o

Pour exprimer que ‘A est plus petit que B, on éerit
A<B. .

Pour exprimer que A est plus grand que B, on écrit
A>B.
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Le signe +-se prononce plus; il indique T'addition.

Le signe—se prononce moins; il indique la soustraction:
ainsi A--B représente la sonune des quantités A et B;
A—B représente leur différence ou ce qui reste en Stant
B de A; de néme A—B+-C, ou A+ C —B, signifie que
A et B doivent étre ajoutés ensemble, et que B doit étre
retranché du tout,

‘Le signe X indique la multiplication; ainsi AX B repré-
sente le produit de A par B. Au lieu du signe X on
emploie quelquefois un point; ainsi A. B est la méme
chose que AX:B. On iiidigue aussi le mémé produit sans
aucun s:gne mtermedmxre par, AB; mais il ne faut em-
ploy(,r cette expressnon que lorsqu on n'a pas en méme
temps 4 employer celle (Ie la llgne AB, distance des pomts
A et B,

Lexpression A X (B+ G— D) représente lé produit de A
par la quanute B+C-——D S’il fallait mulupller A+B
pa1 A B 3 C on md]queralt le produit ainsi (A +-B) x
(A——B+C) tout ce qui est renfermé entre parenthéses
est considéré comme une seule quantité.

Un nombre mis at-devant d'une ligne ‘ou d'une quan-
tité, sert de multiplicateur a cette ligne ou a cette quantité;
amsn pour exprlmer que la llgne AB est phse trois fots,
on ecrlt 3 AB pour deslgner la moité de l'angle A on
écrit i A

Le carré de i ilgne AB se de51gne par AB son cube

frad,
par AB. On expllquera en son lieu ce que sxgmhent ple-
cisément le carré et le cube d’une llgne.

, Le signe V/ md1que une racine a extraire; ainsi 1/2
est la racine carrée de 2; \/ A X Bestla xaune du pro-
duit A x B; ou Ja moyenne propornonnelle entre A et B.

AXIOMES.,

“f. Deux quantités égales & ure troisiénré sont egales
entre elles.
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. 4. Le tout est plus grand que sa partie,

3. Le.tout est égal.i la somme ‘des parties d:ms les-
quelles il a €té divisé. - e oo

4. D’un point & un autre on ne peut mener quune seule
ligne droite.

5. Deux grandeurs, llgne, surface ou solide, sont égales,

lorsqu’étant placées l'une sur I'autre elles coincident dans
toute leur étendue. .
M " [y

PROPOSITION PREMIERE.

P Do THEOREME. - . ¥
. S . N N !
.-Par un point pris sur une drotte on peut élever une
' pel pendiculaire sur cette dmzte et-onrlen pmt elevpr
gu'une. S ., . :
En effet, supposons qu'une droite AM d’abord couchée
sur AG, tourne autour du point A; elle formera deux angles
adjacents MAC, MAB, dont 'un MAC, d’abord ‘trés-petit,
ira toujours én croissant, ¢t dontl'autre MAB, d’abord plus
grand que MAC, ira constamment en decrmssam: jusqu'a

zéro, e : v

L’angle MAC, d’abord plus pem que MAB, dev1endra*

donc plus gmnd que cet angle;’ par consequent ily aura
une position, AM’ de la droite mobile ot ces deux angles

serout waux, ‘et il est ev1dem: qu 11 n'y en aura qu um,’

seule.

Corollaire. Tous les angles-droits sont égaux.

Soient DC perpendlculalre sur AB, et HG perpendicn-
laire sur EF, je dis que l:mgle DCB est égal 2 HGF. En
effet, st L(;)n :porte da - droite .EF. sur AB, de ananicre

fig. 16.



fig. 17.

fig. 18,
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que le point G tombe en G, GH prendra la direction CD;

14 . . . T e .
asntrement ‘on pourrait, par un point pris sur une droite ,
élever deux per pemlnculaues sur cette droite.

PROPOSITION 1L~

TIILOREME

Toute ll:g‘ll(} droite CD, qui en rencontre une autre

“AB, fait avee celle-ci dewx angles adjacents ACD, BCD,

dont la somme est cgale a (l()ul, angles droits.

Au point C, élevez sur ABla perpendiculaire CE. L'ungle
ACD est la somme des angles ACE, ECD; donc ACD
-+ BCD sera la somme des trois ACE, ECD, BCD. Le pre-
mier de cenx-ci est droit, les deux autres font ensemble '

'anglc droit BCE ; donc ]a somme des deux anglos ACD,
BCD, est:égale a deux angles droits.

Corollaire L. Si I'un des angles ACD, BCD est (llon;,
I'autre le sera parelllcment

Corollaire IL. St la ligne DE est perpendlculaue a AB,
réciproquement AB sera perpendiculaire 4 DE.

Car, de ce que DE est perpendiculaire 3 AB, il s'ensuit

. que l'angle ACD est égal a son adjacent DCB, et qu'ils

fig. 34.

fig. a0,

sont tous deux droits.. Mais de ce que I'angle ACD est un
angle droit, 1l s'ensuit que son adjacent ACE est aussi un
angle droit ; donc I'angle ACE=ACD, donc AB est per-
pendlculan'e a DE. .

Corollaire I1I. Tous les angles consécutifs BAC CAD,
DAE, EAF, formés d'un méme coté de la droite BI', pris
ensemblc valent deux angles droits; car leur somme est
égale a celle des deux angles adJacems BAC, CAF..

PROPOSITION IIi. - -
THEOREME. s

¢ -

Si deux angle.s"adﬂzcenfs AC]j, DCB, walent en-
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semble deux angles droits, les deux cotés extéricurs
AG, CB, seront en ligne droite.

Car si CB n'est "pas le prolongement de AC, soit CE ce
prolongement; alors la ligne AGE étant droite, la somme
des angles ACD, DCE, sera égale 4 deux droits *. Mais,
par hypothése, la somme des angles ACD, DCB, est aussi
égale & deux droits; donc ACD -+ DCB serait é gale & ACD
+DCE 5 letlanchant de part et d’autre I'angle ACD il res-
terait la partie DCB égale au tout DCE, ce qui est 11np0551-
ble; donc CB est le prolongement de AC.

‘ PROPOS[TION 1v.

THEOREME!'

Toutes les fois que deux lignes droites AB, DE, se
coupent, les angles opposés aw sommet sont dgaux.

Car puisque la ligne DE est droite, la somme des an-
gles ACD, ACE, est égale a deux droits; et puisque la
ligne AB est droite, la somme des angles ACE, BCE, est
€gale aussi a deux droits ; donc la somme ACD + ACE est
égale & la somme ACE -+ BCE. Retranchant de part et
('autre le ménie angle ACE, il restera I'angle ACD égal a
son opposé BCE.

On démontrerait de méme que 'angle ACE est égal &
son opposé BCD. '

Scolie. Les quatre angles formés autour d un point par

deux droites qui se coupent, valent ensemble quatre an-

gles droits; car les angles ACE, BCE, pris ensemble, va-

lent deux angles dvoits, et les deux autres ACD, BCD, ont

la méme. valeur.
En général, si tant de droites qu'on voudra CA, CB,etc.

se rencontrent en un point G, la somme de tous les angles
consécutifs ACB, BCD, DCE, ECF, FCA, sera égale a
quatre angles droits ; car si I'on formait au point C quatre
angles droits au moyen de deux lignes perpendiculaires

*pr. 2.

fig, 21,

fig. 22.
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entre 'elles leur somme serait évidemment égale a celle
des anO'les succe551fs ACB, BCD, etc,

N

PROPOQITION \'A

THEOREME. .

Sz ])a/ un pomt O (i’uue dmu‘() AB, on méne de
parl‘ et d’aullp de cetté d oile deuz lzgne.s oC, OD
telle.r que los a)wle.s‘ COA, BOD, .9013/1/‘ erraux, OD
sera le pi1 olongpmmt de OC.

En effet, supposons que OE soit le prolongement de
OG, on aurait ( ThéorémeIV ) .COA =BOE; mais par hypo-
thése BOD —COA ; donc BOD serait égal & BOE, ce qui
est absurde.

'PROPOSITION VL

" THEOREME.

Deuzx t/'iangle.r sont égauzx ., lorsqu’ils ont un angle
égal compris entre deux cotés égawx chacun & chacun.
fig.23. +Soit l'angle A égal & I'angle D, le c6té AB égal & DE,
le coté AC égal a DF; je dis que les triangles ABC, DEF,
seront égaux.
:'En’ effet ces trxangles peuvent étre posés lun sur l'au-
tre de maniére qu'ils coincident parfaitement. Et d’abord
¢ st Ton place le c6té DE sur son égal AD, le point I) tom-
bera:en A et le point E en B : mais puisque l'angle D est
égal a l'angle A, dés que le c6té DE sera placé sur AB, le
coté DF prendra la;direction AC. De: plus; DF est egal a
AC; doncle point F .tombera en G, et le troisieme coté EF
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-couvrira exactement le troisiéme ¢6té BC; donc le trian-
gle DEF est €gal au triangle ABC.

Corollaire. De ce que trois parties sont égales dans
deux triangles, savoir, 'angle A=D), le c6té AB=DE,
et le c6té AC=DF, on peut éonclure que les trois au-
tres le sont, savoir, langle B=E, l'angle C==F, et.le

coté BC-'—EF R - o

PRoPosthQN_ VIL
- TREGREME.
Deuz triangles sont égaux , lorsqu’ils ont un. coré

égal adjacent a deux angles égaux chacun & chacun.
Soit le coté BC égal au c6té EF, Tangle B égal a I'angle

. E, et angle C égal a 'angle F; je dis que le triangle DEF

sera égal au mangle ABC.

Car, pour opérer la superposmon soit placé EF sur "son

CO"ll ‘BG,'le point E tombera en B, et le poiit F en C. Puis-
que langle E est égal a I'angle B, le coté ED prendra la’

direction BA; ainsi le point D se trouvera sur quélque
point de la ligne BA. De méme ; puisque Tangle F est égal
A l'angle G, ld ligiie FD prendra la direction CA, ét'le
point D se trouvera sur-quelque point du cété CA; donc
le point D qui doit se trouver a la fois: surles deux lighes
BA,-CA, tombera sur leur intersection A-; donc les deux

triangles ABC, DEF, coincident I'un avec lautre et ‘sont’

parfaitement égaux.

Corollaire. De ce que trois parties sont égales dans deix’

triangles, savoir, BC=EF B=E, C=F, on peut con-
clure que les trois auties 1é

le sont, savoir, AB=DE,
AC=DF, A=D. ’

fig. 23.



fig. 23.

* déf. 8,

fig. 24.

*pr. 8,
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" PROPOSITION VIIL -

THEOREME,

I){lns tout /rmngle un coté quelconque est plus 1)()/1/
que la somme des deux autres.

Car la ligne droite BC, par exemple, est le plus court
chemin de B en G*; donc BC est plus petit que AB- AC.

On doit aussiremarquer qu'un coté quelconque est plus
grand que la différence des deux autres. ]

En effet, soit a le plus grand c6té, b et ¢ les deux au-
tres ; de l'inégalité a< b+ ¢, on tire,enretranchant ¢ de
part et d ‘autre, ¢ a—c< b et en mtranc]mntb a—b<e.

PROPOSITION IX..

'rn'_éonizmn.

8i lun point O pris ui dedans die triangle ABC,
on meéne aux extrémités dun coté BC les droites OB,
oG, la somme de ces droites serc moindre que (,('l/(‘
des deux autres cotés AB, AC.

Soit prolongé BO jusqu'a la rencontre du coté AC cn
D;la ligne droite OC est plus courte que OD + DC* :
ajoutant de part et d’ autre BO, on aura BO 4 OC< BO
+ OD+DC,o0uBO+0C< BD + DC.

On a pareillement BD < BA+ AD; ajoutant de patt et
d’autre DC, on aura BD -4 DC < BA + AC. Mais on vient -
de trouver BO 4-OC < BD 4 DC; donc a plus forte rai-
son, BO 4 OC < BA + AC.

PROPOSITION X,
THEOREME,

Toute ligne polygonale convexe ABCD est imoindre
quune lzgn(’ quelconque MEFG qui Cenveloppe  de

loutes parts.
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Prolongez dans le méme sens les c¢otés du polygone
ABCD, jusqu’a leur 'rencontre avec la ligne enveloppante,
on aura cette suite d'inégalités

AB+BH< AL + LE + EH
BC+ CI <BH -+ HF +FI

CD+DK< CI + 1G 4-GK
DA+ AL < DK + KM ML,

Ajoutant ces inégalités membre & membr e, et suppnnmnt
les p.ntles communes aux deux membres, on a AB 4 BC
+CD + DA < EF +FG + GM + ME.,

On prouverait dé -la méme maniére que toute ligne
polygonale convexe est moindre qu'une ligne envelop-
pante terminée aux mémes extrémités.

PROPOSITION XI.

THEOREME.

8t deux cotés d’un triangle sont dgaux & dewx cotés
dun awtre triungle chacun a chacun; si en méne
temps Cangle compris par les premiers est plus grand
que Langle compris par les seconds, je dis que le,
trotsiéme coté du premier //mu"l() sera plm gmnd
que le troisiéne coté du second.

Placez les deux triangles de maniére (u'ils aient un cété
commun AG, et Jes deux autres cotés égaux AB, AD, si-

»
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"tués de part et d'autre, On a d’ailleurs l'angle BAC > CAD-

B

Divisez I'angle BAD en deux parties égales par la ligne
AE, cette droite tomberasans le plus gmnd angle BAG;
enﬁn tu'eL la llgne DE: les deux unngles BAE EAD,
seront’ égaux comme ayant un angle egal comprls entre
deux cbtés égaux. Donc BE=ED. Mais dans le triangle
EDC, ona CD < ED + EC. Reniplagant ED par BE, on
obtlent CD < BE - EC ou CD < 'BC.

Réciproquenient, siles cotés AB, AC, dn trlanglg ABC
sont égaux aux deux cotés AC, AD du mangle ACD; si
de plus le troisiéme coté CB du premier triangle est plus
grand que’le troisiéme c6té CD du second; ‘langle BAC
sera plns grand que I'angle CAD.

Car s 'angle BAG était plus petit que CAD, on vient
de voir' que CB serait plus petit que CD, ce qui est cou-
tre Ihypothesg, et si 'angle BAC était egal a GAD, on
aurait (T/woreme VI) CB =CD; ce qlu est ausst contre la
supposition. :

PROPOSITION XIL

Tméom'mn.

Deux' triangles sont égaux, lorsqw’ ils ont: Ze.s‘ trors
cotés cgauz chacun & chacun. : i ’

Soit le ¢Oté 'AB — DE, AC=DF, BC = EF, je dis
qu'on aura l'angle' A=D,B=E, C=F. -

Car si I'angle A était plus grand que l'angle D, comme,
les cotés AB, AC, sont égaux aux cotés DE, DF, chacun a
chacun, il s'ensiivrait, par le théoréme précédent, que le
coté BG est plus,.grand que EF; et s) I'angle A, était plus,
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pem que I'angle D, il s'ensnivrait que, le cbté BC est plus
petit que EF: or, BC est égal a EF ; donc l'angle A ne peut
étre m plus grand ni plus pem que l'angle D; donc il lui
est égal. On prouvera de méme- que langleB E, et que
langle C=F. .

Scolie. On peut remqrquer que les angles egaux som:
opposes & des ¢Otés eganx ainsi les dngles ecraux A et D
sont opposés aux cotés egaux BC, EF

PROPOSITION XIII.

A
THEOREME, -

/ N

Dans un l/‘tanOIP isocéle 5 le.s‘ (mans opposes aux
cole.s‘ egaux sont egaux. .

Soit le c6té AB==AC, je dis quon aura lancrle C =B.

Tirez la ligne AD du sommet A au point D, m1heu de

la base BC, lcs deux triangles ABD, ADC aurom: les.

Lr01s cotes 'e 211X chacun a chacun savolr AD commun
2

AB AC par hypothese et BD = DC par construction ;.

donc, envertu du Lheoreme précédent, I ancrle B ot 00“11 A
I'angle C. :

Corollaire. Un triangle éqnilatéral est en méme temps
équiangle, c'est-a-dire qu'il a ses angles égaux.

Scolie. L'égalité des triangles ABD, ACD, prouve ¢n
méme temps que l'angle BAD.—= DAGC, et que langle
BDA = ADC; donc ces deux derniers sont droits; donc
la lzgne mence du sommet d’un tr zangle isocéle au mzlzeu
de sd base, est perpendiculaire & cette base, et zlwzse lanble
die sommet en deuz parties égales. :

Dans un tnangle non isocéle on prend indifféremnient
pour base un coté quélconque ‘et alors son sommet est
celui de I’ angle opposc. Dans le triangle isoctle on prend
paruwhexement pour ‘base le cbté qm n "est pomt égal a
Fun des hdel‘Jx autres.

.",

fig. 28,
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PROPOSITION XIV.

THEOREME,

St dans un triangle deux angles sont égaviv, les
COLés opposés sonl cgaur. :
Soit I'ingle ABC=ACB, jedis que le c6té AC sera égal

au coté AB.
A’ /A\
B’ ¢’ B [} .

Fuisons un triangle A'B'C’ égal au tri{mgle ABC; desorte
que l'angle B=B, C=C" et BC=B'C.. :

Superposons le triangle A'B'C’ sur ABG, en le retour-
nant de maniére que le coté B'C’ s'upplique sur BG, muis
le point C' en B, et le point B en C. L'angle C' =C=18;
donc C'A” prendra la direction BA; on verra de ménte que
B’A’ prendry la direction CA. Le point A’ tombera donc
e Ajet 'on aura A'B'=AGC, et par conséquent AB = AC.

PROPOSITION XV.

THEOREME.

De .deux cotés dun triangle, celui-la est le plus
grand qui est opposé & un plus grand angle , el
réciproquement , de deuz angles dun. triangle , celui-
la est le plus grand qui est opposé & un plus grand
cold. ’

1° Soit I'angle G > B, je dis quelecdté AB opposé a I'an-
gle Ceest plus grand quele c6té ACopposé i Pangle B.

Soit faitI'angle BCD = B; dans letriangle BDC ouanra™®
BD=DC. Mais la ligne droite AC cst plus courte (ue
AD+DC, et AD+DC= AD+DB=AB; donc'AB est plus
grand que AC.
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2° Soit le coté AB > AG, je dis que I'angle G, opposé au
coté AB, sera plus grand que I'angle B, opposé au coté AC.

Car si on avait C<B, il s'ensuivrait, par ce qui vient
d’étre démontré, AB<AC, ce qui est contre la supposi-
. : ) e q PP
tion. Si on avait C =B, il s’ensuivrait*AB=—AC, ce qui est
encore contre la supposition; donc il faut que l'angle -C
soit plus grand que B.

PROPOSITION XVL

THEOREME.

Dun point donné hors d'une droite, 1° on peut
abacsser une perpendiculaire sur cette droite ; 2° an
wen peut mener qu'une.

1° Soit A le point donné et CD la droite donnée; faisons
tourner la partie supérieure du plan autour de la droite
CD jusqu'a ce qu'elle vienne sappliquer sur la partie in-
férienre; et soit A’ Ja position que préndra le point A; joi-
gnons AA’. Si I'on replie de nouveau la portion de plan
A'CD autour de CD, jusqu'a ceque le point A’ ait repris sa
position primitive, laligne A’E s'appliquera exactement sur
AE; Uangle A’EC recouvrira donc exactement l'angle
AEC; et. comme ces angles sont adjacents, l'angle AEC
est droit; donc AE est perpendiculaire sur CD.

2° Supposons que du point A on puisse mener sur CD
deux perpendiculaires AE, AB; prolongeons 'une d’elles
AE d’une quantité EA' = AL, et joignons A'B.

Le.triangle AEB est égal au triangle A'EB; car les angles

*pr. 14,

AEB, A'EB sont droits; le coté AE = A’E et le c6té BE est -

2
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conumin; on en conclut que 'angle ABE==EBA'; or 'au-
gle ABE cst droit, donec EBA’ I'est ayssi. Mais si les anglgs
adjacents ABE, EBA' valent ensemble deux angles droits,
il faut que la ligne ABA’soit droite, d’o il résulte qu'en-
tre deux points A ct-A' on pourrait mener deux lignes
droites, cequi est impossible, Dong, etc. | ... ...

PROPOSITION XVII. °

'1;1117;0;11';1\11;.
St dun pomt A situd hors dune di pzte DE on méne -
la /)P/[)(w(lzculaue AB sur cette (ll(nlp 5 et difféi enles
obliques AE,"AC, AD, etc., a (l//u(’nla [)omlo de ccll(

meme dr oztp . ,
La prer, pendiculaire AB, se/ a plua cou/le (/uc toute

fig. 31.

obl1qu(’ ;. S
2° Les deux obhqu(’s AC AE, mences (Ze part et
d’autre de la /)Pr[)ut(lzculam, a:des tl1,s{gz;4ae,s dgales

BC, BE, seront-égalés, ‘

3° De deux obliques AC et AD, ow AR el AD, me-.
nées conune or. voudra , celle'qui s’écarte-'le plus (/('
la pe/pmdzculazrp sera la plu.r'lonwue. :

J
‘.n

Prolongez la perpendlculmre ABd’'une quanme BF= _AB
et joignez FC, FD.

1° Le triangle BCF est égal au triangle BCA car 'angle
droit CBF=—=CBA, le c6té CB est commun, et le coté
BIF —BA; donc * le troisieme cbté CF est égul au troisiéme
AC. Or, ABY, ligne droite, est plus courte que ACF, ligne
brisée; donc AB, moitié de ABF, est plus.courte que AG,
moitié de ACF ;- donc, 1°la perpendlculaue est plus courte
que toute ol)hque. el N

2° Si oni:suppose BE = BC, comme on a en outrc-AD
commiun.et l'angle ABE_ABC, il s'ensuit que le triangle

¥ pr. 6,

'
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ABE est égal au triangle ABG*; donc les cotés AE,.AC
sont égaux;donc2°, deux obliques quis ecartentegalement
dela perpendlculalre sont égales. s
3° Dans le mangle DFA lasomme ‘des ligues AC CF,
est pluspetite* que la somme-des cotés AD, DF, donc AC,

moitié dela ligne ACF, ést plus courte que AD; moitié de-

ADF; donc 3° les obliques qui s’écartent le plus de la pex-
pendlculmre sont les plus longues... - -~ S V

Corollaire I. La perpendiculaire mesure la vraie distance
d’'un point a une. ligrie, puisqu’elle. est plus courte que
toute oblique.

II. D'un méme point on ne peut mener a une méme
ligne trois droites égales : car si cela était, il y auraitd’un
méme cdté de la perpendiculuire deux obliques égales, ce
qui est impossible, ’

PROPOSITION XVIIL,

" - THEOREME.

8¢ par le point C, miliew de la drocte AB, on’ éléve
la perpendiculaire EY sur cette droite, 1° chaque
pourl de la perpendiculaire sera dgalement distant
des deux extrémités de la lignp AB 2° lout point
settid hors de Ia re pmdzculaup sera mcuu/ement dis-
tant des mémes extrémutés A et B
Car, 1° puxsqu on suppose AC CB les deux obllques
AD DB, s’ "écartent egalement de la perpend)culane donc
ellessont égales. [l en est de méme des deux obhques AE,
EB, des deux AF, FB, etc.; donc 1° tout pomt de la per-
pendiculaire est également distant des extrémités A et B.
2°Soit I un point hors de la perpendiculaire; sion joint
IA, IB, l'une de ces lignes coupera la perpendiculaire en
D, d’o ‘tirant DB, on ‘aura DB = DA: Mais la ligne
droite IB est plus-petlte que la ligne. brisée ID--DB, et

2.

*pr, 6,

pr. g.

fig. 32
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ID+-DB=ID+DA=IA; donc IB < IA; donc 2*, tout point
hors de lu perpendiculaire est inégalement distant des ex-
trémités A et B,

Remarque. On 1ppelle lieu géomérrigue une’ ligne dont
tous les points jouissent d’une propriété commnne, a Ie
clusion de tous les autres points du plan,

La ligne EF est donc le lieu géométrique des points éga-
lemnent distants des points A et B.

PROPOSITION XIX.

THEOREME, ¢

Dewx triangles rectangles sont égaux lorsqi’ds ont
Plypoténuse égale et un coté égal. '

Soit hypoténuse AG=DT, et le c6té AB==DE, je dis
que le triangle rectangle ABC sera égal.au triangle rectan-
gle DEF.

L’égalité serait manifeste si le troisiéme coté BG érait égal
au troisieme EF : supposons,s'il est possible, que ces cotés
ne solent pas égaux, et que BC soit le plus grand. Prenez
BG=EFEF,et joignez AG. Le trianglc ABG est égal autriangle
DEF; car I'angle droit B est égal 4 I'angle droit £, le ¢6té
AB=DE, et le c6t6 BG=EF; donc ces deuxtriangles sont

s pr. 6. Czaux ¥, et on a par conséquent AG==DF; mais, par ypo-
I o ’ ’

thése, DF=AC; donc AG=AC. Mais 'oblique AC ne peut’

*pr.17. étre égale & AG *, puisqu’elle est plus éloignée de la per-

pendiculaire AB; donc il est impossible que BC différe de
EF; donc le triangle ABC est égal au triangle DEF.

PROPOSITION XX.
THEOREME.

Deux t/'tang/m' rectungles sont égaux quand s ont
Cloypoténuse égale et wn angle cnal
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Soit AC=DF et I'angle A =D, jeporte DEFsur ABC,
de maniére que DF s’applhque sur AC; I'angle D étant égala
I'angle A, DE prendra la direction’ AB, et en méme temps FE
prendra la direction CB, car autrement on pourrait du point
C abaisser deuxperpendiculaires sur AB. LepointEtonbera
.donc en B, etles deux triangles coincideront parfaitement,

oA T 1[)\ ’
- B \c E : F
PROPOSITION XXI.

THEOREME.

1° Tout point M pris surla bissectrice (*) d’'un angle
BAD est également distant des cotés de cet angle.
2° Tout point E situé hors de la bissectrice est inéga-
lement distant des cétés de angle.

1* Du point M situé sur la bissectrice de l'angle BAD,
abaissez MD et MC respectivement perpendiculaires sur
AD et sur AB; les triangles rectangles MAD, MAC, sont
égaux, car ils ont 'hypoténuse MA commune, et les an-
gles MAD, MAC égaux par hypothése; donc MD=MC.

A .

2° Dn point E situé hors de la bissectrice, menez ED et
EB respectivement perpendiculaires sur AD et sur AB, et
du point M, ot la ligne CD coupe la bissectrice, abaissez

(*) La bissectrice d'un angle est 1a ligne qui divise cet angle en deux parties
égales,
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-MC perpend)cuh)re sur AB; “enfin ]ownez FC Dans le

'trlﬂngle CEM ona- "' P . .
R -"CE<MC+ME btcomrite MG=MD; -
Gha o W @EZEDS ! or BE<CE, TR
datieea fortiori® - < 1BE ZED; PRI

i Seolie, La bigséctiicd d'ifl angle est ]e lign géoniétrigiic
des points également distants des deux cotés de cet angle,

PROPOSITION XXII
THEOREME.

Deuz droites AC, BD , perpendiculaires sur nne mcéme
droite CD, sont paralléles.

Car s elles se rencontrment en un poml M, p'u' exem-
le on pour ralt de ce point abalsser deux erpendiculaires
P P P

sur CD

DEMANDE..

8¢ deuz drottes AB, DC, sont lune perpendiculaire,
et Lautre oblique sur CB, ces dewx lignes prolongées
r
se rencontreront.,

Nous admettrons cette prdpoSitiOn‘bom"nTe evuleme.

.
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PROPOSITION XXIII

THEORBME.
P PO S T

Par un point on peut mener une paralléle & une
droite , et on n’en peut mener qu'une seule.

Du point A abaissez AD .perpendiculaire sur DG, et au
méme point menez AF perpendiculaire sur AD, les deux
droites AF et DC seront paralléles®, * pr.2a.

H
A .
E P

Gv N .

: . . Ty ¢ *
Maintendit je dis que toute autre droite AG menée par
le point A ne serait pas paralléle 3 DG;car DC étant pérpen-
dxculaxre sur AD AG est oblique par I‘dpPOI‘t a cettehgne.

PROPOSITION XXIV

S e PSR THEOREME.., P OF FE TR

ez i
v . e

- 8t den: (lroztps CD,AB, sont pai‘dllplps 1oiile droite
FH per pmzdzculau? sur Lune cl pllps AB P.I'l [)m[)(’mlz-

cu/(urp sur I autre CD. ,

1 est d’abord évident que FH d01t rencontrer CD; ail- fig. 4o.
treinent on pourrmt par le pomt F- mener deux paralleles
1 CD. Enfin FH est perpendlculalre sur CD car sila ho'ne
CD éuait obhque sur FH, ellé rencontrerait la droite AB
perpendiculaire sur FH, ce qui ‘est contre lhypothese.

PROPOSITION XXV,

THEOREME,
Deux drottes AB, CD paralléles ccune troisicme EF
sonkt paralléles entre elles... - w5 e
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Car si les droites AB, CD se rencontraient en un point
M, on pourrait.par ce point mener deux paralléles a EF.

DEPINITIONS,

Lorsque deux droites AB, CD sont*coupées par unetrans-
versale EF, il y a hnit angles formés aux points d'intersec-
tion G et H.

Les quatre angles (1), (4), (3), (8), compris entreles denx
droites AB et CD sont appelés angles internes. Les quatre
antres sont appelés angles externes,

Deux angles tels que (1) et (5), situés de part et d’autre
de la sécante, internes et non adjacents, sont appelés al-
ternes-internes. )

. Deux angles tels que (8) et (2), situés d'un méme coté
de la sécante, 'un interne, I'autre externe et non adjacents,
sont appelés angles correspondants.

Enfin des angles tels que (2) et (6), situés de part et d'an-
tre de la sécante, externes et non adjacents, sont appelés
alternes-externes.

PROPOSITION XXVI,
, 'f'méom‘mn.

Deuzx paralléles forment avec une transversale:
® Des angles alternes-internes dgaux ;

2° Des angles alternes-externes égauzx;

3° Des angles correspondants égaux ;
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4° Des. angles intérieurs d'un méme c6té de la sé-
cante , dont la somme est égale & dewx droits.

L)y . 1
AﬁMVLB

1° Soient les paralléles AB,CD coupées par la transver-
sale GH. Du point O, milieu de EF, abaissez OM per-
pendiculaire sur AB; cette ligne-sera également perpendi-
culaire sur CD. Les triangles rectangles MOE, ONF, sont
éganx, car les hypoténuses OE, OF, sont égales par cons-
tenction , et les angles MOE, FON, sont égaux comme op-
posés par le soinmet. De I'égalité de ces triangles on conclut
que les angles alternes-internes MEO, OFN sont égaux:

On voit aussi par la que les angles BEF,EFC, sont é€gaux,
car ces angles sont respecnvement les supplements des an-
gles MEO, OFN. '

2° Les angles alternes-externes GEB, CFH, sont égaux ,
car ils sont 0pposes par le sommet aux angles alternes-in-
ternes MEO, OFN.

3° Les angles correspondants GEB,EFD, sont égaux, car
GEB==AEF, et AEF=EFD.

4°Lasemme des angles BEF,EFD est égale a deux dron:s,
car on a BEF4-AEF =2, et AEF — EFD,

PROPOSITION XXVII.

THEOREME.

Réciproguement, st deux droites font avec une trans-
versale '

Des angles alternes-internes pgaut,

T Ou des angles allernes-externes égauxr ,

" Ou a’()s anglps correspondants. égauz,,
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© Oii des angles ntérieurs d'un nicdme coté de la see-
cante, dont la somme soit égale ¢ -deuxdrodis
Ces droites sont paralléles.

+ 1° Soient les deux droites AB, CD cbupees parla triins-
versalé GH si les angles dlternes-interies AEF;EFD; 501t
€égaux; ABserapardlléle a CD; autteliigiit on pourrait parle
point E méner une parallele EI 4 CD ; mais alors les dngles
IEF, EFD, seraient égaix comme alternés <internes, et
comme par hypothése AEF—= FFD oii auraxt AEF_IEF
cé qlll est absurde. - '

2° Sj les angles alternes-éxternes GEB; GFH sontégaux,
les angles AEF, EFD, qui sont opposes p'lr je sominet aux
prefniérs; ‘séront égauk; etd’ apres cé quii Vient d’étre tli3mon-
tré; AB sefa paralléle a CD: ” :

3° Si les angles cmrespondants GEB; EI*D 'soht ggdux,
comrie GEB est egal 4 AEF, on aura AEF EFD dbnc
AB est paralléle a CD, :

4° Sild somme des angles BEF, EFD ést egale a deux
droits, comme BEF+AEF=2%;0n en coticlut AEF—=EFD;
donc AB est parallele a CD.

PROPOSITION XXVIIL

THEOREME.
iy
I)eux ang oles guz ontleurs cdtes par allelP.r sonk ()rrnu T
ou supplcmmmups
1° Soient ABC, DEF, deux: angles dont les cotes sont
paralleles et dlrlges dans le méme sens. Ces angles se|ont
égaux. En effet, les angles DLC, DEF, sont égairx comme



WVEE 1. by
angles corre5pondants s mals par Na méme “faigon DLE=
ABC, donc ABC= DFF © o bl '

el

3° Soient deux anglés ABC MEN, doiit les c6tes sont
paralleles, mais dirigés €h sens contraire, ces angles seront
égaux; car MEN = DEF et DEF — ABC.
3° Enﬁn deux angles’'ABC, DEM, dont les cétés sont
+ paralléles, mais dont deux- c6tés BA et ED, sont dirigés-
dans le méme sens, et les deux autres BC et EM,en sens
contraire, sont supplémentaires ; car-DEM est le supplé-
ment de DEF, et DEF = ABC. ‘ . -
PROPOSITION XXIX.
* THEOREME. o
Si deux angles ont leurs cotés pm[)()mlz'culai'/ s
chacun a chacun, ces angles .S‘PI'OIM cgazw ou .m[)-
plpmelzlaup.r. = :

Soient BAC, DEF deuk angles ‘donit 'led cotes sont per~
pendiculaires chacun i chacun Menons par le pomt A tine
lighe A, perpendlculalre 4 AB,et une droute AH, perpen-
diculaire 3 AC; les droités AI AH, seront resPectlvelnEnt
paralléles aux drontes DE, EF et dirigées dans le niéiiie
sens; donc I'angle IAH est égal & DEF; inais on a

. IAH—I—-HAB:Id"’“‘
et BAC+HAB—1%
doric IAH—BAC Vot R L
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Scolie. Si- on considérait 'angle formé par la droite EF
et le prolongement de DE, on verrait que I'angle FEG est
supplémentaire de I'angle BAC.

PROPOSITION XXX.

THEOREME.

La somme des trois angles d’un triangle est ({.g;al(z «
deux angles droits.

Menez AE paralléle 4 BC, et prolongez AC; les angles
ACB, EAD, sont égaux comme angles correspondants,
par rapport aux paralléles BC, AE, coupées par la trans-
versale AC. Les angles CBA , BAE, sont aussi égaux comme
angles alternes-internes, par rapport aux paralléles BC,
AE, et 4 la sécante 'AB; donc la somme des angles du
triangle est,égale & la somme des trois angles CAB, BAE,

-EAD, formés autour du point A, d'un méme cété de la
droite AC. Or, cette dernjére somne est égale a 2 droits;
donc la premiére est égale 4 2 droits,

n
B

-

A o

Corollaire1. Dans tont triangle, il ne peut y avoir qu’un

angle droit, et & plus forte raison qu'un angle obtus.

II. Dans tout triangle rectangle, la somme des deux
angles aigus est égale a un droit.

III. Quand on connait deux angles d’un triangle ou sim-
plement leur somme, on obtient le troisiéme en retran-
chant cette somme de deux droits.

Iv. L angle extérieur BAD, formé par le coté BA etle
le prolongement de AC, est égal A la somme des deux
angles intérieurs CBA,,BCA.

PROPOSITION XXXI.

THEOREME.

La somme des angles intéricurs d'un polygone con-

-
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vexcest égale aautant de fois dewx angles droits qu’il
y a de cotés moins deux.

Par un des sommets A, menons des diagonales a tous
les sommets nou adjacents; le polygone sera décomposé
en autant de triangles qull y a de cotés moins deux ; car
ces différents triangles peuvent étre considérés comme
ayant pour sommet commun le point A, et pour bases les
différents’ cotés du polygone, excepté les deux triangles
extrémes qui contiennent chacun deux céiés du polygone.
On voit aussi que la somme des angles de ces triangles est
¢gale 4 la somme des angles du polygone; donc cette
derniére somme est égale 4 autant de fois deux droits qu'il
y~a de cotés, moins deux. Si I'on représente par 2 le noni-
bre de cotés du polygone, la somme des angles sera

2aX (n—2)ouan — 4.
PROPOSITION XXXII.
THEOREME.

5S¢ lon /)/olonve dans le mméme sens tous les cotés
dun [)u/) oon() corwexe , la somme des angles exlc-
rieurs ainsi /ormc.r 25t egale a qualre droits.

En eftet, chaque angle intérieur, ajouté i I'angle exté-

fig. 42,

rieur, donne une somme égale 4 deux angles droits. La -’

somme des angles intérieurs et extérieurs est donc égale
A 2n droits (2 étant le nombre des cotés); et comme la
somme des angles intérieurs est égale A 2n— 4 angles
droits, il reste 4 angles. droits pour la somnie des angles
extérieurs,
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. PROPOSITION XXXIIL

THEOREME.

" Les cotés oppo.r().r dun para lélogramune sont égau,
ainsi que les angles opposés. . o '

Tirez la dmgonalc BD, les deux triangles ADB, DBC,
ont le c6té commun BD; de plus, a cause des Pala”(,l(,S
AD, BC, l'angle ADB = DBC *yeta cause des paralléles
AB, CD, langle ABD_BDC, donc les ‘deux triangles
ADB, DBC, sont égaux *; donc le coté AB, opposé & I'an-
gle ADB est égal au coté DC, pppose al anole égal DBC et
pareillement le troisiéme coté AD est (,Gal au troisiéme BC
donc les cotés opposés d'un pamllelogmmme sont égaux.

En second lien, de I'égalité des mémes triangles |l sen-
suit que l'angle A est égal a I'angle C, et aussi que lan-
gle ADC, composé des deux angles'ADB, BDC, est égal a
I'angle ABC, composé des deux apgles DBC, ABD, donc
les angles opposés d'un parallélogramme sont égaux.

Corollaire 1. Donc deux paralléeles AB, CD, comprises
entre deux autres paralleles AD, BC, sont égales,

Corollaire 11, Deux paralléles sont partout également

. distantes,

Car ( fig.-40) CD et AB étant paralleles, abmssez des
points H et G, HF et GE, perpendlcuhues sur AB ces
droites seront paralléles, et seront égales commie érant
comprises entre paralléles. -

PROPOSITION XXXIV.
THEOREME,
. Si dans un guac[rilalére ABCD les chtés opposés
sont c’gau'z' en sorte qu'on ait AB=CD, et AD==BC,
les cotés ¢gaux seront pamllelm et la fi, igure sera un

parallclogramme. :
Car, en tirant la dxagonale BD les deux tuang‘es ABD
BDC, auront les trois cotés €égaux chacun & chacun; donc



ils seront égaux; donc I'angle ADB, opposé au coté AB,
est égal a Pangle DBC, opposé au cbté CD; donc * le coLé
AD est paralléle a BC. Par une semblable raison, AB est
paraliéle & CD ; donc le quadrilatére ABCD est un paral-
lélogramme.

, PR,QP,OSITION XXXV.

THEOREME,

Si deux cétés opposés AB, CD, d'un quadrilatére
sont dgaux et paralléles, les deux autres cotés seront
parcillement. égaux et paralléles | et la figure ABCD
sera un paralleloovumme '

Soit tirée la diagonale BD; i)l:xsque AB estpanllcle a’’’

CD, les angles alternes-internes ABD, BDC, sout égaux *

. d’'ailleurs le c6té AB = DC, le cété DB esteommun, dOne
le triangle ABD est égal au triangle DBC*; donc le coté AD
= BC, I'angle ADB = DBC, et par conséquent AD est paval.
lele & BC; donc la figure ABCD est un parallélogramme.

PROPOSITION XXXVI,.
THEOREME.

- Les deux dia gonales AC, DB, lun pat allélogr amme
s¢ coupent muluellenmzt en deux parties- cgalps.

Car, en comparant le triangle ADO au triangle COB
on trouve le coté AD =CB, ngle ADO—(_.BO*; et »

Pangle DAO = OCB; donc cés deux triafigles sont egaux ;
donc AO, coté opposé A I'angle ADO, est égal a OC cote
Opposé & langle OBC doiic aussi DO = OB.

Scolie.. Dans le cas dp losanoe, les cotés AB BC,
étant égaux, les trlaucrles AOB, OBC ont les trois cOtés
egaux chacun a chacun et sotit par consequent égaux;d'on
il suit que angle AOB“=BOC, et quainst les deux dmcro-
mles d’'un losancre se coupem: mutuellement a 1nglesd1 01ts

—— A e |

Canf-r e - - "
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fig. 44-
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* pr, 26.

*pr. 6.

pr. 206.
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LIVRE II.

LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES.

DEFINITIONS.

6g. 46. 1. La circonference du cercle estune ligne courbe, dont
tous les points sont également distants d'un point intérieur
qu'on appelle centre.

Le cercle est 'espace terminé par cetle ligne courbe.

N. B. Quclquefois dans lc discours on confond lc ecrele avee sa circonférence;
wnais il scra toujours facile de rétablir Pexactitude des expressions , cn sc souves
nant que le ccrcle st une portion de surface planc, tandis que la circonférence
n'est quune ligne,

IL. Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menée du cen-
tre a la circonférence, s'appelle rayon ou demi-dianétre;
toute ligne, conune AB, qui passc par le centre, et qui est
terminée de part et d'autre a la circonférence, s’appelle
diametre.
~ En vertu de la définition du cercle, tous les rayons sont
égaux; tous les diamétres sont égaux aussi, et doubles du
rayon. . A

JIL On éppelle arc une portion de circonférence telle
que FHG.

La corde ou sous-tendante de larc est la ligne droite FG
qui joint ses deux extrémités. '

IV. Segment est la surface ou portion de cercle comprise
entre l'arc et la corde.

N, B, A la méme corde FG répoudent toujours deux arcs FHG, FEG, et par con-
séquent aussi deux segments; mais c’est toujours le plus petit dont on entend
parler, amoins qu'on n’cxprime le coutraire,
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V. Secteur est la partie du cercle comprise entre un arc
DE et les deux rayons CD, CE, menés aux extrémités de
cet arc. - )

VI. On appelle ligne inscrite dans lé cercle, celle dont
les extrémités sont i la circonférence, comme AB;

Angle inscrit, un angle tel que BAC, dont le sommet
est 4 la circonférence, et qui est formé par deux cordes;

Triangle inscrit, un triangle tel que BAG, dont les trois
angles ont leur sommet a la circonférence;

Et en général figure inscrite, celle dont tous les angles
ont leurs sommets 4 la circonférence ; en méme temps on
dit que le cercle est circonscrit a cette ﬁgilre.

VIL On appelle sécante une ligne qui rencontre la cir-
conférence en deux points : telle est AB.

VIIL. Tangente est une ligne qui n’a qu’un point de
cominun avec la circonférence : telle est CD.

Le point commun M s'appelle point de contact.

IX. Pareillement deux circonférences sont tangentes
I'une 4 lautre, lorsqu’elles n'ont qu'un point de commun,

X. Un polygone est circonscrit a un cercle, lérsque tous

N. B. On appelle en général tangentc & unc courbe la limite des positions
quc prend une sécante AB qui tournc autour d’un point A dc la courbe, jus-
qu'a cc qu'un second point de scction vicnue se confondre avec lc premier,

Si 1a courbe est ferméc, ct ne peut étre rencoutrée par unc droite en plus
de deux points, commelc cercle par excmple, il cst évident que lorsquc les
deux points d'interscction seront réunis en un scul, la droite n'aura plus qu'un
point commun avee la courbe, et Pon pourra, si 'on veut, appeler tangente unc

droite qui n'a qu'un point commun avee la courbe, Mais la premiére définition
convient seule 3 toutes les courbes, ct méme cn la restreignant au cercle, clle

a Vavantage de montrer des analogies remarquables cntre plusicurs théorémes,

3

fig. 47.

fig. 48.



fig, 160.

fig- 49-

fig- 49

34 GEOMETRIE.

ses cOtés sont des tangentes A la circonférence; dans le
méme cas on dit que le cercle est /nscrit dans le polygone.

PROPOSITION PREMIERE.

THEOREME.

Tout diameétre AB divise le cercle et sa wrconfe
rence en deux parties égales.

Car st on apphque la fi fgure AEB sur AFB, en conser-
vant la base commune AB, il faudra que la ligne courbe
AEB tombe exactement sur la ligne courbe AFB, sans quot
il y aurait danis 'une ou dans l'auire des points inégalemel'llt,
éloignés du centre, ce qui est contre la définition du cercle.

PROPOSITION L.

THEOREME.

-Toute corde est plus petite que le diamétre.

Car si aux extrémités dela corde AD on- m¢ne les-rayons
AG, CD, on aura la ligne droite AD <AC+ CD, ou AD <
AB. - . . T

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu'on puisse
inscrire dans un cercle est égale A son diamétre.

PROPOSITION IIL

© THEOREME.

Une ligne droite ne peut rencontrer une circonfé-
rence en plus de deux points.

Car si elle la rencontrait en trois, ces trois points seraient
également distants du centre; il y aurait donc trois droites
égales nienées d'un méme point sur une méme ligne droite,

* 17,1, €& qui est impossible *
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PROPOSITION IV.

THEOREME.,

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux,
les arcs égauz sont sous-tendus par des cordes égales,
et réciproquement les cordes égales sous-tendent des
arcs ¢gau. .

Le rayon AC étant égal au rayon EO, et l'arc AMD fig. 50,
égal a I'arc ENG, je dis que la corde AD sera égale a la
corde EG.

Car le diamétre AB étant égal au diamétre EF, le demi-
cercle AMDB pourra sappliquer exactement sur le demi-
cercle ENGF,-etla ligne courbe AMDB coincidera entiére-
ment avec la ligne courbe ENGF. Mais on suppose la
portion AMD égale 4 la portion ENG; donc le point D
tombera sur le point G; donc la corde AD est €gale a la
corde EG.

Réciproquement, en supposant toujours le rayon AC=
FO stla corde AD=EG, je dis que lI'arc AMD sera.égal a

I'arc ENG.

Car en tirant les rayons CD, OG, les deux- tnanoles ACD,
EOG, auront les trois c6tés égaux chacun a chacun, savolr,
AC=EO,CD=0G, et AD ==EG; donc ces triangles sont
egaux ; doncl'angle ACD =EOG. Mais en posant le dem1- * 1o, 1.
cercle ADB sur son égal EGF, puisque I'angle ACD=EOG,
il est clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG, et le
point D sur le point G; donc Farc AMD est egal a larc

ENG.
PROPOSITION V.

THEOREME.

Dans le méme cercle ou dans des cercles dgauz, ’
un plus grand arc est sous-tendu par une plus grande
corde, et réciproquement , si toutefois les arcs dont
il sagit sont moindres qu’une demi-circonférence.

3.
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fg. So. Car soit I'arc AH plus grand que ENG; prenbus lare
AMD=ENG, les cordes AD, EG seront égales. Enfin me-
nons les rayons DC, CH : les deux cétés AC, CH du trian-
gle ACH sont égaux aux deux cotés AC, CD du triangle
ACD; Fangle ACH est plus grand que ACDjdoncle troi-
si¢me co1é AH est plus grand que le troisiéme cété AD;
donc aussi AH est plus grand que EG. :
Réciproquement, si la corde AH est plus grande que
EG, l'arc AMH sera plus grand que ENG; car si AMH
dtait égal 2 ENG, la corde AH serait égale a EG, ce qui
est contre Phypothése; et si 'arc AMH était plus petit que
-ENG, la corde AH serait plus petite que EG, ce qui est
encore contre la supposition,
Scolie. Nous supposons que lesarcs dont il s’agit solent
moindres qu'une demi- circonférence; s'ils étaient plus
grands, la propriété contraire aurait lieu.

PROPOSITION VI.

. . e
THEOWNEME.

g5 51, Le rayon CG , perpendiculaire a une corde AB, di-
vise cetle corde et Uare sous-tendu AGB, chacun en
deuz parties égales.

Menez les rayons CA, CB; ces rayons sont, par rapport
a la perpendiculaire CD, deux obliques égales; donc ils
* 17,1, 8'écartent également de la perpendiculaire *; doncAD=DB,
En second lieu, puisque AD —=DB, CG est une perpen-
* 18, 1. diculaire élevée sur le milieu de AB; donc ™ tout point de -
cette perpendiculaire doit étre ¢galement distant des deux
extrémités A et B. Le point G est un de ces points; donc
la distance AG =BG. Mais si la corde AG est égale a la
*pr. 4, corde GB, Tarc AG sera égal i I'arc GB™; donc le rayon
CG, perpendiculaire a la corde AB, divise l'arc sous-tendu

par cette corde en deux parties égales au point G.
Scolie. La droite CG passe par le centre, par le milien
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de la corde, par le miliéu de I'arc; enfin elle est perpendi-
culaire sur la corde. Or deux de ces conditions suffisent
pour déterminer la position d’'une droite ; donc toute ligne
droite qui sera assujettie a deux de ces conditions remplira
nécessairement les deux autres. ‘

Ainsi la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde
passera par le centre et par le milieu de l'arc, et ainsi de
sutte. '

{ PROPOSITION VII.

. : o THEOREME.

Par trois points A, B, C, non en ligne droite ,.on
peut toujours. faire passer une circonférence, maits
on n’en peut faire passer qu'une.

Joignez AB, BC, et par les milieux de ces droites.élevez
les perpendiculaires DE, FG, je dis d’'abord que ces deux
lignes se rencontreront.

|

Car si les droites DE , FG étaient paralléles, les lignes -
BA, BC, menées pac le point B perpendiculairement a ces
paralléles, seraient dans le prolongement I'une de l'autre;
ce qui est contre 'hypotheése. .

Maintenant le-point de concours O des deux droites DE,
FG, appartenant a la perpendiculaire DE, est égnle
distance des deux points A et B; le méme point O, apparte-
nant a la perpendiculaire FG, est 4 égale distance des denx
points B et C; donc les trois distances OA, OB, OC, sont
égales ; donc la circonférence décrite du centre O-et du
rayon OB, passera par les trois points A, B, C.



fig. 53,

*19, 1,
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~Je -dis dé plus qu'aucune autre circonférence ne peut
passeér par ces trois points ; car sl en existait une, son cen-
tre devrait se trouver a la fois sur les lighes DE et FG; or
ces deux droites ne peuvent se couper qu’en un point;
dong, etc. : '

Corollaire I, La perpendiculaire élevée sur le milieu de
AC passera par le point O, puisque ce point est a égale
distance des puints A et G; donc les perpendiculaires
élevées sur les milieux des cotes d’un triangle se coupent en
un méme point.

II. Deux circonférences ne peuvent avoir plus de deux
points communs sans se confondre.

PROPOSITION VIIL

THEOREME.

Deux cordes égales sont également dloignées du
centre ; et de deux cordes meoal('.r la p/u.s‘ petite est
la plus éloignée du centre.

1° Soit la corde AB — DE: divisez ces cordes en deux
également par les perpendiculaires CF, GG, et tirez les
rayons CA, CD.

Les triangles 1'ectangles CAF, DCG, ont les hypotenu-
ses CA, CD, égales ; de plus le coté AF, moitié de AB, est
égal au coté DG, moitié de DE; donc ces triangles sont
égaux", et le troisiéme c6té CF est égal an troisiéme CG;
dong, 1° les deux cordes egales AB DE sont également
éloignées du centre.

2° Soit la corde AH. plus grande que DE, l'arc AKH
sera.plus grand que I'arc DME* : sur I'arc AhH prenez la
partie ANB— DME, tirez la corde AB, et abaissez,CF,
perpendiculaire sur cette corde, et CI, perpendiculaire
sur AH ; il est clair que CF est plus grand que CO, et CO
plus grand que CI; donc a plus forte raison CF> CI.
Mais CF=CG, puisque les cordes AB, DE, sont égales;
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donc on a CG> CI;.donc de deux cordes inégales la plus
petite est la plus éloignée du centre. .

PROPOSITION IX.

THEOREME.

La perpendiculaire BD, mende & Uextrémité du
rayon CA, est une tangente & la circonférence.

Car toute oblique CE est plus longue que la perpendicu-
laire CA ; donc le point E est hors du cercle; donc la ligne
BD n'a que le point A commun avec la circonférence;
donc BD est une tangente.

Réciproquement. Le rayon CA mené au point de contact
de la tangente BD, est perpendiculaire sur cette tangente.

Car tous les points de cette ligne, a I'exception du point
A, étant extérieurs a la circonférence), le rayon CA serala
ligne la plus courte qu'on puisse mener du point Ca la
droite BD, et par conséquent sera perpendiculaire i cette
droite. . co :

Corollaire. Par un point A pris sur la circonférence on
ne peut mener qu'une seule tangente. '

PROPOSITION X.
THEOREME.

Deux paralléles AB, DE ; interceptent sur la cir-
conférence des arcs égaux MN,, PQ.

Il peut arriver trois cas.

1° Si les deux paralléles sont sécantes, menez le rayon
CH perpendiculaire 4 la corde MP, il sera en méme temps
perpendiculaire i sa paralléle NQ ; donc le point H sera
i la fois le milieu de I'arc MHP et celui de I'arc NHQ *;
on aura donc I'arc MH=—=HP, et I'arc NH=HQ : de la
résulte MH-— NH —=HP —HQ, c’est-a-dire MN = PQ.

fig. 54.

fig. 55.

* 6.

2° Si des deux Earalléles AB, DE, I'une est sécante, I'au- gg, 56,
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tre tangente; au point de contact H menez le rayon CH;
cerayon sera perpendiculaire a la tangente DE¥, et aussi
a sa paralléle MP. Mais puisque CH est perpendiculaire a
la corde MP, le point H est le milieu de I'arc MHP; donc
les arcs MH, HP, compris entre les paralléles AB, DE,
sont égaux, _

3° Enfin si les deux paralléles DE, 1L, sont tangentes,
I'une en H, Tautre en K, menez la sécante paralléle AB,
vous aurez, par ce qui vient d'étre démontré, MH=—HP et
MK =KP; donc I'arc entier HMK =—HPXK, et de plus on

voit que chacun de ces arcs est une demi-circonférence.
PROPOSITION XI.
THEOREME,
Si deux circonférences ont un point commun A en
dehors de la ligne CC' qui unit leurs centres , elles
ont un deuzxiéme point commun N’ situé sur la per-

pendiculaire AB @ CC', et a la méme distance de cetle

drotte que le point A.:

En effet, A’B étant é€gal a AB, les droites CA, CA’, seront
égales comme obliques s'écartant également du pied de
laperpendiculaire CB 4 la droite AA’. Donc le cercle décrit
du point C comme centre avec CA pour rayon, passera par

] e point A’; on verrait de méme que le cercle décrit du
p oint C’ comme centre avec C’A pour rayon, doit passer par
le point A',

Corollaire I. Quand deux circonférences se coupent, la
lig ne qui unit les centres est perpendiculaire sur le milieu
de la corde contmune,
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II. Si deux circonférences sont tangentes, le point de
contact est situé sur la ligne des centres; car s'il en - érait
autrement, les circonférences auraient un second point
commun, et par conséquent se couperaient, '

Deux circonférences ne peuvent occuper l'une par rap-
port a 'autre que cing positious différentes : elles peuvent
étre extérieures ou intérieures; elles peuvent se toucher
extérieurement ou intérieurement, ou enfin se couper.

PROPOSITION XII.

THEOREME.

St deux circonférences sont exterieures, la dis-
tance des centres est plus grande que la somme des
I'(],)"OIZJ‘ .

Caron a CC’'=CA+C’A’+ AA', dou CC' >CA 4.C'A'.
PROPOSITION XIIIL

THEOREME,

Si deux circonférences sont intérieures, la distance
des centres est plus petite que la différence des rayons.

A

Car on a CC'=CA —C'A' —A’A, dou CC' < CA—C'A’.
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PROPOSITION XIV.

THEOREME.

8¢ deux circonférences sont tangentes extérieure-
ment , la distance des centres est égale & la somme

des rayons.

Car le point de contact A étant sur la ligne des centres,
on a évidemment CC' = CA 4+ AC.

PROPObITION XV

THEOREME.,

87 deurx circonférences se touchent intérieurement,
la distance des centres est cgale a la différence des
rayons., ) ’

Car lé point de contact A est sur la ligne des centres,
et 'on a CC'=CA—CA.

PROPOSITION XVIL

THEOREME.

v
8¢ deux circonférences se coupent , la distance des
centres sera en méme temps plus petite que la somme
des rayons , et plus grande que leur différence.
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Car en joignant les centres A 'un des points d’intersec-
tion A, on formera un triangle dans lequel la ligne des
centres CC'; et les rayons CA, C'A, seront les trois cotés;
or on a vu que dans un triangle un cété quelconque est
plus petit que la somme des deux autres, et plus grand
que leur différence.

Les réciproques des cing propomnons precedeutes sont
vraies, et se démontrent toutes de la méme maniére;, par.
exemple, si la distance des centres est plus petite que la’
somme des rayons et plus grande que leur différence, les
circonférences se coupent; car si elles élaient extérieures
ou intérieures, la distance des centres serait plus grandc
que la somme des rayons, ou plus petite que leur diffé- .
rence; et si elles étaient tangentes, la distance des centres
serait. égale & la somnie des .rayons ou i leur différence.

PROPObITION XVIL

THEOREME.

Dans le meme cercle ou dans des cercles égau,
les angles égaux ACB, DCE, dont le sommet est au_
centre , interceptent sur la circonférerice des arcs
ésaux AB DE. '
Reczpmguement, si les arcs AB, DE, sont dgaur , fig 61
les angles ACB, DCE, seront aussi égauz.
Car, 1°sil'angle ACB est égal a I'angle DCE, ces deux
angles pourront se placer 'un sur l'autre; et comn:e leurs
cbtés sont égaux, il est clair que le point A tombera en D,
et le point B en . Mais alors I'arc AB doit aussi tomber



fig. Ga,
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sur I'arc DE; car si les deux arcs n’étaient pas confondus
en un seul, il y aurait dans U'un ou dans I'autre des points
inégalement éloignés du centre, ce qui est impossible
done 'arc AB=DE.

2° Si on suppose AB=DE, je dis que I'angle ACB sera
égal & DCE; car si ces angles ne sont pas €égaux, soit ACB
le plus grand, et soit pris ACI=DCE; on aura, par ce qui
vient d’étre démontré, AI=DE : mais, par hypothése, I'arc
AB=DE; donc on aurait Al=AB, oula partie égale au
tout, ce qui est impossible; donc I'angle ACB = DCE.

PROPOSITION XVIIL '

THEOREME.

Dans un méme cercle ou dans des cercles égaux,
le rapport de deux angles au centre | est le méme que
celui des arcs interceptés entre leurs cotés.

Soient ABC, DCE, deux angles au centre de circonfé-
rences égales. Je supposerai dabord que les arcs AB et DE
aient une commune mesure, et qu’ellesoit contenue 7 fois
dans AB, et 4 fois dans DE; lerapport de AB a DE sera I.

Maintenant si 'on joint les points de division des deux
arcs aux centres des circonférences, on voit que langle
ACB sera divisé en 7 angles égaux entre eux comme com-
prenant entre leurs cotés des arcs égaux; et que l'angle
DCE contiendra 4 des mémes angles. Le rapport des ares
AB et DE sera donc aussi 7.

Si les arcs AB et DE som: 1ncommensumbles, divisons
I'arc DE en trois parties égales, par exemple, et supposons
quel'arc AB contienne 4 de ces parties avec un reste KB

_plus petit que lune delles; le mpport de AB & DE est

plus grand que %, et plas petit que 3.
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Mais si 'on joint les centres G, F, aux points de division
des arcs, on voit que 'angle DFE est divisé en trois parties
égales, et que l'angle ACB contient 4 de ces parties, avec
un reste KCB plus petit que 'une d'elles; le rapport des
angles ACB, DFE est donc aussi compris entre § et 5; donc
les rapports ACB: DIE et AB : DE contiennent chacun 4
fois la fraction L. Mais on prouverait semblablement qu’ils
contiennent le méme nombre de {ois 15, 150y 065+~ * et
en général une partie aliquote de I'unité aussi petite qu'on
voudra; donc ces rapports sont égaux. :

Mesure des angles.

Mesurer une g'randeur, c’est trouver le rapport de cette
grandeur 4 I'unité de méme espéce. La mesure d'un angle,
en prenant pour unité I'angle droit, n’est donc autre chosc
que le rapport de cet angle i un droit.

Mais le ‘théoréme précédent montre qu'au rapport de
deux angles au centre, on peut substituer le rapport des
arcs compris entre leurs ¢dtés. Ainsi, au lieu de comparer
directement un angle a I'angle droit, on pourra comparer
l'arc compris entre ses cotés au quart de la circonférence;
et c'est dans ce sens qu'on dit d'une maniére abrégée
qu'un angle au centre a pour mesure l'arc intercepté par
ses cotés,

Pour faciliter cette comparaison, on divise la circonfé-
rence en 360 parties égales appelées degrés; chaque degre
en Go minutes, chaque minute en 60", etc.

Si l'arc intercepté par les cotés d'un angle au centre
renferme 24 degrés, la mesure de cet angle séra 2% ou <%,

~ Scolie. En appliquant littéralement la demonstratlon du
théoréme précédent, on prouverait que deux secteurs pris
dans des cercles égaux sont entre enx comme les arcs
compris entre leurs cotés.
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PROPOSITION XIX.

THEOREME,

Langlp inscrit BAD' a pour mesure la moitié de
larc BD compris entre ses cotés.

Supposons d’abord que le centre du cercle soit situé
dans I'angle BAD, on ménera le diamétre AE et les rayons
CB, CD. L'angle BCE, extérieur au triangle ABC, est égal a
la somme des deux intérieurs CAB, ABC*. mais le triangle
BAC étant isocéle, I'angle CAB— ABC; donc I'angle BCE
est double de BAC. L'angle BCE, comme- angle au centre,
a pour mesure I'arc BE; donc I'angle BAC aura pour me-
sure la moitié de BE. Par une raison semblable, l'angle CAD
aura pour mesure la moitié de ED; donc BAC + CAD ou
BAD aura pour mesure la moitié de BE 4 ED ou la moitié
de BD.

Supposons en second lieu que le centre C soit situé
hors de I'angle BAD, alors menant le diamétre AE, l'angle
BAE aura pour mesure la moitié de BE, I'angle DAE la

“moitié de DE; donc leql différence BAD aura pour me-

fig. 664

fig. 67.

sure la moitié de BE moins la moitié de ED, ou la moitié

‘de BD.

Donc tout angle inscrit a pour mesure la moitié de I'arc
(,OII’IPI‘IS entre ses cotes.

Corollaire I. Tous les angles BAC, BDC, etc., inscrits
dans le méme segment sont égaux; car ils ont pour mesure
la moitié du méme arc BOC. .

II. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cercle est un
angle droit; car il a pour mesure la moiti¢ de la demi-
circonférence BOD, ou le quart de la circonférence.

Pour démontrer la méne chose d’une autre manieére,
tirez le rayon AG; le triangle BAC est isocéle, ainsi I'an-
gle BAC—=ABC; le triangle CAD est pareillementisocéle;
donc I'angle CAD =ADC; donc BAC+- CAD ou BAD=
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ABD 4+ ADB. Mais si les deux a'ngles B et D du triangle
ABD valent ensemble le troisitme BAD, les trois angles
du triangle vaudront deux fois l'angle BAD; ils valent
d’ailleurs deux angles droits; denc l'angle BAD est un
angle droit.

I1I. Toutangle BAC inscrit dans un segment plus grand
que le demi-cercle, est un angle aigu; car il a pour mesure
la moitié de I'arc BOC moindre qu'une demi-circonfé-
rence.

Et tout angle BOG, inscrit dans un segment plus PPtlt
que le demi-cercle, est un angle obtus; car il a pour me-
sure la moiti¢ de, 'arc BAC plus grand qu'une demi-cir-
conférence.

PROPOSITION XX.

THEOREME. -

L’angle BAC ' fofme’ parune tangente et une corde,
a pour mesure Za moitiéde larc AMDC comprz.r entre
ses coLés.

Au point de contact A nmienez le diamétre AD; l'angle
BAD est droit*, il a pour mesure la moiti¢ de la demi-cir-
conférence AMD; 'angle DAC a pour mesure la mojtié de
DC; donc BAD + DAC ou BAC a pour mesure la moitié
de AMD, plus la moitié de DC, ou la moitié.de I'arc entier
AMDC. v

On démontrerait de méme que I'angle CAE a pour me-
sure la moitié de 'arc AC compris entre ses ctés.

PROPOSITION XXI.
THEOREME.

L'angle BAC, form¢ par les deux $écantes BE, AC.
et dont le sommet est dans Uintérieur de la cireonfé-
rence , a pour mesure la mottié de Larc compris entre
ses cotés, plus la moitié de larc compu.r entre les pro-
longements des mémes cdtes.

fig. 66.

fig. 69,

’9-
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En effet, I'angle BAC extérieur au triangle AEC est egal
a la somme des angles AEG, ACE, qui ont respectivement
pour mesure les arcs BC et DE.

PROPOSITION XXIL

THEOREME,

Langle BAC , formé par les deux sécantes AB, AC,
et dont le sommet est hors de la circonférence, apour

mesure la moitié de Uarc concave BC, inoins lu mottié

fig, 66.

de larc convezxe DE.

[

Car l'angle A est égal a la différence des angles BDC,
ABD, qui ont pour mesure le premier la moitié de BG, et
le second la moiué de DE.

La proposition-est encore vraie, lorsque l'un des cotés
de I'angle ou bien les deux sont tangents 4 la circonférence,
.et la démonstration est la méme.

Corollaire. L'arcde cercle BAC. est le_liew géometrique
des sommets des angles égaux a CDB, et dont les cites
passent par les points G et B. Car tous les angles inscrits
dans le segment CAB sont égaux 4 'angle CDB; etil résulte
du dernier théoréme et du précédent, que tout angle dont
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les cotés passeraient par les points C et B, et dont le sommet
serait ltors de 'arc CAB; serait different de I'angle CDB.

PROPOSITION XXIIL.

THEOREME. .

Dans tout quadrilatére inscrit ABCD, les angles op-
Posés sont supplémentaires.

En effet, les angles opposés ADC, ABC, ont ensemble
pour mesure la moitié de la circonférence ABCD. e

Réciproquement, si, dans un quadrilatére, deux angles
opposes ADC, ABC, sont supplémentaires, ce quadrilatére
est inscriptible.

En effet, faisons passer une circonférence par les’ trois
points A, D, C; I'angle ADC aura pour mesure la moitié de
I'arc AMC; donc I'angle ABC qui est le supplément du pre-
mier, a pour mesure la moitié de I'arc restant ADC, c’cst-
a-dire quil est €gal 2 chacun des ungles inscrits dans le
segment AMC; or, ceci ne peut avoir lieu qu’autant que
le point B est sur 'arc AMC. ’

’

Problemes relatifs aux deux premiers livres.
PROBLEME PREMIER.

Diviser la droite donnée AB en deux parties égales. big. 5o,
Des points A et B, commme centres, avec un rayon plus
grand que la moiti¢ de AB, décrivez deux ares qui se cou-
pent en D;le point D sera également ¢loigné des points A
et B : marquezde méme au-dessus ou au-dessousdela ligne
4
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*AB un second point E également éloigné des points A et

B, par les deux points D, E, tirez la ligne DE; je dis que
DE couperala ligne AB en deux parties égales au point C.

Car les deux pomts D et E étant chacun également éloi-
gnés des cxtrémités A et B, ils doivent se trouver tons
deux sur la perpendnculnne dlevée sur le milieu de AB.
Mais par deux points donnés il ne peut passer qu’une scule

" ligne droite ; donc la ligne DE sera cette perpendiculaire

fig 71,

fig 72,

elle-méme qui coupe la ligne AB en deux parties égules-au
point C.

PROBLEME I1.

Par un point A, donné sur la ligne BC, élever unc
perpendiculaire a celte ligne.

Prenez les points B et C a égale distance de A, ensuite des
points B et C, counne centres, et d'un rayon plus grand quc
BA, décrivez denx arcs qui se coupenten D ; tirez AD qui
sera la perpendiculaire demandee. .

Car le point D étant égalenient éloigné de B ct de C,
appartient i la perpendiculaire élevée sur le nilieu de BC;
donc AD est cette perpendiculaire.

Scolie. La méme construction sert a faire un angle droit
BAD ¢n un point donné A sur uneligne donnée BC.

PROBLEME I1I.

D’un point A, donné hors de la droite BD, abais-
ser une perpendiculaire sur cette drodte.

Du point A, comme centre, et d'un rayon suffisamment
grand, décrivez un arc qui conpe la ligne BD aux deux
points B et D ; marquez ensuite un point E égalentent dis-
tant des points B et D, et tirez AE qui sera la perpendicu-
laire demandée.

Car les deux points A et E sont chacun également dis-
tants des points B et D; donc la ligne AE est perpendicu-
laire sur le milieu de BD.
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PROBLEME IV,

Au point A de la ligne AB, faire un angle égal
Langle donné K.

Du sommet K, comme centre , et d’'un rayon a vplonté,
décrivez l'arc IL terminé aux deux cbtés de l'angle; du
point A, comme centre, et d'un rayon AB égal a KI, dé-
crivez l'arc indéfini BO; prenez ensuite un rayon égal a la
corde LI; du point B, comme centre, et de ce rayon, de-
crivez un arc qui coupe en D l'arc indéfini BO; tirez AD,
et I'angle DAB sera égal a I'angle donné K.

" Car les deux ares BD,LI, ont des rayons égauxet des cor-
des égales; donc ils sont égaux *; donc 1'angle BAD=IKL.

PROBLEME V.,
Diviser un angle ou un arc donné en deux parties
* doales. A

1° S'il faut diviser larc AB en deux parties égales, des
points A et B, comme centres, et avec un méme rayon,
décrivez deux ares qui se coupent en D; par le point D et
par le centre G tirez CD qui coupera I'arc AB ¢n deux par-
ties égales au point E. *

Car les deux points C et D sont chacun également dis-
tants des extrémités A et B de la corde AB; doncla ligne
CD est perpendiculaire sur le milieu de cette corde; donc
elle divise I'arc AB en deux parties égalesau point E ¥,

2° §8'il faut diviser en deux parties égales I'angle ACB,
on commencera par décrire di sommet C, comme centre,,
I'arc AB, et le reste comme il vient d'étre dit. Il est clair
quela ligne CD divisera en deux parties egalesl angle AGB.

Scolie. On peut;, par la méme construction, lelser cha-
cune des moitiés AE, EB, en deux parties égales; ainsi,

4.

fig. 79;

*he

fig, 74,



fig. 75.
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fig. 76.
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par des subdivisions successives, on divisera un angle on
un arc donné en quatre parties égales, ¢n huit, en seize,etc.

PROBLEME VI,

Par un point donné A, mener une paralléle a la
ligne donnée BC.

Du point A, comme centre, et d’'unrayon suffisamment
grand, décrivez I'arcind¢fini EQ; du pomnt E, comme cen-
tre, et du inéme rayon, décrivez l'arc AY, prenez ED=AT',
et tirez AD qui sera la parallele demandee.

Car en joignant AE, on voit que les angles alternes-in-
ternes AEF, EAD, sont égaux; donc les lignes AD,EF, sont
paralléles *.

Pour résoudre ce probléme, on emploie plus ordinaire-
ment Péquerre, '

L'équerre a la forme d’un triangle rectungle CDE 5 ou
applique 'hypoténuse sur la ligne CD, it laquelle 3l fant
mener une paralléle par le point A, et le coté CE conure
une régle fixe CM, puis on fuit glisser I'équerre le long de
la régle jusqu’a ce que 'hyporénuse passe par le point A
la droite AD' sera paralléle & CD ; car les angles correspon-
dants DCM, AC'M sont égaux.

PROBLEME VII.

Deuzx angles A et B Lun triangle étant donnés ,
trowver le trotsicine.,

Tirez la ligne indéfinie DEF, faites au point E langle
DEC= A, et I'angle CEH = B : l'ungle restant HEF sera
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le troisiéme angle requis ; car ces trois angles pris ensemble
valent deux angles droits.

PROBLEME VIII.

Etant donnés deux cotds B et C dun triangle et sg. 9.
langle A qu’tls comprennent , décrire le triangle.
" Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D Van--
gle EDF égal i l'angle donné A ;prenez ensuite DG=B8,
DH =C, et tirez GH; DGH sera le triangle demandé,

PROBLEME IX.

Etant donnés un c6té et deux angles d’un triangle ,
décrire le triangle. .o

Les deux angles donnés seront ou tous deux adjacents
au coté donné, oul'un adjacent, I'autre opposé : dans ce .
dernier cas, cherchez le troisiéme*, vous aurez ainsi les *prob.y.
deux angles adjacents. Gela posé, tirez la droite DE égale
au cdté donné, faites au point D I'angle EDE égal & I'un 6g. 58.
des anglesadjacents, et au point E I'angle DEG égal a I'au-
tre; les deux lignes DF, EG, se couperont en H, et DEH
sera le triangle requis.

PROBLEME X.

Les trois cdiés A, B, C, dun triangle élant donnés, sg. q9.
décrire le triangle. l
Tirez DE égal au co6té A ; du point E, comme centre,
et d’'un rayon égal au second c6té B, décrivez un arc; du
point D, comme centre, et d'un rayon égal au troisiéme c6té
C, décrivez un autre arc qui coupera le premier en F; tirez
DF, EF, et DEF sera le triangle requis.
Pour que le probléme soit possible, il faut que les cir-
conférences décrites des points D et F comme centres, se A
coupent; ce qui exige* que le c6té DE soit plus petit que *16,2."
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fig. 81.
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la somme des deux autres cotés, et plus grand que leur
différence.
PROBLEME XL

Ltant donnés deux cdtés A et B d’un triangle, avec
Langle C opposé au c6té B, décerire le triangle.

I1 y a deux cas : 1° si Fangle C est droit ou obtus, faites
I'angle EDF égal a I'angle C; prenez DE=A; du point E,
comme centre, et d'un rayon égal au coté donné B, décri-
vez un arc qui coupe en F la ligne DF; tirez EF, et DEF
scra le triangle demandé,

11 faut, dans ce premier cas , que le c6té Bsoit plus grand
fjué A, car I'angle C étant droit ou obtus, est le plus grand
des angles du triangle ; donc le cété opposé doit étre aussi
le plus grand.

# 2° Si l'angle C est aigu, et que B soit plus grand que A,
la'méme construction a toujours lieu, et DEF estle t1‘ia11gic
réquis. '

Mais si, I'angle C étant aigu , le c6té B est moindre que
A, alors I'arc décrit ducenire E avec le rayon EF=3, con-
pera‘le cbté DF en deux points I' et G, situés du méme
coté de D; donc il y aura deux triangles DEF, DEG, qui
satisferont également au probléme,

Scolie. Le probléme serait impossible dans tous les cas,

. st le cOté B érait plus petit que la perpendiculaire ubaissée

.

de E sur la ligne DF.

oLt »

PROBLEME XII.

.. Les ¢deés adjacents A ét.B d'un parallélogramme

dlant donnés avec langle C qu'ils comprennent, dé-
crire le parallélogramnme.

_ Tirez la ligne DE=A, faitesan point D I'angle FDE=C,
prenez DF=B; décrivez deux arcs, 'un du point F comme
centre, et d'un rayon FG=DE; l'autre dupoint E comme
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centre, et d'un raj'on EG=DF: au point, G, ou ces deux
arcs se coupent, tirez FG, EG; et DEGF sera le parallélo-
granime demandé, -

Car, par construction,les cotés opposés sont égaux, donc
la figure décrite est un parallélogramme *, et ce parallélo-
‘gramme est formé avec les c6tés donnés et T'angle douné.

Corollaire. Si T'angle donné est droit, la figure sera un
rectangle; si, de plus, les cOtés sont égaux, ce sera un carré.

PROBLEME XIII.

Trouver le centre d’un cercle ou d’'un arc donné,
- ’ ! . . . ] 5 .
Prenez a volonté dans la circonférence ou dans l'arc trois
points A, B, C; joignez ou imaginez qu'on joigne AB et
BC, divisez ces deux lignes en deux parties égales parles
perpendiculaires DE, ¥G; le point O, ol ces perpendicu-
laires se réncontrent, sera le centre cherché.
Scolie. La méme construction sert i faire passer une cir-
- conférence par les trois points donnés A, B, C, et aussi a
décrire une circonférence dans laquelle le trmngle donné
ABC soit inscrit.

PRCBLEME xiv.

Par un ])omf donné mener une tangmtp @ un CPI'C/P
donné. _

Sile point donné'A est surla circonférence, tirez lerayon
CA, et menez AD perpendiculaire a CA; AD sera la tan-
gente demandée *.

St le point A est hors du cercle, joignez le point A etle
centre par la ligne droite CA ; divisez CA en deux égale-~
ment au point O;du point O, comme centre, et du rayon
OC, décrivez une circonférence qui coupera la circonfé-
rence donnée au point B; tirez AB, et AD sera la tangente
demandée.

34 , L

fig. 84,

fig. 85,

*g, 9%
fig. 86.
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Car en menant CB, l'angle CBA, inscrit dans le demi-
cercle, est un angle droit*; donc AB est perpendiculaire &
extrémité du rayon CB, donc elle est tangente.

Scolie. Le point A étant hors du cercle, on voit qu'il
y a toujours deux tangentes égales AB, AD, qui passent par
le point A : elles sont égales, car les triangles rectangles
CBA, CDA ont I'hypoténuse CA commune, et le coté
CB=CDjdonc ils sont égaux*; doncAD=—AB, et en méme"

] . GEOMETRIE.

' temps langle CAD=CAB.

fig. 87.

PROBLEME XV,

Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC.

Menez les bissectrices AQ,BO des angles A et B, cesdroi-
tes se couperont en un point O, qui sera également distant
des trois cotés AB, AC, BC.

Si donc dece point on abaisse les perpendiculaires OD
OF, OE sur les c6tés du triangle, ces perpendiculaires se-
ront égales, et la circonférence décrite du pointO comme
centre avec OD comme rayon sera tangenteaux trois cotés.

Remarque I, Le point O étant également distant des ci-
tés BC, AC, appartient  la bissectrice del'angle C; donc les
trois bissectrices des angles d’un triangle concourent en un

.méme point.

IT.Si on méne les bissectrices des deux angles extérieurs
MBC, BCN, leur point de concours O’ sera le centre d’un
cercle tangent au c6té BC et aux prolongements des denx
autres.
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On trouvera de la méme maniére les centres 0”;0" des
deux autres circonférences tangentes a un des cotés du
triangle et anx prolongements des deux autres.

1y a donc en général quatre circonférences tangentes &
trois droites données.

PROBLEME XVI.

Sur une drotte donnée AB, décrire un_segment
capable de langle donné C, ¢est-G-ire, un segment
tel que tous les angles quiy sont inscrits sotent égaux
& Pangle donné C.

Prolongez AB vers D, faites au point B langleDBE=C,
tirez BO perpendiculaire & BE, et GO perpendiculaire sur
le milieu de AB; du point de rencontre O, comme centre,
ct du rayon OB, décrivez un cercle, le segment demandé
sera AMB. .

Car puisque BF est perpendiculaireal'extrémité durayon
OB, BF est une tangente, et l'angle ABF a pour niesurela

. moitié de I'arc AKB* ; d’aillenrs I'angle AMB, comme an-
gleinscrit, a aussi pour wesure la moitié de I'arc AKB;donc
Fangle AMB—=ABF—EBD=C; donc tous les angles
"inscrits dansle segment AMB sont égaux a 'angle donné C-

Scolie. SiTangle donné - était droit, le seginent cherché
serait le demi-cercle décrit sur le diamétre AB.

PROBLEME XVII.

Construire une tangente commune & dewx circonfé-

rences. )

1° Supposonsleproblémerésolu, et soit AA"une tangente
commune extérieure aux deux circonférences. Menons les
rayons CA,C’A’ aux points de contact, et la droite C'B paral-
lelea AA’.Les rayons CA,C' A’étant perpendiculaires surAA’,
serontaussi perpendicnlairessur la droite C'B; cette derniére
ligne sera donc tangente & une circonférence décrite du

fig..88.
et 8qg.

* a0, 3,
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point Bcomme centre, avec un rayon CB égal a CA—-C'A'.

& A

:

A

D

On déduit de 1a la construction suivante: décrivez une
circonférence du point C comme centre,avecun rayon égal
24 CA—C'A’, et menez par le point €' une tangente a cette
circonférence. Connaissant le point B, on tirera la ligne
CBA, on ménera C'A’ paralléle 4 CA, et on joindra AA'.

La construction fait voir qu’il ya denx solutions-du pro-
bléme, puisque par le point C’ on peut mener deux tangen-
tes a la circonférence CB, et que le probléme n’est possible
quautant que on a CC’'2CA—C'A’; ou, en d’autres ter-
mes, qu'autant queles circonférences ne sont pas intérienres
I'unea lautre. v

2° Proposons-nous de mener Une tangente commune
intérieure aux deux circonférences dont les rayons sont
CA et C'M; et soit A M la ligne cherchée; menons les
rayons CA, C'M’ aux points de contact, et la droite C'B
paralléle & AM'. La droite AM’ étant perpendicnlaire sur
les rayons CA, C'M’, C'B sera perpendiculaive sur les mé-
mes droites; elle sera donc tangente A une circonférence
décrite du point C comme centre avec un rayon CB égal
aCA + AB, on CA 4 C'M.

Pour résoudre le probléme, on décrira donc une cir-
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conférence ayant son centre en G, et dont lé rayon soit la .
somme des rayons des deux circonférences données; on
ménera par le point C' une tangente C'B i"cette circonfé-
rence, et le reste de la construction s’achévera comme dahs
le cas précédent.
Ce probléme a aussi deux solutions; et il n’est possible
quautant qu’on a CC' Z CA -+ C'M, c’est-a-dire que les cir-
conférences sont extérieures, ou tangentes eéxtérieurement.

PROBLEME XVIII,

Trouver la plus grande commune mesure de deux
lignes droites AB et CD, et leur rapport numdrique.

L - X N
1

A 1 B
e .

¢ E b

La plus grande commune mesure des deux lignes ne
sanrait surpasser la plus petite CD; mais elle serait é€gale a
CD, si cette ligne était contenue exactement dans la plus
rrr.mde AB.

Portons donc CD sur AB, et supposons qu'on.ait AB—
20D 4-1B; je dis que la plus grande commune mesure
entre ABet CD estla méme que celle desdeux lignesCD et IB.

En effet, toute commune mesure de AB et de CD, divi-
sant CD, divisera ausst Al;et divisant AB, elle sera con-
tenue exactement dans le reste IB;.ce sera donc une com-
mune mesure de CD et IB, - N

Récipl‘quenient toute commtune mesiité de CD ét de
IB sera contenue exactement dans Al et dans IB, et par
suite dans AB; ce sera donc une comnmune mesure de AB
et de CD. ,

Ainsi, toutes les communes mesures de AB et de CD
sont les inémes que celles de CD et de IB; la'plus gxande
commune mesure est donc la méme.
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Portons IB sur CD, et supposons qu’on ait CD =—IB
-+ KD: on prouvera, comme précédemment, que la plus
grande commune mesure entre CD et IB est la méme
qu'entre IB et KD.

Portons encore KD sur IB, et supposons qu'on ait
IB=2KD; KD sera Ia plus grande commune mesure des
deux lignes AB et CD.

On déduit d'ailleurs des égalités ci-dessus : )

CD=3.KD
et AB=8.KD;

donc le rapport des deux lignes AB et CD est £

Remarque. Nous avons supposé ci-dessus qu’on arrivait
dans cette séiie d’opérations a un reste égal a zéro. Nous
allons prouver qu'il en est toujours ainsi, quand les deux
lignes ont une commune mesure ; et que, dans le cas ol
elles sont incommeunsurables , on arrive 4 des restes plus
petits que toute grandeur assignable,

En effet, soicnt A, B, les denx lignes sur lesquelles on
opére;r, r,r, r, ry... les restes successifs; ¢, ¢, ¢, ¢, ...
lgs quotients, on aura les égalités :

A=Bg, +r
B=rgq,+r
rn=r,q; “+r,
rn=ryq, +7r,

Or, r, est plus petit que A car, s1 B n’'est contenu
’ P p q 2 )
) . A
qu'une fois dans A, B sera plus grand que o le reste

. . A . .
sera (IOnC ]LIS etit que — ; et s1 B est contenu 11151eurs
plus petit que =; P

fois dans A, cela aura lien & plus forte raison. On aurait
de méme : '
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- <2 dot r< A
2 h
r;< 12—3 doun r< g
r ) o A
rn<y d’ou RIS
et ainsi de suite.

On voit donc que si I'opération se prolongeait indéfini~
ment, on arriverait a des restes aussi petits qu’on voudrait;
et par conséquent, s'il y a une commune mesure, on ar-
rivera 4 un reste nul; autrenient on tomberait sur des
restes plus petits que la commune mesure , ce qui est évi-
demment absurde d'aprés la théorie précédente.

Dans le cas ot les lignes sont inconimensurables, on
pourra, aprés un certain nombre d’opérations , négliger le
devnier reste; le reste préceédent servira alors de contmune
mesure, et conduira a une valeur approchée du rapport.

PROBLEME XIX.

Deux angles A et B étant donnés , trouver leur com-
mune mesure, s'ils en ont une, et de la leur rapport
en nombres.

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD, EF, ui
servent de mesure & ces angles; procédez ensuite pour la
comparaison des arcs CD, EF, conme dans le probleme
précédent; car un arc peut étre porté sur un arc de méme

figg. 1.

rayon, comme une ligne droite sur une ligne droite. Vous -

parviendrez ainsi & la comniune mesure des arcs CD, EF,
s'lls en ont une, et a leur rapport en nombres. Ce rapport
sera le méme que celui des angles donnés *; et si DO est
la conmune 1esure des arcs, DAO sera celle des angles.

8

Si les deux arcs étaient incommensurables, les angles le -

seraient également, et on n'obtiendrait qu'une valeur ap-
prochée de leur rapport.

e G e
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LIVRE III.

MESURE DES POLYGONES: — SIMILITUDE.
a

<

————

DEFINITIONS.

I. L'aire d'une figurc est le rapport de son étendue i
celle de I'unité de surface *, ‘

II. Deux figures équivalentes sont celles qui ont la-
ménie aire, ‘ ’

Deux figures peuvent étre équivalentes, quoique tres-
dissemblables : par exemple, un cercle peut étre équiva-
lent a un carré, un triangle 4 un rectangle, etc.

La dénomination de figures égales sera conservée i
celles qui, étant appliquées I'une sur I'autre, coincident
dans tous leurs points : tels sont deux cercles dont lus
rayons sont €gaux, deux triangles dont les trois cotcs
sont égaux chacun a chacun, etc. _

IIL. La hauteur d’un parallélogramme est la perpendicu-
laire EF qui mesure la distance des deux cotés .opposds
AB, CD, pris pour bases.

IV. La hauteur Q'un triangle est la perpendiculaire AD
abaissée du sommet d’'un angle A surle cbté opposé BC
pris pour base. )

V. La Aauteur du trapéze est la perpendiculaire EI
menée entre ses deux cotés paralléles AB, CD.

N. B, Pour linlclligcnce de ce livre ct des suivants, il faul avoir présente
la théoric des proporlions, pour laquellc nous renvoyons aux trailés ordiuaires
darithmétique et d’algébre, Nous ferons sculement une obscrvalion, qui est

(*) On confond souvent , dans le disconrs, Iaire ot la surface d'une figure.
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iréssimpovtante pour fixer le vrai sens des propositions , et dissiper toute obscu-
rité, soit dans I'énoncé, soit dans les démonstrations, .

Siona la proportion A : B:: C: D, oun sait que le produit des extrémes AXD
est ¢gal au produit des moyens BXC, 4

Cette vérité cst incontestable pour les nombres ; elle I'est aussi pour des gran.

- deurs queleconques , pourvu qu'clles s'expriment ou gu’on les imagine exprimées
cu nombres; et ¢est ce qu'on peut toujours supposer : par exemple,si A, B,
C, D, sout des ligncs, on peut imaginer qu'uve' de ces quatre lignes, ou uue
cinquieéme, si Pon véut, serve i toules de commune mesure et soil prise pour
uuité 3 alors A, B, C, D, représentent chacune un certain nombre d'unités, en-
ticr ou rompu; commensurable ou incommensurable y et la proporlion calire les
lignes A, B, C, D, devient une proportion de nombres.

Le produit des ligues A et D, qu’on appelle aussi leur rectangle , n’cst done
aulre chosc que le uombre d’unilés linéaires coulenuces-dans A, multiplié par le
nombre d'unilés linéaires contenues dans B; et on concoit facilemeut que ce
produit peut et doit éire égal i cclui qui résulle semblablement des ligues B e1 C.

Les grandeurs A et B peuvent éire d’nnc espéce, par exemple, des lignes,
¢t les grandeurs C ct D d’une autre espéce, dés surfaces; alors il faul tonjours
regarder ces grandeurs comme des nombres: A et B s'exprimeron! en unités
linéaires, C et D en unilés superficiclles, et le prodult A XD sera un nombre
comme le produit B X C.

En géuéral,, dans toutes les opérations qu'ou fera sur les proporhuns il faut
loujours rc"’m‘der les lermes de ces proportlous come aulant.de uomhres, cha-
cuu de I'espiee qui lui convient, el on n’aura sucuné peine 3 concevoir ces opé:
ralions ct les conséquences qui cu résultent, .

PROPOSITION PREMIERE.

THEOREME,

Les /)arallélog/'amme.s: qui ont des bases égales et
des hauteurs égales , sont- équivalents.

Soit AB la base commune des deux parallélogramumes
ABCD, ABEF, puisqu’ils sont supposés avoir la méme hau-
teur, les bases supérieures DG, FE, seront situées sur une
méme ligne parallele 2 AB. Or.on a par la nature des pa-
rallélogrammes AD =BG, et AF =BE; par la méme rai-
son on a DC= AB, et FE = AB; donc DC=FE; donc,
retranchant DC et FE de la méme ligne DE, les restes CE
¢t DF seront égaux.

Il suit de 1 que les triangles DAF, CBE, sont équilaté-
raux entre eux, et par conséquent égaux.

fig.

o

g6
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Mais si du quadrilatére ABED on retranche le triangle
ADF, il reste le parallélogramme ABEF; et si du ménie
quadrilatére ABED on retranche le triangle CBE, il reste
le parallélograinme ABCD;donc les deux parallélogrammes
ABCD, ABEF, qui ont méme base etméme hauteur, sont
équivalents.

Corollaire. Tout parallélogramme ABCD est équivalent
au rectangle ABEF de méme base et de méme hauteur,

PROPOSITION II.
THEOREME,

Tout triungle ABC est la moitié du parallélo-

grainme ABCD qui a méme base et méme hauteur,

Car les triangles ABC, ACD, sont égaux *

Corollaire I. Donc un triangle ABGC est.la nioitié dun
rectangle BCEF qui a méme buase BC et méme hauteur
AOj car le rectangle BCEF est équivalent au parallélo-
gramme ABCD. ‘

IL. Tous les triangles qui ont des bases égales et des
hauteurs égales, sont équivalents.

PROPOSITION 1II.
THEOREME.

Dewx rectungles de inéme hauteur sont entre eu
comume leurs baam‘

Soient ABCD, AEFD, deux rectangles qui ont pour litu-
teur commune AD;je dxs qu’ils sont entre eux conune
leurs bases AB, AE.

Supposons d’abord que les bases AB, AE, soient com-
mensurables entre elles, et qu'elles soient, par exemple,
comnte les nombres 7 .et 4 : si on divise AB ¢n 7 purties
égales, AE contiendra 4 de ces parties; élevez & chaque
point de division une perpendiculaire a la base, vous for-
merez ainsi sept rectangles partiels qai seront égaux entre
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eux, puisquils auront méme base et méme hauteur. Le
rectangle ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis
que AEFD en contiendra quatre;'donc le rectangle ABCD
est au rectangle AEFD comine 7 est a 4, ou comme AB
est A AE. Le méme raisonnement peut étre appliqué a tout
autre rapport que celui de 7 a 4; donc, quel que soit ce
rapport, pourvu qir'il soit commensurable, on anra :

ABCD : AEFD:: AB: AE.

Si les bases AB, AE, étalent incommensurables, on
prouverait par le raisonnement déja eniployé (liv. 2, prop.
18), que la proposition a encore lieu.

PROPOSITION IV,

THEOREME.

Deuzx rectangles sont entre eux conune les produits
des bases par les hauteurs.

Soient R, r, les surfaces des deux rectangles: B, H, les
deux dimensions du premier; 4, 2, les deux dimensions du
second.

Imaginons un troisiéme rectangle R’ qui ait méne base
B que le prentier, et méme hauteur % que le second.

On aura en vertu du théoréme précédent :

’ R:R':H:A
R':r::B:é.
. Multipliant ces proportions terme i terme, et divisant
les deux termes du premier rapport par R, on a:
(1) Rir::BxH:b XA,

Mesure du rectangle. Mesurer un rectangle R, cest
trouver son rapport i un certain rectangle r qui serait
pris powr unité.

On voit par le théoréme précédent qu'on obtiendrait ce
rapport en cherchant combien de fois les lignes B, H, 5, %, .
contiennent une méme unité, et en divisant le produit des

5
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deux premiers nombres par le produit des deux derniers:

Soient B=6"*, H =4, 6—3'“" k= o™, :
64
3%
4 fois le rectangle pris. pour unité. S o

On prend ordinairement pour unité de smfacu le carré
qui a pour c6té 'unité de longueur; alors les nombres
qui représentent b et & se réduisant i l'unité, la propor-
tion (1) devient :

On aura’ 5—— =4. Amsn le rectangle R contient

R.r..BxH:1.

On voit donc que le rapport d'un rectangle au carré
construit sur l'unité de longueur, est égal au produit des
nombres qui représentent combien de fois labase et la hau-
teur contiennent cette unité linéaire; et c'est ce qu'on
exprime d'une maniére abrégée, en disant qu'un rectan-
gle a pour. mesure le produit de sa base par sa hauteur.

Sotent B=—=13",53, H=12",25. :

La surface du rectangle sera 7 ™ S .g405 1 ou

7m. e 94;lécim. c, 25centim. <,

PROPOSITION V.,
- TH"I:IORI'ZI\IE.

Laire dun parallélogranime quelconque est égale
au /)1'0cluzl de sa base par sa hauteur.

Car le pal'allclogmmme ABCD est equwalcnt au rectan-
gle ABEF, qui a méme base AB et méme hauteur BE;
celui-ci a pour mesure AB'x BE ; donc AB X BE est cgdl
a I'aire du parallélogramme ABCD.

Corollaire. Les parullél'ogrnmmes de méme base sont
entre eux comme leurs hauteurs, et les parallélogrammes
de méme lmuteur sont entre eux comme leurs bases; car
A,B, C, étant trois- gldndcms quclconquns on a ocnc-
mlemcntAXC BxC:i:A:B. - A
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PROPOSITION 12 PRI R S

' _' THEOREME- " ‘ | i(,}

Laire.d'un manglp est: evalp au pmdtul (le S bau)
par la moitié de sa hautmn. fooel L el

- Carle trlangle ABC est la moitié du. pmallclooramme
ABCE, qui a méme base BC et méme hautecur AD : or,
la surface du.parallélogrammé —=BCx AD *; douc cellc du
triangle =1 BC x AD, ou BCx 4 AD.

Coro]lane. Déux trmngles de méme llauteur sont entre
eux comme leurs bases, et deux triangles de méme base
sont entre eux comme leurs hauteurs.

PROPOSITION VIL

THEOREME.

Laire du trapéze ABCD est dgale ¢sa hauteur EF
multiplice par la demi-sommne de.r bases paralléles,
AB, CD. . . .

Par le pomtI milieu du coté CB, menez KL’ pnmllele
au coté opposé AD, et prolongez DC j Jusqu'a la rencorme
de KL.

Dans les triangles IBL, ICK, ona le coté IB=="1¢ par
construction, langle LIB_CIK et 'angle IBL =ICF,
puisqne CK et BL sont para]lcles ;.donc ces tr mngles sont *
égaux *; donc le tmpeze ABCD est équivalent an parallélo-
gmmme ADKL, et 1] a pour mesure, EFX AL.

Mais on a AL DK, et puisque le tr mngle iDL est
égal au triangle KCI, le c6té BL=CK; donc AB+ CD
= AL+DK =2 AL et ainsi AL est la demi- somme d(.s

bases AB, CD; donc enﬁn laue du tfapeze ABCD estégule
a Ialmutem EF mulnphee par la demi-somme des bases AB,

CD, ce qui §’exprime ainsi: ABCD=EF x (AB—:CD>
5.

fig, 104.

» fig. 105.
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Scolie. St par le point I, milieu de BG, on méne IH,
paralléle a la base AB, le point H sera aussi le niilieu
de AD, car la figure AHIL est un parallélogramme, ains
que DHIK, puisqne les c6tés opposés sont paralléles : on
a donc.AH =IL et DH=IK; or, IL =1IK, puisque lcs
triangles BIL, CIK, sont égaux; donc AH=DH.

. i . AB~+CD

On peut remarquer que la ligne HI:AL=_;*:_.;
donc T'aire du trapéze peut s’exprimer aussi par EF x HI :
elle est donc égale a la hauteur du trapéze multipliée pav
la ligne qui joint les nilieux des cOtés non paralléles.

PROPOSITION VIIL

TIHEOREME.

St une ligne AC est divisée en deux: parties AB, BC,
le carré fuit sur la ligne enticre AC contiendra le
carré fait sur une partie AB , plus le carré ;/2/1./.‘ sur
Lautre partie BC, plus deux fois le rectangle compris
sous les deux parties AB, BC, ce qi'on exprime ainse :

AC o (AB+ BC)=AB+BC4+ 2 AB x BC.

Construisez le carré ACDE, prenez AT —=ADB, menez
IFG parallele a AG, et BH parall¢le & AE.

Le carré ABCD est divisé en quatre parties : la pre-
wiére ABIF est le carvé fait sur AB, puisqu’on a pris
AT’ —AB : la seconde IGDH est le carré fait sur BC; car
puisqu’on a AC==AE, et AB=AF, la difféirence AC—AD
est égale a la différence AE — AF, ce qui donne BC=EF;
mais & cause des paralléles IG=BC, et DG = EF, donc
HIGD est égal au carré fait sur BC. Ces deux parties
étant retranchées du carré total, il reste les deux rectan-
gles BCGI, EFIH, qui ont chacun pour mesnre AB x BC,
donc le carré fait sur AGC, etc,

Scolie. Solent a et b les nombres qui représentent les
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deux parties de la ligne AC; la multiplication algébrique
donne I'égalité : ‘

(a+ b)’;a’+b’ ~+ 2ab;
et en -supposant conuue la mesure du rectangle, cette
dgalité donne une seconde déinonstration du théoréme ci-
dessus,

Une observation aemblablc doit étre faite sur les deux
théorémes suivants.

PROPOSITION IX.

THEOREME.
Si la ligne AG est la différence des deux lignes fig. 107.
AB, BC, le carré fait sur AC contiendra le carré
de AB, plus le carré de BC, moins deux: fois le rec-
tangle fait sur AB et BC; cest-a-dire quon aura
AC'ou (AB—BC) =AB~+BC—2 AB x BC.

Constrnisez le carré ABIF, prenez AE — AC, menez
CG paralléle a BI, HK paralléle 2 AB, et achevez le carré
EFKL.

Les deux rectangles CBIG, GLKD, ont chacun pour me-
sure AB X BC: si on les retranche de la figure entiére
ABILKEA, qui a pour valeur E+l¥é,, il est clair qu’il
restera le carré ACDE; done, etc.

Scolie. Cette proposition se déduit encore de la for-
mule algebrlque

(a—b)*=a®+ b — 2ab.

PROPOSITION X.

THEOREME.

Le rectangle fait sur lo somme (’l la (lzfﬁw’ncr (l()

fig.108,
cl(’utlzonm AB BC, estdégala Zadzf/emncv des carréds de
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ces /1gm’.s‘ s ainsi.ona (AB+ BGC) x (AD - BC)_.‘
AB—BC.

Construisez sur .AB et -AC les carrés ABIF, ACDE;
prolongez AB ,dung quantité BK=BC, et achevez. le rec-
tangle AKLE. ..., . :

La base AK du rectangle est Ia somme des dexm lignés
AB,BC,isa hauteur AE est.la difféerence de ces mémes li-
gnes; donc lerectangle AKLE —(AB +BC) x (AB—BC).
Mais ce méme rectangle est composé des deux parties
ABHE + BHLK ; et la partie BHLK est égale au rectangle
EDGF, car BH=DE et BK ==EF; donc AKLE —ABHE
+ EDGF. Ol, ces deux’parties forinent le carré ABIF

. moms le carre DHIG, qm est le carré fait sur BC; donc

eifin’ (AB+ BC) X (AB——-.BC)__AB BC
~:Scolie’ Gette- proposmon se déduit encore de la formule
algébrigque’

LA L W ("_\(’) (a+6)=a _ba' '
PROPOSITION XI.

M . N . LN
' { THEOREME

+

L(’ carré fait sur /’h)fpolenu&e d’un manglp rectangle
et cgal ‘@ la .fomm() (lp.r car;és fazl.r sur les (/()m
Gathes eotds. T

Soit'ABC un triangle rectangle en A ': ayant formé des
carrés sur les trois cotés, abaissez de l'angle droit sur
lhypdtenuSe la perpendiculaire AD que vous prolongel ez
jusqu’en E; tirez ensuite les diagonales AF, CH.

L'angle ABF est.composé de Yangle ABC, plus l'angle
droit CBF : 'angle CBH est composé du méme angle ABC
plus l'angle droit ABH; donc lI'angle ABF —HBC. Mais
AB = BH comme cétés d’'un méme carré, et BF — BC
par la méme raison; donc les triangles ABT HBC, ont un
angle . cg'il COll)pl‘lS entre cotés egaux dont¢ ils sont

3

‘égaux ¥, N Y
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:Le triangle ABF est la. mo1tié.du réc_:mngle BDEF (ou

pour abréger BE) qui a méme base BF et méme hautcur
BD *. Le triangle HBC est’ paréillement la moitié du carré *

AH ; car 'angle BAC étant droit ainst gque BAL, AC et AL
ne font . qu'une méme, ligne droite.paralléle a HB; donc le
triangle HBC et le carré AH, qui ont la base.commune

BH, ont aussi la hauteur commune AB; donc le trlangle
est la moitié du carré. - PR o

.On a déja prouvé que le triangle ABF est. ega] au trian-
gle HBC; donc le rectangle BDEF, double du triangle
ABF, est équivalént au carté. AH,: double 'du triangle
HBC. On démontrera de méme que le rectangle CDEG -est
équivalent au carré AI; mais les deux rectangles BDEF,
CDEG, pris ensemble, font le-carré. BCGI; donc le carré
BCGF, fait sur Thypoténuse, est égal & la somme des
carrés ABHL, ACIK, ﬁuts sur- les deiix autres cotes -ou,
en d’autres termes, BC= AB+ AC.. ERSTRRS

Seconde demonstmlwn Aprés avoir construit des carrés
sur les trois cotés, faites 'angle: KHI "égal a BCA | prenez

HI=CA, et joignez le pomt Iau pomt K ;e trnngle HIK
séra egal Y BAC : .

1

et T, B ' . I

Joignez encore le point A au p"oi:ﬁt I, 1€ point F ai point

pr. 2
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E, ct tirezla ligne GA, qui prolongée, i)assera par le point
D. .

" Les quatre quadrilatéres GRCD, GFED , ABHI, ACKI,
SONt égaux.

Pour démontrer Tégalité des deux premiers, faites tour-
uer la figure GFED autour de GD; cette ligne étant la
bissectrice des angles droits G et D, les c6tés GF, DE vien-
dront sappliquer sur GB et DG, et FE tombera sur BC.

Si I'on veut prouver que GBCD est égal 4 ABHI, on
placera BG sur son égal AB; i cause de I'égalité des angles
GBC, ABH, le c6té BC prendra la direction BH, et le point
C tombera en H; enfin, a cause de I'égalité des angles BHI,
BCD, CO sappliquera sur son égal HI. -

On prouverait de la méme maniere que GBCD est égal
a ACKL

Les quatre quadrilatéres étant égaux, la figure GBCDEF
est équivalente a ABHIKG; et en retranchant d'une part
les triangles égaux FAE, ABC, et de Tautre les triangles
ABC, HIK, on conclut que la somme des carrés ABGF,
ACDE, est égale au carré BCKH.

Corollaire 1. Donc le carré dun des cotés de I'angle
droit est égal au carré de I'hypoténuse , moins le carré de
I'autre coté, ce qu'on exprime ainsi : AB'=BC— AC.

Il. Soit ABCD un carré, AG sa diagonale ; le trian-
gle ABC étant rectangle et isoscéle, on aura AC =

AB4-BC==2 E'; donc le carré fait surla diagonale AC
est double du carré fat‘t sur le cote AB.

Pulsque AC:AB::2 : 1 , On a, en extrayant la racine
carrée, AC: AB: \/2 1; donc la diagonale d’un carré
est zncommensurable avec son colé.

HI. On a démontré quele carré AH est équivalent an
rectangle BDEF ; or, a cause de la hauteur commune
. BF, ]e carré BCGF est au rectangle BDEF comme la
base BC est a la base BD ; donc,
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"BC:AB":: BC: BD. _
Donc le carré de kypoténuse est au carré dun des cités de
Uangle droit comme hypoténuse est au segment adjacent &
ce coté. On appelle ici segment la partie de I'hypoténuse
déterininée par la perpendiculaire abaissée de Tangle
droit; ainsi BD est le segment adjacent au coté AB, et
DC est le segment adjacent au coté AC. On aurait sem-
blablement :

"BC': AG:: BC: CD.

IV. Les rectangles BDEF, DCGE, ayant aussi la

méme hauteur, sont entre eux comme leurs bases BD,

CD. Or, ces rectangles sont équivalents aux carrés AB,

KE,‘ donc, )

AB: AC :: BD : DC.
Donc les carrés des deux cotés de Uangle droit sont entre
eux comme les segments de [hkypoténuse adjacents a ces
colés.

DEFINITION.

B

F

i
a

¢ _ ' A

On appelle projection d'une droite AB sur une autre cD

la portion ab comprise entre les pieds des perpendiculaires
abaissées des points A et B sur la droite CD.

PROPOSITION XII.

THEOREME,

Dans tout triangle, le carré dun coté opposé a un
angle aigu, est égal & la somme des carrds des dewx:
autres moins deux fois le rectungle de Lun de ces
cdtis par la projection: du second sur le premier.
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Soit C un angle aigu dans le triangle ABC; abaissons

AD perpcndxculmre sur BC ]c dlS q on anra : 1

KR TAB= AC+BG—-2BC GD

Il“&”a deux cas’t 1° St la perpendu,u]'ure tombe au

1edans du trlangle ABC on 'mr.x BD _BC—CD et

- pau consequent BD =BC - CD — 2 BC. CD AJou—

tant de part et d’autre AD, et observant que les triangles
rectangles ABD, ADC, donnent AD 4 BD=AB et AD
+FC.=E; on aura AB="-BC 4-'AC — 2 BC X ch.
12° §i la perpendiculaire ‘AD toinbe "hors du triangle

. ABC, on aura BED=CD —BC, et pa.r conséquent * —B—E’—

CD+BC—2 CD X BC. AJoutant de part et d'autre AD
on en conclura de ménie:-

AB=BC4+AC— 5BC x CD.

PROPOSITION XIIL

THEOREME,

Dans tout triangle obtusangle, le carré du cdté op-
posé & langle obtus , est égal a la somme des carrés
des deux autres, plus deux fois le rectangle de l'un
de ces-cdtés par la pmjpctmn du spcond sur le pre-
mier.

Soit AB le c6té opposé a langle obtus C du trlang]e
ABC, menons AD perpendiculaire_sur BC, je dis qu'on
aura :

AB="AC + BC+ 2 BC x CD.
La perpendiculaire ne peut pas tomber au dédans du
triangle ; car si elle tombait, par exemple, en E, le triangle

ACE aurait 2 la fois I'angle droit-E et I'angle obtus C, ce
qui est impossible; donc elle tombe au dehors ,et on a
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BD = BC 4-CD. De Ia résnlte * BD — BC -I-TI.D + 2 BC *s.
x CD. Ajoutant de part et d’autre m’et faisant les réduc-
tions comme dans le théoréme précédent, on en conclura
AB=BC+ AC + 2 BC x CD.
Scolie. Le trlangle rectangle est le seul dans ]eque] la
somme des carrés de denx cdtés soit égale au carré dn
troisiéme; car si lang]e compris par ces' cotés est algu,

la somme dé leurs carrés. sera plus grande que'le carrédu
coté opposé ; s'il est obtus,'elle sera momdre. P

PROPOSITION XIV

THEOREMB )

Dans un triangle qu‘()lconqae ‘ABC . si on meéne du
sommet aw mz/wu de la base la ligne. AE:, je-.dis sg, (1a.
qu ‘on aura AB+AC_- 2AE+2BE s

Abaissez la perpendlcu]alre AD sur la base B, le trian-
gle AEC donnera par le theoreme XI ¢ :

et

AC= AE+EC—-2EC><ED

AT
Le tnang]e ABE donnera par le theoreme xur -,

"AB'—=AE + EB + 2EB x ED.
Dong; en ajoutant et observant que EB=EC, oridtura :
AB - AC—2 AR 42 EB.

PROPOSITION XV.

‘- smbodByE.

Pans toqt_.guadrz'lqt'ém,la somme des..carrés des
quatre cotés est égale.a-la somme des.carrés-des dia-
gonales, plus quatre /oz.r le carré .de la ligne qlu jotnt
lmm milicur.

Soient AC, BD, les: dlagona]es du quadnlatere ABCD
O et G leurs milieux; tirons les.lignes BO, DO, OG.
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On a d'aprés le theoreme precedent :
Dans le triangle ABC, “AB -+ BC=2 BO~+ 2 AO.
Dans le triangle ADC, AD -+ DC=2 DO+ 2 AO.
Ajoutant, on a:

AB4+BC-+AD 4 DC=2 (BO +DO) + 4 AO.
Or, daus le triangle BOD, on a :
§6.+ —I‘)—6= 2—I¥§l+ 2 O_Crl
~ Donc A_B.-l'—_ﬁ_(—]. —17-74_1:). +T)—C. == 4§§'+ 40_G’+4-A_O','
et comme AC= /;A_Ol BD= 4 -ﬁ—(),. '
on a enfin
AB'4-BC + AD + DC = 4 OG + BD +AC.
Corollaire. Si le quadrilatére était un parallelogram me

la droite GO serait nulle ; donc dans tout parallélogramme

la somme des carrés des quatre cotés est egale a la somme
des carrés des diagonales, '

La réciproque de ce dernier théoréme est vraie.

Des lignes proportionnelles et de la similitude.

- PROPOSITION XVIL

THEOREME,

Toute paralléle & Unn des cotés dun triangle divise
les deux autres cotés en parties ])r()/)()ru'on,nell(:.f'.

Soit DE paralléle i la base BC du triangle ABC, et snp-
posons d'abord que les lignes AD, DB, aient une commune

mesure qui soit contenue 3 fois dans AD et 2 f01s dans
DB,ona: AD:DB::3:2.
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Par les points de division de AB, menons des paral-
leles 4 BC, et par les points m, n,E, p, des paralléles a AB.
Tous les triangles Agm, mrn, etc., sont égaux comnie
ayant un c6té égal-adjacent & deux angles égaux. En effet,
si I'on compare les deux triangles mrn, nsE, par exehlple,
on voit que les angles mrn, nsE sont égaux comme ayant
leurs cbtés paralléles; de méme rmn, snE, sont égaux comne
correspondants; enfin les cotés mr, ns, sont égaux entre
eux,comme étant respectivement €ganx aux droites g, D/,
L'égalité de ces triangles prouve que Am=—mn=nk—
"Ep=pC; or, AE renferme 3 de ces parties, et TL en
contient deux; donc AE: EC :: 3:a. L
On conclut de la AD: DB:: AE : EC. ‘
Siles lignes AD et DB n’avaient pas de commune niesure,
on ferait voir comme il a été indiqué (liv. 2, pr. 18), ¢qne
leur rapport serait toujours égal a.celui des lignes AE, EC. »
Corollaire 1. De la résulte componendo :  :~ .
AD:AD -+ DB:: AE: AE+4 AC ou AD:AB:: AE:AC
et aussi .
AD+DB:DB:: AE4+EC:EC ou AB:DB:: AC: EC.
II. Les segments des deux droites  AB, CD, détermi-
nés par plusieurs paralléles AG, LF GH BD, etc., sont
ploportlonnels.
Car soit O le point de concours des droites AB, (:D;
dans le triangle OEF, la ligne AC étant pamllele a la l):ls«.
EF, on aura :

OE : OF :: AE: CF.
Dans le triangle OGH, on aura semblablement :

fig, r1d.
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OL: OF :: GE: I'H.
Donc a cause du rapport commun :
AE:CF:: GE:FH.
On prouverait de méme -que GE : FH :: BG : HD;
donc, etc. ' )
PROPOSITION XVIL

TIIEOREMF

I{eupmqu(vnent si les cités AB, AC, sont cuu/;(f
proportionnellement par la ligne DE, en sorte quon
att AD :DB:: AE:EC, je ([t.r que. la ltgne DE sera
])a/allele a la base BC

Car si DE .n’est pas paralléle 2 BC, suppomns que DO
en soit une; alors, suivant le théoréme précédent, on aura
AD: BD :: AO: OC. Mais, par hypothése, AD:BD ::
AE :EC; donc on aurait AO: OC :: AE : EC; proportion
impossible , puisque d'une part I'antécédent AE est plus
grand que AQ, et que dc l'autre le conséquent EC est plus
petit que OC; donc la paralléele & BC menée par le point
D ne peut différer de DE; donc DE est cette paralléle.

Scolie. La méme conclusion aurait lieu st I'on suppo-
saitlaproportion AB: AD:: AC: AE. Car cette proportion
donnerait AB — AD: AD :: AC — AE AE, ou BD:
AD ::CE: AE

: PROPOSITION XVIII

| TrEOREME. _
I° Ta &usectlzce AD de I’ angle A du ts umn/() ABC,
divise la bace BC en deux sm;'mmt.r BD, DC ])/upm—
tmmwh auzx deux cités AB et AC.
2° Ly bissectrice AV de langle extérieur CAE dlc-
termine aussi sur la base prolongée deux. segments
BF CE proportionnels aux mémes cotés AB, AC: -
¢ Par le point C menez CE palall(,le a AD Jusqu ‘ala
rencontre-de BA'prolongé.
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“~Dans le trlancle BCE ,laligne AD -est parallele a-la base
CE; ainsi on a la proportion ™ : o Y

' BD:DC::AB:AE. - . .

Mais le trlangle ACE est lsowle ‘cary & cause des paral:
Iéles AD, =DAG, - et-Tangle AEC ==
BAD; or, pa1 hypotlu,se, DAC=BAD; :donc I'augle
ACE ..._AEC el par suite AE=—=AC; substltuant donc
AC 2 la place de AE dans la proportion précédente, on

aura

BD: DC:: AB: AC.

2°. Menez CG par:illéle a AF; dans le wiangle - BAT
onaBF:FC:: AB: AG. On ferait voir comne précé-
demment quele triangle AGC est isocéle, et qué AG=AC-

On a donc BF : FC :: AB: AC.

Corollaire. Si le point A se meut dans le plan, de ma~

niére que le rapport de AB a AC reste constamtment égal

. om
&=y les bissectrices des ang\es BAG, EAC, passerom; ion-

BF -

jours par les points D et F, puisque les rapports @7 s
5P » puisq PPOTS pe’

. 2™ Drai ) o, o
doivent.rester égaux a e D’ailleurs les: droites AD, AL,
Zi

bissectrices des deux angles adjacents sont perpendlculan es
entre elles; donc le point A, dans toutes ses positions, sera’
surla circonférence déerite sur FD comme diamétre. Ainsi:

Le lieu geometrique des points, dont les dzstance; a deux
points B et C sont dans,.un rapport donne, est une ctrcon ¢-
rence de cercle.

c BRIV Coer
DEFINITION, )

e Do

On appelle triangles semblables, dcux triangles qui ont

les angles égaux, et les'cotés hiomologues proportionnels,

*16.
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(On entend par cotés: homologues ceux qui sont opposés
aux angles égaux.)

En général nous appellerous'polygones semblables ceux
qui-ont les angles égaux chacun a chacun, et les cétés
homologues proportionnels; (en ‘entendant par cotés lHo-
mologues ceux qui sont adjacents aux angles égaux).

" * - PROPOSITION XIX.
* THEOREME. '

Deux triangles équiangles ont les cotés homologues
proportionnels.

Soient ABC, CDE, deux triangles qui ont les angles

‘égaux -chacun A chacun, savoir, BAC—-CDE ABC =

DCE, et ACB=DEG, je dis que les cdtés homologuea
seront proportionnels, ‘dé sorie qulon: aur.l BC: CE :
AB: CD:: AC: DE. A

Placez les cités homologues BC CE, dans la méme
direction, et prolongez les cotés BA, ED, jusqu’a ce qu tls
se 1encontrent en F. : :

Puisque BCE est unc ligne drone et que l'angle BCA
== CED, il s’ensnit que AC est paralléle 4 DE * Palellle-
ment , puisque Pangle ABC=DCE, la ligne AB est pa-
ralléele 4 DC ; donc la figure ACDEF est un parallélogramme.

Dans le triangle BFE, la ligne AC est paralléle a la basé
FE, ainsi on a BC: CE :: BA : AF*; a la place de AF
mettant son égale CD, on aura : :

BC:CE:: AB: CD.

Dans le méme tnangle BFE, si 'on regarde BF comuc
la base, CD est une paralléle a cette base, et on a la pro-
portion BC: CE:: FD: DE ala place de FD mettant

son ¢gale AC, on aura :

BC:CE:: AC: DE



LIVRE 11f. . 81’

Enfin de ces deux proportions qui contiennent le méme’

rapport, BC: CE, on peut conclure aussi :
o /AC : DE :: BA: CD.

. Dong¢ les triangles équiangles BAG, CDE, ont les cétés
homologues proportionnels ; done les lrlanglcs equmngles
BAC, CDE sont semblables. :

Corollaire. Pour que deux triangles soient semblables,
il suffit qu'ils aient deux angles égaux chacun & chacun,
car alors le troisiéme sera égal de part et d’autre, et les’
deux triangles seront équiangles, -

KR PROPOSITION XX.

TREOREME.

Deuz triangles qui ont lés cotés proportionnels sont
dquiangles.

Supposons qu'on ait BC: EF :: AB: DE:: AC: DF, je
dis que les triangles ABC, DEF, auront les angles é
savoir, A—=D, B=E, C=F.

Faites au point E langle FEG =3B et au point I I'angle
EFG=C, le troisitme G sera égal au troisicme-A, et les
deux triangles ABC, EFG, seront équiangles; donc on:
aura par le théoréme précédent BC: EF :: AB : EG : miais,
par hypothése, BC : EF :: AB:DE; donc EG==DE. On
- aura encore, par le méme théoréme, BC: EF :: AC: FG;
or on a, par hypothése, BC:EF:: AC : DF, donc FG =
DI'; donc les triangles EGF, DEF, ont les uois cotés
¢gaux chacun a chacun donc ils sont égaux *. Mais, par
construction , le trlangle EGF est équiangle au triangle
ABC ; doncaussi les triangles DEF,'ABC, sont équiangles.’

Scolie I. Il faut remarquer que les angles égaux des
deux triangles sont opposés aux cdtés proportionnels.

Scolie II. On voit par ces deux derniéres propositions
que, dans les tridngles, I'égalité des angles est une suite de
la proportionnalité des cotés, et réciproquement, de sorte

‘ 6

fig, 120,

gaux

-
-
.

12,
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qu'une de ces conditions suffit pour assurer lg similitude
des trmngles n pen est pas de méme dang les/figures de.
plus de trois c¢btés; car, dés qu’il s'agit seulement des
quadrllateres on peut, sans, changer les- angles, alterer la
proportion des ootes, ou, sans:altérer les cois, changer
les anglca ainsi la proportlonnalltg des cbtés ne;peut étre
une suite de l’e'galite' des angles,, ni vice wersd. On. voit,

par exemple gu'en menant EF paralléle 3-BC, les angles
du qu'ldrxlm:ere AEFD sont égaux & ceux du. quadrllatere
ABCD mais la proportion des cotés est différente ; de
méme, sans changer les quatre c6tés AB, BC, Ch, AD, on
peut rapprocher ou éloigner le point B du point D, ce qui
altérera les angles.

Scolie 1I1. Les deux propositions précédentes, qui n’en
font proprement qu'une, jointes 3 celle du carré de’hypo-
ténuse, sont les proposmons les plus importantes et les
plus fecondes de la géométrie; elles suffisent presque seules

‘A toutes les apphcanons etdla résolution de tous les pro-

Bléwmes : la raison en est que toutes les figures peuvent se
partager en triangles, et un triangle quelconque en deux
triangles rectangles. Ainsi les propriétés générales des trian-
gles renferment implicitement celles de toutes les figures.

PROPOSITION XXI.

THEOREME,

-Deux trzcmglc.r qui ont un allrrlP eoal LO”?PI(.S‘ entre
cdte.r proportionnels sont .n’mblablps. I

.Soit I'angle A =D, et supposons qu'on ait AD;:. DE
AC: DF, je dis que le triangle ABC: est semblable DEF ’

Prenez AG —=DE et menez GH parallglea BG, I'angle
AGH sera égal a T'angle ABC*; et le triangle AGH sera
équiangle au trmngle ABC; on aura donc AB: AG :: AC:
AH : mais, par hypothese, AB:DE:: AC: DF, et par
construction AG ==DE; donc AH=DF. Les,denx trian=
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gle,s AGH I?EF nt, donc un :mgle égal comprls entre
cOtés & {xix donc ils sont egflux Or’le triangle AGH est
semblable a ABC ’,’ aonc DEF est ayssi aemblable &, ADC.

L PROPOSITION xxn.,

A d

e
faely .
1

Tsen ool 'ml«_QanE. .

Dmr trzzzn o!(as qui ontlp.r cdl(;.r Par allelm“ ou quz les
ontperpendiculaires chacundichacun, sont semblables,
. En effet,. soient A, B, G, les angles de Fun-des. trlangles,
A" B, 6] les, ancrles, de l'autre triangle.
. On; sait que. deux angles qui ont leurs cotés. paralléles.ou
perpendiculaires. sont égaux'ou' supplémentaires. . ’
On ne peut. donc. faue qu une des trois hypolheses sui-
vantes : 3 .
R A Al==2t , B 4 Bl — 2‘5 : G»+.Cf-=2”;
C %A b A==2" - B Bl=2, C=0C;
-3 A=A" - . B=D, et par:shiteC=0C"..
Or, dans la. premiére. hypothpse la. somyme "des: angles-
des. deux triangles. serait'égale- a: six droits,
Dans la seconde hypothése, cette somnme seraxt supé-
rieure & quatre droits. . .
La .troisieme est donc seule adm1551ble dong, les trian-
gles sont equlangles et semblables. ‘
Remargue. Les cotés homologues des deux tnang]es sont
les cotés paralle]es ou perpendlculalres.

PR(DPOSI’I]ION XX -

A"- “.‘,r . .'. NN ‘:‘ THEOREQIE- - P

. .
oot ORI

.
Py - [N 3

Deux polygones semblables peuvent éire décompo-,
sés en un méme nombre de-triangles. semblubles cha-
cun & chacun et semblablement disposés.
A ,D%"&Alevﬂ‘é’l;{goug A]}QDE ,, Mienez. d’up., m_g_rpg;;}nglg A fg.r:q.
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les diagonales AC, AD aux autres angles. Dans I'autre poly-
gone FGHIK, nienez semblablement de I'angle'F homolo-
gue a A, les diagonales FH, FI aux autres angles. '

Pulsque les polygones sont semblables, langle ABC est
egal a son homologue FGH, et de plus les cotés AB, BC,
sont proportionnels aux cotes FG, GH; de sorte quon a
AB:FG::BC:GH. Ilsuit de la que les triangles ABC, FGH,
ont un angle égal conipris entre c6tés proportionnels ; donc
ils sont semblables *; donc.I'angle BCA est égal a GHF. Ces
angles égaux étant retranchés des angles égaux BCD, GHI,
les restes ACD, FHI seront égaux : mais puisque les trian=
gles ABC, FGH sont semblables, on a AC:FH::BC:GH;
d’ailleurs, & cause de la similitude des polygones, BC:
GH::CD:HI; donc AC:FH::CD:HI: mais on a déja vu
que I'angle ACD=FHI ; donc les triangles ACD,FHI, ont
un angle égal comnpris entre c6tés proportionnels, donc ils -
sont semblables. On continuerait de méme a démontrer la
similitade des triangles suivants, quel que fiit le nombre
des cotés des polygones proposés; donc deux polygones
semblables sont composés d’'un méme nombre de triangles
semblables et semblablement disposés, ‘

Scolie. La proposition inverse est également vraie : St
deux polygones sont composés d’un-méme nombre de trian-
gles semblables et semblablement dzsposes ces deuzx poly-,
gones seront semblables.

Car la similitude des triangles respectifs donnera I'angle
ABC=FGH, BCA=GHF, ACD=FHI; donc BCD=GH],
de méme CDE=HIK, etc. De plus, on aura AB:FG::BC:
GH::AC:FH::CD:HI, etc.; donc les deux polygones ont
les angles égaux et les cotés proportionnels; donc ils sont
semblables.

PROPOSITION XXIV.

THEOREME,

~ Les lignes AF, AG, etc., mendes comme on vou-
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dra par le sommet dun triangle, divisent proportion-
nellement la base BC et sa paralléle DE, de sorte qu’on
a DI:BF.::IK: FG : : KL.GH, etc.

Car, puisque DI est paralléle a BF, le triangle ADI est
équiangle 3 ABF et on-a la proportion DI:BF :: AL:AF;
dé mémelK e'tant paralléle & FG, on a.AI:AF:: IK:FG;
dopc,-a‘l cause du rapport: commun AI:AF, on aura DI: BF

1:1K:FG.- On trouvera semblablement IK:FG::KL:
GH etc.; donc laligne DE est divisée aux pomtsI K,L,
commie la bas¢ BCI'est aux points F, G, H. -

Corollaire. Donc, si BC était divisée en parties égales aux
points F, G, H, la paralléle DE serait divisée de méme en
parties égales aux points I, K, L. '

PBOPOSITfON XXV,

THEOREME

SE de Zanglp droit A d un man lp mcmnglP on
abaisse la perpendiculaire AD sur lh}fpotmuw
" 1° Les deux triangles partiels ABD , ADC, seront
semblables entre eux et au ur 1angle total ABC;

2° Chaque coté AB ou AC sera moyen propor-
tionnel entie Uhypoténuse BC et le segment adjacent
BD ou DC;

3° La perpendiculaire AD sera moyenne propor-
fonnelle entre les deitx segments BD, DC.
- :Gar, 1° le triangle BAD et lé triangle BAC ont l'angle
commun B; de:plus, I'angle droit BDA est égal a I'angle

fig.125,

ig. 126

droit BAC ; donc le troisieme BAD de'l'un est égal au troi-

siéme C delautre ; donc ‘ces deux triangles sont équiangles
et semblables. On. démontrera de' méme que le. triangle
DAC est semblable au tnanglc BAC; donc lestrois triangles
sont équiangles et semblables entre eux.

2° Puisque le triangle BAD est semblable -au triangle
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BAG, leurs cotés hismofogiies sowt piopertioniels ©; de
-le c8té BD dans-le petit titangle dst Hdmologue \u BA:dans

le grand, parce qu’ils'sont'spposés & desvanglés dgdiix; BAD,
BCA Thypoténuse BA du petit est> héiholegue a I'hjpo-

ténuse BC " du'igrand; donc.on’ peut fornies da :proportion
‘BD:BA :: BA:BC. . On autiit de ld iiéme mamiére DGLAGS

AGBGC;: dong, 2° chacun des-cotés -ABAG; estimoyen
propox‘mbnne] entre: ]'hypotenuse et-le segment adjacenta
ce, cOLE.- . T Y P PN P
3° Enﬁn, a sﬂmlhtude d%s triangles ABD; ADC donne,
en comparant Tés corés homologues, ‘BD: AD v AD:DC;
doney;"3° Ia' perpendiculaire: A est moyenné .pi*opmtxon-
nelle entre les segments BD, D€ de Thypoténuse. . "
Scolie. La proportion BD:AB:: AB: BC donne, en éga-
lant le produit des éxtrémes & celui des inoyens, AB:BD X
BC.On a de méme AG=DCx BG, donc AB+AC=BD x
BC+DCx BC; le second membre est la meme chose que
(BD+DC)XBC etli sé réduit a BC xBC ouw BC donc on
a AB -i-AC—BC doiic (en se foridant sur la mesure du
carré) le carré falt sur lhypoténuse BG " ést egal ERH
somme ‘dés carrés faits sur les deux autyds cotes Aﬁ ‘AC.
Nous retombons ainsi sur la proposition du ‘carré: de
I'hypoténuse par une voie trds-différente de celle que
nous avions suivie; d'ou T'on voit qu'a propremient pafler
la proposition du carré de T'hypoténuse est.une suité. de
la proportionnalité des cbtés dans les tmangles équianglés.
Corollaire. Si d’un point A dela circonférence on miéne
les deux cordes AB, AG, aix- extrémités .du. diamétre BG;

+ le triangle. BAC sefa rectangle en A*;doncy t° la perpendi-

culaire AD est mojenne proportionnelle entre les deuz ség-
ments BD, DC; du diamétre, ou, ce qui revient au méme;
le: carré AD est égal au rectangle BD x DG,

2° La corde AB est moyenne proportéonnella entra U6 dids=
nittre BG ot lo segment BD, au, c¢ qui revieni oy tndime,
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AB._BD xBL Ona semb]ablexﬁent AC —-CDXBC donc

AD: AG ﬁD DC et'sion compare AB a BC on aura AB
AC:: AD: DC,Qon aurait de. meme AC :BC::DC:BC. Ces
rappmts dés’carrés des cotes, son entre eux, soit avec le
carré de ’hypoténuse, ‘ont ete‘de]ﬁ dorinds (lans les co-
rol. 11 et 1v dela propos. XI'. o

, _‘P,RQP,OSITION.XXYL'; Do e

THEOREME

Deuz triangles z_]zu ont an angle égal sont entre
euxr comme les mctanglm des (/tcs qui compre/z/zmt
Pangle égal. Ainsi le trzarznZP ABC est au triangle
ADE comme le mctanrrlp AB xAC est au rPcm/zule
AD x AE.

I'irez BE; les; deix trnngles AB]% ADE, dont le sommet
commun est Ii., ont méme hauteur; et sont entre eux comme

leurs bases AB, AD ; dong,

‘ “ABE: ADE tAB: AD. )

Onadememe~ s > 2 S
ABC ABE sAQ: AE S Avane

fig. 128.

*6.

\hilnplnnt ces deux proportions par ordre;’et omettant le :

LY I PRt

commiun térme ADE, on:aura: 7,070 G
-~ ABC: ADE ABXAC:H ADX‘AE

‘Co'r"ollaue. Donc Tes déux t?nangles ‘Sefaient equtvalcnts,

11y

“si le f"ébt'ingle AB >< AC dait e‘gal au! rectangle ’AD X AE;S
“si 6hafiit ABi AD#AE: ‘AC '¢e gt 'furaltheu s la lxgne DC

ethPai‘al]e]e"”‘BE I "‘;“‘ : .
TR PROPOSITION XXVII
o ' 'IHBOREME. R

SR o ST

B

......

les carrds a’c..f clvés ﬂomol’ogue;rn
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Soit l'angle A==D, etl'angle B=E; d’abord & cause des

angles egaux Aet D on aura, d’ apres le théoréme precc-
dent,

'ABC:DEF :: AB x AC DE X DF,
ce qui peut s’écrire sous la forme

ABC__ AB AC
DEF — DE % DF’

Or, 4 cause de la similitude des triangles on a

A_QE o AB.
‘ DF —DE’
donc ,
ABCTAB AB__ AR’
DEF DE " DE pp
PROPOSITION XXVIIL
'. ' " THEOREME.

Les contours ou périmétres des polygones sembla-
bles sontcomme les cotés homologues, et leurs surfaces
sont comme les carrés de ces mémes cotcs.

fg-199- . Car, 1° puisqu’on a, parla nature des figures semblables,

*aq,-

AB:FG :BC: GH:: CD: HI, etc., on peut conclure de cette
suite de rapports égaux : La somme des antécédents AB-+
BC+-CD, etc., périmétre -de, la premiére figure, est a la
somme des conséquents FG-GH+HI, etc., périmétre de
la seconde figure, comme un antécédent est & son consé-
quent, ou comme le c6té AB est & son homologue FG.

2° Puisque les triangles ABC, FGH sont semblables, on

a¥*ABC: FGH::—A—(_}‘:FFI} de méme les triangles semblables
ACD,FHI donnent ACD: FHI: AC:FH; donc, A cause

—— —

‘du rapport commun AC: FH, ona

ABC:FGH::ACD:FHI.
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Par un raisonnement semb]qble on trouverait
ACD :FHI:: ADE: FIK;

et ainsit de suite s’i]yavaif un plus grand nombre de trian.
gles. De cette suite de rapports égaux on conclura : La
somme des antécédents. ABC-}-ACD—} ADE,ou le po]ygone
ABCDE, est ala somie des consequents FGH4-FHI+4FIK,
ou au po]ygone FGHIK comme uhn antecedent ABC est a

son c0nsequent FGH ou comme AB esta FG donc ]es sur-
faces des polygones semb]ab]es sont entre e]les comme les
éarrés des cdtés homologues.

Corollaire. Si on construit trois ﬁgures semblables dont
les cotés homologues soient égaux aux trois cotés d'un
triangle rectangle, la figure faitesur le grand cté sera égale
a la somme des deux autres : car ces trois figures sont pro-
portionneﬂes aux carrés de .leurs cotés homologues; or,
le carré de I'hypoténuse est égal i la somme des carrés
des deux ‘autres cbtés ; donc, etc.

~ PROPOSITION XXIX.
THEOREME,

Les parties de deux cordes AB, CD, qui se coupent
dans un cercle, sont réciproquement proportionnelles,
Cest-a-dire gion a AO : DO :: CO: OB.

Jownez AC et BD ; dansles mang]es ACO BOD les an-
gles en O sont égaux comme opposés au sommet ; Pangle A
est égal al'angle D, parce qu'ils sont inscrits dans le méme
segment *; par la méme raison, Langle C=B;donc ces trian-
gles sont semblables, et les cotés hiomologues.donnent la

_proportion AO:DO :: CO: OB. ‘
Corollaire. On tire de 14 AQO x OB=— DO x CO: donc le

fig. 130

* -
0y "

rectangle des deux parties de Pune des cordes est égal au.

rectangle des deux parties de 'autre:



fig, £31,

*19,

fig. 132,
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: PROPOSITION XXX

. . THEOREME . Cn
‘e . [ [N ‘ ) 4
G .

Sz rl un méme- pomt 0, ,prz.r /101.9 (lu cercle 3 on menp
le.r secanle.r 0B, OC lerminées. & Larce, concape BC

.le:r,.fe_cc,mle_s ‘entieres. ,5‘_64’9[&5,_[8(,‘&[_)7‘09&4?’_22871{ propor-
N . L

tionnelles aleurs paities extérieures; ¢’est-a-direqu’on
qura OB : OC,.~OD OAccv: !
Car, en joignant AC,BD, les triangles. OAC, OBD ont

2. I'angle O-commun; de p]u_s lapgle B=C*; _d_onc ces trian-
gles sont semblables ;.et les, cotes homologugas'donnent la

proportion: .
OB OC H OD OA _ .
Corollazre. Pone le rectangle OAx OB est eoal alr rec-
tangle OCX OD. ' 7 & i pa RO
Scolie.On peut remarquer que “cetfe propos;tlcmabeau-
coup d'analogie avec la précédente, et qu'elle n'en différe
gu'en ce que les deux cordes AB, CD, au lieu de se couper
dans le cercle, sé coujent au dehors.

.

PROPOSI’I‘ION X‘{XI

. THEORBM'E;\ e

' ¢
‘.l)l.

St dun mé’mp pomt O /)rz.r Iqms (lu ('(’rcl(’ on. méne
une tangentp OA et une, secam‘e OC ]u mn rrpan .swrt

moyenne propor tzonnPlZP PIZ[IP la sécante et sa pame

extérieure; de sorte qu'on aura OC OA xOA: 0D,

ott, Ce qui revient au niéme OA==0C%.0D.; :
Car en joignant AD et AC, les: trianiglds @AD @AC
ont langle O commun §de’ plus Yani "g‘e OAD;’ foriwé: par

t20, 2. UNE tangente et e cbfde 8 pous nsesar la fsitié de

Vare AD, et Vangle G alg wémemesure dpnclan@le‘QAD

.
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= C; donc les deux nmnoles sont semblalﬂés etotiala
proporuon TR ' :

OC'OA*:AOA:OD, SO
qui donne OA= OCXOD . L
Scolic. Cette proposition péut se dédiire de la précé-
dente,en considérant la tangente OA comme la limite des
posmons que prendralt une secante tournant autour du
pomtO.-. . S .

LY

) .. Y pROPoSITION XXiil,

THEQREME. * .
- 8t sur deux -droites KCy AE qui sé coupent ‘en Myon
« quatre points, B, C, D, E, tels que AC x AB==AD ¢
AL ebs: Q’uatm p()mw \?Ollt sm' wle 'niemp cz’réort/f'?-
rekcé.” R ‘ ‘ .

RPN ST Lt s IO P P IR
CREEN R E . [TV o0t P B

Car si la circonférence qui,paséé' p.u-_]eAsixtpqixilts C;B,B
rencontrait la ligne AE au pointM,on aurait. .
 ABXAC=ADXAM, .- ...

Mais on a déja

ABXAC=ADXAE. .. = ...

surde.
EtsiVon supposant que la éli\onfenencé paészmt par les
points G 5, B, D fae: tangenle aw pmnt‘ ) &- la drm;e AE, on
ur‘alt ) . ‘ i

Gogs

D'on Yon conclurait AD X AM==AD XAE ce qul est ab-



fig. 134.

*6.
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Et comme on a par hypothése -
AB x AC=AD x AE,

on en déduirait _° :AD==AG,

PROPOSITION XXXIIIL

 THEOREME.
-
Dans tou tr mnglp ABC, I mctanglp dps deux (’('tc.s
AB AQ, est égal au rectangle compris par le diamé-
tre. CE ‘du cercle cuconsmzl et la perpendiculaire AD
abaissée sur le troisiéme cdté-BC.

Car, en joignant AE, les triangles: ABD, AEC, sont rec-
tangles, TunenD, lautre en A; de plus, I'angle B._E donc
ces triangles sont semblables, etils donnent la proportion
AB : CE :: AD: AC; d’ot résulte ABX AC=CE x AD.

Corollaire. Si 'on multiplie ces quantités égales par la
méme quantité BC,on aura AB X AC X BC=CE x AD x BC,
Or, AD x BCest le double de la surface du triangle ¥ ; donc
le produit des trois cétés d'un triangle est égal & sa surface
multiplice par le double du zlzamen e du cercle circonscrit.

Le produitde trois lignes s’appelle quelquefois un solide,
par une raison qu'on verra ci-aprés. Sa valeur se concoit
aisément, en imaginant que leslignes sont réduites en nom-
bres, et mlultipliant les nombres dont il s'agit.

Scolie, On’ peut démontrer aussi que e surface d’nn
triangle est dgale & son périmétre multiplic par la moitic du
rayon du cercle inscrit. : s

Car les triangles AOB; BOC, AOC, qui ont leur somumct
commun en O, ont pour hauteur commune le rayon du
cercle inscrit; donc la somme de ces triangles sera égale a
la somme des bases AB, BC, AC, multipliée par la’ moitié

.du rayon* OD; donc la surface du triangle ABC est égale

a son périmétre muluplxe par la moitié du rayon du cercle
inscrit, N
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PROPOSITION XXXIV.

THEOREME.

Dans tout quadrilatére inscrit ABCD, le rectangle
des deux diagonales AC, BD, est égal & la somme
des rectangles des cotés opposés , de sorte qu'on a

ACXBD=AB X CD+AD X B(.

Prenez I'arc CO ="AD, et tirez BO qui- réncontre la dia-
gonale AC enl.

L'angle ABD = CBI,pulsque I'un a pOur mesure la moi-

ti¢ de AD, et 'autre la moitié de CO égal 4 AD, L'angle
ADB= BCI, parce qu'ils sont inscrits dans le méme seg-

ment AOB; doncle triangle ABD est semblable au trian-’

gle IBC, etonala proportion AD: CI::BD:BC; d’oti résulte
AD X BC=CIX BD. Je dis maintenant que le triangle ABI
est semblable au triangle’ BDC; car l'arc AD étant égal A
CO, si on ajoute de partetd’autre OD, on aura I'arc AO=
DC; donclangle ABI—=DBC; de plus, I'angle BAL =BDC,

parce qu'ils sont inscrits dans le méme segment ; donc les

triangles ABI, DBC, sont semblables, et les c6tés homolo-
gues donnentlapropornon AB:BD::AI:CD, d’ou resulte>

ABx CD=AIxBD.

Ajoutant les deux résultats trouvés, et observant que’
AIXBD+ CIxBD={AI+4-CI)x BD=AC X BD, on aura

ADXBC+AB X CD—AC X BD.

PROPOSITION XXXV
'rnxomsmz ,

Les diagonales dun quadrilatére inscrit sont entre
elles comme les sommes des rpctanglps des cdiés guz
aboutissent a leurs extrémités. -

fig. 135,

Le quadrilatére ABCD est decompose en deux triangles' g, 135.
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ABC, ADC par la  diagonale AC; or, en désignant par R

le rayon du cercle cireonserit, on a* % -

_ AB X BCxX AC—= 4R x ABC,
et
_ADXDCxAC=4R x ADC.

" Aiant il vient -

fig. 137.

‘ ie. dg AB.

Al \AB X BC+AD X DC) E=4R % ABCD
Mais si I'on déeéniposait le-quadn!’atene en-triangles par
la. diagonale BD,, on trouverait de méme 2.
BDx (AB X AD+-BC x DC)= 41{ X ABCD,

dotr:
AC X (AB xBC4-ADx DC)— BDXk (AB X AD+BC X DC),
ce q!ql donne la, Rx;opomon

AC‘ BD :ABX AD+4-BCx DC: AB . BC+AD X DC.

P;oblemes relaiz/s au lwr,q III
p{@l}mjmg PREMJER, -

l)wm'/ zme lz one. drozle clomzce en: lgmL de [,)g/ ties
cgalfs gi'on 'vou[l/u ou, en par tz,e,f propoy, [zozmel/es @
des, lignes donndes: ..

1° Soit proposé de diviser la ligne AB en cin( parties
égajes; par Lextrémité A on menera la droite indéfinie AG,
et prenang AC.d'une grandeur quelconque, on. portera AC
cinq fois sur AG. On joindr;i le dernjer point de division G
et 'extrémité B par la ligne GB, puis on ménera CI paral-
lele 2 GBj; je dis que' Al sera la. cinquiéme partie de la
ligne AB, et qu'ainsi en portant Al cinq fois sur AB, la
ligne AB sera divisée en ‘cinq parties égales.

Car,\pulsquq_\@l esty paralléle a GB, les cotés- AG, AB

. SQRY (,oupes Rropqrtloqngllqment enf et LY, Majs. AG est,

la cinquiéme parne 'de AG QQ g AL e§t ]q\c:pqmeme pata

A'._~.

3
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‘af,Soit propose de, . diviser.la Jigne AB en par;tles pro-
portionnelles aux: llgng,s donoées. R, Q,R. Par I'extremité A
an’ tirera lindéfinie; AG., on - pl)qndra AC P, CD = Q,
DE =R,:on joindra. ]es,exu;en;ltqs E.et B, et par les
pom;s G,:D, on"ménera CI DK,, pa;‘al,lg,lps 3 EB; je dis
que la,ligne AB sera divisge gn partics Al, IK, KB, pno-
portlonnellgs aux llgnes dgn nées P, Q, R.- .

Car,. 2 cause des parallgles CI , DK ,.EB,les partles AI y.

IK, KB, sont proportnonnclles aux. parties AC, CD, DE*;
et par- construction celles-ci-sont, ecales aw; llgnes don+

ngesP, Q R o0 a7 o :

Pnonm‘mn 1L,

N

v Lrouver une qaam(}me propomomzelle ctrots- l/gl;e.s"

données A', B, C. ST .
Tirez les deux lignes indéfinies DE; DF, sous un angle
quelconque, Sur DE prenez DA=A et DB =B, sur DF
prenez DC=C, j JO]O‘DCZ AG, et par le point B menez BX
paralléle 4 AC; je dis que DX sefa la quatriéme propor-
tiopnelle dgmandee car, pulsque BX.-est par allelq a4 AG,

-on a la propomon DA DB DC DX 91 les trons\ pre-

mlers termes de cetle prop01 tlon sont eg'lux aux tI:Ols “hi-
ghes- donnees don¢ DX est la’ quameme proportlonnelle
demandée.

Corollarre On. trouvera de meme une tr0151eme propor-
tichnelle aut’ deux llcnes dotindes A} B car-elle sera la
méme que la quatrleme proportnonnelle aux trois llgnes

A,B;B

PROBLEME 111, -

Trowver une moyenne proportionnelle entre deux

lignes domues A st B.
Sur la ligne indéfinie DF prenez DE.= _A et Ef B

(ra) ua

fig. 138,

fig, 139,

- fig: 140°
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sur la ligne totale DF comme diamétre, décrivez la demi-
circonférence DGF; au point E élevez sur le diamétre-la.
perpendiculaire EG, qui rencontre la circonférence en’ G;-
je dis que EG sera la moyenne proportionnelle cherchée.
Car la Aperpen(liculaire GE; abaissée d'un point de la
circonférence sur le diametre, est moyenne proportion-
nelle entre les deux segments du diamétre DE, EF *: or,

ces segments sont égaux aux lignes données A et B.

fig. 1329

fig. 142,

fig. 143,

Deuziéme construction. Prenez DF —=A, DE=B, et
décrivez une circonférence sur DF comme diamétre; ele~
vez EG perpendiculaire sur DF, et joignez le point G
au point D; la ligne GD sera moyenne proportionnelle
entre A et B,

Trowsiéme construction. Prenez. OC=A, OD =B; par
les points D et C faites passer une circonférence quelcon-
que, et par le point O menez une tangente OA & cette
circonférence; la llorne OA sera moyenne proportlonnelle
entre A et B. -

PROBLEME IV.

Par un point donné A dans langle donné BCD ,
tirer la ligne BD de maniére que les parties AB , AD ,
comprises entre le point A el les deux cdtés de U cmgle,
sotent égales. '

Par le point A menez AE paralléle 4 CD, prenez BE=CE,
et par les points B et A tirez BAD, qui sera la ligne
demandee.

Car, AE étant paralléle 2 CD, on a BE:EC::BA;AD;
or BE—=EC; donc BA==AD, P

PROBLEME V.

Faire un carré dguivalent o un 1)arall(:/ogmmme ou
& un triangle donné.



=
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1° Soient AB la base du parallélogramme donné, DE sa fig: 144

hauteur, et X le c¢6té du carré cherche ; on doit avoir :
X*=ABxDE
ou o AB:X:: X:DE.
Le c6té X est donc une moyenne proportionnelle entre
AB et DE.
2° On verrait de la méme maniére que le cote du carré

équivalent a un tnangle donné, est une moyenne propor-
tionnelle entre la base du trlangle etla moitié de la hauteur.

PROBLEME VI,

Faire sur la lmne AD un rectangle ADEX Lqulwt-
lent aw rectangle doune ABFC.

Soit AX la hauteur inconnue du rectangle ADEX
puisque les deux rectangles’ doivent étre équivalents, on
a I'égalité ADXAX = ABX AC, ce qui donne la propor-
tion AD:AB:: AC:AX,

La ligne cherchée AX est donc une quatriéme propor-
tionnelle aux trois lignes AD, AB, AC.

PROBLEME VII.

Trouver deux droites qui soient dans le méme rap-
port que les surfaces de deux rectangles donnés.

Soient A, B les dimensions du premier rectangle;
C, D, les dimensions du second,

L'une des deux lignes cherchées peut &tre choisie arbi-
trairement ; nous la prendrons ‘égale 4 A, et soit X la se-
conde ligne. On doit avoir d'aprés I'énoncé :

AxB:_C‘xD::A:X,
. __CxDxA _CxD
dvou X= AXB — B

fig. 145.



fig. 146

VoF
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" La ligne L]lert,llt.(, X sera ‘done une quatrleme plopm-
tlonnelle aux trois l]gnes B,C,D.

. PROBLEME VIIL.

Fuire un triangle fquz'udlénf & un [)olifn'(;ll() "donnd.
Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d.nbond la dia-
gonale CE, qui retranche le tnangle CDE; par le point D
menez DF parallele & CEJusqu a la rencontre de AT pro-

'longe joignez CF, et le polygone ABCDE sera équivalent

au polygone ABCF qui a un coté de moins.

Car les triangles CDE, CFE, ont la base commune CE;
ils ont aussi laméme hauteur, puisque lcurs sommets D, I,
sont situés sur une ligne DF paralléle 4 la base' donc ces
triangles sont cqmvalents. Ajoutant de part et dautre la
'f'gure ABCE, on aura d'un cité le polygone  ABCDE, et
de l'autré ll. po]ygone ABCF, qni seront équjvalents.

On peur pareillement retrancher b} angle B en subsmuant
au mangle ABC le triangle equlvalent AGC, et ainsi le pén-
tagone ABDE sera clmnce en un tnanOIe equlvalcnt GCF.

Le méme procédé s appllquera A toute autie figure ; car
en diminuant d'un 4 chaque fois le nomnbre des cotés, on
finira par tomber sur le triangle équivalent.

ScoZze. On a déja vu que tout trmngle peut étre changé
en un ‘¢arré équivalent *, ainsi on trouvera toujours un
carré équivalent a une figure rectlhdne donnée ; cest cé
‘qu’on appelle carrer I ﬁgure recnllgne ou en trouver la
guadratule. :

Le probléme de la quadlature du cercle consiste A trouver
un carré equtvalent a un cercle dont le dlamctre esl donne.

_PROBLEME IX, -

Faive un carré qui soit égal a lu somme ow ¢ la dif-
Jévence de deux carrés donnes.
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Soient A et B les cdtés des cafrés donnes :

r* S'il faut trouver un carré egal 4 la somme de ces car-
rés; tirez les deux lignes indéfinies ED, EF, a- angle dl oit;
prenez ED—=A et EG__B, ]mgnez DG et DG ser'l le
‘c6té du carré cherché.”

Car le triangle DEG étant rectangle, le cairé '}'éit sur DG
est égal 4 la somme des carrés faits sur ED et EG.

2° §'il faut trouver un carré égal & la différence des car-
rés donnés, formez de méme l'angle droit FEH, prenez GE

hg 147, °

egal au plus petit des cotés A et B; du point G, comne °

centre, et d'un rayon ‘GH égal & lauue coté, decnvez un
arc qui coupe EH en Hj je dls que le carré fait sur EH
sefa égali la différence des carrés faits sur les lwnes AetB.
‘Carle tri iangle GEH est 1ectangle lhypotenuse GH A
et le c6té GE==B; donc le carré fait sur EH, etc.
Scolie.. On peut trouver ainsi un carré egal A la somme
de tant de carrés qu'on voudra; car la construction qui
en réduit deux a un seul, en redm_ra trois 4 deux, et
ces, deux-ci A" un, ainsi des autres. Il en serait de méme
si quelques-uns des carrés devalent etle soustralts de la
somme des autres. o

PROBLEME X.

Construtre wi-carré (/uz soit au cmv'(»-(lulule ABCD,
comme la ligne Mest & la Ligne N. * - v

Sur la ligne indéfinie EG, prenez EF =M, et FG'-N
sur EG, comme diamétre, decnvez une’ deml-cnrconfe-
rence, et au point F élevez sur le diamétre la' perpendicu-
laire FH. Du point H menez les cordes HG; HE, ‘que vous
prolongerez indéfiniment : sur la premiére prenez-HK
égale an coté AB du carré donné, ét par le point' K me-
nez KI parallele & EG; je dis que:HI sera le c6té du carré
cherché. ) .

Gar, & cause des parali¢lesKI, GE,ona'HI-HK :: BE:HG;

7.

fig. 150.
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donc HIL:HK :: HE:HG : mais dans le triangle rectangle
EHG *, le carré de HE est au carré de HG comme le
segment EF est au segment FG, ou comme M est i N;

donc HI:HK :: M:N. Mais HK = AB; donc le carré fait

sur HI est au carré fait sur AB comme M est A N.

fig. 129.

PROBLEME XI.

Sur le coté FG, homologue ¢ AB , décrive un poly-
goue semblable au polygone donné ABCDE.

Dans le polygone donné tirez les diagonales AC, AD:
au point I faites I'angle GFH=BAC, et au point G l'an-
gle FGH=ABC; les lignes FH, GH, se couperont en H,
et FGH sera un triangle semblable 4 ABC : de méme sur
FH, homologue & AC, construisez le triangle FIH sembla-
ble & ADG, et sur FI, homologue a AD, construisez le
triangle FIK, semblable & ADE. Le polygone FGHIK sera
le polygone demandé, semblable 4 ABCDE.

Car ces deux polygones sont composés d’'un ménre
nombre de triangles semnblables et semblablement placés.

“

PROBLEME xir1.”

Deux figures semblables dtant données, constrwre
une figure semblable qui soit égale ¢ leur somme ou i
leur différence. ' '

Soient P et Q les surfaces des polygones donnés; A ct
B deux cotés homologues de ces polygones; soit X la sur-
face du polygone cherché, . le coté homologue a A et I.

Les polygones semblables étant comme les cairés des
cotés homologues, on aura:

P:Q:: A*: B,
d'ou P:P+Q:: A*: AP,

o
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“On aura aussi P: X :: A 275
ct comme X =P4-Q, les deux dermeres proportlons ont
les trois pl‘emlel‘s termes communs, donc a:’—-A’+B’
Ainsi le coté x est lhypotenuse d’'un triangle rectan-
gle, dont les cotés de l'angle droit sont A et B.
Connaissant le coté z,-la questlon est ramenée au pro-
blémne précédent. :
Si le polygone X devait &tre egal a P——Q, on aurait
encore les proportions:
P:Q::A": B’
don - L PYP—Qu: A% A*—B
On a dailleursP: X :: A*: x

d’ou 'on conclut 2*=A?—DB2
PROBLEME . XIIL.

Construire une f gurp .rpmblable « une ﬁgule doanée,
et qui soit ¢ cette figure dans le rapport de M a N.
Soit P la surface de la figure donnée, A l'un de ses cd-
tés; soit encore X la surface de la hgure cherchée, x le
cote homologue de A. :
On aura dapres lenoncn du probléme:
- X:P::m:n.
E1 & cause de la sumlntude des polygones:
X:P:: : 2 tA2,

d'ou - A :mn.

On trouvera donc le coté z par le probléme X,
PROBLEME XIV.

Construire une figure semblable a la figure P et
équivalente a lu figure Q. -



102 - GEOMETRIE.
Soient A un c6té du polygone P, et x le. coté homo-
logue de la hsure cherchee X.

ity vyt
On aura, a cause de’ la smulltude -des polygones o

KPR e

DA R " 1, A“'.r"l{,lll R "

Et comme X doit étre equlvalent 2Q,
P YRS o -P:«.,_Q‘.. A r..

Si l'on chercl}e deux carrés M’ N’ equlvalen ts & P et a
Q: on Alfira v - M EORIE
M’:N’::A’:x’," s foow
d’ou M:N#zAla b
Laligne 2 sera‘donc'nne quatriéme proportionnelle: aux
trois lignes M, IN, A. IR T A

PROBLEME XV. = =« -’

Construire un rectangle équivalent & un carré donné
C, et dont les cdtés a([]acents /a.r.rmt une somine
donnéé AB R

fig. 159. Sur AB comme dlhmetre, decnvez une demi-circonf-
rence, m’enez pamllelément au dlametre la ligne ED 4 une
distance'AD égale’at £6té du carré donné C Du’point E,
ou la paralléle coupe la circonférence, abaissez sur lé ia-
meétre la perpendiculaire EF ; je dis- que AF et FB seront
les c6tés du rectangle cherche. -~

Car leur soinme. est egale 4 AB; et leur rectangle

+25, AF X FB est égal au cirré de EF* - ou au carré de AD;
done ce rectangle est:équivalent au carré donné C.

Scolie. Il faut, pour que le probléme soit possible, que
la distancg,AD ,n’g&gg‘ede, pas. le rayon, c'est-a-dire que le
c6té du carré C n’excéde pas la moitié de la ligne AB.

S "
PROBLEME XVL.
IR St ot Wy

fig. 153. Construire un rectangle ('quwa ()nt &y canrd, _C
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et dont les ciyés, aql;acmls ajent, enire_eux lg (lz/f/'-
rpnce (IOINZL’P AB. o e RS
Sur la llgne donnée AB, comme dlametre decrlvez u,ne
cu'conference &, 1extrem]te du diamétre; menez la tan-
gente AD egale au cdté du carré C:par le point D et le cen.
tre O tirez la sécante DE; je dis que DE et DF seront les.
cotés adJacents du rectangle demandé.
Car 1° la différence de ces cotés est égale au diamétre
EF ou AB; 2° le rectangle DE X DF est égal & AD* donc *3z.
ce réctangle sera équivalent iiuypiirré‘f_ioniié a.” e R

PROBLEME . XVII,
K ¢ PR B PN R

-
) LY
wae\r une lzgne ABen  moyenne ef eureme‘mz.mn s w2
c ?.rba du"f“ &n deux par n()s tellm gue la p{u& %’I‘dl’{,d?
soit moyeluze pmpoztwnnel/@ enire la ligne entiére et
Cautre partie. C e .
Soit F le point de division cherche on aura fig. 141,

A AB:AF::AF:FB,
d'od AB-+AF: AB:: AF -+ FB ou AB: AF.
On tire de 14 (AB + AF) X AF = AB

Amsn les deux ‘lignes AB4-AF et AF (AF est ’iﬁcénnue
de l’l queshon) ont entre elles une dlﬁerence donnee AB
et leur rect'mgle est egal a AB on pourra donc les;trou-
ver par le probleme precede}r\nt(. .De lala construct}qn .su1~

vante: \ .

Elevez al extremlte B de la l]cne AB, la perpendlcu-'
faire’ BC egale .1 la mome de AB du pomt C comme cen-!
tre et dn r'lyon CB décrivez une c1rconference, et tirer’
ACF ; les lxgnes AE AD sont les llgneg.che:rchees car lour
différence DE=— AB etTona” '

'AB=AE x AD.

L S S
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La plus petite de ces lignes AD représentera le segment
AF, et devra étre portée sur AB, en décrivant un arc de
cercle du point A comnie centre, avec AD comme rayon.

Scolie. Soit AB—=a, on a AF =AD=AC-—CD.
or Ac=YAB4BC=\/ o +___\/5 =23

:'a
CD:E,

. a - @ a Ty

donc AF=-V"5—-=—=- —I)

0 A V= =,x% VLV B—1)
PROBLEME XVIIL.

Décrire une circonférence qui passe par deux points
A et B, et qui soit tangente a une droite donnée MM.

.

Supposons le probléme résolu, et soit ABM la circonfé-
rence cherchée; prolongez AB jusqu'en T; on sait que la
tangente TM est moyenne proportionnelle entre TA et
T8, * /

On obtiendra donc la position du point M en construi-
sant la moyenne proportionnelle entre TA et TB; et la
portant sur la ligne donnée & partir du point T ; connais-
sant le point M, on aura facilement le centre du cercle.

La distance TM peut étre portée.de part et d’autre du
point T; ot F'on conclut qu’en général le probleme ad-
met deux solutions.
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PROBLEME XIX.

Décrive un cercle qui passe par deuz points A et B,
et qui soit tangent & un autre cercle donné CMM'.

B A

Supposons le probleme résolu; et sdit ‘AMB le cercle ‘de-
mandé; menons la tangente commune ‘™MD ]uSqu ala 1en-
contre de la sécante AB; enfin' menons parle point D la

. sécante DEF au cercle C

On aura - - DM:DB X DA,
et DM =DF x DE,
d’oﬁ DF X DE=DB x DA

11 résulte de cette derniére égalité que la cu'conference
qui passe par les points B, A E passera par le pomtb
d'ailleurs la sécante DEF étant inenée arbitrairement par le
point D, le point E est quelconque sur la c:rconfel ence G;
on (ledmt ‘'de Ia la construction suivante :

Par les points B et A faites passer une circonférence qm
coupera le cercle C en deux points E et F; tirez les droites
AB, EF qui se rencontreront en un point D appartenant i
la tangente commune. Enfin, nenez par le point D une
tangente DM au cercle C, le pomt M sera le point de con-
tact des deux c1rconferences et il sera fucxledachever l.l
construction. .

Comme on peut mener par le point D une seconde tan-
gente DM’ au cercle G, il en résulte une seconde solutlon
du probléme,
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. oooal LIVRE IV, - el e
LES POLYGONES REGULIERS ET LA MESURE DU CERCLE.

" DEPINITION.

Un polygone quiesta la fois*’équiangle et équilatéral,
sappelle polygone regulier, - - -l

T ya des polygones reguhers de tout nombre de cotes.
Le mangle equ1latera1 est celul de tlms cotes et le carre,

celm de quatre.

et fee . ot

PROPOSITION PREMIERE.
- rmiondi, '
Deuzx po{ygonm regulzer.r cl’un ﬂzcnze nombre d()

,c(te.r $oni deux figures semblables,” Her
fig, 155, Sonevlt, ‘par " exemple, les deux hexagones reguheri
ABCDEF abcdef, la somme des’ angles est la ‘méme,
dans I'une et dans l'autre ﬁgme elle est égale 2 a hult angles
droits ¥, L'angle A esi la sixiéme partie de cette solune
duSSl bien qué langle a; doncles deux angles A et a’sont
égaux; il en est par consequent de méme des anvlcs B et ),

des angles Cet ¢, etc.

‘ De plus, puisque par la nature, de’ ces polygones les
cotés AB,BC, CD, etc., sont evaux ainsi que ab, l)c,
ed, etc., 11 est clair qu'on a les proportions "AB:ab:: BC

:be:: CD:ed, etc.; donc les deux figures dont il s aglt ont
lés angles t.gaux et les cotés homologues proportlonm.ls,
déné clles sont semblabies.

* Jor.

‘o -4
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Corollm’re. Les périmétres de (leux polygones réguliers
d'un méme nombre dc cotés sont entre eux comme les
cotés. homolovues, et leurs surfaces som comrm; “les
carrés de ces memes cotes. A .

Scolze,,Langle d'un . polygone reguher se determmg
par le nombre de ses. cotés comme celui d'un polygdne
équiangle, . ., . | . : e

4 ‘PROPOSITION Ii. R

A .
LG L T U TS S PR LR 8

P AR THEOREME‘ Y ,-..:'i ,’.\‘S“rx iy

. Tout. polygone régulzer peut é’tre ln.S‘Cf’lt dcm.r I
cer cle, et peut lui ctre ctrconscrzt . o

Soit ABCDE, etc.; e polygone dont 11 s aglt 1magmez
qu'on fasse passer une mrconference par les trois points
A, B, G; soit O son ‘centre, et OP la perpendlculalre
'abalssee sur le mlheu du coté BC, joignez AO et oD, ...

Le. quadrllatere OPCD etle quadrllatele OPBA peuvent
étre superposes 1 en effet le coté OP est commun langle
OPC OPB, _puisqu 1ls sont dr01ts donc le coté PC sap-
pl]quera sur son ¢égal PB etle pomt C tombera .en B. De
plus, par la nature du poiygone langle PCD PBA‘,
donc CD prendra !a direction BA, et pulsque CD 'A}'}'A,
le point D tombera en A, et les deux quadrllateres com-
cideront : entlerement lun aveg lautre. La distance, OD est
donc egale 4 AO, et par consequent la mrconference qui
passe: par. les trois points A, B, C, paSSem au551 par le
point D : mais,- par up ralsonnement semblable on _prou-
vera que la cnrconference; qm passe par Tes tr01s sommets
B G, D,. passera par., le sommet sulvan; E, et~ a1n51 de
sulte donc la méme cir t.onlerence qui passe par les pomts

A, B, G, passe par tous les sommets des angles du poly- ‘

gone, et le polygone est inscrit dans cette mrconference.
En second lieu, par rapport a cette circonférence, tous
les cotés AB,BC, CD, etc., sont des cordes égales; elles

fig, 156,

RN



*8, 2,

fig. 158.

108 GEOMETRIE. _
S‘bﬁt";ii'dné“"égalelnent éloignées 'du centre*; donc si du
point O, conime centre, ét dir rayon OP, on décrit une
¢irconférence, cette circonférence touchera le cété BC et
tous les autres cotés du polygorie, chacun dans son milien,
et la cxrconfelence sera inscrite dans le polygone ou'le
polygone circonscrit a la civconférence.

Scolie 1. Le point O, centre commun du cercle inscrit
et du cercle circonscrit, peut étre regardé aussi comme le
centre du polygone, et par cette raison on appelle angle
au centre, Vangle AOB fornmé par les deux rayons menés
aux extrémités d'unméme coté AB.

Puisque toutes les cordes AB , BC, etc., sont égales, il
est clair que tous les angles au centre sont égaux, et qu'ainsi

“la Valeur .de chacun se ‘trouve en divisant quatre auvlt.s

dronts par le nombre des cotés du polygone.

* Scolie 11. Pour inscrire un polygone régulier d'un cer-
tain iombre de cotés dans une circonférence donnée, il ne
S'ilgit que de diviser la circonférence en autaut de partics
egales que le polygone doit avoir de cdtés; car, les arcs
étant egaux les cordes AB, BC, CD, etc., seront égales;
les triangles ABO , BOC, COD , etc., seront égaux aussi,
parce qu'ils sont équilatéraux entre eux; donc tous les
angles ABC, BCD, CDE, etc., seront égaux ; donc la figure
ABCDE, etc., séra un polygone régulier. .

Scolie 1II. Si dans un arc on inscrit une suite de cordes
égales, la figure ainsi formée est appelée portion de poly-
gone regulier. Cette portion a les propriétés principales
des polygones réguliers; eclle a les angles égaux, elle est a
a fois inscriptible et circonscriptible au cercle ; cependant
elle ne'fer'lit partie d’'un polygone régulier proprement dit,
quattant que I'arc sous-tendu ‘par un de ses cotés serait
une partie aliquote de la circonférence.
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PROPOSITION 111.

PROBLEME,

Inscrive un careé dans une circonférence donnée.

Tirez deux diameétres AC, BD, qui se coupent & angles
droits ; j 101gnez les extrémités A, B, G, D, et la figure ABCD
sera le carré inscrit : car les 1ngles AOB BOC etc, _étant
égaux, les cordes AB, BC, etc., sont egales. .

Scolie. Le triangle BOC étant rect.mgle et isocéle , on a*
BC:BO:: Vv 2:1; donc le cité du carré inscrit est au rayon
comme la racine carrée de 2 est a lunité,

PROPOSITION IV.

PROBLEME,

Inscrire un hexagone régulicr et un tncmn/(' (lr/zu-
latéral dans une circonyérence donnée.

Supposons le probleme résolu, et soit AB nn coté de
I'hexagone inscrit; si on méne les rayons AO, OB, je dis que
le triangle AOB sera équilatéral.

Car Fangle AOB est la sixiéme partie de quatre angles

.droits ; ainsi en prenant 'angle droit pour unité, on aura
AOB:‘(’;—— les deux autres angles ABO BAO “du
méme triangle valent ensemble 2—32 ouf, et comme ils
sont éganux, chacnn d’eux __.— donc le trlangle ABO est
équilatéral; donc le coLé de lhe‘mgone inscrit est eual au
rayon,

Il suit'de 1A que pour inscrire un ‘hexagone régulier dans
une circonférence donnée, il faut porterle-rayon six fois
sur la circonférerice , ce qui raménera’au méme point d’oti
on était partl ' .

L'liexagone ABCDEF étant mscrlt, si 'on- Jomt les
sommets des angles alternativement, on formera le triangle
équilatéral ACE.

fig. 157,

*
11, 3,

fig. 158.
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Scolie. La figure ABCO est un parallélogramme et méme
#:53. un losange, puisque AB=BC=C0==A0; donc* la
somme des carrés dés diagonales AC+BO, est égale i la
somnme des carrés des cités, laquelle est 4 Kl?ou 4 ﬁj,
‘retranchant de part et d'autre B_O il restera A—C—SIT(S
'donc AC:BO::3:1, on AC: bO 1/3' 1; donc le cité

du tri idng olé eguz[ateral est aw rayon comme la racine carreée
de 3 est al unité, '

A ‘PI_iOPOSITION v. e
PROBLEME.

Inscrive un décagone régulier dans un cercle.

fig. 159  Supposons le probleme m.solu , et soit AB un (.ote du
décagone inscrit; 'angle au centre AOB est égali {5 ou ¢
la somme des angles OBA, OAB est donc égale a 2“
ou§, et par conséquent chacun d’eux vaut £
. Menons la bissectrice BM de langle ObA le wiangle
MOB est ‘isocéle, puisque les angles MOB, OBM valun
chacun £; et 'on 2 OM=MB. Le tnandl(, BAM est aussx .
isocéle; car Tangle MBA étant égala 2, et langle BAM ag
le trmsneme angle AMB vaut nécessairement 2,

“e

. c."hc

Ainsi, - AB=BM=MO.
*"Enfin on a*  BO:BA::MO:AM,
oubien ~ AO:OM::OM:AM.

- On voit donc que-le rayori AO est divisé au point M ¢n
moyenne et extréme raison , et que le plus grand ségment
‘OM est égal au c6té.du décagone inscrit,

Remar(/ue. Le c6té du décagone inscrit dans un cercle
dont e :,ayon est R est égal a
st S R g gy

——

*18,3,
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Corollaue L. Si on ]omt “de deux en deux les soriinets
dui’ decafrone 1‘eguller on formera le pentagone reguller
"ACEGL ' :

Corollgire L AB dtait toupurs le coté du decacone
soit AL le coté de lhexadone- alors I'arc BL sera’, par
mpport ala cnrconferenca, — 15 0u k3 ‘donc li corde
BL sera’le coté du pentedecwone ou polygone régulier
de 15 cOtés. On voit el meme temps que Tarc CL est le
tiers de CB. :

Sco!le Un polygone reguller étant mscnt 5i on dmse
les “arcs sous-"tendus par ses Cotés en deux partles éga-
les, et qu'on tire les cordes des-demi-arcs , celles-ci for-
meront un nouveat polygone régulier. dun nombre de
ctés double : ainsi on voit que le carré peuL servn A ins-
érire successivement les polygones regullers de 8 16,
32, etc., cdtés. De memelhexacone servira A inscrire les
poly«rones l'egullers de 12, 24, 48, étc., cdtés ; le déca-
gone, lés‘polygones de 20, 40, 8o, etc., cbiés ; le pentede-
cagone, dt.s polygones de 30 6o, 120, etc.,cotes (1).

ou -L

R PROPOSITION VL

PROBLEME.

Etant (lomw le pol)fgone l‘eoulter inscrit ABCD elc.,
circonserire & la méme’ urconﬁzrence un pol)fgone
seinblable. - -~ tY : '

Au pomt T, mllleu del arc AB menez la tangente GH,

qui sera para]lele zi AB¥; “faites la méme chose’au m111eu
de chacun des autres afes’ BC CD, etc., ces tangentes

.

(1) Ou a eru Iongtemps que ces polygopes étaient les seuls qui pussent étre
inserits par les procédés de la gdométrie élémcﬁtnire., on, ee qui revient au
méme, par la résolution des équations du premier ¢t du sccond degré : mais
M. Gauss a prouvé, dans un ouvrage intitulé Disquisitiones Arithmeticee, Lipsia,
1801, qu’on peut inscrire par de semblables moyens le polygone régulier de dix-
septcotés, et en général eclui de 27-4-1 ¢Otés, pourvu que 2% 41 soit un nom-
bre prewmier.

fig. 160.

*
10,2.
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formeront,. par leurs intersections, le polygone regulier
circonscrit GHIK , etc., semblable au polygone inscrit.

1l est aisé de voir d’abord que les trois points O, B, H,
sont en. ligne droite , car les triangles rectangles O'TH,
OHN, ont I'hypoténuse commune OH, etle coté OT =ON;
donc ils sont égaux* ; donc I'angle TOH = HON, et par
conséqnent.la ligne OH passe par le point B, milien de
'arc TN : par la méme raisen le point I est sur le prolon-
gement de OC, etc. Mais, puisque GH est paralléle 2 AB,
et HIABC, 'angle GHI — ABC; de méme HIK =BCD, etc. ;
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux i ceux
du polygone inscrit. De plus, & cause de ces mémes pa-
ralleles,ona GH: AB:: OH: OB, et H[: BC:: OH: OB;
donc GH: AB :: HI : BC. Mais AB=BC, donc GH=HI.
Par la méme raison, HI=IK, etc.; donc les cdtés du po-
lygone circonscrit sont égaux entre eux ;donc ce polygone
est régulier et semblable an polygone inscrit.

Corollau‘e I. Réciproquement, si on donnait le poly-
gone circonscrit GHIK , etc., et qu’il fallit tracer par son
nioyen'le polygone inscrit ABG, etc., on voit qu’il suffirait
de mener aux sommets G, H, I, etc., da polygonedonné
les lignes OG, OH, etc., qui rencontreraient la circonfé-
rence aux points A, B, C, etc.; on joindrait ensunite ces
points par les cordes AB, BC, etc., qui formeraient le po-
lygone inscrit. On pourrait aussi, dans le méine cas , join-
dre tout simplement les points de contact, T, N, P, etc.,
par les cordes TN, NP, etc., ce qui formerait également
un polygone inscrit semblable au circonscrit.

Corollaire 1I. Donc on peut circonscrire 3 un cercle
donné tous les polygones réguliers qu’on sait inscrire dans
ce cercle, et réciproquement,
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PROPOSITION VIL

THEOREME.

L'aire dun polygone régulier est égale & son péri-
metre multiplié par la moitié du rayon du cercle
mscriL. ,

Soit, par exemple, le polygone régulier GHIK,, etc., le fig. 16o.
triangle GOH a pour mesure GHX$OT, le triangle OHI
a pour mesure HI X ON : mais ON==0T'; donc les deux
triangles réunis ont pour mesure (GH-HI) x £ OT.En
continuant ainsi pour les autres triangles, on verra que
la somme de tous les triangles, ou le polygone entier, a
pour mesure la somme des bases GH, HI, IK , etc., ou le
périmétre du polygone, multiplié par{ OT, moitié du rayon
dn cercle inscrit. -

Scolie. L.e rayon du cercle inscrit OT n’est autre chose
que la perpendiculaire abaissée du centre sur un des co-
tés; on l'appelle quelquefois I'apothéme du polygone.

PROPOSITION VIIL. .

THEOREME,

Les perimetres des polygones réguliers d’un inéme -
nombre de c6tés sont comme les rayons des cercles
circonscrits, et aussi comme les rayons des cercles
inserils; leurs surfaces sont comme les carrés de ces
mémes rayons. .

Soit AB un c6té de I'un des polygones dont il s'agit, fig- 161
O son centre, et par conséquent’ OA le rayon du cercle
circonscrit , et OD, perpendiculaire sur AB, le rayon du
cercle nscrit ; soit pareillement ab le ¢6té d'un autre po-
lygone semblable, o son centre, oa et od les rayons des

cercles circonscrit et inscrit. Les périmétres des deux poly-
N . 8 :
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gones sont entre eux comme les cétés AB et ab; mais les
angles A et a sont égaux, coinine étant chacun moitié de
lancle du polygone; il en est de méme des angles B et 4 ;
donc les triangles ABO, abo, sont semblables, ainsi que
les triangles rectangles ADO, add; donc AB: ab:: AO:
:DO : do; donc les périmétres des polygones sont
entre eux comme les rayons AO, ao, des cercles circons-
crits, et aussi conme les rayons DO, do, des cercles inserits.
Les surfaces de ces mémes polycones sont entre elles
comine les carrés des cdtés homologues AB, a? ; elles sont
par conséquent aussi comme les carrés des rayons des
cercles circonscrits AO, ao, ou comme les carrés des
rayons des cercles inscrits OD, od.-

MESURE DU CERCLE.

DEFINITIONS.
B
M

. On appelle ligne courbe convexe, une ligne telle
que la tangente en chague point laisse toute Zrt courbe
durn méme cdté de sa direction.

Une ltgne courbe. convexe ne peut élre rencontrée
par une drqz'te en plus de deux points :

Car si uine droite MN rencontrait une courbe aux points
A, B, G, la tangente menée par I'un des points intermé-
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diaires B, laisserait évidemment des portions de la combe
de part et dautre de sa direction.
La circonférence est une ligne convexe.

PROPOSITION IX.
.- LENME,

Une ligne convexe AMB est plus courte que toute Ui-
_gne enveloppante terininée auxmémes extrémitésAelB.
Euq effet, sila ligne AMB n’est pas plus petite que toutes
celles-qui I'enveloppent, il existera parmi ces derniéres une
ligne plus courte que toutes les autres, laquelle:sera plus
petite que AMB , ou-tout au plus-égale i AMB.

Soit ACDEB cette ligne enveloppante; menez par un
point M de AMB, non commun aux deux lignes, la tan_
gente PMQ; cette droite sera comprise entre les deux li-
gnes AMB, ACDEB, puisque la premiere est convexe. Or,
la droite PQ est plus courte que PCDEQ; donc,si a la
partie PCDEQ on substitue la ligne droite PQ, on-aura la
ligne enveloppante APQB, plus courte que APDQB. Mais,
par hypothése , celle-ci doit étre la plus courte de toutes;
donc cette liypothése ne saurait subsister; donctoutes les
lignes enveloppantes sont plus longues que AMB.

On démontrerait de la méme maniére qu'une ligne
convexe fermée AMB est plus courte que toute ligne qui
I'envelopperait de toutes parts.

.

Avant d’exposer les principes de la théorie des limites,

principes que nous emploierons pour la mesure des fi-

. gures circulaires, nous croyons utile de fixer le sens de
quelques dénominations qui seront fréquemment em-
ployées. A ,

On appelle quantité 'vamzble une quantité qui prend

successivement différents états de grandeur.
8.

fig, 162.

fig. 163.
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On appelle /imite une grandeur fixe dont une quantité
variable peut approcher d'aussi prés qu'oit veut sans pou-
voir 'atteindre. '

Larithmétique et la géométrie présentent de nombreux
exemples de quantités variables, et de liniites vers les-
quelles tendent ces variables.

On sait}, par exemple, que l'angle d'un polygone régu-
lier de mm c6tés a pour valeur §

om—4 . 4

29—
m m

‘Or si 'on suppose que le nombre des c6tés croisse jus-
qiwa l'infini, on voit que la valeur de I'angle augmentera,

et comme on peut prendre m assez grand pour que la

fraction -4—soit plus petite que toute quantité donunée, on
n

en conclut que les valeurs successives de I'angle du poly-
gone régulier auront pour limite deux droits.

De méme si 'on prend le milieu ¢ d'une droite AB,
puis le milien ¢ de ¢B, et ainsi de suite,

’
[d c
) '
T T

"

3

TH
T,
-

les lignes Ac, AC, Ac’. . . . . auront pour limite AB.

Et 'on pourrait multiplier les exemples a I'mfini.

11 est bon d'observer toutefois qu'une quantité peut va-
rier sans avoir de limite. Ainsi la somme des n premiers
termes d’une progression géométrique, augmente lorsque
n croit, mais cette somme n’a de limite que dans le cas ol
la progresion est décroissante; si la progression est crois-
sante, cette somme croit jusqu’a Iinfini.
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PROPOSITION X.
f}[ﬁo;\.ﬁan.

Lorsque deux quantités variables A et B sont cons-
tamment -égales en sapprochant de leurs limites L
et L, ces limites sont égales. o

" Supposons que les variables A et B restent au-dessous de
leurs limites, on pourra poser .
L=A-ta, - L'=B + 6.
(« et P pouvant devenir plus petits que toute grandeur
donnée. ) o
Retranchant ces égalités membre 4 membre, on a
"L—L =A—B+4+«—pg=a— f (puisque par hypo-
“thése A=B).

Or, sion supposait entre L et L' une différence d, on
anrait : d—=« — f , ce qui est impossible, puisque « et §,
et par suite leur différence, peuvent devenir moindres que
toute quantité donnée.

La démonstration serait tout fait semblable, si les va-
riables décroissaient en s'approchant de leurs limites.

PROPOSITION XI.

THEOREME,

Si les fucteurs A et B dun produit tendent vers
les limites L et L'; le produit A x B aura pour limite
LxL. | :

" En effet, posous comme ci-dessus,

| ‘L=A+a, L=B+g,
et multipliant ces égalités membre 4 membre, on obtient
' . Lx L'=AB +Ba +AB + af.

Or, les quantités a, § diminuant indéfiniment, & mesure
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que A et B s’approchent de leurs limites, les termes Be,
Ap, «f, pourront étre rendus aussi petits qu'on voudra ;
il en sera donc de méme de leur somme; donc enfin, AB
peut s'approcher de LL' d’aussi prés quon veut.

Le théoréme étant démontré pour un produit de deux
facteurs, s’étendrait sans difficulté a un produit 'un nom-
bre que]conque de facteurs. -

Corollaire. La limite du quotient de deux variables
A et B, est égale au quotient de leurs lunites.

PROPOSITION XII.

THEOREME.

1°. La circonférence est la limite commune vers
laquelle tendent les périmétres des polygones réguliers
semblables inscrits et circonscrits dont le nombre des
cdtés va constamment en doublant.

2° L'aire au cercle est la limite vers laguel/e ten-
dent /e.s aires des meémes polygones.

M

N\¢

1

A B .

0

[

° Soit abc un polygone régulier inscrit, et ABC le po-
lygone régulier semblable circonscrit. La longueur de la
circonférence est comprise entre les périmétres de ces
poly,gones et si I'on double le nombre de leurs c6tés, il
résulte’ évidemment de la’construction, que le périmétre
du polygone inscrit va en croissant, tandis que le péri-
meétre du polygone circonscrit diminue.
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Les périmétres de ces polygones sapprochent donc de
plus en plus de la circonférence, quand on double indéfi-
niment le nombre de leurs cdtés; et, pour prouver quils
s'en approchent d'aussi prés qu’on veut, il suffit de démon-
trer que leur différence peut devenir plus petite que toute
grandeur donnée.

Soient P et p les périmétres des polygones ABC, abe
ona* .

P:p::0M:0I, dou P—p:P:: OM—OI ou IM: OM.

On tire de la

PxIM
P—p_:————oM .

Or IM est plus petit que M&; Mé est plus petit que I'arc

qu'il sous-ténd; et les arcs sous-tendus peuvent décroitre:

indéfiniment, car ils suivent les termes de la progression
décroissante 1 1 1 1 .. .5 dailleurs P va.en diminuant ,
et OM est constant; donc P—p tend indéfiniment vers
zéro ; donc, ete. ... . ‘

2°Soient S et s les surfaces des mémes polygones, on
ferait voir, comme précédemment, que S et s vont en

s'approchant de I'aire du cercle quand on multiplie le nom-’

bre des cotés des polygones, et I'on aura prouvé que les
aires de ces polygones ont pour limite le cercle, si I'on fait
voir que S —s peut étre rendue plus petite que toute
quantité donnée.
Orona* ‘

S:s::0OM:0I, dou S$—s:5::0M—OI ou I5:0M.
On tire de la -
SxIb
=,

OM

et il est évident que cette différence tend indéfiniment vers
7€ro; car, en multipliant le nomnbre des c6tés, S diminue ;

S—s=

*pr.8.

*pr. 8.
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16, woindre que Mé, peut devenir aussi petit u'on veut,
et OM est constant; donc, etc.

Remarque. Les apothémes des polygones inscrits suc-
cessifs ont pour limite le rayon du cercle.

PROPOSITION XIII.

THEOREME.

1° Les circonférences sont entre elles comme leurs
rayons.
2° Les surfaces des cercles sont cornme les carrés
des rayons.
Gg.165. 1° Inscrivons dans les circonférences dont les rayons
sont OB ¢t CA, deux polygones reguliers semblables.
Soient P et p les périmetres de ces polygones; désignons
par R et rles rayons OB et CA, et par C et ¢ leurs circon-
*pr.8. férences, on aura™

P_p .

.. . R r’
Si I'en double indéfiniment le nombre des cotés des
polygones inscrits, les périmétres P et p s'approchent in-

oo . P
*pr.11. définiment de G et ¢; les quotients

R })—) tendront donc*

v . Coe T, .
vers les limites R 5 o0 de I'égalité des variables, on con-
. T

“pr.10. clut celle de leurs limites™ ; donc

o) E=_.

r
2° Soient C', ¢, les surfaces des ménies cercles; S et s,
les surfaces de deux polygones réguliers semblables ins-

pr. 8, crits, on aura™
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8 s T S
Or, les quantités oo 5 ot po‘ur limites T donc*
¢ _ ¢
®) K=
Scolie. De I'égalité (1) on déduit aussi :
C ¢
2R~ ar

Donc le rapport d’une circonférence 4 son diamétre est le
méme pdur toutes les circonférences. Ce rapport, qu'on
désigne ordinairement par =, est incommensurable, et ne
peut étre ca_lcu]é qu'appn'oximativement. Sa valeur en déci-
males est
©=3,1415926535897932, etc....

Nous donnerons bientét une méthode élémentaire pour

calculer approximativement la valeur de .

DEFINITIONS.

On appelle arcs semblubles, secteurs semblables,
segments semblables, cewr qui répondent @ des angles
aw centre égaux.’

PROPOSITION XIV.,

THEOREME.

1° Les ares semblables AB, DE sont entre eux commne
" les reyons AC, OD.
2° Les secteurs semblables BCA, DOE sont entre
eur comine les carrés de ces rayons.
° Ona*: arc. BA :circ. AC:: G géroits:
Deméme: arc. DE: circ. OD:: O: 4%
Et 4 cause de I'égalité des angles Cet O,
arc. BA : arc. DE :: circ. AC : circ, OD :: AC; OD
2° On a pareillement™ :
sect.” ACB : cerc. AC 11 C: 4
sect. DOE: cerc. DO :: O: 4%; ;

N

*pr, 10,

fig. 166,

*pr,18,
liv, 2.

¥pr. 18,
liv, 2,
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dod | |
“sect. A,BC'sect.'DOE :: cerc. AC.cerc. DO :; AC: DO.
PROPOSITION XV.
Tﬁéon}‘gnm.
Laire du cercle est égale au produit de sa circonfé-
rence par la moitié¢ du rayon.

Circonscrivons au cercle OA un polygone régulier. Soit
P le périmeétre de ce polygone et A sa surface. Désignons
par R le rayon OA; ona :

A=le—'{.
2

Or, en doublant le nombre des cotés du polygone cir-

. . R, YOI
conscrit, le produit P x 5 Sapproche indéfiniment de

. R . - .-
cirec. R X 55 en méme temps A a pour limite cerc. R;
R ,
pr. 1'0, donc'l
. R
cerc. R=circ. R x —,
2
On a vu que circ. R=27R ; on en conclut :

cerc. R = 2mR X %:‘NR’..

Application. Soit R=3", et prenons ®=3,1415, on a
‘ cerc. R = 28™ ¢ 2735, o
fig. 168. Corollaire. La surface d’'un secteur est égale a l'arc de
ce secteur multiplié par la moitié du rayon.
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Car le secteur ACB est au cercle entier comme I'arc

AMB est & la circonférence entiére ABD¥, ou comme *pr. 18,
liv. 2,

AMB x LAG est & ABD x 25, Mais lecercle. entier
— ABD x —AC, donc le secteur ACB a pour mesure
AMB x AC.

Apphcatzon. Soit AC=12", et supposons que I'arc AMB
renfernie 6o0°, Pour trouver la lonﬂueur de cet arc, on
posera la prOportlon

arc AMB:2%R: :60:360,
, . _211RX60_1:.R_1:.12_
d'ott arcAMB = 360 — 3 — 3 = 4,

on a donc sect. ACB— 47X 6 =24r= 75'"-5-,3960.

PROBLEMES SUR LES POLYGONES REGULIERS; DETERMINATION
DU RAPPORT DE LA CIRCONFERENCE AU DIAMETRE.

PROPGSITION XVI,
- PROBLENE,
‘Connaissant le cdté AB d’un polygone régulierinscri,

et le rayon OC du cercle, calculer le coté AC du po-
lygone rcgulzm inscrit d’un nombre de cotés double.
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Soient AB==a, OC=R et AC=c; tirons AD et AO,
‘on a dans le triangle rectangle CAD :

AC==CD x CI, ou c*=2R x Cl;
or, C[=CO0—OI=R—O0I;

d‘ailleurs on a dans le triangle rectangle AOI

=R AI_\/R’——'

\

done (31:1’.-\/3:_2_’,

. ) 2
et par suite ¢*=2R X (R— \/1{1_ Z..) . (1)
Reéciproquement, on peut se proposer de calculer a
connaissant ¢; et il faudra alors résoudre I'équation (1) -
par rapport a « ;-on obtient ainsi :

. (4R — )
— @

a=

Pour faire application de la formule (1), supposons que
« soit le c6té de I'hexagone et que par conséquenta—=—R,
on aura pour le ¢oté du dodécagone régulier inscrit :

= \/2“(1{—- \/E?—z) = \/2R’<1—- %—3) =R 2-V3

Pour appliquer la formule (2), prenons ¢ égal au c6té
du décagone , et cherchons le ¢c6té du pentagone régulier

T
Ona c= I—{Q—/—%, on en conclut:
R*(6—2175) [ 41{,_1{’(6— 2 1/5)]
2 4 4 —_— 1{2 Y.
= 1{2 _Z—(IO—ZVS),

’ - R  ———————.
d’on a:;‘/;o_.z‘/g,
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Remarque. En ajoutant le carré du rayon avec le carré
du coté du décagone, on trouve que la somme

R*6 — 21/5)
4

» C'est-a-dire au carré du coté du

R+
R*(10—2V/5)
4

penhgone régulier. Ainsi
Le c6té du pentagone régulier inscrit serait 1 ’Izypotemzse

est égale a

-

d’'un triangle rectangle qui aurait pour cotes de langle

-

droit, le rayon et le c6té du décagone.

PROPOSITION XVIL.

PROBLEME.

Connaissant le cdté -d'un ])olfrrone régulier, et le
rayon du cercle circonscrit, trouver le coté du poly-
gone circonscrit semblable. . ‘ '

Soient AB=a, CA=R et EF—x

La snmnhtpde des tnancles ECF, AGCB, donne la
proportion ~ EF:AB::CE’: CA
mais on a aussi- CE:CA::CM: CD,

dong, 4 cause du rapport commun,

EF : AB: : CM : CD
on _.Z':IC_Z::R'CD-(I'
on a d'ailleurs dans le tnangle lectangle ACD,

CD= \/LA AD= \/R’— —
donc @:a_::R:\/R’—%»

a2aRk

et par Sllite T

‘/4R2_ a?

g. 169,



fig. 169

fig. 169.
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- PROPOSITION XVIII.

PROBLEME.

" Connaissint le coté AB dun polygone régulier de
m ¢dtds, et le rayon CA du cercle circonscrit, trou-
ver la surfacé de ce pol]’amw

Soient AB=1a, CA=R et S la surface du polygone.-
On a*

. e p—
=max—; or CD= I{-—Z=5|/4Rz_az;

maV/ jR*—a*
. . 4

Application. Cherchons la surface de I'hexagone régu-

lier. Onaa=R, m=706;donc _ '
g SRR _ 3Ry73
T 4 2

Beniafque On pourrait a:ussi au moyen des mémes
données, calculer la surface du polygone reguher inscrit de
om cOtés.

En effet, soit M le milieu'de I'arc AB, et tirons AM; la~
surface du polygone cherché (que nous désignerons par S')
se compose de 2/z'triangles égauk 4 ACM,

donc S=

A R
Or, "ACM =M x 20— Rxe.
2 4
. Rxa mRa
donc | '=—oam X = .
4 2

Cherchons comme application la suiface du dodécagone
régulier inscrit; on a

a=R, m=6; dot §="1—3m

?
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PROPOSITION XIX.

PROBLEME

Etant donnés le rayon CD=R, et lapothéme
CA=r dun polygone régulier, calLulel le rayon R
et Lapothéme r d'un polf gone rLguZmr isopérimetre
d’un nomb; e double de cotés.

Soit BD le ¢dté du polygone régulier donné, et C le
centre de ce polygone. Prolongeons 'apothéme CA jusqu’a
sa rencontre en I avec la circonférence circonscrite, et
tirons les droites BI, DI; BID sera langle. au centre du
polygone cherché; car il est la moitié de BCD. Si de plus
on abaisse CK perpendiculaire sur BI, et qu'on méne KE
paralléle & BD ; KE sera la moitié.de BD, et représentera le
coté du nouveau polygone; IK en sera le rayon, et HI
I'apothéme.

Or,ona’ IH:I—A-:M’
’ 2 2
ou ) o = R :— I‘.- (I)

Enfiy dans le triangle réctangle CKI, on a - -
K =I6xIH, ob K= R 7=V % x (R_j_”_). ()

Seolie. T est facile de voir, soit par la ﬁgure soit par
les formules, que 1’ est plus grand que r, et qu'au contraire
R’ est momdre que R; desorte que d.ms le nouveau po-
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lygone la différence entre le rayon et 'apothéme est inoin-
dre que dans le premier.

Sion transformait de la méme maniére le second poly-
gone en un troisiéme, puis le troisiéme en un quatriéme,
et ainsi de suite, on parviendrait & un polygone dans lequel
la différence entre le rayon et lapotheme serait momdre
que toute grandeur donnée.

En effet, dans le triangle BCA, on a

BC—CA < BA ou R—r < BA; -
mais BA est la moitié du coté du polygone, et ce coté peut
étre rendu plus petit qne toute grandeur donnée, quand
on double indéfiniment le nombre des cdtés; donc aussi
R —r peut devenir plus petit que toute quantité assi-
gnable.

PROPOSITION XX.

PROBLEME.

Trouver une wvaleur approchée diw rapport de’ la
circonférence au diamétre.
On a vu plus haut que:
circ. R=2%. R, et que cerc. R = ©R*;

on en déduit

circ. R’ cerc. R
== (1) - et = (2)

De la résultent quatre méthodeés pour trouver la valeur
de =. .

Car si 'on cousidére la formule (1), on peut, connais-
sant la longueur de la circonférence, calculer le rayon , ou
bien, connaissant le rayon, chercher la circonférence. Et
si 'on emploie la formule (2), on peutse proposer, connais-
sant le rayon, de trouver la surface du cercle; ou bien,
connaissant l'aire d'un cercle, de calculer le rayon.
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" Nous n exposerons ici que la premiére méthode (*), et
‘rious fious proposerons, par éxemple, de calculer 1€ rayon
d une circonférence dontla longueur serait 4.

Construisons un carré, et prénons le coté de ce carré
pour unité, le perlmetre sera 4. . . .
Sonent R et rle rayon etlapotheme de ce-carré, on a :

. R= —,—2,-' r——. .
! . 2

A

Maintenant ce ¢arré peut éire transformé en un octogone
régulier de ménie périmétre,. et en ‘appliquant les formu-
les du probléme précédent, on trouvera pour le rayon et
lapothéme de cet octogone :

RI:.\/2-{'—8V1’ rx.=I—|—-41/2.

On calculerait de méme les rayons R,, r, du polygone
régulier isopérimeétre de 16 cOtés; et en continuant ainsi,
on arriverait & un polygone dont le périmétre serait tou-
jours 4, et dont les rayons Rn, r, différeraient:d’aussi peu
"qu’on voudrait. . T
Or les circonférences décrites avec R, etr, sontl'une
plus grande, l'autre plus petite que 4 ; le rayon de la cir-
conférence égale a 4, est donc compris entre R, ‘et 7, et
peut étre obtenu avec telle approximation qu’on voudra.
Si les rayons R,, 7, sont évalués en décimales, il: est
évident que les décimales communes appartiendront au
rayon cherché.

(*) Les deux derniéres méthodes sont exposées daus le texte de Legendre,
qui se trouve  la fin de I'ouvrage,

fig. 171,
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. Voici le tableau-des valéurs successives.du rayon et de
I'apothémé, dansdes. po]ygones de 4, ,16... .8192 c6tqs.

IR PP PR T o o
NOMBRE o . .
, APOTHEMES. * “/RAYONS, "'
. p.‘."s.c;d'?x‘?‘k;'y o, '),‘,l’ai,’ TR TP : N
< ‘ . arites
P K
4 * £1="0,5000000 ° Ry =o0,7071068
8 2 = 0,6035534 R = 0,6532815
16, .3 =10,6284174 . R3 = 0,640728y ,
r32 . S T= 0,6345731 Ry = 0,6376435
64 75 = 0,6361083 R5 =0,6368754
128" | - 5= -0,6364919 Rg =2'0,6366836 - -
256 r; = 0,6365873. Ry = 0,6366357 , .
512 78 = 0,6366117 Rs = 0,6366237
1024 g = 0,6366177 Ry = 0,6366207
2048 Fio="0,6366192 - . Rio= 0,636619y
4096 | 1= 0,6366195 Ryr=0,6366197
! 'Brg2' © = 0,6366196 Rii=0,03661g6

- Ainsi. une mrconference egale a 4 a pour rayon
0 6366196. «+... dou il résulte que le rapport de la cir-
conference au diamétre, vaut -

e
i
L N

. 40000000
12732392

LN .
TR SR .

—3 14109')6.-.‘o T ta ot

+ Archiméde avait trouvé 22 pour valeur approchée de.;
Metius a trouvé pour le méme nombre la valeur beaucoup

plus approchee

For,

¢

486
T13°

.
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APPENDICE AU LIVREIV. . ..
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DEFINITIONS.

L. On appelle maximum la quantité la plus grande entre toutes
celles de la méme espéce; minimum la plus petite.

Ainsi le diamétre du cercle est un mazimum entre toutes les
lignes qui joigrient deux points de la circonférence, et la perpen-
diculaire est ui minimum entre toutes: les drontes menées d un
point donné & une ligne donnée.

IL. On appelle figures isopérimétres celles qui ont des penme-—
tres egau\i '

PROPOSITION 1.

THEOREME,

De tous les triangles formés avec deuz cbtés donnés Jaisant en-
tre eux un angle &volonté , le maximuw est celui dans lequel les
deuz cbtés donnés font un angle droit.

Soient les deux triangles BAC, BAD, qui ont le ¢c6té AB com-
mun, et le c6é AC=AD; sil’ ansle BAC est droit, je dis que
le trmng]e BAC sera plus gr and que le triangle BAD, dans lequel
I'angle en A est aigy o obtus.

.Car la base AB étant la méme , les, deux mangles BAC BAD
sont comme les hauteurs AC, DE : mais la perpendiculaire DE
est plus courte que ]obhque AD ou son .égale AC; donc le
trmng]e BAD est plus petit que BAC.

PROPOSITION II.
y .. .. .THEOREME,
Le cercle est plus grand que toute ﬁglzre plane asoperlmetre.
1° Il est d’abord évident qu'il y a une 1nﬁmte de ﬁgures d’un
9.

fig. .1‘74~
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périmétre donné, qui ont diverses formes ct diverses aives; mais
on voit aussi que ces aires ne peuvent croitre indéfiniment.

11 y a donc parmi les figures d’on périmétre donné un ou plu-
sieurs maximum.

2° Toute hgure gui renferme nne mre mammum dans un pé-
rimétre donné est convexe.

N

. ' * vt o

Car soit AMBN une ligne fermée non convexe; si Uon fait
tournev la partie rentrante AMB autour des poiuts A et B, de
maniére quelle ocenpe la position AM'B, la figure AM'BN anra
méme périmétre que la premiére, et renfcrmera une aire plus
grande,

3%Soit AMBN une figure maximum sous uu périmél;'e donné;
je dis que toute dioite AB qui divise le périmitre en deux par-
ties égales, divisera aussi I'aire en deux parties ¢quivalentes’;
car si la portion ANB était plus gvande que AMB, en faisant
tourner ANB autour de AB; de manicre quelle occupe la posn-
tion AN'B, Ia hgure AN'BN aurait le méme périmétre qué AMBN
et aurait une aire plus grande. AMBN ne serait donc’ pas ol
" maximum,. ’

1l résulte encore de ce qm preécéde que si AMBN est une fi-
gurc maximum, AN'BN en est aussi unc; ct I'on voit que dans
cctte dernicre figure, toute perpendiculaire NN’ & AB est divisée
par cetieligne cn deux partics égales, de'sorle que les triungles
ANB, AN’ B ‘sont cgaux. A
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Cela posé, si les angles-ANB, AN'B n’étaient pas droits, on
ponrl-mt agrandir simultanément laire des triangles ANB, AN'B,
-sans rien chapgep & lagrandeur.des cétés AN, NB, AN', N'B, ni
it la grandeur des segments APN, NQB, APN', N'Q'B; la base
-commune AB changerait scule; mais par la Puire de la figure
dev{endl'ait plus grande, sans que le périmétre changeit, ce qui-
est contraire & I'hypothése; donc les angles N, N’ sont droits;
dailleurs le point N est quelconque sur la courbe ANB; donc
cette ligne est une demi-circonférence.

Ainsi 'on voit que si une droite divise la figure maximum en
deux moitids, chactine’de‘ces moitiés sera un demi-cercle ; donc

la figure entiére est un cercle, : :
e I
* -+-'  PROPOSITION 1. b
. \ THEORE‘;ME. )

Parmi toutes les figures planes qui ont la méme aire, le cercle
a le plus petit périmétre.
Cav si une figure quelconque dont I’aire est A, avait un péri-
métre moindre que le cercle ayant la méme aire, on pourrait,
+ d’aprés le théoréme précédent , la transformer en un-cercle de
méme périmétre, et d’une aire B> A.
Ce second cercle aurait donc une aire plus grande que le pre-
~mier, ¢t un périmeétve moindre, ce qui est absurde.

PROPOSITION 1V,
LEMME. -

Tout polygone ABCDE qui conttcnt un angle rentrant, peu
tre tran,g/'nrme en un polygone conue.z:e, ‘d’une slztface plus g ov](")de
ay(mt le' méme perlmetre et un c6té ‘de moins,
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* C4k si'l'on prolonge AB, et gn ‘on’ Joigne tons’ les points de ce
pro]ongement an point D; a somme BI ~+1D ‘croitra d’une iia-
niére’ continue depms BB jusqu \ Pinfini. 11 Y a donc un pomt
I.ou PonaBI4-ID ==BCH€D. -~ S

++On obtient donc un polygone ABIDE, évidemment plus grand
qn(, "ABEDE, qui a le méme penmetre et un coté de i moms o

.'.. [ L3 o

. R

st PBOPOSITION V oo Sat

N THLOREME

. De tous les polygones Isoperlmetres gt d'urn méme nombre de
c6és , le polygone régulier est le plus grand, .

Nous allons prounver successivement que si un polygone n’a

" pas tous ses cites éganx yet-ses angles égaux, il ne pent étre
maximum parmi les isopérimétres d’un méme nombre de cotés.

Supposons -que le po]ygom. ABCDE ait m-cotés; et-soit
AB<BC. Prenons sur BC le point M assez prés de C pour qu’on
ait encore AB <CBM. Faisons ensuite 'anglc AMB =BAM; pre-
nous MB'=AB. et joignons AB’. Lé triangle ABM est ¢gal au
triangle AB'M.

On conclut de 1a que 'on pourrait au polygone ABCDE subs-
tituer le po]ygoneAB’MCDh sans changer le périmétre ni la sur-
face; seulement ce nouveail po]ygone aurait m-~v cétés, et de
p]us un an{j]e rentrant; car AB étant p]us petit que BM, on a
]ang]e BMA <BAM ou B'MA . :

Or ce po]vgone peut etlc lrnnsformc cn un nutre de m cotes s
de méme périmétre, et d’ume surface plus grande douc ABCDE
ne serait pas le plus grand parmi les isopérimétres de m cotés.

2° Supposons que dans le polygone ABCDH de m cotés, on
ait'angle A>>B. Prenons un point M assez voisin de B pour que
langle MAH soit plus grand qne AMC.,

Faisons aussi 'angle MAB'=: AMB, prenons AB’=MB ct joi-
guons MB'; le triangle MAB’ cst égal-d ABM; et le polygone

4



.LIVRE 1V.-: 35

AB'MCDH a‘méne_ surface. et ‘méme périmétre ~qué 'ABGDH;
mais.il aim -+ 1.cdtés, et un angle rentrant; car AMC < AMB

“étant égal & 2 droits, on a MAH 4 MAB ™ o-droits. v~ ..
e R RPN PR | N beoee T Lo el

ERER R .

Dottc ce polygone pourrait étre transformé en un antre de m
cotés, de méme périmétre, et d’une aire plus grande; done enfin
ABCDH ne serait pas maximum,

PROPOSITION VI.

THEOREME.

De tous les polygones d’égale surface, et d’un méme nombre de
cltes, le polygone régulier a le moindre périmétre.

Car si un polygone irrégulier de m cotés, dont Iaire est A,
avait un périmétre moindre que le polygone régulier de méme
aire, et du ‘méme nombre de cétés, on pourrait le transformer
- en un polygone régulier isopérimétre de m cdtés, ayant une
atre B> A ce second polygone régulier aurait donc le méme
nombre de cétés que lc premier, avec nin périmétre moindre, et
une aire plus grande, ce qui est absurde.

PROPOSITION VIL
THEORRME.
De deux polygones réguliers d’égal périmétre, celui qui a le
plus de ebtés est le plus grand. ’
"B o
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En- effet soit ABCDEF un polygone régulicr de 6 cdtés.. Si
’on prend un point I sur I'un des cétés, on pent considérer ce
polygone comme un polygone irrégulier de 7 cotés, dans’lequel
les cotés IC, ID feraient un angle égal & deux droits; or ce poly-
gone est moindre que le polygone régulier de 7 céiés et du méme
périmétre ; donc, etc.

DY S h e s o : by
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GEOMETRIE PLANE. |

R . T . LT oA L, v .o e

o _,THEOB]‘LMES A DEMONTBEB. B
1. La figure qui a pour sommets les mllleux ‘des cotes d’un
qu’ldn]atere, est un para]]e]o"ramme, ‘ )
2. Si d’'un point pris dans Iintérieur d’un’: ‘triangle équilaté-
-ral, on abaisse des perpendiculaires sur les’ trois cdtés; la
somme de ‘ces perpendiculaires”est constante. (Exammer ce que
devient le théoréme quand le point est extérieur au triangle:)

4

3. Parle point de contact A de deux cercles tan'gén'té on méne
deux sécantes que]conques BB, CC': : prouver que ]es drmtes BC
B'C sont paralléles. A

4. Dans tont quadrilatére circonscrit A un cei:c]e,“]a ‘somme
de denx cotés opposés est égale i la somme des deux autres. (La
réciproque est vraie.) g

.

et - 4
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5. On supposc le cercle O rangent aux denx cétés de 'angle.
A, puis on méne une tangente BEC terminée aux deux cotés de
Iangle: prouver, 1° que le périnétre du triangle ABC est cons-
rant, quel que soit le point de ’'arc MEN par ]equc] on meéne la
tangente; 2° que r angle BOC est constant. .

6. Si on joint deux & deux les pieds des trors hauteurs d’un
triangle, on forme un nouveau triangle dans lequel les bissectri-
ces des angles sont les.hauteurs du premxgr tnang]e.

7. Les pieds des hauteurs d'uz mang]e et ‘les milieux des
.trois cdtés sont syr ung méme circonférence. :, .

8. Etant donué un quadrilatére, si Ton méug des cercles, tan-
gents Y trons cotes consecutxfs, ]es ceutres (]es qnatre cercies
qu’on oblxen; aingi forment yn quadn]dtere mscnpt\b]e.

.-9- Les. bissectrices des 'mg]es formés par les cotés opposes
d un quadrilatére mscnptlb]e se coupent a aﬂg]e drmt .

10, 8i d'un point quelconque du cercle circonscrit 1 un trian-
gle, on abaisse des perpendiculaives sur les trois cdtés, lcs pieds
de ces perpendiculaires sont en ligne droite.

11, On constritit-sur les deux cétés AB!, BC d'un triangle
ABC, les parallclogrammes queleonques ABFE, BCDL; on prd-
louge EF et LD jusqu’en O, et on tire OB; enfin on construit sur
ACun pdl‘a]lelogramme dont le cotc a(]Jacenl st g a] at paralléle
4:0B.: démontrer, que ce pma]]dosraunm est equlva]cut ala
somme des deux autres. (En déduire comme consequence le carré
de. ]hypotepuse)

e

v
. . .

12. Les trois hauteurs d’un triangle se coupent en un méme
point.

13. Leslignes qm]mgnent ]es sommets d’un triangle aux mi-
- lieux des cotés opposés se coupent en un méme point.

14. Le point de concours des hauteurs d'un triangle, le point
de concours des médianes, et le centre du cercle circonscrit,
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sonten ligue droite; et la distance des-deux premlers pomts est
do:xb]e de la distance des deux derniers. . ¢ .- :
""i52-8i d'un point-'donné oniiméne i - cerele deux sécantes
perpendlbu]aues -entre-elles, la somine ‘des' carrés des cordes
sera constantef ; et e "
16! L01'5que trois cercles -se coupent deux A ‘deux, les trais

cordes d’intersection s¢ coupent au méme point.

P L. B [P AS

17. Si*du point A, miliende 'arc BC, ‘on'méne les deu¥ sécan-
tes' AFD,‘AGE, "les-quatre points D, F; G; E, sont sur une méme
circonférence. NS

~'18. Lorsque. trois cercles sont tangénts' denx. & deux/, ]es tan-
gentes menées aux pomts de contact se coupent enzuu.méme
pomt T . S A P )

1q. La somme des carrés des dmgona]es d’un qnadn]atere est
double de la somme des carrés des lignes qm;mguent les milieux
des cotés’ opposés. - ‘ o

-20, Dans un-triangle on méne une suite de, parallé]es a ]a base,
-et-on-méne les diagonales de chacun des trapézes qu’on forme
ainsi: prouver queles points de concours des diagonales de ces tia-

* pézes sont sur une droite qui vadu sommet au milieu dé'la base.

21. Démontrer que si Pon a un quadrilatére insorit, le-pro-
duit dés perpendiculaires abaissées d’un "point de ]a‘circduf(;rence
sur deux cotés opposés, est égal au. produit-des perpendiculaires
abaissées du méme point sur les deux attres.cétés. .., .,

~’22. SUd’un, point pris dans I'intérieur d'un polygone régulier
de m cOtés, on abaisse des perpendiculaires sur tous les cdtés; la
soiome de ces perpendiculaires ést égale 3 m: fois:le. rayon du
cer(,]e inscrit. R SN
-181 de tous les sommets d’un po]ygone reguher on abaisse

: des per.pen_dmu]mres sur une droite quelconque passant-par.le

centre, la somme des perpendiculaires qui tombent d’un c6té de
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- cette droite est égale A la somme des perpendicylaires qui sout

situées de I'autre coté. . )
24..Démontrer que si 'on f'ut 1'ou]er un cercle (]aus un auire

- cercle fixe de position et-de rayon double, de maniére que. les
deux cercles soient toujours tangents, un pbint quelconque dn

‘premier,cercle décrira dans ce mouvement une, ligne droite,

LIEUX GEOMETBIQUES ‘A TROUVER.

1. Trouver le lieu des points te]s que la somme des distances
de chacun d’eux & deux droiles données soit égale a une ligne
donnée.
1+ 2.- Trouver le lieu des points tels que la différerice des dis-

.tances de chacun deux i deux dyoite_s soit ‘égale’d une ligne
dounée. : i :
+ 3. Lieu geométrique des centres des cercles passant p'u* deux
points donnés. . : CL .

4. Lieu géométrique des centres des cerc]es d’un rayon donne
" et tangents A une droite donnée. " . .

5. Lieu géométrique des centres des cercles d un rayon dounné
et tangents 4 un cercle donné. oo

6. Par tous les points d’unc “circonférence on méne des droi-
tes paralléles entre elles, et on prend sur chacune une longueur
donnéé : trouver le lieu des extréinités de toutes ces droités.

-7. TFrouver le lieu des milicux des cordes d’un cercle passant
toutes par un point donng. . .

8. Trouver le lieu des points d’ot les tangeutes menées i un
cercle se coupent ‘sous un angle donné.

" 9. Trouver le lieu des points tels que les pieds des perpendl-
culaires abaissées de chacun d’eux sur les trois cdtés d’un trian~
.- gle, soient en ligne droite. o

'10. Tronver le lieu des points dont les distances & denx droi-
tes sont dans un rapport donné. -
-+ 11, Frouver le lieu des points tels quc la somme ou la diffé-
:rence "des carrés de leurs distances & deux points donnés soit
‘égale'd un carré donné.
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12. Etant donués deux cercles, trouver le licu des points tels
que les taugentes tiréces de ces pomts aux dcux cercles soient
égales. 4

13. On’ méne par un point A une droite AM terminée i la
circonférence O, et on divise cette droite au poiut N, de sorte
quon ait AM : AN ::m:n: trouver le lieu des points N.

14. Ayant mené par le point donné A, la droite AM terminée
i la circonférence 'O, on prend sur cette droite un point N tel
que AMx<AN=K? : trouver lc lieu des poiuts N.

' Résoudre les deux problémes précédents en remp]'lcant la
circonférence pal une llgne drone.

.A.

X, B . ) L

t5. Par un point A, on méne une ligne AB terminée i la
droitc donnée XY; on méne AC telle que I'angle BAC soit égal
4 un anglc donné, ct que l'on ait :- AB: AC:; m : 72, ou hien
AB > AC==K": trouver le lieu des points C.

Mémes problémes en remplacant la ligne droite XY par une
circonféreuce.

16. Trouver le licu des points-d’olt dCll\ cerc]es donnés sont
vus sous 1€ méme zmg]e ) Co :

1y !Su r deux droites rectangulaires, on fait glisser une droite
“dé longuéir donnée’;'on demande'le heu des mxheux des’ bypo-
ténuses des triangles ‘mm forniés, - S

18. Etant donné un’tri iangle équilatéral, trouver le lieu des
points tels que la distance de 'un d’eiix 3 I'un’ des sémmets du
triangle équilatéral soit égale a'la somme des distances du méme
point aux deuts autres sommets, -+ ¢+ ol
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B

19. Par un point A pris dans le plan d’'un cercle O, on méne
une sécante AC, et les tangentes aux points B et C, on demande
lé lieu-des.points D.(Le lieu est une droite DE, perpendiculaire
sur le iamétre passant par le point A; cette droite est appelée
la polaire du point A, et ce point est le pdle de la droite DE.) |

- 20: Trouver le heu des points tels que la somme des carrés de
'leurs distances aux sommets d’un triangle equllatcml soit egale
4 un carré donné. . .

21. Méme probléme, en remplacant le triangle. (,qmlatu‘al par
un polygone régulier quelconque. - - .

22. Trouver le lieu des points tels que la sonune des carrés
de leurs distances aux cétés d’un polygone régulier soit égaled un
carr¢ donné,

PROBLEMES A RESOUDRE.

1, Par un point mener une droite egalement dxstante d(, deux
points donneés.

g 3 —
. .-2. Ktant donnés deux points A et B, trouver, sur la ligne ST,
un point P tel que les angles APS, BPT. soient égaux.

.3, Par un point mener une droite qui coupe deux paralléles,
et telle que Ia partie de cette droite comprise entre ces deux pa-
ralléles soit égale i une ligne donnée.

. & Constriire yn carré, connaissant la difference entre la dla-
gonale et le cté du carvé. . .

- B, Construire un triangle, connalssant la base, I'angle opposé
et la somme ou la différence des deux autres cotés.
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6. Décrire un cercle;d’un;rayon donng,:

Passant par deux pomts, ity

e :,2" Passant par iy pomt et tansehth uné drolte TR
e 3o 'lan«rent A deux'drojtes; 7t Mot e Tl
4° Tangent & une droite et & un cercle;
5° Passant par un point, et tangent A un cercle;
6° Tangent 4 deux cercles,

FelTo T Ry

7. Mener dans un cercle une droite ﬁassant par un point
donné, et telle que la corde interceptée soit égale A une ligne
donnce.

- 8. Décrire un cerc]e tangent aun cerc]e et & une drozte, en

RS

un pomt donué.
9. Coustruire un cercle tangent dun éeicle en un pomt doung,

et pdssant par, un poiut donué,
10. Constl‘ulre un triangle égul 2 dun mang]e donne et donl.

‘les éotes passent par trms points donnes.

11. htant données deux cxrconfcronces qui se coupent mé-
ner, par.un de leurs points d’mtersectmn une droxte MN, tel]e
que la dlstance MN, comprise entre les deux’ pomts dintersec-
tion de cette droite avec les deux circonférences, soit égale & une
droite-donnée.

12. Mener par le pomf A la droite MAN, de sorte qu on axt
MA:AN::m;n
...13. Mener- par. le pomt Ala dr01te MAN de sorte, que
AM=AN.

/N Etant donnees deux cu'conferences, mener une se('ante
pdralle]e -une ligne donnée, telle que. ]a somme des cordes smt
égale & une llgne donnée. L
- . 15, Construire un quadrn]atele connalssant deux ‘angles op-
posés, les diagonales et leur angle, ’ ‘,V e
16..Etant donnés .deux cercles, trouyer, up pomt t’el que Tés

I ;
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"tangeutes mences i ce cérele soieut égales, et fassent up ahg]e
donné. :

17. Etant, donnés L'are CD et ]e dnametre AB trouver sur la

circonférence un point P, te] qu en tlrant ]es drontes PD, PC,
on ait OM = ON. ...

LR R PR

" 18, Inscrire dans un cercle un triangle lsocc]e, connaissant LL
sourme de la basc et de la hauteur.

1g. Construire un triangle, connaissant les trois médianes.

_20. Coustruire un triangle, connaissant les trois hauteurs.

21. Construire un triangle, counaissant les angles ct ]e péri-
métre , ou bien les angles et la surface.

22. Constmlre un triungle, counaissant la base, I'angle op-
posé, et le rapport des deux autres ¢otés.

23. Construire un triangle, conniissant la base, la hauteur et
le rectangle des deux autres cotés. )
24. Deux droites étaut données, qu'on ne peut prolonger jus-
qu’i ](,ur poult de concours, meuer pat un pomt (lonn(,, une

droite . qul irait i ce pomt de concours.

25. Trouver dans’ un triangle un point tel qu'en le joignant
aux trois sowmmets, le trnus]e soit partage en trois ’tl‘ldn"]Cb
¢quivalents. '

26. Dccru‘e un cerc]e pas%ant par un poml (,t tangent i deux
‘cércles donués. )

27. Décrire un cerele tangent i trois cercles donnés. -
*28. Construire un trapéze, counaissant les angles ct les dia-
gona]es.

29. Etant dounées trois circonférences concentlxques, eons-
truire un manble semblable A un triangle donné , ‘dont ]es trois

5

sommects reposent sur ces circonférences.
Méme prob]eme eun remplacant les cnrconfel‘ences pal‘ trois

drontes para]]eles. o -
30. Par un point donné dans un angle mencrune -drdite,



LIVRE IV. ‘ 145

telle que le produit des segments compris entre le point ¢t cha-
cune des droites soit égal 4 un carré donné, '

31. Par un point donné dans le plan d’un cercle, mener une
droite, telle que les distances de ce point aux points d’intersec-
tion de la droite et du cercle, soient entre elles dans le rapport
dem a n. ‘

32, Par un’'point douné et par le centre d'un cercle, faire
passer une circonférence, telle que la corde conmmune soit égale
a une ligne donnce.

e rretiiligir OO R~

10
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o - LIVRE' V.
DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE, CONSIDERLES
DANS L'ESPACE. '

DEFINITIONS.

I. Une ligne droite ést perpendiculaire a un plan , lors-
qu'elle est perpendiculaire i toutes les droites qui passent
par son pied dans le plan*, Réciproquement le plan est
perpendiculaire 2 la ligne.

Le pied de la perpendiculaire est le point ou cette ligne
rencontre le plan.

II. Une ligne est parallele a un plan, lorsqu’elle ne
peut le rencontrer & quelque distance qu'on les prolonge
I'un et I'autre. Réciproquement le plan est paralléle a la
ligue. :

" III. Deux plans sont paralleles entre eux, lorsqu’ils ne
peuvent se rencontrer i quelque distance qu'on les pro-
longe I'un et I'autre. '

IV. Pour représenter les plans dans les figures, on cst
obligé de leur donner des limites, mais il faut toujours les

concevoir indéfinis.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.
Une ligne droite ne peut clre en partie dans un

plan, en partic au-delors.
/ . . v . .
Car, svivant la définition du plan, dés qu’une ligne
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droite a deux points communs avec un plan, elle est tout
entiére dans ce plan. .

Scolie. Pour reconnaitre si une surface est plane, il faut
appliquer une ligne droite en différents sens sur cette
surface, et voir si elle touche la surface dans toute son
étendue.

PROPOSITION II.

THEOREME.

Par deux droites qui se coupent, on peut Jaire pas-
ser un plan, et on r'en peut faire passer qi'un seul.

A

Soient AB, AC, deux droites qui secoupent : on peut
concevoir un plan ot se trouve la ligne AB; si ensuite on
fait tourner ce plan autour de AB, jusqu’d ce qu'il passe
par 1€ point G, alors la ligne AG, qui a deux de ses points
dans ce plan, y sera tout entiére, et la position du plan
sera déterminée dans I'espace.

Je dis en second lieu que par les droites AB AG, 1l ne
peut passer quun seul plan.

-En effet, supposons qu'il existe deux plans conténant
ces droites, et soit M un point de I'un de ces deux plans;
on peut toujours par le point M, et dans le plan qui con-
tient ce point et les deux droites AB, AC, mener une ligne
qui rencontre AB et AC aux points D et E; or la ligne
DEM ayant deux de ses points sur les droites AB, AC sera
tout entiére dans les deux plans passant par ces deux
droites; donc aussi le point M y sera contenu, et les deux

10.
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pl:ms ayant tous leurs points communs n’en formeront
qu'un senl.

Corollaire 1. Un triangle ABC, outrois points A, B, C,
non en ligne droite, déterminent la position d’'un plan.

. Corollaire I1. Deux paralléles AB, CD, déterminent aussi
la position d’'un plan; car on sait déja que deux paralléles
sont dans un méme plan et on ne peut pus supposer que
deux plans différents renferment ces deux droites, puis-
que chacun d’eux devrait contenir deux points de AB, et
un point de CD, c'est-d-dire trois points non en ligne
droite.

PROPOSITION II1.

THEOREME.

Lintersection de dewx plans est une ligne droite.

Car, si dans les points communs aux deux plans on en
trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite, les deux
plans dont il s’agit, passant chacun par ces trois points,
ne feraient qu'un seul et méme plan®, cé qui est contre la
supposition.

PROPOSITION IV.

THEOREME,

St une droite AP est perpendiculaire @ dewx autres
PB, PC, qui se crolsent a son pied dans le plan MN,
elle sera perpendiculaire a une droite quelconque PQ
mende par son pied dans le meme plan, et ainsi elle
sera perpendiculaire au plan.
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Menez, dans le plan MN, une droite BC qui coupe les
trois droites PB, PQ, PC; prolongez AP d’'une longueur
PA’= AP, et joignez les points A, A" aux points B, Q, C

La ligne PC étant perpendiculaire sur le milieu de AA’,
les obliques CA, CA’ sont égales; par la méme raison
BA =BA'. On conclut de la que les triangles BCA , BCA’
sont égaux comme ayant le c6té BC commun, et les autres
cotés égaux chacun a chacun. Si donc on fait tourner le
triangle BCA' autour de BC pour l'appliquer sur son égal
BCA , le point A’ tombera en A, et comme le point Q ne
change pas, la ligne QA’ s'appliquera exactement sur QA.

La droite PQ est donc perpendiculaire sur AA’, puisque
deux de ses points P et Q sont également distants des ex-
trémités de cette droite.

PROPOSITION V.

THEOREME.

Par un point donné on peut mener une perpendicu-
laire a un pla, et orn n’en peut mener qu'une.

Supposons d'abord que le point donné O soit situé dans
le plan MN.

Menez dans ce plan une ligne quelconque AB, et abais-
sez. Ol perpendiculaire sur cette droite; par la ligne AB
concevez un plan quelconque, et menez dans ce plan CI
perpendiculaire sur AB; enfin, dans le plan OIC, élevez OC
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perpendiculaire sur OI. OC sera perpendiculaire an plan
MN.

. Pour ]e démontrer, tirons, par le point O, une droite
quelconque OB dans le ‘plan MN; prolongeons CO d'une
longueur OC'=0C, et menons les lignes CB, C'B, C'L.

La ligne AB étant perpendiculaire aux deux droites IC,
IO est perpendiculaire au plan CIO, et par suite a la droite
IC’ qui est située dans ce plan. Les triangles GBI, G'BI
sont donc rectangles, et sont égaux; car BI est commun,
etles cdtés CI, C'I sont égaux comme obliques également
cloignées du pied de la perpendiculaire OL

On a donc CB=C'B; donc aussi BO est perpendicu-
laire sur le milieu de CC'; et cette derniére ligne étant
perpendiculaire aux deux droites OB, OI, est perpendi-
culaire au plan MN.

Supposons, en second lieu, que le point donné C soit
situé hors du plan MN (méme figure).

Menez, dans le plan ,-une droite quelconque AB, abais-
sez CI perpendiculaire sur AB; puis élevez dans le plan
MN, IO perpendiculaire sur AB; &nfin abaissez CO per-
pendiculaire sur OI; CO sera perpendiculaire au plan.

(La démonstration est absolument la méme que pour le
premier cas.)

Par un point O donné sur le plan MN, on ne peut
élever qu'une seule perpendiculaire a ce plan; car si on
pouvait en élever deux OA, OB, conduisez par ces deux
droites un plan dont I'intersection avec le plan MN soit OC.
Alors les deux droites OA, OB seraient perpendiculaires
sur OGC an méme point et dans le méme plan, ce qui est
impossible.
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- Pareillement, il ‘estimpossible d’abaisser -d’'un point
hors d'un pl:m deux perpendiculaires a ce plan; car soient
AP, AQ ces (lcux perpendlculalres le triangle APQ aurait
deux angles dronts c€ qui est impossible.

PROPOSITION VL.

THEOREME.

Par un point on peut mener un plan peryjendzcn-
luire & une droite , et on n'en peut inener qu'un seul.

1° Supposons que le point donné G soit situé sur la
droite AB. Menons deux plans par AB, et dans ces plans
élevons CD et CE perpendiculaires sur la ligne AB. Le
plan MD, conduit suivant ces deux droites , sera évidem:
ment perpendiculaire 3 AB.

B

Maintenant aucun autre plan MH, passant par le point C,
ne peut étre perpendiculaire 2 AB; car si cela pouvait avoir
lieu, un plan quelconque condunt par la ligne AB coupe-
rait MD et MH suivant deux droites CN, CG qui seraient
toutes deux perpendlculalres a AB, au méme point et dans
le méme plan , ce qui est impossible.

fig, 183

.
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2° Supposons le point donné C situé hors de la droite AB.

Abaissons CD perpendiculaire sur AB, et dans un plan
passant par AB, élevons DE perpendiculaire sur cette
droite. Le plan MN, conduit suivant les deux lignes CD,
DE, sera perpendiculaire a AB.

Enfin aucun autre plan MP, passant par le point C, ne
peut étre perpendiculaire sur AB car si cela avait hcu le
plan ABC couperait le plan MP sulvant une droite CG dlf—
férente de CD*; on ponrrait donc, du point C, abaisser
deux perpendiculaires snr -AB.

Corollaire. Toutes les perpendicnlaires, BC, BD, BF
élevées en un point B de la ligne AB, sont d'ms un méme
plan perpendiculaire a cette droite.

* En effet, le plan MN conduit par les deux lignes BC,
BD, est perpendiculaire sur AB; il suffit donc de prouver
que ce plan contient toutes les autres perpendiculaires.
Or si BE n'était pas dans le plan MN, le plan mené par les
deux droites AB, BE, conperait MN suivant la droite BH;
et on aurait au méme point et dans un méme plan denx
lignes BE, BH perpendiculaires sur AB.

* Le point G ne peut se confondre avec le point D, puisque, d'aprés le pre-
mier cas, on ne peut mener par un point d'une droite qu'un seul plan perpen-

dioulaire & cette droite. ,
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PROPOSITION VII.

THEOREME.

8¢ d’un point A, hors du plan MN, on méne la per-

vendiculawre AP et les obliques AD, AC, AE,
® La perpendiculuire est plus courte que . toute

obligue.

2° Les obliques également éloignées de la perpen-
diculaire, sont égales.

3° De deux obliques inégalement éloigndes du pied
de lu perpendzculazre C(’ZZ(,’ qui s’en écarte le plus est
la plus grande.

® Le triangle APC est rectangle en P, et par suite, &g, 85,

l’oblique AC, opposée a l'angle droit, est plus grande que
la perpendxculalre AP.

2° Les angles APC, APD étant droits, si I'on suppose
PC==PD, les trlangles APC, APD auront un angle égal
compris entre cotés égaux; donc ils sont égaux et l'on,
aura AG==AD. -

3° Si la distance PE est plus grande que PD; plenons
PB—=PD et joignons AB; on aura AB==AD. Or AB est
plus petit que AE ¥, donc AD est plus petit que AE, Yo,

Corollaire. Toutes les obliques égales AB, AC, AD, etc.,
aboutissent 4 la circonférence BCD, décrite du pied de la
perpendiculaire P comme centre; donc étant donné un
point A liors d'un plan, si on veut trouver sur ce plan le
point P ou tomberait la perpendiculaire abaissée de A, il
faut marquer sur ce plan trois points B, C, D, également
éloignées du point A, et chercher ensuite le centre du
cercle qui passe par ces points; ce centre sera le point
cherché P,



fig. 185,
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PROPOSITION VIIL

THEOREME.

Soit AP une perpendiculaire au plan MN et BC une
ligne situde dans ce plan ; si du pied P de la perpendi-
culaire on abaisse PD perpendiculaire sur BC, et qu’on
joigne AD, je dis que AD sera perpendiculaire ¢ BC.

Prenez DB—=DC, et joignez PB, PC, AB, AC : puisque
DB==DC, l'oblique PB=PG; et par rapport i la perpen-
diculaire AP, puisque PB=—PC, l'oblique AB—AC*;
done la ligne AD a deux de ses points A et D également
distants des extrémutés B et C; donc AD est perpendicu-
laire sur le milieu de BC.

Corollaire. On voit en méme temps que BC est perpen-
diculaire au plan APD, puisque BC est perpendiculaire
A la fois aux deux droites AD, PD.

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Si la ligne AP est perpendiculaire aw plan MN,
toute ligne DE paralléle & AP sera perpendiculuire au
méme plan.

Suivant les paralléles AP, DE, conduisez un plan dont
I'intersection avec le plan MN sera PD ; dans le plan MN
menez BC perpendiculaire a PD, et joignez AD.

Suivant le corollaire du théoréme précédent, BC est
perpendiculaire au plan APDE; donc langle BDE est
droit: mais l'angle EDP est droit aussi, puisque AP est
perpendiculaire & PD; et que DE est paralléle a AP ; donc -
la ligne DE est perpendiculaire aux deux droites DP, DB;
donc elle est perpendiculaire i leur plan MN. .

Corollaire I. Réciproquement si les droites AP, DE sont
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perpendiculaires an plan MN, elles seront paralléles, car
si clles ne I'étaient pas, conduiscz par le point D une pa-
ralléle & AP, cette parallcle sera perpendiculaire au plan
MN ; donc on pourrait par un méme point D, élever deux
perpendiculaires & un méme plan, ce qui est impossible*.

. Corollaire 1I. Deux lignes A et B, paralléles & une troi-
sieme C, sont paralléles entre elles ; car imaginez un plan
perpendiculaire a la ligne C, les lignes A et B, paralléles &
cette perpendiculajre, seront perpendiculaires au méme
plan; donc par le corollaire précédent, elles seront paral-
leles entre elles,

1l est entendu que les trois lignes ne sont pas dans le
méwme plan , sans quoi la proposition serait déja connyre.

PROPOSITION X.

THEOREME.

Par un point A on ne peut mener dans Cespace
qu’une parallele a la ligne CD.

Car une paralléle a CD menée par le pomt A, est située
dans le plan qui passe par ce point et par la dronte CDjet
I'on sait que dans un plan on ne peut mener par un point
donné qu’une seule paralléle a une droite.

PROPOSITION XI.

THEOREME,

8¢ la ligne AB est paralléle a une droite CD mende
dans le plan MN, elle sera paralléle a ce plan.

Car si la ligne AB, qui est dans le plan ABCD, rencon-
trait le plan MN, ce ne pourrait étre qu'en quelque point
de la ligne CD, intersection commune des deux plans: or,
AB ne peut rencontrer CD, puisqu’elle lui est paralléle ;
donc elle ne rencontrera pas non plus le plan MN; donc
elle est parall¢le a ce plan* '

fig, 182,

fig. 187,

dét. *a.
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Corollaire 1. Si une droite AB est paralléle au plan M,
tout plan ABCD mené par AB, conpera MN suivant une
droite CD paralléle a AB.

En effet, les droites AB, CD étant dans le méme plan
ABCD, si la ligne AB rencontrait CD, elle rencontrerait
le plan MN, ce qui est contre I'hypothése.

Corollaue IL Si, par un point C d'un plan MN paralldo
a la droite AB, on méne une ligne CD paralléle a cette
droite, cette paralléle sera située dans le plan MN.

A B

Car il en était autrement, le plan mené par la droite
AB et le point C, couperait MN, suivant une ligne CE,
paralléle 2 AB, et on pourrait par un point mener denx
paralléles 4 une droite,

PROPOSITION XII.

THEOREME.

Deux plans MN, PQ, perpendiculaires ¢ une méme
droite AB, sont paralléles entre eux.

Car sils se rencontraient quelque part, soit O un de
leurs points communs , et joignez OA, OB; la ligne AB,
perpendiculaire au plan MN, est perpendiculaire i'la droite
OA menée par son pied dans ce plan; par la méme raison
AB est perpendiculaire 3 BO; donc OA et OB seraient
deux perpendiculaires abaissées du méme point O sur la
méme ligne droite, ce qui est impossible ; donc les plans

MN, PQ, ne peuvent se rencontrer; donc ils sont paral-
léles.
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PROPOSITION XIII.

THEOREME.

Les intersections EF , GH, de deux plans paralléles
MN, PQ, par un troisicme plan G, sont paralleles.

Car si les lignes EFF , GH , situées dans un méme plan,
ne sont pas paralléles, prolongées elles se rencontreront ;
donc les plans MN, PQ, dans lesquels elles sont, se ren-
contreraient aussi; donc ils ne seraient pas paralléles.

. PROPOSITION XIV.

THEOREME.

Lu ligne AB, perpendiculaire aw /Jlan MN, es¢ ])L’I-
pendiculaire au plan PQ, paralléle ¢ MN. '

Ayant tiré i volonté la ligne BC dans le plan PQ, sui-
vaut AB et BC, conduisez un plan ABC dontI'intersection
avec le plan MN soit AD, l'intersection AD sera parallele

4 BC"; mais la ligne AB perpendiculaire au plan MN est

est perpendiculaire a la droite AD; donc elle sera aussi
perpendiculaire & sa parallele BC; et puisque la ligne AB

fig. 189.

hg 188,

est perpendiculaire & toute ligne BC menée par son pied '

dans le plan PQ, il s'ensuit qu'elle est perpendiculaire au

. plan PQ.
PROPOSITION XV.

THEOREME.

Deux plans A, B, paralléles & un troisicme C, sont
paralléles entre cuzx.

A2\
.

-

(]
H’-
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'9'

fig. 190.
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Menez DI' perpendiculaire an plan C; cette droite est
perpendiculaire aux plans A et B, en vertu du théoréme
précédent; donc ces plans sont paralleles comme étunt
perpendiculaires 4 une méme droite.

A

PROPOSITION XVI.

THEOREME.

“Les paralléles EG, FH, comprises entre deuz plans
paralléles MN, PQ, sont égales.

Par les paralléles EG, FH, faites passer le plan EGHF ,
qui rencontrera les plans paralléles suivant EF et GH. Les

. intersections EF, GH , sont paralléles entre elles ¥, ainsi

que EG, FH; donc la figure EGHF est un parallélogramme;
donc EG=FH.

Corollaire. 11 suit de 1a que deux plans paralléles sont
partout a égale distance; car si EG et FH sont perpendi-
culaires aux deux plans MN, PQ, elles seront paralleles
entre elles™; donc elles sont égales.

PROPOSITION XVIIL

THEOREME.

St devx angles CAE, DBF, non situés dans le mcne
plan, ont leurs cotés paralléles et dirigés dans le
mméme sens, ces angles seront égaux et leurs plans
seront /Jarallclw

Prenez AC=BD, AE=DBF, et joignez CE, DF, AB,
CD, EI. Puisque AC est égale et paralléle 4 BD, Ia hfruxe
ABCD est un p'lrallelogramme donc CD est ec'\le et pa-
ralléle 2 AB. Par une raison semblable EF est egalc et pu-
rallele & AB; donc aussi CD est égale et paralléele A EIY, la
figure CEFD est donc un parallélogramme, et ainsi le cf)té
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CE est égal et parallele & DF; donc les triangles CAE,

BDJ' sont équilatéraux entre eux; donc l'angle CAE=
DBF.

En second lieu je dis que le plan ACE est parallele au

plan BDF ; car, snpposons que le plan paralléle a BDF,

mené par le point A, rencontre les lignes CD, EF, en dau- -

tres points que C et E; par exemple en G et H; alors, sui-
.vant la proposition xvi, les trois lignes AB, GD, FH,
seront égales : mais les trois AB, CD, EF, le sont déja;
donc on aurait CD ==GD, et FH = EF ce qui est absurde
donc le plan ACE est pmallele a BDF. '

Corollaire. Si deux plans paralléles MN, PQ, sont ren-

contrés par deux autres plans CABD, EABF, les angles
CAE, BDF, formés par les intersections des plans paral-

léles, seront égaux; car lintersection AC est paralléle a
BD*, AE T'est a BF, donc I'angle CAE==DBF. -

PROPOSITION XVII.

THEOREME.

Si trois droites AB, CD, EF, non situées dans le
méme plan, sont égales et paralléles, les triangles
ACE, BDF, formés de part et dautre en joignant les
extrémités de ces droites, seront égaux , et leurs plans
seront paralléles.

fig. 1go;

Car, puisque AB est égale et.paralléle A CD, la figure

ABCD est un parallélogramme ; donc le coté AG est égal
et paralléle 4 BD. Par une raison semblable les cotés AK,
BFF, sont égaux et parall¢les ainsi que CE, DF; donc les
deux triangles ACE , BDF ,’sont égaux; on prouvera d'ail-
leurs, comme dans- la proposmon plecedente que leurs
plans sont para]léles.
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fig. 192,
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PROPOSITION XIX.

THEOREME.

Déux droites comprises entre trois plans paradeles,
sont coupdées en parties proportionnelles.

Supposous que la ligne AB rencontre les plans paral--

leles MN, PQ, RS, en A, E, B, et que la ligne CD ren-

_contre les mémes plans en G, F, D; je dis qu'on aura

AE:CFD::B.:FE .
'Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G, et joignez
AC, EG, GF, BD; les intersections EG, BD, des plans

. paralléles PQ, RS, par le plan ABD sont paralléles * ;

donc AE : EB :: AG : GD; pareillement les intersections
AC, GF, étant paralléles, on a AG : GD :: CF : FD;
donc, 4 cause du rapport commun, AG:GD, on aura

AE : EB :: CF : FD.

PROPOSITION XX.

THEOREME,

- Soit ABCD nn quadrilatére quelcongue situé ou non
situé dans un méme plan; si on coupe les cotés oppo-
sés proportionnellement par deux droites EF , GH, de
sorte qu'on ait AL:EB :: DF:FC,etBG:GC . AH:HD;
je dis que les droites EF, ‘GH, se couperont ci un
point M, de maniére qu’on aura HM:MG :: AE:EB,
et EM:MF :. AH:HD.

Conduisez suivant AD un plan.AéHeD qui ne passe pas
suivant GH ; par les points E, B, G, F, menez a GH les
paralléles Ee, Bb, Ge, Ff, qui rencontrent ce plan en
e, b, ¢, f. A cause des paralléles B6, GH ; Cc, on aura
bH:He::BG: GC:: AH:HD; donc les triangles AHb, DHe,
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. sont semblables. On aura ensuite Ae:eb:: AE : EB, et
Df': ¢f :: DF : FC; donc Ae:eb :: Df: fe, ou, componendo,
Ae : Df :: Ab: Dc; mais, A cause des triangles semblables
AHb,DHe,ona Ab:De:: AH:DH; doncAe: Df:: AH:DH:
d’ailleurs les triangles AHb, cHD, étant semblables, l'angle
HAe=—HDf; donc les triangles AHe, DHf, sont semnbla-
bles., donc l'angle AHe_—_.—DHf Il. s’ensuit d'abord que
" eHf est une hcne droite, et qu'ainsi les trois paralléles Ee,
GH, F/, sont situées dans un méme plan, lequel contien-
dra les deux droites EF, GH; donc celles-ci doivent se cow
per en un point M Ensulte, A cause des paralléles Ee, MH,
Ff, on aura EM : MF :: ¢H : Hf :AH : HD.

Par une construction semblable, rapportée au coté AB,
on démontrerait que HM : MG :: AE . EB. ‘

DEFINITIONS.

On appelle projection d’un point sur un plan, le pied
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan.

A d

A

La projection d’une ligné AMB sur un plan, est la ligne
."amb tormée par les pI‘Q]eCthﬂS detous les points dela llcne

AMB.

B

* PROPOSITION XXI. -
THB’ORﬁMﬁ.
. La projection dune ligne droite sur un plan est une

ligne droite.
Ix
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D’un point A de la ligné AB, abaissons la perpendicu-
laire Az sur le plan RS, et menons par les droites AB, Aa
un plan qui coupéra RS suivant ab.

Si par les points M, N,... de la ligne AB on abaisse des
perpendiculairés sur 1¢ plan RS, elles seront toutes paral-
leles a Aa, et seront situées dans “le plan BAa; elles ne
powront donc lencontrer le plan RS queé sur la l]gne ab.

3

PROPOSITION XXII.

THEOREME.

LangZL awu ‘ABa formé par lu_droite AB avec su,
projection Bcz sur le plan MN, est moindre que Langle
ABD, gue fait la méme droite avec toute autre BD
passant par son pied dans le plan.

Prenons BD = Ba, et joignons AD ; les deux triangles
ABa, ABD ont le c6té AB commun; de plus Ba = BD par
construction ; mais le troisiéme c6té Aa du premier trian-
gle, est plus petit que le troisiéme c6té AD du second
triangle, puisque Aa est perpendiculaire au plan MN, et
que:AD est une oblique;donc I’ angle ‘ABa est momdre que
langle ABD. - vy

2
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Scolie’l. L'angle aigu que fait une droite avec sa projec-
tion sur un plan,étant langle minimum, langle obtus est
maximum, o ..

Scolie . AL Langle aigu que falt une dro:te avec sa pro-
jection sur un plan, en raison de la propriété qui vient
d’étre démontrée, est appelé angle de la drotte avec le
plan. L » e

_PROPOSITION XXIII. .

" THEOREME.

Etant données deux droites AB, CD non situées
dans un méme plan; 1° on peut leur mener une per-
nendiculaire commune ; 2° on n’en peut mener qu’unc;
3° ()Zle est la plus courte distance des deux droites.

° Par un point A.de la droite AB, menons AL paral-
lele CD; et, conduisons par les deux d1 roites AB, AL, le
plan, MN parallele a CD.

" o : . . 0

/
2]
-
I

Ml

‘D’uni’ point quélco‘nque D pris ,su.r CD. abaissons DH
perpendiculaire au plan MN, et par le: point H menons
HF paralléle & CD; enfin par le point F tirons' FC paral-
léle 3 DH : FG sera une per pendlculalre commune aux deux
droites.

Car FC étant. parallele a DH est- perpendlculaxre au plan *g,
MN*; elle est donc perpendiculaire sur AB et sur FH; elle
" I'est donc aussi sur CD paralléle a FH. e
2° FG est la-seule perpendiculaire commune;’ car si. 1on

11.
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supposuit qu'une autre droite IK fiit perpendiculaire sur
AB et sur CD; elle serait aussi perpendiculaive sur la droite
KP parallele 4 CD; donc elle serait perpemliculaire au plan
MN; d’ailleurs la llgne IG paralléle 2 DH est perpendlcu-
lalre au-méme plan; on pourrait donc d’'un point 1balsser
dieux perpendiculaires sur un plan. P

3° IC est la plus courte distance des deux droitesjscar
soit IK une autre droite qui rencontre AB et CDj si 'on
méne IG paralléle-d DH; IG sera perpendiculaire 3 MN, et
sera plus petit que IK; or IG=FGC; donc on a FC < 1K.

ANGLES FORMES PAR LES PLANS.

DEFINITIONS.

L L'inclinaison plus ou moins grande de deux plans
qui se rencontrent s'appelle angle diédre.

L'intersection des deux plans se nomme l'aréte de angle
diedre ; les deux plans qui le forment en sont les faces.

On désigne un angle diedre au moyen de quatre lettres;
deux d'entre elles servent a désigner I'aréte, et les deux
autres représentent les deux faces. On a soin de mettre au
milieu les deux lettres qui désignent I'aréte.

IL. Deux angles di¢dres sont dits égaux, lorsqu’on peut
faire coincider leurs faces.

[I. L'angle NAP, formé par les perpendiculaires NA,
AP, menées dans les deux faces de I'angle diédre PMAN,
en un méme pomt de T'aréte MA, est lancle rectiligne
correspondant A langle diédre, -

Lanvle rectiligne, ainsi formé, est le méme en tous les
points de l'aréte; car si au point M, on forme de méme
l'angle recnllgne CMB les droites MC, AN seront paralléles
comme étant situées dans un méme plan, et de plus per-
pendlculanes aMA, de méme MB est p'lrallele a AP donc
CMB =NAP. )
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‘Lorsqu’un plan PB:en rencontre tin autre MN, il forme
avec celui-¢i deux angles diédres adjacents PABM, PABN.
Si ces angles adjacents sont égaux, le plan PB est dit per-
pendiculaire sur MN; et les angles diédres égaux sappel-
lent angles diédres droits. (Il sera démontré que tous les
angles diédres droits sont égaux.)

PROPOSITION XXIV.

THEOREME,

Par une droite AB sitée dans le plan MN on peut
mener un plan perpendiculaire ¢ MN, et on wWen peut
mener quun seul.

Corollaire, Tous les angles dledres droits sont égaux,

)

P

La démonstration de ce théoréme et du corollaire étant
tout a fait semblable a celle qui a été donnée (liv. 1 pr. 1),
nous laissons au lecteur le soin de la donner lui-méme.
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PROPOSITION XXV.

THEOREME.

Tout plan qui en rencontré un autre, forme avec lui
deux angles diedres adjacents dont la somme vaut
deux angles diédres droits.

~Cordllaire. Si un plan -est perpendiculaire sur un autre,
ce sécond plan est perpendlculalre sur le p1 emier. (Voyez
liv.: 1%, p\ 3.) c

PROPOSITION. XXVI. .-
e ot . g
THEOREME. '

Si devux angles disdres CABD, GEFH sont égaux
leurs angles rectilignes CBD; GFH seront égaux.

A E

En effet, portons le second diédre sur le premier de ma-
niére que EF tombe sur AB; le point F en B, et que le
plan EFG s'applique sur le plan” ABC; les angles EFG,
ABC étant droits, FG prendra la direction BC; mainte-

nant, a cause de l'égalité des angles diédres, le plan EFH
applnquera sur ABD, et comme les angles EFH ABD
sont droits, FH comcndu‘a avec BD.

Coro/lane I’angle diédre dront a poul .mgle lectihgne
un angle droit. - -
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Car quand un:plan est pe}'pen(liculaile Sur un autre,
les angles diedres adjacents sont égaux; les angles recti-
lignes qui leur correspondent sont donc aussi égaux; or
-ceux=ci sont adjacents, donc ils sonit droits. = '

PROPOSITION XXVIL.

THEOREME.

Deux ang]m diédres CABD, GEFH sont entre eur
dans le méme rapport que leurs anglm I("(,llllgn('f
'CBD GFH. :

o

Supposons que les deux angles diédres aient.une com-
mune mesure, et qu'en divisant CABD en trois parties
égales, . GEF[—I renferme 4 de ces parties, on-aura

CABD: GEFH i3: 4,

Menons les plans CBD, GFH respectlvement perpgndx-
culaires aux arétes AB, EF ces plans couperont les faces
de divisions suivant ‘des droites BC,; BM,... FG, FP,FR...
respectivement perpendiculaires sur AB et sur EF or les
angles rectilignes CBM , MBN... GFP, PFR... sont égaux
comme corlespondants a des diédres ¢ égaux; d’ailleurs CBD
contietit trois dé ces angles, et GFH en contient 4, on a
donc aussi: . CBD:GFH::3:4. '

‘donc enfin ~ CABD:GEFH::CBD:GFH

Si les deux angles diédres n’avaient pas de commune
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mesure, on, ferait voir, par le raisonnement connu , que Ta
proportion subsiste encore,

Scolre. 11 résulte de ce théoréme, que si l ou veut me-
surer un angle diédre D, c'est-a-dire, trouver le rapport de
D.a un angle diédre pris pour unité (le diédre droit, par
cxemple), il suffira-de chercherle rapport de 'angle recti-
ligne de D a un angle dront

PROPOSITION XXVIII

e Ve TEEOREME

fig.vgh.  La ligne AP drant /)elpendz'culcta'l"e au plan MN, tout
plan APB, conduit .ruiuant AP, sera ])elpemliculaire
au plan MN.

Soit BC I'intersection des plans AB, MN; si dans le plan
‘MN on méne DE perpendiculaire a BP, la hgne AP, étant
perpendlculalre au plan MN, sera perpendnculalre a cha-
cune des deux droites BC, DE : mais 'angle APD, formé
par les deux perpendlculalres PA, PD, a l'intersection com-
mune BP, mesure langle des deux plans AB, MN; donc,
puisque cet angle est droit, les deux plans sont perpendi-
culaires entre eux. )

Scolie. Lorsque trois droites, telles que AP, BP, DP,
sont perpendiculaires entre ‘elles, chacune de ces droites
est perpendiculaire au plan des deux autres et les trois
plans sont perpendiculaires entre eux.

. x

- PROPOSITION XXIX.
h{n’ORB‘Mﬁ.

fig. s, oS¢ le planABest per pencllculmre au plan MN, et que
ddins le plan AB o méne lu Zlgnr' PA perpendiculaire
& Uingersection. commune PB, je dis que PA.sera per-
pendiculaire aw plan MN.
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Car si dans:le plan MN on mene PD'perpendiculaire a
PB, l'angle APD sera droit, puisque les plans sont perpen-
diculaires entre eux; donc la ligne AP est perpendiculaire
.aux deux droites PB PD; donc elle est perpendlculalre a
leur plan MN. N - "

Corollaire. Si le plan AB est perpendnculalre au plan
‘MN, et que par un point P de I'intersection commune on
éléve une- perpendiculaire.au plan MN; je dis que cette
perpendiculaire sera dans le plan "AB, car, si elle n'y était
pas, on pourrait mener dans le plan AB une perpendicu-
laire AP i lintersection commune BP, laquelle serait en
méme temps perpendiculaire au plan MN; donc au méme
point P il y aurait deux perpendiculaires au plan MN; ce
qui est impossible. ‘

oo ' PBOPOSITION XXX.

- THEOREME.

8¢ deux plans AB, AD, sont pmpmzdiculafrm aun
troisieme MN, leur intersection commune AP sera per-
pendiculaire & ce troisiéme plan. .

Car si par le point P on éléve une perpendiculaire ‘au
plan MN, cette perpendiculaire doit se trouver a la fois
dans le plan AB et dans le plan AD *; donc elle. est leur
intersection commune AP. ’

DEPINITIONS,

I..On appelle angle solide ou polyédre,la figure formée
par plusieurs plans qui se coupent en un méme point.

I1. Les intersections des plans sont les arétes de l'angle
solide; le point de concours des ardtes en est le somniet.

Les angles formés par les arétes sont appelés lés faces ou
les angles plans de 'angle solide.

[N

fig. 194,

*ag cor,
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HI.Lorsque le nombre des plans est égal a trois ,‘l’angle
solide s’appelle angle triédre.

IV. Nous ne considérerons que des angles solides con-
vexes; cest-d-dire, qui sont situés entiérenient d’ un méme
cote d une de leurs faces prolongees. . ' .

1 . - :

D

V. Un angle solide SABCD étant donné, si 'on prolonge
les arétes SA, SB..., au dela du point S, on forme un
nouvel angle solide S'A'B'C'D’ qui est dit symétrique du
premier.

Il est évident que ce nouvel angle solide a les mémes
angles plans, et les mémes angles diédres que le premler.
Néanmoins ces deux angles solldes ne pourront pas en gé-
néral étre superposés; car sil’on fait coincider la face D'S'A’
sur son égale ASD de maniére que les arétes des deux an-
gles solides soient situdes d’'un méme c6té de la face com-
mune, on voit qu'en partant de 'aréte SD, et faisant le tour
des deux angles solides, les angles plans et les angles dié-
dres se présenteront dans un ordre inverse.

.PROPOSITION XXXI.
THEOREME.

- Deux angles tricdres sont égaux dans toutes leurs
parties, lorsqu’ils ont un dicdre égal compris entre deuz
faces égales chacune & chacune. : '
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Soit ASB—=DTE, BSC=ETF, et le:diédre SB égal au -
diédre TE.

Faisons coincider I'angle ASB sur son égal DTE; & cause
de I'égalité des angles diedres SB, TE , le plan ETF s’ap-
pliquera sur le plan' BSC, et comme les angles ETF , BSC
sont égaux, I'aréte TF prendra la direction SC;les deux trié-
dres coincideront donc etauront toutes leurs parties égales.

Si les faces égales des deux triédres étaient inversemant
disposées par rapport aux diédres égaux; on superposerait
le triédre T sur le symétrique de SABC, et on serait con-
duit 2 la méme conclusion.

PROPOSITION XXXIL
THEOREME. -

Deux triédres sont.égaux dans toutes leurs parties
lorsquiils ont iine face égalé ac{]acente o deuz diedres
égawx.chacun a clmcwz

-~ Soit ASC= DTF le dledre SA= TD et le diédre SC
—TF. . o

Faisons coincider-la face DTF sur son égalé 'ASC; a
cause de I'égalité des diédres SA et TD, SC et TF, les plans
DTE, ITE sappliquent respectivement sur les faces ASB,
CSB; donc l'aréte TE coincidera avec SB, etles deux trié-
dves coincidant auront toutes leurs parties égales.
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Si les diedres égaux étaient inversement placés par rap-
port aux faces €gales, on superposerait le tricdre T sur le
symeétrique du triedre S, et on arriverait amsi au méme

résultat.
PROPOSITION XXXIII.
" THEOREME,
St deux angles triedres ont les ﬁlC(’i' égales chacune

a chacune, les angles diédres opposés auw fﬂces égales
seront erraax entre eux. . . e

Soit:- ASB=DTE, ASC==DTF, BSC=FETF."

Prenons les six longueurs égales SA, SB, SG, TD, TE,
TF; et tirons les lignes AB, AG, BG, DE, DF, EF. Les
. triangles isoceles SAB, DTE, sont égaux comme ayant un
angle égal compris entre cotés égaux; il en sera de méme
des triangles SBC, TEF, etaussi des triangles SAC, TDF.
Eufin , de I'égalité de ces triangles , résulte celle des trian-
gles ABG, DEF, car ils sont équilatéraux entre eux.

Cela posé: par un point M de I'aréte SA, menons dans
les faces SAB, SAC, les droites MN , MP perpendiculaires
sur SA ; ces drgites rencontreront les cdtés AB et AG, puis-
que les triangles SAB, SAC étdnt isocéles, les ungles a la
base SAB, SAC sont aigus; enfin, tirons la droite NP.

Maintenant, prenons DG =AM, et répétons dans le sc-
cond triédre, la construction plece(lente. X

- Les trnngles rectangles AMN, DGK sont égaux comme
ayant le c6té AM=DG et I angle aigu MAN=GDK; on



"LIVRE" V. 173
en conclnt AN =DK et MN = GK. On verrait de méme
que MP—=GH et AP=DH.

On reconnait aussi que les triangles PAN, HDK, sont
égaux, comme ayant un angle égal compris entre cotés
égaux ; doul'on conclut : NP—=KH. Donc enfin; les trian-
gles NMP, KGH, ontles trois cOtés égaux chacun a chacun;
donc l'angle NMP, qui mesure le diédre SA , est égal a
I'angle KGH qui mesure le diédre TD.

Scolie. Si les deux angles solides ont,.en outre, leurs
. faces semblablement dlsposees ils seront egaux par super-
position ; dans le cas contraire, ils seront symétrignes.

PROPOSI'I ION. X‘(XIV

THEOREME.

1° Toul point pri.r surde plan bissecteur dun angle
diédre est égulement distant des deux fuces de l’agzgle
dicdre. :
2° Tout point pris dans r wntériewr dun angle dwdm,
hors du plan bissecteur, est inégalement elozgne des
deuz faces. '

. Nous laissons au lecteur. le soin de faire la démonstra-
tion de'ce theoreme, qui est analogue ala prOposmon aI,
liv. 1. ' : - ‘

-Corollaire. Dans tout angle tri¢dre, les plans bissecteurs
des angles diédres'se coupent suivant une méme droite.

PROPOSITION XXXV.
THl:‘,;)RﬁME..

8¢ d’un point O, prisdans Pintérieur dun angle dié-
dre, on abaisse des perpendiculaires OA OB sur les
(leux Saces, Langle AOB formé par ces (leuL droites’
sera ZP .rupplunmt del angle diedre. -
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¢

¢

En effet, le plan AOB est perpendiculaire aux deux faces
CDF, CDE, et par suite A leur intersection CDj il coupera
donc les déux faces de I'angle diédre suivant deux droites
AlI, BI perpendiculaires a CD; et I'angle AlB sera la me-
sure de I'angle diédre. D'ailleurs le qnadrilatére OAIB ren-
ferme deux angles droits'A et B; donc AOB+4AIB=2%.

Remarque. Silangle diédre était obtus, il pourrait arri-
ver pour certaines positions' du point O, que la perpen-
diculaire abaissée sur I'une des faces virt la rencontrer sur
son prolongement. Mais on peut facilement étendre la dé-
monstration précédente i ce cas,-en remarquant que tous
les-angles ainsi formés en-donnant au point O différentes
positions sont tous égaux, comme ayant les cotés paralle-
les et dirigés dans le méme sens. Or si I'on place le point O
dans. le plan bissecteur, les perpendigulaires dbaissées de
ce point sur les faces ne sauraient les rencontrer dans
leurs,proio’ngements. La'démonstration précédente peut
donc sappliquer; donc le théoréme est vrai‘pour toute
autre position du point O.

PROPOSITION XXXVI.

THEOREME.

St d’un pbi}@t M pris dan;r Pintérieur d'un angle tric-
dre:S, on abaisse des perpendiculaires MP, MQ, MR
sur les faces ASB, BSC, ASC, ces perpendiculaires for-
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ment un second triédre dont les faces seront les sup-
pléments des angles dicdres du premier, et récipro-
quement les faces du premier seront les suppléments

des diédres du second.

En éffet, d'aprés lé théoréme précédeiit, langle PMR,
fornié par les droites MP, MR perpendiculaires aux deux
faces ASB, ASC, est le supplément de I'angle diedre SA. On
verraitde méme que l'angle RMQ est le supplément de
I'ingle diédre SC, et que l'angle PMQ ‘est. le sUpplement
de langle diédre SB ;

Pour démontrer la seconde partie de la proposmon, re-
marquons d'abord que l'anglé solide MIPRQ est le méme,
quelle que soit la position du point M dans I'angle solide S.
Car tous les angles tri¢dres ainsi formés auraient leurs
faces égales et semblablement placées. .

Cela posé, le plan PMR perpendlculalre aux faces ASB :
"ASC est perpendiculaire & leur intersection SA; on voit. de
méme, SB est perpendlculalre surle plan PMQ, et SC sur le
plan RMQ Enfin si le point M a été pris sur l'intersection
des plans bissecteurs des diédres SA, SB,.SC, les perpendi-
culaires MP, MR, MQ tomberont dans lmterleur des angles.
ASB, ASC, BSC; le point.S sera donc dans l'intérieur de
Iangle solide MPRQ; de plus les droites SA, SB, SC .sont
perpendiculaires sur les faces PMR, PMQ, RMQ ; donc,
d’aprés-la premiére partie du théoréme, les angles ASB,
BSC, ASC, sont les suppléments des diédres MP, MQ, MR.
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PROPOSITION XXXVIL. .

ISR - THEOREME.

8¢ deux tricdres ont leurs angles dicdres égaux cha-
cun’a chacun , ils ont aussi leurs fuces égales.

Soient S et §' les deux triédres donnés; T et T’ leurs
triédres supplémentaires.

Puisque S et 5/ ont leurs diédres egaux, les trledres T et
T/ auront leurs faces egales chacune a chacune, et par
suite leurs angles di¢dres égaux. Enfin, les tnedles Tetl”
ayant leurs diédres égaux, les tncdres S et S’ auront leurs
faces égales.

Scolie. Si les faces égales des deux triedres sont sem-
blablement dlsposees , les triédres seront égaux par super-
position; autrement, ils seront symétriques.

PROPOSITION XXXVIIL

THEOREME.

© 8t un angle solide est formé par trois angles plans
la sormune de deux quelconques de ces angles sera plus
grande que le troisiéme.

Il n’y alieu A démontrer la proposition que lorsque
l'angle plan qu'on compare 4 la somme des deux autres
est plus grand gue chacun de ceux-ci. Soit donc I'angle
solide S formé par ‘trois angles plans ASB, ASC, BSC, et
supposons que Pangle ASB soit le plus gr.md des trons ;Je .
dis qu'on aura ASB < ASC+CSB.

¢'Dans'’le plan ASB faites 'angle BSD=BSC, tirez a vo-
lonté la droite ADB; et, ayant pris SC__SD, joignez
AC, BC. -

Les deux cétés BS, SD, sont égaux aux deux BS, SC
I'angle BSD = BSC; donc les deux triangles BSD, BSC sont
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éganx ; donc BD=BC. Mais on a AB <AC+ BC; retran-
chant d’un c6té BD; et de l'aritré son égale BG, il restera
AD < AC. Les deux cdtés AS, SD, sont égaux aux deux AS,
SC, le troisiéme AD est plis petit que le troisiéme AC;
donc I'angle ASD < ASC. Ajoutant BSD=BSC, on aura
ASD-i—BSD oli AbB<ASC+BSC o

KPROPOSITION XXXIX;

'mmonnmﬁ

La somme Ez'm drmlm /)Z(zlz& (/ul ﬁ)i‘merit un angi('
(lmlts ) ‘

Coupez l'andié folide S par uil plab ABCDE (ui rencon-
tre toutes les arétes; d’un point © pris dans ce plan meffez
4 tous les angles les lngnes OA, 0B; OG, OD, OE:

La somme des angles des trmnales ASB BSC; etc.j. for-
més autour,du soimmet.S, equnvaut & la- somme des angles
d’un pareil nombre de triangles AOB,"BOG; etc., formes
autour du sommet 0. Mais au point B les 'mgles ABO,
OBC, pris ensemble font I'angle ABC plys petit que 11
somme des angles ABS SBC*; de meme au point C on a
BCO-+ OCD < BCS +SCD et ainsi a tous les angles du
polygone ABCBE. Il suit de 12 que dans les trlancles dont
le sommet est en O, la somme des angles a la base est
moindre quela somme des angles a'la base dans les triangles
dont le sommet est en S; donc, par compensation, la
somme des angles forniés autour du point O est plus grande
que la somme des dnglés ddtour da 'point S. Mais la
somme des angles autour du -point O est égale & uatre

angles droits; donc lasomme des angles plans qui forment
I'angle solide S est moindre que quatre angles droits.

12

fig.tyfh,

* 38.
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PROPOSITION XL.

THEOREME.

1° Dans tout angle triédre, la somme des trois dicdres
est comprise entre 2 droits et 6 droits; 2° le plus petit
angle diedre, augmenté de deux droits, est plus grand
que la somme des deux autres.

1° Soient a, b, ¢, lestrois diédres del'angle triédre donné,
et A, B, G, les faces du triedre supplémentaire.

Ona: a==2'—A b=2'"—B ¢=2!—(;
d’ou, en ajoutant

a4b+c=6"—(A+B-+C).

Drailleurs, la somme A-B -+ C est plus grande que 2éro,
et moindre que 4% ; donc la somme a4-5-4-c est moindre
que 6 droits, et plus grande que 2 droits.

2° a, b, ¢ étant les diédres du triédre donné, et a le plus
petit; 2 —a, 2.4, 2% — ¢ seront les faces du triédre sup-
plémentaire, et 2* —a la plus grande; on aura donc, en
vertu du théoréme 38,

2d—a<at—b42'c,

d’ou en ajoutant de part et d'autred - ¢ -+ a, et retran-
chant a%
b+ ¢ <2’ a.

PROPOSITION XLI.
THEOREME.
" Pour qu’on puisse former un angle solide tricdre

avec trois faces données, il faut et il suffit que la
somme des trois faces soit moindre que 4 droits, et
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que la plus graiule soit plus petite que la somme des
deux autres. : ;

Nous avons déja reconnu que ces conditions sont néces-
saires; -il reste donc 4 démontrer qu'elles sont suffisantes.

Soient BSC, ASB, DSC les trois faces données que nous
supposons placées dans un méme plan, et soit BSC la plus
grande.

Du point S comme centre avec un rayon arbitraire SA,
décrivons une circonférence, et abaissons des points A et D
les droites Aa, Dd perpendiculaires sur SB et sur SC.

L’angle BSC étant le plus grand des trois,, BC sera plus
grand que chacun des arcs BA, CD, et comme Ba =DBA,
on voit que le point a est entre B et C, et il en est de méme
de d.

De plus, on a par hypothése BSC < ASB - CSD,
ct par suite BC < AB +-CD.

Donc puisque Ba=BA et Cd=CD, lepoint a est
sur I'arc BC 4 la droite de d.

Enfin la somme des trois faces données étant moindre
que 4 droits, le point D sera placé a la droite du point A,
sur la circonférence parcourue & partir du point B, dans le
sens indiqué par la fléche.

Il résulte de la que les cordes Aa, Dd se couperont dans
l'intérieur de la circonférence.

Cela posé, élevons au point O une perpendiculaire OM

12,
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au plan BSG, et dans le plan IOM, décrivons du pointI

comme centre avec Al comme rayon, une circonférence
qui coupera OM en un point M, et joignons MS; l'angle
‘triédre SBMC sera formé avec les trois faces données,

En effet, joignons MI et MK; les triangles ASI, MIS sont
rectangles enI; ils ont §1 commun; et Al =1IM, donc ils
sontégaux; etl'onal'angle ASI==ISM. De méme les triangles
rectangles MSK, DSK sont égaux; car le c6té SK est com-
mun, et les c6tés SD, SM égaux tous deux i SA, sont éganx
entre eux; donc I'angle MSK = DSK.

. Scolie. Pour former un angle triédre avec trois angles
diédres donnés a, b, ¢, il faut et il suffit que leur somme
soit comprise entre 2 droiis, et 6 droits, et que le plus petit,
augmenté de 2 droits, soit plus grand que la somme des
.deux autres. : . ’ o

.On sait déj3" que ces conditions.sont nécessaives, et de
plus elles sont suffisantes ; car on peut facilement recon-
naitre gite quand ces conditions sont remplies; on peiit
construire le triédre supplémentaire avec les faces 2° — a,
2® —J, 2° —¢; donc, on peut aiissi constriiire un triédre

avec les angles diédres a, 4, c.
g y Oy
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LIVRE VL

I~ LES POLYEDRES.

DEFINITIONS,

L. On appelle solide polyedre, ou simplement polyédre,
tout solide terminé par des plans ou des faces planes. (Ces
‘plans sont nécessairement terminés eux-mémes par des li-
gnes droites.) On appelle en partlculler tétraedre le solide
qui a quatrée faces hexagdre celui qui en a six ; octaédre
celui qun ena hunt dodécaédre celui qui en a douze ; Eco-
saédre celui qui en a vmct éte.,

Le tétraédre estle plus snnple des polye(lres car |l faut
ail moins trois plans pour former un angle solide , et ces
trois plans laissent un vide qui, pour élre fermé, exige au
noins un quatriéme plau,

11. I'intersection commune de denx f.lces a(ljacentes

d’un polyédre s’appelle c6té ou aréte du polyédre.

HI. On appelle polyédre regulier celui dont toutes les
faces sout des polygones réguliers égaux, et dont tous
les angles solides sont égaux entre eux. Ces polyédres
sont au nombre de cing. (Voyez lappendzce ayx livres V1
et VII.)

IV. Le prisme est un solide .compris sous plusneurs plans
parallflogrammes , terinés de part et d'autre par denx
plans polygenes égaux et p'\ralleles

Pour construire ce solide, soit ABCDE un polycone
quelconque ; si, ‘dans un plan paralléie 4 ABC, on mene
les lignes FG, GH, Hl, etc,, égales et paralléles aux cotés

<

fig. 200
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AB, BC, CD, etc., ce qui formera le polygone FGHIK égal
a ABCDE; si ensuite on joint d’un plan a I'autre les som-
mets des angles homologues par les droites AF, BG, CH,
etc. , les faces ABGF , BCHG, etc. , seront des parallélo-
grammes, et le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un
prisme.

V. Les polygones égaux et paralléeles ABCDE, FGHIK,
s’appellent les dases du prisme ; les autres plans parallclo-
grammes pris ensemble coustituent la surface latérale ou
convexe du prisme. Les droites égales AF ; BG, CH, etc.,
s’appellent les cotés du prisme.

VL La hauteur dun prisme est la distance de ses deux
bases, ou la perpendiculaire abaissée d’un point de la base
supérieure sur le plan de la base inférieure.

VIL. Un prisme est droitlorsque les cotés AF, BG, etc.,
sont perpendiculaires aux plans des bases: alors chacun

- d’eux est égal i la hauteur du prisme. Dans tout autre cas

fig, 206.

fig. 196.

le prisme est obligue, et la hauteur est plus petite que le
coté.

VIIL. Un prisme est triangulaire, quadrangulaire , pen-
tagonal, hexagonal, etc., selon que la base est un triangle,
un guadrilatére, un pentagone, un hexagone, etc.

IX. Le prisme qui a pour base un parallélogramme, a
toutes ses faces parallélogrammiques; il s'appelle paralle-
lipipéde.

Le parallélipipéde est droit, lorsque les arétes sont per-
pendiculaires sur la base. _

Si en outre la base est un rectangle, le parallélipipéde
est rectangle ; et I'on voit que dans ce cas toutes les faces
sont des rectangles.

X. Parni les parallélipipédes rectangles , on distingue le
cube on hexaédre régulier , compris sous six carrés égaux.

XL La pyramide est le solide formé en joignant un

méme’ point S a tous les sommets dun polygone plan
ABCDE.
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Le polygone ABCDE s’appelle la base de la pyramide,
le point S en est le sommet, et 'ensemble des triangles
ASB, BSC, etc., forme la surface conveze ou latérale de la
pyramide.

XII La hauteur de la pyramide est la perpendiculaire
abaissée du sommet sur le plan de la base, prolongé s'il
est nécessaire. .

XIIL. La pyramide est triangulaire, quadrangulaire, etc.,
selon que la base est un triangle, un quadrilatére, etc.

XIV. Une pyramnide est réguliére, lorsque la base est
un polygone régulier , et qu'en méme temps la perpendi-
culaire abaissée du sommet surle plan de la base passe par
le centre de cette base : cette ligne s'appelle alors I'aze de
la pyramide. _

XV, Diagonale d’un polyédre est la droite qui joint les
sommets de deux angles solides non adjacents.

XVI, Nous appellerons surface convexe une surface
courbe ou polyédrale, telle que par chacun de ses points
on peut mener un plan qui la laisse tout entiére d'un
méme coté. .

Les polyédres que nous considérerons sont tels que le
plan prolongé d'une face quelconque laisse tout le solide
d'un méme c6té ; les surfaces de ces polyédres sont donc
convexes, daprés la définttion ci-dessus , et ces polyedres
eux-mémes sont dits convexes.

PROPOSITION PREMIERE.

THEOREME,

Deuz polyedres convexes ne peuvent avoir les mémes -
" sommets et en méme nombre.sans coincider Lun avec
Cautre. o
Car supposons 'un des polyédres déja construit, si on
veut en construire un autre qui ait les mémes sommets et
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en méme nombxe, il faudra que les plans de celui-ci e
passent pas tous par les inémes points que dans le
premier, sans quoi ils ne différeraient pas _1 un de Taptre:
mais alors il est clair que quelques-uns des nouveaux
plans couperaientle premier polyédre; il y aurait des som-
mets au-dessus de ces plans, et des sommets au-déssous,
ce qui ne peut conveair a un polyédre convexe: douc, si
denx polyédres ont les mémes sommets et en. méme
nombre , ils doivent necessau‘ement comc;der un avec
l'autre. )

PROPOSITION II.

THEOREME.

Deux prismes sont égaux lorsqu’ils ont un angle so-
lide compris entre trois plans égaux chacun & chacun,
et semblablement placés.

Soit la'base ABCDE égale i la base abede, le parallelo--
gramme ABGF égal au parallelogramme abgf, etle parallé-.
lggramme BCHG égal au parallelogmmme bc}z ;Jedis qu
le pr;smq ABCI sera’ égal an prigmne abei, : :

_Car soit posée la base ABCDE sur soi égale abdede, ces
deux bases coincideront : ais les trois angles plans qui
forment I'angle solide B sont égaux aux trois angles plans
qui forment l'angle solide 4, chacun a chacun, savoir,
ABC=abc, ABG —=abg, et GBC=gbc; de plus ces angles
sont semblablement placés : donc les angles solides B et b
sont égaux, et par conse’quent le coté BG tombera sur son
égal &g. On voit aussi qu'a cause des parallélogrammes
égaux ABGF, adgf, le c6té GI" tombera sur son égal gf,
et semblablemient GH sur g/ ; donc la base supérieure
FGHIK coincidera entiérement avec son égale fghik, et
les deux solides seront gonfondus en un seul, puisqu’ils
auront les mémes sammets *
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" Corollaire, Denz prz’.s’/hes droits qui ont Jes bases ega [és:

et' des hauteurs egules sont éganzx. Car ayant ‘le .cOté AB
égal a ab, et la hauteur BG égale a &g, le rectangle ABGF
sera €galau rectangle abgf; il en sera de méme des rec--
tangles BGHG, &ghc; ainisi les trois pluns qui forment

angle solide B sont eg'lux aux trois qui forment Langle _

solide &, Donc les deux prismes sont égaux. -

PROPOSITION LI,

THEOREME.

Dans tout pamllelzpzpedp les plans oppooes sont
dgaux et paralleles. : :

Suivant la définition de ce solide, les bases ABCD, fig. 206,
EFGH ; sont des parallélogrammes ecr'lux et leurs cétés
sont paralléles : il reste donc & demontrer que la méme'
chose a lieu pour denx faces latérales opposées, telles que
AEHD, BFGC. Or; AD est égale et paralléle & BG, puisque
la figure ABCD est un parallélogramnme; par une raison sem=
blable AE est égale et pamllelc aBF; donc l'angle DAL
est égal 4 langle CBF*, et le plan DAE paralléle a CBF; "15,5.
donc aussi le pmallelogla‘mgue DAEH est égal au paral- '
lélogramme CBFG. On démontrera de méme queles parallé-
logrammes opposés ABFE, DCGH, sont emux et paralléles.

Coro/lane Pu1sque le paralldxplpedo estun sollde com-
pris sous six plans dont les opposés sont égaux et paral-‘
léles, il s'ensuit qu'une face qlulu)nque et son opposee.
peuvent étre prises ponr les bases du p'\mllellplpe'le

Scolie. Etant données trois drmtes ‘AB, AE, AD, pas-'
sant par un méme point A, et faisant cntre elles des angles
donnes, on peut sur ces tr ois droites construire un pdral-
lélipipéde; il faut pour cela mener par I'extrémité de chaque
droite un plan paralléle an plan des deux antres; savoir ,

upar le poiht B un Plan parall{:lg: a DAE? par le poinc D
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un plan paralléle & BAE, et par le point E un plan paral-
lele 4 BAD. Les rencontres mutuelles de ces plans forme-
ront le parallélipipéde demandé,

PROPOSITION IV,

THEOREME,

Dans tout parallélipipéde, les diagonales se coupent
mutuellement en dewx parties égales.
fig.206, En effet, imaginons deux diagonales EC, AG, menées
I'une et 'autre par des sommets opposés : puisque AE est
égale et parallele 4 GG, la figure AEGC est un parallélo-
gramme ; donc les diagonales EC, AG, se couperont mu-
tuellement en deux parties égales. On dénontrera de méme
que la diagonale EC et une autre DF se couperont aussi
en deux parties égales ; doncles quatre diagonales se cou-
peront mutuellement en deux partieségales, dans un méme
point qu’on peut regarder comme le centre du paralléli-

Pipéde.
PROPOSITION V.

THEOREME,

Gg.2or.  Dans tout prisme ABCIL, les sections NOPQR,
STVXY, faites par des plans paralléles, sont des poly-
gones égaur. .

Car les cotés NO, ST, sont paralléles, comme étant les
intersections de deux plans paralléles par un troisiéme plau
ABGF ; ces mémes cotés NO, ST, sont compris entre les
paralléles NS, OT, qui sont des c6tés du prisme ;.donc NO
estégal & ST. Par une semblable raison, les c6tés OP, PQ,
QR etc., dela section NOPQR, sont égaux respectivement
aux cotés TV, VX, XY, etc., de la section STVXY. D'ail-*



LIVRE VI 187

leurs les cotés égaux étant en méme temps paralléles, il s’en_
suit que les angles NOP, OPQ, etc., de la premiere sec.
tion, sont égaux respectivement aux angles STV, TVX, etc,,
de la seconde. Donc les deux sections NOPQR, STVXY,
sont des polygones égaux.

Corollaire. Toute section faite dans un prisme parallé-
lement & sa base, est égale a cette base.

PROPOSITION VL .

THEOREME,

Le plan qui passe par deux arétes opposées FB, DH, fig. 208,
du parallelzpq)ede AG, décompose ce parallcllpzp(,de en
deux prismes triangulaires équivalents.

Par les sommets B et F menez perpendiculairement au
coté BF , les plans Badc, Fegh, qui rencontreront d'une
parten a, d,c, del'autre en e, &, g, les trois autres cotés
AE,DH, CG, du méme parallélipipéde ; les sections Bade,
Fehg, serontdes parallélogrammes égaux. Ces sections sont
égales , parce qu’elles sont faites par des plans perpendi-
culaires 4 une méme droite et par conséquent paralléles *; » 5
elles sont des parallélogrammes , parce que deux cdtés
opposés d’'une méme section aB, dc, sont les intersections
de deux plans paralléles ABFE , DCGH , par un méne plan.

Par une raison semblable, la figure BaeF est un paral.
lélogramme, ainsi que les autres faces latérales BFgc, cd/zg
adhe, du solide Bache/zo' donc ce solide est un prisme *; +q41 4,
et ce prisme est droit, puisque le cdté BF est perpendi-
culaire au plan dela base.

Cela posé , si par le plan BFHD on divisé le prlsme droit
B/ en deux prismes triangulaires droits aBdeFA, BdcFhg ;
je dis que le prisme triangulaire oblique ABDEFH sera
équivalent au prisme triangulaire droit «BdeF&.

En effet ces deux prismes ayant une partie commune
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cor. .

5. 209,

188 GEOMETRIE,

ABD/eF, il suffira de pronver que les parties restantes, sa-
voir, lessolides BaADd, FeEHA sont équivalents entre eux.

Or, & cause des parallélogrammes ABFE, aBFe, les cotés
AE, ae, égaux a leur paralléle BF, sont égaux entre eux;
ainsi, en Otant la partie commmune Ae, il restera Aa=Fe.

On prouvera de méme que Dd=HA.

Maintenant, pour opérer la superposition des deux sor
lides BaADd, FeEH#, placonsla base Fek sur son égale Bad;
alors le point e tombant ena, et le point % en d, les cotés
ek, hH, tomberont sur leurs egaux aA, dD, puisqu’ils sont
perpendiculaires au méme plan Bad. Donc les deux solides
dont il sagit coincideront entiérement l'un avec l'autre ;
donc le prisme oblique BADFEH est équivalent au prisme
droit BadFeh. &

On démontrera semblablemerit que le prisme oblique
BDCFHG est équivalent au prisme droit BdcIFlg. Mais les
deux prismes droits BadFch, BdcFhg sont égaux entre eux,
puisqu’ils ont méme hauteur BF, et que leurs bases Bad,
Brde, sont moiiés d'un méme paraliélogragime *. Donc
leg deux prismes triangulaires BADFEH, BDCFHG, équi-
vylguts a des prismes égaux, sont équivalents entre eux.

~ Corpllgire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est la -
moitjé. du pargllellplpede AG, constrait sur le méme angle

T

gphde A, avec les mémes arétes AB, AD, AE

PROPOSITION VlI.

THEOBEME.

St deux parallélipipédes AG, AL, ont une base comn-
mune ABCD, et que lewrs bases supéricures EFGH ,
IKLM, soient comprises duns un méine plan et entre
les miémes paralléles EK, HL, ces.deux pula/[ell/u/m(le
seront Lquwalent& entre eux. '

I peu; arriver trois cas, selon que EI est Plu_s grand,
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plusﬂpetit ou é'g'il' 1‘1‘]"15‘ : maig la démonistrition ést la ridme
pour tous : &t dabord jé dis qiie le prisme trianguldire
AEIDHM est egdl aii piismie trlangulalre BFKCGL:

En effet ; pulsque AT esi par'\llele a BF et HE 4 GF,
I'ingle AEI—BFK HEI—-—GFK et HEA == GFB. De ces
six: ahgles les trois premlers forment l'mgle solide E ; 1&s
troisauties forment anglé silidé F ; donc, pliisque les an-
gles- plans sont égauk chdcui a chacun et semblablenient

disposés; il sensuit que les angles sohdes E et F sorit-

eg1ux Muintenant ; si on pese le prismeAE M sut le piisimé
BFL, et d'abord la base AEL sui la bdse BFK:; ces deiix

bases étint-égales- coincideront; et puisque l’a‘ngle solide E:

est égal & I'angle solide F; le cowé EH ismbera sut-gor
égal FG : il n’en faut pas davantage pour prouver que les
deux prismes coincideronit dans tonte leur étendue , carla
base AEI et 'aréte EH déterminentle prisme AEM, comme
la base BFK et l'aréte FG détefrninent le pl‘lame BFL *,
douc ces prismes sont égaux.

Maissi du solide AL on tetranchi 1é prlsme AEM, il restéra
le parallellplpede AlL; et si du méme s0lide AL on retran-
chele prisme BFL, il restera le parallélipipéde AEG; done les
deux parallélipipédes AIL, AEG; sont équivalents esitre eux.

_PROPOSITION VIiL,
THEOREME.
Deuz parallélipipédes de méme bisé et de méme hau-

teur sont équivalents entre eux.
SontABCD la base commune aux deux parallehplpedes

AG, AL; puisqu’ils ont méme hauteur, leurs bases $ supé-

rietires EFGH IKLM seront sur le méime plan. De plus

ﬁg.zxo.

les cotés EF et AB sonit égaux et paralléles, il en est de -

meme de IK-et AB; donc-EF est égal et paralléle a IK :
par ané faidon semblable GF edt egal et pardlléle 3 LK,
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Soient prolongés les cotés EF, HG ainsi que LK, IM,
jnsqu’a ce que les uns et lesautres forment par leurs inter-
sectionsle parallélogramme NOPQ, il est clairque ce paral-
lélogramine sera égal a4 chacune des bases EFGH , IKLM.
Or si on imagine un troisiéme parallélipipede qui, avec Ja
méme base inférieure ABCD, ait pour base supérieure
NOPQ, ce troisiéme parallélipipéde serait équivalent au

* parallélipipede AG ¥, puisque ayant méme base inférieure ,

les bases. supérieures sont comprises dans un méme-plan
et entre les paralléles GQ, FN. Par la méme raison ce
troisiéme parallélipipéde serait équivalent au parallélipipéde
AL donc les deux parallélipipedes AG, AL , qui ont méme
base et méme hauteur, sont équivalents entre eux.

PROPOSITION IX.
THEOREME,

Tout parallélipipéde peut étre changéen un parallé-
lipipéde recmngle équivalent qui aura méme hauteur et

- une base équivalente.

fig, a0,

fig, 211,

Soit AG le parallélipipede proposé; despoints A, B, C, D,
menez Al, BK, CL, DM, perpendiculaires au plan de la
base , vous formerez ainsi le parallélipipéde AL €quivalent
au parallélipipede AG, et dont les faces latérales AK,
DL, etc., seront des rectangles. Si donc la base ABCD est
un rectangle, AL sera le parallélipipéde rectangle équi-
valent au parallélipipéde proposé AG. Mais si ABCD n'est °
pas un rectangle , menez AO et BN perpendiculaires sur
CD, ensuite OQ et NP perpendiculaires sur la base , vous
aurez le solide ABNOIKPQ qui sera un parallélipipéde
rectangle : en effet, par construction, la base ABNO et
son opposée IKPQ sont des rectangles; les faces laté-
rales en sont aussi, puisque les arétes AI, OQ, etc., sont
perpendiculaires an plan de la base ; donc le solide AP est
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un parallélipipéde rectangle. Mais les deux parallélipipédes
AP, AL, peuvent étrecensésavoirméme base ABKI et méme
hauteur AO : donc ils sont equivalents ; donc le parallélipi-
péde AG, qu'on avait d'abord changé en un parallélipipéde
équivalent AL, se trouve de nouveau changé en un paral-

lélipipéde rectangle équivalent AP, qui a la méme hauteur
AI, et dont labase ABNO est équivalente a la base ABCD,

PROPOSITION X,

THEOREME.

Deux parallélipipédes rectangles AG, AL, qui ont
le méme base ABCD, sont entre eux commme leurs hau-
teurs AE, Al '

Supposons d'abord que les hauteurs AE, Al, soient en-
tre elles comme deux nombres entiers , par exemple , com-
me 15 est 4 8. On divisera AE en 15 parties égales, dont

Al contiendra 8, etpar les points de division z, y, z, etc.,’

on ménera des plans paralléles 4 la base. Ces plans par-
tageront le solide AG en 15 parallélipipédes partiels qui
seront tous égaux entre eux, comme ayant des bases égales
et des hauteurs égales ; des bases égales, parce que toute
section comme MIKL, faite dans un prisme parallélement
asa base ABCD), est égale a cette base *; des hauteurs
¢gales, parce que ces hauteurs sont les divisions mémes
Az, zy , yz, etc. Or, de ces 15 parallélipipédes égaux ,
huit sont contenus dans AL; donc le solide AG est au so-
lide AL comme 15es1 28, ou en général comme la hauteur
AE est a la hauteur Al

Si les hauteurs AE et Al étaient incommensurables, on
prouverait,, comme il a été dit (Liv. II, pr. 18), que leur
rapport serait toujours égal a celui des parallélipipédes.

Remarque. Dans un parallélipipéde rectangle, sia,b, ¢
sont trois arétes contigués , et qu'on prenne 'une d’elles

fig.210
etarr.,

fig. 212,
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pour la hauteur, les deux autres forment les deux dimen-
sions de la base, -

PROPOSITION XI.

THEOREME.

. Détik ])/fl'allclq)ipedes rec tantrle.r PetP gui onit tirie
dimension conumune sont entre ewx comine les produits
de leurs autres diménsions, ou autrement deux paral-
lélipipédes rectangles de méme hauteur sont entre cux
comme leurs bases.

- Solent a; b, € les trois dimensions du parallélipipéde
P a, b, & celles de P’

Tormons un tromeme p'lr'lllellplp(,de rectangle P dont
les dlmensxons soient a, b, ¢

. Les parallellplpcdes Pet B ayant denx dimensions com-
munes a et b sont entre eux comme les hautewrs ¢ et ¢’ ;
ainsi on a: . o
) ’ . P:P'::¢c:c.

: Par la méme raison on a :
: P":P::5:0.
* Miiltiplianit par ordié, et divisaht par P” les detx ter-
nigs div prémier rapport, il vient: '
' P:Pi:bxeé:¥ xc. (1)
' bn sait dailleurs Qué les bases B, B’ des deunx parirllé]f-
pldedes sont entre elles comme les produits & X ¢, 8 X ¢’
donc atssi ,

P:p::B:B. (2

PrROPOSITION XIL

. THEOREME,

Deux paiailélz])@éclés rectangles P et P sont entre -
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etix comme les produits de leurs bases par leurs hau-
‘teurs , ou comme les produits de leurs trois dimen-
sions.

Soient H la hanteur du parallellplpede P,a et b les deux
dimensions de la base B.

Soient de méme H’ la hanteur du parallélipipéde P,
a’ et b'les deux dimensions de la base B'.

Soit P" un troisiéme parallélipipéde ayant pour hauteur
H, et B' pour base.

Les parallélipipédes P et P" ayant méme hauteur, on a
d’aprés le théoréme précédent :

P:P"::B:B.
Les parallélipipédes P" et P’ ayant méme base, on a*:
_ P":P::H:H.

Multipliant par ordre et divisant les deux termes du

preniier rapport par P", il vient :
P:P::BxH:B x H (1)

On sait d'ailleurs que les bases B et B’ sont entre elles
comme les produits 2 X b, a’ x /.

Onadonc:BxH:B XxXH :: axbxH: xa'xb xH;
d’ou I'on conclut, a cause du rapport commun,

P:P::axbxH:adx¥dxH. (2)
MESURE DU PARALLELIPIPEDE RECTANGLE,

Mesurer un parallélipipéde rectangle P, c'est trouver son
rapport a un certain parallélipipéde rectangle P’ pris pour
unité.

Or la proportion (2) montre que pour obtenir ce rap-
port, il faut évaluer a,b,H, a', ' H avec une méme
unité linéaire, et diviser le produit des trois premiers
nombres par le produit des trois autres. ‘

13

10, |
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. Le calcul se simplifie beancoup en prenant pour unité
de volume P’ le cube dontle coté est 'unité lindaire; car
alors les'nombres qui représentent o', 4, H' se réduisent
a I'unité, et la proportion (2) devient :

P:P::axébx H:1;
d’ol 'on voit que la mesure du parallélipipede rectangle
est égale au produit de ses trois diinénsions, ]

Remarquons que le produit ax? indique combien de
fois la base B du parallélipipéde P contient ie carré fait
sur I'unité linéaire,

La mesure du parallélipipéde rectangle est donc aussi
égale au produit de sa base parsa hauteur (en prenant pour
unité de surface le carré fait sur 1'uhité de longueur; et
pour unité de volume le cube construit sur cette méme
unité), . ’

Applications. — 1° Soient a=—=2"51, b==3",25,
H=2"45; la mesure du parallélipipéde sera

2,51%3,25 % 2,45 ou 19,985875.

Le volume du parallélipipéde contiendra donc 19 mét. cub.
plus 985875 millioniémes de inétre cube; ou bien
19 metres cubes, 985 décimétres cubes, 875 centim. cubes.
Car le décimétre cube est la milliéme partie du métre
cube, et le centimétre'cube en est Ja millioniéme partie.

métres carrés, métr,

2° Soit B=125,51, et H=12,5; la mesure du parallé-
lipipéde sera 25,51 x 12,5, ou 318,875; le volume du

métres cubes,

paraliélipipéde rectangle sera donc 318,875.

PROPOSITION XIII. : .

. THEOREME.

* La solidité (*) d'un parallélipipeds, et en général lu

(*) Onentend par solidité d'un corps la mesnré du volume 8e cécorps. ‘

.
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solidité dun prisme (/uelconque est égale au pmduzt de
sarbase par sa hauteur. S

Car 1° un paraliélipipéde quelconque est equlvalent aun
parallélipipéde rectangle de méme hauteur et de base équi-
valente ¥, Or, la solidité de celui-ci est égale a sa base
multipliée par sa-hauteur; donc la solidité du premier, est
parelllement égale au prodult de sa base par sa hauteur. *
_2° Tout prisme tnangulalre est la moitié du parallelnpl-
pede construit de maniére qu'il ait la méme hauteur et
une base double®. Or la SOlldlte de. celul-m est egale a sa
base multipliée par sa hauteur donc celle du prisme trian-
) gulaue est ¢gale au produit de sa base, moitié de celle du
parallellplpede multipliée par sa hauteuv

3° Un prisme quelconque peut étre partage en autant (le
prismes triangulaires de méme hauteur qu'on peut former
de tnangles dans le polygone qui lui sert.de base. Mais, la
solidité de chaque prisme triangulaire est égale a sa base’
multipliée par sa hauteur; et puisque la hauteuv est la.
méme pour tous, il s’ensuit que.la somme de tous les
prismes partiels. sera égale.a la somme de tous les trlangles
qui leur servent de lmses nlulupllee par | la hauteur com-
mune. Donc la solidité d’un prisme polygonal quelconque
est egale au produit de sa base par_sa hauteur,

Corollaue. Si on compare deux | prismes qui ont méme
hauteur les produits des bases ‘par les hauténrs - seront
comine les bases ; donc deux prisies de meme hauteir sont’
entre eux comme leurs pases; par une raison semblablé,
deuz przsmes de méme base sont entre euz comine leurs
hauteurs.

 PROPOSITION XIV.. S

) THBORBMB. '

St une pjzamule SABCDE est wupee par un plan

abd paralléle a sa base, ‘
13.

.

* g,

*6,

ﬁg 284
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® Les cotés SA, SB, SC,.... et la hauteur SO, se-
ront divisés proportionnellement en a, b, c,.. et 03

2° La section abede sera un polygone semblable d
la base ABCDE.

Car 1° les plans ABC, abe, étant paralléles, leurs inter-
sections AB, ab, par un troisiéme plan SAB, seront paral-
léles *; donc les triangles SAB, Sab, sont semblables eton
ala proportlon SA : Sa::SB: Sb; on aurait de méme SB:
Sb::8C: Se, et ainsi de suite. Donc tous les cotés SA,
SB, SC, etc., sont coupés proportionnellement en «, b,
¢, etc. La hauteur SO est coupée dans la méme proportion
au point o; car BO et bo sout parallcles, et ainsi on a
SO:So::SB: Sb.

2° Puisque ab est paralléle & AB, be & BC, ed a CD, etc.,
I'angle abe = ABG, l'angle bed = BCD, et ainsi de suite. De
plus, a cause des triangles semblables SAB, Sab, on a AB:
ab: :SB:Sb; et a canse des triangles semblables SBC,"
Sbe,on a SB: Sh::BC: be; donc AB: ab: : BC: be; on
aurait de méme BC : be: : CD : ¢d, et ainsi de suite. Donc
les polygones ABCDE, abede, ontles angles égaux chacun
a chacun et les c6tés homologues PI‘OPOI‘thnllle doncils
sont semblables.

Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ, deux pyramldes
qui ont méme hauteur, et dont les bases sont situées
dans un méme plan ; si on coupe ces pyramides par
un méme plan paralléle au plan des bases, et quil en -
résulte les sections abede, ‘zyz, je dis que les sections
abede, xyz, seront entre elles comme les bases ABCDE,
XYZ.

Car les polygones. A.BCDE, abede, étant semblables,
leurs surfaces sont comme les.carrés des cotés homolo-

gues AB, ab; mais AB: ab: : SA : Sa; donc ABCDE :

cabede :SA: SZZ Par la méme raison, XYZ: Zya: .5X.: 5z

Mais pulsque abexyz n'est qu'un ménie plan, on a aussi
P ’ .
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SA:Sa::SX:Sx; donc ABCDE.: abede : : XYZ : xyz;

donc les sections abede , xyz, sont entre elles comme les
bases ABCDE, XYZ. Donc si les bases ABCDE, XYZ sont
équivalentes, les sections faites 4 égale hauteur sont pareil-
lement équivalentes.

' PROPOSITION XV,

THEOREME.

Deux pyramides triangulaires qui ont des bases
dquivalentes et des . hauteurs égales , sont équiva~
lentes. .

Soient SABC, sabe les deux pyramides dont les bases
ABC, abe, que nous supposons placées sur un méme plan,
sont équivalentes et qui ont méme huuteur TAj si ces py-
ramides ne sont pas équivalentes , soit sabe la plus petite,
et s0it Az la hauteur d'un prisme qui, étant construit sur
la base ABC, serait égal a leur différence.

Divisez la hauteur commune AT en parties égales plus
petites que Az, et soit A'une de ces parties; par les points
de division de la hauteur, faites passer des plans paralléles
au plan des bases ; les sections faites par chacun de ces
plans dans les deux pyramides, seront’équivalentes *, telles
que DEF et def, GHI et ghi, etc. Cela posé, sur les trian-
gles ABC, DEF, GHI, etc., pris pour bases, construisez
des prismes extérieurs qui aient pour arétes les parties
AD, DG, GK, etc., du cdté SA; de méme sur les triangles

“def , ghi, klm, ete., pris pour bases, construisez dans la se-
conde pyramide des prismes intérieurs qui aient pour

arétes les parties correspondantes du coté sa; tous ces

prismes partiels auront pour hauteur cominune £.

La somme des prismes extérieurs de la pyramide SABC
est plus.gramle que celte pyramide; la somme des prismes
intérieurs de la pyramide sabe est plus petite que cette py-
“ramide; done par ces deux raisons la différence entre les

fig, 215,
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deux;sommes: de, prismes devra éfe-plus geande que la
différence entre.les.deux pyramides.

- Ond partir.:des bases ABC, abe, le second prisme exté-
rieur, DEFG .est. équivalent au premier prisme intérieur
defa , puisque leurs bases DEF, def, sont équivalentes et
qu'ils ont une méme hauteur £ ; sont équivalents par la
méme raison le troisiéme prisme extérieur GHIK et le se-
coud interieur ghid, le quatrlcme extérieur et le troisi¢iue
intérienr; ainsi de suite jusquau dernier des nns et des

-.autres. Donec tous les pnsmes ‘exterieurs de la pymml(le

SABG, & Lexceptlon dn premier ABCD, ont leurs équiva-
lents dans les prismes intérieurs de la pyramide sabc.. Donc
le.prisme ABCD est la différence entre la somme des pris-
mes extérieurs de la pyramide SABC et la somme des
prismes intérieurs de la pyramide sabc; mais la différence
de ces deux sommes est plus grande que‘la différence des
deux.pyramides; donc il faudrait que le prisme ABCD fit
plus grand quele prisme ABCX; or au, contraire il est plus
petit, puisqu’ils ont une méme base ABGC, et que la-hau-
teur £ (lu premier est moindre que la hauteur Az du se-
cond, Donc'l’hypothlése d’olt 'on est parti ne saurait avoir
licu ; donc les deux pyramides SABC, sabe, de bases équi-
valentes et de hautéurs égales, sont équivalentes.

PROPOSITION XVI.

A THEOREME.

'

Toute pyr amide t/*mnrruluzre estle tiers du prisme
triangulaire de méme base et de méme hauteur.

Soit SABC une pyranncle triangulaire, ABCDESqn prisnie
triangulaire de méme.base et de méme hanteur;je dis que

la pylamlde est le tiers du prlsme

Retnnchez du pusme la pyramide SABC, il restera le

solide SACDT, qu'on peut considérer comme une pyra-
. mide guadrangulaire dont le sommet est S, et.qui a pour
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base le parallélogramme ACDE; tirez la diagdnale CE et
conduisez le plan SCE qui partagera la pyramide quadran-
gulaire en deux pyramides triangulaires SACE, SDGE.
Ces deux pyramides ont pour hauteur commune la per-
pendiculaire abaissée du sommet S sur le plan ACDE;
elles ont des bases égales, puisque les triangles ACE, DCE,
sont les deux moitiés du méme parallelooramme s'donc les

deux pylamldes SACE, SDCE, sont eqmvalentes entre,

elles mais la pyramide SDCE et la pyramide SABC ont des
].»ases égales. ABC, DES; elles out aussi ‘méme ]\1auteur,
car cette hauteur est la distance des plans parallélég ABG

DES. Donc les deux pyramides SABC, SDCE, sont équiva-

lentes ; mais on a démontré que la pyramide SDCE est
équivalente 4 la pyramide SACE’, donc les trois pyramides
SABC, SDCE, SACE, qui composent le prisme ABD sont
équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABC est le tiers
du prisme ABD qui a méme base et méme hauteur.

Corollaire. La soldité d’une pyramide triangulaire est
égale au tiers du produitde sa base par sa hauteur,

PROPOSITION XVIL

THEOREME.

-

Toute pyramide SABCDE a pour mesure le tiers
du produit de sa buse ABCDE par sa hauteur AO.

Car en faisant passer les plans SEB, SEC, par les
diagonales EB, EC, on divisera la pyramide polygonale
SABCDE en plusieurs pyramides triangulaires qui auront
toutes la méme hautenr SO. Mais par le théoréme préce-
dent chacune de ces‘pyramides se mesnre en multipliant
chacune des bases ABE, BCE, CDE, par le tiers de sa han-
~ teur SO; donc la somme des pyramides triangulaires, ou
la pyramide polygonale SABCDE, aura: pour mesure la
somme des triangles ABE, BCE, CDE, ou le polygone
ABCDE, multiplié par ¥ SO; donc toute pyramide a pour
mesure le tiers du produit de sa base par sa hauteur.

fig, ar4.
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Corollaire I. "Toute pyramide est le tiers du prisme de
méme base et de méme hauteur.

Corollaire I1. Deux pyramides de méme hauteur sont
entre elles comme leurs bases, et deux pyramides deméme
base sont entre elles comme leurs hautenrs.

Scolie. On peut évaluer la solidité de tout corps po-
lyédre en le décomposant en pyramides, et cette décom-
position peut se faire de plusieurs maniéres : une des plus
simples "est de faire passer les plans de division par le
sommet d'un méme angle solide; alors on aura antant de
pyramides partielles qu’il y a de faces dans le polyédre,
excepté celles qui forment l'angle solide d’ou partent les
plans de division, .

Ces pyramides elles-mémes pourront étre décomnposées
en tétraédres, en divisant leurs bhases en triangles.

PROPOSITION XVIII.

THEOREME.

Si une pyramide est coupée par un plan paralléle
« sa base, le tronc qui reste en dtant la petite pyra-
mide, est égal & la somme de trois pyramides qui an-
ratent pour hauteur commune la hauteur du tronc
-et dont les bases seraient la base inférieure du tronc,
sa base supérieure, et une moyenne proportionnelle
entre ces deur bases. .

Soit ABCDE une pyramide coupée par le plan abd pa-
ralléle 4 la base; soit TFGH une pyramide triangulaire
dont la base et la hauteur soient ¢gales ou équivalentes a
celles de la pyramide SABCDE. On pent supposer les denx
bases situées sur un méme plan; et alors le plan abd, pro-
longé,détermineradansla pyramide triangulaire une section
fah, située & la nméme hauteur au-dessus du plan commun
des bases : d'ou il résulte que la section fgh est & la sec-
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tion abd comme la base FGH est d la base ABD*; et puis- »

que les bases sont équivalentes, les sections le seront

aussi. Les pyramides Sabede, Tfgh, sont ‘donc équiva-

. lentes, puisqu’elles ont méme hauteur et des bases équi-
valentes. Les pyramides entiéres SABCDE, TFGH, sont
équivalentes par la méme raison ; donc les troncs ABDdab,
FGH’fg, sont équivalents, et par conséquent il suffira de

" démontrer la proposition énoncée, pour le seul cas du
tronc de pyramide triangulaire.

Soit FGHZfg un tronc de pyramide triangulaire a bases
paralléles : par les trois points F, g, H, conduisezle plan
FgH, qui retranchera du tronc la pyramide tiiangulaire
gFGH. Cette pyramide a pour base la base inférieure FGH
du tronc; elle a aussi pour hauteur la hauteur du tronc,
puisque le sommet g est dans le plan de la base supé-
rieure fgh.

Aprés avoir retranché cette pyramide, il restera la py-
ramide quadrangulaire gfAHF, dont le sommet est g et la
base fRHF. Par les trois poins f, g, H, conduisez le plan
wH, qui partagera la pyramide quadrangulaire en denx

‘triangulaires gF fH, gfAH. Cette derniére a pour base la
base supérieure gfk du tronc, et pour hauteur la hauteur
du tronc, puisque son sommet H appartient a la base in-
férieure : ainsi nous avons déja deux des trois pyramides
qui doivent coniposer le tronc.

Il reste & considérer la troisiéme gFfH : or, si on méne
gK paralléle & /T, et qu’on imagine une nouvelle pyramide
JFHK, dont le sommet est K, et la base FfH, ces deux
pyramnides auront méme base F fH; elles auront aussi
méme hauteur, puisque les sommets g et K sont situés
sur une ligne gK parallele 3 Ff, et par conséquent
paralléle au plan de la base; donc ces pyramides sont équi-
valentes. Mais la pyramide fFKH peut étre considérée
comme ayant son sominet en f, et ainsi elle aura méme
hautenr que le tronc; quant & sa base FKH, je dis qu'elle

‘4

fig. 218,
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est moyenne pI‘OPOl‘thnll("t‘ entre les basesFGH, figh. En
effet, les triangles FHK, fk, ont un angle égal F=f, et
un coté égal FI&,.___ 'g; on a donc FHK : feh : : FH: fh.
On a' aussi FHG : FHK : : FG: FK oufo. Mais les trian-
gles semblahles FGH y Jgl , donnent FG : fo: : FH ; fh;
donc FGH : FHK : : FHK : fgh; et ainsi la base FHK est
moyenne proportionnelle eutre les deux bases FGH, fgh.
Donc, un tronc dt, pyramide tnanguhne, 4 bases paral-
leles, équivant A trois pyramides qui anpt paur hauteur
commune la hauteur du tronc, et dont les hases sont la
base inférienre du trbnc, sa basc supérieure, et une
moyenne proportiopnelle entre ces deux bases.

PROPOSITION XIX.

THEOREME.

S on coupe un prisme triangulaire dont ABC est la
l)rwe, par un plan DES mcllne a cette base, le solide
ABCDES , qui résulte de cette section, sera égal a la
somme des trois .pyramides dont les sommets sont

‘D, E, S, et la base commune ABC. )

Par les trois points S, A, C, faites passer le plan SAG,
qm retranchera du prisme tronqué ABCDES la pyramlde'
triangulaire SABC: cette pyramide a pour base ABC etpom
sommet le point S,

Aprés avoir retranché cette pyramide, il restera la Py~
ramide quadrangulaire SACDE, dont S est le sommet, et
ACDE la base. Par les trois points S, E, C, menez encore
un plan SEC, qui divisera la pyramide quadrangulaire en
deux pylamldes tnangulmres SACE, SCDE.

La pyramide SAEC, qui a pour base le triangle AEG

et pour sommet le pointS, est équivalente a une pyramide

EABC, qui aurait pour base AEC etpoursommetle point B,

Car ces deux pyramldes ont méme b'\se elles ont aussi
méme hauteur, puisque la ligne BS, étant paralléle a cha-
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cune des lignes AE, CD, est paralléle a leur plan ACE;
donc la pyramide SAEC ést équivalente a la pylamlde
EABC , laquelle peut &tre considérée comme ayant pour
base ABL et pour sommet le point E.

La troisitme pyramide SCDE peut éwre changée d'abord

en‘ASCD ;. car ces deux pyramides ont la,méme base SCD;
elles ont aussi l]a méme hauteur, puisque. AE est paraliéle
au plan SCD; donc la pyramide SCDE est équivalente a
ASCD. Ensuite la pyramide ASCD peut étre changée en
ABCD, car ces deux pyramides ontlabase commune ACD;
elles ont aussi la méme hauteur, puisque leurs sommets S
et B sont situés sur une paralléle au plan de la base. Done
la pyramide SCDE, équivalente 3 ASCD, est aussi équi-
valente 3 ABCD; or, celle-ci peut étre regardée comme
ayant pour base ABGC, et pour sommet le point.D.
“ Donc énfin' le prisme: trongué . ;ABCDES est égal 4 la
somme -de trois pyramides qui ont _ponr, basé commune
ABGC, et dont les sommets sont respectivement les points
Dy E, S.

Corollaire, Siles arétes AE BS, CD sont perpendlcu-
laires au plan de la base, elles seront en méme temps les
hauteurs ~dés .trois pyramides qui c:omposent le prisme
tronqué; de sorte que la solidité du prisme tronqué sera
‘exprimée - par + ABCXAE + £ ABCX BS+1ABCx CD,
quantlte qul se redult at ABCx(AE+BS+CI))

DE LA SYMETRIE

EDeux points .sont syme;nques par rappovt' i un plan,
Torsque ce plan.est perpendiCuldire sur le milien de la
droite qui joint ces deux pomts —Ce plan est appelé plan
de symétrie. .. = . P o ..

~Deux haures sont symetrlques par rapport a.un plan
lorsque chaque point del’une d'elles a son symétr 1que sur
Pautre figure. - :
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PROPOSITION XX.

THEOREME,
Une lzgne drozte AB a pour ligne symétrique une
autre l(one droite.

Prenons sur la droite donnée deux points A et B, et
déterminons leurs symétriques A’ et B’ en abaissant des
points A et B des Iie‘rpendiculai_res sur MN, et prolongeant
ces perpendiculaires de longueurs égales 3 elles-mémes;
tirons A’B’ et CD.. .

‘Pour démontier que tout point O dela d101te AB a son
symétrique sur A'B’, abaissons Ol perpendiculaire sur MN,
et prolongeons cette ligne jusqiUa sa rencontre avec A’

Si nous faisons tourner le quadrlhtere ACBD. autour
de CD pour Fappliquer sur le plan. CA'B'D, les angles
ACD, A’CD étant droits, CA prendra la direction CA’; et
comme CA ==CA’, le point A’ tombera en A. Par la méme
raison BD s'appliquera sur DB'; de sorte que AD coincidera
avec A'B’, De plus, a cause des angles droits OIC, O'IC, O1
prendra la direction 10, et l¢ point O devant tombera la
fois sur A'B’ et sur 10, tombera enO’. On aura donc Ol =
10’; donc enfin O est symétrique du point O.

Corotlaire. La méme démonstration prouve que la ligne
‘AB qui réunit deux points A et B, est égale i la droite A’B’
qui joint leurs symétriques. '
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PROPOSITION XXL
THEOREME.

L cuwle de cleLw droites AB, AC, est égal a a l ungle
Jormé par leurs symétriques’ A'B, A'C.

..P

4

-]

\i ]
N

wé

Remarquons d'abord que le point de concours A des
deux droites AB, AC, a pour symétrique le point A’ puis-
que le symetuque du point A doit se trouver & la fois sur
A'B" et sur A'C') :

Cela posé, prenons sur AB et AC deux points B et C
soient B’ et C’leurs symétriques; et menons BC, B'C'.

Les triangles ABC, A'B'C’ sont équilatéraux entre eux* ::r"
donc 'angle BAC=B'A'C/.

PROPOSITION XXII.

THEOREME,

Un plan a pour figure symétrique un autre plan, et
ces dewx plans forment des angles égaux avec le plan
de symétrie.
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Soit AB l'intersection du plan MAB avec le plan de sy-
métrie ABC, et conduisez par- AB un plan ABM' qui forme
avec le plan de symétrie. le méme .mgle que le plan MAB.

Il s'agit de démontrer que tout pomt P du plan ABMa
son symetrlque sur ABM'.

Pour cela, abaissez Pp perpendiculaire sur ABG, et pro-
longez celte lignejusqu’é sa rencontre P’ avec le plan ABM'; -
puis , menez pl perpendiculaire sur AB, et joignez PI, P'I.

Les denx droites PI, P'[ sont pelpendlculalres sur AB,
et lesangles Plp, P'Ip sont.égaux comme mesurant les d1e-
dres égaux MABC, M'ABC. Les triangles rectangles Plp ,
P'Ip sont donc égaux comme ayant le ¢6té Ip commun,
et un angle aigu égal; donc Pp_Pp ; donc P’ est le symé=
trique de P. -+ :

Remdirque. Si le plan dontil s "agit etaltparallele au plan
de symétrie ABC, il estévident qu'ilaurait pour symétrique
un autre plan paralléle 4 ABC, et ala ménie distance de ce

plan.
PROPOSITION XXIIL.
THEOREME. l
Langle diédre formé par deux plans ABC, ABD

est égal & langle formé par leurs symétriques A'B'C/,
A'B'D’.
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Remarquons d’ahord que la droite AB,intersection des
deux plans ABG, ABD, a pour symetnque AB R 1ntersec—
tion des’ plans A'BC, A'B’D' N

Cela posé, au point B formons Fangle 1ect1[10ne CBD
qui mesure l'angle diédre AB.

Formons de méme au point B, syinétrique de B, l’angle
rectiligne C'B'D’ qui mesure le diédre A'B'.

La droite BD, située dans le plan ABD, aura pour symé-
trique une droite passant par le point B’ etsituée dans le
plan A'B'D'. De plus, comme BD est perpendiculaire sur
AB, la droite symétrique de BD sera perpendiculaire sur

A'B'*; ce sera donc B'D’. On verra de méme que B'C’ est *ar.

symétrique de BC; donc l'angle CBD=C'B'D" *.
PROPOSITION XXIV.
THEOREME,
Deux polyédres symétrigués par mppor? & un plan,

ont 1° leurs faces égales chacune & chacune; 2° leurs
angles solides homologues, symétriques *.

1° Soient A, B, G, D, les sommets d’une face de 1'un des
polyédres ;on sait ‘déja que leurs symétriquesA’, B, C,, D',

. *a1,

* Liv. 5.

sont dans un méme plan®. De plus, les polygones ABCD, #,,,
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A'BCD sont égaux, car ils ont les angles égaux et les
c6tés égaux chacun a chacun*.

2° Deux angles solides homologues B et B, ont leurs
faces égales*; en outre, leurs diédres sont égaux chacun &
chacun; enfin, sil'on fait coincider la face A'B'E’ sur son
égale ABL, de maniére que les autres arétes des deux an-
gles solides tombent d'un méme c6té de la face commune,
on reconnait que les autres angles plans des deux angles

. solides sont disposés dans un ordre inverse; donc I'angle

solide B’ est le symétrique de B.

* CorollaireI. On conclut dela qu'nn polyédre P n'a qu'un
seul symétrique. Car soient P’ et P” deux polyédres symé-
triques de P construits par rapport & des plans de symétrie
différents. Les faces de ces polyédres sont égales entre elles
comnie étant respectiveinent égales aux faces du polyédre P.
De plus, leurs angles solides étant symétriques des angles
solides de P, seront égaux entre eux ; donc les polyédres P’
et P" seront superposables.

Corollaire 11. Si I'on décompose un polyédre P en py-
ramides triangulaires qui aient toutes pour sommet coin-
mun un des sommets du polyédre; & chacune de ces pyra-
mides correspondra, dans le polyédre symétrique P', une
pyramide symétrique.

On voit donc que deux polyédres symétriques sont dé-
composables en un méme nombre de tétraédres symétri-
ques chacun a chacun. ) A

Scolie. Deux polyédres qui ont leurs faces égales cha~
cune & chacune, etleurs angles solides symétriques, sont
toujours dits symétriques, quelle que soit la position qu'ils
atent l'un par rapport I'autre ; mais il y a lieu de remar-
quer que la symétrie nexiste plus que quanta la forme
des solides.

N. B. Les angles solides homologues sont ceux dont les sommets sont symé-
triques.
E4
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PROPOSITION XXV.

THEOREME.

Deux polyédres symétriques sont équivalents.

En effet, deux polyédres symétriques pouvant se décom-
poser en un méme nombre de tétraédres symétriques, il
suffit de prouver que deux tétraédres symétriques sont

équivalents,

Soit donc SABC un tétraédre, et construjsons son sy-

métrique en prenant pour plan de symétrie I'une des faces
ABC*; les deux tétraedresSABC, S’ABC sont eqmvalents R

car 1ls ont méme base ABC et les hauteurs SO, S0 sont
égalés. ’

) .

Deux points A et A’ sont symétriques par rapport & un
troisitme O, appelé centre de symétrie, lorsque la droite
(ui joint ces deux points est divisée par le point O en deux
parties égales.

Deux ﬁo'ures sont symetriques par rapport dun pomt 0,
lorsque chagne point de I'une a son symétrique sur autre.

On peut établir pour la symétrie par rapport a unpoint,
des théorémes semblables 4 ceux qui viennent d'étre ex-

L4

*a4,
cor. 1,
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posés; nous laissons an lecteur le soin d'en cliercher les
démonstrations,

DE LA SIMILITUDE.

Nous appellerons polyédres semblables, ceux qui sont

. compris sous un méme nombre defaces semblables chacune

a chacune, et dont les angles solides homologues sont

égaux. (On entend par angles solides homologues ceux
qui sont formés par les faces semblables.)

Les droites homologues de deux polyédres semblables

sont celles qui joignent les sommets homologues.

PROPOSITION XXVI.

THEOREME.

fg.axy. Silon divise dans unméme rapport aux points f, g,h
les aretes TF, TG, TH du tétracdre TFGH, et qi’on
joigne fg, fh, gh, le tétraédre Tfgh ainsi formé est
semblable aw premier.

Eneffet, les triangles Tfg, TFG sont semblables, comme
*ayantun angle égal compris entre cdtés proportionnels; par
la méme raison Tgh est semblable a TGH, et T/% a TFH.
De plus, les droites fg, gh étant paralleles 3 FG, GH,
plan fgl est paralléle au plan FGH, et le tnangle f’/L est

+ 14, semblable a FGH".

Enfin deux angles solides homologues quelconques G, g
sont égaux; car A cause de la similitude des faces, ils ont
leurs angles plans égaux chacun 4 chacun, et I'on voit ¢n
outre que ces angles plans sont semblablement placés. Donc
les tétraédres ont leurs faces semblables et les angles solides
liomologues égaux, donc ils sont semblables.
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Scolie. On peut remarquer que deux tétracdres sembla-
bles ont toutes leurs arétes homologues proportionnelles.

Réciproquement deux tétraédres quiont leurs arétes pro-
portionnelles et semblablement placées, sont semblables;
car de la proportionnalité des cdtés on conclut immédiate-
ment la similitude des faces; et les faces étant semblables
et semblablement disposées, les angles solides honologues
sont égaux, comme ayant leurs angles plans égaux chacun
3 chacun et semblablement placés.

PROPOSITION XXVII.

THEOREME.

Deux tétracdres SABC, TDEF qui ont un angle die-
dre égal compris entre deux faces semblables et sem-
()l(lblement placées, sont semblables.

Supposons l'angle diédre SB égal au diédre TE
triangle SAB semblable & TDE, et SBC semblable A TEF.

Lesanglessolides Set T sont éganx,comme ayantun angle
diédre égal compris entre deux faces égales et semblable-
ment placées. Donc 'angle ASC est égal 4 DTF. De plus,
A cause de la similitude des triangles ASB et DTE, SBC et
TEF, on a

SB:TE::AS:DT
et SB:TE::SC:TF;
d’ou AS:DT::SC:TF.

Les triangles ASC, DTF sont donc semblables comme
ayaut un angle égal compris entre cotés proportionnels.

On verrait de la méme maniére que les angles solides B
ct E sont égaux, et que ABC est semblable 4 DEF. Enfin
les angles solides A ¢t G sont respectivement égaux aux
angles D et F, comine ayant les angles plans égaux chacun
a Lhacun et sexublablement plarees, donc les tetraedres
sont semblablcs.

14.

-

ﬁg: 203,
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PROPOSITION XXVIIIL
THEOREME,
Deux polycdres semblables peuvent die décompo-

sés en un mdcéme nombre de tétraédres semblables, et
semblablement placés.

Décompusons en triangles les faces du polyédre
SEFGDABC , non adjacentes au sommet S ; ces triangles
seront les bases de tétraédres qui auront pour sommet
commun le point S, et dont la somme composera le pre-
mier polyédre. '

Décomposons aussi en triangles et de la méme maunicre
les faces du polyédre sefgdabc, non adjacentes au sommet
s homologue de S, et joignons le point s anx sommets de
ces triangles; ce second polyédre sera décomposé en té-
traédres, et il sagit de montrer que ces tétraédres sout
respectivemnent semblables 3 ceux qui forment le premier
polyédre A :

Si nous comparons les tétraédres SDCA, sdca, nous
voyons que les triangles SDA, CDA , sont respectivement
semblables aux triangles sda, cda, i cause de la similitude
des faces EDAS, edas, d’une part,et des faces CDAB, cdub,
de I'autre 5 de plus, 'angle diédre DA est égal au diédre
‘da, puisque les faces cles- denx polyédres sont également
inclinées ; donc les deux tétraédres SDCA, sdca, sont sem-
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blables comme ayant un diédre égal compris sous deux
faces semblables et seml)lablement _disposées.

Si nous passons aux t(.trdedres SDCF, sdcf, nous voyons
que les triangles SDC, sdc, sont <emblables comnie faces
liomologues de tétraédres semblables ; de méme FDC est
sembla])le a fdc, i cause de la s1m111t11de des polygones
FEDC, fede. D'ailleurs les diédres FDCA , fdca, sout égaux
par hypothése, et les diédres SDCA , sdca, sont égaux, a
cause’ de la similitude des tétraédres SDCA, sdca; donc
les diédres FDCS, fdcs, sont égaux comme différences de
di¢dres égaux; donc enfin ¥, les tétraédres SDCF , sdcf,
sont semblables, et ainsi de sulte.....

Remarque 1. Il faut remarquer que la decomposmou
précédente peut s'effectuer en partant de deux sommets
liomologues quelconques.

Remarque I1. On conclut encore du théorénie qui vient
d’étre démontré , que, dans deux polyédres semblables,
deux droites A, a, qui joignent des sonumets homologues,
sont proportionnelles & deux arétes homologues, B, b, des
deux polyédres.

En effet, les droites A, a seront les arétes homologues
de deux tétraédres semblables faisant partie des deux po-
lyédres; et ces tétraédres renfermeront nécessairenient
deux arétes homologues C, ¢, des deux polyédres; on aura
done

Aza:Cec.
D’aillenrs, dans les polyedres semblables, les arétes
houologues sont proportionnelles & cause de la similitude

des faces,
On a donc aussi

Cie:B:d;
donc enfin, Ara::B:b
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PROPOSITION XXIX.

THEOREME.

Deux polyédres composés d'un méme nombre de (-
traédres semblubles et semblablement disposés, ont les
Jaces semblubles chacune a chacune, et les angles
solides homologues égaux, et par conséquent sont
semblables.

Soient SABC, SADC, SCDF,.... les pyramides qui com-
posent le premier polyédre ; sabc, sade, scdf, les pynnu-
des qul forment le second.

¢ Les triangles DCA , CAB, qui forment une face du
premier polyédre, sont respectivement semblables ‘aux
triangles dca, cab, sitnés a la surface du second polyédre,
a cause de la similitude des tétraedres. De plus, les trian-
gles DCA, CAB, étant dans un méne plan, je dis qu’il en
est de méme des triangles dea, cab.

Eu effet, i cause de la sinilitude des tétraédres SCAD
et scad , SABC et sabe, les diédres SCAD , SCAB, sont
respectivement égaux aux diédres scad , scab jor, la soinme
des deux premiers est égale 4 deux droits; donc la sonme
des deux derniers vant deux droits; donc enfin, les poly-
gones DCBA , dcba, sont semblables, comme étant com-
posés d’un inéme nombre de triangles semblables et sem-
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blablement disposés ; et il en est de méme des autres faces
prises deux a deux. . _ .
2° On voit encore que I'angle diedre SA,somme des

diédres CSAD , CSAB, est égal au diedre sa, somme des

diedres csad, csab, respectivement égaux aux premiers ; et
gu’en général deux angles diédres homologues des deux
polyédres sont égaux commie étant les sommes d’angles
diédres homologues de tétraédres semblables. _

-1l en résulte que deux angles solides homologues Aeta
sont égaux, car ils out leurs faces égales chacune a cha-
cune , semblablement disposées et également 1nclinées.

Scolie. La démoustration qui vient d’étre exposée justifie
la définition qui a été donnée des polyédres semblables;
car on pent toujours former des polyédres composés d’'un
méme nombre de tétraédres semblables et semblablement
placés.

En effet, décomposons le polyédre SABDEFG. en
pyramides triangulaires, qui aient toutes leur sommet en
S; et soient SBDC, SADB, SDAE,.... les tétraédres dont la
somme compose lé polyedre. ;

Si nous divisons dans le méme rapport toutes les arétes
partant du point S; aux points a, b, ¢, d,.... les tétraédres
Sbde, Sadb..., serontrespectivement semblables* aux tétraé-
dres SBDC, SADB...., et seront semblablement disposés;
leur somme composera donc un second polyédre, qui,
d’aprés le théoréme précédent, sera semblable au premier.

I26
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Ce second polyedre pourra ensuite étre place daus une
position quelconque par rapport au premier.
° : PROPOSITION XXX.

’ THEOREME.

Deuzx tétracdres semblables sont entre eux comme
les cubes de leurs ardtes /LOfIlUZOgue.S'.
S

Fuisque les tétraédres sont semblables, on peut porter
le plus petit sur le plus grand, de maniére quils aient
Pangle solide S commun, etalors les bases abe, ABC, seront
paralléles, puisque les arétes SA, SB, SC, sont divisées dans
un méme rapport aux points a, b, c.

Soit encore SO perpendiculaire sur ABC.

Les triangles ABC, abc, sont semblables ; ona done:

ABC: abe :: A-E‘:'EZ'(I).

D'ailleurs on a aussi:
AB:ab:: SA: sa
et + SO:50::5A:5a;
d’ot il résulte, a cause du rapport commun ,
SO : s0:: AB: ab(a).
Mulnipliant par ordre les proportions (1) et (2), et divi-

sant les termes du premter rapport par 3, il vient:

ABC x 39

3B ———3

{:ach%Q::AB:ab;'

.

3
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or, ABC x —;Q est la mesure du tétraédre SABC, et

50 o
abe X == est la mesure du tétraédre Sabe; done, ete.

3

PROPOSITION XXXI.

THEOREME.

Deux polyédres semblables sont comme les cubes de
leurs aretes homologues.

On sait que deux polyédres seniblables sont décompo-
sables en un méme noinbre de tétraédres semnblables.

SoientT, T, T"... les tétraédres qui formentle polyedre
P; ¢ ¢, ¢"... les tétraédres qui composent p.

Soient encore, A, A’,A", des arétes des tétraédres
T, T, T.... a,d, a"...;leurs homologues dans les téuraé-

drest, ¢, t"..., on aura :
14 2 b

T :
fr[ :

rl1ll I

t:it Al
£ AP

"o,

. A”3 .

et comme les lignes homologues des polyedres semblables
sont proportionnelles, on en conclut:

o AT AE K A
don T4+T 4T . it 040" 2Tt A:a,
ou P:p it A:a’.

Tt
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fig. 220.

fig. 221,

LA SPHERE.

DEFINITIONS.

I. La sphére est un solide terminé par une surface courbe,
dont tous les points sont également distants d'un point in-
térieur qu'on appelle centre.

On peut imaginer que la sphere est produi‘té par'la ré-
volution du demi-cercle DAE autour du diameétre DE: car
la surface décrite dans ce mouvement par la courbe DAE
‘aura tous ses points a distances égales du centre C.

II. Le rayon de la sphere est une ligne droite menée du
centre 4 un point de la surfuce; le diametre ou azxe estune
ligne passant par le centre, et terminée de part et d'autre
a la surface.

Tous les rayons de la sphére sont égaux ; tous les dia-
metres sont égaux et doubles du rayon.

I11. Un plan est-tangent i la sphere lorsqu’il n’a qu'un
point commun avec sa surface. _ .

IV. Deux sphéres sont tangentes, lorsque leurs surfaces
n’ont qu’un point conunun.

PROPOSITION PREMIERE.
' THEOREME.
Toute section de la sphere, faite par un plan, est

un cercle.
Soit AMB la section faite par un plan dans la sphére
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dont le centre est C. Du point C menez la perpendiculaire
CO sur le plan AMB, et différentes lignes CM, CM; a dif-
férents points de la courbe AMB qui termine la section.

Les obliques CM, CM, CB, sontégales, puisqu’elles sont
des rayons de la sphere ; elles sont donc également éloi-
gnées de la perpendiculaire CO; donc toutes les lignes
OM, OM, OB, sont égales; donc la section AMB est un
cercle dont le point O est le centre.

Corollaire 1. Si la section passe par le centre dela
sphére, son rayon sera le rayon de la sphére; donc tous
les grands cercles sont égaux entre eux.

IL. Deux grands cercles se coupent toujours en deux
partles egales, car leur intersection comniune, passant
par le centre, est un diamétre.

LII. Tout grand cercle divise la sphére et sa surface en
deux parties égales; car si, aprés avoir séparé les deux hé-
misphéres, on les applique sur la base commune en tour-
nant leur convexité du 1néme coteé , les deux surfaces coin-
cideront 'une avec I'autre, sans quoi il y aurait' des points
plus prés du centre les uns que les autres.

IV. Le centre d'un petit cercle et celui de la sphére
sont sur une inéme droite perpendiculaire au plan du petit
cercle,

V. Les petits cercles sont d’autant plus petits qu’ils sont
plus éloignés du centre desla sphére; car plus la distance
CO est grande, plus est petite la corde AB, diamétre du
petit cercle AMB.

VI. Par deux points donnés sur la surface d'une sphele,
on peut faire passer un arc de grand cercle; car les deux
points donnés et le centre de la sphére sont trois points
qui déterminent la position d'un plan. Si cependant les
deux points donnés étaient aux extrémités d'un diamétre
alors ces deux points et le centre seraient en ligne droite,
et il y aurait une infinité de grands cercles qui pourraient
passer par les deux points donnés.
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VIL la position d'un petit cercle sui la surface de la
sphere serait déterminée par trois points de sa circonfé-
rence, ’

PROPOSITION IL

THEOREME,

Tout plan perpendiculaire & Uextrémité d'un rayon
est tangent a la sphére.

Soit FAG un plan perpendiculaire 4 I'extrémité du rayon
OAjsi I'on prend un point quelcongue M sur ce plan, et
qu'on joigne OM et AM, l'angle OAM sera droit, et ainsi
la distance OM sera plus grande que OA. Le point M est
donc hors de la sphére; et, comme il en est de méme de
tout autre point du plan FAG, il s’ensuit que ce plan n'a
que le seul point A commun avec la surface de la sphére ;
donc il est tangent A cette surface .

Réciproquement, tout plan tangent FAG est perpendi-
culaire sur le rayon OA qui va au point de contact.

Car si on joint au centre un point quelconque M de ce
plan, OM sera plus grand que le rayon OA, puisque le
point M est extérieur a la sphére. OA est douc la ligne la
plus courte qu’on puisse mener du point O au plan’ FAG;
donc OA est perpendiculaire sur ce plan.

Corollaire. Par un point de la sphére on né pent mener
gu'un seul plan tangent.

PROPOSITION IIIL.

THEOREME.

.

L'intersection de deuxr sphéires est un cercle dont
le plan est perpendiculaire & la ligne qui joint leurs
centres, et dont le centre est situé sur cette ligne. -

Par la bgne OC qui joint les centres des deux spheres,
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menons un plan quelconqgue. Ce plan coupe les denx
sphéres suivant deux grands -cercles qui se rencontrent
aux points A et A’ symétriques par rapport a la ligne OC.

N
[

&
X
JLT—.

D

Si, maintenant, nous faisons tourner les deux demi-
cercles DAE, GAH, autour de OC, ces deux demi-cercles
engendreront les surfaces des deux sphéres, et le point A
décrira leur ligne d’'intersection. D'ailleurs, dans ce mou-
vement, la droite Al ne changera pas de grandeur et sera
constamment perpendiculaire 8 0C; donc l'intersection des
deux sphéres est une circonférence dont le centreest en I,
dont le rayon est Al, et dont le plan est perpendiculaire
a OC.

Remarqgue. Suivant que les deux cercles DAA’, GAA/,
seront extérieursou intérieurs, tangents extéricurement on
intérieurement, ou bien sécants, les deux sphéres seront
extérieures ou intérieures, tangentes extérieurement o
intérienrement , ou enfin sécautes. ’

Il'y aura donc pour chacune de ces positions des deux
sphéres, les mémes relations entre la distance des centres
et les rayons des sphéres, que pour les positions corres- *
pondantes de deux cercles.

DEFINITIONS.

I. L’angle de deux arcs de grands cercles est I'ingle
diédre formé par leurs plans. Les arcs de grands cercles
en sont les cotds, et leur point de concours en est le
sonumnet.



fig. 222.

*33,5.

222 CEOMETRIE.

IL. Un triangle sphérigne est une portion de la surface

“de la sphére comprise entre trois arcs de grands cercles,

Ces arcs, qui s'appellent les cotés des triangles , sont tou-
jours supposés moindres quune demi-circonférence; les
angles formés par ces arcs de cercles sont les angles du
triangle.

III. Un triangle sphérique est rectangle, isocéle , équi-
latéral, dans les inémnes cas qu'un triangle rectiligne.

IV. Un polygoue sphérique est une portion de la sur-
face sphérique comprise entre plusieurs arcs de grands
cercles. .

Nous ne considérerons que des polygones spliériques
convexes, c'est-a-dire tels que le plan de chaqne coté laisse
tout le reste du polygone d’'un méme c6té de sa direction.

PROPOSITION IV.

THEOREME.

Dans tout triangle sphérique ABC , un cdté quel-
conque est plus petit que la somme des deux au-
tres.

Soit O le centre de la sphére, et soient menés les rayons
OA, OB, OC. Sion imagine les plans AOB, AOG, COB,
ces* plans formeront au point O un angle solide, et les
angles AOB, AOG, COB, auront pour mesure les cotés
AB, AC, BC, du triangle sphérique ABC. Or, chacun des
trois angles plans qui composent 'angle solide est moindre
que la somme des deux autres*; donc un coté guelcon-
que du triangle ABC est moindre que la somme des deux
autres.

PROPOSITION V.

THEOREVE.

La somme des trois cdtés d’un triangle sphérique est
moindre que la. circonférence d'un grand cercle.
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Soit ABC un triangle sphérique quelconque; prolongez,

les cotés AB, AC, jusqua ce qu'ils se rencontrent de nou-
veau en D, Les arcs ABD, ACD, seront des demi-circonfé-
rences, puisque denx grands cercles se coupent toujours
en deux parties égales™; mais dans le triangle BCD on a
le c6té BC < BD+-CD ¥; ajoutant de partet d'autre AB+AG,

on aura AB4+AC+BC<ABD+ACD, cest-a-dire, plus
petit qu'une circonférence.

Remarque. Pour qu’on puisse construire un triangle sphé-
rique avec trois ctés donnés, il faut et il suffit que la somme
des trois cOtés soit plus petite qu’une circonférence, et
que lé plus grand c6té soit moindre que la somme des
deux autres. Car ce sontles conditions nécessaires et suf-
fisantes pour qu'on puisse construire un angle solide avec
trois faces qui auraient pour mesures les trois cotés donnés.
Et si Fon placait le sommet de cet angle solide au centre de
la sphére, les faces intercepteraient le triangle demandé.

PROPOSITION VI.

THEOREME.

La somine des cotés dun polygone sphérique con-
vexe est moindre qu'une circonférence de grand
cercle. _

Soit ABCDE un polygene sphérique convexe; et me-

‘nons du centre Ode la sphére les rayons OA, OB, OC, OD,

OE, nous formerons ainsi un angle solide qui sera con-
vexe, et dont les angles plans AOB, AOC,...". ont pour
mesures les arcs AB, BC,CD. .. .; or, la somme des an-
gles plans qui forment I’angle solide est moindre que 4‘
droits; donc la somme des arcs AB, BC, . . . . est moindre
qu’une circonférence.

fig.224.

* 4.

fig. 225.
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DEFINITIONS.

I. Le pole d’un cercle de la sphére est I'extrémité du dia-
metre perpendicnlaire au plan de ce cercle.

I1. Tout cercle de la sphére a deux péles.

IIL. Tous les cercles dont les plans sont paralléles ont les
mémes poles. ‘

PROPOSITION VIL

THEOREME.

Tous les points de la circonférence FNG d'un cercle
de la sphére sont également distants du pdle D de ce
cercle.

En effet, si on méne du centre O de la circonférence
FNG, les rayons OF, ON, OG, et qu'on tire les droites
DF, DN, DG, les triangles rectangles DOF, DON, DOG....
seront égaux; car ils ont le c6té DO commun, et les lignes
OF,ON, OG sont égales comnie rayons d'un méme cercle;;
donc on a DF=DN=DG....

On voit aussi par la que les arcs de grands cercles FD,
DN, DG, sont égaux comme sous-tendus par des cordes
égales ; et de plus les plans de ces grands cercles sont per-
pendicnlaires sur le cercle FNG, car ils passent tous par
la droite DO perpendiculaire au plan de ce cercle.

Tout ce qui vient d’étre démontré s'applique évideniment
au pole d'un grand cercle AMB ; mais dans ce cas les angles
droits DCA, DCM, DCB, étant au centre des grands cer-
cles DAE, DME...., les arcs DA, DM, DB, sont des quarts
de circonférence on des quadrants.

Scolie. Les propriétés des ples permettent de tracer sur
la surface de la sphére des arcs de cercle avec la méme fa-
cilité que sur une snrface plane.

On emploie a cet effet un compas appelé compas splié-
rique, dans lequel on donne aux deux branches une dis-
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position qui permette d'incliner les pointes 'nne sur Lautre
sous un angle que]conque

Il est évident que si on place une des pomt;(:s de ce com-
pas en D, et Tautre en F, et que I'on fasse tourner ce com-
pas autour du point D, I'extrémité Fdécrira le cercle FNG.

Si T'on voulait du point D, comme pdle, décrire un
grand cercle AMB, il faudralt que la distance des deux
pointes du compas fiit égale a la corde  d'un quadrant; et
pour avoir cette distance, il faudrait connaitre le rayon de
la sphére.

PROPOSITION VIII.

PROBLEME.

4
Etant donnée une sphére, trouver son rayon.

LA

Avec une ouverture de compas arbitraire AC, décri-
vons sur la sphére un cercle CDE; marquons trois points
C, D, E sur ce cercle, et mesurons avec un compas’les
distances rectilignes CD, DE, CE; enfin construisons sur
nn plan un triangle avec ces trois cotés ; le rayon du cercle
circonscrit & ce triangle sera le rayon du cercle CDE.

Cela posé, concevons par le diamétre AB de la sphére
un grand cercle ACBE; concevons aussi quon tire les
droites CA, CB et CO. Dans le triangle rectangle CAO, on
conuait T'hypoténuse AC et le c6té CO; on pourra donc
construire sur un plan un triangle C'A'O” égal 4 CAO; de
plus, la droite CB étant perpendiculairesur CA, si 'on méne

15

fig. 230.
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C'B perpendlculdlre sur A’C/, la dlone A'D, égale 4 AB,
sera le diametre de la sphere.

K

PROPOSITION, IX.

PROBLEME.

Tracer sur une sp/zere un grand cerc[e passant par
. deux points A et B.

Des points A et B comnie pdles, avec un intervalle égal
a la corde du quadrant, décrivons deux grands cercles
qni se coupent en P; le point P sera le péle de l'arc de
grand cercle AB, et servira & décrire cet arc.

PROPOSITION X

PROBLEME.

Abaisser d’un point A de la surface de la sphére,
un- grand cercle perpendiculaire sur un grand cercle
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Du point’A comme pdle, avec un intervalle égal a un

quadrant ; décrivez un grand cercle qui coupe enS lé cercle

CMD:: Puis du point S comme pdle, avec Iintervalle SA,

décrivez le grand cércle AM, qul sera perpendlculalre suk
CMD* - =+ . -~ S oy,

PROPOSITION XI.
PROBLEME.

Tracer sur une sphére un pelit cercle passant par
trois points A, B,C.

B o P

Mesutez avec un compas sphérique les distances recti-
lignes AB, BC, AC; construisez un triangle avec cés trois
c6tés, et circonscrivez a ce triangle une circonférence dent

le rayon sera celui de la cmconference qu’il s’agit de tracer
sur la sphére.

Maintenant, si 'on concoit le diamétre PP’ perpendi-
culaire sur le plan du cercle ABC, et qui rencontre le plan
de ce cercle en son centre I; sil'on méne en outre les
droites AP, AT, AP’; on voit que le triangle PAP' est-rec-
tangle en A; et Ton connait dans ce trlangletl hypotenuse
PP’ et la hauteur AlL : -

Pour construire ce triangle, décrivez un cercle dont le
diamétre pp’ soit égal i eclui de la sphére; menez au poing
pune tangente égale au rayon du cercle ABC; puis con=
duisez une ligne da paralléle '\pp jusqu’a sa rencontre a

15.
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avec la circonférence ; enfin joignez ap, ap'; app’ sera le
* triangle demandé, et le coté ap sera égal & AP.

Pour, déterminer le péle P du cercle ABG, il suffira, des
points A, B, C coinne péles, avec un intervalle €gal aap, de
décrire des cercles qui se coupéront au point cherché.
Connaissant le pdle, Ja constructlon s'achévera sans diffi-
cnlté,

PROPOSITION XIIL

THEOREME.

Le plus court chemin du point A au point B sur la
surface-de la sphére, est Larc de grand cercle, moin-
dre qu’une demi - circonférence, qui joint ces deux
points. .

Nous fonderons la démonstration de ce theoreme sur
les deux lenimes suivants.

Lemme 1. Le plus court chemin du pole P d’'un cercle
tous les points de sa cu*co;gference ABD est le méme pour tons
_ces pomt.s‘.

B [

Cela résulte évideinment de I'égalité des arcs de grands
cercles PA, PB,.... et de la symétrie parfaite de la sphere
autonr du point P.

Lemme II. Soccnt AB, AC deuzx arcs de grands cercles
moindres qu’une demi-circonférence, et soztAC < AB, je dis
que le plus court chemin de A en G est moindre que celui
de A en B,.
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.1\

En effet, décrivons du point A comme pole, et avec
I'intervalle AC, un cercle qui coupera nécessairement Larc
AB entre A et B, et soit AMB la ligne la plus courte entre
. A et B; cette ligne rencontrera le cercle CI en un point M,
etla ligne AM sera le plus court chemin de A en M; car
s'1l existait une ligne plus courte entre ces deux points,
AMB ne serait pas le plus court chemin de A en B, ce
qui est contre I'hypothése. Dailleurs, d’aprés le lemme
précedent, le plué court chemin de A en M est le méme
que de A en G; donc le plus court chemin de A en C est
moindre que de A en B.

B

Cela posé, soit AB I'arc de grand cercle moindre qu'une
demi-circonférence qui joint les points A et B; et suppo-
sons qu'il existe hors de cet arc un point C de la ligne la
plus courte entre A et B. Menons les arcs de grands cer-
cles AC, BC, et prenons AD=AC. o ’

On a* AB<AC+CB; retranchant de part et d’autre
AD==AG, il reste DB < BC. Or, en vertu du’ lenime I le
plus court chemin de A en D est le méme que de A en G;

* prli.
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donc puisque le point C appartient a la ligne la plus courte
de A en B, il faudrait que la distance de C en B fiit moindre
que de D en B, conséquence absurde, d’aprés le lenune 11,
puisque Parc BC est plus grand que BD. Donc aucun
point de la plus courte distance entre A et B ne peut étre
hors de 'arc AB, donc I'arc AB est lui-méme la ligne la
plus courte qui a les mémes extrémités.

Remarque. Dans la démonstration précédente, on sup-
pose chacun des deux.arcs, AG, BG, moindre-que AB; etil
est dvident qu'on ne peut faire une autre. hypothése, car si
on avait AC> AB, la ligne la plus courte de A en B serait
moindre que de A en C;.le point G ne pourrait donc pas
appartemr ala premnere, llgne.

A .PBOPOSITION X1II.

. THEOREME.

"L’angle BAC que font entre eux deux arcs de grands
cercles AB, AC, a pour mesure L angle FAG, formé par
les tangentes de ces arcs au point A : 1l a aussi pour
mesure larc DE, décrit du point A comme poile
entre les cotés AB, AC, prolongés s'il est nécessaire.

Car la tangente AF, menée dans le plan de I'arc AB, est
perpendiculaire au rayon AO; la tangente AG, menée dans
le plan de I'arc AC, est perpendiculaire au méme rayon
AO. Donc I'angle FAG est égal a I'angle des plans OAB,
OAG, qui est celux des arcs AB, AC, et qui se désigne p'\r
BAG.,

Parelllement, si larc AD est egal a un quadrant ainsi
que AE, les lignes OD, QE, seront perpendiculaires i AO,
et langle DOE sera encore égal a 'angle des plans AOD,
AQE; donc 'arc DE est la mesure de langle de ces plans,
ou la mesure de langle CAB.

Corollaue Les angles des mangles sphenques peuvent '
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se comparer entre eux par les arcs de grands cercles dé-
crits de leurs somniets comme pdles et compris-entre leurs
cOtés : ainsi il est facile de faxre un angle égal a un angle
donné. '

Scolie. Les angles opposes au sommet, tels que ACO et £ig. 238,
BCN, sont égaux; car 'un ou 'autre est toujours l'angle
formé par les deux plans ABC, OCN.

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs ACB,

OCN, les deux angles adjacents ACO, OCB, prxs ensemble,
valent toujours deux angles droits.

DEFINITIONS.

Un triangle sphérique ABC étant donné, si des points fig. 227
" A, B, C comme péles, on décrit les arcs de grands cercles
EF, FD, DE, ces arcs forment un triangle DEF, qui est ap~
pelé le triangle polaire de ABC. -
" Le sommet homologue du point A est déterminé par la
rencontre des arcs décrits des points B et C comme pdles :
ces arcs, il est vrai, se coupent en deux points; mais il ne
faut prendre gue celui qui est du méme coté que le point
A pav rapport a BC, et ainsi pour les autres sommets.

"PROPOSITION XIV,

THEOREME,

St le triangle: ABC a pour triangle polaire DEF , g ,2'7:
réciproguement ABG sera le triangle polaire de DEF.
Car le point A étant le podle de Varc EF, la distance AE
est un quadrant; le point C étant le pble de Yarc DE, la
distance CE est pareillement un quadrant; donc le point
- E est éloigné d’un quadrant de chacun des points A et C;
donc il est le pole de Farc. AC, et de plus il est du méme
cOté que B par rapport 4 AC; on démontrerait de méme
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que D est le pole de I'arc BC, et F celui de 'arc AB donc
ABC est le trmngle polaire de DEF.

PROPOSITION XV.

THEOREME.

Etant donnés deux triangles polaires ABC, DEI,
chaque angle de l'un de ces triangles aura pour me-
sure une demi-circonférence, moins le cété opposé dans
Cautre triangle.

Soient prolongés, s'il est nécessaire, les cotés AB, AC,
jusqu’a la rencontre de EF en G et H; puisque le point A
est le pole de I'arc GH, l'angle A aura pour mesure larc
GH. Mais F'arc EH est un quadrant ainsi que GF, puisque
E est le pole de AH, et F le pdle de AG; donc EH+GF
vaut une demi-circonférence; Or EH 4 GF est la méme
chose que EF4-GH; donc I'arc GH qui mesure I'angle A
est égal a une demi-circonférence moins le coté EF; de
méme I'angle B aura pour mesure § ¢irc.—DF, et 'angle G,
3 cire. — DE: '

Cette propriété doit étre réciproque entre les denx
triangles, puisqu’ils se décrivent de la méme maniére l'un
par le moyen de I'autre. Ainsi on trouvera que les angles
D, E, F, du triangle DEF, ont pour mesures respective-
ment : }cire. — BG, § cire. — AC, § circ. — AB. En effet
'angle D, par exemple, a pour mesure I'arc MI; or MI4-
BC=MC +- BI=circ. : donc I'arc MI, mesure de 'angle
D,==1cire.—BC; et ainsi des autres.

Scolre Si ‘du centre de la sphére on méne des rayous
aux sommets des triangles ABC, DEF, on forme deux an-
gles triédres dont les angles plans ont ponr.mesures les
cotes des triangles sphériques, et dontles angles diédres ne
sont autres que les angles des mémes triangles.

"Or, il résulte du théoréme qui vient d’étre démontré

I3 .
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gue dans ces deux angles triédres, les diedres de I'un sont
les suppléments des faces de 'autre, et reciproquement;
donc ces angles triédres sont supplémentaires.

DEFINITIONS.

Soit ABCD un polygone sphérique; menons du centre
des rayons aux somnmets de ce polygone, et prolongeons-
les jusqu’a ce qu'’ils rencontrent de nouveau la sphére en
A, B', ¢/, I’. Enfin tirops les ares A'B', B'C’, A'D’, C'D’.

Lesanglessolides formés en O sont symétriques,par con- .
séquent ils ont leurs anglesplans etleurs angles diédres res-
pectivement égaux. Donc aussi les polygones sphériques
ABCD,A'B'C'D’ ont toutes leurs parties égales. Néanmoins
ces polygones ne sont pas superposables; car.si ['on porte
le coté C'D’ sur son égal CD de maniére que lesautres cotés
des deux polygones tomnbent d’'un méme cété par rapport
2 CD, le point D' sera en C, et en parcourant les deux po-
lygones daus le méine sens a partir du point C, les cotés et
les angles se prééenteront dans un ordre inverse.

Ces polygones spheériques sont appelés symétriques,
quelles que soient dailleurs les positions respectives qu'on
leur donne sur la surface de la sphére.

.o
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PROBOSITION_ XVI.
THEOREME.

Deux triangles situés sur la meme sphére, ow sur
des sphéres égales , sont égaux dans toutes leurs par-
ties , lorsqu’ils ont un angle égal compris entre cotés
égaux chacun & chacun.

Soit le c6té AB=EF, le c6té AC=EG, et 'angle BAC
=FEG, le triangle EFG pourra étre placé sur le triangle
ABC, de la méme maniére qu'on superpose deux triangles
rectilignes quiont un angle égal compris entre cotés égaux.
Donc toutes les parties du triangle EFG seront égales a
celles du triangle ABC, c’est-a-dire qu'outre les trois par-
ties qui sont supposées égales, on aura le c6té BC=IG,
I'angle ABC==FEFG, et I'angle ACB =EGF.

Si les c6tés égaux des deux triangles étaient inverse-
ment disposés par rapport aux deux angles égaux, on su-
perposerait EFG sur le symétrique de ABC, et on serait
conduit a la méme conclusion.

PROPOSITION XVII.
THEOREME.

Deuwx tria)zgles situds sur la méme sphére , ow sur
des sphéres ¢gales, sont égaux dans toutes leurs par-
ties, lorsqu’ils ont un cité égal adjacent a deux angles
égaux chacun & chacun. ‘

Car I'un de ces triangles peut étre placé sur lautre ou
SUr son symetrlque comnie on le fait dans le cas pareil
des triangles rectilignes. (¥ ay. prop. VII lw.])

PROPOSITION XVIII

. THEOREME,

8i deux triangles situés sur la méme sphére, ou sur
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des sphéres égales, sont cquilatéraux entrg ewx, is

seront aussi -équiangles, et les angles. égaux seront
opposés aux cOtés égaur. ’ '

ngnons le centre de la sphere aux sommets des deux
triangles nous fovmerons aiusi deux angles' triédres dont
les angles plans ayant pour mesures les cOtés " des trlan-
gles spherlques, sont respectlvement e“ﬂlIX' mais on a
démoutré que dans ce cas les angles dledres opp05es aux
faces égales sont égaux : donc dans les deux triangles sphé-
riques les angles opposés aux cotés égaux sont égaux.

PROPOSITION XIX.

THEOREME,

Dans tout triangle sphérique isocéle les angles op-
po.scs aur cotés égaux sont cgaux.

Soit le cité AB==AC; je dis qu'on aura I angle C==B:
car si du sommet A au point D, milieu de la base on
mene l'arc AD, les deux triangles ABD ADC;, auront les
trois cotés égaux chacun & chacun; savoir, AD commun,
BD=DC, et AB=AC: donc, par le théoréme précédent,
ces triangles auront les angles égaux, et on aura B=C.

La méme démonstration prouve que 'angle BAD=DAC,
et que 'angle BDA=ADC. Donc ces deux derniers sont
‘droits; donc lare mené du sommet d'un trzang[e spherique
Lsocele au milieu de sa base est perpendtculazre a cette base,
et divise Uangle du sommet en deux parties égales.

° .
Scolie. 11 resulte encore de ce théoréme, que le symé-
trique d'un triangle sphérique isocéle lui est egal par su-
perposition.
PROPOSlTION XX.
" THEOREME,
Si deux angles d'un trz'angle sphérique sont égaux, g, 3,

4 4 ’ "
Ades cotés OpPOsEs sont cgaux.,

+

fig. 231,
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Soit I'angle B==C; je dis qu'on aura AC==AB : car s
le c6té AB n'est pas égal & AG, soit AB le plus grand des
deux, prenez BO=AQC, et joignez OC. Les deux cOtés
BO, BC, sont éganux aux deux AG, BGC; l'angle compris par
les premiers, OBC, estégal a I'angle compris par les seconds,
ACB. Donc les deux triangles BOC, ACB, ont les autres

. parties égales”, et on a l'angle OCB==ABC : mais langle

ABGC, par hypothése, ==ACB; donc on aurait OCB=
ACB, ce qui est impossible; donc on ne peut supposer
AB différent de AC; donc les cbtés AB, AC, opposés aux
augles égaux B et C sont €gaux.

PROPOSITION XXIL

TUEOREME,

Dans un triangle sphérique ABC, st langle A est
plus grand que Z(mg le B, le coté BC opposé a lanrrle A
sera plus grand que le coté AG opposé a l’angl(: B;
réciproquemnent, si le coté BC est plus grand que CA,
Langle A sera plus grand que langle B.

1° Soit 'angle A > B, faites 'augle BAD==B, vous aurez
AD=DB* : mais AD--DC est plus grand que AC; a la
place de AD mettant DB, on aura DB~-DC ou BC> AC.

2° Si on suppose BC> AC, je dis que I'angle BAC sera
plus grand que ABC : car, si BAC érait égal 4 ABC, on au-
rait BCG=AC; et si on avait BAC < ABG, il s'ensuivrait,
par ce qui vient d'étre démontré, qu'on a BC <AC; ce qui
est contre la supposition. Done I'angle BAC est plus grand
que ABC.

PROPOSITION XXII.

THEOREME.

Siles deux cotés AB, AC, du triangle sphérique ABC
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sont égauz auwx deux cotés DE, DF, du triangle DEF
tracé sur une sphere dgale , si en méme temps Uan-
'gle A est plus grand que langle D, Je dis que le troi-
siéme c6té BC du premier tnancrle sera plus grand que
le troisiéme EF du second.

La démonstration est absolument seml;lable i celle de
la prop. xi, liv. 1.

PROPOSITION XXIII.

THEOREME, i

St 'deux triangles tracés sur la méme sphére ou sur
des b/)/zéres égales sont cquiangles entre eux., ils se-
ront aussi dquilatérau..

Soient A et B les deux triangles donnés, P et Q lenrs
triangles polaires. Puisque les angles sont égaux dans les
tnangles A et B, les cOtés seront égaux dans les polaires P
et Q*: mais de ce que les triangles P et Q sont équilaté-
raux entre eux, il s’ensuit qu’ils sont aussi équiangles*;
enfin, de ce que les angles sont égaux daus les triangles P
et Q, il sensuit* que les cotés sont égaux _dans leurs po-
laires A et B. Donc les triangles équiangles A et B sonten
méme temps équilatéraux entre eux.

‘Scolie. Cette proposition n'a pas lieu dans les triangles
rectilignes, ou de I'égalité des angles on ne peut conclure
que la proportionnalité des cotés. Mais il est aisé de rendre
compte de la différence qui se trouve a cet égard entre les
triangles rectilignes et lcs triangles sphériques. Dans la
proposition présente, ainsi que dans les prop. 16, 17, 18,
22, ou il s'agit de la comparaison des triangles, il est dit
expressément que ces trfangles sont tracés sur la méme
sphére ou sur des sphéres égales. Or les arcs semblables
sont proportionnels aux rayons; don¢, sur des spheres
égales, deux triangles ne peuvent éire semblables sans

Bl

*

5,

*18,

*
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étre égaux. Il n’est donc pas surprenant que I'égalité des
angles entraine I'égalité des cotés.

Il en serait’autrement si les triangles étaient tracés sur
des sphéres. inégales; alors les angles étant égaux, les
trlangles seraient semblables, et les c6tés homologues-se-
raient entre eux comme les rayons des sphéres.

PROPOSITION XXIV.
THEOREME.

1° La somme des angles de tout triargle sphérigue
est moindre que six et plus grande que deux droits.
2° Le plus petit angle augmenté de -deux droits est
p/us grand ‘que la somme des deux autres. ..
® En effet, la mesure de chaque angle:d'un triangle
sphenque est egale i la demi-circonférence, moins le coté
opposé du triangle polaire *, Donc la somme des trois angles
a pour’ mesure trois demi-circonférences moins la somme

des ¢Otés du triangle polaire. Or cette derniere somme est

fig. 235,

plus grande .que zéro, et moindre qu'une circonférence;
donc en la retranchant de trois demi-circonférences, lé
reste sera plus petit quc trois demi-circonférences et plus
grand qu'une demi-circonférence; donc la somme des
angles d’un triangle sphérique est moindre que six droits,
et plus grande que deux droits.

Corolldire. Un triangle spherlque peut avoir deux ou
trois angles droits; deux ou trois angles obtus. .

Si le triangle ABC est bi-rectangle, c’est-a-dire s'il a deux
angles droits B et G, le sommet A sera le pole de la base

BC; et les c6tés AB, AG, seront des gnadrants.

Si en outre I'angle A est droit, le triangle ABC sera tri-
rectangle, ses angles seront tous droits et ses cStés des
quadrants. Le triangle tri-rectangle est contenu ‘huit fois

4
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dans la surface de la sphére; c'est ce que Fon voit par la .

fig. 236, en supposant arc MN égal a un quadrant.

2° Soient A, B, G les angles du triangle, et A le plus
petit; 180°— A, 180° —B, 180°—C seront les cotés du
triangle polaire; oron a -

‘ 130 —A <.180——B'+ 180 —C,

d’ou ajoutant de part et d’autre A +B+C, et retran-
chant 180, 0n ’dedmt

B4 C<180°+ A.
Avec trois angles A,B,C qui satisfont aux ‘conditions
énoncées dans ‘cé théoréme, on peat former un triangle

* 4.

sphérique, car ce sont les conditions nécessaires et suffi- -

santes pour qu ’on pulsse construire un angle trledre avec

les trois angles diédres A, B, C. -

Scolie. Nous avons supposé dans tout ce qui precede,:

que les triangles sphériques ont leurs ¢otés toujours plus
petits que la demi-circonférence; nous observerons cepen-
dant qu'il existe des triangles sphcrlques dont certains c6tés
sont plus grands que la ’deml circonférence, et certains an-
gles plus grands que deux angles droits. Car, si on prolonge
le c6té AC en une circonférence entiére ACE, ce qui reste,
et retranchant'de la demi-sphére le triangle. ABCy est un
nouveau triangle, qu'on peut désigner aussi par ABC, et
dont les cotés sont AB, BC;, AEDC..On voit donc que le
c6té AEDC est plus grand que la demi-circonférence AED;
mais en méme temps Fangle opposé en B surpasse deux
angles droits de la quantité CBD. A

. Au reste, si on.a exclu de la définition les tnanvles dont
les cotés et les angles sont si grands, c'est que leur résolu-
tion ou la détermination de leurs parties se réduit toujours
a celle des triangles renfermés dans la définition. En effet,
on voit aisément que si on connait les angles et les cotés
du triangle ABG, on connaitra immédiatement les angles
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ct les cotés du triangle de méine nom qui est le reste de la
demi-sphére.

DEFINITIONS. .

L. On appelle fuseau , la portion de la surface de la splhiére
comprise entre deux demi-grands cercles qui se terminent
a un diamétre commun. R

II. L'onglet sphérique est la partie du volume de la
sphére comprise entre les mémes demi-grands cercles, et
A laquelle le fuseau sert de base.

III. La pyramide sphérique est la partie du solide de la
sphére comprise entre les plans d’un angle solide, dont le
sommet est au centre ; la base de la pyramide est le poly-
gone sphérique intercepté par les inémes plans.

Lorsque deux polygones sphériques coincident, les py-
ramides dont ils sont les bases coincident également.

IV. Nous appellerons pyramides sphériques symétriques
celles qui ont pour bases des polygones symétriques.

PROPOSITION XXYV.

THEOREME.

Le fuseau AMBNA est & la surfuce de la sphére
comine Langle MAN de ce fuseau est ¢ quatre angles
droits , ou comme Uarc MN qui mesure cet angle est a
la circonférence. ’

Supposons d’abord que Farc MN soit commensurable
avec la circonférence MNPQ, et qu'en divisant celle-ci en
48 parties égales, Parc MN contienne 5 de ces parties;
le rapport de Farc MN a la circonférence est 2.

Faisons ensuite passer des plans par le diaméwe AD et
les points de division, nous formerons sur la sphére 48
fuseaux tous égaux entre eux comme ayant méme angle ,
et 'on voit que 5 de ces fuseaux seront contenus daus
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AMBN ; le rappbrt de ce fuseau & la surface de la sphére
sera donc aussi %; il sera donc le mémme que celui de Farc
MN a'la circonférence MNPQ.

SiT'arc MN n’est pas commensurable avec la circonfé-
rcuce, on prouvera, par le ratsonnement counu, que‘le
fuseau est toujours a la sphere comme lalc MN est a la
urconference. : ‘

" Mesure du “fuseau. Soient F, F’'deux fuseaux-dont les

angles sont A et A", on a, d apres le theoreme m—dessus -
. FEEEEN i

f:‘ : sp_h.; A 44,
et F' :sph. it A 4
d’on F: F A A, ()

Si donc on veut mesurer un fuseau en le comparant a
un autre fusean pris pour unité, on voit, par la proportion
ci- dessus, qu’il suffic de chercher le rapport des angles de
ces fuseaux.

Supposons quon prenne pour unité de fuseau F, celui
dont I'angle est droit, la proportion’ (1) devient "+

F__ A ‘ -
Foie (2)

Ainsi; le rapport d'un fuseau au fuseau droit est égal au
rapport de son angle a un angle droit; ce qu'on axprime
d’une maniére abrégée en dlsant que le fuseau a pour nie-
sure son angle. )

Si Ton prenait pour unité ¢ de surface le triangle tri-
vectangle T qui est la moitié du fuseau droit, on aurait
en remplacant F’ par 2T dans leo'allte (2)

d’oli,en multipliant de part et d'autre par 2, on conclut

2A

e *

F_
T=
16
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Donc, le rapport d'un fuseau au triangle trlrectangle est
égal au rapport du double de son angle3.un droit; ou bien,
en d'autres termes, un fuseau a pour mesure Je dqublq de
son angle.

+ Scolze. On verrait aussi qu’un onglet est au volume de la
sphére comme son angle est a 4 droits ; et qu'un onglet.a
pour mesure son angle, en prenant pour unité de volume
Yonglet'droit, et pour unité d'angle, I'angle drou; .ou bien
le double de son angle, en prenant pour unité de volume
la pyramide trlrectangle, qui est la moitié deT onglet droit,
et pour unité dangle lanOIe dron. Lo

t

PROPOSITION XXVI

B ,. . - il

THEOREME,

.e

Deur trmngles sp/zerzques .g)fmetrzques sont cgaux
en surface.

Soient ABC, DEF deux trlangles symetuqnes c est;—a -dire
deux triangles qlu ont les c6tés égaux, AB=DE, AC=DF,
CB—EF, et qui cependant ne pourraient étre superposés ;
]e dis que la surface ABC est égale’a la surface DEF.

Soit P le pdle du- petit cevcle qui passeralt par, les trois
points'A, B, C (*); de ce point soient menés les arcs égaux
PA; PB, PC au point I faites I'angle DTQ—ACP larc
FQ=CP, etjoignez DQ,EQ.

Lés cotés DF, FQ, sont égaux aux cotés AC CP,T'angle
DFQ ACP; donc les deux trlangles DFQ, ACP, sont
égaux dans toutes leurs parties *; donc le coté DQ=AP,
et I'angle DQF=APC. .

Dans les triangles proposés DFE ABG, les angles DFE,

g

(*) Le lc'e'rcle‘qni passe par 1es trois points A, B, C, ou qui cst cireonserit au
triangle ABC, ne peut étrc qu'un petit cerele de la sphére; car, si ¢’était un
graod cerele, les trois edtés AB, BC, AC, scrmcnt situés dans uu méme plan ,
el le Lrinngle ABC se réduirait a un de ses cotés,
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ACB; opposés aux cotés égaux DE, AB éuant égaux, si on
“en retranche les : angles DFQ, ACP, egaux par construc-
tign, il restera lanOIe QTE é alaPCB Dmlleurs les cotés
QT TE soqt eo'aux aux cotes PC, CB donc lés deux trian-
0'16?5 TQE CPB sont égaux dans toutes le}lripgrt}es douc
le coé Q]*;_.P]i et lanﬂle I‘QF—-CPB o
"Si%n observe maintenant que les’ tuangles DTQ, A(‘l

gu l ont les cotés. egaux chacun:i chacun, sont en méme

FIRT R T Tt s TN ¢ a0 L (VNS FH R
temps 1soceles,,on verra qui s peuyent s apphquer lun sut
. [ACRWEY § tU¢lix . ;,. - AT
lautre + donic 1ls sout’ €gaux, donc la surhce DQF_APC
lu ..IA')A, s )l.bc .0

Par dne raison semblable , B *surface TQE.:CPB, et la
surfice DQE—APB ; donc on a DQI'—l—l‘ QE— DQ]:—
APC—I—CPB_APB on DFE_ABC ‘donc les deux trian-
gles symétriques ABC, DET sont égaux en surface.
Scolie 1. Lespoles P et onurralent étresituésau dedans
‘des triangles ABC DEP ; alors 11 fqudralt :{y}outer les trois
,tuangles D\QF FQE DQE pOlll‘ erll Jc’(?mlﬂ)o\se,r }E ‘tfutncrlc

DET et parelllement i f,ludralt .xlouter Tes tr015 trlangles
[}33

APC, CPB, APB, pour en comp05e1‘ e trlar\lgle ABC d'ail- \

car 3y rd .'-‘w YRRy
Teurs 1a demlonslr'mon ét'la’ coﬁclusxon seralent tOujour

N B A T X2 S T T /l R
]es memes. ’ )
" Seolit I1. On vertait @e [z mémé Tanisre que deux py-

I R
ramides sphenques symetnques sont equlvalentesk M

PROPOSITION ‘XXVII
ST
v wig -.. . .. THEOREME... .,

N -

8¢ deux grands cercles AOB, COD, se coupent
comune--or: voudra. daiis . l?/zénu’sp/zére AQCBD, /a
somime ‘des. triangles: opposés’ AOC BODJ sera errale
au fuseau dont langle est BOD.5 7 » = urple
Car, en prolonoeantlesn‘CS, 5,.0D, d'ms,lautre hémis-
phére jusqu’a leur rencontre en’N, OBN séra’ une demi-

fig. 237

cxrconference, am51 que AOB retranrhant de part et

10, Y Aty

t1: "s:'; s np ot _-v\ oy .
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d’autre OB, on aira BN = AO. Par une raison semblable,
on a DN==CO, et BD =AC; donc les deux triangles
AOC, BDN, ont les trois cdtés égaux; d’ailleurs leur posi-
tion est telle qu’ils sont symétriques Pun de Fautre ; donc
ils sont égaux en surface *, etla somme des triangles AOC,
BOD, est équivalente au fuseau OBNDO dont l'angle est
BOD.

Scolie. 1l est clair aussi que les deux pyramides éphé-
riques qui ont pour bases les tnangles AOC, BOD, prises
ensemble, équivalent 4 I'onglet sphérique dont langle est

BOD.
PROPOSITION XXVIIL

THEOREME,

La surface dun triangle sphérique quelconque a
pour mesure lexcés de la somme de ses trois augles
sur deux angles droits.

Soit ABG le triangle proposé; prolongez ses cités jus-
qua ce qu'ils rencontrent le graud cercle DEFG , mené
comme on voudra hors du triangle, En vertu du theoreme

précédent, on aura

ADE + AGH = fuseau A
BGF + BID — fuseau B
. CIH + CFE — fuseau C.

Ajoutant, et observant quela somme de ces six triangles
excéde la demi-sphére de deux fois le triangle ABC., il
vient

2.ABC + I sphére =fuseau A - fuseau B’ —+ fuseau C;

Donc, en retranchant de part et d’autre la demi-sphere,
et divisant par 2, ona - .
fuseau A 4 fuseau B +4 fuseau C — +sphere N

— 2 ;

ABC =

Or, on sait qu'en prenant le triangle trirectangle pour
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unité-de surface ,. et I'angle droit pour unité d’angle, le

fuseau a pour rhesure le double .Je son angle, et que la

demi:sphére, qui peut étre considérée comme un fuseau
dont I'angle est.2 droits, a pour mésure 4 droits ; done
ona

mesure de ABC _2A+2B_*;2(J /'

= A—+B4C— odr .

Scolie I. Si les angles du triangle sont donnés par les
nombres de degrés des arcs qui leur servent de mesures ,
on retranchera 180° de leur somme, et on cherchera le
rapport de la différence a go°.

Application. Soient A= 70° 10, B==60°20', C=80%
en retranchant 180° de la somme de ces arcs, on trouve
pour différence 30° 30; et pour obtenir le rapport de
30° 30" 4 go°, il faut réduire ces deux nombres de degrés
en minutes, et diviser le premier nombre par le second;
on trouve ainsi que le triangle proposé est les £302 ou le %
du triangle trirectangle.

Scolie II. On demontreralt semblablement qu’une pyra-
mide sphérique triangulaire a pour mesure 'excés de la
somme des angles de sa base sur deux droits (en prenant
pour unité de volume la pyramide mrectangle et pour
unité d'angle 'angle droit ).

PROPOSITION XXIX.

THEOREME.

La surface d'un polygone sphérique a pour mesure
la somme de ses angles, moins le produit de deux
angles droits par le noml)re des c0tés du polygon()
motns deuz.

D’un méme sommet A soient menees A tous les autres
sommets les dlagonales AC. 'AD; le polygone ABCDE sera

fig. 240.
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partagé en autant de trlangles moms déux gull-ade cdibs;
Mais la ‘Surfice de ch’aque trlfmale @ poul ‘Tiesure T
sommé de sés angles moins denx ahgles droits; et il est
clait que la ‘sommé de tous’ les: -angles des trifitigles ést
égale a la somme des angles du polygone donc la surface'
du polygone a pour mesure la soinnie’ de ses .angles dimi-
nuée d'autant de fois deux angles droits qu'il a de cbtés
moins deux,- . . .

Scolte. Soit s la somme des angles d'un polygone sphé-
rique,. n le nombre de ses cOtés; l'angle droit étant sup-
posé lumte, la surface du- polygone aura pour mesure
s—2 (n—32) ou s—an-+-4. o,

: PROPOSITION XXX. . .
FIEE T
 TmAOREME.

Solt § le nombre des anvles solides d un polyedre i—I Ie rzombrel
de ses faces, A le nombre de ses aretes 5 Jje dis Gu Yot aura ‘tou-
Jourc SHHZ A4’ e

*'Prendi dd dedans du palyeédre an point d’ oil vous méncres des
lignes dicoités airk somitiets de toiis sés nnbles; imajine? efsuite
ques dd ‘méme point comine centte, on décrive une surface
sphérique qui soit rencontrée par.toutes ces lignes en adtant’ de
poinis; joignez ces points par des ares de g('a‘nds cercles, de na-
niére 4 former sur la surface de la spherc des polygones corres-
pondants et en mémé nonible avec fes faces du polycdre. Soit
ABCDE un de ces polygones, et soit 7 le nombre de ses cotés ; sa
surface sera s—an4, s éiant ld sonlxme des angles A, B, C,D,E.
Si on évalue semblablement la surface de chacun des autres
polygones:sphériques, et qu’on les ajoute toites-ensemble ,.on
en_cpnclura qic leur somme 3.0u la surface de la sphere repréz,
sentee par, 8, est cg\'lle ila somme de tous les :mgles\des poly-
gones, moins deux fois Te nombre de leurs coles, plus 4 pns
autant de fois qn il ya de faces. .Or, comme tous les anblcs qul

s ajustcnt autour du’ mune [)omt )'e Yalent flatre auglés dioits,

Ta somihe dé touis'16s angles des polvgones est’ egale a4 Pris ans
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tant de fois quil v a d’angles solides ; cll2 est doric ¢gale a 4S.
Ensuite le¢ double du nonll)ne des cotés AB, BC, CD, etc., est-égal
au quadruple du nombre des arétes o = 4A, putsque la, miéme
aréte sbrt dé coté i deux faces ;: doné on aura 8 _I.S._I.A+ 44
ou; en prenast le quait dé chique membre, 2 = $—A4-H4 doné
S+H=—=A+4-2.

Corollaire. 1| suit de lh que lu somme des angleé plans qiit
Jorment les angles solides dun /)olyedre est égale & autant de fois
quatre angles droits qu'ily a d’unités dans S — 2.,,'S étant le nom-
bre des angles solides du polyédre. .

Car, sion consndele une face dont le nombre de cotés est, z, la
somme des angles de cette face sera 2n — § angles droits. Mais
la somme de tous les 22, ou le double du nombre des cotes de
_ toutes les faces, = fA, et 4 pris autant de fois qu il y ade faces
—4H; doucla somme des zm;:,leb de tontes les f'nces I.A-—AH
Or, par le theoremc qu’on ylent de demontrer, on a A-—H—S———z
-et par consuquent hA—4H =y (S—z) Donc la somme des anvles
_ plans, et¢.

Ce iheoume, qu "Euler 4 démontré le preriier dahs les Mé-
moires dé Puersbourg annéc 1758 dffre plusieurs conséqaences
qin mékitént deric (lch:oppeu. .

i° Soit'a le nombre des tr iangles, & le nombre des quadrlla-
ter 'cs cle nombl e dies | pentagones, etc., qui composent la surface
(l i pOlVbdl' ;5 le uombre total le% faces sera a-|—b-|—c—|—d+ctc.,
et le nottibre lomi de lears cotes sera §a-‘—l.b+ac-|—{)(l+ ete. Le
dérmier nobie est double de celui dea mmtes, ptnsque la mcmc
aréte appartlent A deux faces; ainsi on aura

H=a} b c 4 d-|etc.
. 2A=3a 4 4b 4 5c -+ 6d +-etc.
et pluSun sunVantlé théoréme dont 1l sagit, S H==A + 23

' - o

onen tire - : : .
28 =4 +a+ zb+3c+/,d+etc. S
Unié réiviére rélfargiic Gue fomissént ces valéurs; cést que le
nonibite ‘des faces inijraites i -&'2 ¢ 2 ere. edt folijours pair.
On peut faire pour abréger o=t b= g 3d+ etc:, ef alors on
aura :
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Ainsi dabs tout polytdre on a tonjours A>3 H, et S>2-+41H;
oft il faut observer que le signe > w'exclut pas I’égalité, attoudu
(on_ pourrait avoir w=o. ;
Le nombre de tous les angles plans du polyédre est 2 A, celui
des angles solides est S, de sorte que le nombre nioyen des an-

. . A
gles plans qui forment chaqie angle solide est —2?

Ce nombre ne peut étre moindre que 3, puisqu’il faut au moins
trois angles plans pour former un angle solide; ainsi on deit
avoir 2 A > 38, le signe > n’e\chmntpas I’égalité. Sion et au
lieu de A et S lewrs valeurs en Het o, on aura 3 H+w>6-+

3H+3w, on 3H> 12+ w. Remettant les valeurs de H et w en
a, b, c, ctc., il en résultera

3a—+t 2b+c¢> 12+ 2/ 3g-4- ete.

ot on voit que a, b, ¢, ne peuvent pas étre zéro i la fois, ct
qu'ainsi il n’existe aiiciin polyédre dont toutes les faces aient plus
de cing cotés. ‘
_ Puisqu'on a H> 4§+ 3 w, la substitution dans les valeurs de §
ctde A donnera 8> 4+ 2 w, et A>> 64w, Maisen méme temps
enawv<<3H—12;etdelailrésulte S<<o2H—4, et A<3H—6
ot1 I'on se souvieudra que les signes > et < nexcluent pas I'é-
galité, Ces limites ont lieu généraleinent dans tous les polyédres.

2° Supposons 2A>> 4 S, ce qui convient i une infinité de po-
lvédres, et nommément a ceux dont tous les angles solides sont

formés de quatre plans ou plus, on aura dans.ce' cas H >8 v,
ou, en faisant la substitution,

a> 8 +4c~+42d-43e-tetc.
Donc il faut que le solide ait au moins huit faces triangulaires ; la
limite H>> 8+ w donne S > 6 —+ w, et A > 2 -+ 12 0. Mais on

a en méme temps w <H — 8 et de lé résulte S <<H— 2,
A<loH—4.
3? Supposons 2A>58, ce qui renferme entre autres polyé-

dres ceux dont tous les angles solides sont au moins quintuples,
il en résultera H>20-4 3w, ou

a>20-+a2b-be +8d+etc
Et on aura en méme temps S>> 12 +2 0, et A>30-+5w;enfin



LIVRE vII. 249

de ce que w <} (H— 20), on ti_re les limites S<<2(H—12),A <
§(H—) »

On ne peut supposer 2 A==6S; car on a en général 24 +2 v
~+12=68; donc il n’y a aucun polyédre dont tous les angles
solides soient formés de six angles plans ou plus; et en effet, la
moindre valeur qu'aurait chaque angle plan, 'un portant lautre,
serait Pangle d’un triangle équilatéral, et six de ces angles fe-
raient quatre angles droits, ce qui est trop grand pour un angle
solide. - .

* 4° Considérons un polyédre dont toutes lcs faces soient trian-
gulaires, on aura w = 0, ce qui donnera A=§ H, et S==2-+1 H;
Supposons en outre que tous les angles solides du polyédre
soient en partie quintuplés, en partie sextuples; soit p le nombre
des angles solides quintuples, ¢ celui des sextuples, on aura
S=p-+q, et 2A=5p -+ 6¢, cc qui donne 6S—2 A=p : mais
onadailleurs A=JH,et S=2-+ L H;donc p=6S —2A=12"
Donc si un polyedre a toutes ses fuces triangulalires, et que ses an-
gles solides soient en partie quintuples, en partie sextuples, le¥ an-
gles solides quintuples seront toujours aw nombre de 12. Les sex-
tuples peuvent étre en nombre quelconque : ainsi, en laissant ¢
indéterminé, on aura dans tous ces solides S== 12+ ¢, H= 20
“+29,A=30-+3¢q. .

Nous terminerons ces applications par la recherche du nombre
de conditions ou données nécessaives pour déterminer un po-
lyédre; question iniéressante, et qu’il ne parait pas quon ait
encore résolue.

Supposons d’abord que le polyédre soit d’une espéce détermi-
née, c’est~a-dire qu’on connaisse le nombre de ses faces, le nom-
bre de leurs cétés individuellement, et leurs dispositions les unes
alégard des autres. On connait donc les nombres H, S, A, ainsi
que a, b, ¢, d, ete. , il nes’agit plus que d’avoir le nombre de don-
nées effectives, lignes ou angles, par le moyen desquelles le po-
lyédre peut étre construit et déterminé,

Considérons une des faces du polyédre (ue nous prendrons
pour sa base. Soit 2 le nombre de ses cétés; il faudra 27— 3
donndes pour déterminer cette base. Les angles solides hors de
la base sont au nombre de S — r; le somnmet de chaque ahgle
cxige trois données pour sa détermination; ainsi la-position de”
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S—n somuniets bxigerait $§—3r dddntes, anxquelles ajontant les,
21— 3 de labase, ou aurait en tout 38 —n — 3. Mais ce hombre
est eit gcnu‘al trop s'r:m(l, il doit éire dunmuc dii nombre de
conditions fiécessaiids pour que lessommets qui ré pondent S une
méme ‘face soient dans n théite plan, Nous wons appele fe
nombie de cotés e la base] appelons de méme yn’ etc.,l
noihbi es de cotés des autres f.lc(.s Trois pomt§ stermmcnt iin
plaii; ailisi c¢ qui se tiouvera de plus gie 3 ddiis chacun des
nombres 2', 2", etc., donnera autant de couditions poui que les
différerts somuiels soient situés dans les plans des faces anx-
quclles ils .1])p.11~t1ennent et le nombre total de ces conditions
serd c"al dla somnw(n =3 (' —3) 4 (n""—3) 4 ete. Mais le
nombre des térmes de cette suite est H—i; et d'ailleurs a-n'-
R’ eté.==%A: doilc 1a Somme de la Suite sera 24 — n —
3 (H =i Retranchant cetté sommé de 38 —7—3 ,.il restéia
3S=—2A +3H—<6 , quahtiié qui, i cause de’ S=tH= = Ak, §6
redmt 2 A: Donc le nonbre de données neécessaires pour défer—
niiner un pol_)'edre, parnii tous cenx ‘dé Id mémeé espece ést egal it
nombreé de ses arétes,

‘Remarquez cependant que les données dont il s’agit nié doivent
pas étre prises au fiasard parmi les lignes et les angles qun Consti-
tuent les ¢léments du polyédre; car, quoiqu’én cfit autant d’é-
qilahons k}uc & in¢diihies; il pourrait se faire que certaines tela-
tidhd Bieite 163 quantiiés commues rendissent le ploblcmc m‘dcler—
mihé, Ainsi il semblurait, d’ apids le théordiie ‘quion vidii de
trouver, que la connaissance des arétes scules suflit en fénéral
pour déterminer un polirt‘,dl"é:; mais il y a dés ¢ad ol gette con-
12is8ancé n’est pas stffisdiite: P'li' ewmple étalit doniné i pristé
1on trmnbuhlrc qlleILOllque, oh pour Yo Tormer aine infinité @ .zu—
tres prifmes Ui auront des avdtes Giales et plavdes de la midire
muniére. "Gar; dds que li base a plus de tiois cotés, on p'éut én
cotigebvabt dés cotés; changer les nn"les; et donner’ 'unsn h ceité
base une inbnité de formes différentes; ofi peut nissi changer a
positibn de¢ Laréte longituilitale_du prisme par rapport au plan
de la base; enfi): on peut conbiuer ces deux.changements I'un
ayee, 'mitre; et-il, en résultera tonjours un pirisme dont les arétes:
oircotés wauront pas changé! D’ol o veit fue-les arétes seules
ne suffisent pas dans ce os pour déterminer le solide;.
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‘Les donrées qi'ilestvient de prendre pour déietminet il o=
l_i’de- Soitt célles-gui ué laissefi-duiune indétermilitition et fui né
donnent abstlinent §iring solution. Bt d’abord la base ABCDE

serd déteifiage eiityd Guitds iminiérés, 8 61 connait Ié cbté ABy
avec les angles aljacenls'BAC, ABC, poir le paint C; les angles
BAD, &BU); potii le-poilit'D; ei-ailisi dés autres. SUit ehisuité M
un pointr dont.il fite. dete¥iainer I3, position iors du plan-de la
base; ce point sera déterminé, si, en imaginant la pyramide
MABC, on seulement le plan MAB, on connait les angles MAB,
ABM, et Pinclinaison du plau MAB sur la base ABC. Si on déter-
niine, par le moyen de trois données pareilles, la position de
chacun des sommets du polytdre hors du plas de la base, il est
clair que le polyédre sera déierminé absolument et d’une ma-

fig, 281,

niére unique, de sorte que deux polyidres construits avec les’

mémes données seront nécessairement égaux; ils scraient cepen-
dant symétriques 'un de I'auwre, s%ils étaient construits de diffé-
rents cotés du plan de la base. .

Il n’est pas toujours nécessaire d’avoir trois données pour dé-
terminer chaque sommet d’un polyédre; car si le point M doit se
trouver sur un plan deji déterming dont Iintersection . avec la
base soit ¥'G, il suffira, aprés avoir pris FG a volonté, de con-
uaitre les angles MGF, MFG; ainsi il fandra ime dounée de moins.
Si le point M doit se tronver sur denx plans déji déterminés, ou
sur leur inteysection comniane MK qui rencontre le plan ABC ¢n
K, on conpaitra déja le eoté AK, I'angle AKM, et Pinclinaison
du plan AKM sur la base; il suffira done d’avoir pour nouvelle
donnée Pangle MAK., Cest ainsi que le nombre de données ué-
cessaives pour déterminer un polyédee absolument et d’une ma-
niére unique, se réduira toujours au nombre de ses arétes A.

Le coté AB et un nombre A —1 d’angles donnés déterminent
un polyédre ; un autre coté A volonte ctles mémesangles déter~
mineront un polyédre semblable. Dot il suit que le nombre de
conditions nécessaires pour que deux polyédres de la méme espéce
soient semblables est égal an nomnbre des aréles moins un,

La question qion vient de résoudre serait beancoup plus

simple si onne connaissait pas Iespéce du polyédre, mais seule-
ment le nombre de ses angles solides S: Déterntinez alors trois

sommets & volanté par le moyen d'uu triangle odt il y aura trois
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données; ce triangle sera regardé comme la base du solide, en-
suite les sommets hors de cette base seront au nombre de S—3;
et la détermination de chacun d’eux exigeant.trois données, il
est clair que le nombre total de données nécessaires pour déter-
miner le polyédre sera 343 (S—3), ou 3 S—6.
-1l faudra done 3 S— 9 conditions pour que‘deux polyédres qui
ont un égal nombre S d’angles solides soient semblables entre
cux.
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APPENDICE AUX LIVRES VI ET VI
LES POLYEDRES REGULIERS.

PROPOSITION PREMIERE

Tuxonﬁmz.

11 ne peut y avoir que cing polyédres réguliers. '

Car on a défini polyédres réguliers ‘ceux dont toutes les faces
sont des polygones réguliers égaux, et dont tous les angles solides
sont égaux entre eux. Ces conditions ne peuvent avoir lleu que
dans un petit nombre de cas.

? 8i les faces sont des triangles équilatéraux, on peut former
chaque angle solide’ du polyédre avec trois angles de ces trian-
gles, ou avec iuatre, ou avec'cing : de lA naissent trois corps
réguliers, qui sont le tétraédre, 'octaddre, et I'icosaédre. On n’en
peut pas former un plus grand nombre avec des’ triangles équi-
latéraux, car six angles ‘de ces triangles valent quatre angles
droits, et ne peuvent former d’angle solide ™. * 34,5.

2° Si les faces sont des carrés, on peut assembler leurs angles
trois a trois; et'de 1a résulte I'hexaédre ou cube.

Quatre angles-'de carrés valent quatre angles drmts, et ne
peiivent former .d’angle solide. -

3° Enfin, siles faces sont des pentagones réguliers; on pourra
encore assembler leurs angles trois A trois, et il en’résultera- le
dodécaédre régulier.

On ne peut aller plus loin; car trois angles d’hexagones régu-
liers valent quatre angles droits, et trois d’heptagones encore plus.

Donc il ne peut y avoir que cinq polyedres réguliers , trms
formés avec des triangles equllateraux un avec des carrés, et un

avec des pent'\gones. .
Scolie. On va' prouver, dans la proposnuon <u1vante que ces
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cinq polyédres existent réellement, et qu’on peut en déterminer
toutes les dimensions lorsqu’on connait une de leurs faces.

. PROPOSITION II.

1. . ' .PROBLEME.
N . [ I N ) -.;-; .
Etant donnée l'une des faces d'un polyédre régulicr, ou seule-
ment son cdté , construire le polyédre.
Ce probléme en présente cing, qui vont étre resolus succes-

»

slvement. SR PU o,

K

Constructzon zlu tetraedre.

Soit ABC le triangle cqullalelal qm doit dtre une des faces du
tetracdre; au poigt -Q,. fenite 40 & krppgle ¢leyez QS perpen-
dlpu!«ure au me ABC, 2,5(_51113(1527. celtq p(,rpendlculau;e au point S,
de sorte.que. A3 4R; dolgies SB, SG, et la pyramide SABC
sera “t}“{tll“;'lf;dm rcqqlf. e e e

Car,.d cause des distances egales pA,,OB QG les obhqueq
A,. 1(]%, SG, s ccartent également de la perpendiculaive 'SO ¢t

\ 3y
soni ésales. . L' une d elles bA. = AB; dong les quatre faces. de la
amide SA}SC sont deq trmn"les 4gaux an, by np;,lg donné ABC

'l.,'l)(J. LN |
Caille gurs 1 les dpglc; sohch de cette pylamldc,.sgn; égaux ientre

‘2)‘{, Py lsq}l 1‘.5 sant formés chacunavec [rqls angles, mes £gaux;
g elte pyralmde est un étraédre rebuher D T
;i ¥ '
e,
Constructwn de l'/zexae‘dre . ! '
0 ! ' b e e

Soit ABCD nn cme domge ;.sur la-base, ABCD- constrnisez un
prispe drqu dont la haq;epr AE soit égale gu c6té, AB. [l est clair
que les faces de ce prisme sont des carrés égaux, ct queses, angles
sohd;s, sont, Lgdux elitre eux. comme ¢tant formés chacun atee

An

trois angles, drm[s ;-dong ce.prisme gst-un hexaédve, régulier o

PR
7

cube. et L,

:U""

r\o..(b

came Const!'uctwn de Loctaédre.: . ‘ R

» g

‘ SOlt AMB un trlqnblF eqmlateral domlc ; sur le cote, AB de-
crlvez ‘le carre ARCD au pmn; Q ceu[re de ce canlc LIEVeZ sur

1. Veghas ety NSE

s0n p)an 14 perpen(]ncul ure Tb, tEl‘mll]u. de L)art et d an[re en '1
et S, de maniére Jue oT= Ob....AO ‘!01bnez ensuue SA SB

20 .ur . R EA A S L0E-0 LA ¥ A S .;' At
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TA, etc., vous aurez un solide S‘}BCDT CO]]”I[)OSL de deux pyra-
mides quwdrnnéqlmres SABCD, TABCD, adosstes par legr base
eommune ABCD ce sohde ser'! r oc.tacdre régilier (lem'\nde.

" En effet, le ltrnngle AOS est 1‘evtangle en O, ainsi que le
trnngle :&OD les co[Ls AO Ob ,OD, sont esmlx donc ces
trlangles sont eg‘mx, df;l}_c AS,_B_AQ On dunonn*era de mep]e
que, tous les autres trlangles rfctangles AO{7 BOS COT etc;,
sont éganx aa tmngle AOD; donc fos [es cotés AB AS AT etL.,

sont feg'nux entre eux, et par consequen[ le sohde SAB( DT_ es[

comprls sous hm[ trl'mgles égaux an tnanble equlh;er‘\l donne :

il

AB\I Je dlS de Phls \gue !eb an les solldcs d}l polyedrc sout
'g'mx entre pux ; par cxemple, l'\n'rle S est égal a '\pgle B.

F'\r 1l est v1snble que le trnnglc SAC est eg,'\l 3o, trmngle DAC
et qu’ a1p51 lqngle AbC es[ dr01t, douc Ta ﬁbme SATC est,
carrc ebal au cnue ABCD Mais si on compare la pymnp(c
B%SCT ala pyr'\mldc SABCD ln bwse AS(,T de la premicre pent
se placer sur la base ABCD dP la seconde alors le point Q étant
un z'entre conupun la hauteur OB de la premiére comcxdcm
nvec lal hanteyr 08 de l'\ seconde et lgs deux pyl‘amldes se
confondront en, une seulc ; donc l'mgle sohde S est cgal a
Aangle sollde B donc le sohde SAI“ I)T st un oc['ledle
régulier. . .

Scolie, 8i trois droites égales, AC BD ST sont perpendlculalres
entre elles et se conpcat-dans lenr milieu, les extrémités de
ces droites seront !ss gpn.mfzts‘d’up octaédre régulier.

3

,ans‘t)”uctiolg .z{u dodécaédre.

. . p [

.

Smt ABpDF un penmgong re“ullel' donnc- sonent ABP CBP
deux angles pl.ms eb'ulx a lan"le ABC ayvec ces an“les plnus
formez angle solide B, et soltK 5 mclmalson mutuelle de deux
de ces plans: Formez segnbldblement aux pomts C D E A,
des angles. solldes éganx a-Pangle bohde B, et Sl[lleS de la mune
ijaniére : le pl.m CBP sera le méme avec lc plaq QQGJ Pgugﬂuy:jﬁ
sont inclinés 1'un ¢t Tantre de la méme ¢ ]nmnmé Klsiir le plan
ABCD. On peut dong dans le plap PBCG dderire le pentigone
B( ‘GFP égal au pent.:bnne ABCDL. Sl on [ait de méme d.ms_
(;j_la_cq,g 5_193 i!Htfet plans CPI, D}:.L elc., on ayrd ung sulﬁwe

s fig, 246.
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convexe PFGH, etc., composée de six pentagones réguliers,
$gaux et inclinés chacun sur son adjacent de la‘méme quantité K.
Soit pfgh, etc., une seconde surface égale 4 PFGH, etc\., je dis
que ces deux surfaces peuvent étre réunies de maniére i ne for-
mer qu’une seule surface convexe continue. En effet, Pangle opf,
par exemple, peut se joindre aux deux angles OPB, BPF, pour
faire un angle solide P égal & 'angle B; et dans cette jonction il
ne serarien changé a Finclinaison des plans BPF, BPO, puisque
cette inclinaison est telle qu'il le faut pour la formation de
I’angle solide. Mais en méme temps que P’angle solide P se forme,
le c6té pf s'appliquera sur son égal PF, et au point F se trouve-
rout réunis trois angles plans PFG, pfe, efg, qui formeront un
angle solide égal a chacun des angles déja formés; cette jonction
se fera sans rien changer ni'a I'état de Pangle P, ni A celui de la
surfuce ¢fgh, etc.; car les plans PFG, ¢fp, 'déja réunis en P,
ont entre eux Vinclinaison convenable K., ainsi que les plans efg,
efp. Continuant ainsi de proche en proche, on voit que les deux
surfuaces s’ajusteront mutucllement 'une avec P'autre, pour ne
former qu’une seule surface continue et rentrante sur elle-méme:
cette surface sera celle d’un dodécaédre régulier, puisqu’elle est
composée de douze pentagoueé réguliers égaux, et que tous ses
angles solides sont égaux entre eux.

Construction de Uicosaédre.

Soit ABC une de ses faces; il faut d’abord former un angle
solide avec cing plans égaux au plan ABC et également inclinés
chacun sur son adjacent. Pour cela, sur le cété B'C’, égal 2 BC,
faites le pentagone régulier B'CH'T'D’; au centre de ce pentagone
¢élevez sur son plan une perpendiculaire, que vous termirerez
en A’ de maniére que B'A'=B'C’; joignez A'C’, A'H’, A'T', A'D’,
et Pangle solide A’, formé par les cinq plans B'A'C’, C'A'H/, etc.,
sera Pangle solide requis. Car les obliques A'B’, A'C, etc., sont
égales, et Pune d’elles A'B', est égale au coté B'C'; done tous
les " triangles B'A'C’, C'A'H/, etc., sont égaux entl‘e eux et au
triangle donné ABC.

11 est visible d’ailleurs que les plans B'A'C’, CA'H', ete., sont
également inclinés chacun sur son adjacent; car les angles solides
B, C, etc., sont égaux entre eux, puisqu’ils sont formés chacun
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avee deux angles de triangles éqitilatéranx et un de pentagone
régulier, Appelons K l'inclinaison des deux plans ou sont les
angles ¢gaux; Pangle K sera en ménme 1emps linclinaison
de chacun des plans qui composent Pangle solide A’ sur son
adjacent, '

Cela ps0s¢,si on fait aux points A, B, G, des angles solides ¢gaix
chacun a Pangle A’, on aura une surface convexe -DEFG, cie,
composée de dix triangles équilatéraux, dout chacun sera
incliné sur son adjacent de la quantité K; et les augles D,
E, F, etc, de son contour réuniront alternativeimsent trois
et deux angles de triangles érquilatéraux. Imaginez une seconde
surface égale 3 la surface DEFG, etc. ;- ces deux surfaces
pourront s’adapter mntuellement, cn joignant chaque augle
triple de {’une A un angle donble de Pautre; et comme les plans
de ces angles ont déji entre eux V'inclinaison K nécessaire pour
former un angle solide quintuple ¢gal a angle A, il ne sera
rien changé dans cette jonction A 1’état de chaque surface en
particulier, et les deux cnsemble formeront une seule siface
continue, composée de vingt triangles équilatéranx. Cette snr-
face sera celle de 'icosaédre régulier, puisque d’ailleurs tous les
angles solides sont égaux entre eux,

PROPOSITION 1II. -~

PROBLEME.,

Trouver Linclinaison de deux faces adjacentes d’un polyédre
régulier, - S

Cette inclinaison se déduit immédiatement de la’constructivn
qui vient d’étre donnée des cinq polyédres réguliers; A quoi il
fuut ajouter ce probléme de géométrie descriptive dans lequel,
¢tant donnés les trois angles plans qui formeént un angle solide,
on détermine I'angle que deux de ces plaus font entre. enx,

Dans ie tétraedre. Chaque angle solide est formé de trois angles

de triangl'es équilatéranx : il faut donc chercher par le probiéme

cité I"angle que deux de ces plans font entre eux; cet angle sera.

Pinclinaison de deux faces adjacentes du tétraédre.
i 17

fig. 243.

-
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fig, 246,

fig. 247.

fig..248.
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Dans Uhezicédre. Langle de deux faces adjacentes est un angle
droit, .

Dans Voctacdre. Formez un angle solide avec deux angles de
triangles équilatéraux ct un angle droit ; V'inclinaison des deux
plans ol sont les angles des triangles sera celle dc deux faces
adjacentes de ’octaédre. .

Dans le dodécaédre. Chaque angle solide est formé avec trois
angles de pentagones réguliers ; ainsi Iiuclinaison des plans de
deux de ces angles sera cclle de deux faces adjt\centc s du dodé-
caédre.

"Dans Uicosaédre. Formcz un angle solide dvec deux angles de
triangles équilatéraux et un angle de pentagone régulicr, -Pin-
clinaison des deux ‘plans olu sont les angles des triangles scra
celle de deux faces adjacentes dc Picosaédre.

PROPOSITION 1V.

. PROBLEME,

Etant donié le cbté d’un polyédre régulicr, trouver le Fayon dc
la sphére inscrite et celui de la sphére circonscrite an polyédre.

1l fant d’abord démontrer que tont polyédre régulier peut
¢tre inscrit dans la sphére, et quil peut lui étre circonserit,

Soit AB le cété commun a deux faces adjacentes;‘soient C ct 1
les centres de ces deux faces, ¢t CD, ED, les perpendiculaires
abaissées de ces centres sur le cété commun AB, lesquelles to-
beront au point D, milieu de ce céte. Les deux perpendiculaires
CD, DE, font entre elles un angle connu, qui cst égal. & Pincli-
naison de deux faces adjacentes, déterminée par le probi¢me
précédent, Or si, dans le plan. CDE, perpendiculaire & AB, on
méne sur CD et ED les perpendiculaires indéfinies CO et EO,
qui se.rencontrent en O, je dis que le point O sera le centre de
la: sphére inscrite et celui'de la sphére circonscrite; le rayon de
{a premiére étant OC, et celui de la seconde OA, - ¢

En effet, ;puisque les apothémes CD, DE, sont égaux, et
I'hypoténuse DO commune, le triangle  rectangle 'GDO cst
£gal au triangle rectanglec ODE™, et la perpeudiculaire OC est
égale & la perpendiculaire OE, Mdls AB étant perpendiculaire
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an plau CDE, lc plan ABC est perpendiculaire & CDE”, ou
CDE & ABC; daailleurs CO, dans le pla'n CDE, est perpen-
diculaire & CD, intersection commune des plans CDE, ABC’
donc CO™ est perpendiculaire an plan ABC. Par la méme
raison EO est perpendiculaire au plan ABE; donc les deux
perpendiculaires CO, EO, menées aux plaus de deux faces adja-
centes par les centres de ces faces, se rencontrent en un méme
point O et sont égales, Supposons maintenant gquc ABC ct ABE
représentent dcux autves faces adjacentes quelconcues, I'apo-
thénme CD restera toujours de la méme grandeur, ainsi que

Pangle CDO, moiti¢ de CDE; douc le triangic rectangle CDO.

et son coté CO seront éganx pour toutes les faces du polycdve;
donc, si du point O comme centve et du ra);on OC on dcerit
une sphére, cette sphére touchera tontes lcs faces du polyedre
dans leurs centres (car les plaus ABC, ABE, seront perpendi-
culaires & extrémité d’un rayon), et la sphére sera inscrite dans
le polyédre, ou le polyédre circonscrit i la sphére.

Joignez OA, OB; a canse de CA==CB, les dcux obliques OA,
OB, s’écartant également de la perpeundiculaire, seront égales;
il en sera de méme de deux autres lignes quelconques menées
du centre O aux extrémités d’'un.méme cité; donc. toutes ces
lignes sont égales entres elles; done si du point O comme ceutre
et du rayon OA on décrit une surface sphérique, cette surface
passera par les sommets de tons les angles solides du polyédre,
et la sphére sera circouscrite au polyédre ou le polyédre inserit
dans la sphére. ‘

Cela posé, la solution du probléme proposé n’a plus aucune
difficulté, et pent s’effectuer ainsi :

Etant donné le coté d’une face du polyédre, décrivez cette
face, et soit CD son apothéme. Cherchez par le probléme pré-
cédent Pinclinaison de deux faces adjacentes du polyédre, et
faites Pangle CDE égal & cette inclinaison. Prenez DE égale
4 CD, menez CO et EO perpendiculaires & CD et ED; ces deux
perpendiculairés s¢ rencontreront en un point O, et CO sera
le rayon de la sphére inscrite dans le polyédre.

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon dn cercle
circonscrit A une face du polyédre, et OA scra le rayon de la
sphére circonscrite & ce méme polyédre.

17-

*28,5,

*29,5.

fig. 249.
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Car les triangles vectangles CDO, CAO, de la fig. 24y,
sout égaux aux triangles de méme nom dans la figure-248 :
ainsi, tandis que CD et CA sont les rayons des cercles inserit
et cifconscrit & une face du polytdre, OC ct OA sont les rayous
des sphéres inscrite et circonscrite au méme polyédre.

Scolie. On peut tirer des propositions précédentes plusicurs
conséquences.

1° Tout polyédre régulier peut étre partagé en autant de pyra-
mides réguliéres que le polyédre a de faces : le sommet commun
de ces pyramides sera le centre du polyédre, qui est en méme
temps celui des sphéres inscrite et circonscrite.
- 2° La solidité d’'un polyedre 1égulier est égale: & sa surface
multipliée par le tiers du ruyon de la sphére inscrite.

3° Deux polyédres réguliers de méme nom sont deux solides
semblables, et leurs dimensions homolognes -sout proportion-
nelles ; donc les rayons des sphéres inscrites ou circonserites
sont chtre eux comme les cotés de ces polyédres.

4° St oninscrit un polyédre régulier dans une sphére, les plans
menés du centre felong des différents cotés partageront la snrface
de lasphére en autant de polygones sphériques égaux et sembla-
les que le polyédre a de laces,
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LIVRE VIII.

LES TROIS CORPS RONDS.

DEFINITIONS.

I. On appelle cylindre le solide produit par la révolu- gg. 60
tion d’un rectangle ABCD, qu'on imagine tourner autour
du coté immobile AB.

Dans ce mouvement les c¢6tés AD, BC, restant toujours
perpendiculaires 4 AB, -décrivent des plans circulaires
e’gaux DPH, CGQ, qu'on appelle les bases du cylindre, et
laligne CD, appelée generatrlce en décrit la surface late-

rale.

La- lwne 1mmol)1]P ABs appelle Vaze. du cylindre.

Ioute section KLM, faite dans le cylindre, perpendicu-
lairement a 1’axe, est un cercle égal a chacune des bases:
-car pendant gne le rectangle ABCD tourne autour de AB,
la ligne IK, perpendiculaire & AB,décrit un plan circulaire
€gal a la base, et ce plan n’est autre chose quela section
faite perpendiculairement i I’axe au point L.

Toute section PQGH, faite suivant 'axe, est un rec-
tangle double du rectangle générateur ABCD.

Il. On appelle céne le  solide produit par la révolution fg. 251.
dn trlangle rectangle SAB, qu'on imaginé tourner autour
du cdté immobile SA.

Dans ce mouvement, le cdté AB décrit un- plan-circu
laire BDCE, qu’on appelle la base du cone, et lhypotenuse
SB en décrit la surface latérale. ,

Le point S sappelle le sommet du cone, SA laxe ou la
hauteur, et SB le cété ou ’apothéme.



, 262 GEOMETRIE.

fig, 252. -

fig. 253.

Toute section HKFI, faite perpendiculairement a I'axe,
est un cercle ; toute section SDE, faite suivant l'axe, est
un triangle isocéle double du triangle générateur SAB.

III. Si du céne SCDB on retranche par une section
paralléle a la base, le cone SFKH, le solide restant CBHI*
sappelle cone trongué ou tronc de céne.

On peut supposer qu’il est décrit par la révolution du
trapéze ABHG, dont les angles A et G sont droits, autour
du c6té AG. La ligne immobile AG sappelle laze ou la
hauteur dutronc ; les cercles BDC, HFK, en sont /es bases,

-et BH en est e cote.

IV. Deux cylindres ou denx cones sont semblables

lorsque leurs axes sont entre eux comme les diamétres de
leurs bases.
V. Si; danslecercle ACD quisert de basea un cylindre,
on inscrit un polygone ABCDE, et que sur la base ABCDE
on éléve un prisme droit égal en hauteur au cylindre, le
prisme est dit inscrit dans le cylindre, ou le cylindre cir-
conscrit au prisime.

Il est clair que les arétes AF BG, CH etc., du prisme,
étant perpendiculaires au plan de la base, sont comprises
dans la-surface convexe.dn cylindre; donc le prlsme etle
cylindre se touchent suivant ces arétes.

+ VI.Pareillement, si ABCD est un polygone circonscritala
base d’'un cylindre, et que sur la base ABCD on constrnise un
prisme droit égal en hauteur au cylindre, le prisme est dit
circonscrit au cylindre, ou le cylindre inscrit duns le prisme.

.- Soient M, N, etc., les points de contact des cdtés AB,
BC, etc., et soient élevées par les points M, N, etc., les
perpendiculaires MX, NY, etc., au plan de la base, il est
clair que ces perpendiculaires seront a la fois dans la sur-
face du cylindre et dans celle du prisme circonscrit; donc
elles seront leurs lignes de contact.

N. B. Le cylindre, le cdne et la sphére sopt les trois corps ronds dont on s’ac-
cupe dans les éléments.
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. VII. Nous répéterons ici. que nous entendons . par sur-
faceconvexe, une surface telle que par chacun de ses points
on peut mener un plan qui la laisse tout entiére d'un
méme cdté. ) : ‘

La sphére est une surface convexe, car le plan tangent
en chaque point laisse toute la sphére d'un méme c6té,

La surface du cylindre est aussi convexe, car si par un
de ses points on méne la génératrice correspondante, et la
tangente a la base par 'extrémité de cette génératrice, le
plan mené par ces deux droites laissera d'un méme cdré
toute la surface du cylindre.

On verrait de méme que la surface du cbne est convexe,

LEMMES PRELIMINAIRES SUR LES SURFACES.
S 4

Une ;curfaée plane OABCD est plus petite qde toute
autre surface PABCD, terminée au méme contour
ABCD.

Nous admetirons cette proposition comme évidente.
II.

Toute surface convexe OABCD est moindre qu'une
autre surface quelconque qui envelopperaitla premiére
en s’appuyant sur le meéme contour ABCD.

- En effet, si la surface OABCD n’est pas plus petite que
toutes celles qui I'enveloppent,'soit parmi cellés-ci PABCD,
la surface la plus petite qui sera au plus égale & OABCD.
Par un point quelconque O de la surface convexe OABCD
faites passer un planqui laisse cette surface d'un mémecété,
ce plan rencontrera la surface PABCD,et;la partie qu’il en

fig, 255.

fig. 255,
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*lem, 1.

fig. 256,

fig. 259.

retranchera sera plus grande que le plan terminé & Ja méme
surface*: donc, en conservant lereste de la surface PABCD,
on pourrait substituer le plan a la partie retranchée, et on
anrait une nouvelle surface qui envelopperait toujours
la surface:OABCD, et qui serait plus petite que PABCD.

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypothése;
donc cette hypothése ne saurait subsister, donc la surface
convexe OABCD est plus petite que toute autre surface qni
envelopperait OABCD, et qui serait terminée au néme
contour ABCD.

Scolie. Par un raisonnement entiérement semblahle on
Jprouvera,

1° Que, si une surface convexe terminée par deux con-
tours ABC, DET, est enveloppée par une autre surfice
quelconque terminée aux mémes contours, la surface en-
veloppée sera la plus petite des denx.

2" Que, si une surface convexe AD est enveloppée de
toutes parts par une autre surface MN, soit qu’elles aient
des points, des lignes ou des plans comniuns, soit qu'elles
n'aient aucun point ‘de commun, la surface enveloppde
sera tonjours plus petité que la surface enveloppante.

PROPOSITION PREMIERE.

TREOREME,

La solidité dun cylindre est égale au produit de sa
base par sa hauteur.

Inscrivons et circonscrivons a la base du cylindre, denx

Y )
polygonesréguliers semblables, et construisons les prismes
droitsayant pour bases ces polygones, et méme hautenr que
yantp poiygones, A

le cylindre. ; oo

Soient & et B les bases de ces prismes ; », V, lenrs vo-
lumes; H la hantenr du eylindre.



LIVRE VIII. 265

Le volume du cylindre est évidemment compris Tentre
les volumes de ces prlsmes de plus, si 'on donble 1nde-
finiment le nonibre des c6tés de leurs bases, ces prlsmes
iront sans cesse en s'approchant du cyhndre , car les pris-
mes circonscrits diminuent, tandis que les prismes inscrits
augmentent ; enfin on aura établi que ces prisines ont pour
limite commune le volume du cylindre, si I'on démontre
que la différence entre un prisme circonscrit, et le prisme
inscrit correspondant, peut devenir plus petite que tonte
quantité donnée. Or, on a

=B x H, (x)
» =0b'x Hj ' - (2)
d'ou, en retranchant, - - <o
V—w_@th

On a vu (livre IV, pr. 12) que B—5 a pour limite zéro,
quand le nombre des c6tés des polygones croit indéfini-
ment ; d’ailleurs le facteur H est constant; donc la diffé-
rence V—uv pent devenir plus petite que toute grandeur
assignable.
 Cela posé, deI'égalité (1) entre les quantités variables
Vet B x H, on conclut 'égalité de leurs limites ; donc
enfin ,

-Vol. cylind., = Cerc. X H.
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fig, 25a.
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Corollaire 1. Les cylindres de méme hauteur sont entre
eux comme leurs bases, ctles cylindres de méme base
sont entre enx comme leurs hauteurs.

Corollaire 1. Les cylmdres semblables sont comme les
cubes des hauteurs, ou comme les cubes des diamétres des
bases. Car les bases sont comme les carrés de leurs dia- -
meétres; et puisque les cylindres sont semblables, les dia-
meétres des buases sont comme les hauteurs*: donc les bases
sont comme les carrés des hauteurs ; donc les bases mul-
tipliées par les hanteurs, out les cylindres eux-mémes, sont
comme les cubes des hauteurs.

Scolie. Soit R le rayon de la base d’un cylindre, H sa
hauteur, 'la surface’de la base sera.mR2, et la solidité du
cyhndre sera TR2 x H, ou #R2H.

PBOPOSITION II

THBOREME.

La surface latérale d'un prisme droit a pour me-

sure le p(//'zmetre de sa base multz[)lw par sa hauteur.”

Car cette surface est égale 2 la somme des. rectaugles
AFGB, BGHC, CHID, etc., dont elle est composée ; or les
hauteurs AF, BG, CH, etc., deces rectangles sont égales
4 la hautenr du prisme ; leurs bases AB, BC, CD, etc., prises
ensemble , font le périméire de la base du prisme. Donc la
somme- de ces rectangles ou la surface latérale du prisme
est égale an périmétre de sa base multiplié par sa hauteur.

Corollaire. Si deux prismes droits ontla méme hauteur,
les surfaceslatérales de ces prismesseront entre elles comme
les perimcétres de leurs bases.

PROPOSITION III.

: THEOREME,

La surface latérale dun cylindre est plus grande
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que celle de tout prisme inscrit, et plus petite que la
surface latérale de tout prisme circonscrit.

G
.E
_
A
.(, B

1° Soient ABDE une des faces dufprisme inscrit, et
ACBDFE le fuseau cylindrique correspondant, je dis qu’on
a ABDE < ACBDFE.

En effet, supposons d’abord qu’on ait ABDE > ACBDFE, -
et quil existe une différence d entre ces deux surfaces.
~ Prolongeons la hauteur AE du cylindre jusqu'en G, de
maniére que AG soit égale 4 m fois AE , et prolon-
geons en méme temps le prisme et le cylindre ; le fuseau
ACBHLG et le rectangle ABHG seront m fois plus grands
que le fuseau ACBDFE et que le rectangle ABDE; leur
différence sera donc md. Or on peut disposer de m de
maniére que md soit plus grand que la somme des deux
~ segments de cercle ACB, GLH ; donc, puisqu'on a

ABHG — ACBHLG = md,

on aurait : L
ABHG — ACBHLG > ACB + GLH; .

d'ot o o E

ABHG > ACBHLG +- ACB + GLH,

- Cest-a-dire qu'une surface. plane ABHG sérait plus

grande qu'une surface enveloppante terminée au ménie

contour; conséquence absurde d'aprés le lemme I. -
!
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Supposons, en second lien, qu'on ait ABDE=ACBDEFE.
Menons par le wilieu Cdel'arc AB la génératrice CF, et les
cordes AG, CB; on a dans le triangle ABC, AC+-CB > ADB;
donc, puisque les trois rectangles EC, FB, EB,ont la méme
hauteur, la somine des denx premiers est plus grahde que
le troisitme EB, ou, ce ni est la méme chose, que le fu-
seau ACBFE; donc le rectangle EC, moitié de la somme
des rectangles LG, FB, serait plus grand que le fuseau
ACFE, moitié dn fuseau ACBFE; ce qui est iinpossible,
d’aprés la premiére partie de la démonstration.

La face ABDE ne pouvant étre ni plus grande que le
fuseau ACBDFE, ni égale a ce fuseau, est nécessairement
moindre; donc la snrface dn prisme inscrit est moindre
gue celledu cylindre. ’

11

*

i
k

c

2° Soient GC, HC, deux faces consécutives du prisme
circonscrit, je dis que le fuseau cylindrique AEFB est plus
petit que la somnme des deux rectangles AC, DF.

Car si T'on supposait le fuseau AEFB plus grand que
AC+-DF, en superposant un nombre convenable de cy-
lindres égaux," on' serait conduit, comnie précédemment, 3
cette conclusion, gn’une surface convexe BFML est plus
grande qu'une surface enveloppante, composée des denx
rectangles LG, MC, plns des deux parties' LNM, BCF ; et
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si lon supposait ABFE = AC+DF, en menant les tan-
gentes QR, ST par les milicux des ares AE, BF, et vemar-
quant que la ligne brisée AQRE cst plys petite que
AD+DE, on conclurait que la somme des rectangles AS,
QT, RF, est moindre que AC-DF ou quele fuseau ABFE ;
et en prenant la moitié de part et d’antre, que la somme
des rectangles AS, QV, est moindre quele fuseau cyliu-
drique ABVP; ce qul est 1mposslble daprés ce.qui a é1é
dit ci-dessus.

A >

<
Hd
~

1))

C

T

Donc le fusean BFEA est plus petit que AC—’I—'CE;'dbﬁc
la surface du cylindre est moindre que Lelle dn pnsme
circonscrit.

PROPOSITION 1V.

THEOREME.

La surface latérale Cun cylindre a pour mesure la
curconférence de sa base multiplide par sa hautcur.
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Inscrivons et circonscrivons & la base du. cylindre deux
polygones réguliers semblables, et construisous les prisnes
droits ayant pour bases ces polygones, et méme hanteur
que le cylindre.

La surface latérale du cylindre est comprise entre les
surfaces des pristnes inscrit et circonscrit, et Fon prou-
verait, comme dans la proposition I, qu'en doublant in-
définiment le nombre des ¢6tés deleurs bases, les surfaces
des prismes inscrits et circonscrits ainsi obtenus, auraient
pour limite commune la surface du cylindre.

Cela posé, soit H la hanteur du cylindre ; désignons en
outre par S la surfuce d’un prisnie circonscrit, et par P le
périmétre de sa base, on a

S=PxH.

Or, les quantités S, et P x H, varient,quand on donble
sans cesse le nombre des cotés du polygone circonserit,
et ont pour limites, la surface du cylindre, et circ. X H;
donc ] -

Surf. cylindre = circ. X H.

PROPOSITION V..

THEOREME.

La solidité dun cine est égale au pr oduit de sa base
parle tiers de sd hauteur.




LIVRE VIII. 271

Inscrivons et circonscrivons a la base du cbne deux po-
ly gones réguliers semblables, et prenons-les pour bases de
pyramides ayant pour sommet le point S.

Les volumes de cespymmldes coniprennententre enx le
‘volume du cdne; etsi I'on double indéfinimentle nombre
des cdtés de leurs bases, en conservant le méme sommet,
les volumes des pyramides inscrites et circonscrites auront
pour limite commune le volume du céne (méme démons-
tration que dans la proposition I). :

Soient done H la hauteur du cone, V le volume d'une
pyramide circonscrite, B la surface de sa base, on aura:

V=Bx1; O

et, en prenant les limites des deux membres de cette
égalité,

Vol. cOne =cerc. X =

Corollaire. Un cone est le tiers d'un cylindre de méme
Dase et de inéme. hauteur ; d’ou il suit,

Que les cones d'égales -hauteurs sont entre eux
comme leurs bases.

2° Que les cOnes de bases egales sont entre eix comuie
lenrs lmuteula.

3° Que les cénes semblables sont comme les cubes des

diametres de leurs bases , ou comme les cubes de leurs
hauteurs.

Scolie. Soit R le rayon de la base d'un cone, H si han-
teur’; la solidité du cOne sera wR2 x x3+H ou %ﬂR"’H.

PROPOSITION VL.
THfép}dﬂ_ﬂn.

Le cone tronqué ADEB, dont AO, DP sont les
rayons des bases et PO la hauteur, a pour me-

sure } m. OP.(AO +DP+4AO x DP). -~

fig. 200,
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Soit TFGH une pyramide triangulaire de inéme hauteur
que le cone SAB, et dont la base FGH soit équivalente a
la base du cdne.On pent supposer gue ces deux bases sont
placées sur un méme plan; alors les sommets S et T serout
i égales distances dn plan des bases, et le plan EPD pro-
lunge fera dans la pyl‘amlde la section IKL. Or je dis que
cette section IKL est équivalente a la base DE; car les
bases AB,DE, sont entre elles comme les carrés des rayons
AO, DP, ou comme' les carrés des hauteurs SO, SP; les
wriangles FGH, IKL, sont entre eux comme les carrés de
ces mémes hauteurs; donc les cercles AB, DE, sont entre
eux comme les triangles FGH, IKL. Mais, par hypothése,
le triangle FGH est équivalent au cercle AB; donc le trian-
gle IKL est équivalent au cercle DE.

Maintenant, la base AB multipliée par 1SO est Ll soh-'
dité dn cone SAB, et la base FGH mulhphee par 350 est
celle de la pyramide TT'GH ; donc, a cause des bases équi-
valentes, la solidité de la pyramide est égule a celle dn
céne. Par une raison semblable, la pyramide TIKL est
équivalente au céne SDE; done le tronc decéne ADED est
. équivalent au tronc de pyramide FGHIKIL. Mais la base
FGH, équivalente au cercle dont le rayon est AOQ, a pour

mesure TFXAO de méme la base IKL_.—_'T:xﬁ)', et la

moyenne pr0port10nnelle entre @ X AO et ® X DP
est # X AO x DP; donc la solidité du tronc de pyra-
mide, ou celle du tronc de cone, a pour mesure 3 OP X

(m X AO+7 X DP4-mx AOX DP), qui est la méme chose
que 17X OP X (AO4DP+-AO x DP).

PROPOSITION VII.

THEOREME.

Lasurface lutérale dune pfl'c;mide réguliere SABCDE
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a pour mesure le périmétre de sa base multiplié par la
moltié de Uapothéme S1(*).

En effet, la surface latérale de la pyramide réguliére se
compose des triangles isocéles égaux SCD, SBC, SAB.... ;
or on a

SCD=CD"x -S-;;
SBC =BC x %
SI

SAB=AB x —.
2

A3

Donc, en ajoutant, on obtient pour lamesure de la sur;
face latérale de la pyramide,

(CD-4+-BC+AB+-AE4-ED) x -S; .

PROPOSITION VIII.

THEOREME.

La surface latérale dun céne a pour mesure la cir-
conférence de sa hase multiplide par la moitic de son
- coté.

(*) Lapothéme est la .perpeudiculaire abaissée du sommet S sur un des cités
de la base de la pyramide,
18
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s

Soient OA le rayon de la base du céne, et SA le coté.
Inscrivons et circonscrivons au céne deux pyramides ré-
guliéres, ayant pour bases deux polygones semblables.

On peut d’abord reconnaitre facilement que la surface
du cOne est comprise entre les surfaces de ces deux pyra-
mides réguliéres; car si & la figure ci-dessus on adosse
par la base une figure parfaitement égale , la surface du
double cone enveloppera de, toutes parts la double pyra-
mide inscrite, et sera enveloppée par la double pyranide
circonscrite ; donc la premiérc surface sera plus grande
que la seconde, et moindre que la troisiéme ; et en pre-
nant la mioitié de chacune, o1 arrive ala concluston énon-
cée ci-dessus. . . .1

Maintenant, désignons par S et s les surfaces des pyra-
mides circonscrite et inscrite, et par P et p les périmétres
de leurs bases. On a

s=Px§2‘5, ' (x)
SI
s=p X~ (2)

On voit par ces valeurs qite 5i le nombre des cotés des
bases va constamment en doublant, les surfacesS et s iront
en se rapprochant 'une de l'autre, car S diminueraets
augmentera ; on peut méme prouver que la différence S—s
peut devenir plus petite que toute quantité donnée.

' : PxSA—pxSIL

En effer, ona S—s= -
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Or on sait quen multipliant indéfiniment le nombre
des cdtés des bases, P et p différeront d'ausst peu qu'on
voudra ; de plus , on adans le triangle SAT, SA—SI'< A,
quantité qui a pour limite zéro; donc (*) la différence S—s
peut &tre rendue moindre que toute grandeur asmgnable,
d’ailleurs la'surface du cdne est toujours.comptise entre
S et ¢ ; donc elle est leur limite comniune.

' SA.

Oron a S=P X——-)
donc en prenant les limites des deux membres,

. Surf. ¢dne = circ. X —-
2

Scolie. Soit L le ¢6té d’'un céne, R le rayon de sa base,
la circonférence de cette base sera 2rR, et la surface du
cOne aura pour mesure 27R X 1L, ou zRL.

- PROPOSITION IX.

THEOREME.

] @ sur face latérale du tronc de cone ADEB «a pwu fig. 261
mesure son cété AD multipli¢ par la demi-somme des
circonférences de ses deux bases AB, DE.

Dans le plan SAB qui passe-par I'axe SO, menez perpell-
diculairement a SA la hgne AF, égale a la circonférence
i{lli a pour rayon AO ; joignez SF, et menez DH paralléle
a AF. ' : : :

A cause des triangles semblables SAO, SDC, on aura
AO :DC :: SA : SD; et a cause des triangles semblables
SAF, SDH, on aura AF : DH :: SA : SD; donc AF: DH ::

.

(*), Nous admettons ici, comme une chose évidente, que la différence cntre
deux produits AX B et A"X B, peut devenir aussi petite qu'on voudra, lorsquc
les différences A-— A’y B — B/ ont zéro pour limites.

'18.
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AO : DG, ou :: cire. AO : cire. DC. Mais par construction
AF = circ. AO; donc DH ==circ. DC. Cela pos¢, le trian-
gle SAT, qui a pour mesure AT X 1SA, est égal & la surface
du céne SAB qui a pour mesure circ. AO X 1SA. Par une
raison semblable, le triangle SDH est égal a la surface du
c6ne SDE.Donc lasurface dutronc ADEB est égale  celle du
AF-++DH\
=)
donc la surface du tronc de céne ADEB a pour mesure
son c6té AD multiplié par la demi-somme des circonfé-
rences de ses deux bases.

trapéze ADHF. Celle-¢i a pour mesure AD X (

Corollaire. Par le point T, milieu de AD, nienez IKL
parallele & AB, et IM paralléle 4 AT ; on démontrera
comnie ci-dessus que IM = circ. 1K. Mais le trapéze
ADHF=AD x IM—=AD X circ. 1K. Donc on peut dire en-
core que /a surfuce d’un tronc de céne a pour mesure son
coté multiplic par lacirconférence d'une section faite a égale
distance des deux bases.

Scolie. Si une ligne AD, située tout entiére d'un méme
coté de la ligne OC et dans le méme plan, fait une révo-
lution autour de OC, la surface décrite par AD aura pour

niesure AD X (czr(:. AO—:czrc. DL), ou ADX ciré. IK; les

lignes AO, DG, 1K, étant des perpendiculaires abaissées
des extrémités et du milieu de la ligne AD sur Yaxe OC.

Car si on prolonge AD et OC jusqu'a leur rencontre
mutuellé en S, il est clair que la surface décrite par AD
est celle d'un cone tronqué dont OA et DC sont les rayons
des bases, le cone entier ayant pour sommet le point S,
Donc cette surface aura la mesure mentionnée.

Cette mesure aurait toujours lieu, quand méme le point
D tomberait en S, ce qui donnerait un cbne entier, et
aussi quand la ligne AD serait paralléled 'axe, ce qui don-
nerait un cylindre. Dans le premier cas DC serait nulle, -
dans le second DC serait égale 4 AO et 2 IK.
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PROPOSITION X

THEOREME.

La surface engendrée par une portion de polygone
régulier ABCD, -tournant autour dun diamétre FG, a
pour mesure la circonférence du cercle inscrit dans le
polygone ABCD, multipliée par la projection MQ du
contour ABCD sur le diametre FG., -

Le point I étant au milieu de AB, et IK étant une per-
pendiculaire-a Paxe abaissée du pointI, on a

(*) Surf. AB=AB X cure. IK

Menez AX paralléle a l'axe, les triangles ABX, OIK,
auront les cotés perpendicnlaires chacun a chacun; done
ces triangles sont semblables, et donnent la proportion

AB: AX ou MN :: Of : IK :: cire. OL : cire. 1K
d’on '
AB x cire. IK = MN x cire. OI; )
donc
Surf. AB=MN X cire. Ol
On verrait de méme que

. Surf. BC=NP x circ. OI,
et surf. CD = PQ X cire. Ol
donc en ajoutant
Surf. ABCD= (MN+NP X PQ) x circ. OI=MQ X circ. OI.
Corollaire. Si I'on considére un polygone régulier d'un
nombre de ¢6tés pair, et que 'axe FG passe par deux som-
mets opposés F, G, la surface entiére décrite par la révolu-
tion du demi-polygone FFACG sera égale a son axe I'G

r

(*) Nous eateudons par surf AB, surf. BC, les surfaces engendrdes par les
lignes AD, BC..

fig. 262
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multiplié par la circonférence du cercle inscrit. Cet axe
FG sera en méme temps le diatnéive ‘du cercle circonscrit.

DEFINITIONS,

' I"Une zone sphérique est une portion de la surface de
la sphére’comprise entre deux plans paralléles qui en sont
les bases: L'un des plans peut éire tangent i la sphére ;
alors la zone n'a qu'une base.

IL. Ta hauteur d'une zone est la dlstance des plans des

deux bases. C
fg.220 LlI. SiTon concoit quela demi-circonférence DAE tour-
nant autour du diamétre DE engendre la surface de la
sphére, en mére temps I'arc FH décrira la surface d’une

;

zone,
- A PROPOSITION XI,
THREOREME,

L'aire d'une zone sphérique est égale & sa hauteur
mudtipli¢e par la circonférence d’un grand cercle.

G

o

A

Considérons d’abord la zone i une base engendrée par
I'arc AB tournant autour de BO.
Inscrivons dans 'arc AB une portion de polygone régu-
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lier ACB, et circonscrivons la pOI‘l‘lOn de polygone EFG,
semblable 2.ACB., = '~ : o

Je dis d’abord que la surface de la zone-AB est comprlse
entre les surfaces S et s engendrées par les polygones EFG,
ACB, tournant autour de GO.-

En effet, la zone AB est plus grande que. s, Pulsqu ‘elle

I enveloppe et est terminée au méme contour ; pom mon- "’

trer que la zone est plus petite que. la surface S, mehez la
tangente AH; les surfaces décrites par EFG et par AHI'G
ont une partle communé qul est engendree par HFG; mals
la surface décrite par HE est plus grande que celle qui est
décrite par AH , puisque les mesures de ces surfaces sont *
©.HE (HI—I—EM) et T.AH (HI4+AK), et qué, daprés la
figure, ona EM S AK , et loblique HE> HA qui est per-
pendiculaire sur OA. Donc la surface décrite par EFG est
plus grande quela surface engendrée par AHFG ; or celle-ci
est plus grande que la zone AB*; donc, 4 fortiori, la sur-
face S est plus grande que la z6ne AB. :

Je dis, en second lieu, que si 1'on doublait indéfiniment
le nombre des cdtés des portions de polygones inscrites et
circonscrites a I'arc AB, les surfaces S et s iraient en s’ap-
prochant de la surface de la zone, et auraient cette surface
pour limite. ‘ Se

-Pour établir cette- proposition, il suffit de montrer que
~ la différence S—s tend, indéfiniment vers o.

Orona* -~ S=amONxGM . =~ (1
et s = 3nOP xB : (2)
d'on S—s= 27 (ON x GM —OP x BK).

On sait déja * que la différence entre ON et OP a pour
limite zéro ; de plus, la différence GM—BK=GB—MXK,
quantité qui peut devenir aussi petite qu’on .youdra, pnis-
que GB, et & plus forte raison MK ont zéro pour limite.
_Do nc la différence S—s peut dtre rendue moindre que

*lem.a,

* 12 4.
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toute grandeur assignable, et la'zone qui est toujours
comprise entre § et s est leur limite commune.

Cela posé, de I'égalité (2) on déduit,en prenant les linites
des deux membres

- Zone AB—2tONXxBK."

fig. 270,  La zone a deux bases décrite par I'arc FH, a aussi pour
mesurela circonférence d’un grand cercle multipliée parsa
hauteur ; car elle est la différence des deux zones A une
base décrites par DH et DF.; elle a donc pour mesure
circ. CD (DQ—DO) ou cire. CD x 0Q.
. Corollaire 1. Dans des sphéres égales, deux zones sont
entre elles comme leurs-hauteurs. ]

Corollaire I1. La surface de la spliére.pouvant étre con-
sidérée comme une zone dont Ja hauteur est égale au dia-
métre, a pour mesure la circonférence d’un grand cercle
multipliée par le diamétre.

Soit R le rayon de la sphére, on aura donc

Surf. sph.==2nR X 2R ==4=R?;
d’'ol Ton voit que la sphére est égale i quatre grands
cercles. , .

Corollaire 111. La surface de la spheére étant ainsi me-
surée avec le carré construit sur l'unité de longueur, on
pourra facilement évaluer avec la méme unité, les fuseaux,
les triangles et les polygones sphériques, puisqu’on a tronvé,
dans le livre VI1, leur rapport au triangle tri-rectangle ,
qui est la huitiéme partie de la sphére.

PROPOSITION XIl.

L THEOREME,

Le wolume engendré par un triangle tournant:au-
tour d’un aze situé dans son plan, et passant par un
de ses sommets , a pour mesure la surface déerite par
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le coté opposé @ ce sommet , multiplide par le tiers de
la houteur correspondante a ce coté.

A

<

1° Supposons d’abord que le triangle CAB tourne autour
d’'un de ses c6tés CB. Le volume engendré par CAB est la

somme des cones décrits par les triangles rectangles CAD,
ADB; ona donc

(*) Vol. CAB=Ir.AD.CD-1x.AD. DB=lr.AD.CB (1).
Or si J'on abaisse CG perpendiculaire sur AB, on a
CG X AB=CBx AD, car ces deux prodnits mesurent le
double de l'aire du triangle CAB; remplacant dans I'éga-
lité (1) AD x CB par CG X AB, il vient ‘
Vol. CAB=ir.AD.CGG.AB=1CG.%x.AD.AB.
Or =.AD.AB, mesure la surface latérale du céne qui
serait engendrée par AB, donc

Vol. CAB=surf. AB x1CG.

D

2° Supposons maintenant que le triangle CAB tourne
autour d'une droite CD passant par un de ses sommets ;
prolongeons AB jusqu’a sa rencontre avec I'axe en D, et
abaissons CE perpendiculaire sur AB.

(*) Nous appelous vol. CAB, le volume engendré par le triangle CAB tour-
* pant autour deCB.’ . .
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On aura  Vol. CAB= vol. CAD—Vol. CBD,
Or Vol. CAD==surf. AD x 1CE;
et Vol. CBD =surf.{BD x ICE.
Donce Vol. CAB=—(surf. AD—Surf. BD) x 1CE
=Surf, AB X iCE.

3° La démonstration précédente supposant que le c6té
AB vienne rencontrer 'axe CD, examinons le cas ou ces
deux lignes sont paralléles.

F’!: = /B
H 1

.
i

L B )

Abaissons AT et BD perpendiculaires sur l'axe CD, et
CT perpendiculaire sur AB; nous aurons évidemment

Vol. CAB=Vol. CAE+Vol ABDE-—Vol. CBD.
Or . Vol. CAE =m. AE.CE
Vol. ABDE= x.AE.ED

Vol. CBD =I=.AE.CD.
Ajoutant les deux premiéres égalités, et retranchant la
troisiéme, il vient

Vol. CAB=rAE ('CE—I—ED— 1CD).
Et comme CD—=CE~+ED, I'égalité précédente dev1ent

Vol. CAB=—x.AE.2 2. ED=—}AE.2n.AE.ED
lClﬁ ~surf. AB.

Ce qui s'accorde avec I'énoncé du théoréme.

PROPOSITION XIII.

. THEOREME.

" Soit ABCD une portion de polygone régulier; si on
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imagine que le secteur polygonal AOD , situé d'un
meme coté du diamétre ¥G, fusse une révolution au-
tour de ce diameétre , le solide décrit aura pour mesure
la surface engendrée par le contour ABCD, multiplice
par le tiers de I apothéme Ol.

En effet, le volume engendré par le secteur AOD est la
somme des volumes engendrés par les triangles isoceles

égaux AOB, BOGC, COD.

Or* - Vol. AOB=surf. ABx;OI
Vol. BOC=surf. BC x 10I
Vol. COD=surf. CD x IOI

Donc, en ajoutant, on a’

Vol AOD=}0I \surf ‘AB-surf. BC-surf, CD)
lOIXsurf ABCD

DEFINITIONS.

I. Tandis que: le demi-cercle DAE tournant autour du
diamétre DE décrit la sphére, tout secteur circulaive FCH
décrit unsolide, appelé secteur spherique. |

Le secteur sphérique est termme par la zone que décrit
Parc FH.

IL. Un segment de sphére est la partie du volume de la
sphére comprise entre deux plans paralléles.

La hauteur du segment est la distance des plans paral-
leles.

PROPOSITION XIV.

THEOREME,

Un secteur sphérique a pour mesure la zone qui lu
sert de base, multiplice par le tiers durayon.

fig. 220.
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v

0

Soit AOB le secteur circulaire qui, par sa révolution au-
tour de AO, décrit le secteur sphérique.

Inscrivons et circonscrivons a I'arc AB deux portions
de polygones réguliers semblables BCA, DEF. Le volume
du secteur sphérique est évidemment compris entre les
volumes V, 2, engendrés par les secteurs polygonaux
DEFO, BCAO; de plus, si le nombre des cotés des por-
tions de polygones réguliers allait constamment en dou-
blant, les volumes V, », iraient en s’approchant du secteur.
sphérique, et on pourrait pousser les opérations assez loin
pour que la différence entre chacun des volumes V,», et
le secteur sphérique fit moindre que toute quantité assi-
gnable, En effet, on a

V=surf. DE x 10l | (1)
v=surf. ABC x ;OH. (2)
Dot V—o=! (surf. DEF.Ol—surf. ABC.OH).

Or on sait déja que OH tend indéfiniment vers OI,
quand on multiplie a I'infini le nombre des cdtés, et Fon a
démontré * que la différence surf. DEF—surf.ABC a pour
limite zéro ; donc la différence V—» peut étre rendue
aussi petite qu'on voudra ; donc le secteur sphérique qui
est toujours compris entre V et » ‘est leur limite commune.

On conclut de 4, en prenantles limites des deux mem-
bres de I'égalité (x)

Sect. sph.—zone AB x IOI.
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Si le secteur sphérique était engendré par le secteur gy 550,
FCH tournant autour du diamétre DE, on aurait
Sect. FCH==sect. DCH —sect. DCF.

Or. Sect. DCH=z0ne DH x 1CD _
Sect. DCF=zone DF x 1CD. ‘ .
Done sect. FCH=1CD (zone DH—zone DF)
==1CD.zone FH.

Scolie I. Si le secteur circulaire qui décrit le secteur
sphérique devenait égal au demi-cercle , le volume engen-
dré serait celui de la sphére; mais alors la zone qui sert
de base au secteur sphérique serait la surface de la spheére
d’ou ’on voit que le volume d'une sphére a pour mesure;
sa surface multipliée par le tiers du rayon.

Scolie 11. Soient R le rayon de la sphére, et H la hauteur -
de la zone qui sert de base au secteur sphérique; la zone
a pour mesure 2nR.H; donc le secteur sphérique a pour
mesure 27R.H.IR ou xR*.H.

Dans le cas ou le secteur sphérique devient égal i la
sphére, on a H=2R ; donc la mesure du volume de la
sphére est 2rR%2R ou $mwR3.

SiTon appelle D le diamétre de la sphére, on a R:lz—)' ;

9, Al L Da - . yo M ? -
d'olt R¥=1; la solidité de la sphere s’exprimera donc.

8

. D3 .
auss1 par %, — ou +wD?.

8
PROPOSITION XV,

THEOREME.,

La surface de la sphére est & la surface totale du
cylindre circonscrit (en y comprenant ses bases) comme
2 est & 3. Les solidités de ces deux corps sont entre
elles dans le méme rapport.

Soit MPNQ le grand cercle de la sphére, ABCD le carré gy, 0,
circonscrit ; si on fait tourner a la fois le demi-cercle
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PMQ ‘et le dénii-carré PADQ autour du diamétre PQ , le

demi-cercle déctira la sphére, et le demi-carré décrira le
cylindre circonscrit a la spheére.

La hauteur AD deé ce cylindre est égale au diamétre PQ,
la base du cylindre est égale au grand cercle, puisqu’elle
a pour diumétre AB égale A MIN; donc la surface convexe
du cylindre est égale a la circonférence du grand cercle
multipliée par son diamétre. Cette mesure est la méme que

. cellé dé¢ la siirface de la spheére * i d'ou il suit que la sur-
face dé la sphére est égale & la surface lateraledu cylindie
ecirconserit.

Mais la surface de la sphére est égale & quatré graiids
cercles ; donc la surface latérale du cylindre circonscrit est
¢gale aussi & quatre grands cercles: si ony joint les deux
bases qui valent deux grands cercles, la surface totale du
cylindre circonscrit sera égale a six grands cercles; donc
la surface de la sphére est i la surface totale du cylindre
circonscrit conmune 4 est 3 6, ou comme 2 est 4 3. Cest
le premier point qu'il s’agissait de démontrer.

En second lieu, puisque la base du cylindre civcons-
crit est égale a un grand cercle et sa hauteur au diamétre,
la solidité du cylindre sera égaleau grand cercle multiplié

. pér le diamétre *, Mais la solidité de la sphére est égale a
quatre grands cercles multipliés par le tiers du rayon ¥,
ce qui revient a un grand cercle multiplié par % du rayon,
ou £ du diamétre ; donc la sphére est au cylindre circons-
critcomme 2 est 2 3, et par conséquent les solidités de
ces deux corps sont entre elles comme leurs surfaces.

Scolie. Si on imagine un polyédre dont toutes les faces
touchent la sphére, ce polyédre pourra étre consideéré

_comme composé de pyranides qui ont toutes pour som-
met le centre de la sphére, et dont les bases sont les dif-
férentes faces du polyédre. Or il est clair que toutes ces
pyraniides auront pour hauteur commune le rayon de la
sphéré ; de sorte que chaque pyramide sera égale 2 la face
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du polyédre qui luisert de base, multipliée par le tiers du
rayon : donc le polyédre entier sera égal 4'sa surface niul-
tipliée par le tiers du rayon de la sphere inscrite.

On voit parla que les solidités des polyedres circonscrits
ala Sphele sont eritre elles cominé les surfaces de ces mé-
mes polyédres. Ainsi, la propriété que nous avons démon-=
trée pour le cylindre circonscrit est commune 4 une infi-
nité d’autres corps. -

On aurait pu remarquer eg.xlement que les surfaces des
polygones circonscrits au céfcle sont entre elles comme
leurs contours.

PROPOSITION XVI.

THEOREME.

Le solide engendré par le segment circilaiie BMD -

“tournant autour d'un diamétre ACG extérieur & ce
segment, a pour mesure la sixiéme partie du cercle
qui aurait pour rayon la corde BD du segment, miul-
tipliée par -la projection EF de la corde BD sur
laxe AG. .

En effet, on a Vol. BMD=vol. CDMB—wvol. CDB, . .

Or ° .  Vol.CDMB=2xCB.EF @)
Vol. CDB=1CI X surf. DB. :
Et comme Surf. DB=2%CI.EF,

on a Vol. CDB:%TWI’.EF. (2)

fig. 271,

Retranchant I'égalité (2) de I'égalité (1), membre & mem-

" bre, il vient
Vol. BMD=2r.EF (CB — CI ).’

Dailleurs, dans le trlaugle CBI, ona

B — I Ff:%‘_)
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fig.271.

*6.

( o BD | —a

.Done  Vol. BMD=Z=.EF. - =1=BD.EI.
. t ’
~ Scolie. Le solide décrit par le segment BMD est a la
sphére qui a pour diamétre BD, comme in EQ.EF est

a -(I;TEB_I)J, ou :: EF : BD.

PROPOSITION XVII. .

THEOREME,

Tout scgment de sphere, compris entre deux plmw
paralléles, a pour mesure la demi- sommne de ses
bases multiplide par sa hauteur, plus la solidité de lu
spheére dont cette méme hauteur est le diamétre.

Soient BE, DF, les rayons des bases du segment, EI' sa
liauteur, de sorte que le segment soit produit par la révo-
lution de l'espace circulaire BMDFE autour de l'axe FE.

Ona .  *vol BMD=Lrx BD.EF,

*vol BDFE=1~.EF.(BE+DF4+-BE.DF);
donc le segment de sphére qui est la somme de ces deux
volunies, a.pour mesure,

Lm EF . ( 2BE 4 2DF 4- 2BE . DF + BD).
Mais, en menant BO paraliéle A EF, on aura
DO—=DF—BE, DO:DF—zDF.BE+BE",

et par conséquent

BD=BO 4 DO—EF -t DF—DF X BE+BE.

Mettant cette valeur a la place dc BD dans l'expression du
segment, et effacant ce qui se detrult on aura pour la
solidité du segment,

EF . (3BE.+ 3DF 4 TF),
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expression qui se décompose en deux parties; I'une

DI
L EF. (3BE+3DF),ou EF. <M>

est la deml-somme des bases multlpllee par la hauteur;

A

l'autre i, EF- represente la sphere dont EF est le dia-
métre *: donc tout segment de sphére, etc.

Corollaire. Si’une des bases est nulle, le segment dont
il s'agit devient un segment sphérique 2 une seule base;
donc tout segment sphe’rique a une base équivaut a la moi-
tié du cylindre de méme base et de méme hauteur , plus la

spkere dont cette hauteur est le diamétre.

FIN DU HUITIEME LIVRE.

19

* 14806,
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GEOMETRIE DANS I.ESPACE.

THEOREMES A DEMONTRER.

. 1. Si une droite est perpendiculaire & wn plan, tout plan
paralléle  cette droite sera perpendiculaire au premier plan.

2. Deux droites paralléles font des angles égaux avec le méme
plan. :
3. Si dans un triédre deux des angles plans sont égaux, les
diédres opposés seront égaux, et réciproquement.

4. Dans un angle triédre , & un plus grand di¢dre est opposée
une plus grande face, et réciproquement. '

5. Les trois plans perpendiculaires aux faces d’un angle trie-
dre, menés suivant les trois bissectrices des angles plans de ce
triédre, se rencontrent suivant la méme droite.

6. Les trois plans menés suivant les arétes d’un angle triédre
perpendiculairement aux faces opposées, se coupent suivant la
méme droite.

7. Les plaus menés par les arétes d’un angle triédre et les
bissectrices des faces opposées, se coupent suivant une méme
droite.

8. Si par le sommet d’un angle triédre on méne dans chaque
face une perpendiculaire sur I’aréte opposée, ces trois perpendi-
culaires seront dans un méme plan.

g. Dans tout tétraédre, les lignes qui joignent les milieux des
arétes opposées se coupent mutuellement en deux parties
égales. '

10. Deux tétraddres qui ont un angle solide égal sont
entre eux comnie les produits des arétes qui comprennent Fangle
solide égal.
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11, Deux tétraédres qui ont un diédve egal sont entre eux
comme les produits des faces qui comprennent ce diédre.

12. Le plan bissecteur d’un diédre d’une pyramide triangu-
laire divise P'avéte opposée en deux segnients proportionnels
aux faces adjacentes.

13. Si un tétraddre renferme un angle solide tri-rectangle, le
carré de la face opposée sera égal & la somme des carrés des
trois autres, '

14. Le volume 'un parallélipipéde tronqué a pour mesure le
produit de sa base par la perpendiculaire abaissée dn centre de
la base supéricure sur la base inférieure.

15. Dans un tétraédre , les lignes qui joiguent chaque sommet
au point de concours des médianes de la face opposée, se cou-
pent en un méme point. ( Ce point est le centre de gravité du
tétraédre. )

16. La perpendiculaire abaissée du centre de gravité d'un té-
traédre sur un plan, est la moyenne des perpendiculaires abais-
sées des quatre sommets du tétraédre suv le méme plan. (Com-
ment doit-on interpreter lethéoréme, lorsque lessommets ne sont
pas.d’un méme cété par rapport au plan? )

17." Tout plan passant par les milieux de deux arétes oppo-
sées d'un tétraedre, divise ce tétracdre eu deux parties équiva-
lentes.

18. 'Le polyédre qui a pour somwets les milieux des arétes
d’un tétraédre régulier, est uun octaédre régulier.

19. Par quatre points nou situés dans un méme plan on peut
faire passer une sphére, et on n’en peut faire passer qunne,

20. Dans tout tétra¢dre on peut inscrire une sphére.

21. Lorsque trois sphéres se coupent deux i deux, les plans
des trois cercles d’intersection se coupent snivant une méme
droite perpendiculaire au plan des trois centres.

22. Quand trois droites rectangulaires coupent une sphére, ct
passent par un méme point, la somme des carrés des cordes com-
prises est constante.

. LIEUX® GEOMETRIQUES ET PROBLEMES.

Dans la géométrie plane, nous avons défini lieu géomé-
19.
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trique ;; une ligne renfermant tous les points du plan
jouissant d’'une propriété conmune. De ménie, dans la
géométrie de 'éspace, on appelle lieu géométrique la série
dey points de I'espace qui satisfont &' une ou'deux condi-
tions données. Ce lieu geometnque peut étre une surface
ou une ligne.’

Aiusi, lasphére estle lieu géomérrique des points situés
& une méme distance d'un point donné, et la perpendicu-
lalre, élevée au plan d’'un cercle en son centre , est le licu
géoméirique des points quisont également dlstants de tons
les points de la circonférence.

1. Trouver le lieu des poiuts & égale distance de denx points
donnés.

2. Trouverle lieu des points également distants de trois points
donnds.

3. Trouver le lieu des poiuts également distants de deux planq
donnés.

4. Trouver le lieu des points également distants de trois plau«'
donnés.

5. Trouver le lieu des points de Pespace’ également distauts
de denx droites situées dans un méme plan,

6. Licu des points de Pespace i égale distance de trois droites
sitnées dans un méme plan. .

7. Trouver le lieu des poiuts tcls que la somme des distances
de chacun d’eux-a deux plans donnés soit égale a une ligne
donnée.

8. .Trouver le lieu des points tels que la somme des carrés des
distances de chacun d’enx i deux points donnes soit égale i un
carré donné, i

- g. Trouver le lieu des points tels que la différence des carrés
des distances de chacun de ces pomts A deux points donnés soit
hcgale 4 un carré douné.

10. On coupe par une suite de plans paralléles deux droites
non situées dans un méme plan; et on tire les lignes quijoignent
les points d’intersection de chacun de ces plans avec les deux
droites.données; on demande le lien géoméirique des points
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qui divisent toutes ces lignes de jonction dans le rapport
dem a n

1. Etaut données denx droites rectangulaires non situées dans
un méme plan, on insére entre ces deux droites des lignes de
longueur donnée, et on demande le lieu géométrique des mi-
licux de ces droites.

12. Calculer le volume engendré par un heX'\gone régulier ,
tournant autour d’un de ses cotés.

13. Trouver le volume engendré par un demi-décagone régu-
lierdout le coté est a, tournant autour du diamétre du cercle cir- -
conscrit.

14. Connaissant le cété d’un polyédre régulier, tronver le
rayon de la sphére circonscrite, et le rayon de la sphére
inscrite. '

15. Connaissant le rayon d’une sphére, trouver le coté d’un
polyédre régulier inscrit, et le rayon de la sphére inscrite & ce
polyédre.

16. Connaissant le rayon d'une sphere, calculer la surface et le
volume d’un polyédre régulier inscrit.

17. Trouver lasurface de la terre en myriamétres carrés.

18. Trouver quellc serait la mesure d’une pyramide, silon
prenait pour unitéde volume la sphére qui a pour rayon Punité
linéaire, et pour unité de surface le cercle qui a pour rayon Iu-
nité de longueur,

19. Les angles d’un man;,le sphérique sont respectivement :
58°18', 64°8', 82° 4/, le rayon de la sphére est 6™, calculer en
métres carrés la surface du triangle sphérique.

20. Trouver le volume d’un segment sphérique & une base
dont la hauteur est 4™, et situé sur une sphére dont le rayon
est g™, - :

21. Les rayons des bases d’un cdne tronqué sont 3™ et 5™, et
son aréte a 7™ de longueur, trouver la surface et le’ volume du
cone tronqué. -

FIN DES ELEMENTS DE GEOMETRIE.
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LIVRE PREMIER.

- LES PRINCIPES.

DEFINITIONS.

L. LA Géométrie est une science qui a pour ob]et
la mesure de {étendue.

L'étendue a trois dlmenslons, longueur, largeur
et hauteur:

IL. La'ligne est une longueur sans largeur.

Les extrémités d'une ligne s'appellentpoints:le point
n’a done pas d’étendue.

IIL. La Zigne droite est le plus court chemin d’un
point & un autre.

IV. Toute ligne qui n'est ni droite ni composée de
lignes droites est une Zigne courbe. .

Ainsi, AB est une ligne droite, ACBD une ligne
brisée ou composée de lignes droites, et AEB est une
ligne courbe. '

V. Surface est ce qui a longueur et largeur, sans
hauteur ou épaisseur.

VL. Le plan’ est une surface, dans laquelle pre-

fir

[e

I.



fig. 2.

lig. 20.

fig. 3.

fig. 4.

fig. 5.

2 GEOMETRIE.

nant deux points a volonté, et joignant ces deux
points par une ligne droite, cette ligne est tout en-
riére dans la surface.

VIL Toute surface qui f'est ni plane ni composée
de surfaces planes est une surface courbe.

VLI. Solide ou corps est ce qui réunit les trois di-
mensions de l'étenylue.

IX. Lorsque deux lignes droites AB, AC, se ren-
contrent, la quantité plus ou moins grande dont elles
sont écartées I'une de l'autre, quant a leur position,
sappelle angle; le point de rencontre ou d'intersec-
tion A est le sommer de lahgle; les lignes AB, AGC,
en sont les céés.

L'angle se désigne quelquefois par la lettre dn
sommet A seulement, d'autres fois par trois lettres
BAC ou CAB, ayant soin de mettre la lettre du sommet
au milieu.

Les angles sont, comme toutes les quantités, sus-
ceptibles d’addition; de soustraction, de multiplica-
tion, et de division ; ainsi I'angle DCE est la somme
des deux angles DCB, BCE, et 'angle DCB est la dif-
férence des deux angles DCE, BCE.

X. Lorsque la ligne droite AB rencontre une autre
droite CD, de tell¢ sorte ue les angles adjacents BAC,
BAD soient égaux entre eux; chacun de ces angles
sappélle un angle droit; et la ligne AB ést dite per-
pendiculaire sur CD.

XI. Tout :‘mgle BAG plus petit gii'an sngle droit
est un angle aigu ; tout angle plus grand DEF est un
angle obtus.

XII. Deux lignes sont dites paralléles, lorsque,
étant situées dans le méme plan, elles ne peuvent se
rencontrer a quelque distance qu’on les prolonge I'une
et Vautre. Telles sont les lignes AB, GD.
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X1 Figure plane est un plan terminé de toutes
parts par des lignes.-

Si les lignes sont droites, 'espace qu'elles renfer-
ment sappelle ﬁgure rectiligne ou polygone, et les
hgnes elles-mémes prises ensemble forment le contour
ou pédrimetre du polygone.

XIV. Le polygone de trois cotés est le plus simple
de tous, il sappelle triangle; celui de quatre cotés
s’appelle quadrilatére ; célui de cing, pentagone; celui
de six , hexagone, etc.

XV. On appelle triangle équilatéral celui qui a ses
trois cOtés égaux ; triangle isoscele, celui dont deux
cOtés seulement sont égaux; triangle scalene, celui
qui a ses trois cdtés inégaux.

XVL Le triangle rectangle est celui quia un angle

droit. Le c6té opposé a 'angle droit s'appelle hypote- ,

nuse : ainsi ABG est un triangle rectangle en A, le c6té
~BC est son hypoténuse.
XVIL Parmi les quadrllateres on distingue :
Le quarré,, qui a ses cotés égaux et ses angles droits,
( Voyez la prop. xx, liv. 1.)
" Le rectzmgle, qui a les angles droifs saits avoir les
¢Otés égaux. (Voyez la méme prop. )
Le parallelogmmme ou rhombe, qui a les cotés op-
posés paralléles.
Le losange, dont les cotés sout €gaux sins que les
arigles soient droits.
Enfin le trapéze, dont deux cSiés seulemerit sont
paralléles.
XVIL On appelle diagonale la ligne qui joint les
somimets de deux angles non adjacents : telle est AG.
XIX. Polygone équilatéral est celui dont tous les
cétés sont egaux polygone dquiangle ; celui dont tons
les angles sont égaux.

XX. Deux polygones sont équilatéraux entre eu:x:

i

fig. 6.

fig. 7.
fig. 8.
fig. 9.

fig. ro.

fig, 11,
fig. 19,
fig. 13,
fig. 14.

fig. 15,

fig. 42.
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}orsqu ils ont les cotés égaux chacun a chacun, et
phces dans le méme ordre, c'est-a-dire, lorsqu en
suivant leurs contours dans un- méme seus, Je premier
¢oté de I'un est égal au premier de I'autre, le second
de I'un au second de l'autre, le troisiéme au troisiéme ,
et ainsi de suite. On entend de méme ce que ..ngmﬁent
deux polygones équiangles entré eux.

Dans Pun ou lautre cas, les cotés égaux ou les
angles égaux s'appellent cotés ou angles homologues.

. B. Dans les quatre premiers livres il ne sera question que de
figures planes ou tracées sur une surface plane.
: . = )

Explication des termes et des signes.

Azxiome est une’ proposition évidente par elle-
méme. ' :

Théoréme est une vérité qui devient évidente au
moyen d'un raisonnement appelé démonstration.

Probléme est une question proposée (ui exige une
solution, '

Lemme est une vérité employée subsidiairement
pour la démonstration d'un théoréme ou la solution
d’un probléme. ‘ _

Le nom commun de proposition sattribue indiffé-
remment aux théorémes, problémes, et lemmes.

Corollaire est la consequence ui découle d’'une ou
de plusieurs propositions.

Scholie est une remarque sur une ou plusieurs pro;
positions précédentes, tendant i faire apercevoir leur
1iaison, leur uulité, leur restriction, ou leur exten-
sion. .
Hypothése est une supPosmon faite . soit "dans
I'énoncé d'une proposition, soit dans le courant
d'une démonstration,
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"Le signe = est le signe de I'égalité; ainsi expres-
sion A —B signifie que A égale B.

Pour exprimer que A est plus petlt que B, on écrit
A<B.

Pour exprimer que / A est plus grand que B on écrit
A>B. o,

Le signe - se prononce pPlus ; il indique Vaddition.

Le signe — se prononce moins; il indigque la sous-
traction : ainsi A -+ B représente la somme des quan-
tités A et B;' A — B représente leur différence ou ce
qui reste en 6tant B de A ; de méme A— B+ C, ou
A +4-C—Bj, signifie que A et C doivent étre ajoutés
ensemble, et que B doit étre retranché du tout.

Le signe X ihdique la multiplication ; ainsi A X B
représente lé produit de A multiplié par B. Au lieu du

signe X on emploie quelquefois un point; ainsi A.B
_est la méme chose que A X B. On indique aussi le
méme prodult sans aucun signe intermédiaire par A B;
mais il ne faut employer cette expression que lors-
gu'on n'a pas en méme temps a employer celle de la
ligne AB distance des points A et B.

L’expressionA X (B4 C — D) représente le produit
de A par la quantité B4 C— D. Sl fallait mudtiplier
A+ B par A—B + G, on indiquerait le produit ainsi
(A+B) X (A—B+C); tout ce qui est renferme’
entre parenthéses est considéré comme une seule
quantlte.

Un nombre mis au-devant d'une ligne ou d’une
quantite', sert de multiplicateur a cette ligne ou a cette
quannte ainsi, pour exprimer que la ligne AB est
prise trois fois, on écrit 3 AB; pour desngner la moitié
de l'angle A, on éerit 1 A. Co

——1,

Le quarré de la lighe AB se désigne par AB;son

-
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ot . . .
cube par AB. On expliquera en son lieu ce que si-
gnifient précisément le quarré et le cube d'une ligne.

Le signe /' indiue une racine i extraire; ainsi
I/ 2 est la racine quarree dea; v/ A X B est la racine

dn produit A x B, ou la moyenne proportlonnelle
entre A et B

AXIOMBRS.

1. Deux quantités égales a une troisiéme sont égales
entre elles.

2. Le tout est plus grand que sa partie. |

3. Le tout est égal 4 la somme des parties dans
lesquelles il a été divisé.

4..D’un point 4 un autre on ne peut mener qu'une
seule ligne droite.

5. Deux grandeurs ligne, surface ou solide, sont
égales, lorsqu’étant placées I'une sur T'autre elles coin-
cident dans toute leur étendue. :

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.
Les un oles droits sont tous egau.t erntre eu.x.

Soit la ligne droite CD perpendlculmre A AB, et
GH a EF; je ¢ dis que les angles ACD, EGH seront
égaux entre eux.

Prenez les quatre distances égalesCG A, GB, GE,
GF, la distance A B sera égale a la distance EF, et
ou pourra placer la ligne EF sur A B, de maniére
que le point E tombe en A, et le point F en B. Ces
deux lignes ainsi pogées coincideront entiérement
I’'une avec l'autre; car, sans cela, il y aurait deux
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lignes droites de A en B, ce qui est impossible *,
donc le point G, milien de EF, tomhera sur le point
C, milieu de AB. Le cdté GE étant ainsi appliqué
sur CA, je dis que le ¢6té GH tombera sur CD; car

supposons , s'il est possible, qu’il tombe sur une ligne

CK différenté de CD; puisque, par hypothese*,
I'angle -EGH — HGF, il faudrait quon edt ACK =
KCB. Mais l'angle ACK est plus grand que ACD,
I'angle KCB est plus petit que BCD; dailleurs , par
hypothése, ACD == BCD; donc ACK est plus grand
que KCB; donclaligne GH ne peut tomber sur une
ligne CK différente de CD; donc elle tombe sur CD,

et l'angle EGH sur ACD; donc tous les angles droits "

sont égaux entire eux.

PROPOSITION IL

THROREME.

Toute ligne droite CD, qui en rencontre une
autre AB, fait avec celle-ci deux angles adja-
cents ACD, BCD, dont la somme est égale a
denx angles droits.

Au point G, élevez sur AB la perpendiculaire CE.
L'angle ACD est la somme des angles ACE, ECD;
donc ACD + BCD sera la somme des trois ACE,
ECD, BCD. Le premier de ceux-ci est droit, les deux
autres font ensemhle l'angle droit BCE; donc la
somme des deux angles ACD, BCD est égale 2 deux

angles droits.  *

Corolzaue I. Silun desangles ACD, BCD est droit,
’autre le sera pareillement.

Corollaire I1. Si la ligne DE est’ perpendlculalre
4 AB, réciproquement AD sera perpendiculaire 4 DE.

Car, de ve que DE est perpendiculaire & AB, il

*ax. §.

*déf.10.

fig. 7.

bg. 18,



fig. 34.

* pr.

cur,

2,
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sensuit que langle ACD est égal & son .udjacent
DCB, et qu'ils sont tous deux droits. Mais de ce
gue l'angle ACD est un angle droit, il sensuit que
son adjacent ACE est aussi un angle dvoit; donc
angleACE==ACD), donc AB est perpendiculaire 3 DE.
Corollaire 1I1. Tous les angles consécutifs BAC.
CAD, DAE, EAF, formés d'un méme cdté de la

‘droite BF , pris ensemble, valent deux angles droits ;

car leur somme est égale & celle des deux angles
adjacents BAG, CAF,

PROPOSITION Il
THIEOREME.

Deux lignes droites qui ont deux points com-
muns coincident l'une avec lautre dans toute
leurétendue, et ne forment qu’une seule et méme
ligne droite.

Soient les deux points communs A et B d'abord.
les deux lignes n'en doivent faire qu'une entre A et
B, car sans cela il y aurait deux lignes droites de A
en B, ce qui est impossible*. Supposons ensuite que
ces lignes étant prolongées, elles commencent a se
séparer au point G, 'une devenant CD, l'autre.CE.
Menons au point G la ligne CF, qui fasse avec CA
l'angle droit ACF. Puisque la ligne ACD est droite,
Tangle FCD sera un angle droit*; puisque la ligne
ACE est droite, I'angle FCE scra pareillement un ‘
angle droit Mais la partie FCE ne peut pas éire égale
au tout FCD; donc les ligues droites qui ont deux
points A et B communs, ne peuvent se séparer en
aucun point de leur prolongement; donc elles ne
forment qu'nine seule et méme ligne droite.
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PROPOSITION 1V.
"rnl’:onfzmx

Si deux angles adjacents ACD, DCB, 2alent fg 20.
ensemble deux angles droits, les deux cotes ex-
térieurs AC, CB, seront en ligne droite.

Car si CB n’est pas le prolongement de AC, soit
CE ce prolongement; alors la ligne ACE étant droite,
la somme des angles ACD, DCE, sera égale 4 deux
droits*. Mais; par hypothese la somme des angles *pr. a.
ACD, DCB, est aussi égale a deux droits; donc ACD
+ DCB serait égale 4 ACD + DCE; 1etranohant de
part et d’autre I'angle.ACD, 1l resterail la partie DCB -

- égale au tout DCE, ce qui est impossible ; donc CB
cst le prolongement de AC.

.PROPOSITION V.,
THEORRM E.

Toutes les fois que deux lignes droites AB, fg.»1.
DE, se coupent, les angles O])[)O.S‘eo au sommet
~sont égaux.

Car puisque la ligne DE est droite, la somme des
angles ACD, ACE, est égale & deux dlons et puis-
que la ligne AD est drone la somme des angles ACE,
BCE, est égale -aussi a deux droits; donc la somme
ALD -+ AC]* est ega]e ala somme ACE -+ BCE. Re-
tranchant de part et dautre le méme angle ACE, il
restera I'angle ACD égal 4 son opposé BCE.

On démontrerait de méine que l’ang]é ACE est égal
a.son opposé BCD.

Scholie. Les quatre angles formes autour d'un point
par deux droites qui se coupent, valent enseinble



fig. 22.

fig. 23.
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quatre apgles droits; car les angles ACE, BCE, pris
ensemble, valent deux angles droits, et les deux autres
ACD, BCD, ont la méme valeur. :
En général, si tant de droites quon voudra CA,
CB, etc., se rencontrent en un point G, la somme
de tous les angles consécutifs ACB, BCD, DCE,
ECF, FCA, sera égale 4 quatre angles droits : car .
si on formait au point G quatre angles droits au
moyen de deux lignes perpendiculaires entre elles , le
méme espace serait rempli, soit par les quatre angles

- droits, soit par les angles successifs ACB, BCD, etc.

PROPOSITION VL

THEOREME,

Deux triangles sont égaux, lorsqu’ils ont un
angle égal compris entre deux cotés égaux
chacur a chacun.

Soit l'angle A égal a l'angle D, le coté AB égal a
DE, le coté' AC égal 4 DF; je dis que les triangles
ABGC, DEF, seront égaux.

En effet, ces triangles peuvent étre posés 'un sur
'autre de maniére qu’ils coincident parfaitement. Et
d’abord si on place le c6té DE sur son égal AB, le
poiat D tombera en Aetle point E en B : mais puis-
que l'angle D est égal a I'angle A; dés que le coté
OE sera placé sur AB, le c6té DF prendra la direc-
tion AC. De plus DF est égal a AC; dong le point T
tombera en G, et le troisi¢me c6té EF couvrira exac
tement le troisieme c6té BG; donc le triangle DEF
est égal au triangle ‘ABC*,

Corollazre De ce que trois choses sont égales dans ~
deux tr mng]es savoir, Vangle A =D, le c6té AB —=
DE, et le cdté AG=DF, on peut (,onc]mo que les



LIVRE 1. 1
trois autres le sont, savoir, langle B — E, langle
C=F, et le c6té BC =EF.

PROPOSITION VI
THEOREME.
Deux tn'anglés sont égaux, lorsqu’ils ont un

cOté égal adjacent a deux angles égaux chacun
@ chacun.

Soit le coté BC égal au coté EF, langlp B égal a fg. 23,

Pangle E, et 'angle G égal a langle F; je dis que le .

triangle DEF sera égal au triangle ABC.

Car, pour opérer la superposition, soit placé EF
sur son égal BG, le point E tombera en B, etle point
F en C. Puisque I’angle E est égal a l'angle B, le c6té
ED prendra la direction BA; ainsi le point D se
trouyera sur quelque point de la ligne BA. De méme,
puisque I'angle F est égal a I'angle C, la ligne FD
prendra la direction CA, et le point D se trouvera
sur quelque point du cété CA; donc le point D qui
doit se trouver a la fois sur les deux lignes BA, CA,
tombera sur leur intersection A ; donc les deux trian-
gles, ABG, DEF, coincident lun avec l'autre, et sont
parfanement égaux.

Corollaire. De ce que trois choses sont égales dans
deux triangles, savoir, BC—=EF, B—=E, C=F, on
peut conclure que les trois autres le sont, savoir,
AB=DE, AC=DF, A=D.

PROPOSITION VIIL

THREORREM E.

Dans tout triangle un cdté quelconque est plus

petit que la somme des deux autres.
Car la ligne droite BG, par exemple, est le plus

“

fig. 23.
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court chemin de B en C*, donc BC est plus petit que
AB 4 AC. :

PROPOSITION IX.

THEOREME.

Si d’un point O pris au-dedans du triangle
ABC, on méne aux extrémités d’'un cité BC les
droites OB, . OC, la somme de ces droites sera
moindre que celle des deux autres cotés AB, AC.

Soit prolongé BO jusqu’a la rencontre du cdté AG
en D; la ligne droite OC est plus courte que OD +-
DC*: ajoutant de part et d’autre BO, on aura BO -
0C < BO+40D+DC; ou BO+40C < BD+DC.

On a pareillement BD < BA+ AD ; ajoutant de
part et d’autre DC, on aura BD+DC < BA 4 AC.
Mais on vient de irouver BO 4+ 0OC < BD+DC ;donc
a plus forte raison, BO+0C < BA + AC.

PROPOSITION X

THROREME.

’

Si les deux cdtés AB, AC » du triangle ABC
sont égawx aux deux cétés DL, DI, du triangle
DEF, chacun a chacun ; sien méme temps l'angle
BAC, compris par les premiers , est plus grand
que langle EDY , compris par les seconds; je
dis que le troisieme c6té BC du premier triangle
sera plus grand que le troisiéme LF du second.

Faites V'angle CAG:=D, prenez AG=DE, et
joignez GG, le triangle GAG sera ¢gal au triangle
DEF , puisqu’ils ont par construction un angle égal

compris entre c4tés égaux”® ; on aura donc CG=EF.

Maintenant il peut y avoir trois cas, selon que le point
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G tombe hors du triangle ABC, ou sur le cété BG;
ou an-dedans du méme trlangle
Premier cas. La.ligne droite GG est plus courte
que GI 4-1C, la ligne droite AB est plus courte que
Al 4 1B; dono GC+ AB est plus petit que GI 4+ Al 4
[C+ IB, .ou, ce qui est la mémechose, GG+ AB < AG
~+BC. Retranchant d'un c6té AB et de l'autre son égale
AG il restera GC < BC : or GC = EF; donc on aura
A EF< BC.

fig. 25.

Second cas. Si le point G tombe sur le céte BC,il fs. 26.

est évident qgue GC ou son egale EF sera plus peut
que BC. .

Troisieme cas. Enfin si le point G tombe au-dedans
du triangle ABG, on aura, suivant le théoréme pré-
cédent, AG+4GC < AB+-BC. Retranchant d'une part
AG,et de I'autre son eoflle AB, ll restera GC <BC, ou
EF < BC.

Scholie. Réciproquenient, si les deux cotés AB,AC, .

du triangle ABG sont égaux aux deux cdtés DE, DF
du triangle DEF; si, de plus, le troisiéme cdté CB du
premier triangle est plus grand que le troisiéme EF
du second, je dis que I'angle BAC du premier triangle
sera plus grand que T'angle EDF du second.

Car si on nie cette proposition il faudraquel’angle
BAC soit égal a EDF, ou qu’il soit plus petit que EDF ;
dans le preinier cas, le cote CB serait égal a EF*; dans

le second , CB serait plus pan queEF; or 'un etl "autre

est contraire a la supposition ; clonc langie BAC est
plus grand que EDF. '
PROPOSl'l_‘ION X1

THEOREME,

Deux triangles sont égaux ; lorsqu’ils ont les
trois cotés égaux chacun achacun.

fig. 27.
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Soit le coté AB—=DE, AC=DF, BC=EF, je dis
guwon aura P’angle A—=D, B—=E, C=F.

Car si I'angle A était plus grand que langle D,
comme les cotés AB AGC, sont egaux aux cotés DE,
DF chacun 3 chacun il s’ensuivrait, par le theoreme
pre’cédem, que le cc‘ne’ BC est plus grand que EF;
et si 'angle A était plus petit que l'angle D, il s'en-

suivrait que le c6té BC est plus petit que EF ; or, BG

est égal 4 EF; donc l'angle A ne peut étre ni plus
grand ni plus petit que 'angle D; donc il lui est égal.
On prouvera de méme que langle B=E, ét que
l'angle C=F.

Scholie. On peut remarquer que les angles égaux
sont opposeés & des cotés égaux : ainsi les angles égaux
A et D sont opposés aux codtés égaux BC, EF.

PROPOSITION XII

THEOREME.

Dans un triangle -isoscéle, les angles opposés
aux cOtés égaux sont égaux.

Soit le coté AB=—AG, je dis quon aura l'angle
CG=B.

Tirez la ligne AD du sommet A au point D, milieu

- dela base BC, les deux triangles ABD, ADC, auront

les trois cétes égaux chacun a chacun.; savoir AD
commun, AB=—=AQC par hypothése, et BD —=DC par
constructlon donc, en vertu du théoréme precedent
Pangle B est egal a 1 angle C,

Corollaire. Un triangle équilatéral est en méme

-temps équiangle , c’est-a-dire, qu'il a ses angles égaux.

Scholie, L’ égalité des triangles ABD, ACD, prouve
en méme témps que langle BAD—=DAC, et que
langle BDA=—=AD(; donc ces deux derniers sont
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“dvoits; done la ligne menée du sommet dun triangle

isoscele au mnilienw de sa base, est perpendiculaire &
cette base, et divise l'angle du sommet en deux parties
égales.

ment pour base un coté quelconque et alors son
sommet est celui de I'angle opposé. Dans le triangle
1soscéle on prend particuliérement pour base le coté
qui n'est point égal a 'un des deux autres.

PROPOSITION XIIL

THEOREME.

Reéciproquement; si deux angles sont égaux
dans un triangle, les cotés opposessel ontégaux ,
et le triangle sera zoo.scele

Soit 'angle. ABC=—=ACB, je dis quele coté AC sera
égal au coté AB.

Car si ces cOtés ne sont pas égaux , soit AB le plus
grand des deux. Piénéz BD:== AC et 101gnez DG,
L'angle DBC est, par hypothése, eoal a ACB; les
deux cotés DB, BC sont égaux anx deux AC, CB
donc le nmngle DBC * serait égal au riangle ACB
Mais la partie ne peut pas étre égale au toiut; doiic il
n’y a point d’inégalité entre les cotés AB, AC; donc
le triangle ABC est isoscéle.

PROPOSITION XIV.
THEROREME.

De deux cétés d'un mangle celui-la est le

4plus grand guz est opposé a un plu.s grand
(mgle et reaproquenzent, de deux: angles d’un -

PR

Dans un triangle non isoscéle on pf'end indifférem-

fig. 29.

*pr, 6.
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- ’ a A - . !
triangle, celui-la est le plus grand qui est op-

" posé & un plus grand cété.

Bg. 3o.

*pr. 13,

*pr.13,

? pr. b,

1° SoitTangle C > B, je dis que le cété AB opposé
a langle C est plus gland que le c6té AC opposé i
l'angle B.

Soit fait Tangle BCD::B; dans le triangle BDG
on aura * BD=DC. Mais la ligne droite AC est plus
courte que AD--DC, et AD + DC=—=AD +DB=
AB; donc AB est plus grand que AC. '

2° Soit le coté AB > AC, je dis que l'angle C opposé
au cb6té AB sera plus grand que langle B opposé au
codté AC.

Car si on avait G< B, il s'ensuivrait, par ce qui
vient d'étre démontré, AB < AC, ce qui est contre la
-supposition. Si on avait C=3, il s'ensuivrait * AB=
AG, ce qui est encore contre la supposition ; donc il
faut que I'angle C soit plus grand que B.

PROPOSITION XV,
TEHEOREME.,

D’un point A donné hors d'une droite DE, on
ne peut mener qu’une seule perpendtculaue a
cette droite.

Car supposons quon puisse en mener deux AB et
AG; prolongeons I'une d’elles AB d’'une quaniité BF
=AB, et joignons FC. :

Le triangle CBF est égal au triangle ABC : ca
I'angle CBF est droit ainsi que CBA, le c6té CB est
comuann , et le c6té BF = AB; donc ces triangles
sont égaux *, et il s’ensuit que l’angle BCF = BCA.
L'angle BLA est droit par hypotheése; donc I'angle
BCF l'est aussi. Mais si les angles adjacents BCA, BCF,
valent ensemble deux angles droits, il faut quela ligne
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ACE soit droite®; d'ott il résulte qu'etitre les deux
mémes points A et F, on pourrait mener deux lignes
droites-ABF ; ACF; ce qui est impossible *; donc 1l
est pareillemem im'possible que deux perpeudiculairee
soient inenées d'un méme point sur la méne ligne
droite. -

W

Scholie. Par un méme point G donné sur la ligne

AB, il est également impossible de mener denx per-
pendiculaires A cette ligne : car si CD et CE éraient ces
deux. perpendiculaires, 'angle DCB serait droit ainsi
que BCE, et la partie serait égale au tout.

PROPOSITION XVI.

THEOREME.

St dun /)omt A ‘situé hors _d’'uné droite DE on
mene la perpendiculaire AB sur cetle droite, et
différentes obliques AE, AC AD, etc:, a (l(ffp
rents points de cetle mcme droite :

1°. La perpendiculaire AB. sera plus courte
que toute oblique.

2° Les deux obliqgues AC, AE, mences de
part et dautre de la perpendiculaire & des dis-
tances dégales BC, BE , seront dgales.

3° De deux obliqgues AC et AD, ou AL et AD,
mendes comme_on voudra, celle qui s’écarte le
plus de la pelpénd[c_'ula[re sera la plus longue.

Prolongez la_ perpendiculaire AB _d'une quantité
BF — AB, etjoignez FC, ID.

1° Le trnngle BCF est égal au triangle BCA, car
[§ angle droit CBF = CBA, le c6té CB est commun, et

*opre 4.

*ax, 4.

fig. 31,

le cbté BF = BA; domt ™® le troisieme coté CF estegql * pr. 6.

2
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au troisiérme AG. Or, ABF ligne droite est plus courte
gque ACF ligne brisée; done AB moitié de ABF est
plus courte que AG moitié de ACF ; donc 1°, la per-
pendiculaire est plus courte que toute oblique.

2° Si on suppose BE==BC, comme on a en outre AB
commun et 'angle ABE=—=ABQC, il s’ensuit que le tri-

- angle ABE est égal au triangle ABG*; donc les cdtés

AE, ACsont égaux; donc 29, deux obliques qui s’écar-
tent également de la perperdiculaire sont égales.
3¢ Dans le triangle DFA la somme des lignes AC,

. CF, est plus petite* que la somme des cétés AD, DF;

donc AC, moitié de la ligne ACF, est plus courte
que AD moitié de ADF; donc 3° les obliques qui
s'écartent le plus de la perpendiculaire sont les plus
longues. )

Corollaire 1. La perpendiculaire mesure la vraie.
distance d’'un point & une lighe, puisqu’elle est plus
courte que toute oblique.

-IL. D'un méme point on ne peut mener i une méme
ligne trois droites égales : car si cela était, il y aurait
d'un méme cé6té de la perpendiculaire deux obligues
égales, ce qui est impossible.

PROPOSITION XVII

THEOREME.

Si par le point G, milieu de la droite AB, on
éleve la perpendiculaire BV sur cette droite;
1° chaque point de la perpendiculaire sera éga-
lement distant des deux extrémités de la ligne
AB; 2° tout point situé hors de la perpendici-
laire sera inégulement distant des inémes extre-
mités A et B.

" Car, 1° puisqu’on suppose AC==CB, les deux obii-
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ques AD, DB, s'écartent également de la perpendi-
culaire; donc elles sont égales. Il en est de méme Jes
deux obliques AE, EB, des deux AF, FB, etc. ; donc
1°, tout point-de la perpendiculaire est également dis-
tant des extrémités A et B. -

2° Sott I un point lors de la perpendiculaire ; si

on joint [A, IB, 'une de ces lignes coupera la per-
pendiculaire en 1), d’ott tirant DB, on aura DB=DA.
Mais la ligne droite IB est plus petite que la ligne
brisée ID4-DB, et IDDB=—=ID4-DA—IA ; donc
"IB <TA; donc 2°, tout point hors de la perpendicii-
laire est inégalement distant des extrémités A et B.

PROPOSITION XVII'[t
'xl‘n FOREME.
Deux trz'.angles rectaﬁgles sont égaux lors-

qu’ils ont Uhypoténuse égale et un coté égal.

Soit hypoténuse AG==DF, et le cdté AB=DE, je
dis que le triangle rectangle ABC seva égal au triangle
rectangle DEF.

L’égalité serait manifeste si le troisiéme coté BC-

était égal au troisieme EF : supposons, sil est pos-
sible, queé ces cOtés ne soient pas égaux, et que BC
soit le plus grand. Prenez BG=EF, et joignéz AG.
Le triangle ABG est égal au triangle DEF ; car I'angle
droit B est égal a I'angle droit E, le coté AB—=DE, et
le c6té BG==EF ; donc ces deux triangles sont égaux*
et on'a par conséquent AG==DF; mais, par hypo-
thése, DF=—=AC; donc AG=AC. Mais l'oblique AC
ne peut étre égale 3 AG*, puisquelle est plus éloignée
de la perpendiculaire AB; donc il est impossible que
2.

fig. 33.

* pr. 6.

* proan,
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BC .dittére de EF; donc le triangle ABC est égal au
triangle DEF.

PROPOSITION XIX.
TH[’;ORﬁME.

Dans tout triangle, la somme des trois angles est
égale a deux angles droits.

Soit. ABC le triangle proposé dans lequel nous
suppososons (1) que AB est le plus grand cété-et BC
le plus petit, et qu’ainsi ACB est le plus grand angle,
et BAC le plus petit. *

Par le point A et par le point I mllleu du cdté op-
posé BC, menez la droite Al que vous prolongerez en,
c jusqua ce que'AC'==AB; prolongez de méme AB
en B’ jusqu'a ce que AB' soit double de AL

Si on désigne par A, B', G, les trois angles du tri-
angle ABC etsemblablement par A’,B’,(’ les trois angles
du triangle AB'C’, je dis qu'on aura I'angle C’=B+-C,
et l'angle A=A'~+B’, d'ott résulte A+4B+C=A'+-B’
+ (', c'est-a-dire que la somme des trois angles est lu
méme dans les deux triangles.

Pour le prouver, faites AK—=AI et joignez C'K ,
vous aurez le triangle C'AK égal au iriangle BAIL Car
dans ces deux triangles, 'angle commun A est comn-
pris entre cotés égaux chacun a chacun, savoir: AC,
==AB, et AK—AL Donc le troisiecme coté C'K est égal
au troisiéme BI ; donc ausst 'angle AC’ K-—-ABC et
I'angle AKC = AIB

Je dis maintenant que le triangle B'C’K est égal an
triangle ‘ACI, car la somme des deux angles adjacens

* pr. 2. AKG'4-CG’KB’ est égale a deux angles droits* ainsi que

(1) Cette supposition n'exclut pas le cas ot le c6té moyen AC
serait égal & I'un des exirémes AB ou BC.
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la somme des deux angles AIC4-AIB; retranchant de

part et d’autre les angles égaux AKC’, AIB, il restera

l'angle C'’KB'=AIC. Ces angles égaux d'ms les deux
mangles sont ‘compris entre cOtés égaux chacun &
cllacun, savoir C’'’K =IB=CI, et KB'=——=AK=—AI,
puisqu’on asupposé AB'=—= 2AI— 2AK. Doncles deux
triangles B'C'K , ACl, sont égaux*; donc le cdté C'B’
=AC, langle B C'’K==ACB, et l'angle KB'C'=CAI.

Il suit de 1 1° que I'angle AC'B’ désigné par G’ est
composé de deux angles égaux aux angles B et C du
triangle ABG, et quainsion a C’=B+-C; 2° que I’angle
A du triangle ABC est composé de l'angle A’ ou
C'AB’' qui appartient au triangle AB'C’ et de Vangle
CAI égal a I'angle B’ du méme triangle, ce qui donne
A=A'4B'; donc A4+B4C=A'4B'+ C. D%ail-
leurs puisqu’on a par hypothése AC <AB et par-con-
séquent G'B’ < AC', on voit que dans le triangle AC'B
Pangle en. A, désigné par A’, est moindre que B’,
et comme la somine des deux est égale & l'angle A
du triangle proposé, il s’ensuit qu'on a l'angle A
< - A,

Si on applique la méme construction au triangle
AB'C’, pour former un troisiéme triangle AC"B"
dont les angles seront désignés par A", B”, G", on
aura semblablement les deux égalités C"——C + B

A'—=A"4-B",dou résulte A’+B'4C'=A"-B"4C",

Ainsi la sommie des trois angles est la méme dans ces
trois’ triangles on aura en méme tems angle A" <A’
el pav conséquent A" <iA.

Continuant mdeﬁmment lasuite des triangles AC'B’
AC"B” etc. on parwendra A un tmangle abe dang
lequel la somme des trois angles sera toujours la méme
que dans le triangle proposé ABC-et qui aura ’angle
a plus petit que tel terme qu'on voudra de la pro-
gression décroissante A, ;A 1A, etc.

On peut donc supposer. cette suite de triangles

* pr.o.
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prolongée jusqua ce que I'angle a soit moindre que
toit angle donné. -

Et si au moyen du triangle abc on construit
le triangle suivant a'b'c’, la somme des angles
a'4&' de celui-ci sera égale a I'angle @, et sera par
conséquent moindre que tout angle donné ; d'ott I'ont
voit que la somme des trois angles du triangle a'4’¢’
se réduit presque au seul angle ¢'.

Pour avoir la mesure précise de cette sonune , pro-
longeons le c6té a'c’ vers &', et appelons z'-Vaugle -
extérieur &'c’'d’; cet angle 2', joint & langle ¢’ du
triangle @'d'c’, fait une somme égale a deux angles
droits*; ainsi en désignait ’angle droit par I, on aura
¢'=2D—x'; donc Ja somme des angles du triangle
a'c'd' sera

aD4a' 40 —=x'.

Mais on peut concevoir que le triangle a’c's’ vavie
dans ses angles et ses cOtés, de maniére A représenter
les triangles successits qui naissent ultérieurement de
la méme construction et s'approchient de plus eu
plusdelalimite o lesanglesa' et'seraient nuls. Dans
cette limite la droite a'c'd’ se confondant avec a'd’,
les trois points a',¢',4’, finissent par étre exactement
en ligne droite; alors les angles J' et =’ deviennent
nuls en méme tems que &', et la quantité 2 D4-a'4-4'
— ,4qui mesure Ja somme des troisaugles datriangle
a'c'd’, se véduit 3 2 D, donc dans tout triangle la
somme des trois angles est égale a deux angles droits.

Corollaire 1. Deux angles d’un triangle étant donnés,
ou seulement lear somme, on connaitra le troisiéme
en retranchaut la somme de ces angles de deux angles
droits.

LL. Si deusx angles d’un u-iaxigle sont égaux a deux
angles d'un autre triangle, chacun a 'chacun, le troi-
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sitme ‘de I'un sera égal au troisieme-de l'autre, et
les deux triangles seront équiangles entre eux.

1I1. Dans un ‘triangle il ne peut’y avoir quun seu|

angle droit; car s’il y en avait deux, le troisiéme
devrait étre nul; a plus forte raison un triangle ne
peut-il avoir qu’'un seul angle obtus.

IV. Dans un triangle recta;{gle la somuie des deux
angles aigus est égale & un angle droit.

V. Dans_an triangle équilatéral chaque angle est
le tiers de deux angles droits ou les deux tiers dun
angle droit. Donc si I'angle droit est exprimé par 1,
langle du triangle Ie'q_ﬁilaté,r:il le sera par 3.

VI. Dans tout triangle ABG sion pfolonge le coré

AB vers D, I'angle extérieur CBD sera égal a la som-
. me des deux intérieurs opposés'A et G ; car en ajoutant
de part et d'autre ABG, les deux somnies sont égales
. 4 deux angles droits.

PROPOSITION XX.

THEOREME,

La somme de tous les angles intéricurs d'un
“polygone est égale a autant de fois deux angles
droits qu’il y a d’unités dans le nombre des
‘cOtés moins deux. -

-

" Soit ABCD etc. le polygone proposé; sidu sommet
d'uan méme angle A, on méne a tous les sominets des
angles opposés les diagonales AC,-AD, AE, etc.,
il est aisé de voir que le polygone sera partagé en
cing triangles , sil a sept cOtés; en six triangles, s'il
avait huit ctés; et en général, en autant de triangles
que le polygone a de c6tés moins deux ; car ces trian-
gles peuventéire considérés comme ayaut pour sonmet

ﬁg‘ 42.



lig. 43.

24 h GFOMET RIE.

commun le point A, et pour bases les différents cotés des
pulygones excepté les deux qui forment I'angle A. Ou
voit en méme temps que la somme des angles de tous
ces triangles ne difféere point de la soinme des angles
du polygone; donc cette derniére somme est égale
a autant de fois deux angles droits qu’il y a de triaugles,
¢’est-a-dire, qu'il y a d'unités dans le nouibre des cotés
du polygone moins deux.

Corollaire 1. La somme des angles d’un quadrilatére
est égale & deux angles droits mulnpheq par 4—2, ce
qui fait quatre angles droits. Donc si tous les augles
d'un quadrilatére sont égaux, chacun d’eux sera un
angle droit : ce qui justifie la définition xvir ol l'on
a supposé que les quatre angles d'un’ quadrilatére
sont droits, dans le cas du rectangle et du quarré.

II. La somme des angles d’un pentagone est égale
a deux angles droits multipliés par 5 — 2, ce qui
fait 6 angles droits. Donc lorsqu'un pentagone est
équiangle, cest-a-dire lorsque ses angles sont égaux
les uns aux autres, chacun d’enx est égal au cin-
quiéme de six angles droits, ou aux ¢ d’un angle droit.

III. La somme des angles d’'un hexagone est de

2% (6—2)ou 8 angles droits; donc dans I'hexagone
“équiangle, chaque angle est § ou ¢ d'angle droit.

Scholie. Si on voulait appliquer cette proposition
a un polygone dans lequel il y aurait un ou plusieurs
angles rentrants, il faudrait considérer chaque angle
rentrant comme étant plus grand que deux angles
droits. Mais, pour éviter tout embarras, nous une
considérerons ici et dans la suite, que les polygones
a angles saillants, qwon peut appeler autrement poly-
gones convexes. 'Tout polygone convexe est tel, qu'une .
ligne droite , menée comme on voudta, ne peut rencon-
trer le contour de ce polygoue qu'en deux points.
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PROPOSITION XXI.
THEOREME,

Si deux lignes droites AB, CD, sont perpend-
- culaires a unetroisiéme FG, ces deux lignes seront
paralléles, c’est-a-dire qu’elles ne powrront se
rencontrer a quelque distance qu’on les prolonge.

Car si elles serencontraient en un point G, il y aurait
deux perpendiculaires OF, OG, abaissées din méme
point O sur une mémeligne FG, ce gquiestimpossible.”

PROPOSITION XXIL
THEOREME.

8¢ deux lignes droites 4B, CD, font avec une

* troisiéme EF , deux angles intérieurs BEF, DFE,

dont la somme soit égale a deux angles\droits,
les lignes 4B, CD, seront paralléles.

- Si les angles BEF DFE étaient égaux, ils. seraient
droits I'un et lautre, et on tomberait dans le cas de
la, proposition précédente; supposons donc gu'ils sont
inégaux et parlepoint F , sommet du plus grand, abais-
sons FG perpendiculaire sur AB.

Daus le triangle EFG, la somme des deux angles
aigus FEG+EFG est égale a un angle droit *; cette
somme étant retranchée de la somme BEF 4 DFE
égale par hypothése a deux angles droits, il restera
langle DFG égal a un angle droit. Douc les deux li-
gnes AB, CD, somt perpendmulmres aune meme ligue®
FG, dom elles sont paralléles *.,

fig. 36,

* pr. 18,

fig. 36.

*pr. 19.

cor. 4.

* pr. 21,
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PROPOSITION XXI1ILI.
THEORREME.

St deux lignes droites AB, CD, font avec une

* troisiéme EF , deux angles intérieurs d’un méme

coté , dont la somme soit plus petite ou plus
grande que deux angles drotts, les lignes AB, CD
prolongées suffisamment , devront se rencontrer.

Soit 1° La somme BEF+EFD plus petite que deux

“angles droits , menez FG de maniére que l'angle

EFG=AEF, vous aurezla somme BEF-EFG égale
a la somme BEF-AEF et par conséquent égale a
deux angles droits, et puisque BEF 4 EFD est plus
petite que deux angles droits, la droite DF seracom-
prise dans l'angle EFG.

Par le poiut F tirez une oblique FM qui rencontre
AB en M, l'angle AMF sera égal 3 GFM, puisqu’en
ajoutart de partet d’autre une méme quantité EFM
+FEM, les deux sommes sont égales chacune i deux
angles druits. Prenez ensuite MN=FM et joignez FN;
lanvle AMF , extérieur au triangle FMN , est égal a
la somime des deux intérieurs opposés MFN , MNF*;
ceux-ci sont égaux entre eux , puisqu’ils sont opposés
a des cOtés égaux MN , FM; donc I'angle AMF ou son
égal MFG est double de MFN donc la droite FN
dnnse en deux parnes égales!’ angle GFMetrencontrela
ligne AB en un point N situé a la distance MN=FM.

Il suit de la méine démonstration que si on prend
NP =FN, on déteriminera sur la llgne AB le point P
ou aboutit la droite FP qui fait langle GFP égal a la

" moitié de I'angle GFN, ou au quart de l'angle GFM,

- On peut donac prendre ainsi successivement la moitié
le quart, le Luitiéme, ete: de l'angle GFM, et les
lignes qui operent ces divisions , rencontreront laligne
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AB en des points de plas en plus éloignes , mais faciles
i déterminer, puisque MN—FM, NP=FN, PQ=
PF, etc. On peut méme observer que chaque distance
d’nn de ces points d'intersection au point fixe F, n’est
pas tout a fait double de la distance du point d'intersec-
tion précédent, car FN par exemple est moindre que
FM—+MN ou 2 FM; on a pareillement FP <2FN,
FQ < 2FP, etc. ' :

Mais en continuant de sous-diviser I'angle GFM e¢n
raison double, on parviendra bientét a un angle GF7
plus petit que I'angle donné GFD, et il sera encore
vrai que FZ prolongée rencontre AB en un point dé-
terminé : donc & plus forte raison la droite FD com-
prise dans I'angle EFZ, rencontrera AB.

- Supposons 2° que la somme des deux angles inté-
rieurs AEF4-CFE est plus grande que deux angles
droits, si I'on prolonge AE vers B et CF vers D, la
somme des quatre angles AEF, BEF, CFE, EFD ,sera
égale a quatre angles droits; donc si de cette somme
on retranche AEF--CFE plus grande que deux
angles droits, il restera la somme BEF+EFD plus
petite que deux angles droits. Donc suivantle premier
casles lignes EB, FD, prolongées suffisamment, doivent
se reincontrer. ’

Corollaire. Par un point donné F on ne peut mener
qu’une seule paralléle a la ligne donnée AB ; car ayame
tiré FE a volonté, il n'y a qu’une ligne FG qu fasse

la somme des deux angles BEF+ EFG, égale’a deux

angles droits; toute antre droite FD ferait la somme
des deux angles BEF+EFD plus petite ou plus grande

que deux droits; et rencontrerait par conséquent .

la ligne AB. _
PROPOSITION XX1V.
THEOREME,
S deux lignes paralléles AB, CD, sont ren-
contrées par une sécante UF , la somme des

-

fig.38.
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ungles intérieurs AGO , GOC, sera égule a deux
angles droits. ‘

Car si elle était plus grande ou plus petite, les deux
droites AB, CD, se rencontreraient d’un cété ou de
Pautre* et ne seraient pas paralléles.

Corollaire 1. Si I'angle GOG est droit, langle AGO
sera aussi un angle droit; donc toute ligne perpern-
diculaire i I'une des paralléles est perpendiculaive &
lautre. o

Corollaire 1L. Puisque la somme AGO + GOG est
égale 4 deux angles droits, et que la somme GUD -
GOG est aussi égale a deux augles droits; si on re-
tranche de part et d'autre GOG, on aura l'angle AGO

. ==GOD. Diailleurs AGO=BGE, et GOD=COF*;

donc les quatre angles aigus AGO, BGE, GOD, COF,

‘sont égaux entre.eux; il en est de méme des quatre

angles obtus AGE, BGO, GOC, DOF. On peut’ob-
server de plus guw'en ajoutant I'un’ des quatre angles
aigus 4 I'un des quatre obtus, la somme sera tou]ours
égale a deux angles droits,

Scholie. Les ang.es dong on vient de parler, coni-
parés deux 4 deux, prennent différents noms. Nous
avons déja appelé les angles AGO, GOC, interienrs
d’un méme cité; les angles BGO, GOD , ont le méme
nom ; les angles AGO , GOD, sappellent alternes-
internes , ou simplement alternes; il en est de méme
des angles BGO , GOC. Enfin on appelle internes-
externes les angles EGB, GOD, ou EGA, GOG, et
alternes-externes les angles EGB, COF, ou AGE, NOF.
Cela posé on peut regarder les propositions suivantes
corme étant déja démontrées.

1 Les angles intérients d’'un méme cote, pris en-
semble, valent deux angles droits.

2" Les angles alternes-internes sont égaux, ainsi que
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les angles niternes-externes, et les angles alternes-
externes.
Recnproquement si dans ce second cas, deux augles
- e méme nom sont égaux , on peut conclure que les
lignes auxquelles ils se rapportent sont paralléles.
Soit, par exemple, 'angle AGO ==GOD; puisque GOC
-+ GOD est égal 4 deux droits’, on auwra aussi AGO -~
-~ GOC égal i deux droits, douc* les lignes AG, CO, *pr. 2.
“sont paralléles,

! PROPOSITION XXV.
THEOREME.

Deux lignes AB, CD, paralleles a une troi- fg.39.
siéme EF , sont paralieles entre elles. .

Menez la sécante PQR perpendiculaire & EF.
Puisque AB est paralléle 3 EF, la sécante PR sera
pevpendiculaire 2 AB*; de méme puisque CD est pa- *cor.1.
ralléle 3 EF, la sécante PR sera perpendiculaire a P %
GD. Donc AB et CD sont perpendiculaires i la’ méme
droite PQ; donc elles sont paralléles *. - *pr.az,

PROPOSITION XXVI.
THEOREME.

Deux paralicles sont pdrtout égalmnent dis-
lantes.

Etant données les deux paralleles AB, CD, si par fg. jo.
deux points pris a volonté, on éléve sar AB les deux
perpendlculalres EG,FH, les droites hG FH, seront
en méme temps perpendlcnlalres aCD*;je dls de plns #pr. 2.
que ces droites seront égales entre elles.

Car en tirant GF, les angles GFE, FGH, considérés
pav rapport aux paraileles AB, CD, seront égaux
comme alternes - intcrnes*; de méme puisque les ..
droites EG , FH, sont perpendiculaires i une méme pr24-

3
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droite AB, et par conséquent paralléles entre elles,
les angles EGF GTH, considérés par rapport anx

‘paralléles GE , FI'[; seront égaux comme alternes-

internes. Donc les deux triangles EFG, FGH , ont un
cdté commun FG adjacent 4 deux angles égaux,
chacun a chacun ; donc cés deux triangles sont
égaux”; donc le c6té EG qui mesure la distance des
paralléles AB, CD, au point E, est égal au cdté FH,
qui mesure la distance de ces mémes paralléles au
point F.

PROPOSITION XXVII.
THEOREME.

Si deux angles BAC, DEF, ont les cdtés pa-
ralléles , chacun a chacun , et dirigés dans le
mméimne sens, ces deux angles seront égauzx.

Prolongez, sil est nécessaire , DE jusqu’a la ren-
contre de AC en G ; l'angle DEF est égal 3 DGC,
parce que EF est paralléle a GC*; ‘l’angle DGC est
égal a BAG, parce que DG est paralléle & AB; donc
langle DEF est égal a BAC.

Scholie. On met dans cette proposition la restriction
que le coté EF soit dirigé dans le méme sens que AC
et ED dans le méme sens que AB; la raison en est que
si on prolonge FE vers H, l'angle DEH aurait ses
cOtés paralléles & ceux de langle BAC, mais ne
lui serait pas égal. Dans ce cas, langle DE e
I'angle BAC feraient ensemble deux angles droits.

PROPOSITION XXVIIL

.

THEOREME.

Les cdtés opposés d'un paralléIOgramme sornt
égaux, ainsi que les angles opposés.

Tirez la diagonale ‘BD, les deux, triangles ADB,
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DBC, ont le c4té commun BD; de plus, a cause des
paralléles AD, BG, l'angle ADB=DBC* et 4 cause
des paralléeles AB, CD, l'angle ABD=BDC ; donc
les deux triangles ADB, DBC, sont égaux *; donc le
c6té AB opposé a l'angle ADB est égal au cdté DC
opposé & l'angle égal DBC, et pareillement le-troi-
siéme coté AD est égal au troisieme BC; donc les
cotés opposés d'un parallélogramme sont égaux.

¥ pr. 24,

*pr. 7.

En second lieu, de legalnte des mémes trlangles il .

s'ensuit que I angle A est égal a langle C, et aussi que
I'angle ADC, composé des deux angles ADB, BDC,
est égal EY l’angle ABG, composé des deux angles
DBC, ABD, donc les angles opposés d'un parallélo-

gramnie sont égaux.

’

Corollaire. Donc deux paralléles AB, CD, com-
prlses entre deux autres paralleles AD BC, sont
égale .

PROPOSITION XXI1X.
_'riuéonfsmn.

Si.dans un guadnlatere ABCD les cdtes op-
posés sont égaux, en sorte qu’on ait AB_.CD
et AD=BC, les cOtés égaux seront paralleles, el
la figure sera un parallélogranme.

Car, en tirant la diagonale BD, les deux triangles
ABD, BDC auront les trois cotes égaux chacun A
chacun donc ils- seront egaux donc langle ADB op-
posé au coté AB, ‘est égal a I'angle'DBC opposé au
coté CD ; donc"le coté AD est paralléle 3 BC. Par
nne sc.mblable raison, AB est paralléle a CD; donc le
qnarlnlatere ABCD est un paralleloaramme

fig. 44.

pr. 24
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PROPOSITION XXX.
THEORAME.

S deux c6tés opposés AB, CD, d’un quadri-
latére sont égaux et paralléles, les deux auires
cotés seront pareillement dganx et paralléles, et
la figure ABCD sera un parallélogramme. .

Soit tirée la diagonale BD; puisque AB est pa-
rallele 4 CD, les aungles alternes ABD, BDC, sont
égaux * : d'ailleurs le c6té AB—=DC, le cdté DB est
commun; donc le trmngle ABD est egal au triangle
DBC * donc le c6té AD=BC, angle ADB= DBC
et par conséquent AD est parallele a BC; donc Ia

fignre ABCD est un parallelogramme.,

" PROPOSITION XXXL

THEOREME.

Les deux diagonales AC, DB, d’un parallé.
logramme se coupent mutuellement en deux
parties égales. ‘

Car, en comparant le triangle ADO au triangle
COB, on trouve le c6té AD:=CB; l'angle ADO=
CBO*; ¢t I'angle DAO=0CB, donc ces deux tian-
gles sont égaux *; donc AO, cdté opposé a I'angle
ADO ,est égal 410G, c6té opposé a langle OBG; dono

_ aussi DO——OB

Scholie. Dans le cas du losange, les cotés AB, BC,
étant égaux, les triangles AOB, OBC, ont les trois
¢6tés égaux chacun a chacun, et sont par conséquent
égaux; d'ou il suit que I'angle AOB=BOGC, et quainsi
les deux diagonales d’un losange se coupent mutielle-

“ment a angles droits,



s

MALLAT AT AILATTIATATLAATLTIL LI AL TAAT LA LRRALAAL LI LA T
s
L L A d -

LE CERCLE ET LA MESURE DES ANGLES.

DEFINIT 'TONS.

1. _[JA éircozférence du cercle est nne ligne conrbe, fig. 46.
dont tous les points sont également distants d’un poing
intérieur qu'on appelle centre.

Le cercle est1’espace terminé par cette ligne courbe. °

. N. B. Quelquefois dans le discours on confond le cercle avec sa
circonférence; mais il sera toujours facile de rétablir Pexactitude
des expressions , en se souvenant que lecercle est une surface qui
a longueur et largeur, tandis que la cu'conference n’est qu'une
ligne. )

II. Toute ligne droite CA, CE, CD, etc., menée
du centre ala circonférence , sappelle rayon ou demi-
diametre ; toute ligne, comme AB, qui passe par le
centre, et qui est terminée de part et d’autre 2 la cir-
conférence, s’appelle diamétre. .

En vertu de la définition du cercle, tous les rayons
sont égaux; tous les diamétres sont égaux aussi, et
doubles du rayon.

IIl. On appelle arc une portion de circonférence
telle que FHG.

La corde ou sous-tendante de 'arc est la ligne droite
FG qui joint ses deux extrémités.

IV. Segment est la surface ou portion de cercle
comprise entre I'arc et la corde.

. N.B. Alaméme corde FG répondent toujours deux arcs FHG,
FEG, et par conséquent aussi deux segments; inais c’est toujours
le plus petit dont on entend parler, i moins qu’on, n’exprime
le contraire, - ’ '

3
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V. Secteur est ln partie du cercle comprise entre
- un arc DE ¢t les deux rayons CD CE, menés aux
extrémtés de cet arc. -

fig. 43 VI. On appelle ligne inscrite dans e cercle, celle
dont les extrémités sont a la circonférence, comme
AB;

3
Angle inscrit, un angle tel que BAC, dont le som-

met est a la circonférence, et qui est formé par deux
cordes;
Triangle inscrit, nn triangle tel que BAC, dont les
trois angles ont leurs sommets A la circonférence;
Et en général figure inscrite , celle dout tous les
angles ont leurs sonumnets a la circonférence: en méme
témps on dit que le cercle est circonserit a cette figure.
fg.48.  VIL On appelle sécante une ligne qui rencontre la
circonférence en deux points : telle est AB.
VIII. Tangente est une ligne qui-n'a qu'un point
de commun avec la circonférence : telle est CD.
Le point commun M s’appelle point de contact.
IX. Pareillement deux circonférences sont tas-
gentes lune 4 I'autre, lorsqu’elles n'ont qu’un point
de commun.
fig. v60. X. Un polygone est circonserit & un cercle, lorsque
tous ses cOtés sont des tangentes a la circonférence;
dans le méme cas on dit que le cercle est inscrit dans
le polygone. -

PROPOSITION PREMIERE,
THEOUEME.

By 49 Aowt diametre AB divise le cercle et sa circon-
Jcrence en deux parties égales.

*  Car si ou applique la figure AEB sur AFB, en

conservant la base commune AB, il faudra yue la

ligne courbe AEB tombe exactement sur la Iiglie
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courbe AFB, sans’quoi il y aurait dans1'une ou dans
lautre des points inégalenient éloignés du centre, ce
qui est contre la définition du cercle.

PRQPOSITION Il

THEOREME. .

Toute corde est plus petite que le diametre.

Car st aux extrémités de la corde AD on méne les 6g. 49.
rayons AC, CD, on aura la ligne droite AD < AC +
CD,ouAD< AB. .

Corollaire. Donc la plus grande ligne droite qu’on
|puisse inscrire dans un cercle est égale a son diamiétre.

PROPOSITION IIL
THEOREME.

Une ligne droite ne peut rencontrer une cir-
conférence en plus de deux points.

Car si elle la rencontrait en trois, ces trois points
seraient également distants du centre il y aurait done
trois droites égales menées d’un méme point sur une

méme ligne droite, ce qui est impossible *. - ]‘_pr. 16,
v, 1.

= . PROPOSITION 1V.

THEOREME.

Dans un méme cercle ou dans des cercles
égaux, les arcs égaux sont sous-tendus par des
cordes égales , et reaproguemont les cordes
égales sous-tendent des arcs égaux. o

Le rayon AC étant égal au rayon—EO , etlarc AMD fig. 5o.
égal a Tarc ENG, je dis que la corde AD sera égale a

fa corde EG.
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Car le diamétre AB élant égal au diamerre EF, le
demi-cercle AMDDB pourra s'appliquer exactement suv
le demi-cercle ENGT, et la ligne courbe AMDB coin-
cidera entiérement avec la ligne courbe ENGF. Mais
on suppose la portion AMD égale 4 la portion ENG ;
donc le point D tombera sur le point G ; doncla corde
AD est égale a la corde EG.

Réciproquement , en supposant toujours le rayon

AC=FO0, si la corde AD=FEG, je dis que 'arc AMD

" sera égal A I’arc ENG.

Car en tivant les myons CD, OG, les deux trian-
gles ACD, EOG, auront les trois cotés égaux chacnn
a chacun, savoir, AC=EO, CD=0G, et AD=
EG ; donc ces triangles sont égaux *; donc 'angle

. ACD=EOG. Mais en posant le demi-cercle ADB sur
son égal EGF, puisque l'angle ACD=EOG, il est

clair que le rayon CD tombera sur le rayon OG, et
le point D sur le point G; donc l'arc AMD est égal i
larc ENG. A :

.

PROPOSITION V.
THEOREME.

Dansle méme cercle ou dans des cercles égaux,

un plus grand arc est sous - tendu par une plus

grande corde , et réciproquement, si toutqfozs les
arcs dont il s’agit sont moindres gu'une demi-
circonférence.

Car soit Yarc AH plus grand que AD, et soient
menées les cordes AD, AH , et les rayons CD, CH :
les deux cotés AG, CH du mangle ACH sont égaux
aux deux cdHtés AC CD du triangle ACD langle'
ACH est plus graud que ACD; donc * le troisiéme
coté AH est plus grand que le troisiéme AD; donc
la corde gni sous-tend le plus g orand arc est |1 *)lm
grande.
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Réciproquement, si la corde AH est supposée plus
grande que AD, on conclura des mémes triangles
que l'angle ACH est plus grand que ACD, et qu'ainsi
Parc AH est plus grand que AD.

Scholie. Nous supposons que les aves dont il s’agit
sont plus petits que la demi - circonférence. Sils
étaient plus grands, la propnete contraire aurait lieu;
I’arc augmentant, la corde diminuerait, et récipro-
(uement : ainsi larc AKBD étant plus grand -que
AKBH, la corde AD du premier est plus petite que
la corde AH du second.

PROPOSITION VI

‘ THEOREME.

Le rayon CG, perpendiculaire a une corde
AB, divise cette corde et I'arc sous-tendu AGB,
chacun en deux parties égales. .

Menez les rayons CA, GB; ces rayons sont, par
rapportala perpendlculau'c CD, deux obliques égalés;
douc ils s’écartent également de la perpendlculalre
donc AD=DB.

" En second lieu, puisque AD=DB, CG est une per-
pendiculaire élevée sur le milieu de AB donc * tout
point de cette perpendiculaie doit étre également

tig. 51,

* 16, 1.

17, t.

distant des deux extrémités A et B. Le point G est un

de ces points; donc la distance AG=BG. Mais si la
corde AG est égale i la corde GB, I'arc AG sera égal
a l'arc GB*; donc le rayon CG, perpendiculaire a la

* pPro 4.

corde AB, divise I'arc sous-tendu par cette corde en

deux partics égales au point G.

Scholie. Le centre G, le milieu D de la corde Ab
et le milieu G de _larc sous-tendu par cette Corde,
sont'trois points situés sur une méme ligne perpen-

diculaire a la corde. Or il suffit de deux points ponr



fig. 52.

* 15,0,
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déterminer la position d'une ligne droite; donc toute
ligne droite qui passe par deux des points mention-
nés, passera nécessairement par le¢ troisiéme, et sera
perpendiculaire a la corde.

Il s'ensuit aussi que la perpendiculaire élevee sur
le milienw d’une corde passe par le centre et par le
milieuw de Uarc sous-tendu par cette corde. -

Car cette perpendiculaire n'est autre que celle qui
serait abaissée du- centre sur la méme corde , puis-
(irelles passent toutes 'deux par le milieu de la corde.

PROPOSITION VI1IL

. . THEOREME.

Par trois points donnés, A, B, C, non en
ligne droite, on peut toujours faire passcr une
circonférence, mnuais on n’en peut fairc passer
gu’une.

Joignez AB, BC, et divisez ces deux droites en deux
parties égales par les perpendiculaires DE, ¥G; je dis
d’abord que ces perpendiculaires se rencontreront en
un point O. : _

Car les lignes DE, FG, se couperont nécessai-
rement si elles ne sont pas paralleles. Or supposons
qu’elles fuscent paralléles; la ligne AB, perpendicu-
laire 4 DE, serait perpendiculaire 3 FG*, et I'angle
K serait droit; mais BK, prolongement de BD, cst
différente de BF, puisque les trois points A, B, C,.
ue sont pas en ligne droite; donc il y aurait deux
perpendiculaires BF | ‘BK , abuaissées d’nun méite point
sur la méme ligne, ce qui est impossible®; donc, les
perpendiculaives DE, FG, se couperont toujours en
i point O. A

Maintenant le point O, comme appartenant a la
perpendiculaire DE, est a égale distance des deux
points A et B*; le médwme point O, ‘conune apparienant

~
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i la perpendiculaive FG, est & égale distance des
deux points B, G; douc les trois distances OA, OB,
OC, sont égales; douc la circoriférence décrite du
centre O et du rayon OB passera par les trois poml.s
donnés A, B, C.

Il est prouvé par-la qu'on peut toujours faire passer
une circonférence- par trois pomls donnes, non en
ligne droue, je dls de plus qu’on n’en peut faire pas-
ser u'une.

Car s’il y avait une seconde circonférence qui pas-
sat par les trois points donnés A, B, G, son centre
ne pourrait étre hors de la ligne DE*, puisqu’alors il
serait inégalement éloigné de A et de B; il ne pour-
vait étre non plus hors de la ligne FG par une raison
semblable; donc il serait a-la-fois sur les deux lignes
DE, FG. Or. deux lignes droites ne peuvent se couper
en plus d'un point; donc il n'y a qu'uue circonférence
qui puisse passer par trois points donnés,

Corollaire. Deux circonférences ne peuvent se
rencontrer en plus de deux points; car si elles
avaient trois points communs, elles auraient le méme
centre, et ue feralent qu'nne seule et méme circois-
férence.

PROPOSITION VIIIL

THEOREME.

Deux cordes égales sont également éloignées
du centre; et -de deux cordes inégales,. la plus
petite est la plus éloignée du centre.

1° Soit la corde AB=DE : divisez ‘ces cordes en
deux également par les perpendiculaires CF, CG, et
tirez les rayons GA, CD.

Les triangles rectangles CAF, DCG, ont les hy-

poténuses CA | CD, égules; de plus le coré AF

AR 4 7R

£g. 53,



’

* 18, 1.

* pr. 5.

* 16, 1.

fig. 54.

* 16,1,

T déf, 8.

4o GEOMETR IE,
moitié de AB est égal au ¢6té DG, moitié de DE;

.douc. ces tuangles sont égaux*, et le troisieme coté

CF est égal au troisieme CG; donc, 1° les deux
cordes égales AB, DE, sont également éloignées dn
centre.

2° Soit la corde AH plus grande que DE, l'arc
AKH sera plus gland que l'arc DME*: sur larc
AKH prenez la partie ANB=DME, tirez la corde’
AB, et abaissez CF, perpendiculaire sur cette corde,
et CI, perpendiculaire sur AH; il est clair que GF
est plus grand que CO, et GO plus grand que CL*;
donc a plus forte raison CF >Cl. Mais CF=CG,
puisque les cordes AB, DE, sont égales; donc on a
CG > Cl; donc de deux cordes inégales la plus petite
est la plus éloignée du centre. -

PROPOSITION IX.
THEOREME.

Pextrémité
la circonfé-

La perpendiculaire BD, menée
du rayon CA, est une tangente
rence. .
Car toute oblique GE est plus longue que la per-
pendiculaire GA*; donc le point E est hiors du cercle;
donc la ligne BD w’a que le point A commun avec la
circonférence ; douc BD est une tangente™.

Scholie. On ne peut mener par un point donné A
qu'une seule tangente AD a la circonférence ; car si
o en pouvait mener une autre, celle-ci ne serait plus
perpendiculaire au rayon CA; donc, par rapport 4
cette nouvelle tangente, le rayon CA serait une oblique,
et la perpendiculaive, abaissée du centre sur cette
tangente , serait plus courte que CA; donc- cette pré-
tendue tangente entrerait dans le cercle, et serait une
sécunte,

a
a
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PROPOSITION X.
' THEOREME.

Deux parallelec AB, DE, interceptent sur lu
circonférence des arcs égaux MN, PQ.
Ll peut arriver trois cas.

.

1° Si les deux- paralléles sont sécantes, menez le

rayou CH perpendiculaire 4 la corde MP, il séra en .
méwme temps perpendiculaire a sa paralléle NQ*; donc *
le point H seia a-la-fois le milieu de 'arc MHP et-

celui de I'arc NHQ*; on aura donc l'arc MH=HP
et 'arc NH=—HQ: de la résulte MH-—-NH=HP
—HQ, c’est-a-dire MN=PQ.

2” Si des deux paralléles AB, DE, Tune est sé-
caute , autre tangente; au point de contact H menez
le rayon CH; ce rayon sera perpendiculaire a la tan-
gente DE*, et aussi 4 sa parallele MP. Mais puisque
CH est perpendicnlaire a la corde MP, le point H est
le milieu de I'arc MHP; done les arcs MH, HP, com-
pris entre les pflralh,les AB, DE, sont égaux.

3" Enfin si les deux paralleles DE, 1L, sont tan-
gentes, 'une en I, l'autre en K, meuez la sécante

paraliéle AB, vous aurez, par ce qui vient d’éire dé-

wontré, MH=—HP et MK=XP; done P'arc entier
HMK=HPK , et de plus on voit que. chacun de ces

Aarcs est tne (L,lm arconférence.
PROPOSITION X1 .
THEEOREME.
Si deux circonférences se coupent en deux
points, la ligne qui passe par leurs centres sera
perpendiculaire a la corde qui joint les points

Lintersection, et la divisera en deux parties
egales.

fig. 55,

24, L,

* 6,

tig. 56.

* g,
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“Car la ligne AB, qui joint les poinis d'intersection,
est une covde comnmune aux denx cercles, Or, si sur le
inilieu de cette corde on éleve une perpendiculaire,
elle doit passer par chacun des deux centres C et D*,
Mais par deux points donnés on ne peut mener qu'une
seule ligne droite; donc la ligne droite, qui passe par
les centres, sera perpendiculairé sur le milien de la
corde commune, ,

PROPOSITION XII.

THEOREME.

8¢ la distance des deux centres est plus courte
que la somme des rayons, et si en méme temps
le plus grarid rayon est moindre que la somme
du plus petit et de la distance des centres, les
deux cercles se couperont.’

Gar pour qu'il y ait lieu a intersection, il faut que
le triangle CAD soit possible: il faut donc non sea-
lement que CD soit <AC- AD, mais aussi que le
plus grand rayon AD soit < AG+4CD. Or, toutes les
fois que le triangle CAD pourra étre coustruit, il est
clair que les circonférences décrites des centres G et
D, se couperont en A et B.

PROPOSITION XI1IJ1.

TOHRORRME.

Si la distance CD des centres de deux cercles
est égale a la somme de leurs rayons CA , AD,
ces deux cercles se toucheront extérieurement.

Il est clair qu’ils auront le point A cominun; mais
ils wauront que ce point; car, pour qu’ils enssent deux
peints conimuns, il faudrait que la distance des (:e?trcs
fie plus petite que la sonume des rayors,
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PROPOSITION X1V,
THEOREME.

8i la distance CD des centres de deux cercles
est égale a la différence de leurs rayons CA, AD,
ces deux cercles se toucheront intérieurement.

D’abord il est clair qu'ils ont le point A commun:
ils-n’en peuvent avoir d’autre; car pour ceia il fau-
drait que le plus grand rayon AD fiit plus petit que la
somme faite du rayon AC et de la distance des centres
CD*, ce qui n'a pas lieu.

Corollaire. Donc, si deux cercles se tonchent, soit
intérieurement, soit extérienrement, les centres et le
point de contact sont sur la méme ligne droite.

Scholie. Tous les cercles qui ont leurs centres sur

fig. 5y
et Go.

la droite CD, et qui passent par le point A, sont tan- -

gents les' uns aux autres; ils n’ont entre enx que le
seul point A de commun. Et si par le point A on méne
AE perpendiculaire 4 CD, la droite AE sera nne tan-
geute comnmune a tous ces cercles.

PROPOSITION XV.
THEOREME.

Dans le méme cercle ou dans des cercles égau,
les angles égaux ACB, DCE, dont le sommet est
au centre,, z‘nterceptent sur la circonférence des
arcs égaux AB, DE.

Réciproguement , si les” ares AB, DE, sont
égaux, les angles ACB, DCE, seront aussi éguuc.

Car, 1°si l'angle ACB est égal a Vangle DCE, ces
deux angles pourrent se placer I'nn sur l'autre; et
comme leurs cotés sont égaux, il est-clair que le

fig. 6¢,

point A tombera en 1), et le poiut B eu E, Mais alors -
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larc AR doit aussi tomber sur l'arc DE; car si les
deux arcs n’étaient pas confondus en un seul, ily
anrait dans I'un ou dans T'autre des points inégale-
ment éloignés du centre, ce qui est inipossible ; douc
l'arc AB=DE.

2° Si on suppose AB=DE, je dis que langle
ACB sera égal 4 DCE; car si ces angles ne sont pus
égaux, soit ACB le plus grand, et soit pris ACI=
DCE; on aura, par ce qui vient d’étre démontré, Al
=DE : mais, par hypothe¢se, arc AB=—=DE; donuc
on aurait AI==AB, o la partie égale au tout, ce qui
est impossible ; donc I'angle ACB==DCE.

PROPOSITION XVI.

THEOREME.

Dans le méme cercle ou dans des cercles égauc,
st deux angles au centre ACB, DCE, sont entre
eux comme deux nombres entiers, les arcs inter-
ceptés AB, DE, seront entre eux comme les
mémes nombres, et on aura cette pl'oporu'on:
Angle ACB: angle DCE: :arc AB:arc DE.

Supposons, par exemple, que. les angles ACB,
DCE, soicnt entre eux comme 7 estd 4; ou, ce qui
revient an miéme, supposons que l'angle M, qui ser-

vira de comniune mesure, soit centenu sept fois dans

langle ACB, et quatre dans 'angle DCE. Les angles
partiels ACm, m Cr, nCp, etc. DCx, xCy, elc.,
étant égaux entre eux, les arcs partiels Am, mn,
up, etc., Dz, zy, etc., scront aussi gaux entre eux”;
donc I'arc entier AD sera 4 I'arc entier DE commue
7 est & 4. Or il est évident que le méme raisoniie-
ment aurait toujours lieu, quand a la place de 7 et 4
on aurait d’auters nonibres quelconques; done, si le
rapport des angles AGB, DCE, peut éire exprime
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en nombres entiers, les arcs 'AB, DE , serontentre
eux comme les angles ACB D(‘E

Scholie. Reclpl‘oquemcut, si les aves (AB, DI,

_ étaient entre eux comme deux nombres: entlers, les.

angles AGB, DCE, seraient entre eux comme le
mémes nombres, et on anrait toujours ACB:DCE
:tAB:DE; car les arcs pariiels Am:, mn, etc., Dx,
"xy, etc., étant égaux, les angles partiels ACm,
mCan, ete., DCa, xCy, ete:, sont aussi égaux, -

PROPOSITION XVII.
 THREOREME.

Quel que soit le rdpport des deux angles ACB,
ACD, ces deux angles seront toujours entre eux

comme les arcs AB, AD, interceptés entre leurs:

. cOtés et décrits de leurs sommels commme centres
avec des rayons égaux.
bupposonsle plus petltangle placé dansle plus grand:
sila proposition énoncée n’a pas lieu, I angle ACB sera
a l'angle.ACD comme I'arc AB est & un arc plus grand
_ou plus petit que AD. Supposons cet arc plus grand
et representons-le par AO, nous aurons ainsi :
Angle ACB:angle ACD:: arc AB: arc AO.
Imaginons maintenant que I'arc AB soit divisé en
parties egales dont chacune soit plus petite gne. DO,
il y aura au moins un point de division entre ) et O :
soit I ce point, et joignons CI; les arcs AB, Al, serong
entre eux comme deux nombres entiers, et on aura en
vertu du théoréme précédent :
Angle ACB:angle ACI :: arc AB:arc AL
Rapprochant ces deux proportions 'une de l'autre,
et observant que les antécédents sont les mémes, on
-en conclura que les conséquents sont proportionnels,
et quainsi

fig. 36,
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Angle ACD:angle ACI::arc AO:arc Al

Mais ’arc AO est plus grand que l'arc Al : il fau-
drait donc, pour que la proportion subsistit, que
Pangle ACD fiit plus grand que I'angle ACI; or au
contraire il est plus petit; donc il est impussible que
langle ACB soit a I'angle ACD comine I'arc AB est a
un arc plus grand que AD. ‘

On démontrerait par un raisonneinent entiérement
semblable que le quatriéme terme de la proportion
ne peut étre plus petit que AD ; donc il est exactement
AD; donc on a la proportion :

Angle ACB:angle ACD:: arc AB:arc AD.

Corollaire. Puisque l'angle au centre du cercle et
l'arc intercepté entre ses cotés ont unée telle liaison
que quand I'un augmente ou diminue dans un rap-
port quelconque , 'autre augmente ou diminue dans
le méme rapport , on est en droit d’établir I'une de
ces grandeurs pour la mesure de l'autre : ainsi nous
prendrons- désormais lI'arc AB pour la mesure de
I'angle ACB. Il faut seulement observer, daus la com-
‘paraison des angles entre eux, que les arcs qui leur
servent de mesure doivent étre décrits avec des rayons
éganx ; car C'est ce que supposent toutes les proposi-
tions précédentes.

Scholie 1. Il parait plus naturel de mesurer une
quantité par une quantité de la méme espéce, et
sur ce principe il conviendrait de rapporter tous
les angles a I'angle droit : ainsi Pangle droit étant
I'unité de mesure, un angle aigu serait exprimé par
un nwombre compris entre o et 1, et un angle obtus
par un nombre entre 1 et 2. Mais cette maniére
d'exprimer les angles ne serait pas la plus commode
dans l'isage; on a trouvé beaucoup plus simple de
les mesurer par des arcs de cercle, 4 cause de la faci-
lité de faire des arcs égaux & des arcs donnés , et pour
beancoup d’autres raisons. Au reste, si la mesure des



LIVRE I1. - 47
angles par les arcs de cercle est en quelque sorte
indirecte , il n'en est pas moins facile d’obtenir par
leur moyen la nesure directe et absolue ; car si vous
comparez I'arc qui sert de mesure a uu angle avec le
quart de la circonférence, vous aurez le rapport de
langle donné & l'angle droit, ce qui est la mesure
absolue.

Scholie 1. Tout ce qui a éié démontré daus les
trois propositions précédentes pour la comparaison
des angles avec les arcs, a lieu également pour la com-
paraison des secteurs avec les arcs : car les secteurs
sont égaux lorsque les angles le sont, et en général ils
sont proportionnels aux-angles; donc deux secteurs
AGB, ACD, pris dans le méme écercle ou dans des
ce)('/es egaux , sont entre eux comme les arcs AB
AD, bases de ces mémes secteurs. _

On voit par-la que les arcs de cercle qui servent
de mesure aux angles penvent aussi servir de mesure
aux différents secteurs d’un méme cercle ou de cercles
égaux.

PROPOSITION XVIIL

THEOREME.

L’angle inscri¢ BAD a 1')our mesure la moitié
de larc BD comj)n's entre ses cOLés.

Supposons d'abord que le centre du cercle soit
situé dans l'angle. BAD; on ménera le diamétre AR
et les rayons CB, CD. L’angle BCE, extérieur au
triangle ABC, est égal ala somme des deux intérieurs
CAB, ABC* : mais le triangle BAC étant isoscéle,
‘angle CAB=ABC ; donc Tlangle BCE est double
de BAC. Langle BCE, comme angle au centre, a

ponr mesure lI'arc' BE; donc l'angle BAC aura pour -

wesure la moitié de BE. Par une raison semblable,

fig.64
et 65,

fig. 64.

*1g, 1.
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]':mglc CAD aura pour mesitre la moitié de ED; done
BAC4-CAD on BAD awra pour mesure la moitié de
BE+4ED ou'la moitié de BD.

Supposons en second lieu que lé centre C soit situé
liors de l'angle BAD, alors menant le diamctre AE,
'angle BAE aura pour mesure la moitié de BE, l'ange

DA la moitié de DE; donc leur différence BAD aura

ponr mesnre la moitié de BE moins la moitié e ED,
on la moitié de BD.

" Dong tont angle inscrit a pour mesure la moiti¢ de
arc compris entre ses cotés.

Corollaire 1. Tous les angles BAC, BDC, etc., ins-
crits dans le méme segment sont égaux; car ils ont
pour mesure fa moitié du méme arc BOC.

II. Tout angle BAD inscrit dans le demi-cercle
est un angle droit; car il a pour mesure la moitié
de la demi- cu‘conterence BOD, on le quart de la

* eirconféreiice.

Pour démontrer la méme chose d'une autre ma-
niére , tirez le rayon AG; le triangle BAC est iso-
scéle , ainsi ingle BAC —=ABC; le triangle CAD est
pareillement isoscéle ; donc langle CAD=ADG;
donc BAC 4-CAD ou BAD=—=ABD- ADB. Mais
st les deux angles B et D du triangle ABD valent en-
semble le troisiéme BAD, les trois angles du triangle
vaudront deux fois l’anole BADj; ils valent d’ailleurs
deux angles droits ; (Ionc Iangle BAD est un analc
droit.

II. Tout ailOIe BAC inscrit dans un segment plis
grand que le deml-cercle est un angle aigu; car il a
pour mesure la mnoitié de Parc BOC moindre gn’une

" emi-circonférence.

Et tout angle BOG, inscrit dans un segment plus
petit que le demi-cercle, est un angle obtus ; car il a

" pour mesure la moitié de I'arc BAC plus grande qu'nne

demi-circonférence.
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IV. Les angles opposés A et C d'un quadrilatere  6g. 68.
inscrit ABCD, valent ensenble deux angles droits ;
car 'angle BAD a pour mesure la moitié de 'ar¢ BCD,
langle BCD a pour mesure la moitié de 'arc BAD;
donc les deux angles BAD, BCD, pris ensemble, ont
pourr mesure la moitié de la circonférence; donc lenr
somme équivaut a deux angles droits.

PROPOSITION XIX.
THEOREME.

L’angle BAC, formd par une tangente et unc fg. 6y.
corde, a pour mesure la moiti¢ de 'arc AMDC
compris entre ses cotés.

Au point de contact A menez le diamétre AD;
Pangle BAD est droit *, il a pour mesure la moitié de « 4.
la demi-circonférence AMD , langle DAC a pour me-
‘sure la moitié de DC; donc BAD + DAC ou BAC a
pour mesure la moiti¢ de AMD, plus la moitié de DC,
ou la mioitié de I'arc entier AMDC. _

On déniontrerait de méme que l'angle CAE %
pour mesure la moitié de I'arc AC compris entre ses
cOtés.

Problémes relatifs aux deux premiers livres.
PROBLEME PREMIER.

Diviser la droite donnée AB en deux parties sy qo.
égales. :
Des points A el B, comuue centres, avec un rayon
plis grand que la moitié de AB, décrivez deux ares
qui se coupent en D; le point D) sera également éloi-
gné des points A et B: marquez de méme au-dessus

4
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ot au-dessous de la ligne AB un secoud point E éga-
lement éloigné des points A ¢t B, par les deux points
D, E, tirez la ligne DE; je dis que DE coupera la
ligne AB en deux parties égales au point C.

Car les deux points D et E étant chacun également
éloignés des extrémités A et B, ils doivent se trouver
tous deux dauns la perpendiculaire élevée sur le milieu
de AB. Mais par deux points donnés il ne peut passer
qu'une seule ligne droite; donc la ligne DE sera cette
perpendiculaire elle-méme qui coupe la ligne AB en
deux parties égales au point C. :

PRORLEME 1II.

Par un point A, donné sur la ligne BC, éle-
ver une perpendiculaire a cette ligne.

Prenez les points B et C 4 égale distance de A, en-
suite des points B et G, conme centres, et d'un rayou
plus grand que BA, décrivez deux arcs qiii se cou-
pent en Dj; tirez AD qui sera la perpendiculaire de-
mandée.

Car le pont D étant également éloigné de B et de
C, appartient a la perpendiculaire élevée sur le milien
de BG; donc AD est cette perpendiculaire.

Scholie. La méme construction sert a faire un angle
droit BAD en un point donné A sur une ligne don-
née BC. :

PRORLEME Il

D’un point A, donné hors de-la droite BD,
abaisser une perpendiculaire sur cette droite.

Du point A, comine centre, et d’un rayon suffi-
sanunent grand, décrivez un arc qui coupe la ligne

~ BD aux deux points B et D ; marquez ensuite un point

E également distant des points B et D, et tivez AE qui
sera la perpendiculaire demandée.
Car les deux points A et E sont chacun également

’
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distants des pointsBet D; donc la ligne AF est per-
pendiculaire sur le milieu de BD.

PROBLEME 1V,

Au point A de la ligne AB, faire un cmg/e fig. 73.
égal a l'angle donné K.

Du sommet K, comme centre, et d'un rayon a
velonté, décrivez l'arc 1L terminé aux deux cétés
de I'angle ; du point A, comme centre, ¢t d’un rayon
AB égal A KI, decrlvez l'arc indéfini BO ; prenez en-
suite tn rayon égal & la corde LI ; du pomt B, comiue
ceutre, et de ce rayon, décrivez un arc qui coupe eu
D Iarc indéfini BO ; tirez AD, et langle DAB sera
égal a l'angle donné K.

Cav les deux arcs BD, LI, ont des rayons égaux et

des cordes égales ; donc ils sont égaux*; donc I'angle *4» 2.
BAD—=IKL. s

PROBLﬁME v.

=
&=
~3
&

Diviser un angle ou un arc donné en deux
parties égales.

e 8l faut diviser I’arc AB en deux parties eg'nlea :
des pomta A et B, conune centres, et avec un méiue
rayon, décrivez deux arcs qui se coupent en D; parle
point D et par le centre Ctirez CD qui couypera l'arc
AB .en deux parties égales au point E.

Car les deux points C et D sont chacun également
distants des extrémités A et B de la corde AB; donc -
la ligne CD est perpendiculaire sur le milieu de cctte
cor de dong elle divise 'arc AB en deux partxes égales
an pomt Ex. ¥ 6,2

20 §'il fant diviser en deux parties égales lanaie
ACB, on commencera par décrire du sommet C,,
cowmine centre, l'arc AB, et le reste comme il vieng
d’étre dit. 1l est clair que la ligne GD divisera en deux
parties égales I'angle ACB



fig. 5.

* 24, L.

fig. 6.

fig. 77
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Scholie. On peut, par la méme construction , diviser
chacune des moitiés AE, EB, en deux parties égales;
ainsi, par des sous-divisions successives, on divisera
un angle ou un arc donné en quatre parties égales, en
huit, en seize, ete.

PROBLEME VI

Par un point donné A , mener une paralléle
a la ligne donnée BC. ,

Du point A, comme centre, et d'un rayon snffi-
samment grand , décrivez I'arc indéfini EQ; du poim
E, comme centre, et du méme rayon , décrivez l'arc
AF, prenez FD_._AF et tirez AD qui sera la paralléle
demandée.

Car en joignant AE, on voit que les ano'les alternes
AEF, EAD, sont égaux donc les lignes AD , EF, sont’
paralleles :

PROBLEME VIIL

Deux angles A et B d’'un trzangle étant don-
nés, trouver le troisieme.

J‘u'ez la ligne indéfinie DEF, faites an point K I'an-
gle DEC=A, et l'angle CEH—=B : l'angle restani
HEF sera le troisiéme angle requis ; cav ces trois angles
pris ensemble valent deux angles droits. .

PROBLEME VIIL

Etant donnés deux citésBet Cd'un triangle et
langle A qu zlsmmprennent décrire le triangle.

Ayant tiré la ligne indéfinie DE, faites au point D
l'angle EDF égal a Yangle donné A; prenez ensuite
DG=B,DH=QC, et tirez GH; DGH sera le triangle
demandé.

%
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"PROBLEME [X.

Etant donnés un coté et deux angles d’'un
triangle , décrire le triangle.

Les-deux angles donnés seront ou tous deux adja-
ceuts an c6té donné, ou l'un adjacent, l'autre oppo-
sé : dans ce dernier cas, cherchez le troisiéme *, vous
aurez ainsi les 'deux angles adjacents. Cela posé , tirez

la droite DE égale au cété donné, faites au point D’

Uangle EDF égal a I'un des angles adjacents, et au
point E I'angle DEG égal a Pautre; les deux lignes

'DF » BG, se couperont en H, et DEH sera le Ll‘langl(,

requis.
PROBLEME X.-

Les trois cotés A, B, G, d’un triangle étant
donnés, décrire le triangle.

Tirez DE égal au colé A; du point E, comme
ceutre, et d'un rayon égal au second coté B, décri-
vezun arc; du point D, comme centve , et d’'un rayon
égal au troisieme c6té G, décrivez un autre arc qui
coupera le premler en F; tirez DF, EF, et DEF sera
le triangle requis.

. Scholie. Si I'un des coOtés était plus grand que la
somme des deux autres, les arcs ne se (.ouperaleul,
pas; mais la solution sera toujours possible, si la
somme de deux cotés, pris comme on voudra, est plus
grande que le troisiéme.

PROBLEME XI.

Ktant donnés deux cotés A et B d’un triangle
avecUangleC opposé aucotéB, décrireletriungle.
I1 y a deux cas : 1° si l'angle C est droit ou obtus,
laites langle EDF égul al'angle C; prenez DE=A,
du point E, commme centre, et d'un rayon égal au
coté donné B, décrivez un arc qui coupe en F la

*prob.q.

fig. 78,

g, 7g. i

£3- 8o.



fig. 81,

fig. 82,

fig. 83.

* Su, 1,

B4 GEOMETRIE.
ligne DF; tirez EF, et DEF sera le triangle de-
iande.

11 faut, dans ce premier cas, que le cbté B soit plus
grand que A, car I'angle G étant droit ou obtus, est
le plus grand des angles du triangle; donc le c6té op-
posé doit étre aussi le plus grand. ;

2¢ Si I’angle C est aigu, et que B soit plus graud que
A, la méme c,onstrucuon a toujours lieu, et DEF est
le tnangle requis.

Mais si, langle G étant aigu, le coté B est moindre
que A, alors l'arc décrit du centre E avec ie rayon
EF =B, coupera le ¢été DF en deux points F et G,
situés du ménie coté de D ; donc il y aura deux trian-
gles DEF, DEG, qu satisferont également au pro-
bléme.

Scrolie. Le probléme serait. impossible daus tous
les cas, si le coté B était plus petit que la perpendi-
culaire abaissée de E sur la ligne DF.

PROELEME XI1.

Les cités adjacents A et B d'un parallélo-
gramme étant donnés avec U'angle C qu’ils com-
prennent , décrire le pa/alléZOgranzme

Tirez la ligne DE=A, fuites- au point D lauglc
FDE=C, prenez DF_.B, décrivez deux arcs, l'un
du point F comme centre, ¢t d’'un rayon FG=DE,
Pautre du point E coninie centre, et d’'un rayou
EG=DF : au point G, ou ves deux arcs se coupent,
tirez FG, EG; ef DEG]‘ sera le pamllclomammc de-
mandé.

Car, par construction, les ¢dtés opposés sont égaux,
louc la figure décrite est un parallélogramine®, et ce
parailélogramuie est lorme avee les cotés dounés et
Vangle douné. '

Corollare. St 'angle (lonue est droit, la figure scrt
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un rectaugle; si, de plus, les cotés sont égaux , ce sera
. ui quarré.

PROELEME XIIL

~

. Trouver le centre d’un cercle ou d’un arc donné. -
Prenez a volonté dans la circonférence ou dans fg. 8.
l'are trois points A, B, C; joignez ou maginez qu’ou
joigne AB et BC, divisez ces deux lignes en deux par-
ties égales par les perpendiculaires DE, FG; le point
O, ou ces perpendiculaires se rencontrént, sera le
centre clierché.
Scholie. La méme construction sert a faire passer
une circonférence par les trois points donnés A, B, C,
etaussi 2 décrire une circonférence dans laquelle. le
triangle donné ABC soit inscrit.

PROBLEME XIV.

Par un point donné mener une tangente a
un cercle donné.

Si le point donné A est sur la circonférence, tirez - 85
le rayon CA, et menez AD perpendiculaire a CA ;

AD sera la tangente demandée *. ' TEY

Si le point A est hors du cercle, joignez le point 56- 56
.A et le centre par la ligne droite CA ; divisez CA en
deux également au point O; du point O, comme cen-
tre, et du rayon QC, décrivez‘une circonférence qui
coupera la circonférence donnée au point B; tirez
AB, et AB sera la tangente demandée.

Car en menant CB, l'angle CBA, inscrit dans le
demi-cercle, est un angle droit*; donc AB est per-
pendiculaire a Uextrémité du rayon CB, donc elle est
tangenteé. '

Scholie. -Le point A étant hors du cercle, on voit
quil y a toujours deux tangentes égales AB, AD>
qui passent par le pomt A : elles sont édgales, car les
triangles rectangles CBA, CDA ont Chypoténuse GA

* 18, 2.
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commune ; et le coté CB =CD; donc ils sout
égaux *; donc AD=AB, et en méme temps I'angle
CAD=CAB.

PROBLEME XV.

Inscrire un cercle dans un triangle donné ABC.

Divisez les angles A et B en deux également par
les lignes AO et BO qui se rencontreront en-O; du
point O abaissez les perpendiculaires OD, OE, OF,
sur les trois cotés du triangle; je dis que ces perpen-
diculaires seront égales entre elles; car, par construc-
tion, I'angle DAO == OAF, Pangle droit ADO=AFO;
donc le troisieme angle AOD .est égal au troisiéme
AOF. Dailleurs le c6té AO est commun aux deux
triangles AOD, AOF, et les angles adjacents au cdté
égal sont égaux ; donc ces deux triangles sont égaux;
donc DO=OF. On prouvera de méme que les denx
triangles BOD, BOE, sont égaux; donc OD = OE,
donc les trois perpendiculaires OD, OE, OF, sout
égales entre elles.

Maintenant si du point O, comme centre, et dn
rayon OD, on décrit une circonférence, il est clair
que cette circonférence sera inscrite dans le triangle
ABC; car le coté AB, perpendiculaive & Uextrémité
du rayon OD, est une tangente : il en est de méme des
cotés BC, AC.

Scholie. Les trois lig;les qui divisent en deux égale-
went les trois angles d’un triangle, concourent emu n
méme point. :

: PROBLEME XVIL

Sur une droite donnée AB, décrire un segnent
capable de langle donné C, c’est-a-dire , un seg-
ment tel que tous les angles qui y sont inscrits
solent égaux a l'angle donné C.

Prolongez AB vers D, faites au point B l'angle

DBE=C, tirez BO perpendicniaire 3 BE, et GO per-
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pendiculaire sur le milieu de AB; du poiﬁt de ren-
contre O, comnie centre; et du rayon OB, décrivex
un cercle, le segment demandé sera AMB.

Car puisque BF est perpendiculaire a lextréniité
du rayon OB, BF est une tangente, et Langle ABF a
pour mesure la moitié de 'arc AKB*; dailleurs I'an-
gle AMB, comme angle inscrit, a aussi pour mesure
* la moitié de I'arc AKB, donc l'angle AMB=— ABF —
EBD =C; donc tous les angles inscrits dans le seg-
ment AMB sont égaux & l'angle donné C.

Scholie. SiPangle donué était droit, le segment clier-
clié serait le demi-cercle décrit sur le diametre AB.

PROBLEME XVII

* 19, 2.

Trouver le l‘apj)ort numérique de deux lignes fig: go.

droites données AB, CD, si toutefois ces -deux
lignes-ont entre elles une wesare commune. -

Portez la plus petite CD sur la plus grande AB au-
tant de fois qu'elle peut y étre contenue; par exemple ’
deux fois, avec le reste BE.

. Portez le reste BE sur la ligne CD, autant de fois
quil peut y étre contenu , une fois, par exemple, avec
le reste DF. - - '

Portez le second reste DF sur le premter BE, au-
tant de fois qu'il peut y étre contenu, une fois, par
exeniple, avec le reste BG. :

Portez le troisiéme reste BG sur le second DI, an-
tant de fois qu'il peut y étre coutenu.

Continuez ainsi jusqu’a ce que vous ayéz un reste
qul soit contenu un nombre de fois juste dans le pre-

- cédent. ’

Alors ce dernier reste sera la commmune mesure des
lignes proposées, et, en le regardant comme l'unité,
on trouvera aisément les valeurs des restes précédents
et enfin celles des deux lignes proposées, doit I'on
conclura leur rapport en nombres.
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Par exemple, si I'on trouve que GB est coutenu
deux fois juste dans FD, BG sera la commune meésure
des deux lignes proposées. Soit BG =1, on aura FD
==2; mais EB coutient une fois FD plus GB; donc
EB==3; CD contient une fois EB plus FD; donc
CD=5; enfin AB contient deux fois CD plus EB;
donc AB=13; donc le rapport des deux lignes AB,
CD, est celui de 13 4 5. Si la ligne CD était prise pour
nnité, la ligne AB serait -7, etsi laligne AB était prise
pour unité, la ligne CD serait 3.

Scholie. La méthode qu'on vient dexpliquer est lu
méme que prescrit Parithmétique pour tronver le com-
mun diviseur de deux nombres; ainsi elle u'a pas
besoin d'une autre démnonstration.

11 est possible que, quelque loin qu'on contiriue
I'opération, on ne trouve jamais un reste qui soil
contenu un nombre de fois juste dans le précédent.
Alors les deux lignes n'ont point de commune mesure,
et sort ce quon appelle incommnensurables : on en
verra ci-aprés un exemple dans le rapport de la dia-
gonale au coté du quarré. On ne peut donc alors
trouver le rapport exact en nombres : mais en négli-
geant le dernier reste, on ‘trouvera un vapport plus
ou moins approché, selon que l'opération aura éic
poussée plus ou moins loin.

PROBLEME XVIII,

Deux angles A et B étant donnés , trouver leur
commune mesure, s’ils en ont une , et de la leur
rapport en nombres. .

Décrivez avec des rayons égaux les arcs CD, EF,
yui servent de mesure a ces angles; procédez ensuite
pour la comparaison des arcs CD, EF, comme dans le
probléme précédent; car un arc peut étre porté sur
un arc de méme vayon, comume une ligne droite sur
une ligne droite. Vous parviendrez ainsi a la com-
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mune mesure des arcs CD, EF, s'ils en ont une, el a
leur rapport en nonibres. Ge rapport sera le méme (ue
celui des angles donnés *; et si DO est la cominune

mesure des arcs , DAO sera celle des angles.

Scholie. On peut ainsi trouver la valeur absolue d’un
angle en comparant I'arc qui lui sert de mesure i toute
la circonférence : par exemple, si I'arc CD est 4 la cir-
conférence comme 3 est a 25, Pangle A sera les % de
quatre angles dréits, ou 3 d'un angle droit.

Il pourra arriver aussi que les arcs comparés n’atent
pas de conunune niesure; alors on n'aura pour les
- angles que des rapports en nombres plus ou moins

approchés, selon (ue Yopération aura éLé poussée plus .

o nioins loin,

*17,2
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LES PROPORTIONS DES FIGURES.

DEFINITIONS. §

L J’A PPELLERAI figures équivalentes celles dont les
surfaces sont égales.

Deux figures peuvent éire équivalentes, guoique
trés - dissemblables : par exemple, un cercle peut
étre équivalent & un ¢narré, un triangle a ‘un rec-
taugle, etc.

La dénomination de figures égales sera couservée a
celles qui étant appliquées 'une sur 'autre, coincident

~lans tous leurs points : tels sont deux cercles dont

les rayons sont égaux, deux triangles dont les trois
c6tés sont égaux chacun i chacun, ete.

11. Deux figures sont semblables, lorsqu'elles ont
les angles égaux chacun a chacun et les ¢otés homo-
logues proportlonnels Par c¢dtés homologues on en-
tend ceux qul ont la méme position dans les deux
figures, ou qul sont adjacents & des angles égaux. Ces
angles eux-mémes sappellent angles homologues.

Deux figures égales sont toujours semblables; nais
deux figures semblables peuvent étre fort inégales.

I1l. Dans deux cercles différents, on appelle arcs
semblables , secteurs semblables , segments sembla®
b/es, ceux qui repondent a des angles au centre
égaux.

Ainsi l'angle A étant égal a 1anole O, lare BG
est semblable a I'are DE, le secteur ABC au secteur
ODE, etc.

IV. La hautenr d'un parallélograinme est la per-
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pendiculaive EF qui mesure la distance des deux cotés
opposés AB, CD, pris pour bases.

V. La hauteur d'un triangle est la perpendiculaire
AD abaissée du sommet d'uu angle A sur le coté op-
posé BC pris pour base. ‘

VI. La Aauteur du trapéze est la perpendiculaire
EF menée entre ses deux cotés paralléles AB, CD.

VII. L'aire ou la surface d’une figure sont des ter-
mes a-peu-prés synonymes. Laire désigne plus parti-
culiérement la gnantité superficielle de la figure en
tant qu’elle est mesurée on comparée 4 d'autres sut-
faces. , : -

- A

N B. Pour lmtelhgence de ce livre et des suivants, il

fig. 93,

fig. u4.
ﬁg. 95,

faut avoir présente la théorie des proportions, pour luquelle

nous renvoyons aux traités ordinaires d’arithméligne ei
’algébre. Nous ferons seulement une observation, qui est
trés-importante pour fixer le vrai sens des propositions, et
dissiper toute ohscurité, soit dans I'énoncé, soit dans les
.démonstrations. . .
Sion a la proportion A;B::C:D, on sait que le produit
des extrémes A XD est égal au produit des moyens BXC.
Cette vérité est incontestable pour les nonbres; elle Test
aussi pour des grandenrs quelconques pourva qu'elles s'ex.
primnent on qu'on les imagine expriinées en nombres; et c’est
ce q’on peut toujonrs supposer : parexemple, siA, B,C, D,
sont deslignes, on peut imnaginer qu’une de ces quatre lignes,
on une cinqniéme , si I’on veut, serve a toutes de commule
mesure et soit prise pour nnité; alors A, B, C, D, représentent
chacnneun certain nombre d’'unités, entier ou rompu, com-
mensnrable ou incommensurable , el la };roport:on entre les
lignes A, B, C, D, devient nne proport:on de nombres.
Le produit des lignes A et D, qu'on appelle aussi lenr
rectangle , m'est donc autre chose que le nombre d’unités
linéaires contenues dans A., multiplié par le nombre d’uni-
tés linéaires contennes dans B; eton concoit facilementque
ce produit peut et doit étre égal & celui qui résulte sembla-
blewent des ligues B et C.
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Les grandeurs A et B peuvent étre d'une espéce, par
exemple, des lignes, et les grandeurs C et D d’nine antre
espcce, par exemple, des surfaces ; alors il faut toujours re-
garder ces grandeurs comnie des nombres : A et B s'expri-
meront en unités linéaires, C et D en unités superficielles,
et le produit A X I> sera un nombre comme le produit B X C.

En général, dans toutes les opérations qu’on fera sur les
proportions, il fant tonjours regarder les termes de ces pro-
portions comme antant denombres, chacun de I'espéce qui
lui convient, et on n'auraaucune peine a concevoir ces opé-
rations et les conséquences qui en résultent,

Nous devons avertir aussi que plusieurs de nos déinons-
trations sont fondées sur quelques-unes des régles les plus
simples de 1’algébre, lesquelles s’appuient elles-mémes sur
les axiomes connus : ainsisil'on a A =B +C, et qu’on mul-
tiplie chaqne membre par une méme quantité M, on en
‘conclit AXM —=BXM-4-C X M; pareillementsil’on a A—
B+ C et D=E—C, et qu’on ajoute les quantités égales,
en effacant 4- Cet — C qui se détruisent, on en conclura
A +D=B4E, et ainsi des autres. Tout cela est assex
évident par soi-méme; mais, en cas de difficulté, il sera
bon de cousulter les livres d’algébre, et d’entre-méler ainsi
I’émde des deux sciences.

o

l’ ROPOSITION PREMIERE..

THEOREME.

Les parallélogrammes qui ont des bases égales
et des hauteurs égales, sont équivalents.
fig. o6. . Soit AB la hase commune des deux pamllelooram-
mes ABCD), ABEF, pulsqulls sont supposés avoir la
méme lmuteur, les bases supérieures DG, FE, seront
. situées sur une méme ligne paralléele 3 AB. Or on «
par la nature des pamllélogranimes AD=BC, et AF
= BE; par In méme raison on a DG=AB, et FE=
‘AB; done DC=TE; donc, retranchant D(. et FE de
la méme ligne DE, les restes CE et DF seront égaux.
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Il suit de la que les triangles DAF, CBE, sont (-'qm-
latéraux entre eux, et par conséquent égaux.

Mais si du quadrllatere ABED on retranche le tri- g, 6.
angle ADF, .l reste le parallélogramme ABILF; et si .
du méme quadrilatére ABED on retranche le triangle
CBE, il reste le parallélogramme ABCD; donc les
deux paralleloarammes ABCD, ABEF, qui ont méme
base et méme hautenr, sont équivalents.

Corollaire. Tout parallélogranme ABCD est équi-
valent au rectangle ABEF de méme base et de méme, fg. 97.
hauteur.

-PROPOSITION 1L

THEOREME.

Tout triangle ABC est la moitié du parallélo- gg. g,
gramme ABCD gui a méme base et méme hauteur.
Car les triangles ABC, ACD, sont égaux *. Y28, 1.
Corollaire 1. Donc un triangle ABC est la moitié dn
vectangle BCEF qui a méme base BC et méme hau-
teur AO car le rectangle BCEF est équivalent au pa-
allelogramme ABCD.
Corollaire 1L. Tous les triangles qui ont des bases
égales et des hauteurs égales, sont égnivalents.

PROPOSITION IIt.

THEOREME. A o

Deux rectangles de mémne hauteur sont enire
eux commme leurs bases.

Soient ABCD, AEFD , deux rectangles qui ont pour  fig. g.
hiauteur commune AD; je dis t{u]lw sont entre -enx
comme leurs bases AB, AL.

Supposons d'abord que les bases AB, AR, soient
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commeusurables-entre elles, et qu'elles soient, pav
exemple comme les nombres 7 et 4 : si on divise AB
en 7 parties égales, AE cosmendra 4 de ces par-
ties, élevez & chaque point de 'division une perpen-
diculaire a la base, vous formerez ainsi sept rectan-
gles partiels, qui seront égaux entre eux, puisquils
auront méme base et méme hauteur. Le rectangle
ABCD contiendra sept rectangles partiels, tandis ¢ue
AEFD en contieridra quatre; donc le rectangle ABCD
est au rectangle AEFD comme 7 est a 4, ou comme
AB est a AE. Le méme raisonnement peut &tre appli-
(ué i tout autre rapport que celui de 7 & 4; donc,
quel que soit ce rapport, pourvu quil soit conimen-
surable, on aura,
ABCD:AEFD:: AB:AE.

Supposons , en second lieu, que les bases AB, AE,

soient incommensurables entre elles; je dis qu'on n'en

. aura pas moins,

ABCD:AEFD:: AB: AE.

Car st cette proportion n'est pas vraie, les trois pre-
miers termes demeurant les mémes, le guatriéme sera
plus grand ou plus petit que AE. Supposons qu'il soit
plns grand et qu'on ait,

ABCD:AEFD:: AB:AO.
Divisez la\ligne AB eu parties égales plus petites que
EO, il yaura au moins un point de division L entre T
et O : par ce point élevez sur Al la perpendiculaive IK;
les bases AB, Al, seront commensurables entre elles,

* et ainsi on aura, par ce qui vient d'étre démoutré,

ABCD: AIKD:: AB: Al
Mats on a, par hypothése ,
"ABCD:AEFD:: AB:AO.
Duns ces deux proportions les antécédents sont égaux;
donc les conséquents sout proportionnels, et il en
résnlte,

AIKD;AEFD :: Al: AO,
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Mais AO est plus grand que Al; doiic, pour que
cette proportion subsistit, 1l faudrait que le rectangle
AEFD fiw plus grand que AIKD; or, au contrarre, il
est plus petit; donc la proportion cst impossible; don¢
ABGD ne peut étre 3 AEFD connne AB est a une ligue
plus grande que AE.

Par un raisonnement entiérement semblable, on
‘prouverait que le quatriéme terme de la proportion
ne peut étre plus petit que AE; donc il est égal
a AE. :

Douc, quel que soit le rapport des bases, deux
vectangles de méme hauteur ABCD, AEFD, sont
entre eux comme leurs bases AB, AE.

PROPOSITION 1V.
THEOREME.

Deux reclangles quelconques ABCD , AEGF,
sont entre eux comme les produits des bases mul-
tipliées par les hauteurs, de sorte qu’on a
ABCD:AEGF::ABx AD: AE x AF.

Ayant disposé les deux rectangles de maniére gue
les angles en A soient opposés au sommet, prolongez
les cotés GE, CD, jusqu’a leur rencontre en H; les

fig. ro1,

deux rectangles ABCD, AEHD, ont méme hauteur -

AD; ils sont donc entre eux comme leurs bases
AB, AE : de méme les deux rectangles AEHD,
AEGF , ont méme hauteur AE, ils sout donc entre
eux comme leurs bases AD, AF ainsi on aura les
deux proportions,
ABCD:AEHD::AB: AE.
AEHD:AEGF:: AD:AF.
Multipliant ces proportions par ordre, et obser-
vant que le moyen terme AEHD peut étre omis

5

'
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comme multiplicateur commun i Pantécédent et an
conséquent, on anra,
ABCD:AEGF ::AB x AD: AE x AF.

Scholie. Done on peut preudre pour mesure d’'un
rectangle le produit de sa base par sa hauteur, pourvu
qu’on entende parce produit celui de deux nombres,
qui sont le nombre d’unités linéaires contenues daus
1a base, et le nombre d'unités linéaires cbnténu_gs dans
la hauteur. - B

Cette mesure, dailleurs, n’est pas absolue, mais
seulement relative; elle suppose qu’on évalue sem-
blablement un autre rectangle en mesurant ses cotés
par la méme unité linéaire ; on obtient ainsi un second -
prodnit, et le rapport des deux produits est égal a
celui des rectangles, conformément & la proposition
qu’on vient de démontrer.

Par exemple, si la base du rectanale A est de trois
unités et sa hauteur de dix, le rectangle sera représenté
par le nombre 3 X 10, ou 30, nombre qui ainsi isolé
ne signifie rien; mais si on a un second rectangle B
dont la base soit de douze nnités et la hauteur de sept,
le second rectangle sera représenté par le nombre 7

X 12, ou 84 : de-1a on conclura gue les deux Trec-
Lanorles A et B sont entre eux comime 3o est a 84;
(lonc si on convenait de prendre le rectanale A pour
unité de mesure dans les surfaces, le wctangle B au-

rait alors pour mesure absolue -’—5, c’est-a-dire qu'il

3
serait. égal & 5% d’unités superﬁcielles.

Il est plus ordmalre et plus simple de prendre le
quarré pour I'unité de surface, et on choisit le gnarré
dont le c6té est I'unité de longueur; alors la mesure
(jue nous avons regardée 51mplement comme relatiye
devient absolue : par exemple le nombre 3o, par le-
quel nous avons mesuré le rectangle A, représente 3o
unités superficielles , ou 3o de ces quarrés dont le coté
est égal a l'unité : c’est ce gue la fig. 102 rend sensihle-
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On confond assez sonvent en géométrie le produit

de deux lignes avec leur rectangle, et cette expres-

sion a méme passé en arithmétique pour désigner le

produit de deux nombres inégaux, comme on emploie

celle de quarré pour exprimer le produit d’un nombre
multiplié par lui-méme.

Les guarrés des nombres 1, 2, 3, etc. , sont 1, 4,
9, etc. Aussi voit-on que le quarré falt sur une ligne
double est quadruple; sur une ligne triple, il est neuf
fois plus grand, et ainsi' de suite. :

PROPOSITION V,
THEGREME.

L’aire d'un parallélogramme quelcongue est
égale au produit de sa base par sa hauteur.

Car le parallelogramme ABCD est equlvalent au
rectangle ABEF , qui a méme base AB et méme hau-
teur BE*; or celm -ci a pour mesure ABxBE **
donc ABxBE est égal i D'aire du parallélograinme
ABCD. :

Corollaire. Les parallélogrammes de méme base
sont entre eux comime leurs hauteurs, et les parallé-
logrammes de méme hauteur sont entre eux comme
leurs bases; car A, B, C, étant trois grandeurs guel-
eonques , on a Genéralement AxGC:BxGC::A:B.

PROPOSITION VI.

THREOREMOE.

kL’ aire dun triangle est égale au produit de
sa base par la moitié de sa hauteur.
gZCar le triangle ABC est la moitié du parallélo-

fig. 103,

fig. 9;.

LTI

fig. 104.

- gramme ABCE, qui a méme base BC et méme °

hauteur AD*: or, la surtace du parailélogramme -

. 5.
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= BC x AD*; donc celle dn triangle—=1BC x AD,
ou BC x + AD. '

Corollaire. Deux triangles de méme hauteur sont
entre enx comme leurs: buses, et deux triangles e
méme base sont entre eux comme leurs hauteurs.

PROPOSITION VIL
THYOREME.

Laire du trapéze ABCD est égale a sa hau-
teur EF, multipliée par la demi - somme des
bases palalleles AB, CD.

Pav le point I, milieu du cété CB, menez KL pa-
ralléle au c6té opposé AD, et prolonaez DG jusqw’a
la rencontre de KL.

Dans les triangles IBL, ICK, on a le c6té IB=IC
par construction, langle LIB = CIK, et langle
IBL=ICK, puisque CK et BL sont paralléles *;
donc ces triangles sont égaux *; donc le trapéze:
ABCD est équivalent au parallélogramme ADKL, et
il a pour mesure EF x AL.

Mais on a AL=DK, et puisque le triangle IBL
est égal au triangle KCI le coté BL==CK; donc
AB+LD—AL+DK—2AL et ainsi AL “est la
demi-somme des bases AB, CD; donc enfin Taire
da trapéze ABCD est égale a la hauteur EF multi-
pliée par la demi-somme des bases AB, CD, ce qui

. - AB+4-CD
s'exprime ainsi: ABCD =EF x (_.:l%_)

Scholie. Si par le point I, milieu de BC, on méne
{H, paralléle i la base AB, le point H sera aussi le
milieu de AD, car la figure AHIL est un parallélo-
gramme, ainsi que DHIK , puisque les cOtés opposés
sont paralléles on a donc AH=IL et DH=IK; or,
IL.=I1K, puisque les triangles BII., CIK, sont égaux;
donc AH—DH
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On peut remarquer que la ligne HI =AL=—=
AB4-CD

; donc laire du trapéze peul s'exprimer anssi

par EF x HI : elle est donc égale a la hauteur.du
trapeze multipliée par la ligne qui joint les milieux
des cotés non paralléles.

PROPOSITION VIIL

THEOREME.

- i une ligne AC est divisée en deux parties AB,
BC, le quarré fait sur la ligne entiére AC con-
tiendra le quarré fait sur une partie AB | plus le
quarré fait sur lautre partie BC, plus deux
fois le rectangle compris sous les deux parties AB

BC, ce qu’on exprime ainsi, AC ou (AB4-BC)

—AB+ BC +2 AB x BC.

Construisez le quarré ACDE, prenez AF — AB
menez F(x parallele a4 AG; et BH paraliéle a AE.

Le quarre ABCD est dlwse en quatre parties: la
premiére ABIF est le quarré fait sur AB, puisqu'on
a pris AF=AB: la seconde IGDH est le quarré fait
sur BC; car puisquon a AC—=AE, et AB=AF, la
dlffelence AGC—AB est égale a la dlfference AE——
AF, ce qui donne BC=EF ; mais a cause des paml~
leles IG=BGC, et DG=EF, donc HIGD est égd].’ au
quarré fait sur BC. Ces deux parties étant retran-
chées du gnarré total, il reste les deux rectangles
BCGT, EFIH, qui ont chacun pour mesure ABx BG,
donc le quarré fait sur AG, etc.

Scholie. Cette proposition revienl a celle quon

démontre en algebre pour la formation du quarré

’'un bindme, et qui est aiusi exprimée:
(a4-b)' =a’+2ab+ 5.

?

fig. 106,



fig. 109.

fig 108,
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PROPOSITION X

THEOREME.

Si la ligne AC est la différence des deuzx lignes
AB, BC, le quarré fait sur AC contiendra le
quarré de AB, plus le quarré de BC , moins deux
fois le rectangle fait sur AB et BC ; c’est-a-dire
qu’on aura AC ou (AB— BC),= AB°+ BC —
2 AB x BC.

Construisez le quarré ABIF, prenez AE—AC,
wenez CG paralléle a BL, HK parallele a AB, etache-
ves le quarré EFLK.

Les deux rectangles CBIG, GLKD ont chacun pour
mesure ABxBC: si on les retranche de la ﬁgule en-

ticre ABILKEA, qui a pour valeur AB+BC, il est
clair qu’il restera le quarré ACDE, donc, etc.

Scholie. Cette proposition revient a la formule d'al-
gébre (e¢—b4)*=a* 4 b*—2ab.

PROPOSITION X.
THEORBME.
- Le rectangle fait sur la sornme et la différence

de deux lignes, est égal a la différence des
quarrés de ces ltg/zes ainsi on a (AB+BC) X

(AB—B(_,)::AB—-—B(‘

Construisez sur AB et AC les quarrés ABIF |
ACDE; prolongez AB 'd’nme quantité BK =BG, et

achevez le rectangle AKLE.

La base AK du rectangle est la somme des deux
lignes AB, BC, sa hauteur AE est li différence
de ces mémes lignes; done le rectangle AKLE=
(AB - BG) X (AB—BC). Mais ce inéme rectangle
est composé des deux parties ABHE + BHLK ; et
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la partie- BHLK est égaie au rectangle EDGYF, car
BH=DE et BK—=EF; donc AKLE__ABHE+EDG]*
Or, ces deux parties forment le quarré ABLF nioins
le quzﬁ'réDHIG, qui est le quarré fait sur BC; douc
enfin (AB+4BC) x (AB—BC)=AB—BC.

Scholie. Cette proposition revient a la formule
dalgébre (a4-6) (a—b)=a—b".

PROPOSLITION XI.

THROREME.

Le quarré fait sur Uhypoténuse d’un triangle .

r'ectang?e est égal a la somme des quarrés faits
sur les deux autres cotés.

- Soit ABC un triangle rectangle en A : ayant formé fg. 16w

des quarrés sur les trois cotés, abaissez de l'angle
droit sur 'hypoténuse la perpendiculairc AD que
vous prolongerez jusqu'en L ; tirez ensuite les diaao'-
uales AF, CH.

° Langle ABF est composé de I'angle ABC plus an-
. gle droit CBF : I'angle CBH est comiposé du méme
angle ABG plus l'angle droit ABH; donc I'angle ABF
=HBC. Mais AB=BH comme cotés d'un méme
quarré, et BF=BC par la méme raison ; donc les
triangles ABF , HBC, ont un angle égal compris entre
cdtés égaux ; donc ils sont égaux™.

Le triangle ABF est la moitié du rectangle BDEF |
(ou pour abreger BE) qui a niénie base BF et meme
hauteur BD *. Le triangle HBGC est pareillement la *
moitié du quarré AH; car l'angle BAGC étant droxt
ainsi que BAL, AC et AL ne font ¢qu’une méme
ligne droite pardllele 2 HB; donc le triangle HBC et

le quarle AH, qui ont la base connnune BH, out

aussi la hdlltf‘lll commune AB; donc le luanglo est
la moitié dn quarré.

* 6, 4.

pr. 2.
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On a déja prouvé que le triangle ABT est égal au
triangle HBG; donc le rectangle BDEF, double du
triangle ABF, est équivalent au qnarre AH, double
du triangle HBC ‘On démontrera de méme que le rec-
tangle CDEG est équivalent au quarré Al; mais les
deux rectangles BDEF , CDEG, pris ensemble, fout le
quarré BCGF ; donc le quarré BCGF, fait sur I'hypo-
ténuse, est égal a la somme des quarrés ABHL , ACIK ,
faits sur les deux autres cdtés; ou, en d’autres termes,
BOoABLAC

Corollaire 1. Donc le quarré dun des cités de
I'angle droit est égal au quarré de I'hypoténuse moins
le quarré de l'autre cdté, ce quon exprime aiusi:
AB=BC—AC.

Corollaire TI. Soit ABCD un gnarré, AC sa dia-
gonale; le triangle ABC étant rectangle et isoscéle ,
on aura KE’: E,+ B_dz 2A_B,‘; donc .Ze quarré
Sawt sur la diagonale AG est double du quarré fai
sur le eoté AB. '

On peut rendre sensible cette propriété en menant
par les points A et C des paralleles a'BD, et par les
points B et D des paralleles 4 AGC: on formera ainsi
un nouveau quarré EFGH qui sera le quarré de AC.
Or, on voit que EFGH contient buit triangles dgaux
a ABE, et que ABCD en contient quatre; doue le
qnarré EFGH est double de ABCD.

Puisque AG: AB::2:1,o0na, en extrayant la ra-

. cine quarrée, AC:AB :: V/2: 1; donc le diagonals

d’un quarré est incommensurable avec son cote.
(estce qu’on développera davantage dans uneautre
occasion. )
Corollaire 1ll. On a démontré que le quarré AH
est équivalent an rvectangle BDEI'; or, a cause de la
hanteur commune BF, le quarré BCGF est au rec-
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tangle BDEF comme la buse BC est a la base BD;
donc,

- BC:AB::BC:BD.
Donc le quarré dec Phypoténuse est au quarré d’un
des cotés de Pangle droit comme lhypoténuse est au
seginent adjacent a ce coté. On appelle ici segment la
partie de ’hypoténuse déterminée par la perpendicu-
laire abaissée de 'angle droit; ainsi BD est le segment
adjacent au coté AB, et DC est le segment adjacent au
¢6té AC. On aurait semblablement,
BG': AG:: BC : CD.
Corollaire TV, Les rectangles BDEF , DCGE, uyant
aussi la méme hauteur, sont entre eux comme leurs
bases BD, CD. Or, ces rectangles sont équivalents aux

2 ——a

quarrés AB, AG; donc,

AB : AC :: BD : DC. _
Donc les quarrés des deux cotés de Pangle droit sont
entre ewx comme les segments de Uhypoténuse adja~
cents a ces cotes.

PROPOSITION XIL

" THEOREME.

Dans un triangle. ABC, si langle C est aigu,
le quarré du coté opposé sera plm‘ petit que la
somme des guanes des cétés qui comprennent
Langle G; et si Uon abaisse AD perpendiculaire
sur-BC, la différence sera égale au double du
rectangle BCx CD; de sorte qu’on aura,

AB= AC+BC——2BCXCD
ll y a deux cas. 1°.51 la pupendlculane tombe au-
dedans du uxmgl(, ABC, oun aura BD=BC—CD,

et par consequent * BD = BC + CD— 2 BC x CD. + .
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~

Ajoutant de part et dautre AD, et observan que
les triangles 1ectangles ABD, ADG, donnent AD+
BD=AB et AD4-DC= AC on aura AB BC-+

AC— 2 BC x GD. ) -

2¢ Si la perpendlculalre AD tombe hors du tr mngle
ABC, on aura BD=CD— BC, et par cousequent *
BD = CD + BC — 2CD x BC. A]outant de part el
d'autre AD on en conclura de méie,

—-

AB=— BC+AC—-—2BC><CD

PROPOSITION XI1I1.
THEOREME.

Dans un triangle ABC, si Uangle C est obtus,
le quarré du coté opposé AB sera plus grand
gue la somme des quarrés des c6tés qui com-
prennent Uangle C, et si on abaisse AD perpen-
diculaire sur BC, la différence sera égale au
double durectangleBC x CD, desortequ’onaura,

ABZ=AC+BC—+ 2>BCxCD.

La perpendiculaire ne peut pas tomber au-dedans
du triangle; car si elle tombait, par exemple, en E,
le triangle' ACE aurait 4 la fois l'angle droit E et
I'angle obtus G, ce qui est impossible*; donc elle
tombe au dehors, et on a BD=BC+-CD. De la

- résulte * ]Tﬁnzg(in—i- CT)a—i- 2 BCxCD. Ajoutant de

— ‘
part et dautre AD et faisant les réductions comme

—_—

dans le théoréme précédent, on en conclnra AB

= BC4AC 4 2 BCx CD.
Scholie. Le triangle reotan;,le est le aeul dans le-
quel la somme des quarrés de deux coles soit égale
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au quarré du troisiéme ; car si I'angle compris par ces
coteés est aigu, la somme de leurs quarrés sera .plus

grande que le quarré du c6te OPPOSL, sil est obtus,

elle sera moindre.
PROPOSITION X1V.
THEOREME. -

Dans un triangle quelconque ABC, si on méne
du sommet au milieu de la base la ligne AR, je
dis qu’on aura AB+4+ AC=—2AE +2BE.

Abaissez la perpendiculaire AD sur la base BC, le
triangle AEC donnera par le théoréme xi1,

AC=AE+EC—2ECXED.
Le triangle ABE donnera par le theoréme xiu,
AB==AE 4 EB 4 2 EB x ED.
Donc, en ajoutant et observant que EB—=¥C, ou aura,
;\_B’—i-KEJa:: 2 -A_Ea—i- 2 EB.a_

Corollaire. Donc , dans tout parallélogrammne, la
somumne des quarrés des cotés est égale & la somme des
quarrés des diagonales.

Car les diagonales AG, BD, se coupent mutuelle-
ment en deux parties égales au point E*; ainsi le
trumgle ABC donne,

AB+BC__2AE+2BE
Le triangle ADGC donne pareillement,
AD+DC=2AE+2DE.
Ajoutant menibre 3 membre, en observant que BE.._
DE, on aura,
AB4AD 4 DC 4 BC— 4 AE + 4 DE.
"Mais /,AE est le quarré. de 2 AE ou de AC; ADF

est le quarré e BD; donc 1a somnie des qudures des
cOtés est (galc a la sommne des quarrés des diagonales.
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tig. 113,

g, 113,
* 31, 1.
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* PROPOSITION XV.

THEOREME.

b 4. La ligne DE, menée parallélement a la base
d’'un triangle ABC , divise les cétés AB, AC,
proportionnellement; de sorte gu’on a AD : DB
:: AE : EC.

Joignez BE et DC; les deux triangles BDE, DEC,
ont méme base DE ; ils ont aussi méme hauteur,
puisquc les sonuuets B et C sont situés sur une paral-

*3. lele & la base; donc ces triangles sont équivalents®.

Les triangles ADE, BDE, dont le sommet commun

est E, ont méme hauteur et sont enire eux comme
+¢, leurs bases AD, DB*; ainsi on a,
ADE : BDE :: AD: DB.

Les triangles ADE, DEC, dont le sommet conmun
est D, ont aussi méme hauteur, et sont entre eux
comme leurs bases AE, EC; donc,

ADE : DEC :: AL : EC.

Mais le triangle BDE=—=DEC; donc, a cause dn
rapport commun dans ces deux proportions, on en
conclura AD : DB :: AE : EC.

- Corollaire 1. De 1a résulte comnponendo AD+- DB:
AD:: AE4+EC: AE, ou AB: AD :: AC: AE, et aussi
AB:BD:: AG: CE.

fig. 5. Corollaire LI Si cntre dewx droites AB, CD, on
méne tant de paralléles qu’on voudra AG, EF,GH,
BD, etc., ces drodtes scront coupées proportionnellc-
ment , et on aura AF, : CF :: EG: FH :: GB: HD.

Car soit O le point dé concours dés droites AB,
CD; dans le triangle OEF, ou la ligne AC est menée
parallélement a la base EF, on awa OE : AE :: OF :
CF, ou OE: OF :: AE : CF. Daus le triangle OGH, on
aura semblablement OE : EG :: OF : TH, ou OE: OF
:: EG: FH; donc, & cause (u rapport commun :
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OE:OF, ces deux proportions d.onnent AE:CF:
EG: I‘H On démontrera de la méme maniére que LG
-FH ::GB:HD, et ainsi de suite; donc les lighes AB,
CD. sont coupées propertionnellement par les paral-

leles EF, GH, etc.

' PROPOSITION XVI,

THEOREME,
1

Réciproquement si les cotés AB, AG, sont cou-
pés proportionnellement par la ligne DE, en
sorte gu’on ait AD: DB:: AL :EC| je dis que la
ligne DE sera paralléle a la base BC.

Car si DE n’est pas paralléle 4 BC, supposons que
DO en soit une;alors, suivant le théoréme précé.-
dent, on aura AD:BD::AO:0C. Mais, par” hypo-
thése, AD:DB:: AE: EC; donc on aurait AOQ:0C::
AE:EC; proportion impossible, puisque d'une part
l'antécédent AE est plus grand que AO, et que de
l'autre le conséquent EC est plus petit que OC; donc
la paralléle 4 BC menée par le point D ne peut diffé-
rer de DE; donc DE est cette paraliéle.

Scholie. La méme conclusion aurait lieu si on sup-
posait la proportion AB:AD::AG:AE. Car cette pro-

portion donnerait AB—AD:AD::AC—AE:AE, ou.

BD: AD::CE:AE.
" PROPOSITION XVIIL
Tnﬂénﬁmn

' La ligne AD , qui divise en deux parties egales
Cangle BAG dun triangle, divisera la base BC

en deux segments BD , DC, proportionnels aux

cOtés adjacents AR, AC; de sorte qu’on aura
BD:DC:: AB: AC. ' :

fig. 116.

fig: 117,
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Par le point C menez CE paralléle 4 AD jusqu’a la
rencontre de BA prolongé.

Dans le triangle BCE, la ligne AD est paralléle i la
hase CE; ainsi ou a la proportion *,

BD:DC::AB:AE.

Mais le triangle ACE est isoscéle; car, 3 cause des
parall¢les AD, CE, l'angle ACE=DAGC, et langle
AEC=BAD * : or, par hypothése, DAC=BAD;
donc l'angle ACE ==AEC, et par suite AE—=AC*;
substituant donc AC 4 la place de AE dans la propor—
tion précédente, on aura,

BD:DC::AB:AC.
.PROPOSITION XVIII.

THEOREME.

Deia: triangles équiangles ont les cotés homo-
logues proportionnels et sont semblables.

Soient ABC, CDE, deux triangles qui ont les an-
gles égaux chacun & chacun, savoir BAC—=CDE,
ABC=DCE, et ACB=DEC; je dis que les cétés .
homologues ou adjacents aux angles égaux, seront
proportionnels, de sorte quon aura BG:CE::AB:
CD::AG:DE. )

Placez les cotés homologues BC, CE, dans la méme

irection, et prolongez les cotés BA ED , jusqua ce

qu'ils se rencontrent en F.
Puisque BCE est une ligne droite, et que l'angle

. BCA=CED, il s’ensuit que AC .est paralléle 2 DE*.

Pareillenient, puisque I'angle ABC—=DCE, la ligne
AB est paralléle a DC; donc la figure ACDF est un
parallélogramme. :

Daus le maugle BFE la ligne AC est parallile 3 la
base I'E, ainsi on a BG:CE::BA:AF*. A Ila place de
AF meltant son égale CD, on aura,

BC:CE::BA:CD.
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Dans le méme triangle BFE, si oun regavde BF
comme la base, CD est une pamllele a cette base, et
on a la proportion BC: CE::FD:DE. A Ia place de
-FD mettant son égale AC, on aura,

BC:CE::AC:DE.

Enfin de ces deux proportions qui contiennent le

méme rapport, BC: CE, on peut ¢ conclure aussi,
AG: DE :BA: CD.

Donc les triangles équlanales BAC, CDE, ont les
cdtés homologues proportionnels : mais, sulvant la
définition II, deux ﬁgures sont semblables, lorsque
elles ont a ]'1 fois les angles égaux chacun & chacun
et les cdtés homologues proportionnels; donc les

mangles équiangles BAG, CDE, sont deux ﬁgures

semblables,

Corollaire. Pour que deux trlangles soient sembla-
bles, il suffit qu'ils aient deux angles égaux chacun a
chacun car alors le troisieme sera egal de palt et
dautle et les deux trlangles seront eqm.’mg]eﬂ

Sc/zolze Remarquez que, dans  les triangles sem-
hlables , les cdtés liomologues sont oppbsés_ a des
angles égaux; ainsi I'angle ACB étant égal a DEC, le
coté AB est homologue a DG ; de méme AC et DE sonr
lhomologues comme étant opposes aux .mgles egau

ABCG, DCIL. les cotés homologues élant reconnns, on -

forme anssitot les proportlons

- AB:DC::AG:DE::BC:CE.
PROPOSITION XIX.

THEORRME.

Deuir triangles qui ont les c6tés homologues
proportionnels, sont équiangles et semblables.

Supposons quon ait BC:EF::AB:DE::AG:DF,
je dis que les triangles ABC, DEF, auront les angles
égaux, savoir, A=D, B=E, C=F.

fig. 120,
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Faites au point T I'angle FEG=B et au point F
I'angle EFG=C, le troisieme G sera égal au troi-
sitme A, et les deux triangles ABC, EFG | seront
éqniangles ; douc o awva par le théoréme précédent .
BC:EF::AB:EG : mais, par hypothese, BG: EF ::
AB:DE; donc EG=DE. On aura encore, par le
méme - théoréme, BC:EF::AG:FG ; or ona, par hy-
pothése , BC: hF..AC : DF, donc FG=DF; donc
les manglea EGF, DEF, out les trois’ cotes égaux
*11, v chacan a chacun; donc ils sont égaux *. Mais , par

construction , le trinng]e EGF est équiangle au trian-

- gle ABG; donc aussi les triangles DEF , ABC, sont

equlangles ‘et semblables.

Scholte I. On voit par ces denx derniéres proposi-
tions, que dans les triangles, I'égalité des angles est
une suite de la proportionnalité des cdrés, et ré-
ciproquement,, de sorte gu'une de ces conditions
suffit pour assurer la’similitude des triangles. Il n'en
est pas de méme dans les figures de plus de trois
cOtés; car, dés quil sagit seulement des quadrila-
teres, on peut, sans changer les angles, altérer-la
proportion des cotés,> ou, sans altéver les cotés,
changer les angles; ainsi la proportionnalité des
cOtés ne peut étre une suite de I'égalité des angles, ui

fig. 121, wice versd. On voit, par exemple, qu'en menant EF
paralléle 2 BG, les angles du quadrilatéere AEFD

‘sont égaux a ceux du quadrilatere ABCD ; mais la

proportion des cotés est différente : de méme , sans

changer les quatre cétés AB, BC, CD, AD, on pemnt
. rapprocher ou éloigner le point B du'point D | ce qui
alterera les angles.

- Scholie 11. Les deux propositions précedentes qui

n'en’ font proprement qu’une, jointes a celle du
- quarré de I'hypoténuse, sont les propositions les plus
~ importantes et les plus fécondes de_la géométrie;

elles suffisent presque seules a toutes les applications
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ct & la résolition de tous les problémes : la raison en
est que toutes les figures peuvent se partager en
triangles, et un triangle quelconque en deux trian-
gles rectangles. Ajnsi les propriétés générales des
triangles renferment implicitement celles de toutes les
figures.

PROPOSITION XX,

THRORRME,

Deuz triangles qui ont un angle égal compns

entre cités proportionnels, sont semblables.

Soit l'angle A — D, ct supposons qu'on a AB:
DE:: AC: DF; je dis que le triangle ABC est sem-
blable a DEF.

Prenez AG — DE et menez GH parallele a4 BG
langle AGH sera égal a 'angle ABG*; et le triangle
AGH sera équiangle au triangle ABC; on aura donc
AB:AG:: AC:AH: mais, par hypothese, AB:DE:;
AC:DF, et par construction AG — DE ; donc AH=—

DF. Les deux triangles AGH, DEF, ont donc un

angle égal compris entve cotés égaux ; donc ils sont

égaux. Or le triangle AGH est semblable 4 ABC; donc
DEF est aussi semblable 2 ABC.

" PROPOSITION XXI.

THEOREME,

7, . Ay 7
Deux triangles qui ont les c6tés homologues
palalleles, ou qui les ont perpendiculaires cha-
cun a chacun, sont semblables.

fig. 129,

Ya4.1.

Car, 1°si le céte AB est paralléle.a DE | et BC a fig. 123,

El, angle ABC sera égal A DEF*;si de plus ACest
pat‘\l]ele 4 DF, I'angle ACB sera égal a DFE et aussi

6

*ag,r.
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BAC 4 EDF : donc les triangles ABG, DEF, son
équiangles 5 donc ils sont semblables.

2" Soit le coté DE perpendiculaire a2 AB, et le
coté DF a4 AC; dans le quadrilatére AIDH les deux.
angles I et H seront droits ; les quatre angles valent
ensemble quatre angles drom *; donc les deux res-
tants JAH , IDH, valent deux augles droits. Mais les
deux angles EDF, IDH, valent aussi deux angles
droits ; donc l'angle EDF est égal a IAH ou BAG:
pareillement si le troisicmie coté EF est perpendi-
culaire au troisieme BC, on démontrera que ‘angle
DFE=—C, et DEF=B ; douc les deux triangles ABC,
DEF, qui ont les cotés perpendiculaires chacun a
chacun , sont équiangles et semblables.

Scholie. Dans le cas des cotés paralleles, les.colés
liomologues sont les cotés paralleles, et, dans celui
des _cdtés perpendiculaires , ce sont les cdlés perpen-
dloul.ures Ainsi, dans ce dermer eas, DE est homio-
[5gue 3 AB, DF a AC, et EF a BC.

Le cas des cOtés perpendlculaires pourrait offrir
une situation relative des deux triangles, différente
de celle qui est supposée dans la fig. 124 ; mais I'éga-
lité des angles respectifs se démontrerait toujours,
soit par des quadrilatéres tels que AIDH, dont deux
angles sont droits, soit par la comparaison de deux
triangles qui, avec des angles opposés au sommel
auraient chacun un angle droit : dailleurs, on pour=
rait toujours supposer qu'on a counstruit au-dedans

i triangle ABC un triangle DEF, dont les cotés

seraient paralléles 2 ceux du triangle comparé a ABG,
et alors la démonstration rentrerait daus le cas de la

fig. 124.
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PROPOSITION XXIL

THEOREME.

Les lignes AF, AG, eic., menées comrne on vou-
dra parlesommet d’'un triangle, divisent propo-
tionnellement la base BC et sa paralléle DE, de
sorte qu'on a DI:BF:: IK: TG KL :GH, etc,

Car, puisque DI est parallele & BF, le triangle
ADI est équiangle a ABF, et on a la proportion
DI:BF:: Al:AF; de méme IK étant parallele & FG,

fig. 125,

on a AI:AF::lK:FG; donc , i cause du rapport

commun AL:AF, on aura DI:BF :: IK:FG. On trou-
vera semblablement IK:FG:: KL:GH, etc.; done Iy
ligne DI est divisée aux points [, K, L, comme la
base BC lest aux points F, G, H. _
Corollaire. Donc, si BC était divisée en parties
egflles aux pomts F, G, H, la paralléle DE serait di-
visée de méme en parties eoales aux points I, K, L.

PROPOSITION XXIIL

THEORE M B,

Side { ’a}zgle droit A d'un tr[zuigle rectangle on
abaisse la perpendiculaire AD sur I'liypoténuse
.10 Les deux triangles partiels ABD, ADC,
seront semblables entre eux et au triangle total
ABC ; '
® Chaque coté AB ou AC sera moyen pro-
portionnel entre I'lhypoténuse BC et le segment
adjacent BD ou DC; -
30 La perpendtrulaue AD sera moyenne pro-
pomonnellﬂ entre les deux segments BD, DC.
Car, 1° le trlanole BAD et le triangle BAC ont

I’angle commun B de plus l'angle droit BDA est.

égal A langle droit BAC; donc le troisiéme angle
BAD de 'un est égal au troisiéme G de Tauwre ; donc

6.

fig. 126,
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ces denx triangles sont équiangles et semblables. O
_démontrera de mée que le triangle DAGC est sem-
blable au triangle BAC; donc les trois triangles sout
équiangles et semblables entre eux.

2° Puisque le triangle BAD est semblable au’ trian-
gle BAG, leurs cotés homologues sont proportionnels,
Or, le c6té BD dans le petit triangle est howologue
A BA duns le grand , parce qu'ils sont opposés i des
angles dgaux, BAD, BCGA; Phyporénnse BA dn pet
est liomolague & 'hypoténnse BC dn grand’; done on
pent formier la proporiion BD:BA :: BA:BC. On
~ aurait de la méme maniére DC:AC:: AC:BC; donc,
2° chacun des c6tés AB, AC, est moyen propor-
tionnel entre Thypotéuuse et le segment adjacent i
ce cOté.

3° Enfin, la similitude des.triangles ABD, ADC,
donne, en comparant les cétés homologues , BD:
AD::AD:DC;.donc, 3° la perpendiculaire AD est
moyenne proportionnelle entre les segments BD), DC
de Thypoténuse. '

Scholie. La proportion BD:AB::AB:BC donne,
en égalant le produit des extrémes & celui des moyens,

AB— BD x BC. On a de méme AC=DGC x BC,

donc AB+4AC—BD x BC4+DC x BC; le second
membre est la méme chose que (BD-+DC) x BC,

—

et il se réduit & BC X BC ou —}-3_(—32; donc on a AB

+A(3n_—:BCn; donc le quarré fait sur I'hypoténuse
BU est égal i la somine des quarrés faits sur les deux
autres cotés AB, AC. Nous retombons ainsi sur la
proposition du quarré de I'hypoténuse par une voie
trés-différente de celle que nous avions suivie ; d’ont
lUon voit qu’a proprement parler, la proposition du
quarré de T'hypoténuse est une suite de la propor-
tionnalité des cotés dans les triangles équiangles.
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Ainsi les propositions fondamentales de la géométrie

se réduisent, pour.ainsi dire, a celle-ci seule, que

les triangles équiangles ont leurs c6tés homolognes
- proportionnels.

Il arrive souvent, comme on vient d’en voir un
exemple, qu’en tirant des conséquences d'une ou de
plusieurs propositions, on retombe sur des proposi-
tions déja démontrées. En général, ce qui caractérise
particuliérement les théorémes de géométrie, et ce
(ui est une preuve invincible de leur certitude, clest

gquwen les combinant ensemble d’une maniére quel-

congue, pourvu quon raisonne ]uste , on tombe
lou]ours sur des résultats exacts. Il n’en serait pas de
méme si quelque proposition était fausse, ou n'était
vraie qua-peu-prés; il arriverait souvent que, par
la combinaison des propositions entre elles, lerreur
s'accroitrait et deviendrait sensible. Cest ce dout on
voit des exemples dans toutes les démonstirations oul
nous nous servons de la réduction a l'absurde. Ces
démonstrations , oit 'on a pour but de prouver que
deux quantités sont égales, consistent i faire voir que,
s'il y avait entre elles 1a moindre inégalité, on serait
conduit par la suite des raisonnements 4 une absur-
dité manifeste et pa]pable' dott lon est obligé de
conclure que ces deux quantltea sont égales.

 Corollaire. Si d’un point A de la circonférence on
meéue les deux cordes AB, AC, aux extrémités du
diametre BG, le triangle BAC sera rectangle en A ™
donc , 1° la perpendiculaire AD est moyenne propor-
tionnelle entre les deux segments BD, DG, du dia-

metre, ou, ce qui revient au méme, le quarré AD
est égal au rectangle BD x DC. :

2° La corde AB est moyenne proportionnellc entre

le diametre BG et le segment adjacent BD, ou, ce

—
qui revient au méme, AB==DBD x BC. On a sem-
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hablemient AC==CD x BG; donc AB:AC:: BD:DC;
et si on compareﬁiz‘l EE: on aura AB:BG: BD :BG;
on aurait de niénie E?-ﬁnz:DC:BC. Ces rapports ,
des quarrés des cOtés, soit entre eux, soit avec le
uarré de I’hypoténuse, ont été déja donnés dans les
corol. 11 et 1v de la prop. xu.

PROPOSITION XXIV.
'THI'!ORIA!MB.

Deux triangles qui ont un angle égal sont
entre eux comme les rectangles des cotés qui
comprennent l'angle égal. Ainsi le triangle ABC
est au triungle ADE comme le rectangle ABx AC
est au rectangle AD X AL.

Tirez BE ; les denx triangles ABE, ADE, dont le
sommet eommun est B, ont méme hauteur, et sont
entre eux' comme leurs bases AB, AD *; donc,

ABE:ADE :: AB:AD.
On a de méme,

. ABC:ABE:: ACG:AE.

Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet-
tant le commun terme ABE , on aura,
ABC:ADE:: ABx AC:AD X AL.

" Corollaire. Donc les deux triangles seraient ¢qui-
valents , si le rectangle ABx AG était égal au rectan-
gle ADXAE, ou si on avait AB:AD:: AE:AC, ce
qui aurait lien si la ligne DG érait parallele & BE. -

PROPOSITION XXV.
THEOREMRE,

Deux  triangles semblables sont entre eux
comme: les quarrés des cotés homologues.
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Soit langle A=D &t I'angle B=E ; dabord a cause
des angles égaux A et D, on aura, par la proposi-
tion precedente,
ABC:DEF :: ABx AG:DE x DF. i
"On a d’ailleurs, a cause de la similitude des triangles,
AB:DE:: AG:DF.
Et si on multlplle celte proportion terme A terme pal'
la proportion identique,
; AC:DF :: AC:DF,
il en résultera,
ABx AC.DE x DF :: AC: DF.
Donc,
ABC:DEF .: AC:DF.
Donc deux triangles semblables ABC, DEF, sout
entre eux comme les quarrés des colés homologues
AC, DF, ou comme les quarrés de deux autres cotés
homologues quelconques.

PROPOS[’I‘ION XX Vi,
THEOREME.

Deux polygones semblables sont composés
d’un mnéme nombre de triangles semblables cha-
cun a chacun et semblablement (lzsposes

Dans le polygone ABCDE, menez d’un méme angle
A les diagonales AG, AD aux autres angles. Dans
I'autre polygone FGH[K, menez semblablement de
I'angle F homologue a A, les diagonales FH, FI aux
autres angles.

Puisque les polygones sont semblables, 'angle ABC
est égal a son homologue FGH *, et de plus les cotés
AB, BC, sont proportionnels aux cotés FG, GH; de

fig. 122,

fig. 124

*déf. a.

sorte qu'on a AB:FG:: BC:GH. 1l siit de la que les

triangles ABC, FGH, ont un angle égul compris
cntre ¢Otés  proportionuels; dore als sonr sembla.
. -
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bles *; donc P’angle BCA est égal & GHF. Ces angles
égaux étant retranchés des angles égaux BCD, GHI,
les restes ACD, FHI seront égaux : mais puisque les
triangles -ABC, FGH sont semblables, on a AC:
¥H:: BC:GH; d'ailléurs, & cause de la similitude des
polygones *, BC:GH :: CD: HI; donc AG:FH::
CD:HI : mais on a déji vu que I'angle ACD=FHI;
dong les triangles ACD, FHI, ont un angle égal com-
pris entre cotés proporuonnels, donc ils sont sem-
blables. On continuerait de méme a démontrer la
similitude des triangles suivants, quel que fit le iom-
bre des -c6tés des polygones proposés ; donc deux
polygones semblables. sont composés d'un méne
nombre de triangles semblables et semblahlemeut
disposés.’ :

Scholie. La proposition inverse est également vraie :
8i deux polygones sont composés d'un méme. nombre
de triangles semblables ct semblablement disposés, ces
deux: polygones seront semblables.

Car la similitude des triangles respectifs dounera
Pangle ABC—=FGH, BCA=GHF, ACD=TFHI; douc
BCD=GHI, de méme CDE=HIK, etc. De plus, on
aura AB:FG :: BG:GH:: AC:FH:: CD: HI, etc. ; donc
les deux polygones ont les angles égaux et les cotés
proportionnels; donc ils sont semblables.

PROPOSITION XXVIL
'rnéonémn:

Les contours ou périmetres des polygones sem-
blables sont cotnme les cotés homologues, et leurs
surfaces sont -comme les quarrés de ces mémes
COtés.

Cacv, 19 puisqu'on a, par la nature des figures

semblables , AB:FG : BG: GH.:: CD: Hi, etc., on
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pewt conclure de cette suite de rapports égaux : La’

somme des antécédents AB-4-BC+-CD, etc., péri-
métre de la premiére figure, est a la sonine des consé-
quents FG+GH+HI ele. perlmetre de la seconde

figure , comme un antécédent est a son conséquent,

ou comme le cdté AB est 2 son homologue FG.
2° Puisque les triangles ABC, FGH sont sembla-

bles, on a* ABC: FGH :: : AC: ﬁla de mémne “les
lrnugles semblables ACD THI, donnent ACD : FHI

AC FH donc, a cause du lapport communh

AC TH ona,
ABC FGH :: ACD: FHL
Par un raisonnement semblable on trouverail;,
ACD:FHI :: ADE : FIK;
et ainsj de suite, s’il y avait un plus gl.uul uoml)rc
de triaugles. De cette suite de-rapports égaux o1 con-
clura: La somme des antécédents ABC4-ACD4-ADE,
ou le polygone ABCDE, est a la somme des consé-
quents FGH-+FHI+FIK, ou au polygone FGHIK ,
comme un antécédent ABC est 2 son conséquent

FGH, ou comme AB’est 2 ﬁ,; donc Ics surfaces des
polygones semblables sont entre elles comme les quar-
rés des cHtés hémologues.

Corollaire. Si on construit trois figures semblables
dont les cdtés homologues soient égaux aux trois
cotés d'nn triangle rectangle ; la figure faite sur le
grand coté sera égule a la somme des denx autres :
var ges Leois figures sont proportionneiles aux quarrds

de lenrs coiés homologues ; or, le qu.me de Phypo-

ténuse est égal a la somme des quarres des deux autves
¢Otégs 3 done, ete.
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PROPOSITION XXVIIL

THEOREME,

Les parties de deux cordes AB, CD, qui sc
coupent dans un cercle, sont réciproquement
proportionnelles, c’est-a-dire gu'on a AO : DO
:: CO: OB. )

Joignez AC et BD : dans les triangles ACO, BOD,
les angles en O sont égaux comme opposés au som-
met ; I'angle A est égal a 'angle D, parce quils sont
inscrits dans le méme segment *; par la méme raison
tangle C=B; donc ces triangles sont semblables, et
les cdtés homologues donnent [a proportion AO:DO
:: CO:OB.

Corollaire. On tire de 1a AO x OB=DO x CO: donc¢
le rectangle des deux parties de I'une des cordes est
¢égal au rectangle des deux parties de I'autre.

~

PROPOSITION XXIX.
TRREOREME.

8i d’'un méme point O, pris hors du cercle, on
mene les sécantes OB, OC, terminées a I’arc con-
cave BC, les sécantes entiéres seront réciproque-
ment proportionnelles a leurs parties extérieures,
c’est-a-dire qu’on aura OB: OC:: OD : OA. .

Car, en joignant AC, BD, les triangles OAC, OBD,
out l'angle O commun; de pius I'angle B=C*; donc
ces triangles sont seniblables ; et les cotés homolognes
donnent la proportion , .

0B.0C:: OD:OA.

Corollaire. Donc le rectangle OA X OB, est égal au
rectangle OCx OD.

Scholie. On peut remarquer que cette proposition
a_beancoup d’analogie avec lu précédenté , et quelle
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.n'en differe quen ce que les deux cordes AB, CD,
au licu de se couper dans le cercle, se coupent
aw dehors. La proposition suivante peut encore étre
regardée comme un cas particulier de celle-ci.

PROPOSITION XXX.
THEOREME.

Si d’un méme point O pris hors du cercle on B 3>
rene une tangente OA et une sécante OC, la
tangente sera moyenne proportionnelle entre lu
sécante et sa partie extérieure; de sorte qu'on
aura OC: OA::OA:0D; ou, ce qui revient au
méme, O A—0Cx OD.

Car, en joignant AD et AC, les triangles OAD,

OAG, ont I'angle O commun ; de plus I'angle OAD,
formé par une tangente et une corde *, a pour mesure ‘% *
la inoitié¢ del’arc AD, et I'angle C a la méme miesure;
donc P’angle OAD=C ; donc les deux triangles sout
semblables, et on a la proportion,

0C:0A::0A:0D,
qui donne OA—0C x OD.

PROPOSITION XXX
THEOREME.

Dans un wiangle ABC, si on divise Pangle A cn deux
parties égales par la ligne AD, 2 rectangle des cBiés AB,
AC, sera égal au rectangle des segments BD, DC, plus au
‘quarré de la sécante AD. _

Faites passer une circonférence par les trois poiuts A, B,
‘C, prolongez AD jusqu’a la circonférence, et joignez CE.

Le triangle BAD est semblable au triangle EAC; car, par
hypotliése,,. 'aingle BAD—=FAC; de plus I'angle B=E,
puisqu'ils ont tous deux pour mesure la moitié de 'arc AC;
donc cestriangles sont semblables, et les ¢61és homologues
dounent la proportion BA : AE :: AD:AC . dela yésulte
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BAXAC==AEXAD; mais AE=AD4DE, el-ennulti-

plhiant de 'part el d’autre par AD, on a AExAD—-XﬁiI—
ADXDE; d'ailleurs AD X DE=BD xXDC *; donc enfin

BA X AC:AD+BD xDC.

PROPOSITION XXXIL

THEOREME.

Bans tout triangle ABC, le reclangle des deux cétis AB,
AC, est égal au rectangle compris par le diamétre CE du
cercle curconscritet la perpendiculaire AD abawssée sur le
lroisiéme cdté BC.

Car, en joignant AE, les triangles ABD, AEC, sont rec-
tangles, I'nn en D, Pautre ¢n A; de plus 'angle B==E; donc
ves triaugles sont semblables, et ils donnent la proportion
AB:CE::AD:AC; d’olj résulte ABX AC=—=CEXAD.

Corollaire. Si on multiphie ces quantités égales par la
méme quantne BC, on aura ABXACXBC=CEXAD XxBC.
Or, AD XBC est le double de la surface du t mngle donce
le produit des trois cdtés d'un triangle est égal i sa sur/ace
multipliée par le dounble du diamétre du cercle circonscrit.

Le produit de trois lignes s’appelte quelquefois un solide,
par une raison quon verra ci-aprés. Sa valeur se congoit
aisément, en imaginant que les lignes sont réduites en nont-
bres, et. multipliant les nombres dont il s'agit.

Scholie. On peut démontrer aussi que Iz sarface -d’un
triangle est dgale & son périmétre /nultzplte parla modtié du
rayon du cerele inscrit. ‘

Car les triangles AOB, B()C AQC, qui ont leur somuiel
comnun ¢n O, ont pour hautenr communc le rayon du
cercle uscrit; donc la somme de ces triangles sera égale a
In somme des bases AB, BC, AC, multipliée par la moitié
du rayon OD; dounc la surface du txiangle ABC est égale

_ a sen périmétre multiplid par la moitié du rayon du cercle

inscrit.
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PROPOSITION XXXIil.

THEEOREME.

Dans tout quadr)'lat(}‘r(.’ inscrit ABCD, le rectangle des
dewr diagonales AC, B}, est égal o da somme des rectan.
gles des cdtés opposes, de sorte qilon a

ACXBD=ARX CD{+AD X RC.
Prenez I'are CO=AD, et tirez. BO giii rencontre Ia din-
gonale AC en 1. s
L'angle ABD=CBI, puisque I'un a ponr mesure lamoitié

de AD, etlantre la moiti€ de CO égal & AD. L'angle ADB= -

BCI, parce qu’ils sont inscrits dans le méme segment AOB;
donc le triangle ABD est semblable an triangle IBC, et on a
la proportion AD:CI::BD:BC; d'ob résulte ADXBC—
CIXxBD. Je dis maintenant que le triangle ABI est semblable
au triangle BDC; car 'arc AD étant égal & CQ, si on ajoute
de part et d’'autre OD, on aura Parc AO=DC; donc I'angle
ABI=DBC; de plus I'angle BAI—=BDC, parce qu’ils sont
inscrits dansle méme segment; douc les triangles ABI,DBC,
sont seinblables, et les c6tés homologues donnent la propor-
tion AB:BD:: A1;CD; d’ou résulte ABX CD—AIXBD.

Ajoutant les deux résultats trouvés, et ohservant que.

AILXBD-CIXBD=(AI4-CI{) X BD—=ACXBD, on anra
ADXBC4ABX CD=ACXBD.
Scholie. On peut démontrer de la méme maniére un ai-
tre théoréme sur le quadrilatére inscrit.
Le triangle ABD semblable & BIC, domnne la proportion
. BD:BC::AB:BI, d'ol résulte BEIXBD=BCXAB. Si on
joint CO, le triangle 1CO, semnblable 4 ABL, sera semblable
a BDC, et donnera la proportion BD:CO ::DC.OIL; d’on
résulte OIXBD=COXDC, on, a canse de CO=AD,
OIxBD=AD X DC. Ajoutant les deux résultats, et obser-
vant que BIXBD-+4OIXBD se réduit 8 BOXBD, on aura,
BOXBD=AB XBC-4-AD X DC.
Si on efit pris BP—=AD), et qu’on efit tiré CKP, on an-
rait trouvé par des raisonnements semblables,
CP X CA=AB X AD4-BC X CD.
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Mais I'arc BP élant égal & CO, si on ajoute de part et

. d’autre BC, on aura Parc CBP—=BCQ; donc la corde CP

est égale 4 la corde BO, et par conséquent les rectangles

BO X BD et CP X CA sont entré enx comme BD est 3 CA ;

donc, '

o BD:CA::ABXBCH4-ADXDC:AD X AB4-BC X CD.
Donc les deux dingonales d’'un quadrilatére inscrit sont

entre elles comine les sommes des rectangles des cOtés qui

aboutissent & leurs extrémités, i

* Ces deux théorémes peuvent servir i trouver les diago-

nales quand on connait les c6tés.

PROPOSITION XXXIV,

THEOREME. ;
.Soit P un point donné au-dedans du cercle sur le rayon
AC, et soit pris un pointQ an dehors sur le prolongement
du méme rayon , de sorte qu'on ait CP:CA::CA:CQ; si
dun point quelconque M de la circonférence on méne aux:
deux points P et Q les droiles MP, MQ, je dis que ces drai-

" tes seront partout dans un méme mpport, et qu’'on aura

* 20, 3,

MP:MQ:: AP:AQ

Car on-a, par hypothése, CP:CA::CA:CQ; mettam
CM a la place de CA, on aura CP:CM:: CM:CQ; donc les
triangles CPM , CQM, ont un angle égal C compris entre
cOtés proportionnels ; donc ils sont seinblables *; donc le
Lroisidme cété MP est au troisitme MQ comme CP est 3 CM
ou CA. Mais la proportion CP;CA.:: CA;CQ donne, divi-
dendo, CP:CA :: CA—CP:CQ—CA, ou CP:CA:: AP:AQ,
donc MP:MQ:: AP:AQ.
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Problémes relatifs au Livie 111.

PROBLEME PREMIER.

Diviser ure l[gne droite donnée en tant de’

palttes égales gu ‘on 'vou(lra ou en Partle.fpl()-

porttonnella a@ des lignes données.

° Soit proposé de diviser la ligne AB en cing
partles égales ; par l'extrémité A on meénera la droite
indéfinie AG, et prenant AC d'une grandeur quel-
conque , on portera AC cing fois sur AG On-joinidra
le dernier pqmt de dwlsmn G et lextrémité B par la
ligne GB, puis on ménera CI paralléle 2 GB; je dis
que Al sera la cinquiéme partie de la ligne AB, et
. quainsi en portant Al cinq’fois sur AB, la ligne AB
sera divisée en cing parties égales.

Car, puisque CI est parallele a GB, les cotés AG,
AB, sornit coupés proportionnellement en C et I *. Mais
AC est la cinquiéme partie de AG; donc Al estla cin-
q\ueme partie de AB.

2” Soit proposé de diviser la ligne AB en pames
proportionnelles aux lignes donnédes P, Q, R. Par
lextrémité A on tirera indéfinie AG, on prendra
AC=P, CD=Q, DE==R, on joindra les extrémités
E et B, et par les points G, D, on ménera CI, DK,
paralléles’ AEB; je dis que la ligne AB sera divisée
en parties Al , IK, KB, proporuonnelles aux llunm
données P Q,

Car, & cause des paralléles G, DK, EB, les parties
Al, IK, KB, sont proportionnelles aux parties AC,
CGD, DE *; et par construction celles-ci sont égales
aux lignes données P, Q, R.

PROBLEME 1L

Trouver une quatrieme proportionnelle d lrols
lignes donrées A., B, C.

fig. 137.

* 15,

fig. 138,
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Tirves les deux lignes indéfinies DE, DI, sous un
angle quelconque. Sur DE prenez DA==A et DB==B,
sur DF prenez DC==C, joignez AG, et par le point

.B menez BX paralléle 2 AC;je dis que DX sera la

quatriéme proportionnelle demandée : car, puisque
BX est paralléle 2 AC, on a la proportion DA:DB::
DC:DX; or, les trois premiers termes de cette propor-

-tion sont egaux aux trois lignes données ; donc DX

est la qnatrieme propomonnelle demnandée.

Corollaire. On trouvers de méme uiie troisieme
proportionnelle aux deux lignes données A, B, car
clle sera la méme que la guatriéme propontlonuelle
aux trois lignes A, B, B.

PROBLEME IIL

Trouver une moyenne proportionnelle entre
deux ' lignes données A et B.

Surla ligne indéfinie DF prenez DE=—=A,, et EF=B;
sur la ligne totale DF comme diamétre, décrivez la
demi - circonférence DGF; au point E élevez sur le
diamétre la perpendiculaire EG, qui rencontre la cir-
conférence en G; je dis que EG sera la moyenne
proportionrelle cherchée.

Car la perpendiculaire GE, abaissée d'un point de
la circonférence sur le diaméire, est moyenne pro-
portionnelle entre les deux segments du diametre DF,,
EF * : or, ces segments sont égaux aux lignes données

A et B,

PROBLEME 1V,

Diviser la ltgne donnée AB en.deux parties,
de manitre que la plus grande soit moyenne
prol;oztwnne{le entre la ligne entiére et l'autre
partie. :

A lextréinité B de la ligne AB élevez la perpen-
diculaire BC égale 4 la moitié de AB; du point G
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conune centre , et du rayon GB déeriver une civeon-
féreuce, tirez AG, qui coupera la circonféreuce en 1
et prenez AF==AD; je dis que la ligne AB sera divisée
au point F de la maniére demandée, ¢’est-a-dire qu’o n
aura AB:AF:; AY:FB.

Car-AB étant per pendu.ulan'e a l'extrémité du rayon
CB est une tangente; et si on prolonge AC jusqu’a ce
qu’elle rem.ontxe de nouveau la circonférence en E_

on aura * AE:AB::AB:AD; done,, dividendo, AR

—AB:AB:rAB—AD:AD. M.us, pulsque le rayon |
BC est la moitié de AB, l¢ diameire DE "est ¢gal &

AB et par conséquent AF AB=AD=AF; ou a
anssi, a cause de AF—=AD, AB—AD=FB; donc
AF:AB:: FB:AD on AF; donc., invertendo, AB:AF
1t AF:FB.

Scholie. Cette sorte de division de la ligne AB-

sappelle division en' moyénne et extréme raison : on
en verva des usages. On peut remarquer que la sé-
cante AE est divisée en moyenne et extrénie raison
au point D ; car, puisque AB=DE, on a AE:DE::
DE: AD.

o . PROBLEME V.

Par un pomt donné A dans langle donné
BCD, tirerla lzgne BD de maniere que les parties
_ AB, AD, comprises entre le point A et les deux

.cOtés de U'angle, sotent égales.

Par le point A menez AE paralléle a CD, prenez
BE=CE, et par les points B et A tirez BAD, qui
sera la ligne demandée.

- Car, AE étant paralléle a CD, on a BE:EC:: BA:
AD; or BE=EGC; donc BA=—AD.

PROBLEME VI.

lairé un quarré équivalent a un parallélo-
gramume ou a un triangle donné.

* 5o,

fig. 142.
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° Soit ABCD le paralleloaramme donné, AB sa
lmse DE sa hauteur : entre AB et DE ClleI‘CllPL une
.moyenne proportionnelle XY *; je dis que le quarré

_ fait sur XY sera équivalentau parallélogramme ABCD:

Car on a, par construction, AB:XY :: XY:DE; donc
XY=AB'xDE : or ABxDE est la mesure du pa-

rallélogramme, et XY celle du quarré, donc ils sont
équivalents.

2° Soit ABC le triangle donné, BC sa base, AD sa
hauteur : prenez une moyenne' proportionnelle entre
BC et la moitié de AD, et soit XY cette moyenne ;
je dis que le quarré falt sur XY sera équivalent au
triangle ABC.

Car, puisquon a BC:XY.:XY: ; AD, il en ré-

sulte XY=BC X :AD, donc le quarré fait sur XY est

équivalent au triangle ABC.

-

PROBLEME VIL

Faire sur la ligne donnée AD un rectargle
ADEX équivalent au rectangle donné ABFC.

Cherchez une quatriéme proportionnelle aux trois
lignes AD, AB, AC, et soit AX cette quatriéme pro-
poruonnelle, je dis que le rectangle fait sur AD et AX
sera équivalent au rectangle ABFC.

ar, puisquon a AD:AB:: AC:AX , il en résulte.

AD X AX=AB X AG; donc le rectangle ADEX est
équivalent au rectangle ABFC.

PROBLEME VIII.

Trouver ¢n lignes le rapport du rectangle des
deux lzgnes données A et B au rectangle des deux
lignes données C et D.

Soit X une’quatriéme proportionnelle aux (rois
lignes B, G, D; je dis que le rapport des denx lignes
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A et Xsera égal a celul des deux rectangles A x B,
CxD.
~ Car, puisquon a B:C::D:X, il en résulte CxD
=DBxX; donc AxB:CxD::AxB:BxX: A:X.

Corollaire. Donc, pour avoir le rapport des quar-

rés faits sur les lignes données A et G, cherchez une
troisieme proportionnelle X aux lignes ‘A et G, en
sorte quon ait A:G::C:X, et vous aurez A*:C* ::
A:X.

PROBLEME IX.

Trouver en lignes le rapport du prm]ut't des
_ trois lignes données A, B, C, au prodmt des
trois ltgnes données P, Q R

Aux trois lignes données P, A, B, cherchez un®

quatri¢me proportionnelle X : aux trois lignes don~"

-nées G, Q, R, cherchez une quatriéme proportion-
nelle Y. Les deux lignes X, Y, seront _entre elles
comme les plodmts AXBXC PXQXB
Car, puisque P:A::B:X , ona AXB=PxX;

et, en multipliant de part et d’autre par G, AxB
XC=CxPxX. De méme, puisque C:Q::R:Y,
il en résulte Q x R=Cx Y et, multipliant de part e;
’autre par P, on a PXQXR=PxCXY, donc le
produit Ax B xC est an produit PXx QxR comme
CxPxXesta PxCxY, ou comme X est 4 Y,

PROBLEME X.

Faire un triangle équivalent a un poljgone
donné.

Soit ABCDE le polygone donné. Tirez d’abord
a diagonale GE, qui retranche le triangle CDE; par
le point D menez DF paralléle & GE jusqn’z‘; la ren-
contre de AE prolongé; joignez CF , et le polvaone
ABCDE sera eqmvalent an polygone ABCT' qm a un

¢oté de moins.

fig. 149}

fig. 146,
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Cur les trinngles CDE, CFE, ont la base commune
GE; ils ont aussi ménie liauteur , puisque leurs som-
mets D, F , sont situés sur uue ligne DF paralléle a la
base ; donc ces ‘triangles sont équivalents. Ajoutaut
de part et d'autre la figure ABCE, on anra d’'un cdté
le polygone ABCDE, et de l'antrc le polygone ABCF
qui seront équivalents.

On peut pareillement retranclier l'angle B en substi-
tuant au triangle ABC le triangle équivalent AGC, ‘et
ainsi le pentagone ABDE sera cliangé en un triangle
équivalent GCF.

Le méme procédé s'appliquera i toute autre figure;
car en diminuant d’'un a chaque fois le nombre des.
cbtés , on finira par tomber sur le triangle équivalent.

Scholie. On a déji vu que tout triangle peut éive
changé en un quarré équivalent * ainsi on trouvera
toujours un quarré équivalent a une figure rectiligne
donnée; cest ce qu'on appelle quarrer la figure recti-
ligne, ou en trouver la quadrature.

Le probléme de la quadrature’ du cercle consiste i
trouver un quarré équivalent i un cercle dont le dia-
métre est donné,

.

PROBLEME XT.

Faire un quarré qui soit égal a la somnme>ou
a la difference de deux quarrés donnés.

Soient A et B les cotés des quarrés donnés:

1° S'il faut trouver un quarré égal a la somme de
ces quarrés, tirez les deux lignes indéfinies ED, ETF 3
angle droit; prenez ED—A et EG=B, joignez DG,
et DG sera le cdté du quarré cherché.

Car le triangle DEG étant rectangle , le quarré fait
sur DG est égal 4 la somme des quarvés faits sur ED
ct EG, -

2° Sl fant trouver un quarré égal a la dffférence‘.
des gnarrés donnés | formez de méme langle dvoit

¢

~
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FEH, prenez GE égal au plus petit de ¢6tés A et B;
du point G, comme centre, et d’un rayon GH égal &
Pautre cété, décrivez un arc qui coupe Efl en H; je
dis quele quareé fait sur EH sera égal a la différence
des quarrés faits sur les ligues A et B. _

Car le triangle GEH, est rectangle, I'hyporénuse
GH=A, et le coté GE=B; donc le quau‘e fait sur
EH, etc.

Sclzolze. On peut trouver ainsi un quan‘é égal a la
somme de tant de quarrés qu’on voudra; car la con-
btructlon qul en reduit deux a un seu[ en véduira
trois & deux, et ces deux-ci a un, ainsi des autres. 1
en serait de méme si quelques-uns des quarrés devaieut
étre soustraits de la somume des autres.

PROBLEME XII.

Construire un quarré qui soit au quarré donné
ABCD, comme la ligne M est a la ligne N.

Sur la ligne indéfinie EG, prenez EF=M, et FG
= N; sur EG, comme diametre , décrivez une demi-
circonférence , et au point F elevez sur le diamétre la
pmpendmulmre FH. Du point H menez les cordes
HG, HE, que vous prolongerez indéfiniment : sur la
‘premiere prenez HK égale an cété AB du quarré

donné, et par le point K menez Kl parallele & EG;

je dis que\HI sera le coté du quarré cherché.
Car, a cause des paralléles KI GE, ona HI:HK ::

HE: HG; donc HI: AKX :: HE: HG : mais dans le’
triangle rectangle EHG *, le quarré de HE est au *

i quarré de HG comme le segment EF est au segment

TG , oucomme M est 2 N, done HI:HK :: M:N
Mais HK=AB; donc le quarré fait sur HI est au

quarré fait sur AB comme- M est a N.
/’

"fig. 150,

23,
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PROBLEME XIII.

 Sur le c6té FG, homologue a AB, décrire un
polygone semblable au polygone donné ABCDE.
Dans le polygone donné tirez les diagonales AC,
AD : au point F faites I'angle GFH=BAC, et au
point G I'angle FGH=ABC; les lignes FH, GH , S€
couperont en H, et FGH sera un trnangle semblable
4 ABC : de méme sur FH, homologiie 4 AC, construi-
sez le triangle FIH semblable 2 ADC, et sur FI, homo-
logue a AD construisez le trlangle Flh semblable a
ADE. Le polygone FGHIK sera le polygone démandé
semblable 3 ABCDE.
Car ces deux polygones sont composés d'un méme
nombre de trlangles semb}ables et semblablement

placés *.

PROBLEME XIV.

Deux figures s semblables étant données, con-
struire une [' igure semblable qui soit égale a leur
somme ou a leur différence.

Soient A et B deux cdtés homologues des ﬁgul es
données , clierchez un quarré egal a la somme oua la
dlffeu,nce des quarrés faits sur A et B ; soit X le coté
de ce quarré, X sera dans la figure cherchee le coté
homologue a A et B dans les figures données. On
construira ensuite la figure elle-meme par le probléme
précédent.

Car les figures semblables sont connme les quarrés
des cotés homologues; or le quarré du coté X est égal
4 la sonume on a la diftérence des quarrés faits sur les
cotés homologues A et B; donc la figure faite sur le
cote X est égale a la somme ou i la différence des
figures semblables faites sur les cotés A et B.
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PROBLEME XV.
Construire une figure semblable a une figure
donriée, et qui soit a cette figure dans le rapport
donné de M a N

Soit A un coté de la figure donuée, X le c6té homo-

logue dans la figure cherchée; il faudra que le quarré

de X soit au quarré de A comme M est a N *. On trou-
vera donc X par le prohléme xii; connaissant X , le
reste s’achévera par le probléme xin.

PROBLEME XVI.

C' onstruire une figure semblable ala /zgure P
et équivalerite a la figure Q.

Cherchez le c6té M du quarré équivalent & la figure
P, etle coté N du quarré équivalent a la figure Q. Soit
ensuite X une quatriéme proportionnelle aux trois
lignes données- M, N, AB; sur le cété X, homologue
4 AB, décrivez une figure semblable a la figure P; je
dis qu’elle sera de plus équivalente i la figure Q.

Car en appelant Y la figure faite sur le coté X, on
aura P:Y _)_\—B,X, mais, par construction , AB:X ::
M:N, ou AB:X :: M: N done P:Y:: MN Mais on
a aiissi, par construction, M*=P et N ._-Q, donge
P:Y::P:Q; donc Y=GQ; donc Ia figure Y est sen-
blable a la figure P, et équivalente  la figure Q.

PROBI.EME XVIIL

Construire un rectangle équivalent a un
‘quarré donné C, et dont les cdtés adjacents
Sassent une somme donnée AB.

Sur AB, coinume diamétre, décrivez une denii-cir-
«,onference menez pamllelement an diamétre la ligiie
ED% une dlstancc AD égale au coté du quarré donné C.

* 2.

g, 151,

fig. 152,
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Du poiut E, ol la paralléle coupe la circonférence,
abaissez sur le diamétre la perpendiculaire EF; je dis
que AF et B seront les cotés du rectangle cherché.

Car leur somme est égale 4 AB; et leur rectangle
AF x FB est egal au yuarré de EF *, ou au quarr¢
de AD; donc ce rectangle est équivalent au quarré
donné C.

Scholie. 11 faut, pour que le probléme soit possible,
que la distance AD n’excéde pas le rayon, c'est-a-dire
que le c6té du quarré C n’excéde pas la moitié de la
ligne AB.

. N
- PROBLEME XVIIL

Construire un rectangle équivalent aun quarré
C, et dont les cotés adjacents aient entre eux la
différence donnée AB. .

Sur la ligne donnée AB, comme diamétre, décri-
vez une circonférence; a l’extremlte du dmmétle,
menez la tangente AD égale an c6té du quarré C : par
le point D et le centre O tirez la sécante DE; je dis
que DE et DF seront les ctés adjacents du rectangle
demandé.

Car 1° la différence de ces cotés est égaie au dia-
métre EF ou AB; 2° le rectangle DE x DF est égal

A AD* ; donc ce rectangle sera eqmvalent au quarré
donné C.

PROBLEME XIX.

Trouver la commune mesure, sl y en a une,
entre la diagonale et le coté du quarré.

Soit ABCG un quarré quelconque, ACsa diagonale.

11 faut d’abord porter CB sur CA autant de fois
qu'il pent y étre contenu *, et pour cela soit décrit
du centre G et du rayon CB le demi-cercle DBE : on
voit que CB est contenu une fois dans AC avec Je
reste AD, It résultat de la premiére opération est donc
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le quotient 1 avec le reste AD, qu'il faut comparer
avec BG ou son égale AB.

On peut prendre AF—=AD, et porter réellemient
AT sur AB; on.trouverait. qu’il y est contenu deux
fois avec un reste : mais coinme ce reste et les suivants
vont en diminuant, et que bientdt ils échapperaient
par leur petitesse, ce ne serait 12 qu’un moyen méca-
nique imparfait, d'ot 'on ne pourrait rien conclure
pour décider si les lignes AC, CB, ont entre elles ou
n’ont pas une commune mesure : or il est un moyen
trés-simple d’éviter les lignes décroissantes, et de
n’avoir & opérer que sur des lignes qui restent toujours
de la méme grandeur.

Fn effet, I'angle ABC étant dron AB est une tan-
gente , et AF une sécante menée du méme point, de
sorte quon a * AD:AB:: AB:AE. Ainsi dans la se-
conde opération , ot il s'agit de comparer AD avec AB,
on peut, au lieu du rapport de AD a AB, prendre
celui de AB a AE : or AB ou son égale CD est conte-
nue.deux fois dans AE avec le reste AD; donc le ré-
sultat de la seconde opération est le quotient 2 avec
le reste AD qu'il faut comparer ' AB.

, La troisiéme opération, qui consiste a comparer AD)
avec AB | se réduira de méme & comparer AB ou son

égale CD avec AE, et on aura encore 2 pour quotient,

et AD pour reste.

Dela on voit que Popération ne sera jamais terui-

née, et qu'ainsi il n’y a pas de commune mesure entre
Ia diagonale et le c6té du quarré : vérité qui était déja
connue par l'arithmétique ( puisque ces deux lignes
sont entre elles :: v/ 2 : 1)*, mais qui acquiert un
“plus grand degré de clarte par la resolutxon géo-
mctrlque.

Scholie. 11 n’est donc pas possible non plus de
trouver en nombres le rapport exact de la diagonale
au coté du gnarré; mais on pent en approcher tant

* 3o.

11,
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guw’ou voudra au nioyen dé la fraction continue qui
est égale i ce rapport. La premiéré opération a
donné pour quotient 1 ; la seconde et toutes les autres
a iufini donnént 2 : ainsi la fraction dont il §agit
est1 - 5
R i+ ;
++ etc. a 'infini.
Par exemple , si on calcule cétte fraction jusqu’au

quatriéme terme inclusi‘vemeut, on trouve que sa
valeur est 11 ou i;; de sorte que le rapport appro-
“ché de la dlagonale au cdté du quarré est :: 41 :

On trouverait un rapport plus approché en calcul:im
un plus grand nombre de termes. °
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LIVRE IV.

LES POLYGONES REGULLERS,
ET LA MESURE DU CERCLE,

DEPINITION.

UN polygone qui est a la fois équiangle et équilatéral,
s'appelle polygone régulier.

Il y a des polygones réguliers de tont nombre de
cOtés. Le triangle équilatéral est celu de trois cotés ;
et le quarré, celui de quatre.

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME.

Deéur polygones réguliers d’'un méme nomébre
de cOtés sont deux figures semblables.

Soient , par-exemple, les deux hexagones réguliers
ABCDEF , abcdef ; 1a somme des angles est la méme
dans I'une et dans I'autre figure; elle est égale a huit
angles droits *. Langle A est la sixiéme partie de
celte somme aussi bien que l'angle a; donc les deux
angles A et a sont égaux; il en est par conséquent de
méme des angles B et-4, des angles C et ¢, etc.

De plus, puisque par la nature de ces polygones
les cdtés AB, BC, CD, etc. , sont égaux, ainsi qué ab,
be, cd, etc., il est clair qu'on a les proportions AB:
ab::BC:bc::CD:ed, etc.; donc les deux figures dont
il s'agit ont les augles égaux et les cotés horiologucs
proportionnels ; done elles sont semblables *.

fig. 155.

*a§, (.

*déf. =,
liv. 3.
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Corollaire. Les périmétres de deux polygones vé- .
guliers d’un méme nonitbhre de ¢Otés sont entre eux
coinmie les cOLEés homologucs et leurs smf'u,eb soul
conme les quinrés de ces mées coés

Scholie. Langle ’un polygone leguher se déter-
mine pav le nombre de ses cotés comme celui d'un
polygoue équiangle *

PROPOSITION 11
THEORRME,

Tout polygone régulier peut étre inscrit dans
le cercle, et peut lui étre circonscrit.

Soit ABCDE, etc., le polygone dout il s’agit, inn-
ginez qu'on fasse passer une circonférence par les
trois points A, B, G; soit O son centre, et OP la per-
pendiculaire abaissée sur le milien du cété BC; joignez
AOetOD.

Le quadrilatére OPCD et le uadrilatére OPBA
peuvent étre superposés : en effet le ¢6té OP est com-
mun , langle OPC=—=OPB, puisqu’ils sont droits ;
donc le cété PC s'appliquera sur son égal PB, et le
point C tombera en B. De plus, par. la nature du
polygone, 'angle PCD=PBA, donc CD prendra la
direction BA, et puisque CD—= BA, le point D tom-
bera en A, et les deux quadnlatu‘es coincideront en-
tierement l'un avec l'autre. La distunce OD est donc
égale i AO, et par conséquent la circonférence qui
passe par les trois points A, B, C, passera aussi par
le point D : mais, par un raisonncment semblable,
on prouvera que la circonférence qui passe par les
trois sommets B, C, D, passera par le sommet sui-
vant E, et ainsi de suite; donc la méue circonfé-
rence qui passe par les peints A, B, G, passe par tous
les sommets des angles du polygone, et le polygone
est inscrit dans cette circonférence.
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En secoud lieu, pac rapport & cette circoulérence,
tous les'cotés AB, BG, GD, etc., sont des cordes égales;
elles sont donc également éloignées, du centre* ; donc
si du point O, comme centre, et du rayou OP | on
‘décrit une cicconférence , cette circonférence tou-
chera le ¢6té BC et tous les autres ctés du polygone,
chacun dans son milieu, et la circonférenceé sera in-
serite dans le polygoue, ou le polygone circonscrit a
la circonférence. ~
Scholic 1. Le point O, centre commun du cercle
inscrit et du cercle circonscrit, peut étre regardé
aussi comme le centre du polygoue, et par cette 1aison
on appelle angle au centre, 'angle AOB formé. par
les denx rayons menés aux extrémités ('un méme
co6té AB.
Puisque toutes les cordes AB, BC, etc. , sont égales,
il est clair que tous les angles au centre sont égaux,

et qu'ainsi la valeur de chacun se trouve en divisant "

quatre angles droits par le nowbre des cotés du po-
lygone. .. N S

Scholie 11. Pour inscrire nn polygone régulier d’un
certain nombre de cbtés dans une circonférence don-
née, il ne s'agit que de diviser la circonférence en
autant de parties égales que le polygone doit avoir de
cOtés ; car, les arcs étant égaux, les cordes AB | BC,

CD, etc., seront égales; les triangles ABO, BOG,

COD, etc., seront égaux aussi, parce qu’ils sout équi-
latéraux entre cux ; donc tous les angles ABC, BGD,
CDE, etc., seront ¢gaux ; donc la figure ABCDE, etc.,
sera un polygone régulier.

PROPOSITION III.

-PROBLEME.

Inscrire un quarré dans une circonférence
lonnée. ’ :

*8, a2

fig. 158,

’
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Tirez deux diamétres AC, BD, qui se coupenta
angles’ droits; joignez les extrémités A, B,C, D, et la
figure ABCD sera le quarré inscrit : car les angles
AOB, BOC, etc. , étant'égaux, les cordes AB, BC, etc.,
sont égales. .

Scholie. Le triangle BOC étant rectangle et isoscele ,
ona*BC:BO::V a:1; donc le cité du quarré inscrit
est au rayon comme la racine quarrée de 2 est &
Luniré.

PROPOSITION 1IV.

PROBLEME,

Inscrire un hexagone régulier et un triangle
équilatéral dans une circonférence donnée.

Supposons le probléme résolu, et soit AB un cété
de I'hexagone inscrit; si on méne les rayons AO, OB,
je dis que le triangle AOB sera égnilatéral.

Car l:angle AOB est la sixiéme partie de quatre an-
gles droits ; ainsi en prenant I'angle droit pour unité
on aura AOB —4=—3:les deux autres angles ABO ,
BAO, du méme triangle valent ensemble 2 —; ou 3,
et comme ils sont égaux, chacun deux = 3; donc Ie
triangle ABO est équilatéral ; donc le c6té de I'hexa-
gone inscrit est égal au rayon.

Il suit de 1a que pour inscrire un hexagone régu-
lier dans une circonférence donnée, il faut porter le
rayon six fois sur la circonférence, ce qui rameénera
au méme point d'ot on était parti.

L’hexagone ABCDETF étant inscrit, si l'on joint les
sommets des angles alternativement, on formera le
triangle équilatéral ACE.

Scholie. La figure ABCO est un parallélogramme et
méme un losange, puisque AB—=B(C —=CO0 =AO;

donc * la somme des quarrés des diagonales AC-|-

BO, est égale a la somme des quarrés des cotés,
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laquelle est 4 AB ou 4 BO; retranchant de part et
dautre BO, il restera AC=3 §6’, donc AC:BO.:
3:1, ou AC:BO::v'3:1; donc le cité du triangle
équilatéral inscrit est au rayon comme la racine
quarrée de 3 est a Lunité.

P;{OP’OSIT[ON V.

FROBLEME.

Inscrire dans un cercle donné un décagone
régulier, ensuite un pentagone et un pentédé-
cagone.

Divisez le rayon AO en moyenne et extrénie raison
an point M*, prenez la corde AB égale au plus grand

segment.OM, et AB sera le c6té du décagone régulier.

qu’il fandra porter dix fois sur la circonférence.

Car en joignant MB, on a par construction AO:
OM::OM:AM; ou, a cause de AB=OM, AO:AB
::AB:AM; donc les triangles ABO, AMB, ont un

angle commun A compris entre cotés proportiounels ;-

donc ils sont semblables *. Le triangle OAB est isos-
céle , donc le triangle AMB l'est aussi, eton a AB—=
BM : dailleurs AB__ OM,; donc aussi MB—OM;
donc le triangle BMO est 1soscele

L'angle AMB, extérieur au triangle isoscéle BMO,
est double de I'intérieur O *; or I'angle AMB— MAB;
donc le triangle OAB est tel que chacun des angles a
Ja base , OAB ou OBA, est double de I'angle au som-
met O; donc les trois angles. du triangle valent cing

ﬁg.th.
*prob.4.
hv. 3.

*20, 3.

9.1

fois 'angle O, et ainsi l'angle O est la cinquiéme

partie dé deux angles droits, ou la dixiéme de qua-
tre : donc I'arc AB est la dixiéme partie de la cir-
conférence, et la corde AB est le coté du décagone
régulier.
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Corvllaire 1. Ston joint de deux en deux les soninets
du décagone régulier, on formera le pentagone régu-
lier ACEGI. _

Corollaire 11. AB étaut toujours-le coté du déca-
gone, soit AL le coté de I'liexagone; alors I'arc BL
sera, par rapport i la circonférence, y—-5 ou;; done
la corde BL sera le ¢6té du pentedpcagone ou poly-
goue régulier de 15 cdtés. On voit en méme tenmps
que l'arc CL est le tiers de CB.

Scholie. Un polygone régulier étant inscrit, si on
divise les arcs sous-tendus par ses cOtés en deux par-
ties égules, et qu'on tirve les cordes des demi-ares
celles-ci formeront un nonvean polygone régulier
dun nombre de cétés double : ainsi on voit que le
gnarré peul servir a inscrire successivement les po-
lygones réguliers de 8, 16, 32 etc., cotés. De méme
hexagone servira a inscrire les polygones réguliers
de 12,24,48, erc., cOtés ; ledécagone, des polygones
de 20, 4o, 80, etc., cotés; le pentédécagone, des
polygones de 30, 6o, 120, etc., cdtés (1).

PROPOSITION VL
PROBLEME.

Etant donné le polygone régulier inscrit
ABCD, etc. , circonscrire a la méme circonfé-
rence-un polygone semblable.

, (1) On a cru long-temps que ces polygones ¢taient les seuls
qui pussent étre inscrits par les procédés de la géoméirie élé-
mentaire,, ou, ce qui revient au méme, par la résolution des
équations du premier et du second degré : mais M. Gauss a
prouvé , dans un ouvrage intitulé Disquisitiones Arithmeticar , Lip=
sie, 1801, qu’on peut inscrire par de semblables moyens le po-
Ivgoue régulier de dix-sepl colés, el en général celui de 2"+l
cotés, pourvu gue a®-|-1 soit un nombre premier.
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Aupuint'l‘,m-ilicudcl’zu’(:AB,mcnezlulzmganeGH,
qui sera parallele 3 AB *; faites la ménie chose au milieu « (o, .
- de chircun des autres arcs BG, CD, elc.; ces tangentes
formerout par leurs intersections le polygoue régulier
circonscrit GHIK , etc. , sentblable an polygone inscrit.
" 1l est aisé de voir d'abord quc les trois points O,
‘B, H, sont en ligne droite, car les triungles rectan-
. gles OTH, OHN, ot Ihypoténuse commune OH, et
le coté OT =ON; donc ils sour cgaux *; done 1,
Vangle ‘TOH == HON, et par conséquent la ligne OH
passe par le point B- niilieu de Parc TN : par la mnénie
raison le point 1 est sur le prolongement de OG, etc.
Mais, puisque GH est parallele a AB et HL 4 BC,
langle GHI=ABC *; de méme HIK = BCD, etc.; -+,
donc les angles du polygone circonscrit sont égaux
a ceux du polygone inscrit. De plus, a cause de ces
ménies paralléles, on a GH:AB:: OH:0B, er HI;
BC::OH:0B; donc GH:AB::HI:BC. Mais AB —
BC,donc GH =ML Par laméme raison HI=1IK, etc.;
donc les ¢dtés du polygone circonscrit sont égaux
entre eux; donc ce polygone est régulier et semblable
au polygone inscrit.

Corollaire 1. Réciproguement, si on donnait le
polygone circonscrit GHIK, etc. , et qu'il fallftt tracer
par son moyen le polygone inscrit ABC, etc., on
voit qu'il suffirait de mener uuxsommets G, H, 1, etc.,
du polygone donné les lignes OG, OH, etc. , qui ren.
contreraient la circonférence aux poiuts A, B, C, etc. ;
on joindrait ensuite ces points par les cordes AB,
BC, etc., qui formeraient le polygone inscrit. On
pourrait aussi, dans le méme cas, joindre tont sim-
plenient les points de conmact, T, N, P, etc., par les
cordes TN, NP, etc., ce qui formerait également un
polygone inscrit semblable au circonscrit.

Corollaire 1I. Dounc on peut circonscrire i un

8
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cercle donne tous les polygones réguliers qu'on sait
inscrire dans ce cercle, et réciproquement.

"PROPOSITION VII.
THEOREME.

L’aire d’un polygone régulier est égale a son
périmétre multiplié par la moitié du rayon du
cercle inscrit.

" Soit, par exemple, le polygone régnlierGHIK , etc.,
le triangle GOH a pour mesure GH x;OT, le m'mgle
OHI a pour mesure HIX:ON : mais ON =OT;
donc les deux triangles Téunis ont pour mesure
(GH+-HI) x;OT. En continuant ainsi pour les
autrves triangles, on verra que la somme de tous les
triangles, ou le polygone entier a pour mesure la
somme des bases GH, HI, IK, etc., ou le périmétre
du polngne muluphe par :O 1‘ moitié dun rayon du
cercle inscrit.

Scholie. Le rayon du cercle inscrit O n’est autre
chose que la perpendiculaire abaissée du centre sur
un des cOtés ; on P'appelle quelquefois I'apothéme du

polygone. |
PROPOSITION VIIL

THEOREME.

Les périmetres des polygones réguliers d'un
méme nombre de cétés sont comme les rayons
des cercles circonscrits, et aussi commne les rayons
des cercles inscrigs; leurs surfaces sont comme les
quarrés de ces mémes rayons.

Soit AB un coté de I'un des polygones dont il
s'agit, O son centre, et par conséquent OA le rayon
dn cercle circonscrit, et OD, perpendiculaire sur AB,
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le rayon du cercle inscrit; soit pareillement aé le
c6té d'un antre polygone scmblable, 0 son centre,
oa et od les rayons des cercles circonscrit et inscrit.
Les périmnétres des deux polygones sont entre enx
comme les cotés AB et ab; mais les angles A et a sont
égaux comme étant chacun moitié de I'angle du po-
lygone; il en est de méme des angles B et 4; donc leg
triangles ABO, abo, sont semblables, ainsi que les
triangles rectangles ADO, ado; donc AB:ab:: AO:
a0::DO:do; donc les périmétres des polygones sont
entre eux comme les rayons AO , a0, des cercles cir-
conscrits , et aussi comme les rayons DO, do, des
cercles inscrits. .

Les surfaces de ces mémes polygones sont entre

elles commeles quarrés des c6tés homologues AB ab; .

elles sont par conséquent aussi comme les quarrés des
rayons des cercles circonscrits AO, a0, ou comme les
quarrés des rayons des cercles inscrits OD, od.

PROPOSITION IX. -

LEMME.

Toute ligne courbe ou polygone qui enveloppe
d’une extrémité a Uautre la ligne convexe AMB
est plus longue que la ligne enveloppée AMB.

Nous avons déja dit que par ligne convexe nous

entendons une ligne courbe un polygone, ou en par-

tie courbe et en partie polygone, telle quure ligne
. droite ne peut la couper en plus de deux points. Si la
ligne AMB avait des parties rentrantes ou des sinuo-
sités, elle cesserait d’étre convexe, parce qu’il est aisé
de voir qu’une ligne droite ponrrzit la couper en plus
de deux points. Les arcs de cercle sont essentielle-
ment convexes; mais la proposition dont il s'agit mairn-
renant s’étend i une ligne guelcongne guni remplit |a

condition exigde.
8.

fig. 162.
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Cela posé; si la ligne AMB w'est pas plus petite que
tontes celles qui U'enveloppent, il existera parmi. ces
dernieres une ligne plhs courte que wutes les autres,
laquelle sera plus petite que AMB, ou tout au plus
égale 3 AMB. Soit ACDEB cetre ligne enveloppante ;
entre les deux llgnes menez par-tou ol vous voudrez
la droite PQ, qui ne rencontre point la ligne AMB,
ou du moins qui ne fasse que la toucher; la droite PQ
est plus courte que PCDEQ; donc, si & la partie
PCDEQ on substitne la ligne droite PQ, on aura la
ligne enveloppante APQB plus courte que APDQB.
Mais, par hypothése , celle-ci doit étre la plus courte
de toutes; donc cette hypothése ne saurait subsister ;
donc toures les lignes enveloppantes sont plus longues
que AMB.

Scholie. On démontrera absolument de la méme
maniére qu'une ligne convexe et rentrante sur elle-
méme AMB, est plus courte que route ligne qui 'en-
velopperait de toutes parts, soit que la ligne enve10p-
pante FHG touche AMB en un ou plusieurs points,
soit qu'elle 'environne sans la toucher.

PROPOSITION X.
LEMME.

Deux circonfcérences concentriques étant don-
nées, on peut toujours inscrire dans laplus grande
un polygone régulier dont les cotés ne rencontrent
pas la plus petite, et on peut aussi circonscrire d

- da plus petite un polygone régulier dont les cdtés

ne rencontrent pas la grande ; de sorte que dans
l'un et dans lautre cas les cotés du polygone dé-
critseront renferinés entre les deux circonférences.

Soient CA, CB, les rayons des deux circonférences
données. Au point A menez la tangente DE termi-
uée a la grande circonféreuce en D et B : inscrivez
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. dans la grande circonférence I'un des polygones ré-
guliers qu'on peut inscrire par les problémes précé-
dents, divisez ensuite les arcs sous-tendus par les
cotés cn deux parties égales, et menez les cordes des
demi-arcs; vous aurez un polygone régulier d'un
nombre de cotés double. Continuez la blssectron des
arcs jusqu’a ce que vous parveniez & un arc plus petit
que DBE. Soit MBN cet arc (dont le milieu est sup-
posé en B); il est clair que la corde MN sera plus
éloignée du centre que DE, et quainsi le polygone
régulier dont MN est le c4té ne saurait rencontrer la
circonférence dont CA est le rayon.

Les mémes choses étant posées, joignez CM et CN
(ui rencontrent la tangente DE en P et Q; PQ sera le
c6té d’'un polygone circonscrit a la petite circonfé-
renice, semblable au polygone inscrit dans la grande,
dont le c6té est MN. Or il est clair que le polygone
cicconscrit qui a pour cé6té PQ, ne saurait rencon-
trer la grande circonférence, pulsque CP est moindre
que CM.

Donc, par la méme construction, on peut décrire
un polygone régulier inscrit dans la grande circon-
férence, et un polygone semblable circonscrit a la
petite, lesquels auront leurs cdtés compris entre les
deux circonférences.

Scholie. S1 on a deux secteurs concentriques FCG,
1CH; on pourra de méme inscrire dans le plus grand
une portion de polygone régulier, ow circonscrire au
plus petit une portion de polygone semblable, de sorte
que les contours des deux polygones soient compris
ent1e les’ deux circonférences : il suffira de diviser

Parc FBG successivement en 2, 4,8, 16, etc., parties
égales, jusqu’a ce qu'on parvienne i une partie plus
petite que DBE. - '

Nous appelons ici portion de polygone régulier la
figure terminée par une suite de cordes égales inscrites
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daus 'arc FG d’'unc extrémité a |"autre. Cette portion
a les propriétés principales des polygones réguliers,
clle a les angles égaux et les cOtés égaux, elle esta la
fois inscriptible et circonscripsible au cercle; cepen-
dant elle ne ferait partie d'un polygone régulier pro-
prement dit, qu'autant que Parc sous-tendu par un
de ses cOtés serait une partie aliquote de la circon-
férence.

PROPOSITION X1
'l’HliORﬁME-.

Les circonférences des cercles sont entre elles
comme les rayons, et leurs surfaces comme les
quarrés des rayons.

Désignons pour abréger, par circ. CA la circon-
férence qul a pour rayon CAj; je dis quon aura
cire. CAicire. OB:: CA:OB.

Car, si cette proportion n’a pas lieu, CA sera a
OB comme circ. CA est 4 un quatri¢me terme plus
grand ou plus petit que cire. OB : supposons-le plus
petit, et soit, s'il est possible., CA:OB:: eirc. CA:
cire. OD. ;

Inscrivez dans la circonférence dont OB ést le rayon
i polygone régulier EFGKLE, dont, les cotés ne
rencontrent point la circonférence dont OD est le
rayon *; inscrivez un polygone semblable MNP TSM
dans la circontérence dont CA est lc rayon.

Cela pose puisque ces polygones sont semblables,
leurs périméires MNPSEI, EFGKE sont entre enx
comme les rayons CA, OB, des cercles circonscrits *

‘et on aura MNPSM : EFGKE :: CA: OB; mais,

par hypothése , CA : OB .: ¢cire. CA:cire. OD; done
MNPSM : EFGKE :: ¢ire. CA :cire. OD. Or, cette
proportion est impossible, car le contour MNPSM
est oindre que ¢ire. CA %) et au.coniraire EFGKE
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est plus grand que circ. OD; donc il est inpossible
que CA soit & OB comme circ. CA est i une circonfé-
rence plus petite que circ. OB, ou, en termes plus
géuéraux, il est impossible qu'un rayon soit & un
rayon comme la circonférence décrite du premier
rayon est a une circonférence plus petite que la cir-
conférence décrite du second rayon.

De 1a je conclus qu'on ne.peut avoir non plus, CA
est & OB commeé cire. CA est a une circonférence

plus grande que circ. OB ;.car si cela était, on aurait, -

en renversant les rapports: OB est 4 CA comme une
circonférence plus grande que circ. OB est a cire. CA,
ou, ce qui est la méme chose, comme circ. OB est a
une circonférence plus. petite que circ, CA; donc un

rayon serait & un rayon comme la circonférence dé-.

crite du premier rayon est 4 une circonférence plus
petite que la circonférence décrite du second rayon,
ce qui a été démontré impossible.

Puisque le quatriéme terme de la proportion CA:
OB::circ. CA:X ne peut étre ni plus petit ni plus
grand que cire. OB, il faut qu'il soit égal a circ. OB;
donc les circonférences des cercles sont entre elles
comme les rayons.

Un raisonnement et une construction entiérenent
semblables. serviront 4 démontrer que les surfaces
des cercles sont comme les quarrés de leurs rayons._

Nous n’entrerons pas dans d'autres détails sur cette
proposition , qui d'ailleurs est un corollaire de la sui-
vante. . .
Corollaire. l.es arcs semblables AB, DI, sont
comme leurs rayons AC, DO, et les secteurs sembla-
-bles ACB, DOE, sontcomme les quarrés de ces mémes
rayons. '

Car, puisque les arcs sont semblables, l'angle G
est égal a langle O*; or langle C est & quatre angles
droits conume 'arc AB est 4 la circonférence enticre

fig. 166.

¥ dél. 3.
liv. 3,



* 17, 2.

fig. 156,

120 . GEOMETRIE.

décrite du rayon AC¥, et I'angle O est & quatre ungle‘s
droits coinme 'arc DE est & la circonférence décrite
du rayon OD; donc les arcs AB, DE, sont entre eux
comme les circonférences dont ils font partie: ces cir-
conférences sont comme les rayons AC, DO, donc

arc AB:ar¢DE:: AC:DO.

Par la méme raison les secteurs ACB, DOE, sont
comme les cercles entiers, ceux-ci sont comnie les
quarrés des rayons; donc secz. ACB: sect. DOE ::

_PROPOSITION XII

THEOREME.
L'aire du cercle est égale au produit de sa
circonférence par la moitié du rayon.
Désignons par surf. CA la surface du cercle dont le
rayon est CA; je dis qu'on aura surf. CA==+CA X

-cire. GA.

Car si+CA X cire. CA west pas laire du cercle dont
CA est le rayon, cette quantité sera la mesure d'un
cercle plus grand ou plus petit. Supposons d’abord
qu’elle est la mesure d’un cercle plus grand, et soit,
s’il est possible, ; CA X circ. CA=surf. CB.

Au cercle dont le rayon est CA circonscrivez tiu
polygoue régulier DEFG, etc., dont les cotés ne ren-
contrent pas la circonférence qui a CB pour rayon *;
la surface de ce polygone sera égale a son contour
DE - EF + FG + etc. multiplié par; AC ¥ : mais le
contour du polygone est phis grand que la circou-
férence inscrite, puisqu’il I'enveloppe de toutes parts;
donc ia surface du polygone DEFG, etc., .est plus
grande que; AC X cire. AC, qui, par hypothése, est la
mesure du cercle dout CB est le rayon; donc le poly-
gone serait plus grand que le cercle. Or au contraire;
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il est plus petit, puisqu'il y est contenu; donc il est
impossible que ; CA Xcirc. CA soit plus grand que
“surf. GA, ou, en d'autres ternies, il est impossible que
la circonférence d'un cercle multipliée par la moitié
-de son rayon soit la mesure d'un cercle plus.grand.
Je dis en second lieu que ie méme produit ne peut
&tre la mesure d'un cercle plus petit; et, pour ne pas .
changer de figure, je supposerai qu’il s'agit du cercle
dont CB est le rayon; il faut donc prouver- que;CB

X circ. CB ne peut étre la mesure d’un cercle plus
pem par exemple, du cercle dont le rayon est CA.

in effet, soit, s il est possnble, +CB X circ. CB =
surf. CA, ]

Ayant fait la méme construction que ci-dessus, la
_surface du polygone DEFG, etc., aura pour mesnre
" (DE + EF 4 FG + etc.) X 2 CA; mais le contour
DE 4+ EF 4 FG 4- etc., est n‘lomclre que circ. CB
qui l'enveloppe de toutes parts; donc laire dw poly-
gone est moindre que - CA X circ. CB, et a plus forte
raison moindre que + CB X circ. CB. Cette derniere
quantité est, par hypotheése, la mesure du cercle dont
CA est le rayon; donc le polygone "serait moindre
que le cercle inscrit, ce qui est absurde; donc il est
impossible que la circonférence d'un cercle, nrulti-
pliée par la moitié de son rayon, soit la mesire d'un
cercle plus petit.

" Donc enfin la circonférence d'un cercle mullipliéc
par la moitié de son rayon est Ja mesure de ce méme
cercle.

Corollaire 1. T.a sml(\ce d'un sccteur est ¢gale i 'are g (68,
“de cc secteur nmltlplle par la moitié du rayon. A

Car le secteur ACB est au cercle entier comme
I'arc AMB est & la circonférence entiére ABD*, ou +,,
conime AMB X% AC est i ABD x+AC. Mais le cercle
entier=ABD x 2AC; donc le secteur ACB a pour
mesure AMD x + L\(.
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Corollaire I1. Appelons = la circonférence dont le
diamétre est I'unité; puisque les circonférences son
comme les rayons ou conime les diamétres, on ponrra
faire cette proportion : le diametre 1 est & sa circonfé-
rence © conme le diamétre 2CA est a la circonfé-
rence qui a pour rayon CA; de sorte quon aura
1:wi: 2CA : cere. CA; done cire. CA = 2w x CA.
Multipliant de part et d’autre par £ CA, on aura
LCA X cire. CA=== X CA: ow surf. CA=m. (E:,
donc la surface d’un cercle est égale au produit du
(]uarré de son rayon par le nombre constant «, qui
représente la circonférence dont le diamnetre est 1, ou
lerapport de la circonférence au diamétre.

Pareillement la surface du cercle qui a pour rayon
OB sera égale a © X OBZ; or mxCA:mx OB::
_C_Xzﬁz, donc les surfaces des cercles sont entre elles
comme les quarrés de leurs rayons, ce qui saccorde
avec le théoréme précédent.

Scholie. Nous avons déja dit que le probléme de la
quadrature du cercle consiste a trouver un quarré égal
en surface a un cércle dont le rayon est-connu; or on
vient de prouver que le cercle est équivalent au rec-
tangle fait sur la circonférence et la moitié du rayon,
et ce rectangle se change en (uarré en prenant une
moyenne proportionnelle entre ses deux dimensions*:
ainsi_le probléme dc.la quadrature du cercle se ré-
duit & trouver la circonférence quand on connait le
rayon , et pour cela il suffit de connaitre le rapport
de la circonférence an rayon ou au diameétre,

Jusqu'a présent on n'a pu déterminer ce rapport’
que d'une maniére approchée; mais I'approximation
a €1é poussée si loin, gne la connaissance du rapport
exact waurait aucun avantage réel sur celle du rap-
port approché. Aussi cette guestion, qui a beaucoup
occupé les géometres lorsque les méthodes d'approxi-
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niation étatent moins connnes, est maintenant relé-
guée parmi les qucstions oiseuses dont il n'est permis
de soccupel qua ceux: qui ont a peine les premleles
notions de géométrie.

Archiméde a prouvé que le rapport de la circon-
férence an diamétre est compris entre 332 et 3773
ainsi 3% ou %> est une valeur déja fort .ippxochee du
nombre que nous avons représenté par 7, et celte
premiére approximation est fort en usage a cause de
sa simplicité. Metius a trouvé pour le niéme nombre
la valeur beaucoup plus approchée 4. Enfin la va-
leur de =, développée jusqu'a un certain oidre de
décimales, a été trouvée par d'autres calculateurs
3,1415926535897932, etc., et on a e la patience de
prolonger ces décimales jusqu’a la cent vingt-septiéme
ou méme jusqua la cem-quznzumeme. Il est évident
qu'une telle approximation équivaut a la vérité, et
qu’on ne connait pas mieux les racines des puissances
mparfaites. .

On expliquera, dans les problémes swvants, deux
des métliodes élémentaires les plus simples pour obte-
nir ces approximations.

PROPOSITION XII1.
PROBLEM E.

Etant données les surfuces d'un polygone ré-
gulier inscrit et d'un polygone semblable cir-
‘conscrit, trouver les surfaces des polygones ré-

guliers inscrit et circonscrit d’un rzomb/e de cotés

doulle.

Soit AB le cdté dn polygone donné iuscrit, EF
parali¢le a AB, celnt du polygone semblable circon-
serit, C le centre du cercle; si on tire la corde AM-et
les tangentes AP, BQ, la corde AM sera le ¢01é du

fig.169.
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polygone inscrit d’un nombre de cités double, et
PQ double de PM sera celui du polygone semblable
circonscrit *. Cela posé, comnie la méme constr uctiont
aura lieu dans les différents arwl(,s égaux A ACM, il
suffit de considérer I'angle ACM seul, et les triangles
qui y sont contenus seront entre eux comme les poly-
gones entiers. Soit A la surface du polygone inscrit

" dont AB est un c6té, B la surface du polygone seni-

*19, 5

blable circonscrit, A’ la surface du polygone dont
AM est un c61é, B’ la surface du polygone sembluble
circonscrit; A et B sont connus, il s’agit de-trouver
A" et B'.

1> Les triangles ACD, ACM, dont le somnic
commun est A, sont entre eux comme leurs bases
CD, CM; dailleurs ces triangles sont commie les po-
Iygrone.«) A et A’ dont ils font partie; donc A:A’::
CD:CM. Les triangles CAM, CME, dont le sommet
commun est M, sont entre eux commnie leurs bases
CA, CE; ces mémes triangles sont comnme les poly-
gones A’ et B dont ls font partie; donc A": B::CA: CL.
Mais 4 cause des paralleles AD, ME, on a CD:CM::
CA:CE; donc A:A'::A’:B; donc le polygone A’
I'un de ceux que l'on cherche, est moyen propor-
tionnel entre les deux polygones connus A et B, ct.on

a par conséquent A'=} A XDB.

2® A cause de la hauteur commune CM, le trian-
glé CPM est au triangle CPE comme PM est 4 PE;
mais la ligne CP divisant en deux parties dgales
Pangle MCE, on a* PM:PE::CM:CE::CD:CA::
A:A’; donc CPM:CPE::A:A’, et par suite, CPM:

.CPM+ CPE, ou CME::A:A+A’. Mais CMPA

ou 2CMP et CME sont entre eux comme les poly-
gores B’ et B dont ils font partie; donc B':B::
2A: A4 A On a déja déterminé A!; cette nou-
velle proportion déterminera B’, et on aura B'=
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2A XD . .
A—ii\.’; donc, au moyen des polygones A et B, il est
tacile de trouver les polygones A’ et B’ qui ont deux
fois plus de cotés.

PROPOSITION X1V,
PROBLEME.

Trouver le rapport approché de la circonfé.
rence au diametre.

Soit le rayon du cercle==r1, lc c6té dn quarré
inscrit sera 1 2*, celui du quarré circonscrit scra
égal aw diametre 2; donc la surface du gnacrd tus-
crit== 2, et celle du quarré circonscrit = 4. Mainte-
nant, si on fait A—2 et B—4, on trouvera par le
probléme précédent I'octogone inscrit A'—) 8=
2,8284271, et l'octogone circonscrit B’:—IG_—:_—

248
3,3137085. Connaissant ainsi les octogones inscrit
et circonscrit; on trouvera par leur moyen les po-
lygones d’'un nombre de cotés double; il faudra de
nouveau supposer A=—2,8284291,B=3,3137085, et

’ AT 2 e . 2AXB
on aura A'=}’AXB=3,0614674, et B =A

==3,1825979. Ensuite ces polygones de 16 cotds ser-
viront a connaitre ceux de 32, et on continuera ainsi
jusqu’a ce que le calcul ne donne plus de différcnce
entre les poiygones inscrit et circonscrit, ai nioins
dans I'ordre de décimales auquel on s’est arrété, qui
est le septicme dans cet cxemple. Arrivé a ce point,

on conclura que le cercle est égal au deruier résaltat, -

car le cercle doit loujours éire comypris entre le po-
lygone inscrit et le polygone circonscrit; donc st
ceux-ci ne différent poiut entre eux jusqu'a uu certain

'3,
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ordre de décimales, le cercle n’en différera pas non
plus jusqu’au méme ordre.

Voici le calcul de ces polygones prolongé jusqu’i
ce qu’ils ne different plus dans le septiéme ordre de
décimales. )

Nombre des cotés. Polygone inserit. Polygone circonserits
4 «ovenn 2,0000000 ...... 4,0000000
8 .vi. 2,8284291 ... 3,3137085
16 ..., 3,0614674 ...... 3,1825979
32 ..., 31214450 ... ... 3,1519249
64 ...... 3,1365485 ...... 3,1441184
128 ..., 3,1403311 ...... 3,1422236
256 ...... 31412992 ..., 3,1419504
512 ..., 3,1415138 ...... 3,1416321
1024 ..... o 3,1415729 ... .. 3,1416025
2048 ...... 3,1415877 ...... 3,1415951
4ogb ...... 3,1415914 «..... 3,1415933
8192 ...... 3,1415923 ..... - 3,1415928
16384 .. .... 3,1415925 ...... 3,1415927
32768 ...... 3,1415926 ...... 3,1415926

De la je conclus que la surface du cercle —

3,1415926. On pourrait avoir du doute sur la der-
niére décimale 4 cause des erreurs qui viennent des
parties négligées; mais le calcul a été fait avec une
décimale de plus, pour étre stir du résultat que nous
~ venons de trouver jusque dans la derniére décimale.
" Puisque la surface du cercle est égale a la demi-
circonférence multiplide par le rayon, le rayon éuant
1, la demi-circonférence est 3,1415926; ou bien le
diaméwre étant 1, la circonférence est 3,14r5926;
donc le rapport de la circonférence au diamétre dé-
signé ci-dessus par £=3,1415926.

4
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PROPOSITION XV.

LEMME,

Le triangle CAB est équivalent au triangle isoscéle DCE ,
qui a le méme angle C, et dont le c6té CE égal a CD est
moyen proportionnel entre CA et CB, De plus, si Z’ang"le
CAB est droit, la perpendiculaire CF abaissée sur la base
du triangle isoscéle , sera moyenne proportionnelle entre le
c6té CA et la demi-somme des cétes CA , CB.

Car, 1° a cause de 'angle commun C, le triangle ABC est
au triangle isoscéle DCE contme AC X CB est aDC X CE, ou

DC*; donc ces triangles seront équivalents, si DC—=AC

XCB, ou si DC est moyenne proportionnelle entre AC
et CB.

2°La perpendiculaire CGF coupant en denx parties égales -

I'angle ACB, on a*AG:GB:: AC: CB, d’ou résulte, compo-
-nendo, AG:AG+4GCB ou AB::AC:ACH4-CB; mais AG
est 2 AB comme le triangle ACG est au triangle ACB ou
2CDF; dailleurs, si I'augle A esi droit, les triangles rectan-
gles ACG CDF, seront semblables, et donnerom ACG:

—2 2

CDF::AC:CF, donc V.
AC:2CF:: AC:AC4CB.

Multipliant le second rapport par AC, les antécédents de- -

—_—
viendront égaux, et on aura par conséquent 2CF = AC X

- AC+CB
(AC+CB), ou CF:ACX(———

A est droit, la perpendiculaire CF sera mnoyenne propor-.

tionnelle entre le cdté AC et la demi-somme des c6tés
AC, CB. :

PROPOSFIION X VL
PROBLEME.

Trouver un cercle qui diff ére-aussi peu qu ‘on voudra d'un
pod ‘gone 7, ‘eulier donné,
Soit proposé, par exemple. le quarré BMNP ; abaissez du

fig. 170,

‘17, 3

) donc 2° si angle ’

fig. 191,
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contre C la perpendiculaire CA sur le ¢o1é Mb ¢l joignez -
cB 5 |
Le cerele déerit dar rayon GA. cst inscrit dans le quarré,
et le cerele déerit du rayon CB est circonserit a ce méme
quarré; le premier sera plus petit que le quarré, le second
sera plus grand ; mais il s’agit de resserrer ces limites.
Prenez CD et CE égales cliacnne a la moyenne propor-
tionnelle entre CA et Cb et joignez ED; le u-mngle isoscéle
CDE sera équivalent au trlangle CAB™; fanes de méme pour
chacnn des huit triaugles qui composent le ¢uarré, vous
formerez ainsi un octogone régulier équivalent an quarré
BMNP. Le cercle décrit du rayon CF, moyen propor-
A4-CB

tionnel cntre CA et , sera inscrit dans I'octogone, el

le cercle décrit du rayon CD Ini sera circonscrit. Aiusi le
premier sera plus petit que le uarré donné. et le second
plns grand.

Si on change de la méme maniére le triangle: rectangle
CDF en un triangle isoscéle équivalent, on formera par.ce
mnoyen nn polygone régnlier de seize cotés, équivalent an
guarré proposé. Le cercle inscrit dans ce pelygone sera plus -
petit que le quarré, et le cercle circonserit sera plasgrand.

On peut continuner ainsi jusqu'a ce que le rapport entre
le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscril
différe aussi pen qi’'on vondra de 1'égalité. Alors I'nn el
'autre cercle pourront éire regardés comme équnivalents an
quarré propaosé.

Scholie. Voici a quoi se rédnit la recherche des rayons
successifs. Soit « le rayon du cercle inscrit dans I'utn des
polygones trouvés, b le rayon du cercle circonscrit an méme
polygone; scient @' et &' les rayons semblables pour le po-
lygone sitivant ni a un nombre de cétés double. Suivant ce
que nousavons démontré, &' est une moyenne proporiion-
nelle entre et b, et ' est une moyenne proportionnelle

a--b
enlre a et——' de sorte qu'on aura &'= Va)(b et a’

ayons @ et & d’nn polygone étant
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connus, on c¢n cunclut facilement les rayons «f et &' du po-
lygone suivant: et on continuera aiusi jusqu'a ce que la
différence entre les deux rayons soit devenue insensible;
alors I'un ou I'autre de ces rayons sera le rayon du cercle
équivalent au quarré ou au polygone proposé.

Cette méthode est facile a pratiquer- en lignes , puisque
elle se réduit a trouver des moyenaes proportionnelles suc-
éessiyes entre |des lignes connucs ; mais clle réussit encore
mieux en nombres , et c’est unc des plus commodes que la

_géométrie élémentaire puisse fournir pour trouver promp-
tement le rapport approché de la circonférence an dimnétre.
Soit le ¢6té du quarré = 2., le premier rayon inscrit CA sera
1, et le premier rayon circonscrit CB sera /2 ou 1,4142136,
Faisant donc a—1, b=—1,4142136, on trouvera #=
1,1892071 , et a'=1,0986841. Ces nombres servironta
calculer les suivants d’aprds la loi de contiuuation.

Voicile résultat du calcul fait jusqu’a sept ou huit chiffres
pav les tables delogarithnies ordinaires. ’

Rayous des cercles circonscrits, - Rayons des cercles inscrits,

14142136 +-eciieeiesleot 1,0000000.
1,1892071 [N ],098684!-
1,1430500 +..eveviieiiis 1,1210863.
1,1320T49 ~eerrereetonan. [71265639_ -
1,1292862 eiiesevesinaone 1,1279257,
1,1286063 ..e-vieeree.on 1,1282659,

Maintenant que la premiére moitié des chiffres est 12
méme des deux cdtés, on pourra, au lieu des moyens géo-
mélriques,'prendre les moyens arithmétiques, qni n’en dif-
férent que dans les déciinales ultéricures. De cette ‘maniére
I'opération s’abrége beaucoup, et les résultats sont :

1,1284360 -.cceveeeenioo 1,1283508.
1,1283934 +eeeneeeeeeie.. 1,1283921.
1,1283827 cesseseraveneae 1,1283774,
1,1283801 ceeevecrenienes 1,1283787,
.1‘128379[‘ Ceebeesasessanns 1,128379],
1,1283792 cessesisees et x,_1283792-

9



fig. 192

15, a,

130 ' GEOMETRIE.

Donc 1,1283792 est & trés - peu preés le rayou du cercle
égal en surface an quarré dont le coté est 2. Dé la il est fa-
cile de trouver le rapport de la circonférence au diamerve :
car on a démontré que la surface du cercle est égale au
quarré de son rayon multiplié par le nombre = ; donc, si
on divise la surface 4 par le quarré de 1,1283792 , on aura
la valeur de =, qui se trouve par cecalcul de 3,1415926, etc.,
comme on I'a trouvée par une autre méthode.

3

APPENDICE AU LIVRE IV.

DEFINITIONS.

L ON appelle maxunum la quantité la plus grande entre
toutes celles de la méme espéce; minimum la plus petite.

" Ainsj le diamétre du cercle est un maximum entre toutes
les lignes qui joignent deux points de la circonférence, et
la perpendiculaire est un /minirmum entre toutes les drones
menées d’un point donné a une ligne donnée.

IT. On appelle figures isopérimétres celles qui ont des pé-
rimétres égaux.-

PROPOSITION PREMIERE.
THEOREME,

Entre tous les triangles de meme base et de méme péria
métre , le trianglé maximum est celui dans lequel les deux
c8tés non déterminéds sont égaux.

Soit AC=CB, et AM -MB—=AC - CcB; ; je dis que le
triaugle isoscéle ACB est plis grand que le triangle AMB
qui a méine base &t méme périmétre.

Du point C, comme centre, et du rayon CA=CB, d¢-
crivez une circonférence qui réncontre CA prolongé en D;
joignez DB; et 'angle DBA, inscrit dans le demi - cercle,
sera un angle droit *. Prolongez la perpendiculaire DB vers
N, faites MN=MB, et joignez AN. Enfin des points M et C
baissez MP et CG, perpeudicnlaires sur DN, Puisque CB=:
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CD et MN—MB, ona AC 4+ CB=AD, et AM4+MB—=—
AM 4-MN. Mais AC} CR—=AM 4 MB; doncAD—=AM-}-
MN; donc AD > AN : or si 'oblique AD est plus grande que
'oblique AN, elle doit étre plus éloignée de la perpendicu-~
laire’AB; donc DB > BN; done BG, qui est moitié de BD *,
sera plus grande que BP moitié de BN. Mais les triangles
ABC, ABM, qui ont méme base AB, sont entre eux comme
leurs hauteurs BG, BP; donc, puisqu’on a BG > BP, le tri-
angle isoscéle ABC est plus grand que le non-isoscéle ABM
de méme base et de méme périmétre.

PROPOSITION IlI.
'rnlionszE.

Entre tous les polygones isoperimétres et dun méme
nombre de cbtés y celui qui est nn maximum a ses cétes
fgaua.

Car soit ABCDEF le polygone maximum; si le caté BC
n’est pas égal a CD, faites sur la base BD un triangle isos-

céle BOD qui soit isopérimétre a BCD, le triangle BOD sera-

plus grand que BCD *, et par conséquent. le polygone

ABODEF sera plus grand que ABCDEF ; donc ce dernier

ne serait pas le maximurn entre tous ceux qui ont le méme
penmetre et le méme nombre de cotés , ce qui est contre la
supposition. On doit donc avoir BC= CD: on aura par la
méme raison CD = DE, DE—=EF, etc.; donc tous les ctés
du polygone maximum sont égaux entre eux.

PROPOSITION III.
‘ THROREME. ¢

De tous les triangles formeés avec deux c8tés donnés fai-
sant entre eux un angle & volenté , le maximum est celu/
dans lequel les deux: c6tcs donnés font un angle drott.

Soient les deux triangles BAC, BAD, qui ont le c61¢ AB
commul , et le.cdté AC=AD; si 'angle BAC est droit, je
dis que le triangle BAC sera plus grand que le triangle BAD,
dans leqnel langle en A esl aign on oblus.

* 19,1,

fig. 173.

*pr.1.

fig. 17.‘.'.
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Car la base AB dlant la méme, les denx triangles BAC,
BAD, sont commne les hauteurs AC, DE : mais la per-
pendiculaire DE est plus courte que I'oblique AD ou son
égale AC; donc le triangle BAD est plus petit que BAC.

PROPOSITION 1V,
THEOREME.

De tous les polygones formes acec des cbtés donnés et un
dernier & volonté, le maximum doit étre tel que tous ses
angles soient inscris dans une demi- circonférence dont le
cdté inconnu sera le diamétre.

Soit ABCDEF le plus grand des polygounes formés avec
les cotés donnés AB, BC, CD, DE, EF, et un deruier AT

A volonté; tirez les diagonales AD, DF. Si I’angle ADF

n’était pas droit, on pourrait, en conservant les parties
ABCD, DEF, telles qu’'elles sont, augmeunter le triangle
ADF, et par conséquent le polygone entier, en rendant
I'angle ADF droit, conformément & la proposition précé-
dente ; mais ce polygone ne peut plus étre augmenté, puis-
quil est supposé parvenu 4 son mazimum; donc l'augle
ADF est déja un angle droit. Il en est de méme des angles
ABF, ACF, AEF; donc tous les angles A, B, C,D,E,F,
du polygone mazimum sont inscrits dans une demi-circon-
férence dont le cdté indéterminé AF est le diamétre.

Scholie, Cette proposition donne lieu 2 une question ; sa-
voir,s’il y a plusieurs maniércs de former un polygone avec
des cdtés donnés , et un dernier inconnu qui sera le diamétre
de la demi-circonférence daus laquelle les autres cotés sont
inscrits. Avant de décider cette question, il'faut observer
que si une méme corde AB sous-tend des arcs dderits de
différents rayons AC, AD, l'angle au centre appuyé sur
cette corde sera le plus petit daus le cercle dont le rayon
estle plus grand; ainsi ACB< ADB. En effet 'angle ADO
=—ACD+4CAD*; donc ACD<ADO, et en doublant de
part et ("antre on aura ACB < ADB.
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PROPOSITION V.
THEOREME.

It 1’y a qu’une maniére de former le polygone ABCDEY,
avec des cotés donnés et un dernier inconnu qui soit le dia-
métre de la demi-circonférence dans laquelle les autres cites
sont iascrits. : )

Car, supposons qu’on a trouvé un cercle qui satisfasse a
la question ; si on prend un cercle plus grand, les cordes
AB, BC, CD, etc., répondront & des angles au centre plus
petits. La somme de ces angles au centre sera donc moindre
que deux angles droits; ainsi les extrémités des cotés
donnés n’aboutiront plus aux extrémités d’un diametre.
L’inconvénient contraire aura lieu si on prend un cercle

fig. 175.

plus petit; donc le polygone dont il s’agit ne peut étre

inscrit que dans un seul cercle.

Scholie. On peut changer a volonté Pordre des cotés AB,
BC, CD, elc., et le diamétre du cercle circonscrit sera tou-
jours le méme , ainsi que la surface du polygone; car, quel
que soit I'ordre des arcs AB, BC, etc., il suffit que leur
somme fasse la demi-circonférence, et le polygone aura
toujours la méme surface, puisquil sera égal au demi-
cercle moins les segments AB, BC, etc., dont la somme
est Loujours la méme.

PROPOSITION VI.
THEOREME.

De tous les polygones formés avec des cdtes donnes , le
maximum est celni quon peut inscrire dans un cercle.

Soit ABCDEFG le polygone iuscrit, et abedefg le non-
inscriptible formé avec des cbiés égaux, en sorte qu'on a
AB=—=ab, BC=bc, etc.; je dis que le polygone inscrit est
plus grand que l'autre.

Tirez le diamétre EM; joignez AM, MB; sur «b=—AB
faites le triangle abm égal 4 ABM, etjoignez em.

En vertu de la proposition IV, le polygone EFGAM cst

-

fig. 177.
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plus graud que efgam , 4 moins que celui-ci ue puisse étre
pareillement inscrit dans une demi - circonférence dont le
coté em serait le diamétre, auquel cas les deux polygones
seraient’ égaux en vertu de la proposition V, Par la méme
raison le polygone EDCBM est plus grand que edcbm , sauf
la méme exception ou il y aurait égalité. Donc le polygone
entier EFGAMBCDE est plus grand que efgambeede, & moins
qu’ils ne soient entiérement ¢gaux : mais ils ne le sont pas,
puisque l'un est inserit dans le cercle, et que 'aulre est
supposé non—mscrlptlble donc le polygone inscrit est l¢
plus grand. Retranchant de part et d’autre les triangles
égaux ABM, abin, il restera le polygone inscrit ABCDEFG
plus grand que le non-inscriptible abcdefz.

Scholie. On démonlrera, comme daus la proposition V,
quil ne pent y avoir gn’un seul cercle, et par conséquent
qu'un seul polygone mazximum qui satisfasse & la question;
et ce polygone serait encore de méme surface, de quelque
maniére qu’on changeat ’ordre de ses cbtés. '

PROPOSITION VIL
THEOREME,
Le polygone régulier est un maximum entre tous les poly-
gones isopérimétres et d’un méine nombre de cotes.
Car, suivant le théoréme II, le polygone inazxununt a tous

ses coOtés éganx ; el, suivant le théoréme précédent, il estm-
scriplible dans le cercle; done ce polygone est régulier,

PROPOSITION VIII,

LEMME. -

Deux: angles au centre , mesurcs dans deua: cercles diffe-
rents , sont entre ewr ccmme les arcs compris dwisés par
leurs rayons.

. ‘ AB
Ainsi Pangle C est a Pangle O comme le rapport. Y est

DE.
en rapport ——

DO

D'an rayon OF égal a AC décrivez 'arc FG compris enire
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" {es cotés OD, O, prolongés; a cause desrayons égaux AC,

AB .
OF, on aura d’abord. C: 0 ;: AB:FG*, ou:: ACT0 Mais
a cause des arcs semblables FG, DE, on a* FG:DE::FO:
FG DE
DO; donc le rapport o est égal au rapport — Do’ etona

AB DE
“AC’ DO’

PROPOSITION IX.

THEOREME.

par conséquent C 0

De deux polygones reéguliers isopérimétres, celui qui a le
plus grand nombre de cotés est le plus grand. '

Soit DE le demi-coté de I'un des polygones , O son ceutre,
OE son apothéme; soil ABle demi-c5té de 'autre polygone,
C son centre, CB son apothéme. On suppose les centres
et C situés a une distance quelconque OC, et les apothémes,
OE, CB, dans la direction OC : ainsi DOE et ACB seront
les demi-angles au centre des polygones , el comme ces an-
gles ne sont pas égaux, les lignes CA, OD, prolongées, se
rencontreront en un point F; de ce point abaissez sur OC
la perpendiculaire FG; des pomts O et C, comme centres,
décrivez les arcs GI, GH, terminés aux cotés OF, CF.

Gl GH

"0G’ CG

mais DE est au périmétre du premier polygoirie comme

I’anglg O est 4 qualre angles droits, et AB est au périmétre

du second comme I'angle C est a quatreangles droits ;. donc,

puisque les périmétres des polygones sont égaux, DE: AB
Gl GH

::0:C,ouDE:AB:: T Multipliant les antécédents

Cela posé onaura parle lemme précédent O:C::

par OG et les conséquents par CG, onauraDEX OG:ABX:

CG : : GI : GH. Mais les triangles semblables ODE, OFG,
donnent OF : OG 1 DE : FG, d’oti ré¢sulte DE X 0G = OE
XFG; on aura de méme ABXCG = CBXFG; donc OEX
FG: CBX TG :: GI;GH, ou OE: CB :: GI: GH. Sidont
on fait voir que l'are Gl est plus grand que Parc GH, il
sen snivra que Papothéme OF est plus grand que CB.

*

*1r
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De T'auire coté de CF soit faite la figure CKa: enliérement
égale 4 la figure CGa:, de sorte qu'on ait CK=CG, I'angle
HCK =HCG, et I'arc Kxz=zG ; la c8urbe K2G envelop-
pera 'arc KHG, et sera plus grande que cet arc *. Douc Gu;,
moili¢ dela courbe, est plus grande que GH moitié de I'arc;
donc, 2 plus forte raison, GI est plus grand que GH.

11 résulte de 12 que'apothéme OR est plus grand que CB:
mais les deux polygones ayant méme périméire sont entlre
eux comme leurs apothémes*; done le polygone qui a pour
demi-ebté DE est plus grand que celui qui a pour demi-coté
AB : le premier a le plus de cétés, puisque son angle au
centre est le plus petit; donc de deux polygones réguliers iso-
périmétres , celui qui a le plus de cbtés est le plus grand.

PROPOSITION X.
THEOREME.

Le cercle est plus grand que tout polygone iropé’rimétrc.

1l est déja prouvé (ue de tous les polygones isopérimétres
et d’'un méme nombre de cétés le polygone régulier est le
plus grand ; ainsi il ne s’agit plus que de comparer le cercle
a un polygone régulier quelconque isopérimétre. Soit Al le
demi=c6té de ce polygone, C son centre. Soit dans le cercle
isopérimétre 'angle DOE—ACI, et conséquemment l'arc
DE égal au demi-cété AL Le polygone P est an cercle C
comme le triangle ACI est au secteur ODE; ainsi on aura
P:C::3AIX CI::DEXOE:: CI:OFE. Soit menée au ¢oiut
E la tangente EG qui rencontre OD prolongé en G ; les tri-
angles semblables ACI, GOE, donneront la proportion Cl:
OE:: Al ouDE:GE; doncP:C:;DE:GE, on comme DE X
3 OE qui est la mesure du secteur DOE est 4 GEX1OE qui
est 1a mesure du triangle GOE : or le secteur est plus petil
que le triangle; donc P est plus petit que C, donc le cercle
est plus grand que tout polygone isopérimétre,
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LES PLANS ET LES ANGLES SQLIDES.

DEFINITIONS.

I. UNE ligne droite est perpendiculaire a un plan,
lorsqu’elle est perpendiculaire a toutes les droites qu;
passent par son pied dans le plan*. Réciproquemeny * pr4.
le plan est perpendiculaire 4 la ligne. -
Le pied de la perpendiculaire est le point ot cette
ligue rencontre le plan.
. IL Une ligne est pamlléle a un plan, lorsqu’elle
ne peut le rencontrer & quelque distance qu’on les
prolonge T'un et l'autre. Réciproquement le plan est
paralléle a la ligne.
LIT. Deux plans sout paralléles entre eux, lorsqu ils
ne peuvent se rencontrer i quelque dlc.tance ‘qu’on les
prolonge I'un et l'autre.
IV. Il sera démontré* que 1111tersect10n commune * pr.3.
de deux plans qui se rencontrent est une ligne droite :
cela posé, langle ou linclinaison mutuelle de deux
plans est la quantité plus ou moins grande dout ils
sont écartés 'un de lautre; cette quantité se nie-
sure * par langle que font entre elles les deux per- *pr.y.
pendiculaires menédes dans chacun de ces plans au
méme point de Iintersection commune.
Cet angle pcut étre aigu, droit, ou obtus.
V. Sil est droit, les deux plans sont perpena’zcu- :
laires entre eux.:
VI. dngle solide est I'espace angulaire compris
entre plusieurs plans qui se reumssent en un méme
pOnlt.



fig. 199.

fig. 1812,

fig. 182.
_déterminent la position d'un plan; cir si on méne la
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Ainsi Tangle solide S est formé par la réunion des
plans ASB, BSC, CSB, DSA.
I1 faut au moins trois plans pour former un angle
solide. -

PROPOSITION PREMIERE.

THEORRME.

Une ligne droite ne peut étre en partie dans

‘un plan , en partie au dehors.

Car, suivant la définition du plan, dés _qu’une
ligne droite a deux points communs avec nn plan,
elle est tout entiére dans ce plan.

Scholie. Pour reconnaitre si une surface est plane,

1l faut appliquer une llgne droite en différents sens

sur cette surface, et voir si elle touche la surface dans
toute son étendue.

PROPOSITION IL

THEOREME.

Deux lignes droites qui se coupent sont dans
un méme plan, et en déterminent la position.

Soient AB, AC, deux lignes droites qui se coupent
en A:: on peut concevoir un plan ol se trouve la
ligne droite AB; si ensuite on fait tourner ce plan
autour de AB, jusqu’a ce qu'il passe par le point C,

- alors la ligne AC, qui a deux de ses points A et C dans

cc plan, y sera tout entiére, donc la position de ce
plan est déterminée par la seule condition de renfer-
nmer les deux droites AB, AC.

Corollaire 1. Un triangle ABC, ou trois points.
A, B, C, non en ligne droite,, déterminent la position
d’'un plan. .

Corollaire 11. Donc aussi deux paralleles AB, CD,
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sécante EF,' le plan des deux droites AE, EF, sera
celni des paralléles AB, CD.

PROPOSITION IIL
THEOREME,
S deux plans se coupent, leur intersection
commune sera une ligne droite.
Car, si dans les points communs aux deux plans
on en trouvait trois qui ne fussent pas en ligne droite,

les deux plans dont il s'agit, passant chacun par ces

trois points, ne feraient qu'un seul et méme plan *,
ce qui est contre la supposition.

PROPOSITION IV.
A THEOREME.

S une ligne droite AP est perpehcliculaife a
deux autres PB, PC, qui se croisent a son pied
dans le plan MN , elle sera perpendiculaire a
une droite quelconque PQ menée par son pied
dans le méme plan , et ainsi elle sera perpendi-
culaire au plan MN.

Par un point Q, pris 4 volonté sur PQ, tirez la
droite BC dans T'angle- BPC, de maniére que BQ=
QC*, joignez AB, AQ, AC.

La base BC étant divisée en deux parties égales au
point Q, le triangle BPC donnera *,

 PC PBi=2PQ 4 2QC.
Le triangle BAC donnera pareillement,
AC+ AB==2AQ 4 2QC.

Retranchant la premiére égalité de la seconde, et

*a.

fig. 183,

*prob.5,

liv. 3.

* 14, 3.

observaut que les- triangles APC, APB, tous deux

rectangles en P, donnent A_Cz—-P_C%—_—H)Z,, et AB—
iﬁi—.ﬁz; on aura, N

AP APL=2AQ—2PQ.
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Donc, en prenant les moitiés de part et d’autre,
on a ﬁ:::mszQz, ou AQ,=AP2—|— iﬁ: done le
triangle APQ est rectangle en P*; donc AP est per-
pendiculaire a PQ.

Scholie. On voit par la, non-seulement qu'il est pos-
sible qu’une ligne droite soit perpendiculaire 4 toutes
celles qui passent par son pied dans un plan, mais
que cela arrive toutes les fois qne cette ligne est per-

pendiculaire a deux droites menées dans le plan; c'est

ce qui démontre la légitimité de la définition I.

Corollaire 1. La perpendiculaire AP est plus courte
qu'une oblique quelconque AQ ; donc elle mesure la
vraje distance du point A au plan PQ.

- Corollaire 11, Par un point P donné sur un plan,
on ne peut élever qu'une seule perpendiculaire & ce
plan ; car si on pouvait élever deux perpendiculaires .
par le méme point P, conduisez, suivant ces deux
perpendiculaires , un plan dont I'intersection avec le
plan MN soit PQ; alors les deux perpendiculaires
dont il s'agit seraient perpendiculaires a la ligne PQ,
au méme point et daus le méme plan, ce qui est in-
possible. }

"11 est pareillement impossible d’abaisser d’un poiut
donné hors d'un plan deux perpendiculaires & ce
plan ; car soient AP, AQ, ces deux perpendiculaires,
ulors le triangle APQ aurait deux dngles droits APQ,
AQP, ce qui est impossible.

PROPOSITION V,
T xiogﬁmn.

Les obliques également éloignées de la per-
pendiculaire sont égales; et, de deux obliques
inégalement éloignées de la perpendiculaire,
celle qui s’en éloigne le plus est la plus longue.

4
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Car les angles APB, APC, APD etant dvorts, s1 on
suppose les distances PB, PC, PD, égales entre elles,
les triangles APB, APC, APD, auront un angle égal
* compris entre cOtés égaux; donc ils seront égaux;
donc les hypoténuses ou les obliques AB, AC, AD,
seront égales entre elles. Pareillement, si la dlstance
PE est plus grande que PD ou son égale PB il est clair
que l'oblique AE seia plus grande que AB ou son
égale AD.

Corollaire. Toutes les obliques égales AB AC,
. AD, etc.; aboutissent 2 la circonférence BCD de-
Crlte du piéd de la perpendicnlaire P comme centre;
donc étant donné un point A hors d'nn plan, si on
veut trouver sur ce plan le point P ou tomberait la
perpendiculaire abaissée de A, il faut marquer sur ce
plan trois points B, C, D, également éloignés du point
A, et chercher ensuite le centre du cercle qui passe
par ces points; ce centre sera le point cherché P.-

fig. 184,

Scholie. L'angle ABP est ce quon appelle l'incli-

naison de loblique AB sur le plan MN ; on voit que
cette inclinaisou est égale pour toutes les obliques ABy
AC, AD, etc., qui s'écartent également de la perpen-
dnculmre car tous les trnangles ABP,ACP, ADP, etc.,
sont égaux entre eux.

PROPOSITION VI.

THEOREME. -

Soit AP une perpendiculaire au plan MN et
BC une ligne située dans ce plan; si du pied P
de la perpendiculaire on abaisse PD perpendi-
culaire sur BG, et gu’on ]ozgne AD, je dzs gue
AD sera per, pendzculazre a BC.

Prenez DB=DC, et joignez PB, PC, AB, AC
puisque DB—=DC lobhque PB = PC et par rap-
port & la pelpemhculaue AP, puisque PB=PC,

fig. 185.
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l’obhque AB==AC"*; donc la ligne AD a deux de ses
points A et D également distants des extrémités B et
C; donc AD est perpendiculaire sur le milieu de BC.

Corollaire. On voit en méme temps que BC est per-
pendiculaire au plan APD, puisque BC est perpendi-
culaire a-la-fois aux deux droites AD, PD.

Scholie. Les deux lignes AE, BC, offrent I'exemple
de deux lignes qui ne se rencontrent point, parce que
elles ne sont pas situées dans un méme plan. La plus
courte distance de ces lignes est la droite PD, qui est
a-la-fois perpendiculaire 4 la ligne AP et 4 la ligne
BC. La distance PD est la plus courte entre ces deux
lignes; car si on joint deux autres points , comme A
et B, onaura AB>AD, AD > PD; donc, a plus forte
raison, AB > PD.

Les deux lignes AE, CB, quoique non situées dans
un ménte plan, sont censées faire entre elles un angle
droit, .parce que AD et la paralléle nienée par un de
ses points a la ligne BC feraient entre elles un angle
droit. De méme la ligne AB et laligne PD, qui repré-
sentent deux droites quelconques non situées dans le
méme plan, sont censées faire entre elles le méme
angle que ferait avec AB la paralléle 4 PD menée par
un des points de AB.

PROPOSITION VII
THEOREME  ~

Si la ligne AP est perpendiculaire au plan
MN , toute ligne DE paralléle i AP sera perpen-
diculaire au méme plan. '

Suivant les paraileles AP, DI, conduisez un plan
dont l'intersection avec le plan MN sera PD; dans le
plan MN menez BC perpendiculaire a PD, et joi-
guez AD.
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Suivant le corollaire du théoréme précédent, BC
est perpendiculaire au plan APDE; donc I’angle BDE
est droit : mais I'angle EDP est droit aussi, puisque
AP est perpendiculaire 4 PD, et que DE est parallele

a AP; donc la ligne DE est perpendiculaire aux deux -

droites DP, DB ; donc elle est perpendiculaire i leur
plan MN.

Corollaire 1. Recnproquement si les drontes AP,'

DE sont perpendiculaires au méme plan MN, elles

" seront paralleles; car si elles ne I'étaient pas, condui-

. sez par le point D une paralléle a AP, cette paralléle
sera perpendiculaire au plan MN ; donc on pourrait,
par un méme point D, élever deux perpendiculaires
4 un méme plan, ce qui est impossible*.

Corollaire 1. Deux lignes A et B, paraliéles a une
troisiéme C, sont paralleles entre elles; car imaginez
un plan perpendiculaire  la ligne C, les lignes A et B,
paralléles & cette perpendiculaire, seront perpendicu-
laires au méme plan ; donc, par le corollaire précé-
dent, elles seront.paralleles entre elles.

Il est entendn que les trois lignes ne sont pas dans
le méme plan, sans quoi la proposition serait ddja
connue *. N

PROPOSITION VII1L

THEOREME,

Si la ligne AB est] parallele a une droite CD
menée dans le plan MN, elle sera /)alallele ace
plan.

Car si la ligne AB qui est dans le plan ABCD, ren-
contrart le plan MN, ce ne pourrait étre qu'en quelque
point de la ligne CD , interseciion commune des deux
plans : or, AB ne peut rencontrer CD, puisqu’elle lui
est parali¢le ; donc elle ne rencontrera pas non plus
le plan MN; douc elle est paralléle a ce plan ™.

* a5, 1.

fig. 187.

v déf 2.
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fig. 189,

fig. 188.
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PROPOSITION IX.

THEOREME.

Deux plans MN , PQ, perpendiculaires & une
méme droite AB | sont paralléles entre euzx.

Car s'ils se rencontranent quelque/part soit O nn
de leurs points communs, et joignez OA, OB ; la ligne
AB, perpendiculaire au plan MN, est perpendncnlam,
a la droite OA menée par son pled dans ce plan; par
la méme raison AB est perpendiculaire & BO; donc
OA et OB scraient deux perpendwulmeq abaissées du
méme point O sur la méme ligne droite, ce qui est
impossible ; donc les plans MN', PQ, ne peuvent se
rencontrer ; donc ils sont paralleles

PROPOSITION X.

” A

THEOREME,

-

; :

Les intersections EF, GH, de deux plans pa-
ralléles MN, PQ, par un troisieme plan FG,
sont paralléles.

Car si les lignes. EF, GH , situées dans un méme
plan, ne sont pas paralléles , prolongées elles se ren-
contreront; donc les plaus MN , PQ, dans lesquels
elles sout, se rencontreraient aussi; donc ils ne se-
raient pas paralleles.

<

PROPOSITION XI.

THEOREME.

La ligne AB, perpendiculaire au plan MN ,
est perpendwulazre au plan PQ paralléle a MN

Ayant tiré 2 volonté la ligne BC dans le plan PQ,
suivant AB et BC, conduisez un plan ABC dont
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I'intérséction avec le plan MN soit AD, lintersection
AD sera paralléle & BC*; mais la ligne AB perpendi-
culaire au plan MN est per l)elldl(,llldll(‘ a la droite
AD; donc elle sera aussi perpendiculaire & sa paral-
lele B(‘; et puisque la ligne AB est perpéndiculaire a
toite lngne BC menée par son pied dans le plan PQ,
il s’ensuit qu’elle est perpendiculaire au plan PQ.

PROPOSITION X11.
THEORLEME,

Les »‘p'aralléles EG, FH, comprises entre deux
plans paralléles MN , PQ , sont égales.

*10.

fig. 18¢.

Par les paralléles EG, 1'H, faites passer le ‘plan

EGHF, qui rencontrera: les plans paralleles suivant-

EF et GH. Les intersections EF, GH, sont paralléles -

entre elles*, ainsi que EG, FH; douc la figure EGHF
est un parallélogramme ; donc EG=FH.

* Corollaire. Il-suit de 1a que deux pluns paralleles
Sont partout a égale distance; car si EG et FH sont
perpendiculaires aux deux plans MN, PQ, elles seront.
paralléles entre elles*; donc elles sont égales. -

PROPOSITION XIIL

THEOREME.

' Si déux angles CAE, DBF, non situés dans le

méme plan , ont leurs cotés paralleles et diriges
dans le méme sens, ces angles seront égaur et
leurs plans seront paralleles

Prenez. AC=BD, AE=DBT, et joignez CE, DF
AB, CD, FEF. quque AC est egale ct p'nrallele aBD
la’ ﬁcme ABDC est un parallélogramme* ; donc CD
est ég:lle et paralléle & AB. Par une raisou semblable

: 10

10,

fig. 1go.

*ar, 3,
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DEF est égale et paralléle 2 AB; donc aussi C est
égale et paralléle a2 EF, la figure CEFD est donc
un parallélogramme , et ainsi le coété CE est égal
et paralléle & DF;-donc les triangles CAE, DBF
sont équilatéraux entre eux; donc langle CAE=
DBF. o

En second lieu je dis que le plan ACE est parallele
au plan BDF ; car, supposons que le plan paralléle a
BDF, mené par le point A, rencontre les lignes CD,
EF, en d'autres points que C et E, par exemple en
G et H; alors, suivaut la proposition xir, les trois
lignes AB, GD, FH , seront égales : mais les trois AB,
CD, EF, le sont déja; donc on aurait CBD=GD, et
FH =EF, ce qui est absurde ; donc le plan ACE est
paralléle 3 BDF.

Corollaire. Si deux plans paralleles MN, PQ, sont
rencontrés par deux autres plans CABD, EABF, les

-angles CAE,, DBF, formés par les intersections des

plans paralléles, seront égaux; car l'intersection AC

. est parallele a BD*, AE l'est 2 BF, donc l'angle

CAE = DBF.

PROPOSITION XIV.

THEOREME,

SI trois droites AB, CD, EF | non situées dans
le méme plan, sont égales et paralléles, les
triangles ACE, BDF , formés de part et d’autre
en joignant les extrémités de ces droites, seront
égaux , et leurs plans seront paralléles.

Car, puisque AB est égale et Paralléle a CD, la
figure ABDC est un parallélogramme ; donc le coté
AC est égal et parallcle 2 BD. Par une raison sem-
blable les cdtés AE, BF sont égaux et paralléles
ainst que CE, DF; donc les deux triangles ACE
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BDF, sont égaux : on prouvera-daillenrs, comme
dans la proposition précédente , que lenrs plans sont
paralléles.

PROPOSITION XV.

THEOREME.

Deux droites comprises entre trois plans pa- -

ralleles, sont coupdées en parties proportionnelles.

Supposons que la ligne AB rencontre les plans pa-
ralleles MN, PQ, RS, en A, E, B, et que la'ligne
CD rencontre les mémes plans en G, F, D; je dis
qu'on aura AE : EB . : CF : FD.

Tirez AD qui rencontre le plan PQ en G, et joi-
gnez AC, EG, GF, BD ; les intersections EG, BD,
des plans paralleles PQ, RS par le'plan ABD, sont
paralléles *; donc AE:EB: : AG:GD ; pareillement les
intersections AG, G, étant paralleles,on a AG:GD: :
CF:FD ; donc, a cause du rapport commun, AG:
GD, on aura AE: EB :: CF | FD.

PROPOSITIQN XVL

THEOREME.

Souwt ABCD un quadrilatére quelconque situe ou non situd
dans un méme plan; si on coupe les cbtés opposés propor-.

fig. 191,

* 10,

fig. 192:

tionnellement par deux droites EF , GH, de sorte qu’on ait -

AE:EB::DF:FC, et BG:GC:: AH:HD; je dis que les droites

E¥, GH, se couperont en un point M, de maniére qu’on

aura HM:MG:: AE:EB, ¢t EM:MF :: AH: HD.

Conduisez suivant AD un plan quelconque AAHcD) qui ne
passe pas suivant GH; par les points E, B, C, F, menez &
GH les paralléles Ee, Bb, Cc, Ff, qui rencontrent ce plan
ene, b, c, f. A cause des paralléles B5, GH, Cc*, onaura
HH:He:: BG:GC:: AH:HD; donc* les triangles AHb, DHe,
sont semblables. On aura ensuite Ae:eb:: AE:EB, et Df:

10.

*15, 3.

* ao, 3,
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c: DIIFC; done Acich:: DS fe, ou,y componendo, A¢:
Df:: Ab:Dc; mais, a cause des triangles semblables AHS,
DHc, on a A#:De:t AH:HD; done Ae: Dyt AH:HD ¢ dail-
lenrs les triangles AHS, ¢cHD, étunt semblables, angle HA ¢
==HD¥; donc les triangles AHe, DH/, sont scinblables”,
doncl'angle AHe=DHY. 1l s’ensuit d’abord que eHfest nne
ligne droite, et qu'ainsi les trois paralléles Ee, GH, I/,
sont situées dans un méme plan, lequel contiendra les denx
droites EF, GH; donc celles-ce doivent se couper en un
point M. Ensuite, 4 cause des paralléles Ee, MH, Ff, on
aura EM:MF::eH:Hf:: AH:HD.

" Par une construction semblable, rapportée au coté AB,
on démontrerait que HM:MG:: AE:EB.

PROPOSITION XVIL -

THEOREME.

L’angle compris entre. les:deux plans MAN ,
MAP, peut étre mesuré , conformément a la dé-
finition, par Uangle NAP que font entre elles
les deux perpendiculaires AN, AP, menées dans
chacun de ces plans a Uintersection commune
AM. ’ '

Pour démontrer la légitimité de cette mesure, il
faut prouver, 1° qu'elle est constante, ou qu’'elle serait
la néme en quelque point de l'intersection commuue
quw’on menét les deux perpendiculaires.

- En effet, si on prend un autre point M, et qu'on
mene MC dans le plan MN, et MB dans le plan MP,
perpendiculaires a I'intersection commune AM ; puis-
(ue MB et AP sont perpendiculaires 4 une méme ligne
AM, elles sont paralléles entre elles. Par la méme
raison MC est paralléle & AN : douc I'angle BMC =
PAN *; donc il est indifférent de mener les perpen-
diculaires au point M ou au point A; I'angle compris
sera toujours le méme,
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2 Il fant.prouver que si l'angle des deux plans
augmente ou diminue dans. un - certain rapport,
Vangle PAN augmentera ou diminuera dans le mée

rapport.

Dans le plan PAN décrivez du centre A et d’un
rayon a volonté l'arc NDP , du centre M et d'un rayon
égal décrivez l'arc CEB, tirez AD 4 volonté ; les deux
plans PAN, BMC, étant perpendiculaires & une méme
droite MA, seront paralléles*; donc les intersections
AD, ME, de ces deux plans par un troisi¢tnie AMD,
suont paralléles; donc I'angle BME sera égal A PAD*
. Appelons pour un moment coin l'angle forme par

deux plans MP,, MN; cela posé, si I'angle DAP était
égal 2 DAN, il ‘est clair que le coin DAMP serait
égal au coin DAMN ; car la base PAD se placerait
exactement sur son égale DAN, la hauteur AM se-
rait toujours la méme ; donc les deux coins eoinci-
deraient I'un avec l’autre On voit de méme que si
angle DAP était contenu un certain nombre defois
jnste dans I'angle PAN, le coin' DAMP serait contenu
autant de fois dans le coin PAMN. D'ailleurs, du rap-
port en nombre entier 4 un rapport quelconque la
conclusion est légitime, et a été démontrée dans une
circonstance tout-a-fait seinblable * ; donc quel que
soit le rapport de I'angle DAP & I'angle PAN, le coin
DAMP sera dans ce méme rapport avec le coin PAMN;
denc I'angle NAP peut étre pris pour la mesure du
coin PAMN, ou de I'angle que font entre eux les deux
plans MAP, MAN.

Scholie. Il en est des angles formés par deux’ plans
comme des angles formés par deux droites. Ainsi, lors-
que deux plans se traversent mutuellement, les angles
opposés au sommet sont égaux, et les angles adjacents

valent ensemble deux angles droits ;.donc si un plan-

by

est perpendiculaire 4 un autre, celui-ci est perpendi-
culaire au premier. Pareillement dans la rencontre des

17
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plans paralléles par un troisiéine plan, il existe les

mémes égalités et les mémes propriéés que dans lu

rencontre de deux lignes paralléles par une troisiéme

ligne. _ ’
PROPOSITION XVIILL

THEOBEME,

La ligne AP étant perpendiculaire au plan
MN, tout plan APB, conduit suivant AP, sera
perpendiculaire au plan MN.

Soit BC lintersection des plans AB, MN; si dans
le plan MN on méne DE perpendiculaire 4 BP, la ligne
AP, étant perpendiculzire au plan MN, sera perpen-
diculaire 4 chacuue des deux droites BC, DE : mais
I'angle APD, foriné par les deux perpendiculaires PA,
PD, i l'intersection commune BP, mesure I'angle des
deux plans AB, MN; donc, puisque cetangle est droit,
les deux plans sont perpendiculaires entre eux *.

Scholic. Lorsque trois droites ,- telles que AP, BP,
DP, sont perpendiculaires entre elles, chacune dc ces
droites ¢st perpendiculaire au plan des deux autres
et les trois plans sont perpendiculaires entre eux.

PROPOSITION XIX.
THEOREME.

St le plan AB est perpendiculaire au plan MN ,
et que dans le plan AB on méne la ligne PA per-

pendiculaire a Cintersection commune PB, je dis

que PA sera perpendiculaire au plan MN.

Car si dans le plan MN on méne PD perpendicu-
laive 3 PB, l'angle APD sera droit, puisque les plans
sont. perpendiculaires entre eux; donc la ligne AP
est perpendiculuire aux deux droites PB, PD; donc
elle est perpendiculaire a leur plan MN,
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Corollairc. Si le plan AB est perpendiculaire au
plan MN, et que par un point P de l'intersection
commune on éléve une perpendiculaire au plan MN
je dis que cette perpendiculaire sera dans le pian AB,
car, si elle n'y était pas, on pourrait mener dans le
plan AB une perpendiculosire AP a I'intersection com-
mune BP, laquelle serait”en méme temps perpendi-
culaire au plan MN ; donc au méme point P il y
aurait deux perpendiculaires au plan MN; ce qui est
impossible *. :

-

PROPOSITION XX, -
THEOREME,

Si deux plans AB, AD | sont perpendiculaires
a un troisieéime MN , leur intersection commnune
AP sera perpendiculaire a ce troisieme plan.

Car si par le point P on éléve une perpendiculaire
au plan MN, cette perpendiculaire doit se trouver a-
la-fois dans le plan AB et dans le plan AD*; donc elle
est leur intersection commune AP,

PROPOSITION XXL

.

THEOREME. \

St un angle solide est formé par trois angles
plans, la somme de_deux quelconques de ces
angles sera plus grande que le troisicme.

Il n’y a lieu & démontrer la proposition que lorsque
langle plan qu'cn compare a la somme des deux au-
tres est plus grand que chacun de ceux-ci. Soit donc
angle solide S formé par wois augles plans ASB,
ASC, BSC, et supposons que Taugle ASB soit lé plus
grand des trois; je dis qu'on aura ASB < ASC 4 BSC.

Dans le plan ASB faites l'angle BSD==BSC, tirez

e

ﬁg. 1944

‘cor, 19,

fig. 195,
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& volonté la droite ADB; et, ayant pris SC=35D>

joignez AC, BC,

Les deux cotés BS, SD, sont égaux aux deux BS,
SC, I'angle BSD=BSC ; donc les deux triangles BSD,
BSC sont égaux; donc BD=BC. Mais on a AB<
AC + BC ; retranchant d'un- cté BD, et de I'autre
son égale B, il restera AD < AC. Les deux c6tés AS,
SD, sont. egaux aux deux AS, SC, le troisiémc AD
est plus petit que le troisitme AC; donc* 'angle ASD
< ASC. Ajoutant BSD=—=BSC, on aura ASD +-BSD
ow ASB < ASC + BSC.

PROPOSITION XXIL

THEOREME,

La somme des angles plans qui forment un

angle solide, est toujours momdre que quatre

angles droits.

Coupez l'angle solide S par un ‘plan quelconque
ABCDE ; d'un point O pris dans ce plan menez a
tous les angles les lignes OA, OB, OC, OD, OE.

La somme des angles des triangles ASB, BSC, etc.,
formés autour du sommet S, équivaut a la somme
des angles’ d'un pareil nombre de triangles AOB,
BOC, etc., formés autour du_sommet O. Mais au
point B les angles ABO, OBC, pris ensemble, font
langle ABC plus petit que la somme des angles ABS,
8BC*; de méme au point C on a BCO 4 OCD <
BCS 4-SCD ; et ainsi a tous les angles.du polygone
ABCDE. 1l suit de 13 que dans les triangles dont le
sommet est en O, la somme des angles a fa base est
plus petite que la somme des angles 4 la base daus
les triangles dont Ic sommet est en §; donc, par com-
pensation , la somme des angles formés autour du
point O est plus grande que la somme des angles au-
tour du point S. Mais la somme des angles autour
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du point O est égale a quatre angles droits*; donc lu
~ somme des angles plans qui forment P’angle solide S
est moindre que quatre angles droits.

Scholie. Cette démonstration suppose que langle
solide est convexe, ou que le plan d'une face prolon-
gée ne peut jamais couper I'angle solide;sil en était
autrement, la somme des angles plans n’aurait plus de
bornes et pourrait étre d’une grandeur _quelconque.,

PROPOSITION XXIIL

THEOREME.

S deux angles solides sont composés de trois
angles plans égaux chacun a chacun, les plans
dans lesquels sont les angles égaux seront égale-
ment inclinés entre eux.

Soit I'angle ASC=DTF, l'angle ASB—=DTE, et
'angle BSC=ETF ; je dis que les deux pluaus ASC
ASB, auront entre’ eux une inclinaison égale a Lelle
des plans DTF, DTE.

Ayant pris SB A volonté , menez BO, perpendicu-
laire au plan ASC; du point O, oiv cette perpendicu-
- laire rencontre le plan, menez OA, OC, perpendi-
culaires sur SA, SC; joignez AB, BC; prenez ensnite
TE=—SB ; menez EP perpendiculaire. sur le plan
DTE; du point P menez PD, PF, perpendiculaires
suv TD, TF ; enfin joignez DE, EF.

Le triangle SAB est rectangle en A, et le triangle

TDE en D™, et puisque I'angle ASB=DTE, on a
aussi SBA=—TED. D’ailleurs SB—TE; donc le
triangle SAB est égal au triangle TDE¥; donc SA =
TD, et AB=DE. On démontrera semblablement

que SC=TTF, ev BC=EF. Cela posé, le quadri-

latere SAOC est égal au quadrilatére TDPF ; car
posant Pangle ASC sur son égal DTF, & cause de

fig. 197
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="TD et SC=="TF, le point A tomhera en D etle
point C en F. En mnéme temps AO, perpendiculaire
a SA, tombera sur DP perpendiculaire & TD, et pu-
reillement OC sur PT; donc le point O tombera sur
le point P, et on aura AO=DP. Mais les triangles
AOB, DPE, sont rectangles en O et P, I'hypoténuse
AB=DE, et le c4té AO=DP; donc ces triaugles
sont égaux *; donc l'angle OAB=PDE. L’angle OAB
est linclinaison des deux plans ASB, ASC; langle
PDE est celle des deux plans DTE, DTF; donc ces
deux inclinaisons sont égales entre elles.

1l faut observer cependanr, que I'angle A du trian-
gle rectangle OAB n’est proprement l'inclinaison des
deux plans ASB, ASG, que lorsque la perpendi-
culaire BO tombe, par rapport 4 SA, du méme
coté que SC; si elle tombait de P'autre coté, alors
I'angle des deux plans serait obtus, et, joint & l'au-
gle A du triangle OAB, il ferait deux angles droits.
Mais dans le méme cas 'angle des deux plans TDE,
TDF, serait pareillement obtus, et, jointed langle
D du triangle DPE, il ferait deux angles droits; -
donc, comme fangle A serait toujours égal 2 D, on
conclurait de méme que l'inclinaison des deux plans

"ASB, ASC, est égale a celle des deux plans TDE,
"fDF

Scholie. Si deux ungles solldes sont compqses de
trois ‘angles plans égaux chacun i chacun, et qu’en
ménie temnps les angles égaux ou homologues soient .

disposés de la méme maniere dans les deux angles

solides, alors ces angles seront égaux, et posés l'un
sur lautre ils coincideront. En effet on a déja vu
que le qunadrilatéere SAOC peut étre placé sur son
égal TDPF; ainsi en placant SA snr T, SC tombe
sur TF, et le point O sur le point P. Mais, & cause
de I'égalité des triangles AOB, DPE, la perpendicu-
laire OB au plan ASG est égale a la perpendiculaire
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PE au plan TDF; de plus ces perpendiculsires sont
dirigées daus le mée sens; donc le point B tomnbera
sur le point E, la ligne SB sur TE, et les deux augles
-solides coincideront entiérement I'un avec l'autre.

Cette coincidence cependant n'a lieu quen sup-
posant que les angles plans égaux sont disposés de la
méme maniere dans les deux angles solides; car si
tes angles plans égaux- étaient disposes dans un ordre
inverse, ou, ce qui revient au méme, si les perpen-
diculaires OB, PE, au lieu d'étre dirigées dans le
méme sens par rapport aux plans ASC, DTF, étaient
dirigées en sens contraires, alors il serait impossible
de faire coincider les deux angles solides I'un avec
Pawtre. Il n'en serait cependant pas moins vrai, con-
formément au théoréme, que les plans dans lesquels
sont les angles égaux seraient également inclinés
entre eux ; de sorte que les denx angles solides se-
raient égaux dans toutes leurs parties constiiuantes,
sans néanmoins pouvoir étre superposés. Cette sorte
d’égalité, qui n’est pas absolue ou de superposition,
mérite d’étre distinguée par une dénomination parti-
culiére : nous l'appellerons égalité par symétrie.

Ainsi les deux angles solides dont il s’agit, qui sout
tormés par trois angles plans égaux chacun a chacun;
mais disposés dans un ordre inverse, s’appelleront
angles égaux par symétrie, ou simplement angles
symétriques.

La méme remarque sapplique aux angles solideg
formés de plus de trois angles plans : ainsi un angle
solide formé par les angles plans A, B, C, D, E, ¢;
un autre angle. solide formé par les méines angles
dans un ordre inverse A, E, D, C, B, peuvent étre
tels que les plans dans lesquels sont les angles égaux
solent également inclinés entre eux. Ues deux angles
solides, qui seraient égnux suns que la superposition
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fire possible, sappelleront angles solides égaux par
symétrie, ow angles solides symétriques.

Dans les figures planes il n’y a point proprement
d’égalité par symétrie, et toutes celles qu'on vou-
drait appeler ainsi seraignt des égalités absolues ou de

“superposition : la raison en est quon peut renverser

une figure plane, et prendre indifféremment le dessus

‘pour le dessous. 1l en est autrement dans les boh(les

oit la troisieme dimeusion peunt étre prise dans deux
sens différents.

PROPOSITION XXIV.

PROBLEME.

Etant donnés les trois angles plans qui forment
un angle solide, trouver par une construction
plane Uangle que deux de ces plans font enire
eux.

Soit S I'angle solide proposé , dans lequel on con-
nait les trois angles plans ASB, ASC, BSC; on de-
mande l'aingle que font entre eux deux de ces plans,
par exemple les plans ASB, ASC.

Imaginons qu’on ait fait la méme construction que
.dans le théoréme précédent, 'angle OAD serait I"angle
requis. Il s'agit donc de trouver le méme angle par
une construction plane ou tracée sur un plan.

Pour cela faites sur un plan les angles B'SA | ASC,
B"SC, égaux aux angles BSA, ASC, BSC, dans la
figure solide ; prenez B'S et B"S égaux chacun a BS
de la figure solide ; des points B’ et B” abaissez B'A
et B"C perpendiculaires sur SA et SC, lesquelles se
rencontreront ei un point O, Du point A comme cen-
tre et du rayon AB’ décrivez la demi-circonférence
B'JE; au pomt O élevez sur B'E la perpendiculaire
08, gui rencontre la circonférence en &, joignez Ab,
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ct 'angle EAS sera linclinaison cherchée des deux
plans ASC, ASB, dans I'angle solide.

" Tout se rédinit i faire voir que le tl'izlxlgle AOS de
la figuve plane est égal aw triangle AOB de la figure

solide. Or les deux triangles B'SA, BSA | sont rectan-

glesen A, les angles en S sont éganx ; donc les angles
en B et B’ sont pareillenient égaux., Mais I'hypoté-
uuse SB’ est égale A Uliypoténuse SB; donc ces trian-
gles sont égaux; donc SA de la figure plane est égale
a SA de la figure solide, et aussi AB’, ou son égale
Ab dans la figure plane est égale 3 AB dans la figure
solide. On démontrera de méme que SC est égal de
part et d'autre; d'oti il suit que le quadrilatére SAOC
cst égal dans I'une ‘et dans Pautre figure , et quainsi
AO de la figure plane est égal 4 AO de la figure
solide; donc dans I'une et dans l'autre les triangles
rectangles AO4; AOB, out I'hypoténuse égale et un
cdté égal; doncils sont égaux, et I'angle EA%; trouvé
par la construction plane, est égal a l'inclinaison des
deux plans SAB, SAC, dans I’angle solide.

Lorsque le point O tombe entre A et B’ dans la
ﬁgme plane, langle EA% devient obtus, et mesure
toujours la vraie inclinaison des plans : cest ponr
cela que I'on a desngne par EA%, et-non par OAJ,
Uinclinaison demandée; afin que la méme solution
convienne a tous les cas sans exception.

Scholie. On peut demander si, en prenant trois
angles plans a volonté, on pourra former avec ces trois
.mcrles plans nun angle solide.

D'abord il faut que la-somme des trois angles don~
nés soit plus petite que quatre angles droits, sans guoi
I'angle solide ne peut étre formé*; il faut de plus
(Waprés avoir pris deux -des angles a volonté B'SA,
ASC, le-troisieme CSB” soit tel, que la perpendicn-
“laire B"C au ¢bté SC reucontre le diametre B'E entre
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ses extrémités B’ et E. Ainsi les limites de la gran-
deur de I'angle CSB" sont celles qui font aboutir la
perpendiculaire B"C aux points B’ ¢t E. De ces points
abaissez sur CS les perpendiculaires B'I, EK, qui

"rencontrent en I et K la circonférence décrite du -

rayon SB", et les limites de l'angle CSB" seront CSI
et CSK. .

Mais dans le triangle isoscele B'SI, la ligne CS pro-
longée étant perpendiculaire a la base B'I, on a I'an-
gle CSI—=CSB'=ASC+ ASB'. Et dans le trxangle
isoscele ESK , la ligne SC étant perpendiculaire 3
EK,on a 1’angle CSK ==CSE. Dailleurs, a cause des
triangles égaux ASE, ASB', I'angle ASE—=ASD';
donc CSE ou CSK=ASC—ASB’"."

Il résulte de la que le probléme sera possible toutes
les fois que le troisi¢éme angle CSB” sera plus petit
que la somme des deux autres ASG, ASB’, et plus
grand que leur différence : condition qui s’accorde
avec le théoréme xx1; car, en vertu de ce théoréme,
il faut quon ait CSB" < ASC4-ASB’; il faut aussi
qu'on ait ASC < CSB" ASB’, ou CSB" >ASC—
ASB’,

PROPOSITION XXYV.
PROBLEME.
Etant donnés deux des trois angles plans

qui forment un angle solide, avec Uangle que
leurs plans font entre eux , trouver le trolsiéme

~angle plan.
fig. 198,

Soient ASC, ASB’, les deux angles plans donnés,
et supposons pour un moment que CSB” soit le troi-
sieme angle que I'on cherche, alors, en faisant la .
méme constrnction que dans le probléme précé(lenl,
langle contpris entre les plans des deux premiers
serait EAS. Or, de méme quon déterniine T'angle
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FAb par le moyen de CSB", les deux autres étant
donnés, de méme on peut determiner CSB" par le
moyen. de EA%, ce qui résoudra le probléme pro.
posé.

Ayant pris SB’ a volonté, abalssez sur SA la per-
pendiculaire indéfinie B'E, faltes langle EAb égal a
Pangle des deux plans donnes du point & ou le cédé
Ab rencontre la cn'conference décrite du centre A et
du rayon AB’, abaissez sur AE la perpendiculaire
60, et du point O abaissez sur SC la perpendiculaire

indéfinie OCB", que vous terminerez en B" de ma-

niére que SB"==SB'; I'angle CSB" sera le troisiéme
angle plan demandé. :

Car si on forme un angle solide avec les trois an-
gles plans B'SA, ASC, CSB", l'inclinaison des plans
ol sont les angles donnés ASB’, ASC, sera égale A
I'angle donné EA?.

Scholie. Si un angle solide est guadruple, ou formé
par quatre angles plans ASB, BSC, CSD, DSA, la

connaissance de ces angles ne suffit pas pour déter-

miner les inclinaisons mutuelles de leurs plans; car
avec les mémes angles plans on pourrait former une
infinité d'angles solides. Mais si on ajoute une condi-
tion, par exemple, si on donne linclinaison des deux
plans ASB ; BSC, alovs I'angle solide est entiérement
déterminé , et on pourra trouver linclinaison e

deux de ses plans quelconques. En effet, imaginer.

un angle solide ¢rip/e formé par les angles plans ASB,
BSC, ASC; les deux premiers angles sont donnés,
ainsi que I'inclinaison de leurs plans; on pourra donc
déterminer, par le probléme qu'on vient de résoudre,
le troisiéme angle ASC. Ensuite, si on considére
I'angle solide triple formé par les angles pl'ms ASC,

"~ ASD, DSC, ces trois angles-sont connus ainsi I’ angle ’

qohde est entlerement déterminé. Mais langle solide
gnadrnple est formé par la réunion des deux angles

fig. 190,
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solides triptes dont ou vient de parler ; donc, puisque
ces angles partiels sont connus’et déterminés, l’angle
total sera pareillement connu et déterminé.
L’angle des deux plins ASD, DSC, se trouveriit

nnmédiatement par le moyen du second angle solide

partiel. Quant 4 l'augle des deux plans BSC, CSD, il
audrant dans un angle solide partiel chercher I'angle
compris entre les deux plans ASC, DSC, et dans
lautre I'angle compris entre les deux plans ASC,
BSC ; la somme de ces deux angles serait I'angle com-
pris em.re les plans BSC, DSC.

* On trouvera de la méme maniére que, pour dé-
terminer un angle solide quintuple, il faut conmnaitre,
outre les cing angles plans qni le composent, deux
des inclinaisons mutuelles de leurs plans; il en fau-
drait trois dans l'angle solide sextuple, et ainsi de
suite.
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LIVRE VI.

LES POLYEDRES.

DEPINITIONS,

I ON appelle solide polyedre, on simplement po-*
lyedre, tout solide terniind par des plans on des faces
planes. (Ces plans sout néeessairement. terminds eux-
mérnes par des lignes droites.) On appelle en parti-
culier tétraedre le solide qui a quatre faces ; hexaedre
celui qui en a six; octaedre celui qui en a huit; do-
décaedre celui qui en a douze; icosagdre celui qui en
a vingt, etc, . .

Le tétraédre est le plus simple des polyédres; car
il faut au moins trois plans pour former un angle so-
lide, et ces trois plans laissent un vide qui, pour étre
fermé , exige au moias un quatriéme plan.’
- II. L'intersection commune de deux faces adjacentes

d’un polyédre s’appelle cité ou aréte du polyédre. .

II1. On appelle polyedre régulier celmn dont toutes
les faces sont des polygones réguliers égaux, et dont
tous les angles solides sont égaux entre eux. Ces po-
lyédres sont au nombre de cing. Poyez lappendice
anx livres VI et VII.

IV. Le prisme est un solide compris sous plusienrs
plans parallélogrammes, terminés de part et d’autre
par deux plans polygones égaux et paralléles. -

Pour construire ce solide, soit ABCDE un poly-
gone quelconque; si dans un plan paraliéle, 3 ABC,
on méne les lignes FG, GH, HI, etc., égales et pa-
ralléles aux cotés AB, BC, CD, etc., ce qui formera

u

fig. 200.
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le polygone FGHIK égal 2 ABCDE; si ensuite on

joint d’un plan & Iautre les sommets des angles ho-

mologues par les droites A¥, EG, CH, etc., les faces

ABGF, BCHG, etc., seront des palallelogrammes et

le solide ainsi formé ABCDEFGHIK sera un prisme.
V. Les polygones égaux et paralléles ABCDE,

FGHIK, sappellent les bases du prisme; les autres

fig. anb.

ﬁg. Iyﬁ,

plans parallélogrammes pris ensemble constituent la
surface latérale ou convexe du prisme. Les droites
égales AF, BG, CH, etc., s'appellent les cites du
prisme.

VL La hauteur d’un p}z'sme est la distance de szs
deux bases, ou la perpendiculaire abaissée d’un point
de la base supérieure sur le plan de la base infé-
rieure.

VIL Un prisme est droit lorsque les cotés AF,
BG, etc., sont perpendiculaires aux plans des bases:
alors chacun d'eux est égal a la hauteur du prisme.
Dans tout autre cas le prisme est obligue, et la hau-
teur est plus petite que le cété.

VIIL. Un prisme est triangulaire , quadrangu-
laire, pentagonal, hexagonal, etc., selon que la base
est un triangle, un quadrilatére, un pentagone, un
hiexagone, etc.

IX. Le prisnie quia pour base un parallelo«rmmme
a toutes ses faces parallélogrammiques; il sappelle
parallélippéde.

Le parallélipipede est rectangle lorsque toutes ses
faces sont des rectangles.

- X. Parmi les parallélipipédes rectangles on dis-
tingue le cube ou hexaédre 1'evuher compris sous six
uarrés égaux.

XI. La pyramide est le solide formé IOrsque plu-
sieurs plans triangulaires partent d’'un méme point 5,
et sont terntinés aux différents ¢otés d'un méme plan
polygonal ABCDE.

\
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Le polygone ABCDE sappelle la base de la pyra-
niide, le point S en est le sommet, et 'ensemble des
triangles ASB, BSC, etc., forme la surface convexe

.ou latérale de la pyramide.

XIL La hauteur de la pyramide est la perpendicu-
laire abaissée du sommet sur le plan de la base, pro-
longé s'il est nécessaire.

XIIIL. La pyramide est zriangulaire, quadrangu-
laire, etc., selon que la base est un trlangle un qua-
drllatere etc.

X1V, Une pyramide est regulzere lorsque la base
est un polygone régulier, et qu'en méme temps la
perpendiculaire abaissée du sommet sur le plan de la
base passe par le centre de cette base : cette ligne
s'appelle alors Vaze de la pyramide,

XV. Diagonale d'un polyédre est la droite qui joint
les sommets de deux angles solides non adjacents.

XVI. Tappellerai polyedres symétrigues deux
polyédres qui, ayant une base commune, sont cons-
truits semblablement, 'un au-dessus du plan de cette
base, Pautre au-dessous, avec cette condition que les
sommets des_angles solides homologues soient situés
i égales distances du plan de la base, sur une méme
droite perpendiculaire a ce plan.

Par exemple, si la droite ST est perpendicilaire
au plan ABC, et qu’au point O, oielle rencontre ce
plan, elle soit divisée en deux parties égales , les deux
pyraniides SABC, TABC, qui ont la base commune
ABC, seront deux polyédres symétriques.

XVIL Deux pyramides triangulaires sont sembla«
bles, lorsqu’elles ont deux faces semblables chacune
a chacune, semblablement placées et également incli.
nées entre elles.
~ Ainsi, en supposant les angles ABC = DEF, BAC
_—_:EDF, ABS—=DET,BAS=LDT, si en outre I'in-
clinaison des plans ABS, ABC, est égale celle de

1.

fig. 2092,

fig. 203,



4

164 GEOMETRIE,
leurs homologues D'U'E, DEF, les pyramides SABG,
TDEL", scront semblables,

XVIIL. Ayant formé un triangle avec les sommets
de trois angles pris sur une méme face oun base d'un
polyédre, on peut imaginer que les sommets des dif-
férents angles solides du polyédre, situés hors du
plan de cette base , soient ceux d'autant de pyramides
triangulaires qui ont pour base commune le triangle
désigné, et chacune de ces pyramides déterminera la
position de chaque angle solide du polyédre par rap-
port a lu base. Cela posé :

Denx polyedres sont semblables lorsquayant des
bases semblables, les sommets des angles solides ho-
mologues, hors de ces bases, sont déterminés par des
pyramides triangulaires semblables chacune a chacune.

XIX. Jappellerai somimets d'un polyédre les points
situés-aux sommets de ses différents angles solides.

N. B. Tousles polyédres que nous considérons sont des polyédres
4 angles saillants on polyédres converes. Nous appelons ainsi ceux
dont Ja surfaee ne peut é&tre reneontrée par une ligne droite en plus
de deux’ points. Dans ces sortes de polyédres le plan prolongé d’une
face ne peut couper le solide; il est done impossible que le polyédre
Soit en partie au~dessus du plan d'une face, en partie au-dessous; il
est tout entier d’un méme edté de ce plan.

PROPOSITION PI_{EMI]‘BRE.
THEOREME.

Deux polyédres ne peuvent avoir les mémes
sommets et en méme nombre sans coincider l'un
avec 'autre.

_ Car supposons I'un des polyedres déja construit,
si on veut en constrnire un autre qui 4it les mémes
sommets et en néme nombre, il faudra que les plaus
de cehni-ci ne passent pas tous par les mémes points
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que dans le premier, sans quoi ils ne différeraient
pas l’lun de l'autre : mais alors il est clair que 'quel-
ques-uns des nouveaux plans couperaient le premier
polyédre; il y aurait des sommets au-dessus de ces
plans, et des sommets au-dessous , ce qui ne peut co-
venir a un polyédre convexe : donc, si deux polyédres
ount les mémes sommets et en méme nombre, 1ils
doivent nécessairement coincider I'un avec 'autre.

Scholie. Etant donnés-de position les points A, B,
C, K, etc., qui doivent servir de sommets & un po-
lyédre, il est facile de décrire le polyédre.

Choisissez d’abord trois points voisins D, E, H,
tels que le plan DEH passe, s'il y a lieu, par de nou-
veaux points K, C, mais laisse tous les autres d'un
méme cdté, tous au-dessus du play ou tous au-
dessous; le plan DEH ou DEHKC, ainsi déterminé,
sera une face du solide. Suivant un de ses cétés EH »
conduisez un plan que vous ferez tourner jusqu'a ce
qu’il rencontre un nouveau sommet ¥, ou plusieurs
a-la-fois F,'1; vous aurez une seconde face qui sera
FEH ou FEHI. Continuez ainsi en faisant passer des
plans par les- cotés trouvés jusqu’a ce que le solide
soit termiué de toutes parts : ce solide sera le polyédre
demandé, car il n’y en a pas deux qui punssent avoir
les mémes sommets. '

PROPOSITION 1L
THEOREME,

Dans deux polyedres symétrigues les faces
“komologues sont égales chacune a chacune, et
Uinclinaison de deux faces adjacentes, dans un
de ces solides , est égale & Uinclinaison des faces
homologues duns lautre. ,

fig. 201.

Soit ABCDE la base commune aux deux polyedres fig. 205.
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soient M et N les sommets de deux angles solides
quelconques de l'un des polyédres, M’ et N’ les som-
niets homologues de I'autre polyédre; il faudra, sui-
vant la définition, que les droites MM’, NN', soient
perpendiculaires-au plan ABC, et qu'elles soient divi-
sées en deux parties égales aux points m et n on elles
rencontrent ce plan. Cela posé, je dis que la distance
MN est égale 4 M'N'.

Car si on fait tourner le trapéze m M'N'n autour
de mn jusqu’a ce que son plan s’applique sur le plan
mMNnr; a cause des angles droits en m et en n, le
coté mM’ tombera sur son égal mM, et nN' sur nIN;
donc les deux trapézes coincideront, et on aura
MN=M'N".

Soit P un troisieme sommet du polyédre supérieul
et P’ son homologue dans I'autre, on aura de méme
MP—M'P' et NP==N'P'; donc le triangle MNP ,
qui joint trois somniets guelcongues du polyedre su-
périeur , est égal au triangle M'N'P’ qui joint les trois
sommets homologues de Uautre polyedre. -

Si parmi ces triangles on considére seulement ceux
qui sont formés & la surface des polyedres, on peut
déja conclure que les surfaces des deux polyédres
sont composées d'un méme nombre de triangles €gaux
chacun a chacun.

Je dis maintenant que si des triangles sont dans un
méme plan sur une surface et forment une méme face
polygone, les triangles homologues seront dans un
méme plan sur 'antre surface et formeront une face
polygone égale.

+ Eu effet, soient MPN, NPQ, deux triangles adja-
cents quon suppose dans un méme plan, et soient
M'P'N', N'P'Q’, leurs homologues. Oun a Tlangle
MNP=M'N'P’, l'angle PNQ=P'N'Q’; et si on
joignait MQ et M'Q’, le triangle MNQ sevait égal &
M'N'Q’, ainst on anrait laugle MNQ = M'N'Q’.



LIVRE VI, - 167

Mais puisque MPNQ est un seul plan, on a I'angle *

MNQ=—MNP+PNQ; donc on aura aussi M'N'Q’
=MNP 4 P'N'Q’. Or, si les trois plans M'N'P’,
P'N'Q', M'N’Q’, n’étaient pas confondus en un
seul, ces trois plans formeraient un angle solide, et
on aurait * langle M'N'Q' < M'N'P'4-P'N'Q’;
donc, puisque cette condition n’a pas lieu , les- deux
triangles M'N'P’, P'N'Q’, sont dans un méme plan.

[} suit de la que chaque face, soit triangulaire, soit
polygone, dans un polyédre, répond a une face égale
dans Paatre, et qu’ainsi les deux polyédres sont com-
pris sous un méme nombre de plans égaux, chacun a

chacun,
" 1l reste & prouver que Iinclinaison de deux faces
adjacentes quelconques dans l'un des polyédres’ est
égale a V'inclinaison des deux faces homologues dans
'autre.

Soient MPN, NPQ, deux, triangles formés sur
Paréte commune NP dans les plans des deux faces
adjacentes; soient M'P'N!, N'P’'Q’, leurs homolo-
gries; on peut concevoir en N un angle solide formé
pas les trois angles plans MNQ, MNP, PNQ, et en
N' un angle solide formé par les trois M'N'Q',
M'N'P’', P'N'Q’. Or, on a déja prouvé que ces angles
plans sont égaux chacun & chacun; donc l'inclinaison
des deux plans MNP, PNQ, est égale a celle de lenrs
homologues M'N'P’, P'N'Q" *,

Donc, dans les polyédres symétriques, les faces
sont” égales chacune a chacune, et les plans de deux
faces quelconques adjacentes d’un des solides, ont
eutre eux la méme inclinaison que les plans des deux
faces homologues de l'autre solide.

Scholie. On peut remarquer que les angles solides
d'un polyedre sont les symetngues des angles solides
de Dautre polyedre; car si Tangle solide N est formé
par les plans MNP, PNQ, QNR, etc., son lLomoio-

>

*20. 5.
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gue N’ est formé par les plans M'N'P’,'P'N'Q’,
Q'N'R’, etc. Ceux-ci paraissent disposés dans le
méme ordre que les autres; mais comme les deux
angles solides sont dans une situation inverse 'un par
rapport a autre, il s'ensuit que la disposition réelle
des plans qui forment P'angle solide N' est 'inverse
de celle qui a lieu dans P'angle hoinclogue N. D’ail-
leurs les inclinaisons des plans consécutifs sont égales
dans I'un et dans I'autre angle solide; donc ces angles
solides sont symétriques P'un dc lautre. Poyez le
scholie de la prop. XXIII, lip. V.

Cette remarque prouve qu'un po{yea’re guelcongue
ne peut avoir qu'un seul polyedre symétrique. Car si ou
construisait sur une autre base un nouveau polyédre
symétrique’ au polyédre.donné, les angles solides
de celui-ci seraient toujours symétriques des angles
du polyédre donné; donc ils seraient égaux a ceux
du polyédre symétrique construft sur la ‘premiére
hase. Dailleurs les faces homologues seraient toujours
égales; donc ces deux polyédres symétriques cons-
truits sur unc base ou sur une autre auraient les faces
égales et les angles sdlideg égaux ; donc ils coincide-
raient par la superposition , et ne feraicnt qu’un seul
et méme polyédre.

PROPOSITION 111, -
THEORLME.

Deux prismes sont égaux lorsqu’ils ont un
angle solide compris entre trois plans égaux
chacun a chacun et semblablement placés.

Soit la base ABCDE égale a la hase abede, le pa-
rallélogramme ABCF égal au parallélogramme algf,
et le parallélogrammic BCHG égalau parallélogramme

behg ; je dis que le prisme ABCI sera égal au prisme
abcee. .
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Car soit posée la Lase ABCDE sur son égale abede,
ces deux bases coincideront : mais les trois angles
plans qui forment I'angle solide B sont égaux aux
trois angles plans qui forment l'angle solide 4, cha- -
cuu A chacun, savoir, ABC =—uabc, ABG=uabg, el
GBC=gbc; de plus ces angles sont semblablement
placés : donc les angles solides B et 4 sont égaux, et
par conséquent le coté BG tombera sur son égal bg.
On voit aussi qu'a cause des purallélogrammes égaux
ABGF, abgf, le coté GF tombera sur son égal gf,
et semblablement GH sur gh; donc la base supé-
rieure FGHIK coincidera entiérement avec son égale
Jghik, et les deux solides seront confondus en un
seul, puisqu’ils auront les niémes sommets *. '

Corollaire. Deuzx prismes droits qui ont des bases
égales et des hauteurs égales sont égauzx. Car ayant
le c6té AB égal & ab, et la hauteur BG égale 4 &g, le
rectangle ABGF sera égal au rectangle abgf; il en ~
sera de méme des rectangles BGHC, bghc; ainsi les
trois plans qui forment. 'angle solide B sont égaux
aux brois qui forment l'angle solide 4. Donc les deux
prismes sout égaux.

PROPOSITION 1V.

THREOREME.

AN

Dans tout parallélipipéde les plans opposés
sont égaux et paralléles.

Suivant la définition de ce solide, les bases ABCD, 6g. 206.
E¥GH, sont des parallélogrammes égaux, et leurs
cotés sont paralléles : il reste donc a2 démontrer que
la méme chose a lieu pour deux faces latérales oppo-
sées , telles que AEHD, BFGC. Or, AD est égale et
paraliéle a BC, puisque la figure ABCD est un paral-
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lélogramme ; par une raison semblable AE est eoa]e
et paralléle 2 BF : donc I'angle DAE est égal 3 I’ ang]e
CBF*, et le plan DAE paralléle a CBF; donc aussi le
parallélogramme DAEH est égal au parailélogramnic
CBFG. On démontrera de méme que les parallélo-
grammes opposés ABFE, DCGH, sont égaux et pa-
raliéles.

Corollaire. Puisque le parallélipipéde est un solide
compris sous six plans dont les opposés sofit égaux et
paralléles il s’ensuit qu’une face quelconque et son
opposée peuvent étre prnses pour les bases du paral- ,
lélipipede.

Scholie. Etant données trois droues AB, AE,AD,
passant par un méme point A, et faisant entre elles
des angles donnés, on peut sur ces trois droites cons-
truire un parallélipipéde; il faut pour cela mener
par l'extrémité de chaque droite un plan paralléle
au plan des deux autres; savoir, par le point B un
plan paralléle 2 DAE, par le point D un plan paral-
léle 3 BAE, et par le point E un plan paralléle 2 BAD.
Les rencontres mutuelles de ces plans formerontle
parallélipipéde demandé.

PROPOSITION V.

TPTHEOREME.

])am tout pamllelzptpede les angles solides
opposés sont symétriqgues lun de Tautre ; et
les diagonales menées par les sommets de ces
angles se coupent mutuellement en deux parties
égales.

Comparons, pal exemple, l'angle solide A a son
opposé G ; I'angle EAB, égal a EFB, est aussi égal a
HGC, langle DAE = DHE =— CGF et l'angle DADB
=DCB = HGT; donc les trois angleq plans qui for-
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ment l'angle solide A sont égaux aux trois qui forment
'angle solide G, chacun a chacun ; dailleurs il est
facile de voir 'que leur disposition est différente dans
Yun et dans l'autre; donc 1° les deux angles solides A
ct G sont symétriques I'un de 'autre *.

En second lieu, imaginons deux diagonales EC,
AG, menées I'une et I'autre par des sommets opposés :
puisque AE est égale et paralléle a CG, la figure AEGC
est un parallélogramme; donc les diagonales EC,AG
se couperont mutuellement en deux parties égales.
On démontrera de méme que la diagonale EC et une
autre DF se couperont aussi en deux parties égales;
donc 2° les quatre diagonales se couperont mutuel~

"lement en deux parties égales , dans un méme point
quon peut regarder comme le centre du paralléli-
_pipéde.

PROPOSITION V1.

) TNEOREME.

Le plan BDHF, qui passe par deux arétes
paralleles opposées BF , DH, divise le paral-
lélipipéde AG en deux prismes triangulaires
ABDHEF, GHFBCD, symétrigues l'un de
Pautre. )

D’abord ces deux solides sont des prismes; car les
triangles ABD, EFH, ayant leurs cotés égaux et paral-
léles, sont égaux , et en méme temps les faces latérales

ABFE, ADHE, BDHF, sont des parallélogrammes;-
donc le solide: ABDHEF est un prisme : il en est de-

méme du solide GHFBCD. Je dis maintenant que ces
deux prismes sont symétriques 'un de Vautre. -

Sur la base ABD faites le prisme ABDE'F'H' que.

soit le symétrique du prisme ABDEFH. Suivant
ce qui a été démontré ¥, le plan ABI'E' est dgal &

6ig. 207.

* ool
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ABFE, et le plan ADH'E’ est égal a ADHE; mais
si on compare le prisme GHFBCD uu prisme
ABDH'E'F’, la base GHF est égale a ABD; le pa-

~ rallélogramme GHDC, qui est égal 2 ABFE, est aussi

égal & ABY'E’, et le parallélogranme GFBC, qui
est égal 2 ADHE, est aussi égal a ADH'E"; donc

les trois plans qui forment I'angle solide G dans le,

prisme GHFBCD, sont égaux aux trois plans qui for-
ment l'angle solide A dans le prisme ABDH'E'F’,
chiacun a chacun, dillenrs ils sont disposés sem-
blablement; donc ces deux prismes sont égaux ¥,
ét pourraient étre 'superposés. Mais ‘T'un deux
ABDH'E'F' est syméwique du prisme ABDHEF;
donc l'autre, GHFBCD, est aussi-le symétrique de
ABDHEF.

PROPOSITION VIL -

LEMME,

Dans tout prisme ABCL, les sections NOPQR
STVXY, faites par des plans paralleles sont
des ])olygones égaux.

Car les cotés NO, ST, sont paralléles, comme étant
les intersections de deux plans paralleles par nn troi-
siéme plan ABGF; ces mémes cétés NO, ST, sont
compris entre les paralléles NS, OT, qui sont c6tés
du prisnie; donc NO est égal 4 ST. Par une semblable
raison les cotés OP, PQ, QR, etc., de la section
NOPQR, sont égaux respectivement aux cétés TV,
VX, XY, etc., de la section STVXY. Dailleurs les
cOtés égaux étant en méme temps paralléles, il s'en-
suit que les angles NOP, OPQ, etc., de la prenuére
section, sont égaux respectivement aux angles STV,
TVX, etc., de la seconde. Donc les deux sections
NOPQR, STVXY, sont des polygones égaux.
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. Corollare. 'Toute section laite dans nu prismic pit-
rallélement 4 sa base, est égale a cette base.

PROPOSITION VIII.

THEOREME.

Les deux prismes triangulaires symétrigiues fig. 208

ABDHEF, BCDFGH, dans lesquels se décompose
le parallélipipede AG, sont équivalents entre
en.

Par les sommets B et F menez perpendicnlaivement
an coté BF, les plans Bade, Fehg , quu rencountreront,
d'une part en a, d, ¢, de autre en ¢, /., g, les trois
autres cotés AE, DH, CG, du méme parallélipipéde;
les sections Badc, Fehg , seront des parallélogramnmies
égaux. Ces sectionssontégales, parce qu’elles sont faites
par des plans perpendiculaires &4 une méme droite et
par conséquent paralleles *; elles sont des parallélo-
grammes , parce que deux cdlés opposés d’'une méme
section aB, dc, sont les intersections de deux plans
paralléles ABFE', DCGH, par un méme plan.
= Par une raison semblable, la figure Baell est un
parallélogramme , ainsi que les autres faces latérales
BFgc, cdhg, adhe, du solide BadcFehg; donc ce so-
lide est un prisme *; et ce prisme est droit, puisque
le coté BT est perpendiculaire au plan de la base.

Cela posé, si par le plan BFHD on divise le prisme

droit B4 en deux prismes triangulaires droits aBdeFh ,
BdcFhg; je dis que le prisme triangulaire oblique
ABDEFH, sera équivalent au prisme triangulaire
droit aBdeFh. :
. En effet ces deux prismes ayant une partie com-
mune ABDAeF, il suffira de prouver que les parties
restantes, savoir, les solides BaADd, FcEH/A sont
¢quivalents entre enx. )

7

* déf. 4.
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Or, a cause des parallélogramnes ABFE, aBFe, les
cotés AE, ae, égaux i leur paralléle BF | sont égaux
entre eux; ainsi, en Otant la partie commune Ae, il
restera Az —=Ee. On prouvera de méme que Dd—HkA.

Maintenant, pour opérer la superposition des deux
solides BaADd, FeEH#%, placons la base Fek sur son
égale Bad; alors le pointe tombant en a, et le point
k en d, les cOtés ¢E, AH; tomberont sur leurs dgaux
aA, dD, puisquils sont perpendiculaires au méme
plan Bad. Donc les deux solides dont il s’agit coinci-
deront entiérement I'un avec l'autre; donc le prisme
obligue BADFEH est équivalent au prisme droit
Bad~eh.

On démontrera semblablement que le prisme obli-
que BDCFHG est équivalent au prisme droiw BdcFig.
Mais les deux prismes droits BadFck, BdcFhg sont
égaux entre eux, puisqu'ils ont méme hauteur BF,
et que leurs buases Bad, Bdc sont moitiés d'un méme
parallélogramme *. Donc les deux prismes triangu-
laires BADFEH, BDCFHG, équivalents a des prismes
égaux, sont équivalents entre eux.

Corollaire. Tout prisme triangulaire ABDHEF est
l]a moitié du parallélipipede AG , construit sur le
‘méme augle solide A, avec les mémes arétes AB,
AD, AL,

 PROPOSITION IX.
THROREM E.

Si deux parallélipipédes AG, AL, ont une
‘base commune ABCD, et que leurs bases supé-
ricures KFGH , IKLM , soient comprises dans un
néme plan et entre les mémes paralléles EK ,
Hi., ces deux parallélipipedes seront équiva.- .
lents entre cux.
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I! peut arriver trois cas, selon que EI est plus
grand, plus petit ou égal A LF; mais la démonstration
est laméme pour tous : et d’ abord je dis quele prisme
trnngu]alre AEIDHM est égal au PI‘ISme triangulaire
BFKCGL.
’ En-effet, Puisque AE est parallele a2 BF et HE a
GF, l'angle AEI—=BFK, HEI=GFK, et HEA =
GFB. De ces six angles les trois premiers forment
Pangle solide E, les trois autres forment I'angle solide
. F; donc, puisque les angles plans sont égaux chacun
a (‘ha(‘un et semblablement dlsposes il s’ensuit que
les angles solides E et F sont égaux. Maintenant, si

on pose le prisme AEM sur le prisine BFL, et d’ abord :

la base AEI sur la base BFK, ces deux bases étant
égales coincideront; et puisque I'angle solide E est
égal & I'angle solide F, le c6té EH tombera sur son
. égal FG : il ’en faut pas davantage pour prouver que
les deux prismes coincideront dans toute leur éten-
due; car la base AEI et Paréte EH déterminent le
prisme AEM, comme la base BFK et I'aréte FG dé-
terminent le prisme BFL *: donc ces prismés sont
égaux.
Mais si du solide AL on retranche le prlsme AEM,

il restera le parallélipipede AIL; et si du méme so-
lide AL on retranche le pi‘isme BFL, il restera le
parallélipipéde AEG; donc les deux parallélipipedes
AIL, AEG, sont équivalents entre eux.

" PROPOSITION X.

THEOREME,

Deux parallélipipédes de méme base et de

méme hauteur sont équivalents entre eux. s

Soit ABCD la base commune aux deux paralléli-
pipédes AG, AL; puisqu’ils ont méme Lauteur, leurs
bases supérieures EFGH, IKLM, seront sur le méme

*3.

fig. aro.



176 GHOMETRIL
plas. De plus les cotés BIY er AB sou égaus ct [\mrul~
leles, il en est deméine de IK et AB; donc EF est égal
et paralléle a 1K : par une raison semblable GF est
égal et paralléle 3 LK. Soient prolongés les cotés EF,
HG, ainsi que LK, IM, jusqu’a ce que les uns et les
autres forment par leurs intersections le parallélo-
gramme NOPQ, il est clair que ce parallélogramme
sera égal 4 chacune des bases EFGH, IKLM. Or si
on iniagine un troisi¢éme parallélipipéde qni, avec la
méme base inférienre- ABCD , ait porir base supéricnre
NOPQ, ce troisi¢me parallélipipéde scrait équivalent
o. an parallélipipéde AG¥, puisqu’ayant méme base infé-
vieure, les bases supéricurcs sont comprises daus un
“méme plan et entre lcs paralléles GQ,FN. Parlaméme
raison ce troisiémc parallélipipéde serait équivalent
au parallélipipede AL; donc les deux parallélipipédes
AG, AL, qui ont méme base et méme hauteur, sont
équivalents entre eux.

PROPOSITION XI1.
TH xion‘l‘;mz.

Tout parallélipipede peut étre changé en un
parallélipipéde rectangle équivalent qui aura
méme hauteur et une base équivalente.

6g. 210, S0it AG le parallélipipede proposé; des potuts A,
B,C, D, menez Al, BK, CL, DM, perpendiculaires
au plan de la base, vous formerez ainsi le parallélipi-
péde AL équivalent au parallélipipe de AG, et dontles
faces latérales AK , BL, etc., seront des rectangles. Si
donc la base ABCD est un rectangle, AL sera le paral-
1élipipéde rectangle équivalentau parallélipipéde pro-
posé AG. Mais si ABCD n’est pasun rectangle,, menez

fig. 21 AQ et BN perpendiculaires sur CD, ensuite OQ et
NP perpendiculaires sur la base, vous aurez le solidc
ABNOIKPQ qui sera un parallélipipede rectangle :
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en effet, par construction, la base ABNO et son op-
posée IKPQ sont des rectangles; ‘les faces latérales en
sont aussi, puisque les arétes AI, 0Q, etc., sont per-
pendiculaires au plan de la base; donc le solide AP
.est un parallélipipéde rectangle. Mais les deux paral-
lélipipédes AP, AL, peuvent étre censés avoir inéme
base ABKI ét méme hauteur AO : donc ils sont équi-
valents; donc le parallélipipéde AG, qu'on avait d’a-
bord changé en un. parallélipipéde équivalent AL, se
trouve de nouveau changé en un parallélipipéde rec-

_tangle équivalent AP, qui a la méme hauteur Al, et

dont la base ABNO est équivalente 4 la base ABCD.’

PROPOSITION XII
Tﬂ_éonﬁmn.

Deux parallélipipédes rectangles AG, AL,
qui ont la méme base ABCD, sont entre eux
comme leurs hauteurs AE, Al

" Supposons d’abord que les hauleurs AE, Al soient
entre elles comme deux nombres entiers, par exemple,
comme 15 est 4 8. On divisera AE en 15 parties égales,
dont AI contiendra 8, et par les points de division ,

-y, 2, etc., on ménera des plans paralléles a la base.

Ces plans, partageront le solide AG en 15 parallélipi-
pédes partiels qui seront tous égaux entre eux, comme
ayant des bases égales et des hauteurs égales ; des bases
égales,, parce que loute section comme MIKL, faite
dans un prisme parallélement a sa base ABCD, esl égale
A celte base*; des hautenrs égales, parce que ces hau-

“teurs sont les divisions mémes Az, %y, xz, etc. Or,’

de ces 15 parallélipipédes égaux, huit sont contenus
dans AL ; donc le solide AG est au solide AL comme
15 est 1 8, ou en général comme la hauteur AE est a

la hauteur Al

‘12

fig. 210
el 2o,

fig, ar2.
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En second lieu, si le tapport de AE a AI ne peut
s'exprimer en nombres, je dis qu'on n’en.aura pas
moins solid. AG : solid. AL :: AR : Al Car, si cette
proportion n’a pas lien, supposons qu'on ait sol. AG :
sol. AL :: AE : AO. Divisez AE en parties égales dont
chacune soit plus petite que OI, il y aura au moins
un point de division 7 entre O et I. Soit P le paral-
lEhpIpede qui a pour base ABCD et pour hauteur
‘Am; puisque les hauteurs AE, Am sont entre elles ‘
comme deux nombres entiers, on aura sol. AG : P :
AE: Am. Mais on a, par hypothése, sol. AG : sol. AL it
AE ; AO; delarésultesol. AL: P:: AO': Am. Mais AO
est plus grand que Asm; donc il faudrait, pour que la
proportion edt lieu, que le solide AL fiit plus grand
que P. Or au contraire il est plus petit : donc il est
impossible que le quatriéme terme de la proportion
sol. AG : sol. AL :: AE : x, soit une ligne plus grande
que AL Par un raisonnement semblable on démon-

.trerait que le quatriéme terme ne peut étre plus petit

que Al; doncil est égal a AI; donc les parallélipipedes
rectangles de méme base sont entre eux comme leurs
hauteurs.

PROPOSITION XIIIL
TﬂliOl;lA!ME.

Deux parallélipipedes rectangles AG, AK,
qui ont méme hauteur AE, sontentre eux comme
leurs bases ABCD, AMNO.

Ayant placé les deux solides I'un a c6té de l'autre, .
comme la figure les représente, prolongez le plan
ONKL, jusqu’a ce qu’il rencontre le plan DCGH sui- .
vant PQ, vous aurez un troisiéme parallélipipéde AQ,
qwon pourra comparer i chacun des parallélipipedes
AG, AK. Les deux solides AG, AQ, ayant inéme base
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AEHD, sont entre eux comme leurs hauteurs AQ,AB;
pareillement les deux solides AQ, AK, ayant méme
hase AOLE, sont entre eux comme leurs hautenrs
AD, AM. Ainsi on aura les deux proportions,

sol. AG :sol. AQ :: AB: AQ,

sol. AQ:sol. AK :: AD: AM.
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet-
tant, dans le résultat, le multiplicateur commun sol,
AQ, on aura,

. " sol. AG :sol. AK :: AB X AD: AO x AM.
Mais AB x AD représente la base ABCD, et AO x AM
représente la base AMNO; donc deux parallélipi-
pédes rectangles de méme hauteur sont entre enx
comme leurs bases.

PROPOSITION XIV.
THEOREME.

Deux parallélipipédes rectangles quelcongues
sont entre eux comine les produits de leurs bases
par leurs hauteurs , ou comme les produits de
leurs trois dimensions.

Car ayant placé les deux solides AG, AZ, de ma-
niére que leurs surfaces aient I'angle commun BAE,
prolongez les plans nécessaires pour former le troi-
sieme parallélipipéde AK de méme hauteur avec le
parallélipipede AG. On aura, par la proposition pré-
cédente, '

, sol. AG :sol. AK :: ABCD : AMNO.

- Mais les deux parallélipipédes AK , AZ, qui ont méme
base AMNO, sont entre eux comme leurs hauteurs
AE, AX ; amnsi on a,
sol. AK : sol. AZ :: AE : AX.
Multipliant ces deux proportions par ordre, et omet-
1a.

fig. 213.
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tant; dans le wsultal le Hlll]l.lpll()dlelll commun sol.
AK, on aura

sol AG :s50l. AZ :: ABCD x-AE : AMNO x AX.
-A la place des bases ABCD et AMNO, on peut mettre
ABXAD et AOXAM, ce qui donner

50l. AG : 500 AZ :: ABX ADX AR, AOxAMx AX.
Donc deux parallélipipédes rectangles quelconques
sont enlre eux, etc.

Scholie. 11 suit de la qu'on peut prendre pour me-
sure d'un parallélipipéde rectangle le produit de sa
base par,sa hauteur, ou le produit de ses trois dimen-
stons. C’est sur ce principe que nous’ evaluerons tons
lés autres solides.

Pour Tintelligence de cette mesure il faut se rap-
peler qu'on entend par produit de denx ou de plu-
sieurs lignes, le produit des nombres qui représentent
ces lignes, et ces nombres dépendent de 'unité linéaire
quon peut prendre & volonté: cela posé, le produit
des trois dimensions d'un parallélipipéde est un nom-
bre qui ne signifie rien en lui-nméme, et qui serait
différent si on avait pris une autre unité linéaire. Mais
si on multiplie de néme les trois dimensions d’un autre
parallélipipéde, cn'les évaluant d'aprés la méme unité
linéaire, les deux produits seront entre eux comme
les solides, et donneront I'idée de leur grandeur re-
lative. ‘ _ '

La grandeur d’un solide, son volume ou son éten-
due constituent ce qu'on appelle sa solidité, et le mot
de solidité est employé'particuliérement pour désigner
la mnesure d'un solide : ainsi on dit que la solidité d’un
parallehpnpe(le reclangle est égale au produit de sa
base par sa hauteur, ou au produit de ses trois di-
mensions.

Fes trows dnnensxom du cube clant dgales enire
clles, si le colé est t, la solidité sera 1 X 1-f-r,0n1;
sile coté.est 2, la solidité sera 2 X2 X2, on % ; i le
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coté est 3, la solidité sera 3 X3 X 3, ou 27, et ainst de
suite; ainst les cotés des cubes étant comnie les nombres
1, 2, 3, etc., les cubes eux-mémes ou leurs -solidités
sont comme les nombres 1, 8, 27, etc. De la vient qu'on
appe]le en. arll.hmel.lque cube d’un nombre le produit
qui résulte de trois facteurs égaux a ce nombre.

. Si on proposait de faire un cube double d'un cube
donné, il faudrait que le c6té du cube cherclié fiit au
¢Oté -du cube donné commie la racine cube de 2 est a
Punité. Or on trouve facilement, par une constriic-
tion géométrique, la racine quarrée de 2; mais on ue
peut pas trouver de méme sa racine cube, du moms
par les simples opérations de la géométrie élémeu-
taire, lesquelles consistent 2 n’employer que des
lignes droites dont on connait deux points, ct des
cercles dont les ceutres et les rayons sont déterminés

A . raison. de -cette difficulté le problénic de. la
duplication du cube a été célébre parmi les anciens
géomeétres ; comme celui de la trisection de langle,
qui est a-peu-prés du méme ordre. Mais on connait
depuis long-temps les solutions dont ces sortes de
" problémes sont susceptibles , lesquelles , quoique
moins simples que les constructions de la géométrie

A

élémentaire, ne sont cependant ni moins exacles,’

1l moins rigoureuses.

. PROPOSITION XV.
.  THEOREME.

La -solidité d'un parallélipipede, et en gé-
néral la solidité d'un prisme quelcongue, est
égale au produit de sa base par sa hauteur.

Car 1° un parallélipipéde quelconque est équiva-
lent & un parallélipipéde rectangle de méme hauteur
et de base équivalente®. Or la solidité de celui-ci est

i1,
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égale 4 sa base nmltipliée par sa hauteur; dounc In
solidité du premier est pareillement égale au produit
de sa base par sa hauteur.

2° Tout prisnze triangulaire est la moitié du paral-
lélipipéde construit de maniere qu’il ait la ménre hau-
teur et une base double *. Or la solidité de celui-ci est
égale A sa base multipliée par sa hauteur; donc celle
du prisme triangulaire est égale au produit de sa base,
moitié de celle du parallélipipéde, multnphee par su
hauteur. : .

3° Un prisme quelconque peut étre partagé en au-
tant de prismes triangulaires de méme hauteur qu'on
peut former de trnangles dans le polygone qui lui sert
de base. Mais la solidité de chaque prisme trlangulmre
est égale a sa base multipliée pur sa hauteur; ct puis-
que la hauteur est la méme pour tous, il s'ensuit que
la somme de tous les prismes partiels sera égale a la
somme de tous les triangles qui leur servent de bases,
multipliée par la hauteur comninne. Donc la solidité
d’un prisme polygonal quelconque est égale au pro-
duit de sa base par sa hauteur.

Corollaire. St on compare deux prismes qui ont
niéme hauteur, les produits des bases par lés hau-
teurs sercnt comme les bases; donc deux prismes de
méme hauteur sort entre eux comme leurs bases; par
une raison semblable, deux prismes de méme base sont
entre eux comme leurs hauteurs.

PROPOSITION XVI. _
) LEMME.

 Si une pymmzde SABCDE est coupée par un
plalz abd paml[()le a sa base, ,

1° Les cOtés SA, SB, SC,.... et la hauteur SO, se-
ront divisés proportionnellementen a, b, c,.. eto,

2° La section abede sera un polygone sembla-
ble a la base ABCDE.
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Car 1° les'plans ABC, abc, étant paralleles, leurs
intersections AB, ab, par un traisieme plan SAB,
seront paralleles*; donc les triangles SAB, Sab, sont
semblables, et on a la proportion SA : Sz :: SB : 8&;
. on aurait de méme SB : S& :: SC : Sc, et ainsi de
suite, Donc tous les cétés SA, SB, SC, etc., sont
coupés proportionnellement en a, b, ¢, etc. La hau-
teur SO est coupée dans la méme proportion au
_point 0; car BO et b0 sont paralléles, et ainsi on a

S0 :S0::SB : Sb.

2° Puisque ab est paralléle 3 AB, bc a BC,cd & ~

CD, etc., l'angle abc —= ABC, l'angle bcd =—BGD, e
ainsi de suite. De plus, 4 cause des triangles sembla-
bles SAB, Sab,0n a AB:ab::SB:S&; et i cause des
trianglés semblables SBC, Séc, ona SB: S8&::BC: b¢;
donc AB : ab :: BC : bc; on aurait de méme BC : be::
'CD: cd, et ainsi de suite. Donc les polygones ABCDE,
abcde, ont les angles égaux chacun a chacun et les
cotés homologues proportionnels ; donc ils sont sem-
blables. , '

Corollaire. Soient SABCDE, SXYZ,-deux pyra-
mides dont le sommet est commun, et qui ont méme

hauteur, ou dont les bases sont situées dans un méme.

plan; si-on coupe ces pyramides par un méme plan -

paralléle au plan des bases, et quil en résulte les
sections abede, zxyz; je dis que les sections abede,
Xyz, seront entre elles comme les bases ABCDE, XYZ.

Car les polygones ABCDE, abcde, étant semblables,
leurs surfaces sont comme les quarrés des c6tés ho-

mologues AB, ab; mais AB : ab :: SA : Sa; donc
ABCDE : abede :: SA : Sa. Par.Ja méme raison, XYZ; °

Tyz it SX': Sx. Mais puisque abcxyz west ¢uun
méme plan, on a aussi SA : Sa :: SX : Sx; donc
ABCDE : abede :: XYZ : ayz; donc les sections abede.

-

10,5,
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xyz , sont entre elles comme les bases ABCDE, XYZ.

Done si les bases ABCDE, XYZ sont équivalentes, les
sections faites. & égale hautenr sont pareillement
équivalentes.

PROPOSITION XVIL

THEOREME. -

Deux jy/rlzlzicles triangulaires qui ont des ba-

‘ses - équivalentes et des hauteurs égales, sont

équivalentes. -

Soient SABC, sabc les deux pyramides doni les
bases ABC, abc, que nous supposons placées sur un
méme plan, sont équivalentes et qui ont méme hau-
teur TA ; si ces pyramides ne sont pas éqnivalentes )
sou sabe la plus peme et soit Az la hauteur d'un prlsme )
qu1 étant construit sur la base ABC, serait égal a
leur différence.

Divisezla hauteur commune AT en partieségales plus
petites que Az, et soit £ une de ces parties; par les
points de division de la hauteur, faites passer des
plans paralléles au plan ‘des bases; les sections faites
par chacun de ces plans dansles deux pyramides,seront
équivalentes *, telles que DEF et def, GHI et ghi, elc.
Cela posé, sur les triangles ABC, DEF, GHI, etc., pris
pour bases,” construisez des prismes extérieurs gui
aient pour arétes les parties AD, DG, GK, etc. du
cOté SA ; de méme sur les triangles def, ghi, kim, etc.
pris pour bases , construisez dans la seconde pyramide
des prismes intérieurs qui aient pour arétes les parties
correspondantes du cOté sa ; tous ces prismes partiels
auront pour hauteur commune k.

- La somme des prisnies extérieurs ‘de la pyramxd(,
SABC est plus grande que cette pyramide, la somme
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des prismes intérieurs de la pyramide” sabe ést plus
pelite que cette pyramide ; donc:par ces deux raisons
la différence entre les deux sommes de prismes, devra
étre plus grande que la différence entre les deux
pyranndes. . -

"Or a partir des bases ABC, abc le second’ prmne
extérieur DEFG “est équivalent au premier prisme
intérieur defa, pnisque’ leurs bases DEF , def, sont
équivalentes et qu'ils ont une_ménie hauteur k; sout
equwalems par la méme raison le troisiéme’ prisme
extérieur GHIK ‘et le second intérieur g}ud le qua-
trieme extéricur et le troisiéme intérieur, ainsi de
sutte jusqu’au dernier des uns et des autres. Donc
tous les prismes extérieurs de la pyramide SABC, &
I'exception du premier ABCD, ont leurs' équivalents
dans les prismes intérieurs de la pyramide sabe. Donc
le prisme ABCD est la différence entre la somme des
prismes extérieurs de la pyramide SABC et la somme
des prismes intérieurs de la pyramide sabc; mais la
“différence de ces deux sommes est plus grande que
la différence des deux pymmxdes; donc il faudrait
que le prisme ABCD ftt plus grand que le prisme
ABCX; or au contraire il est plus petit, puisqu'ils
ont une méme base ABC, et que la hauteur % du
premier ést moindre que la hauteur Az du second.
Donc '’hypothése d'olt 'on est parti ne saurait avoir
lieu; donc les deux pyramides SABG, sabc, de bases
eqmv.ilentes et de hauteurs égales, sont cqmv.xlenu,s.

PROPOSITION XVIIL
THEOREME.

- Toute pyramide trian}gulaz're“est le tiers du
prisme t/'z(mgul(me de méme base et de méme
hauteur.

Soit SABC nne pyramide triangulaire ABCDTb un fig. 216,
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prisme triangulaire de méme base et de méme hizuteur,
je dis que la pyramide est le tiers du prisme.
Retranchez du prisme la pyramide SABC, il restera
le solide SACDE, qu’on peut considérer comme wune
pyramide quadrangulaire dont le sommet est S et qui
a pour base le parallélogramme ACDE; tirez la diago.
nale CE et conduisez le plan SCE qui partagera la py-
ramidequadrangulaireen deux pyramides triangulaires
SACE SDCE. Ces deux pyramides ont pour hauteur
commune la perpendiculaire abaissée du sommet S
sur le plan ACDE ; elles ont des bases égales, puisque
lestriangles ACE, DCE, sont les deux moitiés du méme
parallélogramme ; donc les deux pyramides SACE,
SDCE, sont équivalentes entre elles ; mais 13 pyramide
SDCE et la pyramide SABC ont des bases égales ABC ,
DES; elles ont aussi méme hauteur, car cette hauteur
est la distance des plans parali¢les ABC, DES. Donc
les deux pyramides SABC, SDCE, sont équivalentes ;
mais on a démontré que la pyramide SDCE est équi-
valente a Ja pyramide SACE ; donc les trois pyramides
SABC, SDCE, SACE, qui composent le prisme ABD
sont équivalentes entre elles. Donc la pyramide SABC
est le tiers du prisme ABD qui a méme base et
méme hauteur. -

Corollaire. La solidité d'une pyramide triangulaire
est égale au tiers du produit de sa base par sa hauteur.

PROPOSITION XIX.
THEOREME.

Touté pyramide SABCDE a pour mesure le
tiers du produit de sa base ABCDE par sa hau-
teur AO.

Car en faisant passer-les plans SEB, SEC, pﬁl‘ les
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dingonales EB, EC, on divisera la pyramide polygo-
nale "SABCDE en plusieurs pyramides triangulairves
qui auront toutes la méme hauteur SO. Mais par le
théoréme précédent chacune de ces pyramides se
mesure en multipliant chacune des bases ABE, BCE,
CDE, par le tiers de sa hauteur SO ; donc la somme
des pyramides triangulaires, ou la pyramide polygo-
nale SABCDE, aura pour mesure la somme des tri-
angles ABE, BCE, CDE, ou le polygone ABCDE,
multiplié¢ par £SO ; donc toute pyramide a pour me-
sure le tiers du produit de sa base par sa hauteur.

Corollaire 1. Toute pyramide est le tiers du prisme
de méme base et de méme hauteur.

© Corollawre 1I. Deux pyramides de méme hauteur
sont entre elles comme leurs bases, et deux pyra-
mides de méme base sont entre elles comme leurs .
hauteurs. ’ ' '

Scholie. On peut évaluer la solidité de tout corps
polyédre en le décomnposant en pyramides; et cette
décomposition peut se faire de plusieurs maniéres:
une des plus simples est de faire passer les plans de
division par le sommet d’'un méme angle solide ; alors
on aura auntant de pyramides partielles quil y a de
faces dans le polyédre, excepté celles qui forment
'angle solide d’otr partent les plans de division.

PROPOSITION XX

THEOREME,
Deux polyédres symétriques sont équivalents
entre eux ou égaux en solidité.

Car 1° deux pyramides triangulaires symétriques, fg. 20,
telles que SABC, TABC, onl pour mesure comniune
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le produit de la base ABC par le tiers de la hauteur
SO ou TO; douc ces pyramides sont équivalentes
entre elles. '
2° Si on partage d'une mani¢re quelconque 'un des
polyédres symétriques en pyramides triangulaires,
on pourra partager de méme lautre polyédre en py-
ramides tuangulau'es symétriques ; or les pyramides
triangulaires symétriques sont équivalentes chacuue
a chacune ; donc les polyédres entiers seront équiva-
lents entre eux ou éganx en solidité.

Scholie. Cette proposition semblait résulter imnié-
diatement de la proposition 11, oi1 I'on a fait voir que
dans deux polyédres symétriques, toutes les parties
constituantes d'un solide sont égales aux parties cous-
tituantes de Pautre; mais il n'en était pas moins né-
cessaire de la démontrer d’une maniére rigoureuse.

PROPOSITION XX

THEOREME,

8¢ une pyrémn’de est coupée par un plan pa-
ralléle a sa base, le tronc qui reste en détant la
petite pyramide, ecst égal a la somme de irois
pyramides qui auraient pour hauleur commune
la. hauteur dic (ronc, et dont les bases seraient
la base inférieare du tronc, sa base supérievre,
et une mngyenne proportionnelle entre ces deux
bases.

Soit ABCDE une pyramide coupée par le l)lan abd
paralléle a la base; soit TFGH une pyramide. triangu-
laire dont la base ct la hauteur soient égales ou équi-
valentes & celles de Ia p)lamlde SABCD}L. On peut
supposcn les deux bases situdes sur un méine plan; ct
alors le plan add pro]onvc (]ctm minera dans la py-
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ramide triangulaire wie section fyht, située i li inéme
hauteur au-dessus du plan commun des bases : d'on
il vésulte qrte la section fgh est i la section abd conume
la base FGH est i la base ABD *; et puisque les bases
sont équivalentes, les sections le seront anssi. Les py-
ramides Sabede , 'Tfgl , sont donc équivalentes, puis-
qwelles ont méme hauteur et des bases équivalentes.
Les pyramides enticres SABCDE, TFGH, sont, équi-
valentes par la-méme raison; donc les troncs ABDdab,
FGHAfg, sont équivalents , et par conséquent il suf-
fira de démontrer la proposition énoncée , pour le scul
cas du tronc de pyramide triangulaire.

Soit FGHAfgz un tronc de pyramide triangulaire

a bases paralléles : par les trois points F, g,- H con-

duisez le plan FgH , qui retranchera du tronc la Py~

ramide triangulaire gFGH. Cette pyramide a pour base

la base inférieure FGH du tronc, elle a aussi pour

lauteur la hauteur du tronc, puisque le sommet g
est dans le plal. de la base superleurefgh.

Aprés avoir retranché cette pyramide, il restera la

pyraniide quadrangulaire g/%ZHF, dont le sommet est
g et la base fHF. Par les trois points f, g, I ; con-
- duisez le plan fgH, qui partagera la pyramide qua-
drangulaire en deux triangulaires gFf H, gfiH. Cette
derniére a pour base la base supérieure g// du tronc,

et pour hauteur la hauteur du tronc, puisque son,

sommet H appartient a la hase inférieure : ainsi nous
avons déja deux des trois pyramides qui doivent com-
poser le tronc.

1l reste 3 considérer la troisi¢me gI‘fH or, si on
méne gK paralléle a f/F, et qi'on imagire uve nou-
vellepyramide fFHK , dont le sommet est K et la base
FfH, ces deux pyralmdes auront méme base I'fH;
elles anront anssi néme hanteur , puisque les sommets
& et K sont situés sur une ligne gK parailéle & ¥/, et
par conségnent paralléle au me de la hase ; donc ce

* 16,

Gig. 218,
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pyramides sont équivalentes. Mais la pyramide fFKH
peut étre considérée comme ayant son sommet en f,
et ainsi elle aura méme hauteur que le tronc ; quant
a sa base FKH , je.dis qu'elle est moyenne proportion-
nelle entre les bases FGH, fg/h. En effet les triangles
FHK, fg/., ont un angle égal F=F, et un cbté égal

. FK=/fg;onadonc*FHK: fgh::FH: fi. On a aussi

FHG:FHK ::FG : FK ou fg. Mais les triangles sem-~
blables FGH, fz/, donnent FG: fz: :FH: f; donc
FGH :FHK: : FHK : fgk; et ainsi la base FHK est

-moyenne proportionnelle entre les deux bases FGH

fgh. Donc un tronc de pyramide tuangulaue a bases
paralléles, équivaut i trois pyramides qui ont pout
hauteur commune la hauteur du tronc, et dont les

" bases sont la base inférieure du tronc, sa base supé- -

fig. 216,

rieure , et une moyenne proportionnelle entre ces
deux bases.

PROPOSITION XXIL
THEOREM E.

Si on coupe un I}risme trz'angulat‘fe dont ABC
est la base, par un plan DES incliné a cette

-base, le solide ABCDES, qui résulte de cette

- section, sera égal a la somme de trois pyramides

dont les sommets sont D, E, S, et la base com-
mune ABC.

Par les trois points S, A, C, faites passer le plan
SAC, qui retranchera du prisme tronqué ABCDES la
pyr amlde triangulaire SABC - cette pyramide a pour
base ABC et pour sommet le point S.

Aprés avoir retranché cette pyramide, il restera la
pyramide quadrangu]aue SACDE, dont S est le som-

met, et ACDE la base. Par les trois points S, I, C,
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menez encore un plan SEC, qui divisera la pyra-
mide quadrangulaire en deux pyramides triangulaires
SACE, SCDE. .

La pyramlde SAEC, qui a pour base le trmngle
AEC et pour sommet le point S, est équivalente i une
pyramide EABC, qui aurait pour base AEC et pour
" sommet le point B. Car ces deux’ pyramldes ont méme
base ; elles ont aussi méme hauteur, puisque la ligne
BS, étant paralléle a chacune des lignes AE, CD, est
paralléle a leur plan ACE; donc la pyramide SAEC
est équivalente a la.pyramide EABC, laquelle peunt’
étre considérée comme ayant pour base ABC et pour
sommet le point E.

La troisiéme pyramide SCDE peut étre changée -
d’abord en ASCD; car ces deux pyramides ont la
méme base SCD; elles ont aussi la méme hauteur,
puisque AE est paralléle au plan SCD; donc la pyra-
mide SCDE est équivalente 2 ASCD. Ensuite la py-
ramide ASCD peut étre changee en ABCD, car ces
deux pyramides ont la base commune ACD; elles ont
aussi la méme hauteur, puisque leurs sommets S et B
sont situés sur une paralléle au plan de la base. Donc
" la pyramide SCDE, équivalente a ASCD, est “aussi
équivalente a ABCD; or, celle-ci peut étre regardée
comme ayant pour base ABC et pour sommet le
point D.

Donc enfin le prxsme tronque ABCDES est egal a
la somme de trois pyramides qui ont pour base com-
mune ABC, et dont les sommets sont respecuvement
les points D, E, S.

Corollaire. Si les arétes AE, BS, CD, sont perpen-
diculaires au plan de la base, elles seront en méme
temps les hauteurs des trois pyramides qui composent’
le prisme tronqué; de sorte que la solidité du prisnie
tronqué sera exprimée par ;ABC x AE 4 ;ABCx BS
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+ ABC x CD, quantité qun se rédml al ABC X (AE+-
BS + CD).

PROPOSITI-ON"XXIII.
THEOREME.

Deux pyramides triangulaires semblables ont
les faces- homologues semnblables, et les angles
solides homologues égaux.

Suivant la définition, les deux pyramides triangu-
laires SABC, TDEF, sont semblables, si les denx tri-
angles SAB, ABC, sont semblables aux deux TDE,
DEF, et semblablement placés, cest-a-dire, si I'on a
langle ABS=DET, BAS—=EDT, ABC=DEF, BAC
—FEDF, et si en outre l'inclinaison des plans SAB,
ABC, est égale a celle des plans  TDE, DEF : cela
posé, je dlS que ces pyramides ont toules les fates
semblables chacune 4 chacune, et les angles solides
homologues éganx. _

Prenez BG==ED, BH=EF, BI=ET, et joignez

GH, GI, IH. La pyramnde FDEF est egale ala pyra-
mide IGBH ; car ayant pris les cbtés GB, BH, égaux
aux cotés DE, EF, et 'angle GBH étant, par hypo-
thése, égal & l’ang]e DEF, le triangle GBH est égal
4 DEF; donc, pour opérer la superposition des deux
pymmldcs on peut d'abord placer la base DEF sur
son égale GBH ; ensuite, puisque le plan DTE est in-
cliné sir DEF autant que le plan SAB sur ABC, il est.
clair que le plan DET tombera indéfiniment sur le
plan ABS: Mais, par hypothése, Vangle DET —= GBI,
donc ET tombera sur son égale BI; et puisque les
quatre points D, I, I, T, commdem avec les quatre
G, B, H,T,il sensuit* que la pymmnde'lDEI‘ coin-
udc avee ].\ pyramide IGBH.

\
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Or, a cause des triangles égaux DEF ) GBH, on a
Tangle BGH=EDF = BAC donc GH est pan]]e]e a
AC. Par une raison semblab]e GI cst paralléle & AS;
donc Ie plan IGH est parallcle 2 SAC™. De la il suu
(jue le triangle IGH, ou son égal TDF, est scmblable
aSAC*, et quele mang]e [BH ou son égal TEF, est
semblable 4 SBC; donc les deux Pyramides triangn-

laires semblables SABC, TDEF, ont'les quatre faces.

semDblables chacune a chacune : de plus elles ont les
angles solides homologues égaux.

Car on a déja placé Taugle solide E sur son homo-
logue B, et'on pourrait faire de méme pour deux autres
angles solides honiologues ; nriis on voit immédiate-
ment que deux angles solides iomologues sont égaux,

* par exemple, les angles T et S, parce qu'ils sont for-

més par trois angles plans égaux chacun i chacun,
et semblablement placés.

.Donc, deux pyramides triangulaires semblables ont
les faces homologues semblables et les angles solides
homologues égaux.

Corcllaire 1. Les triangles semblables dans les deux
pyramides fournissent les proportions AB: DE:: BC:
EF::AC:DF::AS:DT :: SB: TE::SC:TF; donc,

dans les pyramides t mngulaz)es semdlables, les cotes

. homologues sont proportionnels.

‘

II. Et puisque les angles solides homologues sont
égaux, il sensuit que Zinclinaison de deux faces quel-
conques d’une pyramide est égale a linclinaison des
denx faces homologues de la pyramide semblable.

III. Si on coupe la pyramnde triangulaire SABC
par un plan GIH paralléle a I'une des faces SAG, la
yramlde partielle BGIH sera semblable a la pyramlde
entiére BASC: car les triangles BGI, BGH, sont sem-
blables aux triangles BAS, BAC, chacun 2‘1 chacun,

et semblablement placés ;, lmclmanson de leurs plans

13

13, 5.
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est la méme de part et d’antre;\donc les deux pyra-
mides sont semblables.

IV. En général, si on coupe une pyramide quel-

conque SABCDE par un plan abcde parallcle a la
base , la pyramide partielle Sabede sera semblable a
la pyramide entiétre SABCDE. Car les bases ABCDE,
abede , sont semblables, et en joignant AC, ac, on
vient de prouver que la_pyramide triangulaire SABC
est semblable A la pyramide Sabc ; donc le point S est
déterminé pav-rapport A la base ABC comme le point
S Pest par rapport a la base abc*; donc les deux py-*
ramides SABCDE, Sabcde, sont semblables.
_ Scholie. Au lien des cinq données requses par la dé-
finition pour que deux pyramides triangnlaires soieut
semblables, on pourrait en- substituer cinq autres,
suivant différentes .combinaisons , et -il en résulierait
autant de théorémes, parmi lesquels on peut distin-
guer celui-ct : Deux pyramides triangulaires sont sem-
blables lorsqu’clles ont les cotés homologues propor-
tionnels. ’

Car, si on a les proportions AB:DE:: BC:EF:: AC
:DF::AS:DT.:SB: TE::SC: TF, ce qui renferme
anq conditions, les triangles ABS , ABG, seront sem-
blables aux triangles DET, DEF, et semblablement
placés. On aura aussi le triangle SBC semblable a °
TEF ; donc les trois angles plans qui forment I’angle
solide B, seront égaux aux angles plans qui forment
Pangle solide E, chacun a chacun; d'ou il suit qae
l'inclinaison des plans SAB, ABC, est égale a celle de
leurs homologues TDE, DEF , &t quainsi les deux
pyramides sont semblables. .

PROPOSITION XXI1V.
THEOREME,

Deux polyédres semblables ont les faces ho-
mologues semblables, et les angles solides homo-
Zogues’ égaur. ' : .
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Soit ABCDE la base d’un polyédre ; solent M et N fig. a19.
les sommets de deux angles solides, hors de cette base,
déterminés par les pyranides triangulaires MABC,
NABC, dont la base commune est ABC; soient dans
autre polyédre, abede la base homologue ou sem-
blable . ABCDE, m et n les sommets homologues a
M et N, déterminés par les pyramides /mabc, nabe,
semblables aux pyramides MABC, NABC; je dis
d’'abord que les distances MN, mn, sont proportion-
nelles aux c6tés homologues AB, ab.

En effet, les pyramides MABC, mabc, étant sem-
blables, I'inclinaison des plans MAC, BAC, est égale
a celle des plans mac, bac; paveillement les pyramides
NABC, rabc, étant semblables, I'inclinaison des plans .
NAC, BAC, est égale a celle des plans rac, bac: donc,
si on retranche les premiéres inclinaisons des der-
niéres, il restera l'inclinaison des plans NAC, MAC,
égale a celle des plans nac, mac. Mais, a cause de la
similitude des mémes pyramides, le triangle MAC est
semblable 4 mac, et le triangle NAG est semblable a
nac: donc les deux pyramides triangulaires MNAC,
mnac , ont deux faces semblables chacune & chacune,
semblablement placées et également inclinées éntre
elles; donc ces pyramides sont semblables*, et leurs * ar.
ctés homologues donnent la proportion MN : iz
AM:am. D'ailleurs AM:am:: AB:ab; donc MN:mn
1:AB:a. .

Soient P et p deux autres sommets homologues de
mémes polyédres, et on aura semblablement PN:pn
::AB:ab, PM:pm:: AB: ab. Donc MN:mn.: PN :pn
:: PM : pm. Donc le triangle PNM qui joint trots som-
mets quelconques d’un polyedre est semblable au tri-
angle pnm qui joint les trois sommnets homologues de
Pautre polyedre. ’

Soient eucore Q.et g deux sommets homologues, et
le triangle PQN sera semblable a pgn. Je dis de plus

: ' 13, .

)
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que linclinaison des plans PQN, PMN est égale &
celle des plans pgr, pmn.

Car. si on joint QM et gz, on aura toujours le tri-

" angle QNI semblable a gnm , et par conséquent'angle
QNM égal a gnm. Concevez en N un angle solide for-
m¢é par les trois angles plans QNM, QNP, PNM, ct
en 7 nu angle solide formé par les trois angles plans
q"lil, (/I)}) pILIIl H ])Ulb({lle CCS an("lCS Pl’llls sornt egdllx
chacuan it chacun, il s'ensuit que h,s angles sohdes son
dgaux. Donc I mclm'nson des deux plans PNQ, PNM ;
est dgale 4 celle de leurs homologues png , prmn; dong,
si les deux triangles PNQ, PNM, étient dans un
méme plan, auquel cas on aurait 'angle QNM=QNP
-+ PNM, ou aurait aussi l'angle gnm =gnp + prm , ct
les deux triangles gnp, pnm, seraient aussi dans un
méme plan,

Tont ce qui vient d’étre démontré a lieu, quels
que soient les angles M, N, P, Q, comparés & leurs
homologues m, n, p, q. )

Supposons maintenant que la surface de 'un des
polyadres soit partagée en triangles ABC, ACD,
MNP, NPQ, etc., on voit que la surface de lautxe
polye(lle contiendra un pareil nombre de tnangles
abe, acd, mnp, npq, eic., semblables et semblable-
ment p]dces ; et si plusneuls tnangles conime MPN,
NPQ, etc., appartiennent & une méme face et sont
dans un méme plan, leurs homologues mpn, npq , etc.,
seront pareillement dans un méme plan. Donc toute
face polygone dans un polyédre répondra a une face
polygone semblable dans l'autre polyédre ; donc les
deux polyeédres seront compris sous un ménie nombre
de plans semblables et semblablement placés. Je dis de
plus que les angles solides homologues seront égaux.

Car, si l'angle solide N, par exemple, est formé
pav les angles plans QNP, PNM, MNR, QNR, lan-

gle solide homologue # sera formié par les angles
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pl:uls gnp , prm, mur, gur. Or, ces angles plaus sont
égaux chacun a chacun etl’ mclmdlbon de deux plans
dd]acents cst égale i cclle de leurs homo]ogues ; donc
les deux angles solides -sont égaux, comme pouvant
étre superposés.

Donc enfin deux polyédres semblables ont les faces
homologues semblables et les angles solides homo-
logues: égaux. - '

Corollaire. 11 suit de la- démonstration précédente
.que si, avec quatre sommets d'un polyédre , on forme
une pyramide triangulaire, et qu'on en forme une
seconde avec les quatre sommets homologues d’un
polyédre semblable, ces deux pyramides seront sem-
blables ; car elles auront les c6tés homologues pro-
portionnels *

On voit en méme temps que deux diagonales ho-
mologues*, par exemple, AN, ar, sont eutre elles
comme deux cbtés homologues AB, ab. '

PROPOSITION XXV.

THEOREME.

Deux polyédres semblables peuvent se parta-
ger en un méme nombre de pyramides triangu-
laires sembliables chacune a chacune, et sem-

" blablement placées.

Car on a déja vu que les ‘surfaces de deux polyé-
dres peuvent se partager en un méme nombre de
triangles semblables chacun a chacun, et semblable-
ment placés. Considérez tous les Lnangles d'un po-
lyedre, excepté ceux qui forment l'angle solide A |
comiue les bases d’autant de pyramides triangulaires
dont le sommet est en A; ces pyramides prises en-
semble composeront le polyédre : partagez de méme
l'antre polyédre en pyramides qui aient pour sommet

21,5¢ch.

Y17, 2
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commun celui de I'angle @ homologue & A il est clair
quie lu pyramide qui joint quatre sommets d'un po-
lyédre sera semblable a la pyramide qui joint les qua-
tre sommets homologues de l'autre polyédre. Donc
deux polyédres semblables, etc.

PROPOSITION XXV

\

THEOREME,

Deux pyramides semblables sont entre elles
comme les cubes des cotés homologues.

Car deux pyramides étant semblables, la plus petite
pourra étre placde dans la plus grande, de maniére
qu’elles aient I'angle solide S commun. Alors les bases
ABCDE, abcde, seront paralléles; car, puisque les

.. faces homologues sont semblables*, I'angle Sab est

égal 4 SAB, ainst que Sbc 4 8BC; donc le plan abe

. est paralléle.au plan ABC*. Cela posé, soit SO la

perpendiculaire abaissée du sommet S sur le plan
ABC, et soit o le point ol cette perpendiculaire ren-
contre le plan abc ; on aura, suwvant ce qui a été déja
démontré *, 50:50:: SA:8a:: AB:ab; et par consé-
quent
$80:+80 :: AB:ab.

Muis les bases ABCDE, abcde, étant des figures sem-
Llables, on a, :
ADBCDE. : abede :: AL ab.

Multipliant ces deux proportious terme a terme, il en

résultera la proportion

— w3

ABCDE x 380 . abcdex $S0:: AB : ab;
or, ABCDE x 350 est la solidité de la pyramide

. SARCDE*, et abedex S0 est celle de la pyramide

Sabede 5 done renx pyranndes semblables sout entre
¢lles comme les cubes de leurs cotés homologues.
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PROPOSITION XXVIL -

—

TEHEOREME.

Deux polyédres. semblables sont entre eux
comme les cubes des cotés homologues.

Car deux polyédres semblables peuvent éire par-
tagés en un méme nombre de pyramnides triangulaires
semblables chacune a chacune*. Or, les deux pyra-
mides semblables APNM, apnrm, sont entre elles
comme les cubes des c6tés homologues AM, am, ou
comme les cubes des cotés homologues AB, ab. Le
méime rapport aura lieu entre deux autres pyramldes
homologues quelconques, donc la somme de toutes

fig. a1g.

* a3,

les pymmldes qui composent un polyédre, ou le po-

lyédre: lui-méme, est a l'autre pnlyedle comme le
ctithe d'un codé quelcom{ue du premier est au cube
du coté liomologue du second.

Sc/zo_lz'e général.

On peut présenter en termes algébriques, cest-a-
dire, de la maniére la plus succincte, la récapitulation
des principales propositions de ce livre concernaut les
solidités des polyédres.

Soit B la base d'un prisme, H sa hauteur; la soli=
dité du prisme sera Bx H ou BH.

Soit B la base d’'une pyramide, H sa hautewr; la
‘solidité de la pyramide sera Bx;H, ou H ng , ou

+BH. .

Soit H la liauteur d’un tronc de pyrarmde a bases
paralleles , soient A et B ses bases; VAB sera la
. moyenne proportionnelle entre elles, et la solidité du

tronc sera HX (A4 B+ V—K_B.)
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Soit B la base d’'un wonc d¢ prisme triangulaire
H, H', H", les hauteurs de ses trois somumets supe-
ricurs, la solidité du, prisme tromqué sera ;B x (H 4
H' 4+ H"). ‘ ' ’ '

Soient enfin P et p les solidités de deux polyédres
semblables, A et a deux cotés ou deux diagonales
homologues de ces polyedres, on aura P:p :: A:a.
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LIVRE VII.

LA SPHERE.

DEFPINITIONS.

I._LA sphere est un solide terminé par une surface
courbe, dont tous les points sont également distauts
d’un point intérieur qu'on- appelle centre.

" On peut imaginer que la sphére est produite par

la-révolution du demi-cercle DAE autour du dianiétre

DE : car la surface décrite duns ce mouvement par la
courbe DAE aura tous ses points a égales distances
du centre C.

I1. Lc rayon de la sphere est nne ligne droite me-
née du centre a un point de la sirface; le diamétre
ow axe est'une ligne passant par le centre, et termi-
née de part et d’autre i la surface.

Tous les rayons de la sphere sout égaux ; tous les
diameétres sont égaux et doubles du rayon.

IIT. 11 sera démontré * que toute scction de la
sphiére, faite par un plan, est vn cercle: cela posé,
on appelle grand cercle la section qui passe par le
centre , petit cercle celle qui n'y passe pas.

IV. Un plan est tangent 3 la sphére lorsqu'il na
qu'un point commun avec sa surface.

V. Le pole d’un cercle de la sphére est un point

. de la surface également éloigné de tous les points de
-la circonférence de ce cercle. On fera voir* que. tout
cercle, grand ou petit, a toujours deux péles.

VI. Triangle sphérique est une partie de la surface
de la sphére comprise par trois arcs de grands cercles.

fig. 220.

*opre L

* pr. 6.
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Ces arcs, qui s'appellent les cézes du-triangle, sont
toujours supposés plus petits que la demi-circonfé-
rence. Les angles que leurs plans font -entre eux sont
les angles du triangle.

» VIL. Un triangle sphérique prend le nom de rec-
tangle, isoscéle , équilatéral, dans les mémes cas qu'un
triangle rectiligne. =

VIIL. Polygone sphérigue est une partie de la sur-
face de la sphére terminée par plusieurs arcs de grands
cercles. . o

1X. Fuseau est la partie de la surface de la sphére
comprise entre deux demi-grands cercles qui se ter-
minent i un diamétre commun. ‘
~ X. Fappellerai coin ou onglet sphérique la partie du
solide de la sphére comprise entre les mémes demi-
grands cercles, et 4 laquelle le fuseau sert de base.

XI. Pyraniide spherique est la partie du solide de
la sphére comprise entre les plans d’'un angle solide
dont le sommet-est au centre. La ase de la pyramide
est le polygone sphérique intercepté par les mémes
Plans.

XIL. On appelle zone la partie de la surface de la
sphére comprise ventre deux plans paralléles qri en
sont les bases. L'un de ces plans peut étre tangent a la
spliére, alors la zone n'a qu'une base.

X1k Seginent sphérique est la portion du solide
de la sphére comprise entre deux plans paralleles qui
en sont les bases. .

L’un de ces plans peut étre tangent a la sphere,
alors le segment sphérique n’a qu'une base.

X1V. La hauteur d’une zone ou d’'un segmentv est
la distance des deux plans paralléles qui sont les
bases de la zone ou du segment:

XV. Tandis que le demi-cercle DAE towrnant au-
towr du diamétre DE décrit la sphéve, tout secteur
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circulaire, comme DCF ou FCH, décrit un solide -
qu’on appelle secteur sphérigue.

PROPOSITION PREMIERE,

-, THEORAME.
Toute section de la sphere, fazfe parun plan,
est un cercle.

Soit AMB la section faite par un plan dans la sphere fig-23v
dont le centre est C. Du point G menez la perpendi-
culaire CO sur le plan AMB, et différentes lignes CM,

CM, a différents points de la courbe AMB qui termine
la section.

Les obliques CM, CM, CB, sont égales, puisqu’elles
sont des rayons de la sphere elles sont donc égale-
ment éloignées de la perpendiculaire CO™; donc toutes * 5,5
les lignes OM, OM, OB, sont égales; donc la section
AMB est un cercle dont le point O est le centre.

Corollaire 1. Si la section passe par le centre de la
spliére, son rayon sera le rayon de la spheére; donc

tous les grands cercles sont égaux entre eux.

IL. Deux grands cercles se coupent toujours en deux
parties égales; car leur intersection commune, pas-
sant par le centre, est un diamétre.

1II. Tout grand cercle divise la sphere et sa surface
en deux parties égales; car si, aprés avoir séparé les
deux hémispheres, on les applique sur la base com-
mune en tournant leur convexité du méme coté, les
deux surfaces coincideront I'une avec l'autre, sans
quoi il y aurait des points plus prés du centre les uns -

que les autres.

IV. Le centre d'un petit eercle et celui de la sphere 6 221
sont sur une méme droite perpenciculaire an plan du
petit cercle.

V. Les petits cercles sont (l’aulont plus petits qu'ils
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sont plus éloignés du centre de la sphére ; car plus la
distance CO est grande, plus est petite la corde AB,
diamétre du petit cercle AMB.

VI. Par deux points donnés'sur la surface d’une
sphiére,, on peut-faire passer un arc de grand cercle;
car les deux points donnés et le centre de la sphere
sont trois points qui déterminent la position d'un plan
Si cependant les deux points donnés étaient anx ex-
trémités d'un diametre, alors ces deux points et le
centre seraient en ligne droite, et il y aurait une in-
finité de grands cercles qui pourraient passer par les
deux points donnés.

PROPOSITION IL
THEOREME.

Dans tout triangle sphérique ABC , un cdté
quelconque est plus petit que la somme des deux
autres.

Soit O le centre de la sphére, et soient menés les
rayons OA, OB, OC. Si on imagine les plans AOB,
AOC, GOB, ces plans formeront au point O un angle
solide, et les angles AOB, AOC, COB, auront pour
mesure les cdtés AB, AC, BC, du triangle sphérique
ABC. Or, chacun des trois angles plans qui composent
'angle solide est moindre que la somme des deux

-autres*; donc un cdté quelconque du triangle ABC

est moindre que la sonune des deux autres.
PROPOSITION IIIL
' TEEOREME.

Le plus court chemin d’un point a un awlre,
sur la surface de la sphére, est Parc de grand
cercle qui joint les deux points donnés.

- Soit ANB l'arc de grand cercle qui joint les points
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A ct B, et soit hors de cet arc, s'il est possible, M un’
point de la ligne la plus courte entre A et B. Par le
point M meucz les arcs de grands cevcles MA, MB,
ct prenez BN=MB.

Suivant le théoréme précédent I'arc AND est plus
court que AM -+ MB ; retranchant de pavt et d'autre
BN =BM, il restera AN < AM. Or, la dstance de B
- en M, soit quelle se confonde avec l'ave BM, oun
qu’elle soit toute autre ligne, est égale & la distance de
B et N cav en faisant tourner le plau dn grand cercle
BM autour du diamétve qui passe par B, on peut ame-
ner le point M sur le point N, et alors la ligne la plus
courte de M en B, quelle qu'elle soit, se confondra
avec celle de N en Bj donc les deux chemins de A en
B, I'un en passant par M, F'autre en passant par N,
cat une partie égale de M en B et de N en B. Le pri-
niier chemin est, par hypothése, le plus court; donc
la distance de A en M est plus courte que la dlsmnce
de A en N, ce qui serait absurde, puisque larc AM
est plus grand que AN ; donc aucun point de la ligne
la plus courte entre A et B ne peut étre hors de l'arc
ANB; donc cet arc est lui-méne la ligne la plus conrte
entre ses extrémités,

PROPOSITION I[V.

HEOREME.

La somme des trois cdtés d’un triangle sphé-
riqgue est moindre que la circonférence d’un
grand cercle.

Soit ABC un trlangle sphen ique quelconque ; pro- gy 904,
longez les cdtés AB, AG, jusqu’a ce quiils se rencon-

" trent de nouveau en D. Les ares ABD, ACD, seront
des demi-circonférences, puisque deux grands cercles
$e coupent toujours en. deux parties égales™; mais dans  * 1,
le riangle BCD on a le coté BC < BD + CD*;ajoutant *2. °

;
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de part et d’autre AB 4-AC, on aura AB4 AC+ BC
< ABD+ ACD, c’est-a-dire, plus petit qu’une circon- .
férence.

PROPOSITION V.

THEOREME.

La somme des cotés de tout polygone sphé-
rigue est moindre que la cir conference d’un
grand cercle.

Soit, par exemple, le pentagone ABCDE : prolon-
gez les cOtés AB, DC, jusqu'a leur rencontre en F;
puisque BG est plus petit que BF 4-CF, le -contour (lu
pentagone ABCDE est plus petit que celui du quadri-
latére AEDF. Prolongez de nouveau les cotés AL,
FD, jusqua leur rencontre en G, on aura ED < EG
+-GD; donc le contour du quadnlatcre AEDF est
plus petit que celui du triangle AFG ; celui-ci est plus
petit que la circonféreiice d’'un grand cercle ; donc
a fortiori le contour du polygone ABCDE est moindre
que cette méme circonférence.

Scholie. Cette proposition est au fond la méme que
la xx11® du livre v car, si O est le centre de la sphere,
on peut imaginer au point O un angle solide formé
par les angles plaus AOB, BOC, COD, etc., et la
somme de ces angles doit étre plus petite que quatre
angles droits, ce qui ne différe pas de la proposition
présente. La démonstration que nous venons de don-
ner est différente de celle du livre v; 'une et I'autre
supposent que le polygoue ABCDE est convexe, ou
qu'aucun c6té prolongé ne coupe la figure.

PROPOSITION VL
THEOREME,

Si on méne le diamétre DE perpendiculaire
au plan, dn grand cercle AMB, les extrémités
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D et E de ce diamétre seront les poles du cercle
AMB, et de tous les petits cercles , comme FNG ,
qui luz sont parailéles.

Car DC étant perpendiculaire au plan AMB est
perpendiculaire a toutes les droites CA, CM, CB, etc.,
menées par son pied dans ce plan ; donc tous les arcs
DA, DM, DB, etc., sont des quarts de circonférence:
il en est de méme des arcs EA, EM, EB, etc. ; done
les points D) et E sont chacun également éloignés de
tous les points de la circonférence AMB ; donc ils sont
les pdles de cette circonférence *

En second lieu, le rayon DG, perpendiculaive au
plan AMB, est perpendiculaire a son paralléle FNG ;
donc il passe par le centre O du cercle FNG *; donc
si on tire les obliques DI, DN, DG, ces obliques s’é-
carteront également de la perpendiculaire DO et seront
egﬂes. Mms les cordes étant égales, les arcs sont
égaux ; donc tous les arcs DF, DN, DG, etc., sont égaux
entre eux ; dong le point D est le pdle du petit cercle
FNG, et par la méme raison le point E est autre pdle.

Corollaire I. Tout arc DM mené d'un poirt de l'arc
de grand cercle AMB a son péle est un quart de cir-
conférence, que nous appellerons pour abriger un
quadrans, ou un quadrant, et ce quadrant fait en
méme temps un angle droit avec I'arc AM. Car la ligne
DC étant perpendiculaire an plan AMC, tout plan
DT\'IC qui passe par la ligne DG est per; pendlculan eau
pl.m AMGC *; donc l'angle de ces plans, ou, suivant la
déf. vi, langle AMD, est un angle droit.

11 Pour trouver le péle d’un arc donné AM, menez
arc indéfini MD perpendiculaire 3 AM, prenez MD
égal a un quadrant, et le point D sera un des péles
de l'arc MD ; ou bien menez aux deux points A et M
les arcs AD et MD perpendiculaires 4 AM, le point de
conenurs P de ces deux ares sera le pole demandé,

*dét 5,

*

* 18, 6.



208 GEOMETRIE.

I1I. Réciproquement, si la distance du point D &
chacun des points A et M est égale 4 un quadrant, je
dis que le point D sera le pdle de Tarc AM, et qu'en
méme temps les angles DAM, AMD, seront droits.

Car soit C le centre de la sphére, et soient menés les
rayons GA, CD, CM: puisque les angles ACD, MCD,

~sont droits, la ligne CD est perpendiculaire aux deux

droites CA, CM ; done elle est perpendicnlaire a lenr
plan ; donc le point 1) est' le pole de Tarc AM ; et par
suite les angles DAM, AMD, sont droits.

Scholie. Les propriétés des pdles permettent de tra-
cer sur la surface de la sphére des arcs de cercle avee
la mémc facilité que sur une surface plane. On voit
par exemple, qil’en' faisant tonrner Vare DF ou toite
autre ligne de méme intervalle antour dun pomt D,
l’extrémlte T déerira le petit cercle FNG; et si on fiit
tourner le quadrant DFA autour du pomt D, Vex-
trémité A décrira Uarc de grand cercle. AM.

S'il faut prolonger U'arc AM, ou si on ne donne que
les points A et M par lesquels cet arc doit passer, on
déterminera d’abord le péle D par intersection e
deux arcs décrits des points A et M comme centres
avec un intervalle égal au quadrant. Le pole D étant
trouvé, on décrira du point D, comme centre et avce
le méme intervalle, Farc AM et son prolongement.

Enfin, s'il faut du point donné P abaisser un arc
perpendiculaire sur I'arc ‘donné AM, on prolongera
celui~ci en S jusqu'a ce qne Vintervalle PS soit égal A
un quadrant ; ‘ensuite du péle S et dn méme intervalle
on décrira I'arc P\’I qui sera l'arc perpendiculaire de-
mandeé.

.
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PROPOSITION VII.

THEOREME.

Toutplan pelpendzrulail'e a lextrémité d’un
rayon est tangent a la sphere.
Soit FAG un plan perpendlcu]mre b le\memlw dur g, 2a6.
rayon OA ; si on prend un point quelconque M sur
ce plan, et qu'on joigne OM et AM, l'angle OAM sera .
droit, et ainsi la distance OM scra plus grande gue
OA. Le point M est donc Lors de la sphére;et, comme
il en est de méme de tout antre point dn plan FAG,
il s’ensuit que ce plan n’a que le seul point A com-
mun avec la surface de la sphére ; donc il est tanvent
4 cette surface * N * déf. 4.
Scholie. On peut prouver de méme que deux sphéres
n‘ont qu’unl point commun, et sont par conséquent
tangentes I'une a l'autre : lorsquela distance de leurs
centres est égale 4 la somme ou a la différcnce de
leurs raybns, -alors les centres et le point de contact
sont en ligne droite.

PROPOSITION VIIL

THEOREME,

L’angle BAGC que font entre eux deux arcs de gg. 2:6.
grands cercles AB, AC, est égal a Pangle FAG, = -
formé par les tangentes de ces arcs au point A :

il a aussi pour mesure arc DL, dérrit du point
A comme péle entre les cOtés AB AC, prolongés
5’1l est nécessaire.

Car la tangente AF, menée dans le plan de I'arc
AB, est perpenr]iculaire au rayon AO;-la tangente
AG, menée dans le plan de l'arc AG, est perpendl-
culalre aw méme rayon AO. Donc 'angle FAG est

14
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égal a l'angle des plans OAB, OAG*, qui est celui des
arcs AB, AG, et qui se désigne par BAC,

Pareillement, si 'arc AD est égal 4 un quadrant,
ainsi que AE, les lignes OD, OE, seront perpendicu-
laires & AO, et l'angle DOE sera encore égal a I'angle
des plans AOD, AOE ; donc l'arc DE est la mesure de
I'angle de ces plans, ou la mesure de I'angle CAB.

Corollaire. Les angles des triangles sphériques peu-
vent se comparer entre eux par les arcs de grands cer-
cles décrits de leurs sommets comme péles et compris
entre leurs cotés : ainsi il est facile de faire un angle
égal a un angle donné.

Scholie. Les angles opposés au sommet, tels que
ACO et BCN, sont égaux ; car 'un ou l'autre est tou-
jours I'angle formé par les deux plans ACB, OCN.

On voit aussi que dans la rencontre de deux arcs
ACB, OCN, les deux angles adjacents ACO, OCB,
pris ensemble, valent toujours deux angles droits.

PROPOSITION IX.

THEOREME.

Etant donné le triangle ABC, si des points
A, B, G, comme pdles, on décrit les arcs ET,
FD, DE, qui forment le triangle DEF ; récipro-
quement les trois points D, E, T, seront les
poles des cotés BC, AG, AB. '

Car le point A étant le péle de 'arc ET, la distance
AE est un quadrant; le point C étant le pdlg de l'arc
DE, la distance GE est pareillement un quadrant;
donc le point E est éloigné d'un quadrant de chacun
des points A et G; donc il est le pdle de I'arc AC *,
On démbontrera de méme que D est le pole de l'arc
BC, et T celui de I'arc AB,

Corollaire. Donc le triangle’ ABC peut étre décrit

par le moyen de DEF , comme DEF par le moyen de
ABC. -
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P_ROPOSITION X.
THEOREME.

Les mémes choses étant posées que dans le
théoréme précédent, chaque angle de lun des
- triangles ABC, DEF, aura pour mesure la demi- sg. 2.
circonférence moins le coté opposé dans I'autre
triangle.

Soient prolongés, sil est nécessaire, les cotés AB,
AG, jusqu’a la rencontre de EF en G et H; puisque
le point A est le pole de I'arc GH, l'angle A aura pour
mesure l'arc GH. Mais l'arc EH est un quadrant
ainsi que GT, puisque E est le pole de AH, et F le
pdle de AG ; donc EH +- GT vaut une demi -circon-
férence. Or EH +- GT est la méme chose que ET 4- -
GH ; donc Yarc GH qui miesure I'angle A est égal a
une demi-circonférence moins le c6té ET ; de méme
I'angle B aura pour inesure ; circ.—DF et Pangle G,
Leire. —DE.

Cette propriété doit étre réciproque entre les deuxk
triangles, puisqu'ils se décvivent de la méme maniére
I'un par le moyen de l'autre. Ainsi on trouvera que
les angles D, E, F, du triangle DEF, ont pour me-
sures respectivement ; circ. -— BG, ; eire.— AG, | cire.
— AB. En effet I'angle D, par exemple, a pour me-
sure l'arc MI ; or MI 4+ BC —= MC + Bl =2 cire. :
donc I'arc MI, mesure de 'angle D, = ; circ. — BG,
et ainsi des autres.

Scholie. Il faut remarquer qu'outre le triangle DEF fig. 228.
on en pourrait former trois autres par lintersection
des trois arcs DE, EF, DF. Mais la proposition ac-
tuelle n’a lieu que pour le triangle central, qui est
distingué des trois autres en ce que les deux angles A
et D sont situés d'un méme coté de BC les deux B fig. 227.

' 14
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et E 'un méme coté de AC, ct les deux € et I d’un
méme coté de AB.

. On donne différents noms aux deux triangles ABG,
DEF ; nous les appellerous ¢riangles polaires.

PROPOSITION XI.
LEI\IME.. :

Etant donné le triangle ABC, si du pdle A et
de Uintervalle AC on décrit l'arc de pe.u't ‘cercle
DEC ; si du pdle B et de Uintervalle BC on décrit
pareillement Uarc DFC, et que du pointD , ok

Ades arcs DEC, DFC, se coupent, on méne les

arcs de grands cercles AD, DB ; je dis que le
trzangle ADB ainsi formé aura ses par ties égales
a celles du triangle ACB.

* Car par construction le cdté AD = —=AG, DB=BC,
AB est commun ; donc ces deux trlangles ont les c6tes
égaux chacun & chacun. Je dis maintenant que les
anvles opposes aux c6tés égaux sont égaux.

F n effet, si le centre de la sphére est supposé en
O, on peut concevoir un angle solide formé au point
O par les trois angles plans AOB, AOG, BOG; on
peut concevoir de méme un second angle solide formé
par les trois angles plans AOB, AOD, BOD. Et puis-
.que les cbtés du triangle ABC sont égaux & ceux du
triangle ADB, il sensuit que les angles plans qui
forment un de ces angles solides sont égaux aux angles
plans qui forinent lautre angle solide, chacun a
chacun : mais dans ce cas il a été démontré * que les

' plans dans lesquels sont les angles égaux sont égale-

ment inclinés entre eux ; donc les angles du triangle
qphérlque DAB sont égaux A ceux du triangle CAB,
savoir DAB—=BACG, DBA ABG, et ADB__ACB,
done les ¢Otés ct les ang]es du triangle ADB sont éganx
aux cotés et aux angles du wriangle AGB.
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Scholie. L'égalité de ces triangles n'est cependant
pas une égalité absolue ou de super position , car il

serait impossible de les appliquer T'un sur lautre

exactement, 3 moins qu'ils ne fussent isoscéles. L'éga-
litd dont il s'agit est ce que nous avous déja appelé
une dégalité par symmetrie, et par cette raison nous

appellerons les triangles ACB, ADB, #riangles sym-

metriques,

PROPOSITION XIL
THEOREME.

Deux triangles situés sur la méme spheére, ou
sur des spheres égales , sont égaux dans toutes
leurs parties, lorsqu’tls ont un angle égal com-
pris entre cotés égaux chacun a chacun.

Soit le c6té AB—ET, le c6té AC=EG, et l'angle
BAC FEG, le trlangle EFG pourra étre placé sur

le triangle ABC ou sur son symmétrique ABD, de la -

ménie maniére qu'on superpose deux triangles recti-
lignes qui ont un angle égal compris entre cdtés
égaux. Donc toutes les parties du triangle EFG serony,
égales 2 celles du triangle ABG, c’est-a-dire quoutre
les trois parties qui sont supposées €gales, on aura le
coté BC=TFG, ldngle ABC =FEFG, et langle ACB
=EGFT. - -
PROPOSITION XIIL

THEOREME.

" Deux triangles situés sur la méme sphere , ou
sur des spheres égales, sont égaux dans toutes
lewrs parties, lorsqu’ils ont un coté égal adja-
cent a deux angles égaux chacun a chacun.

Car l'un de ces triangles peut étre placé sur 'autre
ou sur son symmétrique, comine on le fait dans le cas
pareil des triangles rectilignes. Poyez prop. V11, liv. 1.

fig. 23u,
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PROPOSITION XI1V.
THEOREME. .

Si deux triangles situés sur la méme sphere
ou sur des sphéres égales, sont équilatéraux
entre eux; ils seront aussi équiangles , et les angles
dgaux seront opposés awx cotés égaux. '

Cela est manifeste par la proposition x1, ott I'on a
vu qu'avec trois cdtés donnés AB, AG, BG, on ue
peut faire que deux triangles ACB, ABD, différents
quant i la'position des parties, mais égaux quant a
la grandeur de ces mémes parties. Donc deux triangles

- équilatéraux entre eux sont ou absolument égaux, ou

au moins égaux pav symmeétrie ; dans T'un et lautre
cas ils sont équiangles , et lesangles égaux sont oppo-
sés aux cotés égaux.

PROPOSITION XV.
THEOREME.

Dans tout triangle sphérique isoscele les angles
opposés aux cOtés égaux sont égaux ; et récipro-
quement, si deux angles d’un trianglesphérique

“sont égaix, le triangle sera isoscéle.

fig, 231.

1% Soit le coté AB=AC; je dis qu'on aura I'angle
G==B: car si du sommet A au point D, milieu de la
base, on mene larc AD, les deux- triangles ABD,
ADG, auront les trois cotés égaux chacun a chacun;
savoir, AD commun, BD=DC, et AB=AGC : donc,
par le théoréme précédent, ces triangles auront les
argles égaux, et on aura B=C. '

2 Soit Pangle B=C ; je dis gqu’on anra AG=AB:
car si le coté AB n'est pas égal & AG, sdit AB l¢ plus
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grand des deux, prenez- BO == AG, et joignex ocC.
Les deux ¢otés BO, BC, sont éganux aux deux AG, BC;
Pangle compris par les premiers OBG est égal a I'angle
compris par les seconds ACB. Donc les deux triangles
BOG, ACB, ont les autres parties égales *, et on a
langle OCB=ABC : mais I'angle ABG, par hypothése

.==ACB; donc on aurait OCB—ACB, ce qui est im-
possible ; donc on ne peut supposer AB différent de
AC; doncles cotés AB, AG, opposés aux angles égaux
B et C, sont égaux. '

Scholze La méme démonstration prouve que I'angle
BAD =DAG, et que l'angle BDA—ADC. Donc ces
deux derniers sont droits ; donc Parc mené du som-
met d’un triangle sphérz‘gue isoscele au milieu de sa base
est perpendiculaire & cette base ; et divise Uangle du
sommet en deux parties égales.

PROPOSITION XVIL
THEOREME.

Dans un triangle sphérique ABC, si l'angle A
est plus grand que Pangle B, le cdte BC opposé
a langle A sera plus grand que' le c6té AC op-
posé & Uangle B; réciproquement, si le c6té BC
est plus grand que CA , I'angle A sera plus grand
que langle B. -

1o Soit 'angle A > B, faites 'angle BAD=B, vous
aurez AD=DDB *: mais AD+DC est plus gna_nd que
AC; a la place de AD mettant DB, on aura DB+-DC
ou BC> AC.

¢ Si on‘suppose BC> AC, je dis que Fangle BAC
sera plus grand que ABG: car, si BAC était égal &
ABG, on aurait BG=—=AG ; et st on avait BAC <ABC,
il s’ensuivrait , par ce qui vient d’étre démontré, qu’on
a BC<ACG; ce qui est coutre la supposition. Donc
Pangle BAC est plus grand que ARBC.:

fig. 232.

.35,
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PROPOSITION XVIL
THEOREME,

Si les deux cotés AB, AC, du triangle sphe-
rique ABC sont égaux aux deux cotés DE, DF
du triangle DEF tracé sur une sphere égale, si
en méme temps langle A est plus grand que
langle D, je dis que le troisieme c6té BC du pre-
mier triangle sera plus grand que le troisiéme
EF du second.

La démonstration est absolument semblable a celle
de la prop. x, livre L.

PROPOSITION XVIIL

THEOREME.

Si deux triangles tracés sur la méme sphere
ou sur des spleéres égales sont équiangles entre
eux , ils seront aussi équilatéraux.

Soient A et B les deux triangles donnés, P et Q leurs
triangles polaires, Puisque les angles sont égaux dans
les triangles A et B, les cOtés seront égaux dans les po-
laires P et Q *: mais de ce que les triangles P et Q sont
équilatéraux entre eux, il sensuit quils sont aussi
équiangles *; enfin, de ce que les angles sont égaux
dans les triangles P et Q, il s'ensuit * que les cotés sont
égaux dans leurs polaires A’ et B. Donc les triangles
équiangles A et B sont en méme temps équilatéraux
entre eux. -

On peut encore démontrer la méme proposition sans
le secours des triangles polaires de la maniéve suivante.

Soient ABG, DEF, deux triangles équiangles entre
eux, de sorte quon ait A—=D, B—=E, C=F; je dis
quon aura le c6té AB=DE, AC=DF, BC=EF,
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Sur. le prolongement des cétés AB, AC, prenez AG

=DE, et AH=DFT ; joignez GH et prolongez les arcs
" BC, GH, jusqu’a ce qu'ils se rencontrenten I et K.

Les deux cotés AG, AH, sont par construction
égaux aux deux DF, DE; I'angle compris GAH=BAC
==EDF; donc * les triangles AGH, DEF, sont égaux
dans toutes leurs parties, donc l'angle AGH—=DEF
=ABC, et l'angle AHG=DFE—= ACB

Dans les triangles IBG KBG, le coté BG est com-
mun, langle IGB—= GBK et puisque 'IGB+ BGK est
.6gal & deux droits , ainsi que GBK +- IBG, il s’ensuit
que BGK=1BG. Donc les triangles IBG, GBK, sont
égaux *, donc IG=BK, et IB—=GK.

Parelllement de ce que I'angle AHG=ACB, on
conclura que 1es trl.mgles ICH, HCK, ont un cété ngl
adjacent a deux angles égaux; donc ils* sont égaux;
donc IH=CK, et HK—=IC.

Maintenant, si des égales BK, IG, on retranche les

égales CK , IH, les restes BG, GH, seront égaux. D’ail--

leurs l'angle BCA—AHG, et langle ABC—=AGH.
Donc les triangles ABG, AHG, ont un coté e’gal ad-
jacent 4 deux angles égaux ; donc ils sont égaux :
- mais le triangle DETF est égal dans toutes ses parties
au triangle AHG donc il est égal aussi au triangle
ABC, et on aura AB=DE, AC.—:])F, BC=EFEF;
donc, si deux triangles sphériques sont équiangles
entre eux, les cotés opposés aux-angles égaux seront
égaux.

Scholie. Cette proposition ‘ma pas liew dans les
triangles rectilignes , oit de 'égalité des angles on ne
peut conclnure que la proportionnalité des cotés. Mais
il est aisé de rendre compte de la différence qui se
trouve a cet égard entre les tliangles rectilignes et
les triangles sphériques. Dans la ploposmon présente,
ainsi que dans les prop. X1, XIII, X1V €t XviI, ol
il sagit de la comparaison des triangles, il est dit

* 12,

18,
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expressémeunt que ces triangles sont tracés sur la
méme sphére on sur des sphéres égales. Or les aves
semblables sont proportionnels aux rayons; donc,
sur des sphéres égales, deux triangles ne peuvent
étre semblables sans étre égaux. Il n'est donc pas
surprenant que l'égalité des angles entraine I'égalité
des cotés. _

Il en serait autrement si les triangles étaient tracés
sur ‘des sphéves inégales; alors les angles étant égaux,
les triangles seraient semblables, et les cétés homo-
lognes seraient entre eux comme les rayons des
sphéres. A

PROPOSITION XIX.

TH EOREM E.

La somme des angles de tout triangle sphé-
rique est moindre que six et plus grande que
deux angles droits.

Car 1° chaque angle d’un triangle sPhenque est
moindre que deux angles droits (woyez le scholie ci-
(lpres) donc la somme des trois ang'les est moindre
que six angles droits. .

2° La mesure de chaque angle d'un triangle sphé-
rique est-égale i la, demi -circonférence moins le coté
correspondant du triangle polaire*; donp la somme
des trois angles a pour mesure trois demi-circonfé-
rences moins la somme des cotés du triangle polaire.
Or cette derniére somme est plus petite quune cir-
conférence *; donc, en la retranchant de trois demi-
circonférences, le reste sera plus grand qu'une demi-
circonférence, qui est la mesure de deux angles
droits ; donc 2° la somme des trois angles d'un triangle
sphérique est plus grande que deux angles droits.

- Corollaire 1. La sonune des angles d’un triangle
sphérique n'est pas constantc comme celle des tri-
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zmglbs l‘ectilignes ;-elle varie depuis deux angles droits
jusqua six, sans pouvoir étre égale & I'une ni & lantre
lumite. Am51 deux angles donnes ne font pas connaitre
le troisiéme.

Corollaire 1I. Un triangle spherlque peut avoir
deux ou trois angles droits, deux ou trois angles
obtus.

Si le triangle ABC est bz-recmngle Cest-a~dire
s'il a deux angles droits B et G, le sommet A sera lg
pole de Ja base BC*;et les cotés AB, AG, seront des
quadrants.

fig. 235:

* 6.

Si en outre 'angle A est droit , le triangle ABC sera .

tri-rectangle, ses angles seront tous droits et ses cotés
des quadrants. Le triangle tri-rectangle est contenu

“huit fois dans la surface de la sphére ; c’est ce que 'on
voit par la fig. 236, en supposant 'arc MN égal a un
quadrant,

Scholie. Nous avons supposé dans tout ce qui pré-
cede, et conformément a la définit. vi, que les trian-
gles sphériques ont leurs cotés toujours plus petits
que la demi- circonférence ; alors il s'ensuit que les
angles sont toujours plus petits que deux angles droits:
car, si le coté AB est moindre que la demi-circonfé-
rence, ainsi que AC, ces arcs doivent étre prolongés
tous deux pour se rencontrer en D. Or les deux angles
ABG, GBD, pris ensemble, valent deux angles droits;
done langle ABG tout seul est moindre que deux
angles droits.

Nous -observerons cependant qu'il existe des trian-
gles sphérigues dont certains cotés sont plus grands
que la demi-circonférence , et certains angles plus
grands que deux angles droits. Car, si on prolonge
le coté AG en une cn'confelen(,e enticre AGE, ce qui
reste, en vetranchant de la deml-sphere le triangle
ABC, est im nouveau triangle, quon peut désigner
aussi par ABC, et dont les cbiés sont AB, BG, AEDC,

fig. 224.
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On voit donc que le c6té AEDG est plus grand que Ia
demi-circonférence AED ; mais en inéme temps I'an-
gle opposé en B surpasse deux angles dlon;s de la
quantité CBD.

Au reste, si on a exclu dela définition les triangles
dont les cotés et les angles sont si grands, c'est que
leur résolution ou la détermination_de leurs parties
se rédnit toujours a celle des triangles renfermés dans

" la définition. En effet, on voit aisément que si on

connait les angles et les cdtés du triangle ABG, on
connaitra immédiatement les angles et les cotés du
triangle de méme nom qui est le reste de la demi-sphére.

.

PROPOSITION XX.
THEOREME,

Le fuseau AMBNA est a la surface de la sphére
comme langle MAN de ce fuseau est a quatre
angles droits, ou comme larc MN qui mesure
cet angle est a la circonférence. -

Supposons d’abord que I'arc MN soit & la circon-
férence MNPQ dans un rapport rationuel, par exem-
ple, comme 5 est & 48. On divisera la cuconfelence
MNPQ en 48 parties égales, dont MN contiendra 5;
joignant ensuite le péle A et les points de division
par autant de quarts de circonférence, on aura 48 tri-
angles dans la demi-sphére AMNPQ, lesquels seront
tous égaux entre eux, puisquils auront toutes leurs
parties égales. La sphére entiéte contiendra donc g6
de ces triangles partiels, et le fuseau AMBNA en con-
tiendra 10 ; donc le fuseau est a la sphére comme 10
est 4 96, ou comme 5 est a 48, c'est-a-dire comme
larc MN est a la circonférence.

Si T'arc MN w'est pas commensurable avec la cir-
conférence , on prouvera par le méme raisonnement
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dont on a déja vu beaucoup d’exemples, que le fuseau
‘est toujours a la spheére comme l'arc MN est a la cir-
conférence.

Corollaire 1. Deux fuseaux sont entre eux comme
leurs angles respectifs.

" Corollaire II. On a déja vu que la surface entiére
de la spheére est égale a huit triangles tri-rectangles *;

donc, si l'aire dun de ces triangles est prise ponr '

Iunité, la surface de la sphére sera représentée par 8.
Cela posé , la surface du fuseau dont I'angle est A sera

exprimée par 2A (si toutefois Pangle A( est évalué-

en prenant I'angle droit pour unité); car on a 2A: 8
::A:4. Il y a donc ici deux unités différentes ; I'une
pour les angles, cest 'angle droit ; l'autre’ pour les
surfaces, c’est le triangle sphérique tri-rectangle, ou
celui dont tous les angles sont droits, et les cbtés des
quarts de circonférence.

Scholie. L’onglet_sphérique compris par les plans
AMB, ANB, est au solide entier de la sphére comme

angle A est & quatre angles droits. Car les fuseaux
étant égaux, les onglets sphériques seront pareille-
ment égaux : donc deux onglets sphériques sont entre
enx comme les angles formés par les plans qui les
comprenuent.

.

PROPOSITION XXI.
Tnnonnmn.

Deux triangles sphériques symmétrigues sont
égaux en surface. '

Soient ABC, DEF deux triangles symmétriques,
cest-d-dire, deux triangles qui ont les cotés égaux, AB
=DE, ACG=DF, CB=FF, et qui cependant ne
ponrrment étre superposés; je dis que la surface ABC
est égale i la surface DET.

fig. 237.
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Soit P le pole du petit cercle qui passexait pat les
T0is pomts A,B,C (1); de ce pomt soient mends les
arcs égaux * PA PB PC; au Pomt F faites I'angle
DFQ—=ACP, lau, F.Q__CP et joignez DQ, EQ.

Les cotés DF, FQ, sont égaux aux cotés AG, GP,
Tangle DFQ=ACP ; donc les deux triangles DFQ,
ACP, sont égaux dans toutes leurs parties * ; donc le
cOté DQ AP, et I'angle DQF —=APC.

Dans les trlangles proposés DFE, ABG, les angles
DFE, ACB, 0pposes aux cotés égaux D}L, AB, étant
égaux *, si on en retranche les angles DFQ, ACP:
égaux par coustruction, il restera I'angle QFE égal &
PCB. Dailleurs les cotés QF , FE, sont éfaux aux
cotés PG, CB ; donc les deux triangles FQE, CP®,
sont égaux dans toutes leurs parties ; donc le coté
QE—=PB, et langle FQE=CPB.

Si on observe maintenant que les triangles DI'Q,
ACP, qui ont les cdtés égaux chacun a chacun, sont
en méme temps isoscéles, on verra qu’ils peuvent s’ap-
pliquer I'un sur l'autre ; car, ayant placé PA sur son
égal QF, le coté PC tombera sur son égal QD, et
ainsi les deux triangles seront confondus en un seul:
donc ils sont égaux, donc la surface DQF —=APC.
Piur une raison semblable la surface FQE—=CPB, et
la surface DQE=APB ; donc on a DQF + FQE —
DQE=APC+ CPB—APB; ou DFE—=ABC ; donc
les deux triangles symmétriques ABC DEP sont
égaux en suxface

Scholie. Les poles P et Q pourraient étre situés au-
dedans des triangles ABC, DEF ; alors il faudrait
ajouter les trois triangles DQF, FQE, DQE, pour

(1) Le cercle qui passe par les trois points A, B, C, ou qui
est circonscrit au triangle ABC, ne peut étre qu'un petit cercle
de la splitre ; car, si c’était un grand cercle, les trois cotés AB,

BC, AC, scraient situés dans un méme plan, et le triangle ABC

se réduirait & un de ses cotés.
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en composer le triangle DEF, et pareillement il fau-
drait ajouter les trois triangles APC, CPB, APB, pour
en composer le trianigle ABC; d'ailleurs la démonstra-
tion et la conclusion seraient toujours les mémes.

PROPOSITION XXIL
Tnﬁoﬁf?M‘F

St deux grands cercles AOB, COD se coupent fg. 238.
coinme on voudra dans I’ hemzophere AOCBD,
la summe des triangles opposés AOC, BOD, sera
égale au fuseau dont I'angle est BOD

Car, en prolonveant les arcs OB, OD, dans Tautre
hémlspllel‘e jusqu’a leur rencontré én N OBN sera
uné demi-circonférence, ainsi que AOB; rett‘anchant
de part et daiutré OB, ou aura BN=AO. Pir uii¢

- rmison semblable on a-DN —=CO, et BD = AC; donc
les deuix triangles AOG, BDN, ont lés trois cotés égauk
“d’ailleurs leur position est telle qu'ils sont syminétii-
ques l'un de l'autre; done ils sont égaux e surfice * * 21
et la somme des triangles AOC, BOD, est équivalente
au fuseau OBNDO dont l'angle est BOD.

Scholie. I1 est clair aussi que les deux pyramides
spherlques qui ont pour bases les triangles AOG,
BOD, prises ensemble’, équivalent a4 I'onglet sphe-
rique dont I'angle est BOD

PROPFOSITION XXIII
THEOREME.

La surface d’un triangle sphérique quelconquc
a pour mesure l'excés de la somme de ses trois
angles sur deux angles droits..
. Soit ABC le triangle proposé; prolongez ses c6tés fig.23¢.
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jusqua ce quils rencontrent le grand cercle DEFG,
mené commmne on voudra hors du triangle. En vertu du
théoréme précédent, les deux triangles ADE, AGH,
pris ensemble , équivalent au fuseau dont l'angle est
A, et qui a pour mesure 2A*: ainsi on aura ADE +
AGH = 2A; par une raison semblable BGF - BID
— 2B, CIH +- CFE = 2C. Mais la somme de ces six
triangles excéde la demi-sphére de deux fois le tri-
angle ABG, dailleurs la demi-sphére est représentée
par 4; donc le double du triangle ABC est égal a 2A
+ 2B+ 20— 4, et par conséquent ABC—=A + B
-+ C—2; donc tout triangle sphérique a pour mesure
la somme de ses angles moins. deux angles droits.
Corollaire 1. Autant il y aura d’angles droits dans
cette mesure, autant le triangle proposé contiendra
de triangles tri-rectangles ou de huitiémes de sphére

. ‘qui sont Funité de surface™. Par exemple, si les angles

sont égaux chacun aux § d'un angle droit, alors les
trois angles vaudront 4 angles droits, et le triangle
proposé sera représenté par 4 — 2 ou 2; donc il sera
égal a deux triangles tri-rectangles ou au qualt de la

surface de la sphére.

Corollaire 11. Le triangle sphérique ABC est équi-
valent au fuseau dont l'angle est il:—ﬁ —1; de”
méme la pyramide sphérique , dont la base est
ABG,"équivaut a Tonglet spherlque dont Pangle est
A+B+C

2

Scholie. in méme temps quon compare le triangle
sphérique ABG au triangle tri-rectangle, la pyra-
mide sphérique qui a pour base ABC se compare avec
la pyramide tri-rectangle, et il en résulte la méme
proportion. L'angle solide au sommet de la pyramide
se-compare de méme avec 'angle solide au sommet
de la pyramide tri-rectangle : en effet la comparai-
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son s'établit par la coincidence des parties. Or, si
les bases des pyramides coincident, il est évident que
les pyramides elles-mémes comcnderont, ainsi qune
les angles solides & leur sommet. De la. 1'esuh;eut plu-
sieurs conséquences. . -

¢ Deux pyramldes triangulaires sphériques sont
entre elles comme leurs bases ; et, puisquune pyra-

mide polygonale peut se partager en plusieurs pyra-
" mides triangulaires, il sensuit que denx pyramides
sphériques quelconques sont entre elles comme les
polygones qui leur servent de bases.
2° Les angles solides an sommet des mémes pyra-
mides sont également dans la proportion- des bases ;
donc, pour comparer deux angles solides quelcon-
ques, il faut placer leurs sommets au centre de deux
spliéres égales, et ces angles solides seront entre eux
comme les polygones spliériques mterceptes entré
Ieurs plans ou faces.

L’angle au sommet de la pyramide tri-rectangle est
formé par trois plans perpendiculaires entre eux : cet
angle, qu'on peut appeler angle solide droit, est trés-
propre & servir dunité de mesure aux autres angles
solides. Cela posé, le méme nombre qui donne laire
d’un polygone sphérique donnera la mesure de I'angle
solide correspondant. Par exemple, si l'aire du poly-
gone sphérique est 2, c’est-a-dire, sl est les 7 du
triangle tri-rectangle, Yangle solide’ correspondant .
sera aussi les 2 de I'angle solide droit. -

PROPOSITION XXIV.

- PHEOREME.

’

La surface d'un polygone sphérique a pour.
mesure la somme de ses angles, moins le pro-
15
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duit de deux angles droits par le nombre des
cités du polygone moins deux.

D’un méme sommet A soient menées a tous les
autres somunets les diagonales AG, AD; le polygone
ABCDE sera partagé en autant.de triangles moins
deux qu'il a de ¢6tés. Mais la surface de chaque tri-
angle a pour mesure la somme de ses angles moins
deux angles droits, et il est clair que la somme de tous
les angles des triangles est égale 4 1a somme des angles
du polygone : donc la surface du polygone est égale i

Ja somme de ses angles diminuée d’autant de fois deux

angles droits qu'il a de cotés moins deux.
Scholie. Soit s la somme des angles d’un polygone
sphérique , 2 le nombre de ses cotés; I'angle droit

“étant supposé 'unité , la surface du polygone aura

pour mesure s— 2 (2—2) ou s— an -+ 4.
PROPOSITION XXV.

 THEORRME,

Soit S le nombre des angles solides dun polyédre, H le
rombre de ses faces , A le nombre de ses arétes ; je dts qu’on
aura tougours S +~H=—A 2.

‘Prenez au-dedans du polyédre un point d’olt vous mene-
rez des lignes droites aux sommets de tous ses angles ; ima-
ginez ensuite que du méme point comme centre on décrive

.une surface sphérique qui soit rencontrée par loutes ces

lignes en autant de points ; joignez ces points par des ares

de grands cercles , de maniére 4 former sur la surface de la
sphére des polygones correspondants et en méme nombre
avec les faces du polyédre. Soit ABCDE un de ces polygones
et soit 2 le nombre de ses cdtés ; sa surface sera s— 27 -4,
s étant la somme des angles A, B, C, D, E. Si on évalue
semblablement la surface de chacun des autres polygones
sphériques , et qu'on les ajoute 1outes ensemble, on en con.
clura que leur somme, ou la surface dela sphére représentée
par 8, est égale A la somme de tous les angles des polygones
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moins deux fois le nombre de leurs cdtés , plus 4 pris aulant
de’fois qu'il y-a de faces. Or, comme tous les angles qui
s'ajustent autour d’'un méme pomt A valent quatie angles
droits, la somme de tous les angles des polygones est égale
4 4 pris autant de fois qu’il y a d’angles solides ; elle est
donc égale a 4S. Ensuite le double du nombre des c6tés AD ,

BC, CD, etc. est cgdl au quddruple du nombre des arétes
ou— [,A, puisquc la méme aréte sert de coté a deux faces :

donc on aura 8 =4S— 4A 4 4H; ou, en prenant le quart
de chaque membre,2—=8 — A -+4H; donc S+ H= A+

Corollaire, 1l suit de la que la somme des angles plans
qui forment les angles solides dun po{)’e(lfe est dgale & au-
tant de fois quatre angles droits qu’tly a d’uniteé's dans § — 2,
S érant le nombre des angles solides du polyédre.

Car, si on considére une face dont le nombre de cotés
est n, la somme des angles de cette face sera 2n—4 angles
droits*, Mais la somme de tous les 27, oule double du nom-
bre des cotés de toutes les faces ,—4A , et 4 pris autant de
fois qu’il ya de fdces_—_AH donc la somme des .mgles de
toutes les faces — 4A — 4H. Or, par le théoréme qu’on vient
de démontrer, on a A—H =28 —2, et par conséquent 4A
—-4fH =4 (S— 2). Donc la somnme d‘cs angles plans , ete-

PROPOSITION XX VL
THEOREME.

De tous les triangles sphériques formés avec deux clté's
donnés CB , CA , et un troisiéme a volonté , le plus grand
ABC est celui dans lequel Uangle C, compris par les coté
donnés, est égal & la somme des deus: autres angles A et B.

Prolongez les deux cotés AC, AB, jusqu’a leur rencontre
en D, vous aurez un triangle sphérique BCD , dans lequel
I'angle DBC sera aussi égal 4 la somme des deux autres
angles BDC, BCD : car BCD - BCA étant égal 4 deux
angles droits, ainsi que CBA 4-CBD , on a BCD+-BCA =
CBA +4-CBD ; ajoutant de part et d’autre BDC=—=BAC, on
aura BCD +-BCA +4-BDC == CBA -4-CBD +-BAC. Or, par
hypothcse, BCA—-LBA—{-BAC, done CBD=BCD +-BDC.

15,

* 25,1,

fig. 272
et 273.
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Menez BI qui fasse 'augle CBI=BCD, et par suite LBD
—=BDC;les deux triangles IBC, IBD, scront isuscéles , et on
aura IC=1B =1ID. Donc le point I, milicu de DC, est a
égale distance des trois points B, C, D : par une raison sen-
blable le point O, milieu de AB, sera également distant
des trois points A, B, C.

Soit maintenant CA'=—CA et'angle BCA’>BCA ;sil'on
Joint A'B, et qu'on prolonge les arcs A'C., A'B, jusqu’a
lenr rencontrc en D/, 'arc D'CA’ sera une demi-circonférence
ainsi que DCA ; donc puisqu’'on a CA’=CA , on aura aussi
C1Y’=CD. Mais dans le triangle CID’, on a CI4-ID' > CI¥;
done D' >CD —CI, on ID'>1ID,

Dans le triangle isoscile CIB divisons 'angle du sommnet 1
en deux ¢galement par I'arc EIF qui sera perpendicnlaire
sur lc milieu de BC. Si on prend un point L entre L et I, la
distance BL, égale 4 LC, sera moindre que BI ; car on pent
démontrer, comme dans la prop. 1x, liv, 1, qu'on a BL+-
LC < BI+-IC; donc en prenantles moitiés de part et d’autre,
on aura BL < BI. Mais dans le triangle D’LC on a D'L>D'C
— CL, et 4 plus forte raison D’'L>DC—CI, ou D’L>DI,
ou D’L>BI; donc YL >BL. Donc st on cherche sur I’arc
EIF un point également distant des trois points B, C, 1)/,
ce point ue saurait se trouver gue sur le prolongement de

_El vers F. Soit I' le point cherché, en sorte qu'on ait D'V

= BI'==CF'; les triangles I'CB, I'CD’, I'BDY, étant isosccles,
on aura les angles éganx I'BC=T'CB, V'BD'=1'D'B, I'CD,
==I'D’C. Mais les angles D'BC—-CBA’ valent deux angles

- droits, aiusi que IYCB+BCA’; done

D'BI'+-I'BC 4+ CBA'— 2,

BCI'—T'CD'+ BCA'= 2
Ajoutant les deux sommes et observant qu’on a 'BC—=BCI’
et D'BI'—I'CD'=BD'T—I'DYC = CD'B==CA’B, on aura

2I' BC 4 CA'B -+ CBA'-+BCA'— 4.

Donc CA’ B-4-EBA'4-BCA' — 2 (mesure de aire da rian-
gle A'BC) =2 — 2I'BC; de sorte qu'on a aire A'BC—2 —
2 angle I'BC; semblablement dans le triangle ABC, on an-
rait airc ABC=—=2— 2 angle IBC. Or, on a démontvé que’
I'angle T'BC est plus grand quc IBC; donc I’aire A’BC est
plus petite que ABC.
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'La méme démonstration ¢t la méme conclusion auraient fg- 273-

lieu, si, en prenant toujours I'arc CA’' = CA, on faisait
l'angle BCA’ <BCA.; donc ABC est le triangle le plus grand
entre tous ceux qui ont deux c6tés donnés et le troisi¢éme &
volonté. ] .

Scholie 1. Le triangle ABC, le plus grand entre tous ceux
qui ont deux cétés donnés CA, CB, peut étre inscrit dans
un demi-cercle dont la corde du troisiéme coété AB serale
diainétre; car O étant lemilieu de AB, ona vu que les dis-
tances OC, OB, sont égales; donc la circonférence de petit
cercle décrite du point O comme pdle et de I'intervalle OB
passera par les trois points A, B, C. Deplus la ligne droite
BA est un diamétre dc ce petit cerclc; parle centre qui-doit
se trouver 4 la fois dans le plan du petit cercle et dans le
plan de 'are de grand cercle* BOA , se trouvera nécessai-
rement dans I'intersection de ces deux plans qui estla droite
BA, et ainsi BA sera un diainétre. »

I1. Dans le triangle ABC, 'angle C étant égal a la somme
des deux autres A et B, il s’eusunit que la somme des trois
angles est donble de I'angle C. Mais cette somme est lon-
jours plus grande que deux angles droits*; dono I'angle C
est plus grand qu’un droit.

111. Si I'on prelonge les cotés CB, CA , jusqu’a leur ren-

fig. 241,

*pr.a,
cor. 4.

19:

contre en E, le triangle.BAE sera égal au quart dela surface .

de la sphére. Car I'angle E=—=C==ABC+CAB; donc les
trois angles du triangle BAE équivalent aux quatre ABC,
ABF,, CAB, BAE, dont la somme est égale 4 quatre angles
droits ; donc ia surface du triangle BAE*=—=4 —2:==2,
qui est le quart de la surface de la sphére. '

1V. I’y aurait pas lieu & maxinum , silasomme des deux

cotés donnés CA, CB, était égale ou plus grande que la
vdemi-ecirconférence d’un grand cercle. Car puisque le trian-
gle ABC doit étreinscrit dans un demi-cercle dela sphére
la somme des deux cdtés CA, CB, sera moindre quela
dewmi-circonférence BCA*, et par'conséquent moindre quela
demi-circonférence d’un graud cercle.

1a raison pourquoi il' n’y a pas de /maxinum, lorsque la
somme des deux e6tés donnés est plus grande que la dem:i-
circonférence d'un grand cercle, c’est qu’alors le triangle

*3.
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auguiente de plus en plus & mesure que Fangle compris par
les cotés dopneés est plus grand; enfin, lorsque cet anglesera
dgal & deux droits, les trois cdtés serout dans un ménte
plan, et formeront une circonférence entiére; le triangle
sphérique deviendra .done égal & la demi - sphére, mais il
. cessera alors d’étre triangle.

PROPOSITION XXVII
THEORRM E.

De tous les triangles sphériques formes avec uri c6té donne
et un périmétre donné, le plus grand est celui dans lequel
les deux cOtés non détermunés sont égaux.

fig. 242, Soit AB le coté donné commun aux deux triangles ACB,

*ar,

v

ADB, et soit AC+CB==AD + DB; je dis que le triangle
isoscele ACB , dans lequel AC==CB, est plus grand que le
non-isoscele ADB.

Car ces triangles ayant la partic commune AOB, il suffit
de faire voir que le triangle BOD est plus petit que AOC.
L’angle CBA égal a CAB est plus grand que OAB; ainsi

- le coté AQ est plus grand que OB*; prenez OI=—=OB, faites
,OK=0D, et joignez KI; le triangle OKI sera égal a DOB*,
" $i on nie maintenant que le triangle DOB ou son égal KOI
soit plus petit que OAC , il faudra qu'il soit égal ou plus
grand ; dans I'un et I'autre cas , puisque le point T est eutre
les points A et O, il faudra que le point K soit sur OC pro-
longé, sans quoi le triangle OKI serait contenu dans le
triangle CAO , ci par conséquent plus petit. Cela posé, le
plus coiirt chemin de C en A étant CA, on a CK - KI-
IA > CA.Mais CK=0D —CO, AI:=AO —OB,KI—=BD;
donceOD-—CO+4-AO—OB—+4-BD>CA, et en réduisant AD
~CB~+-BD>CA, ou AD+BD>AC—+CB. Or cette iné-
galité est contraire a I'hypothése AD 4-BD=—=AC+CB;
doncle point K ne peut tomber sur le prolongement de OC;
donc il tombe entre O et C, ct par conséquent le triangle
KOI, ou son égal ODB, est plus petit que ACO donc le
triangleisoscele ACB est plus grand quele non-isoscéle ADB
de mnéme base et de méme périmcétre.
Schwlie, Ces deux dernicres propositions sont analogues
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aux propositions 1 et 111 de I'appendice au liv. 1v; ainsi on
peut en tirer, par rapport aux polygones sphériqucs, les
conséquences qui ont lieu pour les polygones rectilignes.

Voici les principales :

1° De tous les polygones .splze’rigﬁes isopérimétres et d’un
méme nombre de ctés, le plus gmnd est un polygone équi-
latéral.

Méme démonstration que pour la prop.. ITde 'appendice
au livre IV,

2% De tous les polygones sphériques formes avec (lev cOte's
donnés et un dernier.a volonté, le plus grand est celui qu’on
peut inscrire dans un demicercle dont la corde du c6té non
détermine sera le diamétre, .

La démonstration se déduit de la prop. XXVI, comue
on I'a vu dans Ja prop. IV del'appendice cité; il faut pour
'existence du mazimum , que la somme des cbtés donnés
soit moindre que la demi-circonférence d’unt grand cercle.

3® Le plus grand des polygones sphériques formnés avec
des cOtés donnés , est celui qu’on peut inscrire dans un cercle
de la sphére.

' Méme démonstration que pour la prop. VI de I'appendice
au livre IV, 4 :
4° Le plus grand des polygones sphériques qui ont le
méine perinétre et le méme nownbre de cétés , est celul Qqui
a seg angles égaux: et ses cBtés égaua:.
C’est ce qui vésulte des corollaires 1 el 3 qui précedent.

Nota. Toutes les propositions de marinwm concernant
les polygones sphériques s'appliquent aux angles sohdes
dout ces polygones sont la mesure.
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APPENDICE AUX LIVRES VI er VIL
LES POLYEDRES REGULIERS.

PROPOSITION PREMIERE.

THEOREME.
1s ne peut y avoir que cinq polyédres réguliers. -

Car on,a défini polyédres réguliers cenx dont toutes les
faces sont des polygones réguliers égaux, et dont tous Jes
angles solides sont égaux entre eux. Ces conditions ue peu-
vent avoir lieu que dans un petit nombre de cas.

1° Si les faces sont des triangles équilatéraux , on pent
foriner chaque angle solide du polyédre avec trois angles
de ces triangles , ou avec quatre , ouavec cinq : de 12 naissent
trois corps réguliers, qui sont le tétraédre, 'octaedre, et
I'icosaédre. On n’en peut pas former un plus grand nombre
avec des triangles équilatéraux , car six angles de ces Lri-
angles valent gnatre angles droits, et ne peuvent former
d angle solide*.

2° Si les faces sont des quarles on peut assewbler leurs
angles trois a trois; et de la résulte I’hexaédre ou cube.

Quatre angles de quarrés valent quatre angles droits, et
ne peuvent former d’angle solide.

3° Enfin, si les faces sont des pentagones réguliers , on
pourra encore assembler leurs angles trois & trois, et il en
résultera le dodécaédre régulier.

On ne peut aller plus loin ; car trois angles d’lhexagones
réguliérs -valent quatre angles droits , et trois d’heptagones
encore plus.

Done il ne peut y avoir que cinq polyédres réguliers,
trois formés avec des triaugles équilatéraux , un avee des
quarrés , et un avec des pentagones.

Scholie. On va prouver dans la proposition suivante que
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ces cing polyédres existent réellement, et qu'on peut en
déterminer toules les dimensions lorsqu’on connait une de
-leurs faces. '

PROPOSITION IL

PROBLEME.

Etant donnée Uune des faces d’un polyédre régulier, ou
‘ sculement son cOté , construire leipo{ye'dré.
Ce probléme en présente cing qui vont étre résolus suc-
cessivement.
' Construction du tétraédre,

. Soit ABC le triangle équilatéral qui doit étre unc des faces

du tétracdre ; au point O, centre de ce triangle, élevez OS
perpendiculaire au plan ABC; terminez cette perpendiculaire
au point §, de.sorte que AS==AB; joignez SB, SC, et la
pyramide SABC sera le tétraédre requis.

Car, a cause des distances-égales OA, OB, OC, les obli-
ques SA, SB, SC, s’écartent é¢galement de la perpendicu-
laire SO et sont égales. L'uiie d’elles SA==AB; donc les
quatre faces dela pyramide SABC sont des triaugles égaux
au triangle donné ABC. D’ailleurs les angles solides de cette
" pyrawide sont égaux entre eux , puisqu’ils sont formés cha.
“cun avee trois angles plans égaux ; done cette pyramide est

un tétraédre régulier.

Construction de Uhexacdre,

Soit ABCD un quarré donné: sur labase ABCD construi-
sez nu prisme droit dont la hanteur AFE scit égale an coté
AB. 1l est clair que les faces de ce prisme sont des quarrds
égailx , ¢t que ses angles solides sont égaux entre cux comme
étant formés chacun avee trois angles droits ; done ce prisme
cst un liexaédre régulier ou enbe.

Construction de loctaédre.
Soit AMB uu triangle équilatéraf donné : surle coLé AB
décrivez le quarré ABCD; an point O, ceutre de ce quarré,

élever sur son plan la perpendiculaire TS , terminée de part
etd'autre en T et S, de maniére que OT == 0S == AO

53.244.

fgi 245,
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joignez ensuite SA, $B, TA, etc., vous aurez un solide
SABCDT , composé de deux pyramides quadrangulaires
SABCD, TABCD, adossées par leur base commune ABCD ,
ce solide sera ’octacdre régulier demandé.

En effet, le 1riangle AOS est rectangle en O, ainsi que le
triangle AOD ; les co1és AO, OS, OD, sont égaux ; douc
ees triaugles sont égaux, done AS=AD. On démontrera
de méme que tous les autres triangles rectangles AOT, BOS,
COT, ete. , sont égaux au triaugle AOD; done tous les
cotés AB, AS, AT, ete. sont égaux entre eux , et par con-
séquent le solide SABCDT est compris sous huit triangles
égaux an triangle équilatéral donné ABM. Je dis de plus que
les angles solides du polyédre sout égaux entre cux : par
excmple, I'angle S est égal a I’angle B.

Car il est visible que le triangle SAC est égal au triangle
DAC , et qu’ainsi 'angle ASC est droit; done la figure
SATC est un quarré égal au quarré ABCD. Mais sion com-

‘pare la pyramide BASCT & la pyramide SABCD, la base

ASCT de la premiére peut se placer sur la base ABCD dcla
sceonde ; alors le point O étant un éentre commun, la hau-
teur OB de la premiére coincidera avecla hauteur OS dela
secoude, et les deux pyramides se confondront en une seule;
donc I'angle solide S est égal a l’angié solide B; done le so-
lide SABCDT est un octaédre régulier.

Scholie. Si trois droites égales, AC, BD, ST, sont per-
peudiculaires entre elles et se coupent dans leur milicu, les
exirémités de ces droites seront les sommets d’un octaédre
régulier.

Construction du doddécaédre.

Soit ABCDT, uu.pentagouc régulier donné ; soient ABD,
CBP ,dcuxangles plans égaux a 'angle ABC : avec ces angles
plans formez I’angle solide B, et déterminez par la propo-
sitien xx1v, livre v, I'inelinaison mutuelle de deux de ees
plans j'inclinaison que j’appelle K. Formez semblablement
aux points C, D, E, A, des augles solides égaux a I'angle
solide B, et sitnés de la méme maniére: le plan CBP scra le
méme avee le plan BCG , puisqu’ils sont inclinés I'un ¢,
Pautre de la méme quantité¢ K sur-le plau ABCD. On peut
donc daus le plan PBCG décrire le pemagone BCGFD égal
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an pentagone ABCDE. Si on fait de méme dans chacun des
autres plans CDI, DEL, ete., on aura une surface convexe
PFGH, cte. composée de six pentagones réguliers ¢gaux ct
inclinés chacun sur son adjacent de la méme quantité K.
Soit pfgh , ete. une seconde surface égale 4 PFGH, ete., je.
dis que ces deux surfaces peuvent étre réunies de maniére a
ne former qu’une seule surface convexe continue. En effet,
I'angle opf, par exemple, peut se joindre aux deux angles
OPB, BPF, pour faire un angle solide P égal & I'angle B; et
dans cette jonction il ne sera rien changé 4 I'inclinaison des
plans BPF, BPO, puisque celte inclinaison est telle qn’il le
faut pour la formation del’angle solidc, Mais en méme temps
que 'angle solide P se forme, le c6té pf's’appliquera surson
égal PF, et au point F se trouveront réunis trois angles
plans PFG, pfe, efg, qui formeront un angle solide égal
chacun des angles déja formés ; cette jonction se fera sais
rien changer ni 4 I’état de 'angle P, ni a cclui de la surface
efgh , ete.; car les plans PTG, efpp, déja réunis en P, out
eutre eux l'inclinaison convenable K, ainsi que les plans
efg, efp. Continnant ainsi de proclie en proche, on veit
que les deux surfaces s’ajusteront mutuellement Pune avec
I'autre, pour.ne former qu'une seule surface continue ct ren-
trante snr elle-méme : cette surface sera celle dun dodé-

. caédre régulier , puisqu’elle est composée de douze penta~
gones réguliers égaux , et que tous ses angles solides sont
égaux entre eux. '

Construction de Uicosaédre.

Soit ABC une de ses faces; il faut d’abord former tnn
angle solide avee cing plans égaux an plan AB C et égale-
ment ineclinés chacun sur son adjacent. Pour ecla, surle
coté B'C’, égala BC, faites le pentagone régulier B'C'LV1'1Y;
au centre de ce pentagone élevez sur son plan une perpendi.
culaire , que vous termincrez en A’ de maniére que B'A’==

"B'C'; joignez A'C’, A'H', A'Y', A'D’, et I'angle solide A',

. formé par les cinq plans B'A'C’, C'A'H', ete., sera I'angle
solide requis. Car les obliques A’B’, A'C’, cte. sont égales,
et 'une d’elles A’'B’ est égale au cé1¢ B'C'; douc tous les
wiangles B'A/C’, C'A’H’, cle. sont égaux enlre cux et au
titangle donné ABC.

‘

fig. 247.
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11 est visible d’aillcurs que les plans B'A'C’, C'A'H', cte
sont également inclinés chacun sur son adjacent; car les
angles solides B, C’, cte. sont égaux entre cux, puisqu'ils
sont formés chacun avee deux angles de triangles équilaté-
raux ct un de pentagone régulier. Appelons K I'inclinaison

dcs deux plans o sont les angles égaux’, inclinaison qu'on

pent déterininer par la proposition xxiv, liv. v; I'angle K
sera en méme temps 'inclinaison de chacun des plans qui
composent I'angle solide A' sur son adjacent.

Cela pos¢, si on fait aux points A, B, C, des angles solides
égaux chaeun al'angle A’ on anra une surface convexe
DEFG , ete. composée de dix triangles éqnilatéraux , dout
chaenun sera incliné sur son adjacent de la quantité K; et les
augles D, E, I, cte. de son contour réuniront aliernative-
ment trois ct deux angles de triangles équilatéranx. Imagi-
nez une seconde surface égale a la surface DEFG, cte.; ces
dcux surfaces pourront s’adapter mntnellement , en joignant
chaque angle triple de I'une a un angle double de I'autre ;
et, comme les plans de ces angles ont déja entre cux I'ineli-
naison K néeessaire pour former un angle solide quintuple
égal al'angle A, il ne sera ricn changé dans cette jonction a
I'érat de chaque surface en particulier, et les deux ensemble
formeront une seule surface continue , coniposée de vingt
triangles équilatéranx. Cetie surface scra celle de I'icosaédre
régulier , puisque d'ailleurs tous les angles solides sont
gaux &ntre eux. -

PROPOSITION 111

PROBLEME.

Trouver Uwnclinaison de deux faces adjacentes d’un po-
lyédre regulier.

Cette inclinaison se dédnit immédiatement de la construc-
tion qui vient d’¢tre donnée des cing polyédres réguliers; a
quoi il fant ajouter la proposition xxiv, liv. v, par laquelle
¢taut donnés les trois angles plans qui forment un angle
solide , on déiermine I'angle que deux de ces plans font
entre cux.

Dans le tétraédre. Chaque angle sohde est formé de trois
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angles de triangles équilatéraux : il faur douc cherchicr par
le probléme cité 'angle que deux de ces plans fout entre
cux , ¢et angle serd l'inclinaison de deux faces adjacentes
du tétraédre. .

- Dans Phexaédre. L'angle de deux faces adjacen tes est un
angle droit.

Dans Poctaédre. Formez un angle solide avee deux an-
gles de triangles équilaiéraux et wh angle droit; linclinai-
son des deux plans- ou sont les angles des triangles sera
celle de deux faces adjacentes de I'octaédre.

Dans le dodécaédre. Chaque ;mgle solide est formé avec
trois angles de pentagones réguliers; ainsi 'inclinaison des
plans de deux de ces angles sera celle de deux faces adja-
centes du-dedécaeédre.

Dans Uicosaédre, Formez un angle solide avee deux an-
gles de triangles équilatéraux et un angle de pentagone ré-
gulier, I'inclinaison des deux plans oil sont les angles des
triangles sera celle de deux faces adjacentes de I'icosaédre.

PROPOSITION.IV.

PROBLEME,

FEtant donné le ¢6t¢ d'un polyédre régulier, trouver le
rayon de la sphére inscrite et celui de la sj)/zére circon-
scrite au polyédre.

1l faut d’abord démoutrer que tout polyédre régulxer pent.
étre inserit dans la sphére, ¢t qu'il peut lui étre circonserit.

Soit AB le coté commun i denx faces adjacentes ; soient

C et E les centres de ces deux faces ,etCD, ED, les perpendi-
culaires abaissées de ces centres sur le coté commun AB,
lesquelles tomberont au point D, milieu de ce edté. Les deuk
perpendiculaircs CD, DE, fout entre elles un angle connu,
qui est égal i inclinaison de deux faces adjaceutes), déter-
minée par le problcme précédent. Or si, dans le plan CDE,
perpendiculaire & AB, on mene sur CD et ED les perpendx-
culaires indéfinies CO et EO, qui se rencontrent en O, je
dis qne le point O serd le centre de la sphére inserite et
celui de la sphiére circonscrite ; le rayon de la premicre
¢tant OC, et celui de la seconde OA.

.

fig. 244;

fig. 245,

fig. 246.

fig. 2471

fig. 248,
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En cffet, puisqueles apothémes CD, DE, sont égales, et
I'hypoténuse DO comnmune, le triangle rectangle CDO cst
*18,1. €gal au triangle rectangle ODE * et la perpendiculaire OC
est égale a la perpendiculaire OE. Mais AB étant perpendi-
culaire an plan CDE, le plan ABC est perpendiculaire a
*17, 5. CDE*, ou CDE 4 ABC; d’ailleurs CO, dans le plan CDE,
est perpendiculaire 4 CD , intersection commune des plans
‘18,5 CDE, ABC; dane CO *sest perpendiculaire au -plan ABC.
Par la méme raison EO est perpendiculaire au plan ABE;
donc les denx perpendiculaires CO , EO , menées aux plans
de deux faces adjacentes par les centres de ces faces, se
rencontrent en un méme point O et sont égales. Supposons
maintenant que ABC ¢t ABE représentent deux autres faces
adjacentes quelconques , 'apothéme CD restera toujours de
la inéme grandeur , ainsi que I'angle CDO, moitié¢ de CDI:;
doneletriangle rectangle CDO et son c6té CO seront égaux
pour toutes les faces du polyédre ; done, si du point O
comne centre ¢t du rayon OC on déerit ure sphére, cetle
sphire touchera toutes les faces du polyédre dans leurs
centres (car les plans ABC, ABE/, seront perpendiculaires
alextrémité d’un rayon), et la sphére sera inserite dans le

pelyédre, ou le polyédre circonscrit a la sphére.

Joignez OA, OB; & ‘cause de CA =CB, les deux obliques
OA, OB, s’écartant également de la perpendiculaire, seront
¢gales ; il en sera de méme de deux autres lignes quelcon-
ques mencées du centre O aux extrémités d’un méme coté;

“donc toutes ces lignes sont égales entre elles; done si du
point O comme centre ¢t du rayon OA on déerit une sur-
face sphérique , cetle surface passera par les sommets de *
tous les angles solides du polyédre, et la sphiére sera cir-
conserite au polyédre ou le polyédre inscrit dans la sphire.

Cela posé, la solution du probléme proposé n’a plus an.
cnue difficulté, et pent s’effectuer ainsi : ’

fig. 249.  Ktant donné le coté d’une face du polyédre, déerivez

cette face, et soit CD son apothéme, Cherchez par le pro-
bléme précédent inclinaison de deux faces adjacentes dn
polytdre , et faites I'angle CDE égal a cette inclinaisou-
Prenez DE égule 4 CD, inenez CO et EO perpendiculaires
4 CD ¢t ED; ces deux perpendiculaires se rencontreront
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¢n un point O, et CO sera le rayon de la sphére inscrit
dans le polyedre.

Sur le prolongement de DC prenez CA égale au rayon
du cercle circonscrit 4 une face du polyédre, et OA sert
le rayon de la sphére circouscrite & ce méme polyédre.

Car les triangles rectangles CDO, CAO, dela fig. 249,
sout égaux aux triangles de méme nom dans la figure 248:
‘ainsi, tandis que CD et CA-sont les rayous des cercles in-
scrit ¢t circonscrit & une face du poiyédre, OC et OA sont
les rayons des sphéres inscrite et circonscrite an méme po-
lyedre. :

Scholie. On peut tirer des propositions précédeutes plu-
sieurs conséquences. .

1° Tout polyédre régulier peut étre partagé en autant de
pyramides réguliéres que le polyédre a de faces : le sommet
commun de ces pyramides sera le centre du jolyédre, qui’
cst ent méme temps celui des sphéres inscriteet circonscrite,

2° La solidité d’un polyédre régulicr est égale i sa surface
multipliée par le tiers du rayon de la sphére inscrite.

3° Deux polyédres réguliers de méme nom sont deux so-
lides scmblables,. et leurs dimensions homologues sont pro-
portionnelles; donc les rayons des sphéres inscrites on cir-
conscrites sont entre eux comme les cdtés de ces polyédres.

4° Si on inscrit un polyédre régulier dans uue sphére R
les plans menés du centre le long des différents cotés par-
tageront la surface de la sphére en autant de polygones
sphériques éganx ct semblables que le polyédre a de faces,
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" LES TROIS CORPS RONDS

DEFPINITIONS.

8. 250 | Oy appelle cylindre le solide produit par la révo-

fig. 251,

lution d'un rectangle ABCD, qu'on imagine tourner

autour du coté immobile.AB.

Dans ce mouvement les cotés AT, BC, restant
toujours perpendlculalros aAB, decuvent dcs plans
circulaires égaux DHP, CGQ, quon appelie les

bases du cylindre, et le coté CD en décrit la surface

convexe.

Laligne immobile AB s'appelle 'axe du cylindre.

‘Toute section KLM, faite dans le cylindre perpen-
diculairement -4 T'axe, est un cercle égal i chacune
des bases : car pendant que le rectangle ABCD
tourne autour de AB, la ligne 1K perpendlculaue A
AB, décrit un plan cuculalre e'ral 4 la base, et ce
plan n’est autre chose que la section faite per pendn-
culairement a I'axe au point L. '

Toute section PQGH, faite shivant l'axe, est un
rectangle double du rectangle générateur ABCD

LL. On appelle core le solide produit par la révo-
lution du triangle rectangle SAB, qu’on lmagme tour-
ner autour du coté immobile SA. .

Dans ce mouvement le co6té AB déerit un pIanbir-
culaire BDCE, qu’on appeile la base du céne, et I'hy-
poténuse SB en décrit la surface convexe.

Le point S sappelle Ze sommet du céne, SA laxe
ou la hauteur, et SB le cité ou lapothéme. '

Toute section HKFI, faite perpendiculairement
I'axe, est un cercle; toute section SDE, faite sui-
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vant Paxe, est un triangle lbObCLl(‘ double du triangle
générateur SAB.

[1L Si du céne SCDB on retranche, par une sec-

- tion paralléle A la base, le cone SFKH, le solide res-
tant CBHF s’appelle céne tronqué ou tronc de cone.

On peut supposer qu’il est décrit par la révolution
du trapéze ABHG, dont les angles A et G soni droits,
antour du ¢oté AG. La ligne immobile AG s'appelle
Laxe owla hautewr du tronce, les cercles BDG, HFK,

. en sont les bases, et BH en est le cote.

IV, Deux cylindres ou deux chnes sout’ semdlables
lorsque leurs axes sont entre eux connme les diaméires
de leurs bases. A v

V. Si, dans le cercle ACD qui sert de base & un fg. 252,
cylindre, on inscrit un polygone ABCDE, et que sur
la base ABCDE on éléve un prisme droit égal en
hauteur au cylindre, le prisme est dit inscrit dans le .
cylindre, ou le cylindre circonscrit au prisme.

Il est clair que les arétes’ AF, BG,; CH, etc. du
prisme, étant perpendiculaires au plan de la base ,
sont compnses dans la surface convexe du cylmdre
donc le prisme et le cylindre se touchent snivant ces
arétes.

VI Pareillement, si ABCD est un polygone circon- fg 553,
scrit & fa base d’un cylmdre, et que sur la base ABCD
on construise un prisme droit égal en hauteur au cy-
lindre, le prisme est dit czrconscrzt au cylindre, ou le
cyhndre inscrit dans fle przsme.

Soient M, N, etc. les points de contact des cbtés
AB, BC, etc. et soient élevées par les points M, N
etc. les perpendiculaires MX, NY, etc. au plan (le La
base; il-est clair que ces perpendlculalres seront a-la-

" fois dans la surface du cylindre et dans celle du prisme
circonscrit ; donc elles seront leurs lignes de contact.

N. 8. Le cylindre, le cone, et lu sphére, sont les trois corps ronds~
dont ou s'occupe daus les élémenls.

16
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Lemmes préliminaires sur les surfaces.
. L

Une surface plane OABCD est plus petite que
toute autre surface PABCD , terminée au méme
contour ABCD.

Cette proposition est assez évidente pour étre ran-
gée au nombre des axiomes; car on pourrait suppo-
ser que le plan est parmi les surfaces ce que la ligne
droite est parmi les lignes : la ligne droite est la plus
courte entre deux points donnés, de méme le plan
est la surface la plus petite entre toutes celles qui ont
un méme contour. Cependant comme il convient de
réduire les axiomes au plus petit nombre possible
voici un raisonnement qui ne laissera aucun donte
sur celte proposition.

Une surface étant une étendue en longueur et en
largeur; on ne peut concevoir qu'une surface soit
plus grande qu'une autre, 4 moins que les dimensions
de la premiére n’excédent dans quelques sens celles
de 1a seconde; et sl arrive que les dimensions d'une
surface soient en tous sens plus petites que les dimen-
sions d'une autre surface, il est évident que la pre-
miere surface sera la plus petite des deux. Or, dans
quelque sens qu'on fasse passer le plan BPD | qui cou-
pera la surface plane suivant BD, et T'autre surface
suivant BPD, la ligne droite BD sera toujours plus
petite que BPD ; donc la surface plane OABCD est

A plus petile que la surface environnante PABCD.

fig. 255,

IL
Toute surface convexe OABCD est moindre
qu’une autre surface quelconque qui enveloppe-

rait la premiere en s’appuyant sur le méme con-
tour ABCGD.
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Nous répéterons ici que nous entendons par sur-

face-convexe une surface qui ne peut étre rencontrée
par une ligne droite en plus de deux points: et ce-
pendant il est possible qi'une ligne droite sapplique
exactement dans un certain sens sur une surface
convexe; on en voit des exemples dans les surfaces
du cdne et du cylindre. Nous observerons aussi que
la dénomination de surface convexe n'est pas bornée
aux seules surfaces courbes; elle comprend les sui-
faces polyédrales ou composées de plusieurs plans
et aussi les surfaces en partie courbes, en p.m;ne po-
lyédrales.

Cela pose, si la surface OABCD n’est pas plus
petite que toutes celles qui 'enveloppent, soit parmi
celles-ci PABCD la surface la plus petite qui sera au
plus égale & OABCD. Par un point quelconque O,
faites passer un plan- qui touche la sarface OABCD

. sans la couper; ce plan rencontrera la surface PABCD,

et la partie qu’il en retranchera sera plus grande que
le plan terminé 4 la méme surface™ : donc, en con-
servant le reste de la surface PAB(“D-, on pourrait

*lem. 1,

substituer le plan i la partie retranchée, et on aurait .

une nouvelle surface qui envelopperait toujours la sir-
face OABCD, et qui serait plus petite que PABCD.

Mais celle-ci est la plus petite de toutes par hypo-
thése; donc cette hypothése ne saurait subsister, done
Ja surface convexe OABCD est plus petite que toute

" ‘autre surface qui envelopperait OABCD, et qui serait

terminée au méme-contour ABCD.

Scholie. Par un raisonnement entiérement semblable
on prouvera, C
© Que, si une surface convexe terminée par deux
contours ABG, DEF, est enveloppée' par une autre
surface queh,onque termmee aux mémes contonurs,
la sml.me enveloppee sera la plus petite des deux.
16,

‘fig. 256,
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2? Que, si une siwrface convexe AB cst enveloppée
de toutes parts par une antre surface MN, soit qu’elles
aient des points, des lignes on des plans conuuuns,
soit qu’elles n'aient aucun point de comuuw, la sur-
face enveloppée sera toujours plus petite que la surface
enveloppante.

Car parmi celles-ci il ne peuty en avoir aucune
qui soit la plus petite de toutes, puisque dans tous les
cas on pourrait toujours -mener le plan CD tangent
a la surface convexe, lequel plan Serait plis petit
gue la surface CMD*; et ainsi la surface CND serait.
plus petite que MN, ce qui est contraire 4 Phypothése
que MN est la plus petite de tontes. Donc la surface
convexe AB est plus petite que toutes celles qui P'en-
veloppent.

-

PROPOSITION PREMIERE.

THEOREME,

La solidité d’un cylindre est Pgale au pmr]mt
de sa base par sa hauteur.

Soit CA le rayon‘de la base du cylindre donné,
H sa hauteur; veprésentons par surf. CA la surface
du eercle dont le vayon est CA ; je dis que la-
solidité du cylindre sera surf. CAxH. Car , si
surf. CAx H n'est pas la esure du cylindre donné,
ce produit sera la mesure d'un cylindre plus graud
on plus petit. Et d’abord supposons quil soit la
mesure dun eylindre plus petit, par exemple, du
cylindre dont CD est le_rayon de la base et H la
hauteur.

Circonscrivez au cercle dont le rayon est CD un
polygone végulier GHIP, dont les cdtés ne renc,ou-
trent pas la circonférence dont CA est le rayon *;
naginez ensuite un prisme droit qui ait pour hase le
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polyvoue GHIP, et pour hauteur H, lequel prisme
¥sera circonscrit au cylindre dont CD est le rayon de
la base. Cela posé, la solidité du prisme* est égale 2
sa base GHIP multlpheo par la hawteur H; la base
GHIP est plus petite que le cercle dout CA est le
rayon : donc la solidité du prisme est plus petite que
surf. CA x H. Mais surf: CA x H est, par hiypothese’,
la sqlidité du cylindre inscrit dans le prisme; donc
“le prisme serait plus petit que le cylindre: or, an
contraire, le cylindre est plus petit que le prisme,
puisqu’il y est contenu; donc il est impossible que
surf. CAXH soit la mesure du cylindre dont CD
estle rayon de la base et H la hauteur; ou, en termes
plus généraux, le produit de la base d’un cylindre
par sa hauteur ne peut mesurer un cylindre plus
L petit.

Je dis en second lieu que ce méme produit ne peut.

mesurer un cylindre plus grand: car, pour ne pas
multiplier les figures, soit CD le rayon de la base du
cylindre donné, et soit, s’il est possible, surf. CD x H

la mesure d'un cylindre plus grand, par exemple ,

du cylindre dont CA est le rayon de la base et H la
_ hauteur.

Si on fait la méme construction que dans le premier
cas, le prisme circonscrit au cylindre donné anra
pour mesure GHIP x H : 'aire GHIP est plus grande
que surf. CD ; donc la solidité du prisme dont il
sagit est plus grande que surf. CDXH : le prisme
serait donc plus grand que le cylindre de méme hau-
teur qui a pour base surf. CA.-Or, au contraire, le
‘prisme est plns petit que le cylindre, puisqu’il y est
contenu ; donc # est impossible que la base d’un cy-

. lindre multzp/we par sa hauteur soit la mesure d’un
crlindre plus grand. .

Donc enfin la solidité d'un cylindre est égale au

produit de sa base par sa hauteur.

* 14
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Corollaire I. Les cylindres de méme hauteur sont
entre eux comme leurs bases, et les cylindres de
méme base sont entre eux comme leurs hauteurs.

Corollaire 11, Les cyli\ndres semblables sont comnie
les cubes des hauteurs, ou comme les cubes des dia-
métres des bases. Car les bases sont comme les quarrés
de leurs diamétres ; et puisque les cylindres sont
semnblables, les diamétres des bases sont comme les

hauteurs* : donc les bases sont comme les quarrés -

des hauteurs ; donc les bases multipliées par les han-
teurs, ou les cylindres eux -mémes, sont comme les
cubes des hauteurs. )

Scholie. Soit R le rayon de la base d’un cylindre,
H sa hanteur, la surface de la base sera #R**, et la
solidité du cylindre sera tR* X H, ou nR*H.

PROPOSITION 11.
LEMDME.

La surface convexe d’un prisme droit est égale
au périmétre de sa base multiplié par sa hauteur.

Car cette surface est égale ala somme des rectangles
AFGB, BGHC, CHID, etc. dont elle est composée :
or les hauteurs AT, BG, CH, etc. de ces rectangles
sont égales 4 la hanteur du prisme; lenrs bases AB,
BC, CD, etc. prises ensemble, font e périmctre de la

‘base du prisme. Donc la somme de ces rectangles on
la surface convexe du prisme est égale au périmetre de
" sa base multiplié par sa hauteur.

Corollaire. Si deux prismes dvoits ont a inéme
hantenr, les surfaces convexes de ces prismes seront
entre elles comme les périmetres de leurs bases. -
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PROPOSITION 111,
LEMME.

‘La surface convexe du cylindre est plus grande
que la surface convexe de tout prisme inscrit, et

plus petite que la syrface convexe de tout prisme.

circonscrit.

Car la surface convexe du cylindre et celle, du

prisme inscrit ABCDEF peuvent étre considérées
comme ayant méme longueur, puisque toute section
faite dans l'une et dans l'autre parallélement & AF
est égale & AF ; et si pour avoir les largeurs de ces
surfaces on les coupe par des plans paralléles a la
base ou perpendiculaires a l'aréte AF, les sections
seront égales, I’'une a la circonférence de la base,
l'autre au contour du polygone ABCDE plus petit
que cette circonférence : donc, puisqu'a longueur
égale la largeur de Ia surface cylindrique est plus
grande que celle de la surface prismatique, il s'en-
suit que la premiére surface est plus grande que la
seconde.
_ Par un raisonnement entiérement semblable on
prouvera que la surface convexe du cylindre est
plus petite que celle de tout prisnie circonscrit
BCDKLH.

PROPOSITION 1IV.
THREOREME.

La surface convexe d’un cylindre est égale a
la circonférence de sa base multipliée par sa
hauteur. «

Soit CA le rayon de la base du cylindre donné,
H sa hauteur; si ou représente pav circ. CA Ja
circonférence qui a pour rayon CA , je dis que

fig, 252,

fig. 253,

fig. 258,
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cire. CA X H sera la surface convexe de ce ‘cylindre,
Car, si on nie cetie proposition, il faudra que
cire. CA X H soit la surface d'un cylindre plus grand
on plus petit; et d’abord supposons qu'elle soit la
surface d’'un cylindre plus petit, par.exemple, du
cylindre dont CD ést le rayon de la base et H la
hauteur.

Circonscrivez an cercle dout le rayon est CD un:
polygone régulier GHIP , dont les ¢6tés ne rencon-
trent pas la circonférence qui a CA pour rayon; ima-=
ginez ensuite un prisme droit qui ait pour hauteur
H, et pour base le polygone GHIP. La surface coun-
vexe de ce prisme sera égale au contour du polygone
GHIP multiplié par la hautear H* : ce contour est
plus petit que la circonférence dont le rayon est
CA; donc la surface convexe du prisme est plus petite’
que circ. CAX H. Mais cirec. CAXH est, par hiypo-
thése, la surface convexe du cylindre dont CD est le
rayon de la base, lequel cylindre est inscrit dans le
prisme; donc la surface convexe du prisme serait plus
petite que celle du cylindre inscrit. Or, au contraire,
elle doit étre plus grande* ; donc I'hypothése d'ott
l'on est,parti est absurde: donc, 1° la circonférence
de la base d'un cylindre multiplice par sa hauteur
ne peut mesurer la surface convexe d’un cylindre
plus petit. ' :

Je dis en second licu ne ce méme produit ne peut
mesurer la surface dun cylindre plus grand. Car,
pour ne pas changer de figure, soit CD le_rayon de
la base du cylindre donné, et soit, s'il est possible,
cre. CDxX H la sieface couvexe d’'un cylindre qui,
avec la méme hautenr, aurait pour base un cercle
plus grand, par exemple, le cercle dont le rayon est
CA. On fera la méme construction que dans la pre-
miére hypothése, et la surface convexe du prisme
sera toujours égale an contour du polygone GHIP

Y
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multiplié par la hauteur H. Mais ce contour est plus
grand que circ. CD; donc la surface du prisme serait
plus grande que circ. CDx H , qui, par hypothése,
est la surface du cylmdle de ménie hauteur dont CA
est le rayon de la base. Donc la surface du prisme
serait plus grande que celle de ce cylindre. Mais,
quand méme le prisme serait inscrit dans le cylmdre ,
sa surface serait plus petite que celle du cylindre *; '+ 3.
a plus forte raison est-elle plus petite lorsque le
prisme ne sétend pas jusquaw cylindre Donc la se-
conde hypothese ne saurait avoir lieu; donc 2° /a
circonférence de la base d'un cylindre multzplzee par
sa hanteur ne peut mesurer la surface d’un cylindre
plus grand. : :

Donc énfin la surface convexe dun cylindre est
égale a la circonférence de sa base multiplie par sa
hauteur.- o

PROPOSITION V.

THEOR EME.

La solidité d’un cone est égale au produit de
sa base par le tiers de sa hauteur. »

Soit SO la hauteur du cdne donné, AO le rayon gg. 25,
de la base; si on désigne par surf. AO la surface de .

Ia base, je dis que la solidité de ce cone sera égale a
surf. AO % £ S0.

En effet, supposons 1° que surf. AO X+ SO soit la
sohidité d'un céne plus grand, par exemple, du cdne
dont SO est toujours la hauteur , mais dont OB, plus .
grand que AO, est le rayon de la base.

Au cercle dont le rayon est AO circonscrivez un
polygone régulier MNPT qui ne rencontre pas la
cnrconference dont le rayon est OB *; imaginez en-
suite une pyramide qui ait pour base le polygone
et pour sommet le point 8. La solidité de cerre py-

* 10, 4.
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ramide * est égale a Paire dn polygone MNPT mul-
tipliée par le tiers de la hauteur SO. Mais le poly-
gone est plus grand que le cercle inscrit représenté
par surf. AO; donc la pyramide est plus grande
que surf. AOx 380, qui, par hypothese, est la mme-
sure du cone dont S est le sommet et OB le rayon de
la base. Ov, «u contraire, la pyramide est plus petite
que le cone, puisqu’elle y est contenue; donc 1° il
est impossible que la base d'un coéne multipliée par
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’un cdne plus
grand. .

Je dis 2°.que ce méme produit ne peut étre la me-
sure d'un coéne plus petit. Car, pou‘r ne pas changer
de figure, soit OB le rayon de la base du céne don-
né, et soit, sil est possible, surf. OB x 35S0 la soh-
dité du cdne qui a pour hauteur SO et pour base le
cercle dont AO est le rayon. On fera la méme con-
struction que ci-dessus , et la pyramide SMNPT aura
pour mesure I'aire MNPT inultipliée par ; SO. Mais -
Iaire MNPT est plus petite que surf. OB; donc la
pyramide aurait une mesure plus petite que sur/.
OB X3 SO, et par conséquent elle serait plus petite
que le cone dont AO est le rayon de la base et SO la
hauteur. Or, au contraire, la pyramide est plus grande
que le cone, puisque le cone y est contenu: donc 2°
il est impossihle que la base dun céne nmltipHée par
le tiers de sa hauteur soit la mesure d’'un cone plus
petit. '

Douc enfin la solidité d'un céne est égale au pro-

. duit de sa base par le tiers de sa hauteur.

Corollaire. Un cone est le tiers d'un cylindre de
méme base et de méme hauteur; d'olr il suit,
1° Que les cones d'égales hauteurs sont entre eux
comme Jeurs bases ;
) ’
2” Que les cbnes de bhases égales sont entre enx
comme lems hantenrs; ’ !
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3% Que les cOnes semblables sont conune les cubes
des diameétres de leurs bases, ou comme les cubes de
leurs hauteurs.
Scholie. Soit R le rayon de la base d’un cone, H
sa hauteur; la solidité du cdéne sera #R*> X 3+ H ou
-;-1:1{° H.

PROPOSITION VL

THEOREME.

Le cone tronqué ADEB, dont AO, DP sont les
rayons des bases et PO la Lauteur, a pour me-
sure3w. OP. (A0 -+ DP + AO x DP).

Soit TFGH une pyramide trianguiaire‘ de méme
hauteur que le cbne SAB, et dont la base FGH soit
équivalente a la base du c6ne. On peut supposer que
ces deux bases sont placées sur un méme plan; alors
les sommets S et T seront a égales distances du plan
des bases, et le plan EPD prolongé fera dans la pyra-
mide la section IKL. Or je dis que cette section IKL
est équivalente a la base' DE; car les bases AB, DE,
sont entre elles comme les quarrés des rayons AQ,
DP* ou comme les quarrés des hauteurs SO, SP;
les triangles FGH, IKL, sont entre eux comme les

quarrés de ces mémes hauteurs *; donc les cercles’

AB, DE, sont entre eux comme les triangles FGH,
IKL. Mais, par hypothése, le triangle FGH est équi-
valent au cercle AB; donc le trmngle IKL est équiva-
lent au cercle, DE.

Maintenant, la base AB multipliée par 80 est la
solidité du céne SAB, et la base FGH mulipliée -par
150 est celie de la pyramide TFGH; donc, a cause
des bases équivalentes, la solidité de la pyrarmide est
égale a celle du cbne. Par une raison semblable,
pyramide TIKL est équivalente an céne SDE; don¢

fi

8. 260, -
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le wone de céne ADEB est équivalent an tronc de
pyramide FGHIKL. Mais la base FGH, équivalente
au cercle dout le rayon est AO, a pour mesure

T X A_(): de méme la base IKL == x 'D_P,, et In

iy

—_—

moyenne proportionnelle entre # X AO et = x DP
est © X AO x DP; donc la solidité du tronc de pyri-
mide, oucelle dutronc de céne , a pour mesure ;0P X

('n: xA_():{-w x-ﬁ—Pn—{--n: % AO % DP.)*,' qui est la méme
chose que 7 X OP x (AO+DP4AOxX DP).

. PROPOSITION VIL
THEOREME.

"La surface convexe d'un cone est égale a'la
circonférence de sa base multipliée par la moi-
1ié de son coté. _

Soit AO le rayon de la base du céne donné, S son
sommet, et SA son cdté; je dis que sa surface sera
cire. AO x +SA. Car soit, s1l est possible, cire. AO x
1SA, la surface d'un cdne qui aurait pour sommet le
point S et pour base le cercle décrit du rayon OB plus

grand que AO.

Circonscrivez an petit cercle un polygone régulier
MNPT, dont les cOtés ne rencontrent pas ka cir-
conférence qui a pour rayon OB; et soit SMNP'T

Ja pyramide régulieré, qui aurait pour base le poly-

gone, et pour sommet le point S. Le triangle SMN,
I'un de ceux qui composent la surface convexe de la
pyramide, a pour mesure sa base MN multipliée par
la moitié de la hauteur SA, qui est en méme tems
le cOté du cone donné; cette hauteur étant dgale
dans tous les autres triangles SNP, SPQ, etc. il
sensuit que la surface convexe de la pyramide est
égale au contour MNPTM multiplié par ; SA. Mais
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le contour MNP’IM, st Plu:, granid que cie. AO;
douc la surface convexe de. la pyramide est plus
grande que circ. AOX+8A, et par conséquent plus
grande que la surface convexe du- cdne qui avec le
méme sommet S aurait pour base le: cercle déerit
dn rayon OB. Or, au contraire, la surface convexe
du coéne est plus graude que celle de la pyramide;
car si on adosse base a base la pyramide a une pyra-
mide égale, le cdne i un cone égal, la surface des
‘denx cones enveloppera de toutes parts la surface des
deux pyramides; donc la premiére surface sera plus
grande que la seconde ¥, donc la surface du cdne est
plus grande que celle de la- pyramide qui y est com-
prise. Le contraire était une suite de notre hypothése;
donc cette hypothése ne peut avoir lieu : done 1° la
circonférence de la base d’un céne multipliée par la
moitié de son ¢Oté ne pent mesurer la surface dun
cbne plus grand

Je dis 2° que le méme produit ne peut mesurer
la surface d'un cdne plus petit. Car-soit BO le rayon
de la base du coté donné, et soit, s'il est possible,
cire. BO x £ SB la surface (lu cone dont S est le som-
met, et AO, plus petit que OB, le rayoh de la base.

Ayant fait la méme construction que ci-dessus,
la surface de la pyramide SMNPT sera toujours
égale au contour MNPT multiplié par 1 SA. Or
contour MNPT est moindre que_ cire. BO, SA est

moindre que SB; donc par cette double raison la
surfacé convexe de la pyramide est moindre que cire.”

BO % 8B, qui, par hypothése , est la surface du cone
dont AO est le rayon de la base; donc la surface de
la pyramide serait plus petite que celle du cdne in-
serit. Or, au contraire, elle est plus grande;-car en
adossant base a4 base la pyramide a une pyramide
égale, le¢ cone a un cone égal, la sirface des denx
pyramides enveloppera celle des deux cones, et par

*lem. 2.
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conséquent sera la plus grande. Donc 2° il est imnpos-
sible que la circonférence de la base d’un cone donné
mulnphee par la moitié de son coté mesure }a surface
d’'un céne plus petit.

Done enfin la surface convexe d'un cdne est égale
i la circonférence de sa base multipliée par la moitié
de son coté.

Scholie. Soit L le c6té d'un cdne, R le rayon de
sa base, la.circonférence de cette base sera 2wR,
et la surface du cdéne aura pour mesure 2R x L,
ou = RL.

PROPOSITION VIIIL
THREOREME, -

La surface convexe du tronc de céne ADEB est
égale ason cété AD multiplié par la demi-somine
des circonférences de ses deux bases AB, DE.

Dans le plan SAB qui passe par 'axe SO, menez
perpendicu}airement a4 SA laligne AF, égale 2 la
circonférence qui a pour rayon AO, joignez SF, et
menez DH paralléle a AF.

A cause des tlnngles semblables SAO, SPC, on
aura AO:DC :: SA:SD; et a cause des tr nnole»
semblables SAF SDH, on aura AF:DH : S.A:SD;
donc AF:DH :: AO: DC ou :: circ. AO:cire. DC™.
Mais par construction AF == circ. AO; donc DH =
cire. DC. Cela posé, le triangle SAF, qui a pour
mesure AF x :SA | est égal a4 la surface du cdne
SAB qui a pour mesure cire. AO X £SA. Par une rai-
son semblable le triangle SDH est égal a la surface
du cone SDE. Donc la surface du tronc ADEB

est égale A celle du tapéze ADHF. Celle-ci a pour
AF+DH

mesure * AD X done la surface dn

?
tronc de cone ADFB est égale a son coté AD mmnl-
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Llplue par la demi-somme des circonférences de ses
deux bases.

Corollaire. Par le point I, milieu de AD, menez
IKL paralléele & AB, et IM paralléle 3 AF; on dé-
montrera comme ci-dessus que IM—circ. IK. Mais
le trapéze ADHF —=AD x IM —AD X circ. IK. Done
on peut dire encore «que la surface d’un tronc de
cone est égale & son coté multiplié par la circonfé-
rénce d’une section faite & égale distance des deisx
bases. . :

Scholie. Si-une ligne AD, situde: tout entiére
’un méme c6té de la ligne OC et dans le méme
plan, fait une révolution autour de OC, la sur-
face décrire par AD aura pour mesure AD x

(M), ou AD x cire. IK; 1es~1ignes

AO, DG, IK, éwant des perpendiculaires-abaissées
des extremltes et du milieu de la ligne AD sur

I'axe OC.

Gar si on prolonge AD et OC jusqu’a leur ren-
contre mutuelle en $, il est clair que la surface dé-
crite par AD. est celle d’un coéne tlonque dont OA
et DC sont les _rayons des bases , le cdne entier ayant
pour sommet le point S. Donc cette surface aura la
mesure mentionnée. :

‘Cette mesure aurait toujours lieu, quand méme le
point D tomberait eu S, ce qui donneralt un cdne
entier, et aussi quand la ligne AD serait parallele a
axe, (,e qui donnerait un cylindre. Dans le premier
cas DC serait nulle, dans le second DC serait égale a
AOeta IK.

N -
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PROPOSITION 1X.
LEMME.

Soient AB, BC, CD, plusieurs c6tés successifs
d’un polygone régulier, O son centre, et Ol le
rayon du cercle inscrii; si on suppose que la
portion de polygone ABCD, située tout entiére

‘d’un méme c6té du diametre FG, fasse unc re-

volution autour de ce diamétre, la surface deé-
crite par ABCD aura pour mesure MQ X circ. Ol
MQ étant la hauteur de cette surface ou la par-
tie de l'axe comprise entre les perpendiculaires
AM, DQ.

Le point I étant milieu de AB, et IK étant une
perpendiculaive a 'axe abaissée du point I, la sur-
face décrite par. AB aura pour mesure AB X circ. IK*.
Menez AX paralléle 2 I'axe, les triangles ABX, OIK,
anront les cdtés perpendiculaires chacun a chacun,
savoir OI &4 AB, IK 4 AX, et OK a BX; done ces
triangles sont semblables et .donnent la proportion
AB: AX ou MN :: OI: IK, ou :: circ. OL:circ. IK;
done AB x cire. IK=MN X circ. OL. D’oi1 'on voi
que la surface décrite par AB est égale a sa liauteur
MN multipliée par la circonférence du cercle inserit.
De méme la surface décrite par BC, =NP xcire. OI,
la surface décrite par CD, =PQ x circ. OI. Done la
surface décrite par la portion de polygone ABCD,
a pour mesure (MN-4 NP+ PQ) X circ. OI, on
MQ X circ. OI; donc elle est égale a sa hauteur mnlti-
pliée par la circonférence dn cercle inscrit.

Corollaire. Si le polygone entier est d’'un nombre
de cdtés pair, et que 'axe FG passe par deux som-
wmets opposés I et G, la surfice entiére décrite par 1
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révolution du demi-polygone I'AGG sera égale a son -
axe I'G multiplié par la circonférence du cercle inserit.
Cet axe FG sera en méme temps le diametre du cercle .

_¢irconscrit. :

- PROPOSITION"X.

THREOREME,

La surface de la sphére est égale a son diu-
metre multiplié par la circonférence d’un grand
cercle. _ :

Je dis 1° que’ le diamétre d’une sphére, multiplié
par la circonférence de son grand cercle, ne pewt
mesurer la surface d’une sPhére plus grande. Car
soit, s'il est possible; AB X circ. ACla surface de la gg 463,
sphere qui a pour rayon GD. ) : “

Auy cercle dont le rayon est CA, circonscrivez un
polygone régulier d’un nombre pair de cbtés qui ne
rencontre pas la circonférence dont CD est le rayon ;
_soient M et S deux sommets opposés de ce polygone;
et autour du diamétre MS faites tourner le demi-po-
lygone MPS. La surface décrite par ce polygone aura
pour mesure MS X circ. AC* : mais MS est plus grand +4,
que AB; donc la surface décrite par le polygone est
plus grande que AB X circ. AG, et par conséquent
plus grande que la surface de la sphére dont le rayon.
est GD. Or, au contraire, la surface de la spheére est
plus grande que la surface décrite par le polygone,
puisque la premiére enveloppe la seconde de toutes
parts. Done x¢ le diameétre d’une sphére multiplié par- .
la circonférence de son grand cercle ne peut mesurer
la surface d’une sphére plus grande. -

Je dis 20 que ce méme prodult ne peut mesurer
la surface d’une sphere plus petite. Car soit, s’i} est

17
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possible, DE x circ. CD la surface de la sphére quia
pour rayon CA. On fera la méme construction que
dans le premier cas, et la surface du solide engendré_
par le polygone sera toujours égale & MS x circ. AC.
Mais MS est plus petit que DE, et circ. AG plus petite
que circ. CD ; donc, par ces deux raisons, la surface
du solide décrit par le polygone serait plus petite que
DE X circ. CD, et par conséquent plus petite que la
surface de la sphére dont le rayon est AC. Or, au
contraire, la surface décrite par le polygone est plus
grande que la surface de la sphere dont le rayon est
AC, puisque la premiére surface enveloppe la seconde;
don(, 2¢ le diamétre d’'une sphére multiplié par la cir-
conférence de son grand cercle ne peut mesurer la
surface d'une sphére plus petite.

Donc la surface de la sphére est égale a son dia-

. métre multiplié par la circonférence de son grand

* 20, 7.

cercle.

Corollaire. La surface du grand cercle se mesure

en multlphant sa circonférence par la moitié du rayon

ou le quart du diamétre; donc la surface de lu sphere
est quadruple de celle d'un grand cercle.

Scholie. La surface de la sphére étant ainsi mesurée
et comparée a des surfaces planes, il sera facile d’avoir
la valeur absolue des fuseaux et triangles sphériques
dont on a déterminé. ci-dessus le rapport avec la sur-
face entiére de la splitre.

D’abord le fuseau dontFangle est A, est & la §u‘rface
de la sphére comme langle A est a quane angles
droits*, ou comme l'are de grand cercle qul mesure
langle A est a la circonférence de ce méme grand
cercle. Mais la surface de la sphére est égale a cette
circonférence multipliée par le diamétre; donc la
Surface du fuseau est égale a Farc qui mesure Fangle
de ce fuseau multiplié par le diamétre.
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En second lieu tout triangle sphérique est équi-

valent 4 un fuseau dont F'angle est égal a la moitié de -

" I'excés de la somme de ses trois angles sur deux
angles droits*. Soient done P, Q, R les arcs de
grand cercle qui mesurent les trois angles du trian-
gle; soit C la circonférence d'un grand cercle
et D son, dlamt.tre, le triangle sphérique sera
équivalent au fuseau dont l'angle a pour mesure
P-rQR—:C
2
D x <P+Q+R—§-C>.
2

Ainsi, dans le cas du triangle tri-rectangle, cha-
cun des ares P, Q, R, est égal a-; C, leur somme
est 2C, Pexcés de-cette somme sur 2C est ;C, et la
moitié de cet excés =1 C; donc la surface du triangle
tri-rectangle =3C x D, ce qui est la huitiéme partie
de la surface totale de la sphére. )

La mesure des polygones sphériques suit immédia-
tement celle des triangles, et dlailleurs elle est
entiérement déterminée par la prop. xxiv, liv. vir,
puisque l'unité de mesure, qui ‘est le triangle tri-
rectangle, vient d’étre évaluée en surface plane.

PROPOSITION XI.

THEOREME.

La su;face d’une zone s])hérigue quelconque
est égale a la hauteur de cette zone multzpl(ee
par la circonférence d’'un grand cercle.

Soit EF un arc quelconque plus petit ou plus grand
que le quart de circonférence, et soit abaissée FG per-
‘pendiculaire sur le rayon EC; je dis que la zdne i nune

7.

, et par conséquent sa surface sera

* a3, 7.

fig. 269,
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base , décrite par la révolution de Farc EF autour
de EG, aura pour mesure EG X circ. EC.

Car supposons d’abord que cette zone ait une me-
sure plus petite, et soit, s'il est possible, cette mesure
=EG X circ. CA. Inscrivez dans 'arc EF une-portion
de polygone régulier EMNOPF dont les cétés n’at-
teignent pas la circonférence décrite du rayon CA,
et abaissez CI-perpendiculaire sur EM ; la surface
décrite par le polygone EMF tournant autour de EG,
aura pour mesure EG X circ. CI*. Cette quantité est
plus grande que EG x cire. AC, qui, par hypothése,
est la mesure de la zone décrite par 'arc EF. Doncla
surface décrite par le polygone EMNOPF serait plus
grande que la surface décrite par l'arc circonscrit EF;
or,aucontraire, cette derniére surface est plus grande
que la premiére, puisqu’elle 'enveloppe de toutes
parts ; donc 1° la mesure de toute zone sphérique
i une base ne peut étre plus petite que la hauteur de
cette zone multipliée par la circonférence d'un grand
cercle.

Je dis en second lieu que la mesure de la méme
zone ne peut étre plus grande que la hauteur de cette
zone multipliée par la circonférence d’un grand cercle.
Car supposons qu'il sagisse de la zone décrite par
I'arc AB autour de AG, et soit, s'il est possible, zone

- AB> AD X circ. AC. La surface enti¢re de la spheére,

composée des deux zones AB, BH, a pour mesure
AH xcire, AG*, ou AD xcirc. AC+ DH xcirc. AC;
i done on a zone AB>AD><ctrc AC, il faudm
qu on ait zone BH < DH'X circ. AC'; ce qui est
contraire i la premiére partie déja démontrée. Donc
2° la mesure d’une zone sphérique 4 une base ne
peut étre plus grande que la hauteur de cette zone
multipliée par la circonférence d’un grand cercle.
Donc enfin toute zone sphérique a une base a pour.
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“mesure la hauteur de cette zone multipliée par la cir-

conférence d’un grand cercle.

Considérons maintenant une zone quelconque, a
deux bases, décrite par la révolution de l'are FH
autour du diamétre DE, et soient abaissées les per-
pendiculaires FO, HQ sur ce diamétre. La zone dé-

crite par 'arc FH est la différence des deux zones dé-

crites par lessarcs DH et DF ; celles-c1 ont pour
mesures DQxcirc. CD et DO Xcirc. CD ; donc la
zone décrite par FH a pour mesure (DQ—-DO)x
circ. CD ou OQ x cire. CD.

Donc toute zone sphérique & une ou a deux bases
a pour mesure la hauteur de cette zone multiplide
par la circonférence d'un grand cercle.

Corollaire. Deux zones prises dans une méme
sphére ou dans des sphéres égales, sont entre elles

‘comme leurs’ hauteurs, et unec zone-quelconque est

la surface de la sphere comme la hanteur de cette
zone est au diamétre.

PROPOSITION XIIL.~

THEOREME.

8t le triangle BAG et le rectangle BCEF de
méme base et de méme hauteur tournent simul-
tanément autour de la base commune BG, le so-
lide décrit par la révolution du triangle sera le
tiers du cylindre décrit par la révolution du
rectangle.

Abaissez sur. 'axe la perpendlculalre AD; le cone
décrit par le trlangle ABD est le tiers du (,ylmdle dé-
crit par le rectangle AFBD*, de méme le cone décrit

fig. 220.

fig. 264
et 265,

fig. 264.

’5.
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par le triangle ADC est le tiers du cylindre déerit par
le rectangle ADCE ; donc la somme des deux cdnes on
le solide décrit par ABC est le tiers de la somme des
deux cylindres ou du cylindre déerit parle rectangle

- BCEF.

tig. 265.

fig. 266. :

Si la perpendiculaire AD tombe .au:dehors du
triangle , alors le solide décrit par ABC sera la dif-
férence des cones décrits par ABD et ACD; mais en
méme temps le cylindre décrit par BCEF sera la
différence des cylindres décrits par AFBD, AECD.
Donc le solide décrit par la révolution du triangle sera
toujours le tiers du cylindré décrit par la révolution
du rectangle de méme base et de méme hauteur.

Scholie. Le cercle dont AD est le rayon a pour
surface wx AD; donc 7 x AD x BC est la mesure du

cylindre décrit par BCEF, et i= x AD x BC est celle
du solide décrit par le triangle ABC.

PROPOSITION XIII.

PROBLEME.

lution autour de la ligne CD, menée comme on
voudra hors du triangle par son sommet C, trou-

ver la mesure du solide ainsi engendré.

Prolongez le coté AB jusqu’a ce qu’il rencontre
Paxe CD en D, des points A et B abaissez sur P'axe

" les perpendiculaires AM, BN.

Le solide décrit par le triangie GAD a pour me-

sire* ;X AM X CD  le solide décrit par le triangle

GPD a pour mesure im X BN x CD; donc. la diffé- .

Le triangle CAB étant supposé faire une révo-
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rence de ces solides ou le solide décrit par ABC aura
pour mesure 3. (AM — BN) x CD. :
On peut donner i cette expression une autre forme,
Du point I, milieu de AB; menez IK perpendiculaire
a CD, et par le point B menez BO paralléle 2 CD
on anra AM 4-BN—=2IK* et AM—BN=AO; donc’ * 7.3

((AM + BN) x (AM— BN), ou AM — BN=:2IK x
" AO*. La mesure du solide dont il s'agit est donc * 10,5,
- exprimée aussi par 2m X IKx AO x CD. Mais si on
abaisse CP perpendlculalre sur AB, les triangles ABO,
DCP, seront semblables, et donneront la proportion
AO:CP: AB:CD; d’oir résutte AO X CD=CP X
AB; d’aillears CP X AB est le double de 'aire du
triangle ABC ; ainsi on a AO x CD=2ABC; donc’
le solide décrit par le triangle ABC a aussi pour me-
sure 3 X ABC X IK, ou, ce qui est la méme chose,
ABC X circ. 1K ; (car circ. IK=12w.IK.) Dornc le
solide décrit par la révolution du triangle ABG, a
pour mesure Paire de. ce triangle multipliée par les
deux tiers de la circonférence que décrit le point 1
milieu de sa base.

Corollaire. Si le c6té AC=CB, la hgne CI sera fig-267.
perpendiculaire 4 AB, Paire ABC sera égale 4 ABX
'LCI, et la solidité 27 X ABC X IK deviendra 3w X
AB >< IK x CL 1\Ials les triangles ABO, CIK, son
semblables et donnent la proportion AB BO ou
MN :: CI:IK; donc AB X IK=MN X CI; donc le
sohde décrit par le trlangle 1soscéle ABC aura pour

mesure I X MN x CI

Scholic. La solution générale parait supposer que.
fa ligne AB prolongée rencontre la\:e, mais les
re%uhat% w'en seraient pas moins vrais, quand la
ligne AB serait paralléle & I'axe.

-
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Eneffet, 1e cylindre déerit par AMNB a pour me-

. sure 7. AM. MN, le cdne décrit par ACM=3=. AM

CM, et le cone décrit par BCN—=3=. AM.CN. Ajou-
tant les’ deux premniers solides et retranchant le
troisiéme, on aura pour le solide décrit par ABG,

x.AM. (MN + CM—:CN) : et-puisque CN —CM
=MN, cette expression se réduit A . 1'3_1\—’-11.—’3-MN, ou

) ey - » 7
- 37.CP.MN, ce qui s’accorde avec les résultats déja

fig. 262, .

. trouvés.

PROPOSITION XIV. ,
THEOREME.

Soient AB, BC, CD, plusieurs cotés successifs -
d’un polygone régulier, O sori centre, et Ol le .
rayon du cercle inscrit; si on imagine que le sec-
teur polygonal AOD, situe d’un méme cité du
diamétre ¥G, fasse une révolution autour de
ce diamétre, le solide décrit aura pour mesure

?ﬂSI’MQ , MQ étant la portior de l'axe termi-

née par les perpendiculaires extrémes AM, DQ.
En effet, puisque le polygone est régulier, tous

les triangles AOB, BOC, etc. sont égaux et isosceles.
Or, suivant le corollaire de la proposition préce-

_ dente, le solide produit par le triangle isoscéle AOB

a pour mesure 3. OF. MN, le sollde décrit par le
triangle BOC a pour mesure 37 . Or. NP, et le solide

décrit par le triangle GCOD a pour mesure 51:.01.'
PQ; donc la somme de ces solides, ou le solide entier

. décrit par le secteur polygonal AOD aura pour me-

sure 3 ©. Ol. (MN +-NP 4 PQ) ou 3=, .01, MQ.
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PROPOSITION .XV,
- THEOREME.

Tout secteur sphérique a pour mesure la zone
qui lui sert de base multipliée par le tiers du
rayon, et la sphére entiére a pour mesure sa
surface multipliée par le tiers du rayon.

Soit ABC le secteur cnrcu}aue qui, par sa révo-
lution autour de AC, décrit le secteur sphérique; la
zone décrite par AB étarit AD Xcirc. AC ou 2. AC.

AD*, je dis que le secteur sphérique aura pour me-

sure cette zone multipliée par ;AC, ou 3= .AC.AD.

" En effet, 1° > supposons , § il est possnble que cette
quantité 3w . AC. AD soit la mesure d’un ‘secteur
spherlque plus grand, par exemple, du secteur spli-

rique décrit-par le secteur circulaire ECF semblable
a ACB.

fig. 269g.

Inscrivez dans -Yarc EI‘ la poruon de polygone

régulier EMNY dont les cbtés ne rencontrent pas
Parc AB, imaginez ensuite que le secteur polygonal
ENFC tourne autour de EC en méme temps que le
sectenr circulaire ECF. Soit Cl le rayon du cercle
inscrit daus le polygone, et soit abaissée FG perpen-
" diculaire sur EC. Le solide décrit par le secteur
polygonal aura pour mesure ;-m(ﬁ’ EG* : or CI
est plus grand que AC par construction, et EG est
plus grand que AD : car, joignant AB, EF, les trian-
gles EFG, ABD, qui sont semblables, donnent la
proportion EG: AD::FG:BD:: CF CB; donc EG
> AD.

Par cette double raison 27. CI. FG est p}us'

3!
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grand que 3. CA.AD: k .premiéce expression est
la mesure du solide décrit par le secteur polygonal,
la seconde est par hypotheése celle du secteur sphé-
rique décrit par le secteur circulaire ECTF ; donc le
solide décrit par le secteur polygonal serait plus
grand que le secteur sphérique décrit par le secteur
circulaire. Or, au contraire, le solide dont il s'agit
est moindre que le secteur sphérique, puisqu'il y est
contenu; donc ’hypothése d’olt on est parti ne san-
rait subsister; donc 1° la zone ou base d'un secteur
sphérique multipliée par le tiers du rayon ne peut me-
surer un secteur sphiérique plus grand.’

Je dis 2° que le méme produit ne peut mesurer un
secteur sphérique plus petit. Car, soit CEF le secteur
circulaire qui par sa révolution produit le secteur
sphérique donné, et supposons, s’il est possible, que

» =2 . s »
;7. CE. EG soit la mesure d'un secteur sphérique

plus petit, par exemple, de celui qui, provient du
secteur circulaire ACB.

La construction précédente restant la méme, le
solide "décrit par le secteur polygonal aura toujours

pour mesure 3. CI. EG. Mais CI est moindre que

CE; donc le solide est moindre que%w.Eﬁj EG, qui,
par hypothese, est la mesure du secteur sphérique
décrit par le secteur circulaire ACB. Donc le solide
décrit par le secteur polygorial serait moindre que le
secteur sphérique décrit par ACB. Or, au contraire,
le solide dont il s'agit est plus grand que le secteur
sphérique, puisque celui-ci est contenu dans l'autre,
Donc 2° il est impossible que la zone d’un secteur
sphérique multipliée par le tiers du rayon soit la
mesuve d’un secteur sphérique plus petit.

Dotc tout sectenr sphériquie a pour mesure la zoune
qui hui sert de hase multipliée par le tiers du rayon.
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Un sectenr circulaire ACB peut augmenter jus-
quwa deveniv égal au demi-cercle; alors le secteur
sphérique décrit par sa révolution est la sphére en-
tiere. Donc la solidité de la sphére est égale a sa sur-
face multiplice par le tiers de son rayon.

Corollaire. Les surfaces des sphéres élant comme
les quarrés de leurs rayons, ces surfaces multipliées
par les rayons sont comme les cubes des rayons.
Donc les solidités des deux spheres sont comine les
cubes de leurs rayons, ou comme les cubes de lenrs
diametres. _

Scholie. Soit R le rayb‘n d'une sphere, sa str-
face sera 4 R, et sasolidité 4 = R* x s R, ou$ ™ R*.
Si -on appelle D le‘diameétre, on aura R——‘-’—D et
R3——'D3; donc la solidite s’exprimera aussn par

i x 3D ou:xD.

’

PROPOSITION XVL
Tnéonx‘zmﬁ.

La surface de la sphére est a la surface totale
du cylindre circonscrit (en y comprenant ses
bases) comme 2 esta 3. Les solidités de ces deus:
corps sont entre elles dans le méme rappor

Soit MPNQ le gra'nd cercle de la ephere ABLD
le quarré circonscrit; si on fait tourner a la fois le
demi-cercle PMQ et le demi-quarré PADQ autour
du diametre PQ, le demi-cercle décrira la sphére,
. et Je demi-guarré décrira le cylindre circonscrit a
la sphere.

La hauteur AD de ce cylindre est égale au dia-
métre PQ, la base du .cylindre est égale au grand
cercle, puisqu’elie a pour diamétre AB égale a MN ;
done la snrface convexe dn cylindre® est égule a la

fig. 270,
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circonférence du grand cercle multiplide par son
diamétre. Cette mesure est la méme que celle de
la surface de la sphére* : d'ou ik suit que la sur-
face de la spheére ‘est egale &-la surface convexe
du cylindre circonscrit.

Mais lasurface de la sphere est égale & quatre grands
cercles; donc la surface convexe du cylindre circon-
scrit est égale aussi & quatre grands cercles: si on y
joint les deux bases qui valent deux grands cercles,
la surface totale du cylindre circonscrit sera égale
4 six grands cercles; donc la surface de la sphére
est 2 la surface totale du cylindre circonscrit comme
4est 2 6,0u comme 2 esta 3. Cest le premier point
quil sagissait de démontrer.

En second lieu, puisque la base du cylindre cir-
conscrit est égale 4 un grand cercle et sa hauteur aun
diamétre, la solidité du cylindre sera égale au grand
cercle multiplié par le diamétre *. Mais la solidité de
la sphere est égale a quatre grands cercles multxphes
par le tiers du rayon*, ce qui revient a un grand
cercle multiplié par $ du rayon, on + dn diamétre;
donc la sphére est au cylindre circonscrit comme -
2 est 2 3, et par conséquent les solidités de .ces
deux corps sont entre elles comme leurs surfaces.

Scholie. Si on hinagine un polyédre dont toutes les
faces touchent la sphére, ce polyédre pourra étre
considéré comme composé de pyramides qui ont

toutes pour sominet le centre de la sphére, et dont o

les bases sont les différentes faces du polyedle Or
il est clair que toutes ces pyramides auront pour
hautenr commune le rayon de la spheére, de sorte
que chaque pyramide sera égale a la face du po-
lyedre qui lui sert de base, multipliée par le tiers
du rayon : donc le polyedre entier sera égal a sa

surface multlpllee par le tiers dn rayon de la sphere
inscrite,
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On voit par la que les solidités des polyedres cir-
conscrits & la sphele sont entre elles: comme les
surfaces de ces mémes polyédres. Ainsi, la pro-
priété que nous. avons démontrée pour le. cylindre
circonscrit est commune a une infinité d'autres

. corps.

On aurait pu remarquer également que les sur-
faces des polygones circonscrits au cercle sont entre
elles comme leurs contours.

PROPOSIT_ION XVIL

PROBLEME,

Le segment circulaire BMD étant supposé
faire une revolutzon autour d’un diamétre ex-
térieura ce segment trouver lavaleur du solide
engendré.

Abaissez sur laxe les perpendiculaires BE, DF;
dn centre C menez Cl perpendiculaire sur la corde
BD, et tirez les rayons GB, CD.

Le solide décrit par le secteur BCA = 2 = .CB,
AE*; le solide décrit par.le secteur DCA = 2 x
(—ZET‘AF; donc la différence de ces deux solides, ou le

solide décrit par le secteur DCB-== 2 =. GB. (AT —

AE)=13=.CB. EF Mais le sohide décrit p:u' le trian-

gle isoscéle DCB a pour mesure ; . Cl EF*; donc
le solide décrit par le segment BMD = % = EF,

( CB — a’) Or dans le triangle rectangle CIB,
ona Eﬁz—— Cl=BI = + ﬁ)’, donc le solide décﬁt
par le segment BMD aura pour mesure  =. EF. %E—f),
TR BD.EF.

fig. 291,



fig. 271,
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Scholie. Le solide décrit par le segment BMD est a
la sphére qui a pour diamétre BD, comme ; x. BD.
EF estd : x. BD,_o—xi :: EF : BD.

PROPOSITION XVIIL

N THEOREME.

Tout segment de sphere, compris entre deux
plans paralleles , a pour mesure la demi-somimne
de ses bases multipliée par sa hauteur, plus la
solidité de la sphére dont cette méme hauteur
est le_diamétre. ]

Soient BE, DF, les rayons des bases du segment,
EF sa hauteur, de sorte que le segment soit produit
par_la' révolution de l'espace circulaire BMDTFE
autour de l'axe FE. Le solide décrit par le seg-
ment BMD * = =. BD.EF, le tronc de cdne décrit

par le trapéze BDFE*=1=. EF.(BE+DF + BE. DF );

" donc le segment de sphére qui est la somme de ces

deux solides=;. EF.(z BE 4 2 DF4-2 BE. BF+—B—15) .
Mais, en menant BO paralléle 4 EF, on aura DO =

DF—BE, DO=DF — 2DF. BE+ lﬁl—:, et par consé-
quentBD =BO+ DO==EF 4 DF—2 DI x BE+BE.
Mettant cette valeur a la place de BD ,dans I'expres-

sion du segment, et effacant ce qui se détruit, on
aura pour la solidité du segment,

in.EF.(3BE4+3DF+EF),
expression qui se décompose en deux parties; 'une
ix.EF.(3BE+3DF), ou EF. (__"““E_ﬂ-’"*)
. 2

estla demi-somme des bases multipliée par la hauteur;
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lautre ;7. EF represente la sphére dont EF est le
diamétre * : donc tout segment de sphere etc.

Corollawre. Si I'une des bases est nulle, le segmient
dont il s’agit devient un segment sphérique a une
seule base; donc tout segment sphérique & une base
équivaut & la moitié du cylindre de méme base et de
méme hauteur, plus la .s‘phere dont cette hauteur est
le diamerre.

Scholie général.

Soit R le rayon de la base d’un ¢ylindre, H sa
hanteur ; la solidité du cylindre sera *R*xH, ou
~R*H e

Soit R lerayon de la base d’un cone, H sa hautenr;
la solidité du céne sera nR>. ;1 H, ou3 = R°I1.

Soient A et B les rayons des bases d'un cbne tron-
qué, H sa hauteur; la solidité du tronc de cone sera

H (A*+B*+AB).

Soit R le rayon d’une sphére; sa solidité sera
. ;"Rs

Soit R le rayon d'un sectéur sphérique, H la-

hauteur de la zone qui lui sert de base ; la solidité du
secteur sera 3 ¢ I H.

" Soient P et Q les denx bases d’'un segment sphé-
rique , H sa hauteur, la solidité de ce segment sera

’ <P+Q). H; H°.

Si le segment sphérique n’a qu’une base P, antre
étant nulle, sa solidité sera - PH 4t n H?,

FIN DES ELEMENTS DE GEOMETRIR.

*15.5¢h,
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