Partie IV. LA GEOMETRIE
D’UNE FORME
QUADRATIQUE,
deuxieme épisode : LES
GEOMETRIES NON
EUCLIDIENNES






Introduction historique

On ne peut parler de géométries non euclidiennes sans évoquer le postu-
lat d’Euclide (postulat des paralleles) et I’histoire de sa remise en question
qui a donné naissance a ces géométries nouvelles. C’est d’ailleurs ce que je
vais faire dans cette introduction, toujours soucieux des fondements histo-
riques des problemes abordés. Il n’empéche que, dans ce cas, c¢’est presque
le seul moment au cours de cette longue partie ou j'évoquerai ce postulat
et méme la notion de parallele. Mon opinion, en effet, est que cette notion
de parallele, contrairement a ce que semblerait indiquer ’histoire, n’est pas
fondamentale en géométrie non euclidienne. Pour une fois, I'histoire, a mon
avis, ne fait que masquer la véritable nature des choses. Nous verrons en
revanche dans la Partie V, que méme avec l'entrée par la géométrie projec-
tive et les formes quadratiques que j’ai choisie, la notion de parallélisme est
absolument fondamentale en géométrie euclidienne. C’est sans doute cette
importance des paralleles dans le cadre euclidien et la prégnance de ce cadre
sur nos habitudes de pensée qui expliquent qu’aujourd’hui encore, on mette
en avant le probleme des paralleles dans toute présentation des géométries
non euclidiennes. J’annonce tout de suite que cela ne sera pas ma position,
préférant une entrée par la géométrie projective et les formes quadratiques
dont j’espere que le lecteur pourra apprécier la pertinence.

Le cinquieme postulat
L’axiome originel d’Euclide

Voici le cinquiéme postulat d’Euclide, dans la traduction de Peyrard! :

Si une droite, tombant sur deuz droites, D
fait les angles intérieurs du méme coté y=78,52°
plus petits que deux droits, ces droites, P>
prolongées a l'infini, se rencontreront p=101,48°

du coté ou les angles sont plus petits

a=7580°
que deux droits. Q-\

FIGURE 1 — Le postulat dans la version d’Euclide

1. Celle de Kayas formule les choses de maniere plus moderne.



La variante de Proclus

La formulation “moderne” est due a Proclus (410-483). En tentant de
prouver le postulat, il prétend ? démontrer un lemme qui affirme que si une
droite coupe une droite elle coupe aussi ses paralleles. En fait, il s’agit de
I’énoncé suivant ®, dont on montre qu’il est équivalent & celui d’Euclide :

Axiome. Etant donnés un point A du plan et une droite D, il existe une et
une seule droite paralléle a D passant par A.

Conséquences

Meéme si nombre de résultats de géométrie euclidienne sont indépendants
du cinquieme postulat (par exemple les cas d’isométrie des triangles, le fait
que la somme de deux angles d'un triangle est plus petite que 7 ou encore que
deux perpendiculaires & une méme droite sont paralleles), ses conséquences
sont nombreuses et familieres. Citons-en quelques unes :

e La transitivité du parallélisme.

e [’égalité des angles alternes-internes et correspondants.

e Le fait qu'une perpendiculaire a une droite est aussi perpendiculaire a
ses paralleles.

e Le fait que la somme des angles d'un triangle est égale a deux droits.

Nous verrons que ces résultats, ainsi que bien d’autres?, sont en défaut
en géométrie hyperbolique.

Tentatives de preuves du cinquieme postulat

Beaucoup de géometres (Proclus, Clavius, Clairaut, Simson, Wallis, etc.)
ne se sont pas satisfaits de devoir prendre le postulat d’Euclide comme un
axiome et ont essayé de le prouver. Toutes ces tentatives ont été infruc-
tueuses, mais parfois intéressantes. Lorsqu’elles n’étaient pas évidemment
fausses, elles revenaient le plus souvent :

e soit a donner une nouvelle définition de parallele (par exemple, 1'en-
semble des points équidistants d’une droite donnée situés d’'un meéme coté de
cette droite, Clavius, 1574),

2. Il y a plusieurs fautes dans le raisonnement de Proclus. La principale est qu’il pense
que la distance d’'un point d’une droite & une parallele est constante. Nous verrons en 5.3.3
que c’est faux en géométrie hyperbolique.

3. Les anglo-saxons attribuent parfois cet axiome a Playfair (1748-1819). La primauté
de Proclus ne fait guere de doute.

4. Par exemple, I'existence de rectangles.
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e soit a remplacer 'axiome d’Euclide par un autre (par exemple celui de
Proclus vu ci-dessus, ou celui de Clairaut sur le rectangle ®).

Plusieurs autres exemples sont intéressants a cet égard :

e Wallis (1663) demande qu’il existe des triangles semblables non isométri-
ques. On verra que cela n’existe pas en géométrie hyperbolique. De maniere
analogue, Gauss (1799), prouve le postulat s’il y a des triangles d’aire arbi-
trairement grande (on verra qu’en hyperbolique laire est < 7).

e Farkas Bolyai (le pére) prouve le postulat 1851 en supposant que trois
points sont cocycliques ou alignés. Nous verrons que ce résultat est faux en
hyperbolique car les médiatrices ne sont pas toujours concourantes.

Parmi ces tentatives, trois méritent une attention particuliere, celles de
Saccheri (1667-1733), Legendre (1752-1833) et Lambert (1728-1777), car elles
sont beaucoup plus élaborées (voir 'analyse de [Har00]). Le principe de ces
géometres a été de partir de 'hypothese que le postulat des paralleles était
faux et dérouler les nombreuses conséquences de cette hypothese, avec ’espoir
d’aboutir a une contradiction, ce qui aurait montré que le postulat était vrai.
D’ailleurs ils y sont parvenus, en commettant une erreur, ou en rajoutant un
axiome, comme Legendre qui formule la propriété :

étant donné un angle ABC' et un point P intérieur a cet angle, il existe
une droite passant par P qui coupe les droites (AB) et (BC).

Il ne présente pas cette assertion comme un axiome, mais il dit® : ...
or il répugne a la nature de la ligne droite, qu’une telle ligne, indéfiniment
prolongée, puisse étre renfermée dans un angle.

Le cas de Lambert est un peu différent. Il connait la formule de Girard
sur l'aire des triangles sphériques et imagine une sphere de rayon imaginaire
pour avoir une somme des angles < 7. Sans doute Lambert est-il celui, parmi
les précurseurs, qui est passé le plus pres de la géométrie hyperbolique : il
ne semble pas avoir eu, autant que les autres, I'unique souci de démontrer le
cinquieme postulat.

Les géométries non euclidiennes : Gauss, Bolyai, Lobat-
chevsky

Bolyai

Janos Bolyai (1802-1860) est hongrois, capitaine au corps du génie dans
Iarmée autrichienne. 11 est le fils du mathématicien Farkas (Wolfgang en al-

5. Si (AC) et (BD) sont perpendiculaires a (AB) et si 'on a AC' = BD, alors (CD)
est perpendiculaire & (AC) et (BD).
6. Répugnant ou pas, en géométrie hyperbolique, cette situation est tout a fait possible.



lemand) Bolyai qui a montré le fameux théoreme du découpage (voir [Per05])
et qui est un ami de Gauss, le plus grand mathématicien de 1’époque.

Le cheminement de Bolyai commence de maniere classique par une tenta-
tive de preuve du postulat. Son pere I'en ayant dissuadé, il bascule de I'autre
coté, c’est-a-dire dans l'idée qu'une géométrie non euclidienne peut exister.
Il écrit vers 1830 La science absolue de l’espace ou il développe toute une
géométrie sans 'axiome des paralleles. Comme il le dit : A partir de rien,
j’ai créé un étrange et nouvel univers. Ce texte apparalt en appendice d’un
ouvrage du pere Tentamen, 1831. Le pere envoie ce texte a Gauss qui répond,
en substance : je savais déja tout cela depuis longtemps, mais je n’avais pas
0sé le publier de peur de la réaction du public”. Cela déprime complétement

Janos, qui était, il faut le dire, d'un tempérament ombrageux®.

Lobatchevsky

Nikolai Ivanovich Lobatchevsky (1792-1856) est russe, il devient recteur
de T'université de Kazan en 1826 et publie en 1829 en russe, puis en 1837
en francais son article Géométrie imaginaire, ou il obtient des résultats tres
similaires & ceux de Bolyai®. Outre les formules relatives a 'aire d’'un triangle
en fonction des angles, Lobachevsky développe des formules pour le cercle,

7. Voici précisément la lettre de Gauss a Bolyai pere :

Parlons maintenant un peu du travail de ton fils. Si je commence en disant que je
ne puis louer ce travail, tu pourras bien un instant reculer d’étonnement; mais je ne puis
dire autre chose; le louer serait me louer moi-méme; en effet, le contenu tout entier de
I’Ouvrage, la voie qu’a frayée ton fils, les résultats auzquels il a été conduit, coincident
presque entierement avec mes propres méditations qui ont occupé en partie mon esprit
depuis déja trente a trente-cing ans. Aussi ai-je été completement stupéfait. Quant a mon
travail personnel, dont d’ailleurs j’ai confié peu de chose jusqu’ici au papier, mon intention
était de n’en rien laisser publier de mon vivant.

En effet, la plupart des hommes n’ont pas lesprit juste sur les questions dont il s’agit,
et j’ai trouvé seulement bien peu d’entre eux qui prissent un intérét particulier a ce que
je leur ai communiqué a ce sujet. Pour pouvoir prendre cet intérét, il faut d’abord avoir
senti bien vivement ce qui fait essentiellement défaut, et sur ces matiéres la plupart des
hommes sont dans une obscurité compléte. C’était, au contraire, mon idée de mettre, avec
le temps, tout ceci par écrit afin qu’au moins cela ne périsse pas avec moi. Aussi est-ce
pour moi une agréable surprise de voir que cette peine peut maintenant m’étre épargnée, et
je suis rempli d’une joie extréme que ce soit précisément le fils de mon vieil ami qui m’ait
devancé d’une maniére si remarquable. Il énonce ensuite quelques critiques a ’encontre
du travail de Bolyai et, pour bien montrer qu’il ne raconte pas n’importe quoi, il ajoute
la preuve de quelques résultats, dont le lien entre I'aire d’un triangle et la somme de ses
angles.

8. 1l a & son actif 13 duels victorieux au sabre.
9. Comme le dit Bolyai pere : les découvertes apparaissent souvent simultanément en
plusieurs endroits, comme les violettes au printemps.



introduit des objets nouveaux, inexistants en géométrie euclidienne comme
les horocycles. Son génie mathématique n’étant pas reconnu a sa juste valeur,
il est congédié de son poste en 1846.

Les modeles non euclidiens : Beltrami, Cayley, Klein,
Poincaré, Riemann

Les travaux de Bolyai et Lobatchevsky, s’ils sont essentiels et précurseurs
n’ont, comme Gauss le craignait, pas entrainé ’adhésion de leurs contempo-
rains. En vérité, pour croire a I’existence des géométries non euclidiennes,
il faudra attendre de les voir vraiment ! et dans un cadre euclidien (ou
presque).

Dans la fameuse réponse a Bolyai, Gauss énonce le probleme de I'existence
de ces géométries de maniere tres claire :

Pour traiter la Géométrie, des les débuts, d’une maniere bien ordonnée,
il est indispensable de démontrer la possibilité de I’existence du plan.
La définition habituelle renferme trop de choses et implique déja un théoréme
a proprement dire tacite. L’on doit s’étonner que tous les écrivains, depuis
Fuclide jusqu’a nos jours, se soient mis a [’ccuvre d’une facon si négligente.

C’est la problématique des modeles. Bien entendu, comme les géométries
euclidiennes ne sont pas euclidiennes, on se doute bien qu’on ne parviendra a
les représenter dans le cadre euclidien qu’au prix de renoncements. L’objectif
de la quéte (désespérée) d'un modele est de satisfaire aux exigences suivantes :

e avoir un “plan” qu’on puisse représenter comme une partie d’un plan
ou d'un espace euclidien,

e avoir un plan qui ressemble a un plan et, en tous cas, qui soit de di-
mension 2, donc une surface,

e avoir des droites qui ressemblent a des droites, ou au moins qui soient
des courbes, simples si possible,

e conserver les propriétés usuelles d’incidence,

e avoir une compatibilité entre les invariants des géométries (longueur,
angle) et ceux du modele (par sa structure euclidienne), donc avoir une
représentation isométrique et/ou conforme.

Nous analyserons cette situation, d’abord dans la deuxieme partie de
cette introduction, puis, plus en détail, au chapitre 2 ci-dessous, et nous
constaterons que cette recherche de modele est totalement désespérée si 1'on

10. La difficulté est que la validité de ces géométries, c’est-a-dire leur non-contradiction,
ne peut étre prouvée a l'intérieur de la théorie en vertu du théoreme d’incomplétude de
Godel. Bien entendu, ceci vaut aussi pour la géométrie euclidienne, mais en ramenant les
géométries euclidiennes au cadre euclidien familier, on leur donne la caution de la tradition.
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ne réduit pas ces exigences.

Il n’empéche qu’en dépit de leurs imperfections, ces modeles ont permis a
la plupart des mathématiciens de considérer ces géométries comme également
dignes d’intérét. Ajoutons que les deux grandes géométries ont eu un destin
assez différent. La géométrie hyperbolique a connu depuis le XIX-ieme siecle
une explosion phénoménale. Une des raisons en est sans doute qu’elle fournit
un cadre naturel a la théorie de la relativité, mais ce n’est pas la seule comme
le montre 'importance qu’elle a dans les travaux de Poincaré sur les fonctions
fuchsiennes, ou, plus récemment dans ceux de Thurston ou Gromov notam-
ment. En revanche, la géométrie elliptique est tres peu développée, peut-étre
parce qu’elle a un avatar plus naturel sous sa forme sphérique. C’est pour-
tant, pour le mathématicien, une sorte de petit paradis ou tout fonctionne a
merveille, comme je tenterai de le montrer au lecteur dans la suite de cette
partie.

Introduction au modele de Klein

L’objectif

Notre objectif est d’indiquer comment les idées du programme d’Erlangen
de Klein peuvent mener a la construction d’un modele de la géométrie hy-
perbolique !, donc d’'une géométrie avec beaucoup de paralleles. On travaille
sur le corps des réels et les deux principes de base adoptés sont les suivants :

1) Comme Klein, on part du principe qu’il y a une géométrie-mere :
la géométrie projective, et spécialement ici celle du plan projectif P(E).
On va donc chercher a construire une géométrie nouvelle, avec une donnée
supplémentaire I'. Si 'on garde points et droites de P(FE), éventuellement
sur une partie du plan, cela donnera déja les propriétés d’incidence.

2) Comme Klein, on veut disposer d’un groupe de transformations, et on
veut qu’il soit assez gros pour avoir les propriétés d’homogénéité, c¢’est-a-dire
de transitivité sur les points, les droites, les drapeaux (par exemple pour pou-
voir prouver le premier cas d’égalité comme Euclide). Bien entendu, le groupe
naturel dans cette situation est le groupe des homographies conservant I'.

11. 11 s’agit de celui de Klein, appelé parfois de Cayley-Klein.



Un plan affine non euclidien ?
Le cas euclidien

On sait que la géométrie affine ordinaire s’obtient a partir de la géométrie
projective en se donnant une droite, décrétée a l'infini, les droites paralleles
étant alors les droites qui se coupent a l'infini (c’est-a-dire qui ont méme
“direction” : 0 :== DN Dy = D'N Dy,). Le fait d’avoir pris une droite comme
élément a l'infini, outre que c’est le choix le plus simple, assure le postulat
d’Euclide : si on se donne une droite D et un point a, I'unique parallele a D
passant par a est la droite (ad) ou 0 est 'unique direction de D.

Un infini pour disqualifier Euclide ?

Pour obtenir une géométrie (affine) non euclidienne, on va remplacer la
droite a l'infini par une courbe algébrique I'" de degré d > 2. En effet, une
droite D va couper I' en d points (en général), donc elle aura d directions, et
il y aura autant de paralleles a D passant par a.

On considere donc une courbe I', que 1'on choisit comme élément a l'in-
fini. Le plus simple est de prendre une conique (un cercle puisque toutes
sont équivalentes). C’est le plus simple et c’est aussi la seule possibilité rai-
sonnable. En effet, si G est le groupe conservant [ on souhaite qu’il opere
transitivement sur P(E) —T', or, en degré > 3, le groupe en question est fini,
donc il ne peut étre transitif sur une variété de dimension 2.

En revanche, pour une conique, on sait que le groupe G est isomorphe a
PGL(2,k), donc de dimension? 3. C’est une bonne dimension : c’est celle
du groupe euclidien et c’est ce qu’il faut pour avoir les cas d’isométrie.

Le plan de Klein : tout le plan privé de la conique ?

On choisit donc un cercle comme élément a 'infini. On notera que cela
fournit une forme quadratique ¢ naturelle : I’équation de ce cercle, et c’est
le point de départ que nous adopterons ci-dessous. Malheureusement, 1’ho-
mogénéité n’est pas réalisée sur P(E) —I' : il y a des points avec ¢ > 0 et
d’autres avec ¢ < 0 et on ne peut les échanger par une isométrie. Si ’on veut
I’homogénéité, on doit n’en garder que la moitié.

On voit aussitot qu’il faut refuser I'extérieur de I' a cause de ’homogénéité
de I’ensemble des droites. En effet, par deux points extérieurs passent trois
types de droites qui coupent I' en 0, 1 ou 2 points. Pour l'intérieur, en re-
vanche, il n’y a plus de probleme.

12. Les coniques sont de dimension 5 et le groupe total PGL(E) de dimension 8.



On prend donc I'intérieur du disque comme plan et les traces des droites
projectives comme droites. C’est le modele de Klein, noté K. L’axiome numéro
un d’Euclide est assuré (par deux points passe une droite et une seule). En re-
vanche, comme chaque droite a deux points a 'infini, ’axiome des paralleles
n’est pas vrai.

La métrique

On notera que la construction précédente releve d’une idée de géométrie
affine et non métrique : on s’est seulement donné l'infini du plan. En fait,
on va voir que la métrique est déja dans cette donnée comme le ver est dans
le fruit.

L’orthogonalité

Commencons par 1'orthogonalité 3. Que signifie le fait que deux droites
sont perpendiculaires? Au sens du programme d’Erlangen, donc des trans-
formations, cela signifie que I'une est invariante par la symétrie d’axe 'autre.
Reste a savoir ce que sont les symétries axiales (ou réflexions). On peut le
dire en deux mots : ce sont des involutions, et qui fixent une droite.

Par chance, dans le groupe G = PGL(2,k), les involutions sont bien
connues, et tres naturelles, ce sont les involutions de Frégier, voir Partie III,
Chapitre 3, §3. Rappelons simplement que 'involution de point de Frégier
p ¢ I agit sur I' en associant a a le second point d’intersection de (ap) et
I'. On note cette involution s,. Rappelons que les points p,a et s,(a) sont
alignés.

Si p est extérieur, la polaire de p, est la droite D qui joint les points de
contact des tangentes a I issues de p. Cette droite coupe K, donc définit une
droite de K qui est fixe par s,. En effet, les points de contact des tangentes
le sont, de sorte que D est stable, et comme la droite (ap) l'est aussi, a est
fixe. L’involution s, est donc la réflexion par rapport a D.

Si maintenant on prend une droite D de K, de pole p, les perpendiculaires
a D sont les droites invariantes par s,, donc les droites passant par p. On
voit que 'orthogonalité est bien dans la donnée de I', mais on constate avec
dépit que le modele n’est pas conforme ...

13. Le lecteur trouvera aisément plusieurs arguments pour refuser I’orthogonalité au sens
euclidien ordinaire.
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Des similitudes ?

Dans le plan euclidien, conserver 'orthogonalité n’est pas ’apanage des
isométries, mais des similitudes, et en particulier des homothéties, qui sont
des transformations affines qui non seulement laissent stable D, mais la
fixent. Ici, ces transformations n’existent pas !4 et c’est une grande différence
avec le cas euclidien (adieu Thales ...) : si une transformation A fixe I' c’est
I'identité. En effet, si m est un point de K et si on trace deux droites passant
par m, elles coupent chacune I' en deux points, qui sont sont fixes par h,
donc les droites sont stables et m est fixe.

Une distance ?

L’absence d’homothéties peut faire penser que, non seulement ’orthogo-
nalité, mais aussi la distance est contenue dans la donnée de I'. En termes
du programme d’Erlangen, il s’agit de trouver un invariant de la transitivité
sur les couples de points (a,b). Or, la droite (ab) coupe I' en deux points
u, v et le birapport [a, b, u,v] est un tel invariant. En ce sens c¢’est une dis-
tance. Les traditionalistes ne le trouveront sans doute pas a leur gout, car
il ne vérifie pas les propriétés usuelles des distances : I'inégalité triangulaire,
sa variante égalité dans le cas aligné, etc. On note tout de méme qu’il est
positif. De plus, le birapport n’est certes pas additif pour trois points a, b, ¢
alignés, mais il est multiplicatif : [a, b, u,v] = [a, ¢, u,v] X [e,b,u,v]. (C’est
évident en l'écrivant!) Pour avoir une fonction additive il suffit de prendre
le logarithme du birapport 1°. Cette fois plus d’objections; on vérifie méme
que les droites sont des géodésiques pour cette distance.

Quand on a une distance, on a tout ce qu’il faut pour faire de la géométrie 1°.
Il est facile de voir que ce modele n’est ni isométrique, ni conforme, mais il
est tout de méme tres efficace. Le lecteur patientera jusqu’au Chapitre 2 pour
la construction de modeles conformes, voire isométriques.

14. L’existence de similitudes était I’axiome rajouté par Wallis. Gauss était conscient de
leur inexistence, il dit (lettre & Schumacher, 1831) : Dans la géométrie non euclidienne il
n’y a jamais, dans les figures, de similitude sans égalité.

15. Ou plutot la valeur absolue du logarithme, car ce nombre doit étre indépendant
de lordre de a,b ou de u,v et les permuter passe a l'inverse, donc a 'opposé pour le
logarithme.

16. Pour avoir des angles il y a au moins deux voies élémentaires : soit on les définit a
partir des longueurs (en prenant la longueur sur le cercle unité), soit on les définit & partir
de I'angle droit par division par 2 puis par 4, etc.
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Le contenu de cette partie

L’entrée choisie ici !” dans les géométries non euclidiennes consiste & partir
d’un plan projectif P(F) muni d’une forme quadratique non dégénérée ¢ (le
cas dégénéré, qui correspond a la géométrie euclidienne, sera étudié dans la
partie suivante). On a choisi, dans la mesure du possible, de mener de front
I’étude des deux cas : ¢ anisotrope (géométrie elliptique) et ¢ de Lorentz
(géométrie hyperbolique).

Le chapitre 1 plante le décor, avec quelques innovations, dont l'usage
des points “extérieurs” dans le cas hyperbolique, 'objectif étant de pouvoir
utiliser pleinement la dualité. Les modeles des géométries non euclidiennes,
évoqués ci-dessus, sont étudiés au chapitre 2. Le chapitre 3 permet, sur
I’exemple des droites remarquables du triangle, de vérifier 'intérét du cadre
choisi et des choix effectués. Les trois chapitres suivants tournent autour de
la transitivité, dans le cas général (Ch. 4), puis dans le cas réel (Ch. 5,6). Ils
permettent d’introduire les invariants : longueur, angle, spin. L’objectif de
ces chapitres est le calcul de quotients sous 'action du groupe PO(q) (notam-
ment celui de 'espace des triangles). La question est évidemment liée aux cas
d’isométrie des triangles. Le chapitre 7 traite des cercles et de leurs avatars
(équidistantes, horicycles) et le chapitre 8 des invariants orientés (vecteurs,
angles, aires). On verra que I’absence de sous-groupe distingué dans PO(q)
rend ces notions moins commodes que dans le cas euclidien. Enfin, le chapitre
9 revient sur les invariants en prouvant les deux théoremes fondamentaux :
on les connait tous, ainsi que leurs relations.

Cette partie contient de nombreuses figures, réalisées avec le logiciel Ca-
bri. Ces figures utilisent toutes des macros dues a Yves Martin, voir [Mar03].
C’est déja un grand apport, mais 'influence d’Yves sur cette partie va bien
au-dela des figures.

17. Ce choix a été justifié ci-dessus dans le cas hyperbolique.
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Chapitre 1

Présentation des géométries
non euclidiennes

Ce chapitre constitue le point de départ de l’étude des géométries non
euclidiennes. Apres avoir décrit le cadre (vectoriel et projectif comme nous
nous en sommes expliqué dans la préface) dans lequel nous nous plagons,
nous définissons les premiers objets géométriques : points, droites, triangles.
Attention, les choix opérés ici ne sont pas les choix habituels (au moins dans
le cas de la géomélrie hyperbolique). Nous nous en expliquons plus loin.

Dans cette partie, notre point de vue consiste a traiter ensemble les géomé-
tries elliptique et hyperbolique, sur un corps quelconque. En effet, nous pen-
sons que leurs points communs sont beaucoup plus nombreuz que leurs différen-
ces et qu’en revanche elles sont radicalement différentes de la géométrie eu-
clidienne. Dans notre approche, la raison qui motive cette opinion est que la
forme quadratique qui définit la géométrie est non dégénérée dans les deux
cas hyperbolique et elliptique, alors qu’elle est dégénérée dans le cas eucli-
dien. En particulier, dans les cas non euclidiens on bénéficie d’une polarité
(du moins si l’on consent a ne pas oublier les points extérieurs!) et l’on verra
qu’on tient la un outil extraordinaire. Cette similitude entre ces deuz cas n’est
pas toujours apparente dans la littérature pour deux raisons :
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— d’abord la plupart des auteurs ne considerent, dans le cas hyperbolique,
que la moitié des points et perdent ainsi tout ce qui se rapporte a la polarité,

— ensuite, [’entrée par le probléme des paralléles, qui correspond auz
racines historiques de la question, introduit entre les deux géométries une
différence qui disparait si on les pense toutes deuxr comme des géométries
projectives.

En tous cas, nous tenterons de discuter, a propos de la plupart des no-
tions évoquées ici, des ressemblances et des différences des géométries non
euclidiennes entre elles et avec la géométrie euclidienne.

1.1 Le cadre

1.1.1 Les données

Dans toute cette partie, on considere un corps k de caractéristique différen-
te de 2, un espace vectoriel £ de dimension 3 sur k, le plan projectif P(FE)
associé et on se donne une forme quadratique ¢ non dégénérée sur E (et
I'on note ¢ sa forme polaire). Une telle forme vérifie 'une des conditions
suivantes :

1) ¢ est anisotrope, c’est-a-dire qu’il n’y a pas de vecteur isotrope pour
q : cas elliptique,

2) q est équivalente a un scalaire pres a la forme de Lorentz (c’est-a-dire
la forme 2% + y* — ?) : cas hyperbolique.

On renvoie au chapitre 1, Partie III, pour les généralités sur les formes
quadratiques. Rappelons qu’une forme quadratique ¢ définit une conique g
qui n’est autre que ¢ identifiée a ses multiples non nuls Ag. Une telle conique
a un ensemble de zéros I' = V(g) qui est I'ensemble des points T de P(E)
vérifiant ¢(x) = 0 (cette annulation ne dépend ni du représentant de g, ni de
celui de 7). Dans le cas elliptique I' est vide, dans le cas hyperbolique c’est
une conique propre non vide telle qu’on les a étudiées dans la partie III.

1.1.1 Remarques.

1) Le cas d'une forme dégénérée sera traité dans la partie V. Il correspond
aux géométries euclidiennes.

2) On vérifie facilement que toute forme non dégénérée est bien de I'un des
deux types ci-dessus, voir [Per96]. En particulier, une forme non dégénérée
qui admet des vecteurs isotropes est équivalente a la forme de Lorentz a un
scalaire pres. Notons que, si k est fini ou algébriquement clos, il n'y a que
des formes du type Lorentz.
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1.1.2 Remarque. Comme on s’intéresse au comportement de ¢ sur 'espace
projectif, on peut remplacer ¢ par \qg. Cela signifie que, dans le cas hyper-
bolique, on peut supposer que la forme ¢, dans une base convenable, est
exactement la forme de Lorentz 2% 4 y? — t? (et ce sur n'importe quel corps).
Son discriminant est donc égal & —1 dans k*/k*2.

Dans le cas elliptique, si le corps de base est R, on peut supposer ¢ =
2? + y* + t* & équivalence pres (le cas elliptique réel). Attention si le corps
de base est Q (par exemple) les choses sont plus compliquées. Par exemple,
les formes 22 + y2 + t? et 2% + y? + 7t? ne sont pas équivalentes a un scalaire
pres, voir 1.5.1. On peut toutefois préciser le discriminant de ¢. En effet,
sur les discriminants on a la relation A(Aq) = MA(q). Quitte a remplacer
q par A(q) g on peut donc supposer que le discriminant de la forme est un
carré (donc est égal & 1 dans k*/k*?, puisque le discriminant n’est défini que
modulo les carrés).

1.1.3 Convention. Dans toute la suite on supposera toujours que q est
équivalente a la forme de Lorentz dans le cas hyperbolique (donc est de dis-
criminant —1 modulo les carrés)! et que q est de discriminant 1 dans le cas
anisotrope.

1.1.4 Remarque. Si a,b sont des points de P(E), les quantités ¢(a) et ¢(a, b)
n’ont pas de sens a priori puisqu’elles ne sont définies que pour des vecteurs
et qu’elles dépendent des représentants de a et b dans E. Toutefois, on se
permettra d’utiliser ces notations dans les cas suivants :

e lorsqu’il s’agit de dire si ces quantités sont nulles ou non, on parlera ainsi
de points de P(FE) isotropes pour parler des points de I', et d’orthogonalité
pour signifier qu’on a ¢(a,b) = 0, voir ci-dessous,

e lorsqu’il s’agit de parler du signe de g(a) sur R ou, plus généralement,
lorsque g(a) est vu dans k*/k*?,

e lorsque ces quantités interviennent dans des fractions rationnelles avec
méme degré en numérateur et en dénominateur, qui ne dépendent que des
p(a,b)*
q(a)q(b)

points, comme par exemple Uinvariant I(a, b) =

Un mot sur les carrés

1.1.5 Remarque. Dans de nombreux énoncés de cette partie on va voir ap-
paraitre le groupe k*/k*?, avec des conditions du genre “g(a) = q(b) dans

1. Une autre possibilité est de prendre la forme —22 — y? + ¢2 dont le discriminant est
égal & 1. Le choix ci-dessus permet que les angles & lorigine (0,0, 1) soient les mémes que
dans le plan affine muni de la forme z? + 2, voir 5.5.14.
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k*/k*?”. Disons un mot de ce groupe. D’abord, c’est un groupe abélien, donc
un Z-module (en posant n.z = z™) et, comme tous ses éléments sont d’ordre
2, c’est méme un Fs-espace vectoriel. De plus, il est intimement lié a la struc-
ture “arithmétique” du corps. Dans certains cas il peut étre tres simple. Le
pire (le mieux?) est le cas d'un corps algébriquement clos ou il est réduit
a l’élément neutre. Un autre cas tres important est le cas du corps des
réels ol le groupe k*/k*? est égal a {+1,—1} de sorte que ’égalité dans
ce groupe est juste une égalité de signe. Dans le cadre de la géométrie
hyperbolique, ot 'on aura souvent des conditions du genre ¢(a) = ¢(b) dans
k*/k*?, cela signifiera seulement que a et b sont tous deux & l'intérieur ou
tous deux a l'extérieur de la conique I'. D’une certaine facon, un cas tres
proche de celui-1a est celui d'un corps fini ol le groupe k*/k*? est aussi de
cardinal 2, voir[Ser70]. A I’opposé de ces cas tres simples se situe le cas d'un
corps comme celui des rationnels?. Dans ce cas, le groupe k*/k*? n’est pas
de type fini. En effet, le théoreme de décomposition des entiers en produit de
facteurs premiers montre que I’ensemble des nombres premiers est une base

de Q*/Q*? sur Fy.

Rappel : la relation fondamentale

Le résultat suivant a essentiellement été vu Partie III 77?7 :

1.1.6 Proposition. 1) Soient a, b, ¢ trois vecteurs de E écrits dans une base
B et notons [a, b, c] leur déterminant dans cette base. On a l'identité :

AB(Q)[% b, C]2 = Q(G)Q(b)Q(C) + 230<b7 c)<p(c, CL)QO(CL, b)
—q(a)p(b, c)” — q(b)(c,a)* — q(c)p(a, b)*.
2) Trois points a,b,c de P(E) sont alignés si et seulement si ils vérifient :
q(a)q(b)q(c)+2¢(b, )p(c, a)p(a, b)—q(a)p(b, ) —q(b)p(c, a)*~q(c)p(a, b)* = 0

(avec l'abus de langage évoqué ci-dessus).

1.1.2 Dualité, orthogonalité, conjugaison

Rappelons qu’on a défini, Partie III, 7?7 et 77, les notions de conjugués,
poles et polaires par rapport a la conique g associée a la forme quadratique ¢ :
si a, b sont des points de P(F), ils sont dits conjugués s'ils vérifient ¢(a, b) = 0

2. Un autre exemple intéressant est celui du corps p-adique Q,. On montre (voir [Ser70],
Ch. II, corollaires du th. 3), que le groupe k*/k*? est de dimension 2 sur Fy pour p impair
et de dimension 3 pour p = 2.
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(avec I'abus de langage vu en 1.1.4). Cela signifie que leurs représentants sont
orthogonaux et utilisera aussi souvent ce mot pour a et b. La polaire de a est
la droite at, image du plan vectoriel orthogonal & la droite vectorielle (a).

1.1.7 Remarque. Encore une précision sur les abus de langage. Nous n’utili-
serons les mots “conjugués”, “poles” et “polaires” qu’en référence aux points
et aux droites de I'espace projectif (et donc pas dans le cadre vectoriel #). En
revanche nous nous permettrons parfois d’utiliser parfois le mot “orthogonal”
(normalement réservé au cas vectoriel) dans le cadre projectif.

Comme ¢ est non dégénérée, 'application linéaire © : £ — E* qui a y
associe ¢, avec ¢, (r) = @(x,y), est un isomorphisme qui nous permettra
parfois d’identifier F et son dual. Cet isomorphisme permet aussi de définir
la forme duale ¢* sur E*, voir Partie III, ??7. Les données de ¢ et ¢* sont
équivalentes.

Notons que si & est un représentant de a, o, est une équation de a*. Cela
nous donne une maniere linéaire d’associer a un point sa polaire (ou a une
droite son pdle).

Par ailleurs, on a vu (voir Partie I, chapitre 1 ??) qu'un point de P(E*)
s’identifie a une droite de P(F), via son équation. A cause de l'identification
de E et E**, un point a de P(F) s’identifie aussi a une droite a* de P(E*),
précisément, a* est ’ensemble des droites passant par a et on a aussi une
notion d’orthogonalité entre points et droites de P(E*), via ¢*.

Les formules données Partie II1, 77 : g(z) = ¢* () et p(x,y) = ©* (ps, @y)
ont la traduction suivante :

1.1.8 Proposition. On utilise l'abus de langage évoqué en 1.1.4. Soient
a,b € P(E) et A, B leurs polaires. On a q(a) = ¢*(A) et q(b) = ¢*(B) dans
k*/k*% ; p(a,b) est nul si et seulement si ¢*(A, B) est nul.

La proposition suivante montre que les deux notions d’orthogonalité sont
compatibles :

1.1.9 Proposition. Soient a € P(E) et A € P(E*). Alors, les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1) A=at,
2) a = A*, (tous deuz au sens de la forme q sur E),
3) A= (a*)*,

4) a* = AL, (tous deux au sens de la forme ¢* sur E*).

Démonstration. L’équivalence de 1) et 2) vient de Partie III ??. Montrons
par exemple 1) = 3). Soit B € a*, il s’agit de montrer qu’on a ¢*(A, B) = 0.

3. Le lecteur qui nous prendrait en défaut sur ce point aurait gagné une sucette.
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Posons b = B, ou, ce qui revient au méme, B = b*. En vertu de 1.1.8 il
suffit de montrer ¢(a,b) = 0. Mais dire que B est dans a* signifie qu’on a
a € B, donc a est bien orthogonal a b.

1.2 Le produit vectoriel

La notion de produit vectoriel est la traduction, dans le cas ot 1’on dispose
d’une forme quadratique, de celle de produit extérieur que nous avons vue
au Chapitre 1 de la Partie II. Cette notion est tres voisine de celle de produit
vectoriel ordinaire d'un espace euclidien de dimension 3. Cependant, le fait
de travailler dans le plan projectif et de disposer d’une forme non dégénérée
va permettre d'interpréter le produit vectoriel de deux points du plan comme
un point du plan et c’est 1a un gain essentiel 4.

1.2.1 Définition

On a vu Partie II, Chapitre 1 que, pour se donner un produit extérieur,
il suffit de se donner une base de E., ou simplement une forme trilinéaire
alternée non nulle. Dans le cas présent, nous supposerons donnée une base
B de E (pas nécessairement orthogonale). La donnée de la base B définit
une forme trilinéaire alternée non nulle : d(z,y,z) = detg(x,y, z). Soient
x,y deux vecteurs de E. On a défini la forme linéaire = A y par la formule
(xAy)(2) = d(z,y, 2), et cela fournit une application linéaire A : Ex E — E*.
On compose cette application avec I'isomorphisme ! : E* — E et on note
x Ay (on remarquera la différence typographique) I'image de I’élément x Ay
de E*. On a alors la proposition suivante :

1.2.1 Proposition.

1) On a detg(z,y,2) = ¢(x Ay, z), pour tous x,y,z dans E. L’application
A E X E — E est bilinéaire alternée et surjective.

2) Le vecteur a Nb est orthogonal a a et b et, si a et b sont indépendants, il
constitue une base de (a,b)*.

3) St on remplace la base B par B' on a x N'y = (detp B)(x Ay),

4) On a, pour a,b,c € E, lidentité de Jacobi :

aN(bAc)+bA(cAa)+cA(aAb)=0.

Démonstration. La premiere assertion vient des définitions et de Partie II,
?7 et la seconde en résulte aussitot (car a A b est non nul).

4. Un grand merci a Georges Lion pour m’avoir communiqué ses notes sur la question.
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On a vu, voir Partie II 7?7, que dans le changement de base B — B’ on
avait Ay = (detp B)(z A y) et la formule de l'assertion 3) résulte de la
linéarité de @ 1.

Pour prouver Jacobi, posons J(a,b,c) = aA(bAc)+bA (cAa)+cA(aND).
L’application J est trilinéaire alternée de E® dans E. Si £ = (ey, eq,€3) est
une base orthogonale de E, on a, par un calcul standard sur les applications
multilinéaires alternées, J(a, b, c) = detg(a, b, c)J (e, ea, e3). 11 suffit donc de
prouver que J(ey, es, e3) est nul. C’est une conséquence immédiate de 2).

1.2.2 Remarques.

1) Soient @ et b deux points de P(E). Comme I'application A est bilinéaire,
I'image de a A b dans P(FE) est indépendante du choix des représentants a et
b de @ et b. Elle est aussi indépendante du choix de la base B. On a donc une
fagon bilinéaire canonique d’associer a deux points a,b de P(E) le pole de
la droite qui les joint que 1'on peut noter, avec I’abus de langage habituel,
a NbD.

2) Si on a deux droites de P(F), d’équations A, B, la droite définie par
D = A A B vérifie p*(A,D) = [A,A,B] = 0 et ¢*(B,D) = [B,A,B] = 0.
C’est la perpendiculaire commune a A et B, voir ci-dessous 1.3.14.

3) Si b, ¢ sont deux points distincts de P(E), le point u = aA (bAc) est le point
d’intersection de la polaire de a et de la droite (bc). En effet, u est orthogonal
a a, donc sur la polaire de a, et orthogonal a b A c. Mais ce dernier point est
le pole de (bc), donc u est sur (be). Dans P(E*), la droite AA (B AC) est la
droite orthogonale a A et passant par le point d’intersection de B et C, c’est
une hauteur du triangle dont les cotés sont A, B, C, voir 3.2.8 ci-dessous.

1.2.2 Quelques formules
Valeurs de ¢ et ¢ sur les produits vectoriels

1.2.3 Proposition. On a les formules suivantes, pour a,b,c,d € E :

1) A(q)q(a Ab) = q(a)q(b) — v(a,b)? ot Alq) est le discriminant de q dans
la base B,

2) Alg)pla Ab,a Ac) = q(a)p(b, ) — ¢(a, b)p(a, c),

3) Alg)pla ANb,c Ad) = p(a,c)p(b,d) — (a, d)p(b, c).

4) q(aNb) = q*(aADb), p(a Nb,c Nd) = p*(a ANb,c A d).

Démonstration. 1) Supposons d’abord que les vecteurs a, b, a A b constituent
une base B’ de E et posons d = detg(B’). On a, en vertu de 1.2.1.1 :

q(a Ab) = dgt(a, b,a Ab) = .
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Pour calculer § on utilise les discriminants de ¢ sur B et B’. On a Ap/(q) =
6?Ap(q) = 6*A(g). Mais, comme a A b est orthogonal au plan (a,b), on a
Ap(q) = A(ql(ap) X gla Ab) = (q(a)q(b) — ¢(a,b)*)g(a Ab). On en déduit la
formule annoncée.

Comme la formule est polynomiale, le principe de prolongement des iden-
tités algébriques (voir Partie IT ?77) montre qu’elle est vraie en général. (Le
lecteur sceptique la prouvera sans peine par un calcul direct.)

2) Le résultat s’obtient a partir de la relation précédente et de la formule :

[a(z +y) — q(z) — q(v)].

DN | —

o(r,y) =

3) Grace au principe de prolongement des identités algébriques on peut
supposer que a, b, ¢ forment une base. On écrit alors d = Aa + ub + vc et
on calcule les deux membres de 1’égalité par linéarité grace aux formules
précédentes. Dans les deux cas on trouve :

—Aq(a)p(b, ) + Ap(a, b)p(a, ) + pq(b)p(a, ¢) — pe(a, b)e(b, c).

Enfin les relations 4) viennent des formules ¢(x) = ¢*(p.) et o(x,y) =
©* (s, @y), ot l'on a posé ¢, = p(z), voir Partie IIT 77.

1.2.4 Remarque. On notera que les valeurs de g(a Ab) et de p(a Ab,a Ac)
ne dépendent du choix de la base que par I'intermédiaire du discriminant de
la forme q. Avec la convention 1.1.3, cela nous permet de préciser les valeurs
de q et ¢ sur les produits vectoriels :

— dans le cas elliptique, on peut supposer A(g) = 1 et on a g(a Ab) =
Q<a>Q<b) - (p(a, b>2 et <p(a Ab,a A C) = Q<a)§0(b7 C) - QO(CL, b)90<a7 C),

— dans le cas hyperbolique, on peut supposer A(q) = —1 et on a g(aAb) =

p(a,b)* — q(a)q(b) et p(a Ab,a Ac) = p(a,b)pla, c) — q(a)p(b, o).

Calcul dans une base orthogonale

La proposition suivante est immédiate :

1.2.5 Proposition. On suppose la base ey, e, €3 orthogonale et on pose c; =
q(e;). Soient x ety des vecteurs de coordonnées x; et y;. Les coordonnées de
x Ay dans la base (e;) sont les suivantes :

1 1 1
—(22y3 — 1’33/2)> —(353?/1 - xlyS)a —(fl’lyQ - l’zyl)-
a1 Qg a3

En particulier, si la base est orthonormée, les coordonnées de x Ay sont les
memes que celles du produit extérieur x Ay dans la base duale.
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Le double produit vectoriel

Nous aurons besoin d'une formule de double produit vectoriel :
1.2.6 Lemme. Soient a, b, c,d quatre vecteurs de E. On a la formule :
A(Q)((aAb) A(cAd)) =[a,c,d)b—[b,c,d]a.

Démonstration. Cela résulte essentiellement de Partie II, 7?7. On vérifie d’abord
que la formule ne dépend pas du choix de la base (cela résulte de Partie IT 77,
de 1.2.1 et de Partie III ??), de sorte qu'on peut supposer la base B = (e;)
orthogonale. Alors les coordonnées du produit vectoriel aAb sur la base des e;
sont égales a celles du produit extérieur a Ab sur celle des e} a des coefficients
1/q(e;) pres (voir 1.2.5). On en déduit la formule annoncée en tenant compte
du fait que A(q) est le produit des ¢(e;).

Le jeu des deux bases

En utilisant le fait que a A b est un concomitant (voir Partie IT ??) sous
GL(E), on vérifie immédiatement que Iapplication (a,b) — a Ab est un
concomitant pour le groupe O(q). Vu le résultat de Partie II 77, il en résulte
que les coordonnées du produit vectoriel aAb sur une base qui lui est liée vont
étre des invariants sous O(q). C’est ce qu’explicite le théoreme suivant, dont
une lecture attentive fournit de nombreux résultats de géométrie élémentaire,

voir 3.5.3 :

1.2.7 Théoreme. Soit a,b,c une base de E et soit a*,b*,c* la base duale
dans E*. On considere les produits extérieurs bAc, cAa, aNb et les produits
vectoriels bAc, c Na et a Nb.

1) On a la formule b A\ ¢ = [a,b, cla* et les formules analogues obtenues en
permutant circulairement a, b, c.

2) Les formes bAc, c Na, a Nb (resp. les produits vectoriels b Ac, ¢ Aa et
a Ab) forment une base de E* (resp. de E).

3) On a les formules de changement de base :

[a,b,da = ga)(b Ac) + p(a,b)(c Aa) + (e, a)(a Ab),
et les formules analogues obtenues en permutant circulairement a, b, c;
[a,b,c](bAc)=qbAc)a+ p(bAc,eNa)b+ p(a Ab,bAc)c,

et les formules analogues obtenues en permutant circulairement a, b, c.
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1.2.8 Remarque. Vu les formules de 1.2.3, les coefficients de b A ¢ s’écrivent
au moyen des invariants [a, b, |, ¢(a), ¢(a,b), etc. dont on verra, voir 9.1.1,
que ce sont les seuls invariants pour O(q).

Démonstration. 1) On calcule la forme linéaire b A ¢ définie par (b A ¢)(x) =
b, ¢, z]. Avec cette formule, on voit que b A ¢ est nulle sur b et ¢ et qu'on a
(bAc)(a) = [a, b, c], de sorte que bAc est bien la forme [a, b, cJa*. Cela montre
que les trois formes b A ¢, c A a et a A b forment une base de E* donc que les
produits vectoriels b Ac, ¢ Aa et a Ab forment une base de E et on obtient
2).

3) On peut donc a, b, ¢ sur la base des produits vectoriels, par exemple
a = AbAc)+ plc Aa) + v(a AD). Pour calculer les coefficients on évalue
q(a) = ¢(a,a), p(a,b) et p(a,c). On a q(a) = Ap(a,b Ac) (car les autres
vecteurs sont orthogonaux a a) d’ou g(a) = Aa,b,c]. Les autres formules
sont analogues. Autrement dit, la matrice de passage de la base des b A c,
cNa,aNb a celle des a,b,c est le produit par 1/[a, b, ¢] de la matrice de ¢
dans la base a, b, c.

La méthode est la méme pour 'autre formule en écrivant bAc = Aa+ ub+
vc et en résolvant le systeme obtenu a partir des formules ¢(a, bAc) = |a, b, ¢],
w(b,bAc) =p(c,bAc)=0.

1.3 Points et droites

Nous entrons dans le vif du sujet. Attention, par rapport aux textes stan-
dard sur les géométries non euclidiennes, ce livre présente une singularité.
En effet, les points et les droites que nous définissons ici ne vérifient pas
toujours l'axiome de base de la géométrie d’Fuclide : par deux points passe
une droite et une seule. Il nous semble, en effet, qu’il est préférable de renon-
cer a cet axiome dans un premier temps, méme si le poids des traditions s’y
oppose. Cette généralisation ne concerne d’ailleurs que le cas hyperbolique
pour lequel elle revient a ajouter aux points du disque de Klein les points
extérieurs. Dans ce cas, on verra que le surcroit d’efficacité obtenu en uti-
lisant la polarité vaut bien quelques concessions. On verra tout au long des
chapitres suivants qu’on retrouve aisément les résultats usuels en spécialisant
les résultats générauzr aux points et droites hyperboliques.

1.3.1 Quelques explications

Le cadre est toujours le plan projectif P(F) muni d’une forme quadra-
tique ¢. Pour fixer les idées, supposons que le corps de base est le corps des
réels et qu’on est dans le cas hyperbolique usuel, c’est-a-dire que ¢ est la
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forme 2% + y* — t? (le cas elliptique ne pose pas de probleme). Appelons I la
conique V' (q) (le cercle unité si 'on préfere). Dans ce cas, il y a trois sortes
de points (et de droites) qui peuvent, a bon droit, revendiquer cette appel-
lation. 11 y a d’abord les points a de P(E) (tous les points) et les droites
projectives D (toutes les droites). A l'opposé, on sait (et nous y reviendrons)
que dans la géométrie hyperbolique usuelle les points sont seulement ceux
qui sont intérieurs au cercle unité, i.e. vérifient ¢(a) < 0, et que les droites
correspondent aux droites projectives D avec ¢*(D) = q(d) > 0 si d = D+
(les droites “hyperboliques”, celles qui rencontrent I en deux points).

Nous allons considérer, pour notre part, une notion médiane entre ces
deux extrémes : pour nous, les points seront les points a € P(F) non iso-
tropes (i.e. vérifiant g(a) # 0, donc non situés sur I') et les droites les droites
projectives D non isotropes (i.e. les droites non tangentes a I' ou encore
telles que d = D soit non isotrope).

Ce choix inhabituel mérite une justification. Répétons d’abord qu’il ne
concerne que le cas hyperbolique : dans le cas elliptique les trois choix
coincident (il n’y a pas ni vecteurs ni droites isotropes et ¢ est toujours
> 0). Ensuite, expliquons le rejet de chacune des autres solutions :

1) Nous avons rejeté les points et droites isotropes pour une raison géomé-
trique simple : ils ne sont pas axes ou centres de symétries orthogonales.
Cela les disqualifie pour étre des médiatrices, bissectrices (pour les droites)
ou milieux (pour les points). Cela étant, ils joueront tout de méme un role
non négligeable (par exemple, les points isotropes sont ce qu’on appelle les
“bouts” en géométrie hyperbolique classique).

2) Nous avons préféré élargir le cas hyperbolique usuel pour plusieurs
raisons. Bien entendu, il y a un prix a payer qui est de commettre un crime
de lese-Euclide, puisque 'axiome fondateur de la géométrie d’Euclide et des
autres : par deux points passe une droite et une seule n’est plus toujours vrai,
mais que le lecteur se rassure, il est toujours possible de revenir au cadre
hyperbolique familier ®, voir 2.4.3.

Les raisons de notre choix sont de deux ordres.

D’abord, le cas usuel ne s’applique guere que lorsque le corps est celui des
réels (ou au moins un corps ordonné) et il peut y avoir de la belle géométrie
sur d’autres corps (notamment C ou les corps finis), que nous avons souhaité
développer aussi ici. Ensuite, I'intérét principal de notre choix est de per-
mettre d’utiliser systématiquement la dualité. Cela permet de comprendre

5. En fait, dans cet axiome on peut penser que I'unicité est encore plus importante que
Pexistence et elle sera assurée dans le modele choisi. C’est cet argument qui fait qu’on
n’utilise pas la sphere comme modele de la géométrie elliptique. De plus, comme on est
dans P(F), on a toujours en cas d’urgence une droite — peut-étre isotrope — qui joint deux
points.
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beaucoup mieux un certain nombre de phénomenes : les notions de pinceaux
a la Bachmann, le lien entre médiatrices et bissectrices, les problemes de mi-
lieux, etc. En vérité, toute la présente partie (avec sa traduction dans le cadre
hyperbolique usuel, voir par exemple la section 3.4), n’est qu'un long exemple
de T'usage de cette méthode. Le lecteur verra combien les démonstrations
sont évidentes si ’on prend la peine de considérer, a coté des points vérifiant
g < 0 du plan hyperbolique usuel, ceux des ténebres extérieures, i.e. les
points ¢ > 0. On en aura un premier exemple avec les variantes du théoreme
de Pappus, voir 1.3.18 ci-dessous

1.3.2 Définition

1.3.1 Définition. On appelle point un élément non isotrope de P(E). On
appelle droite un élément non isotrope de P(E*) (que l'on identifie a une
droite de P(E)). Entre ces objets, la notion d’incidence est celle de P(E).

1.3.2 Notations. Nous appellerons (dans cette partie) point et droite (tout
court, ou en précisant non isotropes si besoin est) ceux introduits ci-dessus,
points et droites projectifs ou de P(F) les points et droites généraux du
plan. Dans le cas réel, nous définirons plus loin, voir 2.4.1, le modele de
Klein K = {a € P(F) | ¢(a) <0} et nous appellerons hyperboliques les
points de K et les droites D vérifiant ¢*(D) = q(d) > 0 (avec d = D1).
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FI1GURE 1.1 — Points et droites dans le plan hyperbolique
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1.3.3 Remarques.
1) Dans le cas elliptique, il n’y a pas de restriction sur les points ni sur les
droites. Dans le cas hyperbolique, les points sont tous les points de P(F)
sauf les points de la conique I' définie par ¢ = 0, les droites sont toutes les
droites, sauf les tangentes a I, voir Partie III. Ainsi, dans la figure ci-dessus,
tous les points sont des points en notre sens sauf ¢ et j, mais seuls a, b sont
hyperboliques. Toutes les droites sont des droites en notre sens sauf C, les
droites A, D, G, H étant de plus hyperboliques.
2) Comme on l'a dit, avec ces définitions, la relation d’incidence ne vérifie
pas la propriété usuelle de la géométrie d’FEuclide : par deux points passe une
droite (il suffit de prendre deux points non isotropes situés sur une droite
isotrope comme f et h ci-dessus). En revanche, I'unicité est garantie.
3) De l'autre coté, deux droites distinctes se coupent en un unique point a
de P(FE), donc en un unique point en notre sens, sauf si a est isotrope. Dans
ce cas (et dans ce cas seulement %) on dira que les droites sont paralléles
comme D et G ci-dessus. On notera que le postulat d’Euclide est faux avec
cette notion de parallele. En effet, si a est un point (non isotrope) et D une
droite (non isotrope) il y a deux cas possibles :

a) Si D ne coupe pas I' (par exemple si I' est vide comme en elliptique)
il n’y a pas de parallele a D passant par a.

b) Si D coupe I' en deux points ¢, j (rappelons que D n’est pas tangente
al'), il y a deux paralleles & D passant par a : les droites (ai) et (aj) (G et
H sur la figure).

1.3.3 Triangles

Il y a plusieurs notions pertinentes en ce qui concerne les triangles :

1.3.4 Définition.

1) On appelle triangle généralisé (resp. trilatére généralisé) la donnée
de trois points a,b,c € P(E) non alignés (resp. de trois droites A, B,C non
concourantes). Un tel triangle (resp. trilatére) est noté t = abc (resp. T =
ABC'). Les points a,b,c sont les sommets de t et les droites (bc), (ca), (ab)
sont ses cotés. Les droites A, B, C sont les cotés de T et ses sommets sont
(BC),(CA), (AB) (vus comme droites de P(E*), qui correspondent auz points
BNnC,CNAANB de P(E)).

2) On dit qu’un triangle généralisé (resp. un trilatére généralisé) est un tri-
angle (resp. un trilatére) si les points a, b, c sont des points au sens de 1.3.1
(resp. si les droites sont des droites au sens de 1.5.1).

6. Quand on travaillera dans le plan hyperbolique réel on dira parfois “faiblement
parallele” dans le cas de deux droites hyperboliques qui se coupent a 'extérieur de K.
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1.3.5 Commentaire. Dans ce qui suit, 'appellation triangle abc sous-entend
donc toujours deux choses :

e les points a, b, ¢ sont non isotropes,

e ils sont non alignés (et donc a fortiori distincts).

1.3.4 Perpendiculaires

Notons d’abord qu’en vertu de 1.1.8 les notions que nous venons de définir
sont compatibles avec 'orthogonalité :

1.3.6 Proposition. La polaire d’un point est une droite ; le pole d’une droite
est un point. (Ici les mots point et droite sont a prendre en notre sens, c’est-
a-dire non isotropes.)

Les notions de pole et polaire permettent de définir la notion de droites
perpendiculaires dans notre cadre (voir encore 1.1.8) :

1.3.7 Proposition-Définition. Soient A, B deuz droites (non isotropes) et
a,b leurs poles. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) A et B sont conjuguées pour q*,

2) a et b sont conjugués pour q,

3) le péle de A (resp. de B) est sur B (resp. sur A).

On dit alors que A et B sont perpendiculaires.

1.3.8 Proposition. Deux droites A et B perpendiculaires sont distinctes et
se coupent en un point ¢ (non isotrope). (Autrement dit : deuz perpendicu-
laires ne sont pas paralléles!)

Démonstration. Comme A et B sont conjuguées et non isotropes, elles ne

peuvent étre égales. Soit ¢ le point d’intersection de A et B et a, b leurs poles
(distincts et non isotropes). Supposons ¢ isotrope. Il est alors orthogonal a ¢,

mais aussi a a (puisqu’il est sur la polaire A de a). Cela montre que la droite
L (qui est isotrope) n’est autre que (ac) = B et c’est absurde.

1.3.9 Remarques.

1) La propriété 3) traduit la “réciprocité polaire”, voir Partie I1T ?7?.

2) Soient A et B deux droites se coupant en ¢ et soient a,b leurs pdles.
Alors les droites sont perpendiculaires si et seulement si le triangle abc est
autopolaire.

La notion de triangle rectangle s’exprime simplement en termes de ¢ et
QO
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1.3.10 Proposition-Définition. (Pré-Pythagore) Soit abc un triangle
(au sens de 1.3.4). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) Les droites (ab) et (ac) sont perpendiculaires.
2) On a p(a ANb,aAc) =0.
3) On a la relation q(a)p(b, c) = ¢(a,b)p(a,c).

On dit alors que le triangle abc est rectangle en a.
Démonstration. Le fait que (ab) et (ac) soient perpendiculaires est équivalent
a I'orthogonalité de leurs poles aAb et aAc. On conclut en utilisant la formule
Alg)plaAb,a Ae) = g(a)p(b, ¢) = p(a,b)p(a, ¢).
1.3.11 Proposition. Soient a un point et D une droite. On suppose que

a n’est pas le pole de D. Alors, il existe une unique droite passant par a et
perpendiculaire a D.

Démonstration. C'est la droite (ad) ot d = D*.

1.3.12 Remarque. La restriction sur le pole est essentielle. Si a est le pole de
D toute droite passant par a est perpendiculaire a D et il n’y a plus unicité.
Ce défaut d’unicité a pour conséquence que deux droites perpendiculaires a
une méme troisieme peuvent se couper (et ne sont donc pas nécessairement
paralleles). C’est notamment le cas en géométrie elliptique. C’est cela qui fait
que la démonstration euclidienne de ’existence d’une parallele a une droite
passant par un point est en défaut (on utilise une double perpendiculaire).

La remarque suivante est évidente, mais fondamentale, car elle ramene
tous les problemes de concours a des problemes d’alignement, et réciproquement :

1.3.13 Proposition. Trois points a, b, c sont alignés si et seulement si leurs
polaires sont concourantes.

Démonstration. Cela résulte de Partie III ?? (Papplication a — ¢, est
linéaire donc I'application point-polaire est une homographie).

Cette remarque utilise fondamentalement le fait que q est non dégénérée.
Il n’y a rien de tel sinon (notamment en euclidien). C’est ce qui justifie que
nous traitions séparément le cas euclidien d’une part et les cas elliptique et
hyperbolique d’autre part.

Perpendiculaires communes

1.3.14 Proposition-Définition. Soient A, B deux droites distinctes se cou-
pant en un point ¢ non isotrope. Il existe une unique droite D qui est per-
pendiculaire a la fois a A et B, c’est la polaire de c¢. On l'appelle la per-
pendiculaire commune a A et B. Si a et b sont les poles de A et B on a
D = (ab).
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Démonstration. La droite D est nécessairement la polaire de c¢. C’est une
droite (non isotrope) si et seulement si ¢ est non isotrope. Par ailleurs, comme
D doit contenir les poles a et b de A et B, c’est nécessairement la droite (ab).

1.3.15 Remarques.

1) Si les droites distinctes A et B se coupent en un point ¢ isotrope (i.e.
sont paralleles), le point ¢ est orthogonal aux poles a et b. Si D est une
perpendiculaire commune a A et B ce doit étre la droite (ab) qui n’est autre
que ¢, donc isotrope. Dans ce cas, il n’y a donc pas de perpendiculaire
commune.

2) Une équation de la perpendiculaire commune a A et B est A A B, voir
1.2.2.2.

La notion de perpendiculaire commune est essentielle en géométrie non
euclidienne. On notera que la situation est exactement [inverse de la géométrie
euclidienne ot deux droite sécantes n’ont pas de perpendiculaire commune,
tandis que deux droites paralléles en ont une infinité (voir Partie V, tout
vient du fait que la droite de linfini est dans le noyau de ¢* en euclidien).

Ou sont passés les rectangles ?

Une illustration de la remarque précédente est le fait que I'une des confi-
gurations les plus familieres de la géométrie euclidienne n’existe pas dans le
cas des géométries non dégénérées :

1.3.16 Proposition. On suppose q non dégénérée. Il n’existe pas de rectan-
gle dans P(E), c’est-a-dire quatre droites distinctes, A, B,C, D avec A et B
perpendiculaires a C' et D.

Démonstration. En effet, en vertu de 1.3.14 et 1.3.15, il y a au plus une
perpendiculaire commune a deux droites distinctes.

Application hyperbolique, ou comment fabriquer des théorémes

Examinons le plan hyperbolique usuel (k = R, ¢ = 2> + y* — t?) et le
modele de Klein K qui consiste (voir 1.3.2) & ne considérer comme points que
ceux qui sont intérieurs au cercle unité I' (¢(a) < 0) et comme droites (hyper-
boliques) que celles qui coupent I'. Dans ce cas, deux droites hyperboliques
ne se coupent pas toujours dans K, elles peuvent se couper sur I' (droites pa-
ralleles) ou a 'extérieur de I'. Dans nombre de questions, notamment celle du
concours des droites remarquables du triangle, la perpendiculaire commune
a deux droites va apparaitre comme un ersatz de point commun lorsque les
droites se coupent a ’extérieur, en vertu du lemme suivant :
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1.3.17 Lemme. Deuz droites hyperboliques distinctes D, D" se coupent a
Uextérieur de I' si et seulement si elles admettent une perpendiculaire com-
mune qui est une droite hyperbolique.

Démonstration. En effet si a est I'intersection de D et D’ et A sa polaire, A
est perpendiculaire & D et D', et elle est hyperbolique si et seulement si on
a q(a) = q*(A) > 0, donc si a est extérieur.

Ce lemme permet des traductions hyperboliques de résultats projectifs.
Prenons ’exemple du théoreme de Pappus, avec une position particuliere, le
lecteur pourra en écrire autant qu’il le souhaite :

1.3.18 Proposition. (Variante de Pappus) Soient D, D’ deux droites
hyperboliques et soient a,b,c (resp. a’,b',c') des points distincts de D (resp.
D') tous situés dans K. Supposons par exemple que les droites (bc') et (b'c)
(resp. (ac’) et (d'c)) se coupent en u € K (resp. v € K), mais que les droites
(ab') et (a'b) se coupent en un point w extérieur a K, de sorte que la polaire
W de w est la perpendiculaire commune a (ab’) et (a’'b). Alors, la droite (uv)
est perpendiculaire a W .

Démonstration. En effet, en vertu du théoreme de Pappus ordinaire, la droite
(uv) passe par le point d’intersection w des droites (ab’) et (a'b), donc est
perpendiculaire a W. La figure ci-dessous est réalisée dans le modele du
disque de Poincaré, voir chapitre 2.

FIGURE 1.2 — Une variante de Pappus

1.3.19 Remarque. Attention, deux droites qui se coupent a l'extérieur de I
ne sont pas paralleles au sens de 1.3.3.3. Il y a cependant une sorte de “pa-
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rallélisme & trois” : trois droites seront dites pacoiches” si elles admettent
une perpendiculaire commune (cela signifie qu’elles concourent en dehors de
K). Dans le cas présent, (ab’), (a'b) et (uv) sont donc pacoiches. Quand on
sera plus savant on parlera de pinceau, voir 3.4.13.

1.4 Isométries

Dans ce paragraphe nous rappelons quelques résultats sur les isométries,
dont certains ont été vus dans la partie précédente. Un point fondamental est
l’étude des involutions et de leurs composées. Ces notions seront constam-
ment utilisées dans la suite.

1.4.1 Isométries et homographies

Rappelons qu’on appelle PO(q) le sous-groupe du groupe PGL(E) des
homographies de P(F) qui sont dans I'image du groupe orthogonal O(q). Les
éléments de ce groupe sont donc les homographies w ot u € GL(FE) vérifie
g o u = u. Rappelons pour mémoire, voir Partie III 7?7 et 77 et Partie I 77 :

1.4.1 Proposition. Soit u € PO(q). On a les propriétés suivantes :
1) w conserve l'alignement,
2) u laisse stable I' = V(q),

3) w conserve l'orthogonalité (ou la conjugaison) par rapport a q.

1.4.2 Remarques.

1) Lorsque ¢ est anisotrope la conique I est vide et le point 2) est sans objet.
Lorsque la forme est de Lorentz, la conique I' associée est non vide et les
éléments de PO(q) sont exactement les homographies qui laissent stables I'
(voir Partie III 77).

2) Si @ est dans PO(q) il est I'image de u € O(g), mais aussi de —u € O™ (q).
On en déduit que le groupe PO(q) est isomorphe & OT(q) (voir Partie III
loc. cit.; la démonstration donnée vaut aussi dans le cas anisotrope).

3) Lorsqu'une homographie % envoie un point @ en b, on a u(a) = Ab pour
un certain A # 0. On a donc g(a) = Nq(b) donc q(a) = q(b) dans k*/k*2.
Conformément a 1.1.4, on écrira cette relation non seulement avec les vec-
teurs, mais avec les points.

1.4.3 Remarque. Rappelons aussi (voir Partie III ??) que le groupe PO(q)
est isomorphe au groupe PGL(2,k) des homographies d’une droite projec-
tive. En particulier, comme groupe algébrique (ou comme variété), il est de

7. Ce mot est issu du patois picard et son origine reste mystérieuse.
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dimension ® 3 (les matrices 2 x 2 sont de dimension 4 et on passe au quotient
par le groupe des homothéties isomorphe a k* qui est de dimension 1).

1.4.2 Involutions

Nous avons montré dans la partie III, voir 77, que les involutions de
PO(q) sont les images des involutions de O(q) (la preuve vaut aussi dans
le cas anisotrope) et ce sont donc les images des réflexions (qui sont dans
O~(q)) et des renversements® (qui sont dans O*(q)).

1.4.4 Définition. Si D est une droite de P(E), non tangente a I', image
d’un plan vectoriel non isotrope D de E, on note tp I’homographie image de
la réflexion de plan D et on Uappelle symétrie axiale (ou réflexion) d’aze
D. Sid est un point de P(FE), non situé sur I', image d’une droite vectorielle
d non 1sotrope de E, on note o4 I’homographie image du renversement d’axe
d et on l’appelle symétrie centrale, de centre ou point de Frégier d.

En vérité, en géométrie non euclidienne (au moins si I'on utilise les points
et droites en notre sens), les symétries axiales et centrales sont une seule et
méme chose :

1.4.5 Proposition-Définition. Toute involution de PO(q) est a la fois une
symétrie aziale et une symétrie centrale correspondant a une droite D et a un
point d, non isotropes, de P(E). Précisément, on a Tp = 04 si et seulement
si D est la polaire de d. Une involution admet donc a la fois un axe D et
un point de Frégier d. Les points fixes sous Tp = o4 sont le point d et les
points de D. Les droites stables par Tp = o4 sont D et les droites passant
par d. Si m n’est pas un point five et si m' est son image, la droite (mm')
est perpendiculaire a D et passe par d.

1.4.6 Remarques.

1) Cette définition est ce qui justifie la définition 1.3.1, les points d et les
droites D en notre sens étant ceux pour lesquels les symétries existent, qu’on
les considere comme centrales o, ou axiales 7p.

2) Les involutions engendrent PO(q) (précisément, tout élément est produit
d’au plus deux involutions, voir ci-dessous).

3) Le fait que les involutions, telles Janus, aient deux visages, celui des

8. On retrouve ce résultat en notant que GL(E) est de dimension 9 et que I'espace des
formes quadratiques est de dimension 6.

9. Rappelons qu’une réflexion (resp. un renversement) est une involution dont I’espace
propre relatif & la valeur propre —1 est de dimension 1 (resp. 2), voir [Per96].
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symétries axiales, celui des symétries centrales, n’est qu’une des multiples ma-
nifestations de la polarité. On verra au chapitre 3 qu’il est riche de conséquences.

4) Voir l'exercice 1.5.6 pour la construction de I'image d’un point par une
réflexion dans le cas hyperbolique.

Attention, dans le cas hyperbolique, sur le corps des réels, la plupart
des auteurs distinguent les symétries centrales o, celles dont le point de
Frégier est un point hyperbolique, i.e. un point de K, et les symétries axiales
Tp, celles dont le point de Frégier est un point extérieur et dont la droite,
au contraire, est hyperbolique (c’est-a-dire rencontre K). Nous retrouverons
une justification algébrique de cette dichotomie en 1.4.14 ci-dessous.

1.4.3 Décomposition en produit d’involutions : le théo-
reme de Cartan-Dieudonné

Rappelons I’'énoncé du théoreme vectoriel dans le cas qui nous intéresse :

1.4.7 Théoréme. (Cartan-Dieudonné) Soit u € O(q) une isométrie vec-
torielle. Siu est dans O (q) elle est produit de 0 ou 2 réflexions et elle admet
alors la valeur propre 1. Si u est dans O~ (q) elle est produit d’une ou trois
réflexions et admet la valeur propre —1.

Démonstration. Voir [Per96]. Pour la derniere assertion il suffit de considérer
—u qui est dans O™ (q).

1.4.8 Remarque. Si on considere w € PO(q), on peut toujours, quitte a chan-
ger u en —u, supposer que u est dans O1(q). On voit que tous les éléments de
PO(q) proviennent d’isométries admettant la valeur propre 1. Cette situation
sera exploitée au paragraphe suivant.

On en déduit la variante projective (voir aussi Partie III 7?7 et exercice
?7?7)

1.4.9 Proposition.

1) Tout élément g de PO(q) s’écrit (de maniére non unique) comme produit
de deuz 1nvolutions g = 0,0p.

2) Tout élément de PO(q) admet (au moins) une droite stable et un point
fize (éventuellement isotropes).

3) Soient a,b deur points non isotropes, A et B leurs polaires, o, = T4 et
o, = T les involutions associées. Les conditions suivantes sont équivalen-
tes :
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i) Le produit 0,0, = TAoTp est une involution,

ii) o, et o, sont distincts et commutent,

iii) a et b sont orthogonauz,

iv) les droites A et B sont perpendiculaires.

Dans ce cas on a 0,0, = 0. = 7¢ ot C' est la droite (ab) et ¢ son pdle.

Démonstration. 1) C’est le théoreme de Cartan-Dieudonné, complété avec
I'écriture de 'identité (comme carré de o,,) et celle d'une involution o, comme
op0. OU a, b, ¢ est une base orthogonale (un triangle autopolaire).

2) On écrit g = 0,0,. Si g n’est pas l'identité, on a a # b et il est clair
que (ab) est stable par g, donc que son pole est fixe.

3) L’équivalence de i) et i7) est un fait algébrique général et évident et celle
de 7ii) et iv) résulte de la polarité. Le fait que iii) implique 7) (et I'assertion
supplémentaire) se voient en considérant le pole de (ab) (on notera que si a
et b sont orthogonaux, la droite (ab) n’est pas isotrope). Pour ii) = ii), le
mieux est d’écrire o, = 0,040, . Le principe de conjugaison montre que cela
signifie o,(b) = b et la conclusion s’ensuit.

1.4.10 Remarques.

1) La décomposition d'une isométrie en produit de deux involutions n’est pas
unique. Nous reviendrons sur cette question en 1.5.11, 3.3.8 et 4.3.14.

2) La proposition précédente explique a quelle condition le produit de deux
involutions en est une. Le produit de trois involutions est étudié ci-dessous.

1.4.4 Le lemme des trois involutions

Le résultat suivant, qui est le point fondamental de I'approche de Bach-
mann, voir [Bac59], explique quand un produit de trois involutions est encore
une involution :

1.4.11 Théoréme. Soient o,, 0y, 0. trois involutions de PO(q), de points
de Frégier a,b,c € P(E). Le produit f = 0,040, est une involution si et
seulement si a, b, ¢ sont alignés. Si A, B, C' sont les polaires de a, b, c il revient
au méme de dire que A, B,C sont concourantes dans P(E). On a alors f =
04 = Tp ou d est aligné avec a,b,c et ou D passe par le point de concours de

A, B,C.

1.4.12 Remarques.

1) On voit que deux propriétés géométriques fondamentales s’expriment en
termes de composées d’involutions : 'orthogonalité, voir 1.4.9 et l'aligne-
ment, voir 1.4.11. Cette constatation est le point de départ de I'approche de
Bachmann, cf. [Bach9].
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2) En géométrique euclidienne, le méme résultat vaut pour les réflexions :
la composée de trois réflexions 74, 7p, 7Tc en est une si et seulement si les
droites A, B, C sont concourantes ou paralleles (on le voit aussitot en notant
que la transformation 7475 = TpT¢ est une rotation ou une translation). En
revanche, le résultat est totalement faux dans le cas des symétries centrales :
le produit de trois symétries centrales est toujours une symétrie centrale
(car 'application vectorielle associée a une telle symétrie est —Id).

Démonstration. On donne ici une preuve algébrique, pour une preuve géomé-
trique utilisant le théoreme de Desargues sur les pinceaux de coniques, voir
1.5.7. L’assertion est exactement équivalente au lemme suivant, qui n’est pas
tout a fait évident :

1.4.13 Lemme. Soient o, 0y, 0. € O(q) trois réflexions vectorielles de vec-
teurs propres a,b,c € E relatifs a la valeur propre —1. Le produit g = 0,040,
est une réflexion si et seulement si a, b, c sont coplanaires.

Démonstration. (du lemme) On peut supposer que les vecteurs a, b, ¢ ne sont
pas deux a deux colinéaires, sinon le résultat est évident.

Supposons a, b, ¢ coplanaires dans le plan P et soit d orthogonal a P.
C’est un vecteur fixe de g.

Si le plan P est non isotrope, ¢’ = g|p est une réflexion de P (c¢’est Cartan-
Dieudonné en dimension 2, voir [Per96] ou ci-dessous Partie V 7?7 : ¢’ est a
priori produit d’au plus deux réflexions, mais comme on a det ¢’ = det g = —1
il n’y en a qu'une). Il en résulte que g est une réflexion.

Si le plan P est de rang 1 (il ne peut étre totalement isotrope car la
forme ¢ est non dégénérée), le noyau de ¢|p est (d) qui est fixe par g et
g’. Comme detg = —1, lautre valeur propre de ¢’ est —1 et ¢’ est donc
diagonalisable, donc g a un vecteur propre e relatif a —1 (non isotrope car d
est I'unique droite isotrope de P). On considere alors le plan H = e+ qui est
non isotrope. En restriction a H, g admet la valeur propre 1 double. Mais
alors, c’est l'identité de H (voir [Per96] ou Partie V, ?77). Il en résulte que g
est une réflexion.

Réciproquement, si o est une réflexion o4, on a 0,0, = 040, et si e est
orthogonal a a,b et f a c,d, alors e et f sont colinéaires (sinon 0,0, admet
le plan (e, f) de points fixes et c’est I'identité, voir ci-dessous 1.4.22). Mais

alors a, b, ¢, d sont dans le plan et.
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1.4.5 Le cas de la forme de Lorentz : commutateurs et
involutions directes

Dans ce paragraphe, on suppose que g est une forme de Lorentz '° avec
A(q) = —1, selon la convention 1.1.3. On rappelle qu’on note 2(q) le groupe
des commutateurs de O"(q). Comme —Id est une isométrie négative, ce
groupe est isomorphe a son image P$(q) dans PO(q). Les résultats de la
partie III se traduisent ainsi :

1.4.14 Proposition. Soit o une involution de point de Frégier d. Alors, o
est dans Q(q) si et seulement si on a q(d) = —1 dans k*/k**. Dans le cas
k=R, cela signifie que d est dans K.

Démonstration. C’est Partie III 7?7 et ?77.

1.4.15 Remarque. On voit que, dans le cas de R, il y a tout de méme une
différence entre les symétries selon que leur point de Frégier est intérieur
(dans ce cas, g4 est ce que 'on appelle couramment une symétrie centrale)
ou extérieur (dans ce cas, on préfere écrire o, sous la forme 7p et parler de
symétrie axiale, par rapport a une droite hyperbolique). En revanche, il n'y
a rien de tel sur les autres corps et notamment sur C.

1.4.16 Corollaire. On suppose k = R. Les éléments de Q2(q) sont produits
de deux symétries “de méme nature”, c’est-a-dire ayant toutes deux leurs
points de Frégier a lintérieur, ou toutes deux a l'extérieur, ceux de O (q) —
Q(q) sont les produits “mixtes”, avec un point intérieur et un extérieur. Les
symétries “axiales”, c’est-a-dire celles dont le point de Frégier est extérieur,
engendrent PO(q).

Démonstration. Le dernier point vient du fait qu’une symétrie “centrale”
o, (i.e. & point de Frégier intérieur) est produit de deux symétries axiales,
comme on le voit en prenant une base orthogonale a, b, c.

1.4.6 Les involutions dans les géométries euclidienne
et non euclidiennes
Comme promis dans l'introduction, nous discutons ici des points com-

muns et des différences des diverses géométries sur le chapitre des involu-
tions.

10. La structure du groupe Q(q) et du quotient O%(q)/Q(q) est beaucoup plus com-
pliquée dans le cas anisotrope, sauf si k est le corps des réels, voir [Dieudonné] IT §12.
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En géométrie euclidienne plane

Rappelons qu'’il y a deux sortes d’involutions, les réflexions (ou symétries
axiales) Tp et les symétries centrales o,. Les réflexions sont des isométries in-
directes, elles admettent une droite de points fixes, elles engendrent le groupe
des symétries tout entier et sont transitives sur les points et les droites. Les
symétries centrales sont directes, elles admettent un unique point fixe, elles
engendrent le sous-groupe distingué G formé des symétries centrales et des
translations, elles sont transitives sur les points, mais pas sur les droites
(elles échangent seulement les droites paralleles). Les deux types de symétries
forment deux classes de conjugaison distinctes. Toute symétrie centrale est
produit de deux réflexions d’axes perpendiculaires. On a le théoreme de Bach-
mann pour les réflexions : un produit de trois réflexions en est une autre si
et seulement si les axes sont concourants ou paralleles, mais pas pour les
symétries centrales, voir 1.4.12.2.

Le cas elliptique

Inutile de chercher des similitudes avec la géométrie euclidienne dans ce
cas : il n'y en a guere!!. En particulier les involutions sont a la fois des
réflexions et des symétries centrales, puisqu’elles ont a la fois une droite de
points fixes D et un autre point fixe d (le pole de D). Dans le cas réel il
y a une seule classe de conjugaison de symétries, il n'y a pas de notion de
transformation directe ou indirecte, nous verrons plus loin que les symétries
sont a la fois transitives sur les points et les droites et qu’elles engendrent
tout le groupe PO(q).

Le cas d’un corps quelconque

La encore les choses sont tres différentes '2. Par exemple, sur C il n'y a
qu'une seule classe d’involutions, transitives sur les points et les droites, qui
engendrent le groupe tout entier. Au contraire sur des corps de nombres il
y a beaucoup de classes de conjugaison distinctes et beaucoup d’orbites de
points et de droites.

11. Cela pourrait confirmer le mot de Jacqueline Lelong-Ferrand qui, sur la base des
cinq axiomes fondamentaux d’Euclide, considere que la géométrie hyperbolique est & 80%
euclidienne, contre 60 % seulement & la géométrie elliptique.

12. Mais c’est aussi le cas des géométries “euclidiennes” sur un corps autre que le corps
des réels, si toutefois il en existe, voir par exemple le cas de Q, cf. [Die70] IT 12 ou [Per96]
VI Exercice 6.4.
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Le cas hyperbolique réel

C’est la qu’on peut trouver le plus de ressemblances avec la géométrie
euclidienne, mais aussi quelques différences fondamentales. Pour cela, il faut
toutefois utiliser le vocabulaire usuel, réservant le nom de points aux points
de K et celui de droites aux droites qui coupent K, ce que nous avons appelé
les points et les droites hyperboliques.

Dans ce cas, on a bien deux types de symétries, les réflexions (ou symétries
axiales) 7p (avec D hyperbolique, c¢’est-a-dire d extérieur) et les symétries
centrales o, (avec d € K). Comme dans le cas euclidien, elles forment deux
classes de conjugaison distinctes, admettent respectivement une droite et un
point fixe (hyperboliques!®) et on a une notion de positivité : si on appelle
isométries positives celles de 2(q), les réflexions sont négatives et les symétries
centrales positives. On a vu que les réflexions engendrent PO(q) et on verra
plus loin que les réflexions et les symétries centrales sont transitives sur les
points et les réflexions sur les droites. Enfin, on a encore le fait que le produit
de deux réflexions d’axes perpendiculaires est une symétrie centrale.

Il y a toutefois deux différences essentielles, d’ailleurs étroitement liées.
La premiere concerne le sous-groupe GG engendré par les symétries centrales.
Dans le cas hyperbolique, on a vu (cf. 1.4.16) que c’est le groupe €2(q). Par
rapport au cas euclidien c’est un groupe beaucoup plus gros. En effet, le
groupe Is(X) des isométries du plan euclidien est un groupe algébrique de
dimension 3 et le sous-groupe G engendré par les symétries centrales est
seulement de dimension 2 (il contient le groupe des translations comme sous-
groupe d’indice 2, ou encore, le quotient 1s(X)/G est le groupe des angles de
droites R/7mZ qui est de dimension 1). Dans le cas hyperbolique, le groupe
Q(q) est de dimension 3 comme PO(q) (et le quotient est réduit a +1).
On montre d’ailleurs que le groupe PO(q) est “presque” simple (c’est-a-dire
que le groupe €2(q) lest), tandis qu’en euclidien on a un gros sous-groupe
distingué, d’une importance capitale : le groupe des translations.

L’autre différence essentielle concerne la transitivité de G sur les droites.
Dans le cas hyperbolique, on montre qu’il n’y a pas de symétrie centrale !4
qui échange deux droites concourantes et pas non plus deux droites paralleles
“au sens fort” (i.e. se coupant sur I'). En revanche, comme en euclidien, il y a
une telle symétrie qui échange deux droites faiblement paralleles (c’est-a-dire
qui ne se coupent ni dans K, ni sur I'). La différence avec le cas euclidien
c’est que cette symétrie est unique. L’explication de ce phénomene est encore
a chercher dans les dimensions. Dans le cas euclidien, le groupe G, qui est

13. Rappelons que si ’on considere aussi les points extérieurs les involutions ont toutes
a la fois une droite fixe et un point fixe non situé sur cette droite.
14. Voir au chapitre 3 la notion de point bissecteur.
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de dimension 2, opere sur I'ensemble des droites (de dimension 2 aussi) avec
des orbites qui sont les droites de direction donnée (de dimension 1), donc
avec un stabilisateur de dimension 1. Cela montre que pour aller de Dy a D,
paralleles il y a une famille de dimension 1 de transformations (les produits
de 'une d’elles par le stabilisateur de Ds).

En hyperbolique, en revanche, les orbites, i.e. les droites A faiblement
paralleles & une droite D, forment une famille de dimension 2 (si D coupe I'
enaetbet Aen a, [ lecouple (o, ) décrit les produits de deux copies de
chacun des arcs ab). Le stabilisateur est donc de dimension 0, en fait réduit
a l'identité, et c’est ce qui explique qu’il n’y a qu'une symétrie centrale qui
passe de D a A.

Cette remarque a des conséquences géométriques capitales. En effet, I'exis-
tence de multiples symétries centrales échangeant deux paralleles euclidiennes
(avec un centre sur chaque sécante) est ce qui assure notamment les propriétés
angulaires des paralleles (angles alternes-internes, etc.) et 'on sait que c’est
cette propriété qui permet de montrer le résultat sur la somme des angles
d’un triangle, ou le théoreme de I’angle inscrit, et bien d’autres. Il n’y a
rien de tel en hyperbolique, avec de nombreuses conséquences, dont la plus
importante est peut-étre que, faute des outils majeurs que sont les angles
alternes-internes, les angles inscrits, la somme des angles d'un triangle, etc.
les cas d’isométrie perdent une partie de leur efficacité dans le plan hyper-
bolique. Nous reviendrons sur ce point au chapitre 6.

1.4.7 Le groupe des isométries fixant un point ou sta-
bilisant une droite

Nous avons vu ci-dessus que tout élément w de PO(q) est l'image d’une
isométrie u admettant la valeur propre 1 (voir 1.4.8) donc fixant, non seule-
ment un point a de P(FE), mais méme un vecteur a de E. Nous allons ex-
ploiter ce fait pour ramener 'étude des isométries de P(E) au cas de la
dimension vectorielle 2. 1l faut distinguer deuz cas selon que a est isotrope
ou non. Les groupes étudiés ci-dessous joueront un role essentiel au chapitre

8.

Le cas d’un point non isotrope

1.4.17 Notation. Soit a un point non isotrope de P(F) et soit A sa polaire.
On note G, le sous-groupe de PO(q) des isométries qui fixent a :

Go={g € PO(q) | g(a) = a}.
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On notera que ce groupe est égal au groupe G4 des g qui laissent stable la
polaire A. Il contient I'involution o, = 74, de point de Frégier a qui est aussi
la symétrie d’axe A.

Soit @ € E un représentant de a et Ale plan vectoriel d’image A. On a
donc A = at. Pour alléger les notations, la restriction de la forme ¢ au plan
A sera notée q|4.

On considere le sous-groupe G; de O(q) :

Ga=1{9€0(q) | g(a) =a}.

On définit aussi G = G4 N O (q). Il est clair que 'homomorphisme 7 :
O(q) — PO(q) envoie G; dans G,. En fait, on a la proposition suivante :

1.4.18 Proposition. L’homomorphisme w : G5 — G, est un isomorphisme.
Ces groupes sont isomorphes au groupe O(q|a).

Démonstration. Comme les éléments de G fixent a, la seule homothétie de
ce groupe est I'identité, de sorte que 7 est injectif. Si g est dans G, il provient
d’une isométrie g qui laisse stable la droite vectorielle (@). Comme a est non
isotrope, on a donc g(a) = +a par conservation de g. Quitte & changer g en
son opposé on peut supposer qu’il fixe a. Cela montre la surjectivité de .

Si g est dans Gg, il laisse stable A et I’homomorphisme de restriction
Ga — O(q|a) est un isomorphisme. On a donc G ~ G, ~ O(q|a).

1.4.19 Notation. On note G (resp. G ) I'image de G/ (resp. G ) par 7.
On a G} ~ 0% (q|a).

1.4.20 Remarque. Attention, il y a une petite difficulté ici. On a vu que
PO(q) est aussi égal & PO™(q). En effet, comme —Id est négative, on peut
toujours remplacer u € O(q) par —u sans changer l'image uw € PO(q). En
revanche, G, n’est pas I'image de G (groupe des isométries positives de Gj).
En effet, dans ce dernier groupe on a imposé u(a) = @, de sorte qu’'on n’a
plus la possibilité de multiplier par —Id en cas de besoin. En particulier, si
on pense aux involutions de G, = G, il y en a deux sortes : les réflexions
qui, sur A, ont pour valeurs propres 1 et —1 et sont dans G et l'unique
renversement (donc élément de G}') qui fixe @ et vaut —Id en restriction a A
Les premieres sont des involutions de point de Frégier ¢ € A, la seconde est
I'involution o, de point de Frégier a. On notera que si on regarde I'involution
7 de point de Frégier ¢ € A comme un élément de G, comme a est propre
pour la valeur propre 1, la droite ¢ est la droite propre relative a —1.
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Etude des groupes G, et G

On reprend les notations ci-dessus. Le résultat suivant, qui se situe au
niveau vectoriel, est bien connu (voir par exemple [Per96]) :

1.4.21 Proposition. Soit @ un vecteur non isotrope de E.

1) Les éléments du groupe G, = Gz — G+ sont des réflevions de vecteur
x €A

2) Les éléments du groupe G} sont produits de deuz réflexions de vecteurs
T,y € g, ["'un des vecteurs pouvant étre choisi arbitrairement.

3) Si u est dans G¥ et 7 dans G, on a Tut™t = u~t. Le groupe G est
produit semi-direct de G par {1,—1}, Uopération de —1 correspondant au
passage a linverse

4) Le groupe G est commutatif.

5) Soitu € G} et soit x € A. On suppose u(z) = z (resp. u(z) = —z). Alors
u est lidentité (resp. le renversement' de droite (a)).

On notera que le point 5 vaut méme si le vecteur x est isotrope (car alors
le plan A est hyperbolique, 'autre droite isotrope est propre aussi et c’est
aussi pour la valeur propre 1 (resp. —1) car u est de déterminant 1).

Le résultat suivant

nous sera utile :
1.4.22 Corollaire. Soit u € O"(q). On suppose que u admet un plan (vec-
toriel) P de points fizes. Alors u est lidentité.

Démonstration. Soient e € P un vecteur non isotrope et H = e*. Le plan non
isotrope H est stable par u. Soit u' = u|y, on a v’ € O (q|y). L'intersection
H N P est de dimension 1, de sorte que u' admet un vecteur fixe. Il en résulte
que v’ est I'identité, voir 1.4.21.5, donc aussi u.

Le corollaire suivant ne fait que traduire 1.4.21 en projectif :

1.4.23 Corollaire. Les éléments de G, = G, — G} sont des involutions
dont le point de Frégier est dans A (ou dont l’aze passe par a). Les éléments
de G} sont produits de deuzx involutions de points de Frégier dans A, l'une
d’elles étant arbitraire. Si u est dans G et 7 dans G, on a Tur™! = u™!,
Le groupe G} est commutatif. La seule involution contenue dans G} est o,.
Le groupe G, est produit semi-direct de GF par {1,—1}, Uopération de —1
correspondant au passage a l'inverse.

15. Rappelons que cela signifie qu’on a u(a) = a et u|; = —Id3.
16. Qui est évident lorsque le plan est non isotrope.
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Démonstration. Notons seulement que lassertion sur les involutions de G
vient du point 5) de 1.4.21.

Le résultat suivant précise les points fixes non isotropes dans le cas de
G. 1l sera complété en 1.4.31.

1.4.24 Proposition. Un élément g de G n’a pas de point fize non isotrope
distinct de a dans P(E) sauf dans deux cas :

1) si g est lidentité,

2) si g =0, =Ta est linvolution de point de Frégier a, auquel cas ses points
fixes sont a et les points de A.

Démonstration. Soit u € OT(q) se projetant sur g. Si x est un vecteur non
isotrope dont I'image est un point fixe de g distinct de a, on a u(z) = +=z.
Si le signe est +, le sous-espace propre relatif a la valeur propre 1 est de
dimension > 2 et on conclut par 1.4.22. Sinon, on écrit z = Aa + y avec
y € A, la relation u(x) = —z impose A = 0, on a donc u(y) = —y et on
conclut par 1.4.21.5.

Rappelons enfin que la structure de G est bien connue (et partant, celle
de G aussi), voir [Per96].

1.4.25 Proposition.
1) Si qla est hyperbolique, le groupe G est isomorphe a k*. Ses éléments
sont appelés transformations hyperboliques d’axe A.
2) Si qla est anisotrope, le groupe G est isomorphe a Uy (groupe des
éléments de norme 1 dans une extension quadratique de k). Ses éléments
sont appelés rotations de centre a.

Dans les deux cas l'image de o, = 74 dans k* ou Uy est égale a —1.

Démonstration. On renvoie a [Per96] Ch. VIII 6.2 et 6.4 pour des détails.
1) Supposons |4 hyperbolique. On choisit une base de E obtenue en
complétant a par une base hyperbolique de A. La matrice d’'un élément de

1 0 0
GT est alors de la forme ¢(A) = | 0 A 0 | avec A € k*. L’isomorphisme
00 1/A

de k* sur G est donné par A — t(\).
2) Si la forme g|4 est anisotrope, elle est équivalente a 2% + ay?, ot —«
n’est pas un carré de k. Si I’on complete alors a par une base orthogonale de

1 0 0
A\, la matrice d’'un élément de G est de la forme p(x,y) = |0 =z —y |,
0y =

avec 22 4+ ay? = 1. L’isomorphisme cherché associe a ’élément = + v/—ay de
Uy, la matrice p(z,y).
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1.4.26 Remarques.

1) On notera que le groupe G, n’est pas commutatif, voir [Per96] (sauf si g|a
est hyperbolique et si k est le corps F3!).

2) Dans le cas hyperbolique réel G contient le sous-groupe formé des ma-
trices t(A) avec A € R™. On notera G} ce sous-groupe et ses éléments
seront appelés translations, voir chapitre 8.

3) Dans le cas anisotrope réel, on peut supposer a = 1, x = cosf et y = sin 6
avec 0 € [0, 27|. La matrice de I’élément p(x,y) = p(f) est celle d’une rotation
au sens usuel.

Le cas d’un point fixe isotrope

Il faut étre plus soigneux dans ce cas. La forme ¢ est alors hyperbolique
et on suppose que c’est exactement la forme de Lorentz X2 + Y? — T2,

Soit g € PO(q). On suppose que g n’est pas une involution et que g
ne releve pas de I'un des cas étudiés au paragraphe précédent. On sait que
g provient d’une isométrie vectorielle positive u admettant la valeur propre
1. On va donc s’intéresser ici au cas ou les vecteurs propres relatifs a cette
valeur propre sont tous isotropes.

1.4.27 Proposition. Soit u € O1(q) une isométrie positive (admettant donc
la valeur propre 1). On suppose que le sous-espace propre relatif a 1 est to-
talement isotrope.

0 01
Alors, il existe une base (e, €2, e3) dans laquelle la matrice deq est | 0 1 0
1 00
I A —=)%/2
et celle dew est UN)= [0 1 —A\ avec \ € k*.
00 1

Démonstration. On note déja que u ne peut étre une involution (car les sous-
espaces propres des involutions sont non isotropes, voir Partie ITI 77).

Comme la forme ¢ est de rang 3, le sous-espace propre relatif a 1 est
nécessairement une droite vectorielle dont on note e; une base. Comme e;
est isotrope, son orthogonal est un plan P sur lequel ¢ est de rang 1. Par
ailleurs, voir [Per96], il existe un vecteur isotrope ez tel que H = (e, e3)
soit un plan hyperbolique, de base hyperbolique eq, e3. Cela signifie que e3
est isotrope et qu’on a @(ey,e3) = 1. L’orthogonal de H est une droite non
isotrope dont on note e; une base. Comme le discriminant de ¢ est égal a —1
modulo les carrés, on peut supposer, quitte a multiplier e; par un scalaire,
qu'on a g(ez) = 1. On a alors la matrice annoncée pour q.
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Comme e; est propre, le plan P = (e;)* = (ey, ey) est stable par u. La
deuxieme valeur propre de u|p est nécessairement égale a 1. En effet, sinon
w aurait un vecteur propre e, dans P différent de e; donc non isotrope (le
plan P n’a pas d’autre droite isotrope que (e1)) et la valeur propre associée
serait —1 par conservation de g. Mais alors, u en restriction & (e5)* serait
une isométrie négative, donc une involution (voir 1.4.23), donc u serait une
involution.

On a alors u(ey) = e+ Aey avec A # 0. La derniere valeur propre de u est
encore égale a 1 (a cause du déterminant) et on a u(es) = ez + pes + ve;. En
écrivant que (e, e3) est conservé on trouve p = —\. En écrivant que ¢(e3)
est conservé on trouve 2v = —u? d’ou le résultat.

1.4.28 Proposition-Définition. Soit g€ PO(q) une isométrie, image d’une
isométrie vectorielle u € OV (q). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) L’isométrie vectorielle u est du type étudié en 1.4.27.

2) On aTru=3 etu#ldg.

3) L’isométrie u n’est pas lidentité et admet la valeur propre 1 triple.

4) Le sous-espace propre de u relatif a la valeur propre 1 est une droite
vectorielle isotrope.

4’°) L’isométrie g admet un unique point fize ¢, qui est isotrope.

5) L’isométrie g est produit de deux involutions g = 0,0, = TaTp avec
A = at et B = bt les droites A et B se coupent en un point isotrope c
orthogonal a a et b.

On dit alors que g est un déplacement parallele de centre c. C’est un
élément de Q(q). L’ensemble des déplacements paralléles de centre le point
isotrope ¢ (augmenté de l'identité) est un sous-groupe abélien de PO(q), iso-
morphe a (k,4), qui sera noté G}.

Démonstration. 1l est clair que 1) implique 2). Pour montrer que 2) implique
3), on note que le polynoéme caractéristique det(u — XIdg) est de la forme
P(X) = —-X3+TruX?+aX + 1 (car on a detu = 1). Comme u admet
la valeur propre 1, on a & = —Tru. On voit que si la trace vaut 3 on a
P(X) = —(X —1)3, donc la valeur propre 1 triple.

Montrons que 3) implique 4) (ou 4’) qui en est une variante projective).
On sait que le sous-espace propre relatif a 1 est de dimension 1 en vertu
de 1.4.22. S’il était engendré par un vecteur a non isotrope, I'orthogonal a*
serait stable par u, et comme u|,. admet encore la valeur propre 1, il aurait
un vecteur propre dans ce sous-espace, ce qui contredit le fait que l’espace
propre est de dimension 1.

Le fait que 4) implique 1) c’est 1.4.27.

Il est clair que 47) implique 5). En effet, on sait que g est produit de deux
involutions 7475 et l'intersection de A est B étant fixe est isotrope. Il reste
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a montrer la réciproque. Notons déja que g = 0,0, n’est pas une involution
(si ¢’était le cas, en vertu de 1.4.9, les points a, b seraient orthogonaux et la
droite (ab) ne serait pas isotrope). On raisonne par 1’absurde en supposant
que g admette un point fixe d # ¢. On peut supposer d anisotrope (s'il est
isotrope, le pole de la droite (cd) est fixe et anisotrope). On sait alors (voir
1.4.23) qu'on a g = o.0 ou d est le pole de (ef). On a donc 0,0, = 0c07y,
soit 0,0,05 = 0. Le théoreme de Bachmann 1.4.11 montre que f est sur (ab)
et on voit de méme que e est sur cette droite. On a donc (ab) = (ef) donc
¢ = d en passant aux poles et c’est absurde.

Montrons que g est dans Q(q). Comme on a U(\) = U(A/2)?, g est un
carré, g = h? et en écrivant h = 0,03, on voit que g = 0,04,0,0, = 0,040, o,
est un commutateur.

Enfin, la derniere assertion se voit sur les matrices ou avec [Per96] Exercice

VIII 6.2.

1.4.29 Remarques. 1) Attention, pour un point ¢ isotrope, le sous-groupe G
n’est pas le sous-groupe des isométries qui fixent le point ¢ (il y a d’autres
isométries qui fixent ¢ avec des valeurs propres A # 1, par exemple les trans-
lations, voir 1.4.26).

2) Si g est un déplacement parallele de centre a on a vu qu’il s’écrit comme
produit de deux réflexions d’axes A, B passant par a. On peut d’ailleurs
choisir arbitrairement A. En effet, si on a ¢ = 7¢7p avec C, D passant par a,
le produit 747¢c7p est une involution en vertu du théoreme de Bachmann.

Le résultat suivant, analogue a 1'une des assertions de 1.4.23, sera utile
au chapitre 8 :

1.4.30 Proposition. Soit g un déplacement parallele de centre ¢, C' la polaire
de ¢ et m un point non isotrope de C. On a 0,90, = g~ .

Démonstration. Grace a 1.4.28 on écrit g = 0,03 avec a, b € C non isotropes.
En vertu du théoréeme de Bachmann 1.4.11, le produit o,0,0,, est une invo-
lution o, avec n € C. On a donc ¢ = 0,0, d’0U 0G0, = Omon = g L.

Bilan sur les points fixes des isométries

Nous reprenons les assertions de 1.4.9 concernant les points fixes en les
précisant :

1.4.31 Théoréeme. Soit u € PO(q). On a l'une des éventualités suivantes :
0) Tous les points de P(E) sont fizes : u est lidentité.

1) 1l y a une droite D (non isotrope) de points fixes et son pdole d : u est
Uinvolution Tp = oy.
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2) 1l y a un point fixze a non isotrope et deuz points fixes b, c isotropes or-
thogonauz a a : u est une transformation hyperbolique d’azxe la polaire de a,
A = (be), distincte de Ta.

3) 1l y a un unique point fize non isotrope a : u est une rotation de centre a,
distincte de o,.

4) 1l y a un unique point fize isotrope a : u est un déplacement paralléle de
centre a.

Démonstration. On vérifie par examen direct de chaque cas que les transfor-
mations énumérées ci-dessus ont les points fixes annoncés.

Réciproquement, on a vu que v admet au moins un point fixe. Si v admet
un point fixe a non isotrope, il est dans G, et on est dans 'un des cas 0),
1), 2) ou 3) en vertu de 1.4.23 et 1.4.25. Si u a deux points fixes isotropes
a et b, la droite (ab) est non isotrope, son pole d est fixe et non isotrope
et on est ramené au cas précédent (on est dans le cas de la transformation
hyperbolique). Enfin, si v n’a qu'un point fixe isotrope, on est dans le cas
d’application de 1.4.28 et on a un déplacement parallele.

1.4.32 Corollaire. Soient a,b deux points distincts de P(E). On note G
le stabilisateur de a et b (c’est-a-dire le sous-groupe de PO(q) fixant a et b).
On a les résultats suivants :

1) On suppose la droite (ab) isotrope (tangente a I').

1.1 Si a,b sont non isotropes on a G, = {Id}.

1.2 Si, disons, a est isotrope (et nécessairement b non isotrope), on a
Gap = G ~k* (voir 1.4.25).

2) On suppose la droite (ab) non isotrope.

2.1 51 a,b sont non isotropes et non orthogonauz on a Gap = {Id, T(ap) }-

2.2 Si.a,b sont non isotropes mais orthogonauz on a Gqp = {1d, T(a), 04, v }-

2.8 Si a est isotrope et b non isotrope (donc non orthogonal a a) on a
Ga,b = {Id, T(ab)}-

2.4 Si a et b sont isotropes et si on note d le pole de (ab) on a Gup =
GT ~k*.
Démonstration. Cela résulte de 1.4.31 par examen des cas.
1.4.33 Corollaire. Soient a,b, ¢ trois points non alignés de P(E). Le sta-
bilisateur Gop. de a,b,c est réduit a l'identité sauf si l'un des points est le
pole de la droite qui joint les deux autres. Si ce point est, disons, a on a

G ={Id, 0.} si b ou c est non isotrope. Si b et ¢ sont isotropes, on a G = G}

(voir 1.4.25).

Démonstration. Cela résulte de 1.4.31 (on notera que a ne peut étre isotrope
car sa polaire (bc) ne contient pas a).
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Un mot sur la classification des isométries

La classification des isométries de P(F) (c’est-a-dire la détermination des
classes de conjugaison du groupe PO(q)) est liée aux propriétés de transitivité
de ce groupe. Elle sera initiée au chapitre 4 (voir 4.2.4) et achevée au chapitre
8.

1.5 Exercices

1.5.1 Quelques remarques sur les formes quadratiques

1.5.1 Ezercice. Equivalence des formes

1) Montrer que les formes % + y? et 22 + 2y* sont équivalentes sur Q
(faire le changement de base €; = e; + eg,€3 = €1 — €3). En déduire que la
forme 22 4+ y? + 22 est équivalente sur Q, & un scalaire pres, a x? + y? + 222,

2) On se propose de montrer que la forme q(x,y, z) = 2% + y? + 72 n’est
pas équivalente sur Q, & un scalaire pres, a r(z,y, 2) = 22 + y? + 2°.

a) Soit m un entier positif. On pose n = 2*m avec @ € N et m impair.
Montrer que si n est de la forme de la forme 22 + y? 4 22 avec z, vy, ~ entiers,
on a'” a impair ou m = 1,3,5 (mod 8). (On se ramenera au cas oul z,y, 2
ne sont pas tous pairs et on examinera les congruences modulo 4 si n est pair
et modulo 8 si n est impair.) On appelle B I'ensemble des entiers vérifiant la
condition de congruence précédente.

b) Si n et s sont des entiers, montrer que ns? est dans B si et seulement
si n est dans B.

c) Montrer que si un rationnel a/b est de la forme z* + y? + 2? avec
x,1y,z € Q le produit ab est dans B.

d) On suppose que la forme q est équivalente a Ar avec A € Q. Montrer
qu’on peut supposer que A est un entier sans facteur carré. Montrer qu’alors
on a nécessairement A = 7 (on utilisera le discriminant).

e) Conclure.

1.5.2 Ezercice. § Exemples de formes anisotropes
L’exercice a pour but de donner des exemples de formes anisotropes
ailleurs que dans le cas standard des corps ordonnés.

1) On suppose que k est le corps des fractions rationnelles F3(¢). Montrer
que la forme X2 4 Y? — tZ? est anisotrope.

2) On suppose que k est le corps Q(i) avec i = —1.

17. On peut montrer que cette condition est suffisante, voir [Ser70]
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a) Montrer que k n’a pas d’ordre compatible avec sa structure de corps
(regarder ).

b) Montrer que la forme quadratique X?+2Y? — 522 est anisotrope. (On
se ramenera a travailler dans 'anneau principal Z[i] et on réduira modulo
5. Le quotient est le produit direct Z[:]/(2 + i) x Z[i]/(2 — ©), isomorphe a
F; x F5.)

1.5.3 Ezercice. Des produits “mixtes”

Soit x € E et f € E* un vecteur et une forme.

1) Montrer qu’on définit deux produits bilinéaires (dits mixtes) Ag : E X
E*— Eet Ap«: EX E*— E*enposant : x Ap f =@(x) A f et © Ap« | =
A @) ).

2) Montrer que ces produits sont nuls si et seulement si x ou f est nul ou
si f est une équation de la polaire de x. Interpréter sinon = Ag f et © Ag« f.

3) Montrer les formules de Jacobi qui mélangent produits “mixtes” et
produits extérieurs, pour a,b,c € E et A, B,C € E* :

aNg(bAc)+bAg(cNa)+cAg(aAd) =0,
(BANC)ANgs A+ (CNA)Ap« B+ (ANB) Ag- C =0.

1.5.4 Remarque. Dans les formules précédentes, (BAC) Ags A est une forme
linéaire qui est telle que la droite associée passe par le point d’intersection
des droites B, C' et soit orthogonale a A. Nous retrouverons cet élément dans
le théoreme de concours des hauteurs d'un triangle.

1.5.2 Involutions

1.5.5 Ezercice. Involutions et trace égale a —1

Soit u € O*(g). On suppose qu’on a Tru = —1. Montrer 18 que u est une
involution. (On montrera que u admet les valeurs propres 1 simple et —1
double, puis qu’elle est diagonalisable. Pour cela, on envisagera différents cas
selon que que les vecteurs propres sont isotropes ou non.)

1.5.6 Ezercice. Construction de I'image d’un point par une symétrie
dans le cas hyperbolique

Soient ¢ une forme de Lorentz, s une symétrie de point de Frégier d
(n’appartenant pas a I' = V(¢)) et d’axe D. Soit a un point de P(FE) distinct
de d et soit b son image par s.

1) Montrer que la droite (ad) est stable par s.

2) Construire le point b & la régle. (Si a est sur I', on se reportera a Partie
IIT ?7. Sinon, on utilise un point ¢ € I" tel que (ai) recoupe I' en j.)

18. Bien d’autres preuves sont possibles.

47



1.5.7 Ezercice. Bachmann par la géométrie
1) Soient a, b, ¢ trois points (non isotropes) distincts alignés sur D. On se
propose de montrer que 0.0,0, est une involution.

a) Montrer que, quitte a faire une extension du corps de base, on peut se
ramener au cas ou la conique I' est non vide et coupe la droite D. Il y a alors
deux cas : soit D coupe I' en deux points distincts ¢, 7, soit D est tangente a
['en q.

b) On suppose D NT = {i,j}. On consideére un point m € T', distinct de
i,7, et les images n = g,(m), p = op(n) et ¢ = o.(p). Montrer que le point
d intersection de D et de (mgq) ne dépend pas de m (considérer I'involution
de D qui échange a,c et i,j; cette involution est fournie par le théoreme
de Desargues appliqué aux points m, n, p, ¢, voir Partie III ??7). En déduire
qu’on a oy = 0.0,0,.

c) Traiter de méme le cas ou D et I' sont tangentes en i en utilisant
I'involution de D qui fixe i et échange a et c¢. (Avec les notations de b), on
montrera qu’on peut choisir m de sorte que ¢ soit distinct de m.)

2) Réciproquement, on suppose qu’'on a 0,0y, = 040, avec a # b et ¢ # d.
Montrer que a, b, ¢, d sont alignés. (On considérera, apres extension éventuelle
du corps de base, le ou les points d’intersection de (ab) et de I'.)

1.5.8 Ezercice. Bachmann variante

Dans cet exercice on travaille dans le plan hyperbolique réel, les réflexions
ont pour axes des droites hyperboliques (i.e. rencontrant K, voir 1.3.2), les
symétries centrales ont pour centres des points de K. Les énoncés qui suivent
sont des traductions de 1.4.11.

1) Montrer que le produit de deux réflexions d’axes Di, Dy et d'une
symétrie de centre a (dans n’importe quel ordre) est une involution si et
seulement si les droites Dy et Dy ne se coupent pas dans K et si leur per-
pendiculaire commune passe par a.

2) Montrer que le produit d’une réflexion d’axe D et de deux symétries de
centres a et b (dans n’importe quel ordre) est une involution si et seulement
si D est perpendiculaire & (ab).

1.5.9 Ezxercice. Soient D, D’ deux droites distinctes non isotropes et m un
point (non isotrope) tel que ,,(D) = D'. Montrer que, si A est perpendicu-
laire & D et D', alors A passe par m.

1.5.10 Ezercice. Soit g une isométrie. On suppose que g fixe trois points a, b, ¢
distincts mais alignés sur une droite D. Montrer que si D n’est pas isotrope
(resp. est isotrope) g est l'identité ou la réflexion 7p (resp. I'identité).
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1.5.11 Ezercice. Le produit de deux symétries
Soient a, b deux vecteurs de F, non isotropes, distincts et tels que la droite
D = (ab) soit non isotrope. On pose § = aAb. Déterminer la matrice de 0,0y
dans la base a,b,d. Montrer en particulier que la trace de o,0, est égale a
p(a,b)”
q(a)q(b)

deux autres points non isotropes de D, montrer que o,0, = 040. implique
I(a,b) = I(c,d) (cf. 4.3.14). Montrer, réciproquement, que I(a,b) = I(c,d)
implique 0,0, = 040, ou 0,0, = 0.04 (utiliser 1.4.25).

— 1 soit, avec les notations du chapitre 4, 4/(a,b) — 1. Si ¢, d sont

1.5.12 FEzercice. Le produit de trois symétries
Soient a, b, ¢ trois vecteurs de F, non isotropes et indépendants. Calculer
la matrice de l'application u = o.040, dans la base a,b,c (on rappelle la

2
formule 0,,(z) = —x + % m). Montrer en particulier la relation :
q(m
2§0(b7 0)90(07 CL)(P(CL, b) — Q(G)Sp(b 0)2 — q(b)(ﬂ(C, a)2 — q(C)QO(CL, b)2’

Tru = 3+4 q(a)qzb)Q(C)

ou encore, avec les notations du chapitre 4 :

Tru =3 +4(25(a,b,¢) — I(b,c) — I(c,a) — I(a,b)) =3+ 4T (a, b, c).
A(q)[a, b, c]?
q(a)q(b)q(c)

On rappelle (voir la preuve de 1.4.28) que le polynéme caractéristique
de u est —X? 4+ TruX? — TruX + 1. Montrer que u est un déplacement
parallele (resp. une involution ) si et seulement si on a T'(a, b, c) = 0, resp.

T(a,b,c) = —1. Si l'on est sur R, u est une transformation hyperbolique si
T(a,b,c) >3 ouT(a,b,c) < —1 et une rotation si —1 < T'(a,b,c) < 3.

Montrer qu’on a T'(a, b, c) = — 1 (utiliser 1.1.6).

1.5.3 Congruence et normalisateurs

1.5.13 FEzercice. Congruence et normalisateur

Soit G un groupe opérant sur un ensemble X et soit H un sous-groupe
de G. On appelle normalisateur de H dans G le plus grand sous-groupe
N = N¢(H) de G dans lequel H est distingué et on a :

N={neG | YVhe Hnhn ' € H }.

Montrer que N permute les orbites de H sur X (autrement dit, N conserve
la relation? de “congruence” sous H : si x et y sont deux éléments de X

19. On peut utiliser Bachmann, ou le retrouver avec 1.5.5.
20. On pensera a “I’égalité” des triangles au sens d’Euclide.
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équivalents sous 'action de H (i.e. dans la méme orbite), il en est de méme
de n.x et n.y avec n € N).

1.5.14 Commentaire. Si 'on pense la géométrie selon le point de vue
du programme d’Erlangen de F. Klein, la donnée fondamentale est celle
d'un groupe opérant sur un ensemble et on peut concevoir des géométries
“emboitées” au sens ou leurs groupes H et G le sont (par exemple la géométrie
d’'une forme quadratique est une sous-géométrie de la géométrie projective
a cause de l'inclusion PO(q) C PGL(FE)). En ce cas, le normalisateur de
H dans G apparait comme le plus grand sous-groupe de G qui respecte la
géométrie de H (au sens ou il conserve la congruence relative a H).

1.5.15 Ezercice. Normalisateur de PO(q) dans PGL(FE)
On reprend les notations de I’exercice précédent.

Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur un espace vectoriel F.
Montrer que le normalisateur de O(q) dans GL(E) est le groupe des simili-
tudes GO(q), voir Partie III ?? ou [Per96] Ch. V (on utilisera les réflexions ;
voir aussi [Per96] V Ex. 7.3). En déduire que le normalisateur de PO(q) dans
le groupe des homographies de E est égal a PO(q) (voir Partie III 77?).

1.5.16 Ezxercice. Normalisateur de PO(q) dans les bijections (cas réel)

On reprend les notations des exercices précédents, mais on suppose de
plus?' que le corps de base est le corps des réels et que la forme ¢ est une
forme de Lorentz. On pose X = P(FE) et on se propose de montrer que le
normalisateur de G = PO(q) dans le groupe &(X) des bijections de X est
G lui-méme.

1) Montrer que le centralisateur de G dans le groupe &(X) (c’est-a-dire
I'ensemble des bijections o qui commutent avec tous les éléments de G) est
réduit a 'identité. (Si o centralise g € G il laisse invariants les points fixes
de G. On appliquera ce fait successivement aux rotations, aux déplacements
paralleles et aux transformations hyperboliques.)

En particulier, le centre de G est réduit a 1’élément neutre. Par ailleurs,
on sait que tout automorphisme de G est intérieur (voir Partie III, exercice
??). Un groupe qui vérifie ces deux propriétés est parfois appelé un groupe
complet.

2) Soit G un groupe complet agissant sur un ensemble X. On suppose

que le centralisateur de G dans &(X) est contenu dans G. Montrer que le
normalisateur de G dans &(X) est égal a G. Conclure dans le cas de PO(q).

21. Le résultat est sans doute encore vrai dans le cas d’une forme elliptique sur R.
J’ignore ce qu’il en est dans le cas d’un corps quelconque.
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1.5.17 Commentaire. Ce résultat signifie que le groupe PO(q) est le plus
grand groupe associé a la géométrie considérée. Ce point est une différence
essentielle avec le cas euclidien ol le normalisateur du groupe des isométries
est le groupe des similitudes, qui est strictement plus grand (de dimension 4
au lieu de 3 ici), voir Partie V et cela explique ’absence, en géométrie non
euclidienne, de tout ce qui tourne autour des homothéties, des similitudes,
etc.
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Chapitre 2

Les différents modeles des
géométries non euclidiennes
réelles

Ce chapitre a pour but d’introduire les nombreuses figures que nous
allons rencontrer dans la suite et d’expliciter le cadre dans lequel elles
sont valables. En effet, contrairement a la géométrie euclidienne qui a
un modele bien canonique, les géométries non euclidiennes utilisent tra-
ditionnellement de nombreux modeles différents. Il y a a cela de fortes
raisons qui tiennent a [impossibilité d’avoir un plongement totalement
satisfaisant d’un espace non euclidien dans [’espace euclidien. Le point
de vue que nous allons adopter tout au long de cette partie est de tra-
vailler dans le plan projectif muni d’une forme quadratique, mais il nous
a semblé utile de faire le lien avec les autres facons de percevoir les
géométries non euclidiennes et notamment avec les modéles conformes
qui ont un intérét visuel évident. Cela nous conduira a faire une petite
incursion dans le monde de la géométrie riemannienne. Dans tout ce
chapitre, le corps de base est le corps des réels.

2.1 Problématique

Nous explicitons ici la problématique de cette recherche de modeles. Com-
me nous ’avons dit au chapitre précédent, notre vision des géométries non
euclidiennes est celle de Klein : un plan projectif muni d’une forme qua-
dratique ¢ et du groupe d’isométries correspondant, avec, éventuellement,
dans le cas hyperbolique réel, la restriction aux points ¢ < 0. Nous espérons
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convaincre le lecteur que c’est une entrée efficace pour faire de la géométrie
“élémentaire”. On verra qu’elle permet de donner des démonstrations tres
simples des résultats de base (I’exemple des droites remarquables du tri-
angle est tres éclairant a cet égard). On peut aussi dessiner dans ce cadre
et le lecteur verra avec les modeles E et K que l'on peut y effectuer toutes
les opérations usuelles de la géométrie. Si ce cadre est satisfaisant pour un
géometre “projectif”, il présente cependant quelques inconvénients. En effet,
les dessins étant effectués sur une feuille de papier ou un écran d’ordinateur,
le sont, qu’on le veuille ou non, dans un espace euclidien et les notions définies
dans les géométries non euclidiennes ne coincident pas avec celles dont on a
I’habitude : les milieux ne sont pas des milieux, les perpendiculaires ne sont
pas perpendiculaires, etc. C’est pourquoi® on présente ici des plongements de
ces espaces qui conservent, au moins partiellement, les propriétés usuelles de
la géométrie euclidienne. On se doute bien cependant qu’on n’y parviendra
qu’au prix de renoncements (sinon la géométrie non euclidienne ne mériterait
pas son nom). C’est ce que nous discutons maintenant.

2.1.1 Les divers objectifs

Les géométries non euclidiennes, vues en notre sens, font intervenir plu-
sieurs types d’objets : d’abord le plan P(F) lui-méme, avec ses points et
ses droites, une notion d’orthogonalité qui permet de définir des droites per-
pendiculaires, et, donné des le début (en tous cas de notre point de vue),
un groupe d’isométries PO(q). On verra plus loin que c’est la donnée de ce
groupe qui permet de définir les invariants de la géométrie 2. En effet, dans
le cas réel, le groupe PO(q) est transitif sur les points (au moins ceux qui
vérifient ¢ < 0 dans le cas hyperbolique) et les droites (au moins celles avec
¢* > 0 en hyperbolique), ce qui signifie que ces géométries sont homogenes
(tous les points sont pareils, toutes les droites aussi). Cependant, le groupe
PO(q) n’est pas doublement transitif et, comme d’ailleurs dans le cas eucli-
dien?, c’est ce qui fonde les notions de longueur et d’angle : deux segments
ont méme longueur si on peut les transporter l'un sur 'autre par le groupe
et de méme pour les angles. On dispose donc aussi, dans notre cadre, de ces
invariants usuels.

1. Il y a une autre raison : ces modeles ont joué un role historique essentiel en montrant
des réalisations concretes des géométries non euclidiennes, réglant ainsi le probléeme de leur
existence, ramenée a celle de la géométrie euclidienne.

2. Y compris dans le cas d’un corps quelconque.

3. L’idée que la longueur (ou l’angle) c’est ce qui se conserve quand on effectue un
mouvement est implicite dans la preuve qu’Euclide donne du premier cas d’égalité des
triangles.

o4



Cela étant posé, 'objectif de notre quéte (désespérée) d’un modele est de
satisfaire aux exigences suivantes :

e avoir un “plan” qu’on puisse représenter comme une partie d’'un plan ou
d’un espace euclidien, le mot sera “représenter” signifiant étre “en bijection”
avec une partie du plan, voire simplement étre muni d’une application a
valeurs dans le plan,

e avoir un plan qui ressemble a un plan et, en tous cas, qui soit (une
variété) de dimension 2, donc une surface,

e avoir des droites qui ressemblent a des droites, ou au moins qui soient
des courbes, simples si possible,

e conserver les propriétés usuelles d’incidence,

e avoir une compatibilité entre les invariants de nos géométries (longueur,
angle) et ceux du modele (issus de sa structure euclidienne), donc avoir une
représentation isométrique et/ou conforme, avec, notamment, des cercles qui
ressemblent a des cercles,

e enfin, avoir une structure métrique sur le modele (compatible avec g,
mais pas nécessairement celle du plongement euclidien) telle que les droites
apparaissent comme les géodésiques pour cette structure (les lignes de plus
court chemin).

2.1.2 Les obstacles

En fait, cette recherche de modele est totalement désespérée si 'on ne
réduit pas les exigences.

Dans le cas de la géométrie elliptique, on verra qu’on n’a de modele
conforme qu’avec des arcs de cercles au lieu de droites. De plus, ces modeles
ne seront pas vraiment des parties d’un espace euclidien (on devra toujours
identifier des points). Cela tient au fait qu’il n’y a pas de plongement de
P?(R) dans R?, comme I'exprime le théoréme suivant (qui résulte de [Gra71]
Ch. VII §1 Th. 2) :

2.1.1 Théoréme. Le plan projectif P*(R) n’est pas orientable donc ne se
plonge pas de manicre continue comme une surface de R3.

Dans le cas hyperbolique, on verra que dans certains des modeles les
droites seront rectilignes (le modele K), mais pas dans les autres, que certains
seront conformes (D, H, B), mais pas les autres, et qu’enfin, le seul qui soit
isométrique (B) n’est qu'un modele partiel de la géométrie. La encore, cela
est incontournable et le théoreme suivant permet de comprendre pourquoi
(cf. [Car76] 5.11 p. 446) :

2.1.2 Théoreme. (Hilbert)
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Une surface riemannienne compléte a courbure négative constante ne se
plonge pas isométriquement dans R3.

En effet, le plan hyperbolique est a courbure constante et égale a —1 et
“complet” (i.e. ses géodésiques se prolongent a l'infini, loc. cit. p. 431-432).

2.1.3 Le principe de conjugaison

2.1.3 Remarque. Avec tous les modeles que nous allons étudier, nous al-
lons disposer, pour chacune des géométries non euclidiennes de bijections
permettant de passer d’'un modele a I'autre. Cela nous permettra de faire
systématiquement des “transports de structure”, définissant les unes a partir
des autres.

Ce processus s’applique aussi pour les groupes de transformations. En
effet, la donnée d’une bijection f : X — Y permet de transformer un groupe
G de bijections de X en un groupe H de bijections de Y en associant a un
élément ¢ son conjugué fgf~!. De plus, on peut décrire les propriétés des
éléments de H en utilisant le “principe de conjugaison” (cf. [Per96)) :
fgf! est une transformation du méme type que g (par exemple, si g est
une involution, il en est de méme de fgf~') et ses éléments géométriques
(par exemple ses points fixes A) sont transportés par f (et deviennent donc
f(A)). Nous utiliserons systématiquement cette procédure pour passer d’un
modele a un autre.

2.2 Rappels sur les variétés riemanniennes

Les espaces qui constituent les modeles des géométries non euclidiennes
étant tous des variétés riemanniennes, nous rappelons tres brievement les
faits qui nous seront indispensables sur cette notion.

2.2.1 Swurfaces

Les seules variétés que nous considérerons sont des surfaces. Nous appe-
lons ici surface un espace topologique # connexe S, recouvert par un nombre
fini d’ouverts Vi,...,V,, chacun de ces ouverts étant homéomorphe a un
ouvert U; de R? au moyen d'un paramétrage 1; : U; — V;. Les divers pa-
ramétrages sont appelés cartes de S. On impose une condition de compa-
tibilité entre les cartes : pour tous ¢, 7, 'application wj’l o 1, la ou elle est
définie, doit étre de classe C*', voire C*°. On dira alors qu'une application

4. Tl sera toujours métrisable.
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définie sur S ou a valeurs dans S est différentiable si et seulement si elle I'est
lorsqu’on la compose avec une carte et il est clair que cela ne dépend pas du
choix de la carte.

En réalité, nous n’aurons affaire ici qu’a trois types de surfaces :
e Les ouverts de R?, paramétrés par identité.

e Les surfaces lisses de R3. Une telle surface S est définie localement par
un paramétrage ¢ : U — R3 ou ¢ est de classe C' avec une différentielle
partout de rang 2. Le théoreme des fonctions implicites montre qu’il est
équivalent d’imposer que S soit définie localement par une équation F'(z,y,t) =
0 avec une différentielle partout non nulle.

e Le plan projectif S = P(F) associé a un R-espace vectoriel de dimension
3. Si on choisit une base de E, on peut identifier P(E) & P?(R), et si les
coordonnées homogenes sont (z,y,t) on peut, par exemple, recouvrir S par
les trois ouverts x # 0, y # 0, t # 0 que I'on paramétrera respectivement par
(1L,y,t), (z,1,t) et (z,y,1). Plus généralement, on peut recouvrir P(F) par
des ouverts du type D(f) = {m € P(E) | f(m) # 0} ou f est une forme
linéaire non nulle et m un représentant de m. Cet ouvert est en bijection avec
le plan affine A(f) de E défini par I’équation f = 1, par I'application qui a
m associe m/f(m) (ce point ne dépend pas du choix du représentant).

2.2.2 Plans tangents
Les cas faciles

Dans les deux premiers cas considérés (un ouvert de R? une surface
de R?) on peut définir, en chaque point m de la surface S le plan tangent
T,n(S) comme I'image de la différentielle di),,, dans R? ou R3. Dans le cas
de T'ouvert de R? c’est ’espace ambiant, dans le cas de la surface de R?
d’équation F' = 0 c’est le noyau de dF'. En effet, comme on a F oy = 0, on
en déduit dFy,) o di, = 0, ce qui montre que I'image de dv> est contenue
dans le noyau de dF’ et il y a égalité en vertu des hypotheses faites sur le rang.
Un cas particulier important de cette situation est le suivant. On considere
un espace vectoriel E de dimension 3 muni d’une forme quadratique ¢ non
dégénérée et on note ¢ sa forme polaire. Soit ¥ la quadrique affine définie
par I’équation ¢(m) = a avec a € R. Dans ce cas, comme la différentielle de
q en m est 'application z — ¢(m, ), le plan tangent en m a ¥ n’est autre
que Porthogonal m* de m (au sens de ¢).
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Le plan projectif

La définition est un peu plus délicate dans le cas de P(E). Voici une fagon
de faire qui a 'avantage d’étre intrinseque. Soient 72 un point de P(E) et m
un représentant de m. Le sous-espace vectoriel m*+ = {h € E* | h(m) =0}
(orthogonal de m au sens de la dualité) est de dimension 2 et ne dépend que
de m. On pose Trr(P(E)) = mt. On retrouve les descriptions précédentes
ainsi. Choisissons une forme linéaire f non nulle en m. L’ouvert D(f) de
P(F) est en bijection avec le plan affine A(f) comme on I’a vu ci-dessus.
Pour le plongement naturel de la surface A(f) dans F ~ R? par I’équation
f =1, on a vu que le plan tangent en un point est le noyau de df. Comme
f est linéaire, on a df = f et le plan tangent en tout point de A(f) est
donc 'hyperplan noyau V(f) et il s’agit d’expliquer comment 1'on passe de
ce plan tangent a 'ouvert (qui dépend de f) au plan tangent intrinseque. On
a vu dans la partie II comment définir les produits extérieurs en se donnant
une forme trilinéaire non nulle (par exemple a ’aide d'une base de E). Si on
prend un point m de D(f), on a un isomorphisme de V(f) sur m* obtenu de
la maniere suivante. On appelle m le représentant de m qui vérifie f(m) = 1.
On associe & p € V(f) la forme linéaire m A p. Il est clair qu’elle est dans
m* et I'isomorphisme réciproque est donné par h — h A f comme on le voit
en appliquant les formules de IT ??7. Par exemple, le plan tangent au point
(w0, y0,1) de P?(R) est le plan V(T') des (x,y,0).

Si m est dans D(f) N D(g), on passe du plan V(f) au plan V(g) par

m
I’application : p +— 9l )p — 9(p) m. On notera que cette application est

f(m)™ f(m)

aussi réguliere que possible.

2.2.1 Remarques. 1) Dans tous les cas, sion aune cartey) : U C R*> -V C S
et un point m € V, l'application ¢ induit une application d¢) : R? — T,,,(S).
Pour les deux premiers cas o1 V est contenu dans R? ou R? c¢’est simplement
I’application tangente ordinaire. Pour le projectif c’est l'application p —
m A p vue ci-dessus. Par exemple, au point (z, yo, 1) de 'ouvert T # 0 c’est
I'application (a,b) — (b, —a, ayo — bxy).

2) Il est facile maintenant de décrire la différentielle en m de la projection
canonique £ — {0} — P(E), c’est simplement I'application de E dans m*
qui a p associe m A p.

Le passage d’une quadrique au plan projectif

2.2.2 Remarque. L'un des intéréts de la description précédente, que nous
allons retrouver plusieurs fois ci-dessous, est le cas ot I’on choisit des représen-
tants des points du projectif (ou d’un ouvert de celui-ci) sur une quadrique
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() d’équation g(m) = « ou ¢ est une forme quadratique non dégénérée et o
un scalaire. On considere la restriction de la projection 7 : E — {0} — P(FE)
A X. Si m est dans X et si T est son image®, on a un isomorphisme des plans
tangents en m a X et en m a P(F). En effet, on a vu qu’ils sont tous deux
égaux a m*, mais dans le cas de ¥ il s’agit de 'orthogonal au sens de la,
forme ¢ tandis que pour P(E) c’est au sens de la dualité. L’isomorphisme
entre les deux est donné par la restriction de 'isomorphisme ¢ : F — E*.

Vecteurs tangents a une courbe

Si on a une courbe de classe C! tracée sur une surface S, v : [a, 8] — S,
on peut définir son vecteur tangent en un point. En effet, au voisinage du
point on a un paramétrage ¢ : U — S et on peut écrire 7 = 1) o vy ou 7y
est une courbe de l'ouvert des parametres U. Le vecteur tangent a la courbe
au point y(t) est alors 7/'(t) = dip o y(t) € T)(S) ot dip est défini en 2.2.1.
Si u et v sont les coordonnées dans U et si 7y est une courbe v = constante

0 0
(resp. u = constante), on obtient les vecteurs a—¢(u, v) (resp. a—d}(u, v)).
u v

2.2.3 Structure riemannienne

Une structure riemannienne sur .S consiste en la donnée, en chaque point
m € S, d'une forme quadratique définie positive (i.e. euclidienne) sur le
plan tangent 7,,(S). De plus, on fait ’hypothese que cette forme dépend
contintiment (voire de mani¢re C') de m. Pour préciser le sens de cette as-
sertion, disons dans le cas d’une variété plongée, on considere un paramétrage
Y : U C R*> - S C R3 En le point m = ¢ (u,v), le plan tangent T;,(S)
est 'image de Iapplication linéaire di)(u,v). Si on se donne une forme qua-
dratique ¢, sur T;,(S), on en déduit une forme ¢’ sur R? ou plutot q,,, car
elle dépend du point (u,v), par image réciproque de ¢ par di(u,v). Si I'on
utilise la notation traditionnelle, qui consiste a noter u, v les coordonnées de
R? vu comme variété et du,dv celles de R? vu comme son propre espace
tangent, on a la formule® : ¢ (du,dv) = q(d(u,v)(du,dv)). Cette forme
s'écrit g, ,(du, dv) = a(u, v)du® + 2b(u, v)dudv + c(u, v)dv® et Phypothese si-
gnifie que les fonctions a, b, ¢ sont continues. On note traditionnellement ds?
(sans doute depuis Gauss) la forme ¢'.

5. On notera que la fibre du point 7 par 7|s, contient exactement les deux éléments m
et —m.

6. On notera que le vecteur di(u, v)(du,dv) est bien un vecteur de R?, de sorte qu’on
peut lui appliquer q.
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2.2.4 Longueur, distance, géodésiques

La donnée d’une structure riemannienne sur une surface permet de calcu-
ler la norme d’un vecteur ou l’angle de deux vecteurs du plan tangent 7,,(S).
On en déduit la notion d’angle de deux courbes se coupant en un point :
c’est I'angle de leurs vecteurs tangents. On peut aussi calculer la longueur
d’une courbe v : [a, f] — S : c’est U'intégrale de la longueur de son vecteur

B
tangent : () :/ 17/ ()] dt.

Cette notion paermet de définir une distance sur S : d(a,b) est la borne
inférieure des longueurs des courbes joignant a et b. On a ainsi une no-
tion d’isométrie entre deux variétés riemanniennes : c’est une bijection qui
conserve la longueur. Il est clair que si g : S — S’ est un difféomorphisme dont
la différentielle, en chaque point, transforme la forme quadratique sur S en
celle sur S’, c¢’est une isométrie. Nous montrerons ci-dessous en 2.4.19 et 6.9.1
que, pour les géométries non euclidiennes, les isométries au sens riemannien
sont exactement les éléments de PO(q). En attendant, pour éviter les confu-
sions, nous préciserons “au sens riemannien” pour qualifier les isométries que
nous venons de définir.

On appelle géodésique allant de a a b une courbe dont la longueur est
minimale (donc égale & d(a,b)). Il en existe localement et on les détermine
avec les équations d’Euler, voir par exemple [Car76] 4.4.

2.2.5 Aires

On peut aussi calculer I'aire d’une partie A de S. Soit ¢ : U — V 'une des
cartes de S, supposons pour simplifier que A soit contenue dans V' et posons
A’ =971 (A). On note u et v les coordonnées de 'ouvert U. Les vecteurs tan-

9

0
gents a—¢(u, v) et a—(u, v) sont dans Ty, (). Cet espace vectoriel est muni
u v

d’un produit scalaire (le ds?), donc de bases orthonormées. Le déterminant
de deux vecteurs tangents «, § par rapport a une base orthonormée sera noté
a A . Sa valeur absolue ne dépend pas du choix de la base orthonormée et
elle représente, dans le plan tangent, I’aire du parallélogramme bati sur les
deux vecteurs. On définit alors 'aire de A comme l'intégrale double :
‘a_w A 8_@/1‘ du dv.
a Ou  Ov

2.2.3 Proposition. Soit ¢ : U — S une carte de la surface S. On suppose
qu’au point (u,v) € U le ds?® s’écrit ds* = adu® + 2bdudv + cdv® ot a,b,c
sont des fonctions continues de u,v. Alors I’élément d’aire au point u,v est

dS = ac—b2du A dv.
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Démonstration. La base canonique e, e, de R? (vu comme espace tangent)

s’envoie par diy(u,v) sur la base 8—w(u, v), 8_@/)(%1)) et les formes quadra-

ou ov

tiques ¢ sur T},,(S) et ds? sont données par la méme formule. Le déterminant
g—f A g—f sur une base orthonormée de 7T,,(S) et celui de ey, e; sur une base

orthonormée de R? sont donc égaux. On conclut grace au lemme suivant :

2.2.4 Lemme. Soit q une forme quadratique sur R? définie sur la base ey, ey
par la formule q(x,y) = azx* + 2bxy + cy®. On suppose q euclidienne. Soit
€1, €2 une base orthonormée pour q. On écrit ey = aey + Bey et e = ver + deg.
Alors on a la formule ac — b* = (ad — Bv)%.

Démonstration. 11 suffit de calculer q(e;) = a = a® + 2, q(ez) = ¢ = 7* + §*
et p(er,es) = b= ay+ f9.

2.2.5 Remarque. Si g est un C'-difféomorphisme d’'une surface riemannienne
qui conserve les formes g,,, g conserve les distances, les angles et les aires car
tous sont définis en termes des formes ¢,,. Dans le cas des géométries non
euclidiennes, on verra que c’est le cas des éléments de PO(q) (voir 2.4.19) et
qu’en fait toute isométrie vérifie ces conditions, voir 6.9.1.

2.2.6 Courbure

L’un des intéréts essentiels de la donnée d’une structure riemannienne est
de permettre de définir la notion de courbure. Entrer dans ces considérations

nous entrainerait trop loin et nous renvoyons sur ce sujet a [SG93|, [Car76],
[Spi79], [DL82], etc.

2.3 Les modeles de la géométrie elliptique

La géométrie elliptique réelle consiste en la donnée du plan projectif
P(E) = P%(R), issu de l'espace vectoriel E = R3, avec les coordonnées
(x,y,t), muni de la forme quadratique euclidienne (anisotrope) z? + y? + 2.
Ce plan, muni de cette forme, sera noté E dans ce qui suit. Les droites
en sont les droites projectives, elles vérifient I'axiome de base de toutes les
géométries usuelles (par deux points passe une droite et une seule). Dans ce
cas (contrairement au cas hyperbolique) il n'y a donc pas a restreindre le
plan. Un modele de cette géométrie, idéalement, serait une partie de 1’espace
euclidien de dimension 3, en bijection (continue) avec P?(R). Le travail est
vite fait : ga n’existe pas (voir 2.1.1). Nous allons donc devoir réviser nos
ambitions a la baisse et il y a deux fagons de faire cela : soit ne plonger
qu'une partie de P?(R), la plus grande possible (c’est le cas du modele non
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conforme), soit procéder a des identifications, le moins possible, a partir de
R3 ou d’une partie de R? (c’est le cas du modele conforme).

2.3.1 Le modéle non conforme

Ce modele, le plus proche de notre donnée initiale, est simplement la
partie affine de E = P?(R) associée a la donnée d’'une droite & I'infini. Comme
d’habitude on prendra la droite D, définie par ¢t = 0 et donc le plan affine
sera celui des (z,y, 1). C’est exactement ce que nous avons fait dans la partie
I en dessinant dans le plan affine, et les points et les droites sont ici les
points et droites ordinaires. Il sera commode de munir ce plan de la structure
euclidienne ordinaire définie par la forme quadratique 22 +12. Nous noterons,
si besoin est, AE ce modele elliptique affine.

Attention, la géométrie de la forme z? + y? qui définit la structure eucli-
dienne ordinaire du plan n’est pas celle de la forme initiale a trois variables
X24+Y24+T?. En particulier, les notions d’orthogonalité dans les deux modeles
sont différentes comme le montre la figure ci-dessous. Rappelons, voir 1.3.7
que deux droites sont dites perpendiculaires si chacune contient le pole de
I'autre.

o

FIGURE 2.1 — Perpendiculaires dans le modele non conforme du plan ellip-
tique

Comme le pole de la droite d’équation ax+by+ct = 0 est le point (a, b, ¢),
il y a trois cas :

1) Le pole de la droite de l'infini (¢ = 0) est 'origine o = (0,0, 1). On
notera que le choix d’un plan affine, i.e. d’une droite a I'infini, induit aussitot
celui d’une origine grace a la forme quadratique ¢ : le pole de cette droite.
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Avec la forme 2% + 2, cela nous permet de définir le cercle unité I' qui joue
un role capital pour effectuer les constructions dans ce modele.

2) Le pole d’une droite passant par o, ax + by = 0 est la direction ortho-
gonale a la droite : (a,b,0), ce qui montre que, pour les droites passant par
o, 'orthogonalité est la méme qu’au sens euclidien.

3) Enfin, le pole d d’une droite D ne passant pas par o s’obtient en prenant
d’abord le projeté orthogonal ordinaire m de o sur D,

—ac —be
m = ) )
a2+ b2 a2+ b?

puis en prenant l'inverse d de m dans l'inversion de pole o et de puissance
—1. On obtient le point d = (a/c,b/c, 1) qui est bien équivalent a (a, b, c).

Cette remarque permet de construire le pole d'une droite et donc aussi
la perpendiculaire a une droite passant par un point, voir figure 2.1. On
peut ainsi implanter toutes les constructions usuelles de la géométrie dans
un logiciel de géométrie dynamique. Le lecteur qui souhaite des précisions
la-dessus se reportera a l'exercice 2.5.1. Voici deux exemples de construc-
tions réalisées dans ce cadre. Elles illustrent le concours des hauteurs et des
médianes dans le plan elliptique. On voit clairement sur ces figures que les
propriétés elliptiques (orthogonalité, milieu) n’ont aucun rapport avec leurs
homologues euclidiennes. C’est pourquoi on préfere souvent travailler dans le
modele conforme que nous explicitons maintenant.

cercle unité

FIGURE 2.2 — Concours des hauteurs (a gauche) et des médianes (a droite)
dans le modele non conforme du plan elliptique

63



2.3.2 Le modéle conforme de Klein
Introduction

La problématique sous-tendant la construction de ce modele est celle
évoquée plus haut. Le plan projectif est vu naturellement comme quotient de
R? — {0}, avec la projection canonique 7 : R® — {0} — P?(R), mais comme
on souhaite avoir une représentation de ce plan par une variété de dimension
2, on va restreindre m a une partie X de dimension 2 de I’espace euclidien.
Par ailleurs, on a la forme quadratique ¢(z,y,t) = 22 +y*+t* et son groupe
d’isométries PO(q) dont on souhaite qu’il agisse encore sur 3. On peut alors
se limiter a une partie sur laquelle ¢ est constante et la plus simple est la
sphere unité S? définie par q(z,y,t) = 22 +y* + 2 = 1.

La sphere est un excellent modele de la géométrie elliptique, au sens ou
sa structure euclidienne naturelle est celle définie par ¢q. Les “droites” (en
notre sens) sur la sphére sont les traces des plans vectoriels (donc passant
par l'origine) de R3, ce sont les grands cercles. Elles vérifient 'axiome de
base de la géométrie euclidienne : par deux points passe une droite et une
seule, sauf pour deux points antipodes, pour lesquels il y en a une infinité.
C’est cette difficulté qui conduit a remplacer la sphere par le plan projectif,
quotient de la sphére par antipodie (i.e. par identification des points m et
—m). La restriction de la projection 7 : S — P?(R), est surjective mais non
injective.

Ce crime de lese-Euclide des points antipodes est le seul défaut de la
sphere. Sinon, nous verrons au chapitre 5 que c’est un modele a la fois
isométrique et conforme, qui est méme meilleur que le projectif a bien des
égards (par exemple, comme la sphere est le revétement universel du projec-
tif, elle est simplement connexe). C’est d’ailleurs ce qui explique sans doute
que, contrairement au cas hyperbolique, la littérature sur la géométrie ellip-
tique soit tres limitée.

Comme on 'a dit, il n’y a pas de représentation du plan projectif dans
I’espace euclidien de dimension 3. On peut cependant essayer de faire en
sorte qu’il y ait le moins d’identifications possibles. Par exemple, on peut
se limiter & I’hémisphére nord S?* de S2, équateur compris. Les points de
cote > 0 sont alors envoyés injectivement dans P?(R) par 7. En revanche, il
faut encore identifier deux points antipodes de I’équateur. Les “droites” de
S%*+ sont les demi grands cercles, avec les extrémités identifiées. Nous allons,
a partir de cet hémisphere nord, obtenir un autre modele de la géométrie
elliptique par projection stéréographique. L’avantage de ce nouveau modele
sera d’étre plan.
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Rappels sur la projection stéréographique

2.3.1 Définition. On appelle projection stéréographique de pile s =
(0,0, —1) (le péle sud) de S* sur le plan euclidien P défini par t = 0 lap-
plication p qui associe & un point m de S2, distinct de s, associe le point de
rencontre m’ de la droite (sm) avec P.

m= (X,y.t)

o m'= (x'y',0) X

FIGURE 2.3 — La projection stéréographique vue dans le plan des x,t

2.3.2 Proposition.
1) Sim = (z,y,t) est un point de la sphére son projeté m' = (2',y/,0) est

donné par les formules ¥’ = ——, ' = J_. L’application p est une

t+1 t+1
bijection de S* —{s} sur R? identifié au plan t = 0. Elle induit 'identité sur

le cercle unité du plan t = 0 (I’équateur) et envoie [’hémisphére nord de la
sphére (défini par t > 0) sur le disque unité.

2) L’application p n’est autre que la restriction a la sphére de ['inversion de
pole s et de puissance 2. On la prolonge en une bijection de S? sur la sphére
de Riemann™ P (obtenue en adjoignant un unique point a linfini a P), en
envoyant s sur ce point a l'infin.

3) Limage par p d'un grand cercle C de S* (différent de 'équateur) est soit
une droite passant par o = (0,0) si C' passe par s, soit un cercle de R?
coupant le cercle unité en deux points diamétralement opposés sinon.

4) L’application p est une application conforme (mais non isométrique) de
S? — {s} dans R?* pour les structures euclidiennes.

7. Que l'on pourra noter aussi C en identifiant le plan P au plan complexe C.
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Démonstration.
P . . —
1) On calcule m' en écrivant la relation vectorielle sm’ = A5, On trouve

A= t%l d’ou la formule annoncée. Il est clair que p est l'identité sur les
24,2 2
x 1—1 1—1
points t = 0. On a z'* 4+ /% = Ty _ et on voit que

(L4182 (1+t)?2 1+t
cette quantité est < 1 si et seulement si ¢ est > 0.
La derniere formule permet de calculer ¢ et on en déduit que la bijection
réciproque de p est donnée par les formules :

21’ 2y 1—a2%—y?
1—1—56/2—0—3//27 1+x/2+y/2’ 1—|—1:’2—|—y’2

(@,y) — (

2) L’inversion de pole s et de puissance 2 associe a un point m = (x,y,t)
le point n défini par 57 = ksm avec k = 2/||5m|°>. On en déduit n =
(kx, ky,k(t + 1) — 1). Un calcul immédiat montre que si m est sur S? on a

k= 754%1’ ce qui montre que le point n est bien égal a p(m).

3) Considérons un grand cercle C' de S%. C’est la trace sur S? d’un plan
vectoriel ax + by + ¢t = 0 de R3. Les points de C situés sur I'équateur t = 0
sont les points opposés m et m’ = —m avec :

m—< b —a >
\/@2—1—62’ Va2 + b2

Ces points sont invariants par p donc ils sont sur I'image p(C'). Pour calculer
cette image, distinguons deux cas.

e Sion ac =0, on aun cercle vertical (i.e. passant par s) défini par
ar + by = 0 et son image est la droite passant par o d’équation az’ + by’ = 0.

) ax + by —ct _
eSiona 0, on calcule ax’+by' = = - On en déduit t e
ionac#0,on ule az’+ by 1 1 n en déduit ¢ en
t a
fonction de ',y : ——2' — = 4. En utilisant 'expression de 2/ + />

t+1 ¢ c
trouvée ci-dessus, on obtient 'équation de p(C') :

b
o py? 0%y 9ty 1=
& C

C’est I’équation d’un cercle qui coupe le cercle unité en m et m/'.

4) L’assertion signifie que la différentielle dp, restreinte au plan tangent
a la sphere au point (a, b, ¢), est une similitude qui envoie ce plan sur le plan
des (x,y). Or, la matrice de dp en (a,b,c) est :



Si (a,b,c) est le pole nord (0,0,1) on vérifie que la différentielle est une
homothétie de rapport 1/2.

Sinon, si (a,b) # (0,0), on munit le plan tangent ax + by + ¢t = 0 de la
base orthonormée :

b —a —ac —be
) 70 ) ) V02+b2 s
(\/a2+b2 Va2 + b2 ) (\/a2+b2 Va2 + b2 )

—a
bien de la matrice d’une similitude.

1 _
la matrice de dp est alors ——— b “) avec § = Va2 + b2 et il s’agit
d(1+c) —b

2.3.3 Remarque. Une autre méthode consiste a utiliser la transitivité du
groupe orthogonal sur la sphere pour se ramener au cas du plan tangent au
pole nord. On notera qu’on a ainsi retrouvé le fait bien connu que l'inversion
est une transformation conforme.

2.3.4 Théoréme. Soit H un plan vectoriel de R?, 15 la réflexion orthogo-
nale par rapport & H et soit C la trace de H sur S%. La réflexion Ty induit
une involution de S%, qui induit elle-méme une réflerion de P*(R) relative
a la forme q. La bijection p transporte Tg|sz par la procédure expliquée en
2.1.3 en sa conjuguée prgp~ ' (bijection de 16) qui est linversion (resp. la
symétrie) par rapport au cercle (resp. a la droite) p(C').

Démonstration. 11 y a plusieurs méthodes, mais aucune n’est gratuite. Soit
h un vecteur unitaire orthogonal a H. On note indifféremment 75 ou 7, la
réflexion associée et on rappelle qu'on a 7,(m) = m — 2(m|h)h.

Une premiere méthode consiste a faire le calcul dans un cas particulier
simple, par exemple le cas ou le plan H est le plan vertical 20z, orthogonal
au vecteur ¢ = (0,1,0). Dans ce cas, il est clair que l'involution de P est
la symétrie par rapport a l'axe des x. Pour en déduire le cas général, on
écrit le vecteur h sous la forme u(e) olt u est une isométrie de R?. On a
alors 7, = ur.u™! et on en déduit que prpp~! est conjuguée de pr.p~! par
pup~t. Mais, on a vu que p est une transformation conforme et il en est
de méme de u puisque c’est une isométrie, de sorte que v = pup~ ! est une
transformation conforme de la sphere de Riemann P. On sait alors, voir par
exemple [Car61], que c¢’est une homographie ou une anti-homographie et on
en déduit le résultat (la conjuguée d’une inversion ou d’une symétrie par une
homographie est une inversion ou une symétrie dont le cercle ou la droite est
I'ensemble des points fixes).

La seconde méthode est analogue, en utilisant cette fois le fait que v
transforme une droite ou un cercle en une droite ou un cercle.
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Enfin, la derniere méthode consiste a faire courageusement le calcul. On
pose h = (a,b,c) € S*, m = (z,y,t) € S%. On supposera ici ¢ # 0, le lecteur
traitera I'autre cas®. On considere le cercle Cj, = H N S? et son image I'), par
p. On a donné ci-dessus I’équation de ce cercle et on voit que son centre est

le point w = (¢ g) soit w = %% ep identifiant P et le plan complexe C. On

C

voit aussi que son rayon est 1/c. L’inversion i;, de cercle I'j, est alors donnée
. Z—w .

par la formule i (2) —w = ﬁ On montre alors la formule pr, = i5p.

Alz—w

On a (en écrivant les points de P comme des complexes) :

Tt —2lc T+t _20e

x —2la oy —20
pTi(m) =

ou l'on a posé | = (m|h) = ax + by + ct. On a par ailleurs :

. _a+ib (cx—at—a+i(cy—bt—b))(t—i—l).
wp(m) = c c((cx — at — a)? + (cy — bt — b)?)

Le résultat vient alors de deux remarques. La premiere c’est que les quantités
Dy =1+t—2lcet Dy = (cx—at —a)*+ (cy — bt —b)? sont liées par la formule
Dy = (1+4t)D; (on n’oubliera pas les relations 2% +y? +t* = a> + b +* = 1
qui permettent d’écrire de nombreux termes en fonction des seuls ¢ et ¢). La

— 2 —at —
deuxiéme est le calcul de la différence : roea e ermatma
I1+t—2lc ¢ c(1+t—2lc)

Le modele conforme de la géométrie elliptique

On a vu que la projection stéréographique transforme 1’hémisphere nord
de S? en le disque unité du plan. Le modele de la géométrie elliptique que
nous considérons est le quotient de ce disque obtenu en identifiant les points
opposés du bord :

2.3.5 Proposition-Définition.

1) Soit e : P — P linversion de péle o et de puissance —1 (qu’on appellera
antipodie elliptique). La projection stéréographique p : S* — P induit une
bijection de P*(R) sur le quotient ]3/73‘E obtenu en identifiant les points m
et e(m).

2) Soit D le disque unité de P et j : D — P llinjection canonique. On
désigne par KE et on appelle modele elliptique de Klein le quotient de
D obtenu en identifiant les points opposés (x,y) et (—x, —y) du cercle unité
22 +y?=1.

8. Il n’y a pas de raison qu’il n’y ait que moi qui travaille.
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L’application 7 induit alors une biyjection de KE sur ﬁ/Rg et la restriction
de la projection stéréographique a [’hémisphére nord induit une bijection de
P?(R) sur KE.

Démonstration. 1) Rappelons qu'on a e(z) = —z/|z|*> = —1/z. 1l sagit de
montrer que les images de deux points opposés de la sphere sont deux points

inverses. Si on pose m = (z,y,t) on a p(m) = (t—l—il H—Ll) et p(—m) =
—X —Y ) Y

x
) - En identifiant P et C et t 2= ——
(—t+1 i1 n 1dentifian e et en posant z t—|—1+lt+1
voit que le point image de —m est égal a —1/z, d’ou le résultat.

Le point 2) vient du fait que la restriction de € au cercle unité est la
symétrie centrale.

on

La géométrie de KE est obtenue en transportant celle de E = P?(R) via
la sphere S2. En particulier, les droites de KE sont les images des droites de
E, elles-mémes images des grands cercles de S? :

2.3.6 Corollaire.

1) Les droites de KE sont les images par p des demi grands cercles de S**.
Ce sont des arcs de cercles (ou des diameétres) joignant deuz points opposés
du cercle unité, les extrémités de ces arcs étant identifiées. Le cercle ou la
droite qui contient une droite de KE sera appelé son support.

2) Soit D une “droite” de KE et soit Tp la réflexion de droite D (transportée
par 2.1.8). Soit D le support de D (qui est une droite ou un cercle de P) et
soit o linversion ou symétrie associée a D dans P. Soit m € KE. L’ image
de m par Tp est égale a o(m) si ce point est dans KE et a ea(m) sinon ou
e est l'antipodie elliptique.

3) Les éléments de PO(q) induisent des transformations conformes de KE.

Démonstration. Cela résulte de 2.3.2, 2.3.4 et 2.3.5. Le dernier point vient du
fait que les inversions sont conformes et que les symétries engendrent PO(q).

L’implantation dans Cabri de macros pour la géométrie elliptique dans
le modele KE a été effectuée par Yves Martin, voir [Mar03]. C’est d’ailleurs
dans ce modele que l'on représentera le plan elliptique E dans ce qui suit
(omettant de le nommer KE). On trouvera ci-dessous les figures analogues a
celles vues précédemment pour le concours des hauteurs et des médianes. On
notera, dans le cas des médianes, la présence de deux milieux pour chaque
coté du triangle (par exemple pour b, ¢, les points @’ intérieur et a” extérieur)
et le concours de quatre triplets de médianes (les trois intérieures et deux
extérieures avec une intérieure). On étudiera cette situation en détail au
chapitre suivant.
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Dans le modele elliptique
conforme, le plan est un disque
fermé dont les points opposés du / ) \
cercle sont identifiés. La droite | \
joignant a et b est I'unique arc de
cercle passant par a et b dont les
extrémités sont diamétralement
opposées. On notera 1’absence de
paralleles dans cette géométrie.

FIGURE 2.4 — Les droites du modele elliptique conforme

2.3.3 La structure riemannienne de E

Le plan elliptique E est muni d’une structure riemannienne naturelle qui
découle de celle de la sphere. On commence donc par préciser celle-ci.

La sphére comme variété riemannienne

Pour définir la structure riemannienne de la sphere, il suffit de la pa-
ramétrer et il y a de multiples facons de le faire. Citons-en trois, définies au
voisinage du point (1,0, 0).

1) On peut paramétrer la sphere comme un graphe associé a son équation
22 + 9% +1t2 =1, en tirant = en fonction de y et t. On a donc le paramétrage
(y.1) = (V1—y>—t2y,t).

2) On peut utiliser la projection stéréographique et les formules vues dans
la preuve de 2.3.2.

3) Enfin, et c’est souvent le plus simple, on a un paramétrage par des
fonctions trigonométriques : (6, ) — (cos b cos @, sin § cos p, sin ).

La structure riemannienne de la sphere est obtenue en restreignant la
forme quadratique euclidienne x? + 1% +t? aux différents plans tangents a S2.
Comme les plans tangents a la spheére sont contenus dans R?, si on désigne
par dz, dy, dt les coordonnées dans cet espace, le ds? de la sphere sera donc
donné par ds? = dx® + dy? + dt®. 1l est évidemment invariant par le groupe
orthogonal euclidien, qui est donc un groupe d’isométries de la sphere au
sens riemannien. On peut calculer ce ds® dans chaque paramétrage. Dans la
variante trigonométrique on trouve ds? = dp?* + cos? o db? et, pour 1’élément
d’aire, |cos¢|df dp.
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FIGURE 2.5 — Concours des hauteurs (a gauche) et des médianes (& droite)
dans le modele conforme du plan elliptique

Cela permet de définir les diverses notions riemanniennes (courbure, etc.)
et notamment les géodésiques. On montre que les géodésiques sont exacte-
ment les grands cercles?, donc les candidats & jouer le role de droites. Voir
par exemple [Car76], [DL82] ou [SGI3].

La structure riemannienne de E

Elle s’obtient a partir de celle de la sphere. En effet, on a vu en 2.2.2 que
la projection de la sphere sur le plan projectif induit un isomorphisme sur
les plans tangents en mg et mg. De plus, cet isomorphisme est inchangé si
on remplace mgy par —mg. On obtient donc la structure riemannienne sur le
projectif via cet isomorphisme. Les géodésiques sont les images de celles de
la sphere. On retrouve donc les droites de E et c’est 1'une des justifications
de la définition de celles-ci. On voit aussi que les éléments de PO(q) sont des
isométries de E au sens riemannien.

2.4 Les modeles de la géométrie hyperbolique

De notre point de vue, la géométrie hyperbolique réelle consiste en la
donnée du plan projectif P?(R), muni de la forme de Lorentz q(x,y,t) =
2%+ y? — 2, avec la définition des points et des droites comme éléments non
isotropes, voir 1.3.1. Nous avons déja signalé que cette définition comportait

9. C’est bien connu et, si 'on admet leur unicité locale, c’est évident pour des raisons
de symétrie.
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une entorse a Euclide, dans la mesure ou I’axiome fondateur de la géométrie
(par deux points passe une droite et une seule) n’était pas vérifié. Une fagon
de remédier a cela consiste a se limiter (dans le cas de R) a la partie définie
par ¢ < 0. C’est ce que nous allons faire ci-dessous en définissant le modele
de Klein K. Ce modele sera notre modele principal, mais il y a une profusion
d’autres modeles de cette géométrie, pour la plupart en bijection avec K (a
I’exception du modele de Beltrami B ot I’on a seulement une fleche de K vers
B). Pour définir la géométrie de ces modeles, c’est-a-dire essentiellement leurs
droites dans un premier temps, nous procéderons par transport de structure
a partir de K : les “droites” d'un modele !* seront les images des droites de
K.

Par rapport au modele de Klein, les autres modeles présentent 1’avan-
tage d’étre conformes (cela signifie que les angles et I'orthogonalité y sont
conservés), ce qui est un atout pour tout ce qui concerne la vision (voir
les nombreuses figures associées a ce texte). Cependant, ils ont aussi des
inconvénients. D’abord, les droites n’y sont plus rectilignes, ce qu’on peut
considérer comme un détail, méme s’il peut choquer le néophyte ; ensuite et
surtout, 'absence du plongement dans P?(R) fait perdre certains outils es-
sentiels de la géométrie projective et notamment la polarité. C’est pourquoi
nous préférons systématiquement travailler dans le modele de Klein K, ou
plutot dans son élargissement P(E) = P?(R) comme expliqué plus haut.

Nous présenterons ici, outre le disque de Klein K, celui de Poincaré D,
et quelques autres modeles : H (demi-plan de Poincaré), M (modele de Min-
kowski), B (pseudo-sphere de Beltrami). Ces modeles sont tous des surfaces,
généralement plongées dans R? ou R?, mais, & l'exception du modele de
Beltrami, elles sont munies d’autres métriques que la métrique euclidienne
usuelle. C’est pour formuler clairement les concepts relatifs a ces métriques
qu’il est nécessaire de parler de variétés riemanniennes. Comme nous l’avons
dit plus haut, nous n’aborderons que superficiellement ce sujet, renvoyant le
lecteur a ’abondante littérature. Nous nous contenterons d’expliciter les rela-
tions entre ces modeles, en donnant quelques indications sur leurs structures
riemanniennes, leurs géodésiques etc.

2.4.1 Le modele de Klein et son élargissement

Choisissons la droite ¢ = 0 comme droite a I'infini, Dy, de P?(R), le plan
affine associé étant alors le plan des (z,y) que 'on peut munir de l'origine
o = (0,0) et d'une structure euclidienne pour laquelle la base (1,0), (0,1)

10. Nous utiliserons souvent les guillemets pour indiquer qu’il s’agit des droites, au sens
hyperbolique, du modele considéré.
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est orthonormée. La conique I' définie par ¢ ne rencontre pas la droite de
I'infini. Elle est donnée en affine par I’équation 22 + y?> = 1; c’est donc le
cercle unité ! de centre o. Cette conique partage le plan en trois parties : le
fermé I' et les deux ouverts définis par ¢ < 0 et ¢ > 0. La droite D, est
entierement contenue dans la zone ¢ > 0 tandis que la partie ¢ < 0 est le
disque ouvert défini par % + y? < 1.

2.4.1 Définition. On note K le disque ouvert de R? défini par x® + y* <
1 : c’est le modele de Klein de la géométrie hyperbolique. Il s’identifie
a la partie de P?(R) définie par ¢ < 0. On note T (comme les ténébres
extérieures) la partie de P*(R) définie par q > 0.

Nous appellerons points hyperboliques les points de K et droites hyper-
boliques les traces (non vides) sur K des droites de R? Ce sont donc des
intervalles ouverts non vides, dont les extrémités sont sur I'. La droite projec-

tive qui porte une droite hyperbolique sera appelée son support, voir figure
2.6.

2.4.2 Remarque. Les supports des droites hyperboliques sont des droites en
notre sens, mais on ne les obtient pas toutes (on a perdu les droites extérieures
a I'). Parmi les droites projectives, celles qui donnent naissance a des droites
hyperboliques sont celles qui rencontrent K, ou encore qui coupent I' en
deux points. Elles sont les images des plans vectoriels hyperboliques et ce
sont exactement les droites qui vérifient ¢*(D) > 0. En effet, si D = (ab),
on a ¢*(D) = q(a Ab) = p(a,b)* — q(a)q(b). Ce nombre est 'opposé du
discriminant de la forme ¢ restreinte au plan hyperbolique dont I'image est
D. 1l est donc > 0, voir [Per96] Chapitre VIII.

Dans le modele de Klein, tout a été fait pour qu’Euclide ne se retourne
pas dans sa tombe :

2.4.3 Proposition. Par deux points de K passe une unique droite hyperbo-
lique.

2.4.4 Définition. Soient Dy, Dy deux droites hyperboliques de K de supports
Dy et Dy. On dit que Dy et Dy sont perpendiculaires si leurs supports le sont
au sens de 1.3.7.

11. Nous utiliserons cette structure euclidienne pour représenter I' comme un cercle,
mais ce n’est qu'une facilité de dessin et cela n’a aucune importance dans la mesure ou la
structure hyperbolique et la structure euclidienne en question ne sont pas compatibles : les
perpendiculaires pour I'une ne le sont pas pour l'autre, les angles ne sont pas conservés.
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FIGURE 2.6 — Perpendiculaires dans le modele de Klein : chacune des droites
(ab) et (cd) passe par le pole de 'autre

2.4.5 Remarques.

1) Méme si, pour complaire a la tradition, nous nous sommes limités a la par-
tie K de P?(R), nous aurons soin de ne jamais oublier les points extérieurs
car ils permettent de mieux comprendre ce qui se passe dans K.

2) Attention, dans ce modele, deux droites perpendiculaires au sens du
modele ne le sont pas au sens euclidien, voir figure 2.6. En effet, pour les
droites d’équations ax +by +c =0 et 'z + 'y + ¢ = 0 la condition d’ortho-
gonalité hyperbolique est aa’ 4+ bb’ = ¢c’, tandis que la condition euclidienne
est aa’ + b’ = 0. Toutefois, on constate que les deux conditions coincident
des que I'une des deux droites passe par 'origine.

2.4.6 Remarque. Il n’est peut-étre pas inutile, avant d’alller plus loin, d’énu-
mérer les diverses positions possibles pour des points et des droites de P#(R)
vis-a-vis de la forme ¢q. Pour un point a il y a trois positions : dans K, dans I,
dans T. Pour une droite D, trois positions aussi : elle peut couper I' (droite
hyperbolique), étre tangente, ou extérieure, et ces positions correspondent
aux positions du pole d de D : dans T, dans I', dans K.

Considérons maintenant deux points a, b distincts de P?(R) et soit D la
droite (ab). Il y a 9 cas :

1) a,b € K, D est automatiquement hyperbolique,

2) a € K, beTl, D est automatiquement hyperbolique,

3) a € K, be T, D est automatiquement hyperbolique,

4) a,b €T, D est automatiquement hyperbolique,

5)a el beT, D peut étre hyperbolique,
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FIGURE 2.7 — Les neuf cas

6) a €', b € T, D peut étre tangente,
7) a,b € T, D peut étre hyperbolique,

8) a,b € T, D peut étre tangente,

9) a,b € T, D peut étre extérieure.

Si on se limite aux points et droites en notre sens il reste seulement les
cas 1,3,7,9; si on travaille dans le modele de Klein il y a seulement le cas
numéro 1.

Par polarité on en déduit les positions de deux droites A, B se coupant en
d dans P%(R). Signalons seulement que, dans le modele de Klein, contraire-
ment au cas des points, il y a trois cas qu’on retrouve sur la figure ci-dessous :
A, B; sont des droites hyperboliques et leur point d’intersection peut étre dans
K (droites sécantes, cas de By) ou dans I' (droites paralleles, By) ou dans
T (droites faiblement paralleles, Bs). Dans ce dernier cas, la polaire D de d
est une droite hyperbolique, qui est la perpendiculaire commune a A et Bs.
(On notera ici la différence avec le cas euclidien dans lequel le parallélisme
coincide avec l'existence d’'une perpendiculaire commune.)

2.4.7 Remarque. On notera que deux points (non situés sur I') ne peuvent
étre conjugués que si I'un d’eux au moins est extérieur. Par polarité, on en
déduit que deux droites ne peuvent étre perpendiculaires que si I'une au
moins est hyperbolique.

Paramétrisation de K

Nous donnons dans ce paragraphe plusieurs écritures possibles des points
de K. Rappelons qu'un point a = (z,y,t) est dans K si et seulement si il
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commune a A et By
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FIGURE 2.8 — Les trois cas pour les paires de droites hyperboliques

vérifie 22 + 9% —1? < 0. On a donc t # 0 et, comme z, y,t sont des cordonnées
homogenes, on peut toujours supposer ¢t > 0 (et méme, si besoin est, ¢t = 1).

2.4.8 Convention. Dans toute la suite, on supposera toujours que les points
(x,y,t) de K vérifient t > 0.

La proposition suivante montre qu’avec cette convention la forme ¢ est
négative sur K :

2.4.9 Proposition. Soient a = (ay, az,a3) et b = (b, by, b3) des points de K
vérifiant az > 0 et bs > 0. On a ¢(a,b) < 0.

Démonstration. On a ¢(a,b) = a1b; + asby — agbs. Comme a et b sont dans
K on a a? + a3 < a et b2 + b3 < b3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour la
forme euclidienne 22 4+ y? donne alors, vu les signes de as et bs,

@by + ashy < \/a? + a3\ /3 + B < ashs.

Par ailleurs, on a des paramétrisations, souvent commodes, de K :

2.4.10 Proposition. Soit a = (z,y,1) € K. Il existe des réels u,0 avec
u>0e 0 < 60 < 21, unmiques sauf dans le cas v = y = 0, tels que a
s’écrive sous la forme : a = (thucos@,thusind, 1). On peut aussi utiliser le
représentant o' = (shwucos@,shusinf, chu) qui vérifie q(a’) = —1.

Démonstration. Comme x?+y? est < 1, il existe un unique u > 0 tel que 2%+
y*> = th2u. Siz et y sont nuls on a u = 0 et on peut prendre 6 arbitrairement.

2 2
Sinon, on a L + Y ) =1 doi 'existence et I'unicité de 6.
thu thu
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2.4.2 Le modeéle de Minkowski

Motivation

Une fagon assez simple de comprendre le passage du modele de Klein
K, que nous venons d’examiner ci-dessus, au modele D (le disque de Poin-
caré, sans doute, avec son frere jumeau le demi-plan, le plus classique des
modeles de la géométrie hyperbolique) est d’utiliser un intermédiaire, a sa-
voir le modele de Minkowski M. En effet, méme si K et D ont tous deux
leur support égal au disque unité du plan euclidien, leur géométrie est tres
différente : les droites sont rectilignes dans K, mais pas dans D, les angles
droits en sont vraiment dans D, mais pas dans K, etc.

Définition

Le modele M joue, pour le cas hyperbolique, le role de la sphere S? pour le
cas elliptique. On dispose de la projection canonique 7 : R* — {0} — P%(R),
mais comme on souhaite avoir une représentation du plan par une surface, on
va restreindre 7 & une partie H de dimension 2 de R®—{0}. Par ailleurs, on a
la forme quadratique q(z,y,t) = z%+1y*—t* et son groupe d’isométries PO(q)
dont on souhaite qu’il agisse encore sur H. On peut donc se limiter a une
partie sur laquelle ¢ est constante. Si cette constante est négative (resp. nulle,
resp. positive) I'image de H par 7 est K (resp. I, resp. T'). Comme c’est K que
I’on souhaite obtenir, la variété H la plus simple est celle définie par ¢ = —1,
soit 22 + y? — t? = —1, qui est un hyperboloide & deux nappes. On a donc,
comme dans le cas de la sphere, une projection surjective 7 : H — K et K est
le quotient de I'hyperboloide par la relation d’antipodie. En fait, dans ce cas,
on peut se débarrasser du quotient en choisissant un représentant canonique
dans la nappe “du haut” (i.e. celle définie par ¢t > 1) de I'hyperboloide '? :

2.4.11 Définition. Le modeéle de Minkowsk: M est [’ensemble des points
(x,y,t) € R vérifiant 2> +y* —t* = -1 et t > 1.

On a cette fois une bijection ¥ : M — K, qui n’est autre que la restriction
de 7 et qui est donnée (avec le plongement de K dans le plan affine R? défini
par t = 1) par V(x,y,t) = (x/t,y/t) .

Géométriquement on peut interpréter ¥ comme la perspective de centre
o = (0,0,0) de M sur le plan tangent ¢ = 1 au point (0,0,1) de M (voir
figure 2.9 ci-dessous). L’application réciproque est donnée par

. B X Y 1
VXY = (\/1—1%2’ N \/1—R2)

12. Mais I'hyperboloide entier H peut étre utile dans certains cas, voir en 2.4.19 ci-
dessous la définition du groupe d’isométries ou en 7.4.11 la description des équidistantes.
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avec R? = X2 +Y?2

Vu la définition géométrique de W, les droites du modele M sont les sec-
tions de M par les plans passant par 1’origine et ce sont des demi-hyperboles.
Précisément, on a vu que les droites de K sont les droites hyperboliques
du plan P%(R) qui ont des équations de la forme ax + by — ct = 0 avec
a® + b* — ¢ > 0 (car leur pole est dans T). L’image d’une telle droite dans
M est I'intersection de M et du plan'® ax + by — ct = 0.

Paramétrisation

2.4.12 Proposition. Soit m = (x,y,t) € M. Il existe deux nombres réels
u >0 etfe|0,2n], uniques sauf dans le cas m = (0,0, 1), tels que l'on ait :
xr =shwucosf, y =shusinf, t = chu.

Démonstration. Cela résulte de 2.4.10 et de 'expression de W1,

Structure riemannienne

Le parallele entre la sphere et 'hyperboloide se poursuit au niveau de la
structure riemannienne. En effet, on peut encore munir la variété M d’une
structure riemannienne induite par la forme ¢ donnée. Pour cela, on note que
le plan tangent P & M en m = (a, b, ¢) est donné par ax + by — ct = 0 et que,
sur ce plan, la restriction de la forme 2%+ y? —t2 est définie positive. En effet,
on a g(m) < 0 et P =m" de sorte que P est un plan défini positif en vertu
du théoreme de Sylvester (voir Partie III, ??7). C’est sur ce modele M que
la structure riemannienne est la plus simple, puisque son ds? est donné par
ds? = dax? +dy? — dt?. Avec le paramétrage en u, 6 on a ds? = du? +sh 2u db?.
On verra ci-dessous que les “droites” (i.e. les demi-hyperboles) sont bien les
géodésiques pour cette structure.

La structure définie sur M permet de définir une structure riemannienne
sur K comme image par V. Le calcul est laissé au lecteur. Le principe est
d’écrire les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles : x = f(X,Y),

etc. de calculer dx et les autres par les formules dz = a—X(X, Y)dX +
of

8_Y(X ,Y)dY et de remplacer dans le ds?. Voici le résultat :
(1 - Y?)dX? +2XYdXdY + (1 — X?)dY?

ds? =
s (1_X2_Y2)2

13. Le signe — permet de voir ce plan comme l'orthogonal pour ¢ du vecteur (a, b, ).
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2.4.3 Le disque de Poincaré
Définition

Pour passer de M au disque de Poincaré D on utilise une deuxieme pers-
pective, copiée exactement sur le cas de la sphere puisqu’elle a aussi pour
centre le point s = (0,0, —1) et projette aussi M sur le plan P défini par
t = 0. Comme dans le cas de la sphere, elle est donnée par V' (z,y,t) =

x
1 741
cette fois), noté D. La réciproque est donnée par

) et c’est encore une bijection de M sur le disque unité (ouvert

_ 2X  2Y 1+ R?
0’ 1(X,Y):( +R)

1-R21-R2 1— R?

avec R?2 = X2 4+Y?2

¥'(n o X

FIGURE 2.9 — Les deux projections stéréographiques de 1’hyperboloide vues
dans le plan des x,t

Il en résulte évidemment une bijection © = ¥ o ¥~! : K — D définie

X Y
ar O(X,Y) = ) ,avec R2 = X?2 +Y2 de
par O(X. Y) (1+\/1—R2 1+\/1—R2)

2z 2y
1+72 1+12

réciproque donnée par O (z,y) = < ) avec 12 = 12 + 2.

2.4.13 Définition. On note D le disque ouvert de R? défini par z°4+vy> < 1;
munt des droites et de la structure riemannienne définies ci-dessous, c¢’est le
modéle du disque de Poincaré de la géométrie hyperbolique.

2.4.14 Remarque. Le cercle unité joue le role d’objet a I'infini dans ce modele,
on le désigne sous le nom d’horizon.

79



2.4.15 Remarque. La perspective W' ressemble vraiment beaucoup a la pro-
jection stéréographique d’une sphere, surtout si 'on veut bien la regarder
non seulement sur M, mais sur H tout entier, y compris avec ses points a
I'infini. En effet, ’autre nappe de ’hyperboloide correspond & I'hémisphere
sud et s’envoie sur Uextérieur du disque, sauf le point s = (0,0, —1) qui va
a l'infini. Le cercle unité n’est pas dans 'image, mais il est atteint par les
points a l'infini de I’hyperboloide. Précisément, on considere la variété projec-
tive H (adhérence de H dans P3(R)) d’équation, en coordonnées homogenes
(z,y,t,w), * +y* —t* + w? = 0 et la flecche ¥’ : P3(R) — P?(R) donnée, en
coordonnées homogenes, par ¢'(z,y,t,w) = (z,y,t + w). Cette application
est définie sauf au point s = (0,0, —1,1). L’image de H par ¢ est contenue
dans le plan affine ¢t + w # 0 et, en particulier, les points a I'infini w = 0
vont sur le cercle unité z2 + y*> — t* = 0 (2 + y> — 1 = 0 en affine). On
prolonge U’ en une bijection de H sur P (ou P est le plan des (z,y) et ou
13, comme dans le cas elliptique, désigne la sphere de Riemann P U {oco}) en
envoyant s sur le point co. On passe de P au disque de Poincaré D en identi-

< 9 . x Yy
fiant ¥/ (z,y,t) et Y(—x, —y, —t), c’est-a-dire les points m = , ——) et
w(x,y,) Y(—z, —y, —t), p (tJrl t+1)
m' = (t T %) Un calcul immédiat montre que ces points sont inverses

dans l'inversion de pole o = (0,0) et de puissance 1 (inversion par rapport au
cercle unité, 'analogue de I'antipodie elliptique). On a ainsi un revétement
de degré 2 de P sur D ramifié le long du cercle unité. R

Attention, cette description du plan hyperbolique a ’aide de P n’est pas
du tout celle que nous avons vue avec le modele de Klein et les parties K,
I et T. En effet, ici, I'extérieur du disque n’est quune copie '* de l'intérieur
(et elle n’est pas porteuse de sens comme les points de T).

Droites

On peut décrire les “droites” de ce modele :

2.4.16 Proposition. Les “droites” du modele D sont les traces sur D des
cercles orthogonaux au cercle unité I' et des diametres de T'.

Démonstration. Rappelons que deux courbes du plan euclidien qui se coupent
en o sont dites orthogonales en o si leurs tangentes en ce point sont perpen-
diculaires. Dans le cas d’une droite et d’un cercle cela signifie que la droite
est un diametre du cercle, dans le cas de deux cercles la condition nécessaire
et suffisante d’orthogonalité est d? = R?+ R'* ot d est la distance des centres
et R et R les rayons des cercles (c’est le théoreme de Pythagore).

14. 11 faut penser a une sorte de crépe que 'on replierait le long du cercle unité.
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Comme les droites de M sont les intersections de M avec les plans az +
by — ct = 0 (avec a® 4+ b*> — ¢ > 0), leurs images dans D, vu la description de
la fleche ¥/, sont données par les équations c(X? +Y?) —2aX —2bY +c¢ = 0.
Si ¢ est nul on a une droite passant par I'origine du plan des (X, Y’) (donc un
diametre de T"). Si ¢ est non nul on reconnait un cercle de centre (a/c,b/c)
a’ + b — 2

2
qu’il est orthogonal a I', les points d’intersection de ce cercle avec I' étant les
intersections de I' et de la droite a X 4+ 0Y — ¢ = 0.

et de carré du rayon et on vérifie avec la formule @2 = R? + R"*

Structure riemannienne

La structure riemannienne de D s’obtient a partir de celle de M en cal-
culant son image par ¥’. Le calcul est sans malice. Voici le ds? obtenu :

dX? +dY?

ds? =4 )
S (1_X2_Y2)2

Intuitivement, plus on approche du cercle frontiere, plus les distances s’al-
longent. Nous reviendrons plus loin sur la distance hyperbolique.

2.4.4 Le demi-plan de Poincaré et le disque

Un autre modele traditionnel de la géométrie hyperbolique est le demi-
plan de Poincaré.

Le demi-plan de Poincaré H est le demi-plan y > 0 de R? (avec les co-
ordonnées (x,y)) ou de C (avec la coordonnée z = x + iy). Le disque de
Poincaré peut étre vu comme le disque unité de C : D = {z | |z| < 1} et on
sait qu’entre ces deux ouverts simplement connexes de C il y a une bijection

holomorphe ® : H — D définie par ®(z) = Z—:LZ de réciproque @ (w) =
z+1i
2 4+y? -1 —2x )
224 (y+1)2 22+ (y+1)2

1+w
1—w

i - En (z,y) on ala formule ®(z,y) = (

2.4.17 Remarque. Le cercle 2 +y*> = 1, bord de D (I'horizon), s’envoie par
&~ sur 'axe des x, sauf le point w = 1 qui a pour image le point & I'infini
oo dans la direction de I'axe imaginaire. La droite projective formée de 1'axe
des x et du point oo joue donc le role d’horizon pour le demi-plan H.

Droites

Les droites de H se déduisent de celles de D :
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2.4.18 Proposition. Les “droites” du modele H sont les traces sur H des
droites perpendiculaires a l'axe réel et des cercles dont le centre est sur ['axe
réel.

Démonstration. On note d’abord que, comme ®~! est une homographie, elle
transforme une droite ou un cercle en une droite ou un cercle (voir Partie
VI ou [Ber90]). De plus, elle conserve I'orthogonalité (loc. cit.). Comme &~
envoie le cercle unité sur 'axe réel, les droites du modele D s’envoient donc
sur les droites ou cercles orthogonaux a 1’axe réel, d’ou le résultat.

Structure riemannienne

Il reste a préciser la structure riemannienne de H. Le calcul est assez
saumatre, mais le résultat en vaut la peine car le ds? est le plus simple de
da? + dy?

2
de plus en plus longues a mesure qu’on s’approche de I’axe des =x.

On peut expliciter la fleche bijective ©71® de H dans K :

tous : ds? = Intuitivement cela veut dire que les distances sont

2+ -1 —2x
24+y2+1 22+92+1)

O™ d(z,y) = (

Pour une approche élémentaire de H, voir exercice 2.5.2.

FIGURE 2.10 — Un triangle rectangle (en a) dans le disque et le demi-plan de
Poincaré
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2.4.5 Groupe d’isométries

Les variétés riemanniennes (toutes isomorphes) que nous venons de consi-
dérer ont la propriété essentielle de posséder un tres gros ' groupe d’isométries,
qui n’est autre que G = PO(q).

Il y a beaucoup de facons de montrer ’existence de ce groupe d’isométries.
Si l'on considere le modele K, muni naturellement de la forme ¢(x,y,t) =
224y?—12, le groupe PO(q) ~ O™ (q), groupe d’isométries pour la forme ¢, est
constitutif de la structure de K. Cependant il n’est pas tout a fait immédiat
de montrer qu’il s’agit d’'un groupe d’isométries pour la structure rieman-
nienne. C’est facile en revanche avec H et tres classique, voir par exemple
[Bea83] 7.4, pourvu que l'on ait identifié le groupe d’isométries comme le
groupe PGL(2,R) (sous-groupe du groupe PGL(2, C) des homographies de
la droite projective complexe '%). Voila une autre facon de faire, qui utilise
le modele M et réalise ainsi un compromis entre les deux points de vue :

2.4.19 Proposition. Le groupe orthogonal PO(q) de la forme ¢ = x*+y*—t*
est un groupe d’isométries de la variété riemannienne M.

Démonstration. Le groupe O(q), dans son opération naturelle sur R?, conser-
ve 'hyperboloide H défini par 2? + > — t2 = —1, mais, attention, pas
nécessairement la nappe M. En effet, par continuité, les éléments de O(q) per-
mutent les deux nappes de H (définies par ¢t > 0 et ¢ < 0) car ce sont ses com-
posantes connexes. Il ne suffit pas de restreindre 'opération au sous-groupe
O7(q) car le renversement (z,y,t) — (z,—y, —t), par exemple, échange les
deux nappes '7.

On peut toutefois faire opérer PO(q) = O%(q) sur M. En effet, si u est
dans O"(q) et envoie M sur 'autre nappe il suffit d’appliquer —Id pour re-
venir dans M (cela revient a définir 'opération sur le projectif, bien entendu,
ou encore a faire opérer le sous-groupe® O.(q) qui conserve H, en notant
qu’il est isomorphe & PO(q)). Comme le plan tangent en un point m € M est
I'orthogonal de m pour ¢, les plans tangents sont permutés par les éléments

15. Au sens ol ce groupe est transitif sur les points.

16. Qui peut s’appeler aussi groupe anallagmatique, conforme, de Mobius, et j’en passe.

17. Précisément, les isométries positives qui conservent les deux nappes sont celles du
sous-groupe des commutateurs Q(q) En effet, notons o, le renversement qui fixe = et
change en leurs opposés les vecteurs orthogonaux a x. Si g(x) est < 0, on peut prendre
x € H et o, conserve les deux nappes de 'hyperboloide. En revanche, si ¢(x) est > 0, son
orthogonal contient des points de H, qui sont changés en leurs opposés, de sorte que les
nappes de H sont échangées. On conclut en utilisant la norme spinorielle, voir 1.4.16.

18. C’est aussi la composante connexe de 1’élément neutre dans O(gq). Le quotient
O(q)/q) est le groupe Z/2Z x Z/2Z et il y a donc trois sous-groupes intermédiaires.
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de O7(q) et comme la structure riemannienne est donnée par la restriction
de ¢ aux plans tangents, elle est bien invariante par O*(q).

On en déduit la propriété analogue pour K :

2.4.20 Corollaire. Le groupe projectif PO(q) est un groupe d’isométries de
la variété riemannienne K.

Démonstration. C’est clair car la structure riemannienne sur K est obtenue
a partie de celle de M par transport via ’application W.

2.4.21 Corollaire. La variété riemannienne K (et cela vaut aussi pour ses
avatars M, D, H) est homogéne. Précisément, le groupe d’isométries PO(q)
est transitif sur les points a € K, sur les “droites” (hyperboliques) D et sur
les drapeauz (a, D) avec a € D.

Démonstration. Ce résultat sera prouvé au chapitre 4, voir 4.2.6.

Involutions

Dans le cas des symétries axiales (c’est-a-dire celles qui ne sont pas dans
Q(q), voir 1.4.15), on a un résultat analogue a celui obtenu dans le cas du
modele elliptique conforme, voir 2.3.4 :

2.4.22 Théoreme. Soit h = (a,b, c) un vecteur de R® vérifiant a*+b*—c* =
1 et soit 7, la réflexion orthogonale (au sens de q) par rapport au plan P =
ht. L’intersection de P avec M est non vide (c’est une branche d’hyperbole)
et on la note H. La réflexion 1, induit par restriction une involution de
M. La bijection V' : M — D transporte |y (voir 2.1.3) en sa conjuguée
U, U1 qui est une bijection de D, et précisément la restriction ¢ D de
Uinversion (resp. la symétrie) par rapport au cercle (resp. a la droite) qui
porte W' (H). Le pole de cette inversion est le point (a/c,b/c) qui est un point
du plan extérieur a D.

Démonstration. Comme on a g(h) > 0, la restriction a P de la forme ¢ est
de signature (1,—1) donc hyperbolique et elle prend toutes les valeurs, en
particulier —1, ce qui signifie que P rencontre M. Le calcul de I'inversion
est pratiquement identique a celui qui a été mené dans le cas elliptique.
On a h = (a,b,c) avec a> +b* —c* = 1, m = (x,y,t) avec m € M donc
2% +y? —t? = —1 et le plan P est défini par ax + by — ct = 0, ce qui donne
le méme cercle que dans le cas elliptique. Comme son centre est (a/c,b/c),
c’est bien un point extérieur a D.
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2.4.23 Remarques.

1) Le théoreme précédent ne donne que les symétries axiales. Pour les symétries
centrales (dans le demi-plan de Poincaré) voir exercice 2.5.3.

2) Le fait que les involutions soient des inversions montre que ce sont des
transformations conformes de D. Comme elles engendrent PO(q), c’est vrai
aussi pour toutes les transformations de PO(q).

2.4.6 Géodésiques

Nous allons vérifier qu'en géométrie hyperbolique comme en géométrie
euclidienne, les droites (hyperboliques) sont les géodésiques, c’est-a-dire les
lignes de plus court chemin.

Le calcul peut se faire dans 'un quelconque des modeles. Nous avons
choisi le modele de Minkowski. Si 7 : [a, 5] — M est une courbe de classe
C! tracée sur M, avec y(u) = (z(u), y(u), t(u)) la longueur de 7 s’obtient en
intégrant la norme (au sens du ds? de la structure riemannienne) du vecteur
tangent v (u) :

)= | )+ ) — ) du

2.4.24 Théoréme. Les “droites” (hyperboliques, donc ici les demi-hyperboles)
sont les géodésiques de M.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que, parmi les courbes 7 joignant deux
points a et b de M, le “segment de droite” [ab] est la plus courte. Comme le
groupe PO(q) est un groupe d’isométries de M et qu’il est transitif sur les
points (voir 4.2.6), il suffit de montrer 1'assertion pour les courbes d’origine
a = (0,0,1). Vu le paramétrage de M (voir 2.4.12), on peut écrire b = M (3, 0)
avec 6 € [0,27] (et a = M(0,6)). La droite D joignant a et b est la trace
sur M du plan passant par l'origine (0,0,0) et par a et b, plan d’équation
Xsinf — Y cosf = 0. Le paramétrage de M (voir 2.4.12) montre que cette
droite est la courbe a # constant tracée sur M, i.e. la droite Dy donnée par
le paramétrage u — (shwucosf,shusinf, chu).

Un calcul immédiat montre que la longueur du segment [ab] (autrement
dit de la portion de la droite Dy comprise entre ces deux points) est égale a
S.

Considérons maintenant une courbe v quelconque tracée sur M, d’origine
a = y(up) et d’extrémité b = y(uz). On a donc t(uy) =1 = chO0 et t(uy) =
ch 5. On a le lemme suivant :
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2.4.25 Lemme. Soit v une courbe de classe C! tracée sur M, donnée par
le paramétrage y(u) = (x(u),y(u), t(u)). On a Uinégalité :

Ve (w) + () > ( 2*(u) +y2(“))/ - ( #lw) - 1>/ B \;%

Démonstration. L'inégalité signifie za’ + yy' < /a2 +y? /22 + 2 et ce
n’est rien d’autre que Cauchy-Schwartz.

On peut alors finir la preuve du théoréme. Le lemme nous donne ||y (u)||* =

2 (u) + g (u) = () > % —1"(u) = %
A C)

I(vy) > —————du = Argcht(uy) — Argcht(u,) = 5. Autrement dit,
(7) - w \/252(11)7—1 g ( 2) g ( 1) B

la longueur de 7y est plus grande que la longueur du segment [ab].

On en déduit

Ce résultat admet aussitot pour corollaire le résultat analogue pour les
autres modeles :

2.4.26 Corollaire. Les géodésiques de K, D, H pour leurs structures rie-
manniennes respectives sont les “droites”.

2.4.27 Remarque. On sait que la structure riemannienne permet de définir
la distance de deux points a et b : ¢’est le minimum des longueurs des courbes
allant de a & b. Ici ¢’est donc la longueur, au sens riemannien, du segment [ab].
On a vu ci-dessus que pour les points a = M (0,60) = (0,0,1) et b = M (53,60) =
(sh 5 cos@,sh5sin 3, ch B) de M, cette distance est égale a [ et c’est aussi
la distance des images de ces points dans K, c’est-a-dire de a = (0,0, 1) et
b= (thfcosh, thFsinb, 1).

On peut aussi faire ce calcul dans H : si on a deux points a, b et si a’, b’
sont les points a l'infini sur la droite hyperbolique qui les joint (c’est-a-dire les
points de laxe réel) on a d(a,b) = In([d’, a,b,b]), voir par exemple [Bea83].
Nous retrouverons cette formule au chapitre 5, voir 5.1.14.

2.4.7 Conformité et courbure

Nous définirons plus loin une notion d’angle générale dans le plan hyper-
bolique et nous verrons (cf. 5.2.10) que les angles sont les mémes qu’au sens
euclidien (c’est-a-dire les angles des tangentes aux “droites” hyperboliques)
dans les modeles de Poincaré D et H, qui sont donc des modeles conformes,
mais pas dans le modele de Klein K.

Par ailleurs, on montre qu’avec ces métriques, le plan hyperbolique est
une variété riemannienne a courbure constante (ce point est clair avec la
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transitivité de PO(q)) et qu’elle est négative et égale a —1 (il faut faire le
calcul dans I'un des modeles et ce n’est jamais completement évident, voir
par exemple [SG93] 3.14 ou [DL82] III 5.10).

2.4.8 Aires

La notion générale d’aire définie pour une surface riemannienne se traduit
dans le plan hyperbolique et 1’élément d’aire se calcule avec la formule 2.2.3 :

dz N\ d
2.4.28 Proposition. L’élément d’aire est égal a dS = # dans le demi-

)
Adx N d
_SRY  dans le disque de Poincaré et a
(1— 22 — y2)2

dans le disque de Klein.

plan de Poincaré, a dS =

dx A dy

as = (1— 22— y2)3/2

2.4.29 Remarque. Sur H, par exemple, on peut montrer que la mesure as-
sociée a cet élément d’aire est la seule mesure absolument continue par rap-
port & la mesure de Lebesgue et invariante par PO(q).

2.4.9 Le modéle de Beltrami
Motivation

La problématique de l'introduction de ce dernier modele est la suivante.
Les variétés riemanniennes vues ci-dessus sont toutes plongées dans R? ou
R?, mais aucune n’y est plongée de maniere isométrique et les métriques
riemannienne et euclidienne y sont distinctes. Notre objectif est donc de
trouver une variété S isométrique a M et a ses congéneres, plongée dans
R?, mais dont la structure riemannienne soit induite par celle de R?. Bien
entendu, le théoreme de Hilbert 2.1.2, interdit qu'un tel plongement soit
globalement réalisable, mais nous allons voir qu’il existe localement.

Construction

Le premier & avoir mené ce calcul est Beltrami '?, essentiellement & partir

de la structure riemannienne de K. Dans ce qui suit nous allons procéder
plutot a partir du demi-plan de Poincaré qui a le mérite de posséder le ds? le

19. Eugenio Beltrami, Saggio di interpretazione della geometria non euclidea, traduit
en frangais par Jules Houél, Essai d’interprétation de la géométrie non euclidienne, Ann.
Scient. E.N.S, 6, p. 251-258, 1859. Le premier chapitre de [Mar03] étudie en détail ce
modele, avec des figures magnifiques.
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dz? + dy?
Y2

parce qu’ainsi on aura déja un groupe d’isométries important, on cherche S

sous forme d’une surface de révolution. Le paramétrage de S est donc du

type :

plus simple : ds? = . Par commodité, par analogie avec la sphere,

( F£(£) cos, f(t)sind, g(t)).

La forme euclidienne canonique sur R? induit sur cette surface une structure
riemannienne dont le ds* est donné par f(t)2d6* + (f'(t)? + ¢'(t)*)dt?. Si on
do? + dt?
prend (6,t) comme coordonnées de H, le ds* de H vaut —
1
qu’ils coincident il faut donc avoir f(t) = 1/t et f'(t)? + ¢'(t)? = e qui
t* —
donne ¢'(t)* = ”

2 —1
ag(t) = Y

donne la surface S sous la forme :

cosf sind h
chu Chu’u v

On voit qu’il faut se limiter a la zone ¢ > 1 et on

dt, primitive qui se calcule en posant t = chu et qui

Appelons demi-plan de Poincaré “réduit” le demi-plan H’' formé des
couples (0, u) avec § € R et u > 0 et muni de la structure riemannienne
définie par ds? = (h—)2 + (thudu)?. Ce demi-plan est isomorphe, comme

chy

variété riemannienne, a la partie de H définie par ¢ > 1 au moyen de 'appli-
cation (0,u) — (0,chu). On a alors une application A : H' — R3 :

A(f,u) = (COSH, sm@j u—thu).

chu chu

2.4.30 Définition. L’image de l’application A est une surface de révolution
de R? appelée pseudosphere et notée B (comme Beltrami). Elle est munie
de la structure riemannienne induite par la forme euclidienne de R3.

2.4.31 Remarques.
1) On appelle généralement pseudosphere la surface de révolution obtenue
par la rotation autour de I'axe des z de la courbe plane dont un paramétrage

1
est x = o y = u—thu. Cette courbe est une tractrice (développante de la
chu

chainette). La surface B que nous considérons est la moitié de la pseudosphere
contenue dans le demi-espace z > 0.
2) Les points u = 0 s’envoient sur le cercle unité du plan z = 0 qui est la
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frontiere de B. Le point oo (point a l'infini de I’axe imaginaire de H qui
correspond & w infini) a pour image 'unique point & U'infini de B (point a
I'infini dans la direction de 'axe des z).

3) Le calcul effectué ci-dessus montre que l'application A est (en chaque
point) une isométrie pour les structures riemanniennes de H' et B.

Bien entendu, I'application A n’est pas une bijection de H' sur B a cause
de la périodicité des fonctions trigonométriques. Précisément :

2.4.32 Proposition. L’application A est un revetement C* de B, de fibre
Z. Comme H' est simplement connexe c’est le revétement universel de B.

Démonstration. Comme 'application u +— u — thu est croissante sur R, il
est clair que A, en restriction a une bande |§ — 7,0 4+ 7[, admet un inverse.
Les fibres d’un point de B sont de la forme (6 + 27Z, u), donc isomorphes a
Z.

On voit que B, qui a l'avantage d’étre munie, comme surface de R?, de
la métrique euclidienne usuelle, présente deux inconvénients par rapport aux
autres variantes du plan hyperbolique. En premier lieu, elle ne rend compte
que d’une partie du plan (les points y > 1 de la variante H). En second lieu,
on a seulement une fleche surjective, mais pas du tout injective, de cette
partie dans B. Cela signifie que vont apparaitre les phénomeénes classiques
des revétements : enroulement des courbes, feuilles, etc.

“Droites”

Bien entendu, les droites hyperboliques de H deviennent des géodésiques
de B. Leurs équations s’obtiennent a partir de celles des demi-cercles de H :
(z + ¢)*> + y*> = k? ou, avec les nouvelles coordonnées, (6 + ¢)? + ch?u = k2.
Quant aux demi-droites verticales de H, elles correspondent aux génératrices
0 = constante de B.

Dans les chapitres suivants, nous utiliserons principalement les modeéles
€voqués ci-dessus pour y tracer des figures. En vérité, nous n’emploierons
guere que les modeles K, le plus proche de nos conceptions générales sur la
géométrie hyperbolique, et D, pour avoir un modele conforme. Les modeéles
M et B qui sont plongés dans R? sont moins commodes et le modéle H (qui
peut étre le plus commode pour les calculs) est trop proche de D.
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FIGURE 2.11 — Un triangle (rouge), ses médiatrices (vertes) et son cercle
circonscrit (noir) dans le modele de Beltrami

2.5 Exercices

2.5.1 Géométrie elliptique

2.5.1 Ezxercice. Confection de macros en géométrie elliptique dans le
modele non conforme

L’objectif de cet exercice est de donner quelques pistes au lecteur qui
souhaiterait élaborer des macros pour implanter dans un logiciel de géométrie
dynamique les outils nécessaires pour travailler dans le modele non conforme
du plan elliptique. Le travail a été fait avec le logiciel Cabri mais peut sans
doute se transposer sans difficulté.

On rappelle qu’on dispose dans le plan affine usuel d’une origine o et du
cercle unité euclidien usuel I'. La construction du poéle d’une droite et celle
d'une d’une perpendiculaire ont été données au paragraphe 2.3.2.

1) Soit D une droite, d son pole et m un point du plan distinct de d. La
droite (dm) coupe D en d'. Montrer que le symétrique elliptique m’ de m par
rapport a D est le conjugué harmonique de m par rapport a d,d’ (utiliser le
fait que la symétrie induit une involution de (dm) et utiliser Partie I, 77).

2) Soient a, b deux points du plan. On se propose de construire le milieu
intérieur ° de a,b. Pour cela on utilisera 3.1.3 ci-dessous qui montre que si

20. C’est-a-dire celui situé sur le segment ordinaire [ab], attention, cette notion n’a de
sens qu’en référence a une droite a I'infini fixée.
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I'on a g(a) = q(b) ce milieu est le point (projectif) a + b. En appliquant ce

a b
résultat aux points a’ = et b = ; montrer que le milieu est le

q(a) q(b)
barycentre des points a, b affectés des coefficients 1/q(b) et y/g(a). Construire
ce point (si a = (ay, as), on construira d’abord la racine de g(a) = a? + a3+ 1
en utilisant le théoreme de Pythagore, et de méme pour ¢(b), et on finira la
construction en utilisant le théoreme de Thales).

Construire 'autre milieu de a, b (c’est le conjugué harmonique du premier
par rapport a a,b).

3) On suppose qu’on dispose d’une macro qui construit une conique a
partir de cinq de ses points. Construire le cercle (elliptique) de centre a
passant par b (c’est une conique dans le plan affine euclidien, voir 7.1.10 ci-
dessous, et on en construit quatre autres points en prenant les symétriques
de b par rapport a quatre droites arbitraires passant par a). Montrer qu’on
peut obtenir tous les types de coniques (prendre par exemple a = (ag,0,1)
et b=(0,0,1)).

4) Utiliser 2) ou 3) pour construire les médiatrices de a, b.

5) Calculer la distance elliptique de deux points a l'aide de 5.1.7 ci-
dessous. (Si le cercle choisi comme cercle unité n’est pas de rayon 1 on n’ou-
bliera pas de normaliser les distances en divisant par le rayon.)

2.5.2 Géométrie hyperbolique

Les exercices suivants proposent une approche élémentaire de la géométrie
hyperbolique dans le demi-plan de Poincaré.

2.5.2 FEzxercice. Le plan hyperbolique et ses droites

Rappelons qu’on appelle demi-plan de Poincaré I'ensemble H = {z +
iy € C | y> 0} et qu'on appelle droites hyperboliques de H les demi-
droites verticales d’origine située sur 'axe des = et les demi-cercles centrés
sur 'axe des =x.

On appelle horizon ou bord de H, I'’ensemble formé de la droite réelle R
et d’un unique point a I'infini, noté co. On considérera, par convention, que
les droites de C passent par oo, mais pas les cercles.

0) Montrer que les droites hyperboliques satisfont a 1’axiome fondateur
de la géométrie : par deux points distincts de H passe une droite hyperbolique
et une seule.

1) Soit a,b,c € R vérifiant a® +bc =1 et ¢ > 0.

a) On note C, . 'ensemble des points x + iy vérifiant les relations :

c(x® +y*) —2ar —b=0 et y>0.
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Montrer que C, . est une droite hyperbolique. Dans le cas ou cette droite
hyperbolique est un demi-cercle, on précisera son centre et son rayon.

b) Montrer que les droites hyperboliques de H sont toutes de la forme
précédente.

2) Soient D et D' deux droites hyperboliques distinctes d’équations c(z%+
y?) —2ax —b =0 et (2? +y*) — 2a’x — V' = 0 (avec les conditions de 1). On
pose (D, D') = ad'+ 3 (bd +b'c). Montrer que D et D' ont un point commun
dans H (resp. sur le bord de H) si et seulement si on a |¢(D, D’)| < 1 (resp.
o(D,D") = +£1).

On dit que deux droites hyperboliques sont perpendiculaires si elles se
coupent en un point de H et si les tangentes aux deux “droites” en ce point
sont perpendiculaires.

3) Montrer que, si ces droites hyperboliques sont des cercles, de centres o
et w et de rayons r et p, on a ow? = r? + p2.

4) Soient D et A deux droites hyperboliques d’équations c(z? + y?) —
2ax —b =0 et y(2? +y?) — 2ax — B = 0 avec a® + bc = o* + 3y = 1. Montrer
que ces droites sont perpendiculaires si et seulement si on a ¢(D,A) =0 ou
encore 2ax + by 4+ cf = 0.

5) Soient D, D’ deux droites hyperboliques distinctes. Montrer que D et
D" admettent une perpendiculaire commune (et une seule) si et seulement si
elles n’ont pas de point commun ni dans H, ni dans le bord de H.

2.5.3 Ezercice. Le groupe des isométries
On reprend les notations de 2.5.2.
az+b

cz+d
avec a,b,c,d € C et ad — be # 0. Une telle application définit une bijection

de C — {—2} sur C — {¢} (pour ¢ # 0) et on la prolonge en une bijection
de C = CU {oo} en posant f(—4%) = oo et f(co) = <. Pour ¢ =0 on a une
bijection de C que 'on prolonge en posant f(oo) = co. On consideére aussi
. : Z4+0b .
les anti-homographies : f(z) = a_z+ g et on rappelle que le produit d’une
cz

homographie et d’'une anti-homographie est une anti-homographie, que celui
de deux anti-homographies est une homographie, etc.

Rappelons que les homographies de C sont les applications f(z) =

0) a) Montrer qu'une homographie transforme une droite (resp. un cercle)
en une droite ou un cercle (on pourra décomposer f en produit de similitudes
et de transformations du type z — 1/2).

b) Montrer qu'une homographie distincte de Id admet au plus deux points

fixes dans C.

92



1) On considere 1’'ensemble G* des homographies a coefficients a, b, ¢, d
réels vérifiant ad — bc = 1 et I'ensemble G~ des anti-homographies a coeffi-
cients réels aussi, mais avec ad — bc = —1. On pose G = GT UG

a) Montrer que le produit de deux éléments de G est dans G™. Etudier
les divers cas mettant en jeu G et G™.

b) Montrer que G est exactement le groupe des homographies et anti-
homographies qui vérifient f(H) = H.

2) Les involutions de G~

On s’intéresse aux involutions de GG, c¢’est-a-dire aux éléments qui vérifient
fo f=1d, dabord dans le cas de G~.

: az +b s _ .

a) Soit f(z) = e élément de G—. Montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :
i) f est une involution.
i1) f admet un point fixe dans H.
i1i) On a a4+ d = 0.
Montrer qu’on a alors la relation a? 4 bc = 1.

b) Montrer que I'ensemble des points fixes dans H d’une involution de
G~ est une droite hyperbolique.

¢) Montrer, réciproquement, que si D est une droite hyperbolique, il existe
une unique involution de G~ qui admet D comme ensemble de points fixes.
On la note 7p et on 'appelle symétrie d’axe D (au sens hyperbolique).

c) Soit D une droite hyperbolique et soit f € G. Montrer que frpf~*
est un élément de G~, que c’est une involution et que ses points fixes sont
exactement ceux de f(D).

En déduire que tout élément f € G transforme une droite hyperbolique
en une droite hyperbolique.

d) Soient D, D" deux droites de H, distinctes. Montrer que D et D’ sont
perpendiculaires si et seulement si on a 7p o 7p = Tpr o Tp. En déduire que
tout élément f € G transforme deux droites perpendiculaires de H en droites
perpendiculaires.

e) Montrer que les droites invariantes par 7p et distinctes de D sont les
perpendiculaires a D.

3) Les involutions de G*

. az+b

Soit f(z) = o d

a) Montrer que f est une involution si et seulement si on a a +d = 0.

un élément de G™.

b) Montrer qu’une involution de G admet un unique point fixe dans H
et qu’inversement, tout point m de H est point fixe d'une unique involution
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de G*. Cette involution est la symétrie de centre m (au sens hyperbolique)
et on la note og,,.

c¢) Montrer que le produit de deux symétries d’axes D, D’ perpendiculaires
en m est la symétrie de centre m.

d) On considere 'application définie par o(z) = ’71 Montrer qu’il s’agit
d’une symétrie centrale hyperbolique dont on précisera le centre. Montrer que
toute symétrie centrale est conjuguée de o dans G*. En déduire que toute

symétrie centrale est composée d'une symétrie axiale et d’une inversion (au
sens euclidien).
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Chapitre 3

Les droites remarquables du
triangle

Ce chapitre anticipe quelque peu sur la suite, puisqu’on y aborde les
problemes de transitivité via l’existence des milieuz, médiatrices, bissectrices,
etc. En vérité, il s’agit d’un chapitre de propagande, dont l’objectif est de
convaincre le lecteur de la pertinence de mos choix et notamment de trois
points : l'emploi du cadre algébrique associé a l’espace projectif, l'usage des
points extérieurs dans le plan hyperbolique et ['utilisation de la dualité. 1l y
verra en effet avec quelle facilité se montrent les théoremes usuels de concours
des droites remarquables du triangle, avec des preuwves identiques dans le cas
hyperbolique et dans le cas elliptique. Il pourra comparer avec les preuves pro-
duites a partir d’autres approches (cf. [Bac59], [Lio01], etc.). Bien entendu,
dans le cas hyperbolique, si [’on souhaite revenir aur modéles usuels, il est
nécessaire de traduire la notion de concours lorsque le point d’intersection
des droites est un point extérieur, mais cette traduction, en termes de per-
pendiculaire commune, est immédiate, voir ci-dessous. Un autre attrait de la
méthode est la facilité avec laquelle on passe (par exemple) des milieus auz
médiatrices, ou des médiatrices aux bissectrices et inversement.

Les notations concernant points, droites, triangles, perpendiculaires et

involutions sont celles introduites en 1.3.1, 1.3.4, 1.3.7 et 1.4.5.

3.1 Meédiatrices, milieux, bissectrices, bissec-
teurs

Les notions classiques de médiatrices, milieux, bissectrices et celle, moins

classique, de point bissecteur, sont directement issues de la considération des
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involutions du groupe PO(q) et de leur double écriture 7 = o4, voir 1.4.5.

3.1.1 Médiatrices et milieux
Définition

3.1.1 Définition. Soient a,b deuz points distincts (on rappelle qu’il s’agit
de points en notre sens, donc non isotropes). On appelle médiatrice de a, b
une droite M vérifiant Tpr(a) = b; on appelle milieu de a,b un point m
vérifiant o,,(a) = b.

3.1.2 Remarques.

1) Médiatrices et milieux au sens de 3.1.1 sont des droites et des points non
isotropes puisque les involutions correspondantes existent.

2) Soit M une droite et m = M~ son pole. Comme on a 7y = ,,,, M est une
médiatrice de a, b si et seulement si m en est un milieu. Cette remarque est
évidemment essentielle dans la mesure ou elle permet de ne traiter qu’une
moitié des problemes.

p(a,m)
q(m)
lieu m de a, b est sur la droite! (ab) et que, par conséquent, toute médiatrice
M de a,b est perpendiculaire a (ab) (puisque le pole m de M est sur (ab),

voir 1.3.7).

3) La formule vectorielle : b = 0,,,(a) = —a+2 m montre que tout mi-

Existence

Sur un corps quelconque, l'existence de médiatrices et de milieux est
essentiellement une question arithmétique liée aux carrés (mais sur R c’est
juste une question de signe, voir 3.1.4) :

3.1.3 Théoreme. Soient a,b deux points distincts (non isotropes) de P(E).

1) Les points a et b admettent une médiatrice (resp. un miliew) si et seulement
si on a q(a) = q(b) dans k* /k**. On peut alors supposer, quitte a changer de
représentants, qu’on a q(a) = q(b) dans k*.

2) On suppose qu’on a choisi des représentants vérifiant q(a) = q(b) dans
k*.

a) St (ab) est non isotrope, les points a et b ont deux milieur m* = a+b et
m~ =a— b et deur médiatrices qui sont les polaires M+ et M~ des milieux
m~ et mT respectivement. La droite M (resp. M~ ) est la perpendiculaire
a (ab) passant par m™ (resp. m~ ). Les deux milieuz et les points des deux
médiatrices sont fizes dans les deux symétries. Les deux milieur m™ et m~

1. Comme les points @ et b sont distincts on a op(a,m) # 0.
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sont orthogonauz (ou conjugués), les deux médiatrices sont perpendiculaires.
b) Si (ab) est isotrope (i.e. tangente a la conique T' définie par q), les points
a et b ont un seul milieu et une seule médiatrice (qui passe par le point de
contact). Dans ce cas on conviendra d’appeler médiatrice généralisée (resp.
miliew généralisé) la droite (ab) elle-méme (resp. son pole qui est le point de
contact de (ab) et de I'). Avec cette définition, les milieuz et les médiatrices
sont encore les points a + b, a — b et leurs polaires.

Mt M”

Mt

FIGURE 3.1 — Milieux et médiatrices pour deux points du plan hyperbo-
lique (& gauche deux points de K, & droite deux points a,b de T avec (ab)
hyperbolique)

Démonstration. La condition q(a) = ¢(b) dans k*/k*? est clairement nécessai-
re, voir 1.4.2. Si elle est réalisée, notons encore a,b des relevements de a, b
dans E. Quitte a changer a en Aa, on peut supposer g(a) = ¢q(b) # 0. Si m est
milieu de a, b, on a vu que m est sur (ab). On a donc m = Aa + pb. Comme
om échange a et b dans P(FE) et que ¢(a) et ¢(b) sont égaux, on a o,,(a) = €b
et 0,(b) = ea avec € = +1 (le signe est le méme car o, provient d’une
involution de E). La formule o,,(m) = m impose A = pe et donc m = a +b
oum =a — b dans P(F). Il y a donc au plus deux milieux.

Réciproquement, supposant toujours g(a) = ¢(b) # 0, on considere les
vecteurs a + b et a — b. Ils ne sont pas tous les deux isotropes. En effet,
on a g(a +b) = q(a) + q(b) + 2¢(a,b) = 2(q(a) + ¢(a,b)) et gla —b) =
2(q(a) —p(a,b)). Si tous deux sont nuls, on a ¢(a) = 0, ce qui est absurde. De
plus, ces vecteurs sont orthogonaux. Si a+b est non isotrope, le renversement
Oqtp fixe a+0b et envoie a — b sur b— a, donc il envoie a sur b; si a — b est non
isotrope, o, envoie a sur —b (ce qui est la méme chose dans P(FE)). Si ces
deux vecteurs sont non isotropes on a donc deux milieux et deux médiatrices.
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Dire que I'un des vecteurs a + b ou a — b est isotrope revient a dire que
©(a,b) = £q(a) ce qui signifie que le discriminant ¢(a)? — ¢(a, b)? de ¢ en res-
triction & (ab) est nul, donc que la droite (ab) est isotrope. Réciproquement,
si la forme ¢ est dégénérée (et si on suppose toujours g(a) = q(b)) le
discriminant q(a)? — p(a, b)? est nul, de sorte que le noyau est a — b ou a +b
selon que ¢(a,b) est égal a g(a) ou a son opposé.

Dans le cas de deux milieux, m™ = a +b, m~ = a — b, comme on a
©(m™,m~) = 0, les milieux sont orthogonaux, et on am™ € MT = (m~)* et
m~ € M~ = (m™)t, d’ot les assertions sur les médiatrices (chacune contient

un milieu et elles sont perpendiculaires).

a m
M M+

FIGURE 3.2 — Milieux et médiatrices pour deux points a,b du plan hyper-
bolique avec (ab) extérieure (a4 gauche) et deux points du plan elliptique (a
droite)

3.1.4 Remarques.

1) Rappelons que, dans le cas ot le corps k est égal a R, la condition ¢(a) =
q(b) dans k*/k*? signifie simplement que ¢(a) et ¢(b) sont de méme signe,
condition toujours réalisée dans le plan elliptique et qui signifie que a, b sont
tous deux dans K ou tous deux dans T dans le cas hyperbolique.

2) Attention, les notations m™, m™ pour les milieux ne sont pas canoniques :
elles dépendent du choix des représentants des points a, b : si on change a en
—a, ce qui est possible puisque ¢(a) ne change pas, m™ et m~ s’échangent.
Pour une discussion détaillée dans le cas réel, voir ci-dessous.

3) Si les points a, b sont isotropes il y a une infinité de symétries axiales ou
centrales qui les échangent. En effet, il suffit de considérer le plan vectoriel
hyperbolique (ab) défini par a et b et les symétries orthogonales de ce plan?,

2. Plus géométriquement, on considere la droite projective hyperbolique qui joint les
deux points de I" et les symétries par rapport aux perpendiculaires a cette droite.
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voir [Per96] p. 188-189, prolongées par I'identité sur (ab):. On ne peut donc
pas définir milieux et médiatrices comme ci-dessus.

4) Si les points a et b sont confondus, il y a une infinité de points m tels
que o,,(a) = a. En effet, outre m = a lui-méme, il y a tous les points de la
polaire de a. De méme, il y a une infinité de droites M telles que 7p/(a) = a
(la polaire de a et les droites passant par a).

5) Si g, en restriction a (ab), est dégénérée, elle ne représente que les carrés
(ce qui implique g(a) = ¢(b) = 1 dans k*/k*?). En effet, on est nécessairement
dans le cas de la forme de Lorentz x? + y? — ¢* . De plus, le groupe PO(q)
est transitif sur les droites isotropes par le théoreme de Witt, donc aussi sur
les plans isotropes et il suffit de vérifier ’assertion pour le plan x = t.

6) Sil'on a q(a) = q(b), la réunion des médiatrices est la conique définie par
o(a,m)?* = p(b,m)?, voir exercice 4.7.21.

Le résultat suivant montrent que les milieux divisent harmoniquement les
points a, b :

3.1.5 Théoreme. On suppose que a,b ont deur milieux ¢ et d. Alors on a
[a,b,¢c,d] = —1. Réciproquement, si a,b,c,d sont quatre points alignés, si c
et d sont non isotropes, orthogonauzx et vérifient [a,b,c,d] = —1, ¢ et d sont
les milieur de a et b.

Démonstration. Comme l'involution o. fixe ¢ et d et échange a et b on a
le,d,a,b] = —1 = [a,b,c,d] en vertu de Partie I ??7. Réciproquement,
considérons la symétrie o.. Elle laisse stable (ab), donc induit une involu-
tion o de (ab). De plus, o. fixe la polaire de ¢ et en particulier le point d qui
est sur cette polaire. En vertu de Partie I ?? on a [c,d, a,0.(a)] = —1. Mais
comme [c,d,a,b] vaut aussi —1 c’est que o.(a) est égal a b, de sorte que c
est un milieu de a, b 'autre étant évidemment d par le sens direct.

3.1.2 Bissectrices et bissecteurs

La polarité va nous permettre de ramener le cas des bissectrices a celui
des médiatrices, avec en prime une notion nouvelle : celle de point bissec-
teur. Rappelons qu'une droite de P(F) peut étre vue comme un point de
P(E*). C’est ainsi que nous pourrons écrire A + B pour deux droites A, B
en identifiant les droites aux formes linéaires qui les définissent.

3.1.6 Définition. Soient A, B deuz droites distinctes (non isotropes). On
appelle bissectrice de A, B une droite D vérifiant 7p(A) = B. On ap-
pelle point bissecteur (ou plus bricvement bissecteur) de A, B un point
d vérifiant o4(A) = B.
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3.1.7 Remarque. Le pole d'une bissectrice est un bissecteur et wvice-versa.

3.1.8 Proposition. L’existence de bissectrice ou de bissecteur pour A, B est
équivalente a celle de médiatrice ou de milieu pour leurs poles a,b. En par-
ticulier, il existe une bissectrice si et seulement si on a ¢*(A) = ¢*(B) dans
k*/k*2. Dans ce cas, il existe deuz bissectrices DT et D~ (et deux bissecteurs
d~ et dt qui sont leurs péles respectifs) si et seulement si le point d’inter-
section ¢ de A et B est non isotrope. Dans le cas contraire il y a une seule
bissectrice et un seul bissecteur.

Démonstration. Le seul point a prouver est le premier, mais par conservation
de 'orthogonalité on a bien 7p(A) = B <= 1p(a) = b.

Dt

D*

FI1GURE 3.3 — Bissectrices et bissecteurs pour deux droites du plan hyperbo-
lique

3.1.9 Remarques.

1) 11 serait fastidieux de dérouler systématiquement les conséquences de la
polarité. Le lecteur se livrera a cet exercice facile et vérifiera que tous les
faits suivants sont conséquences de ceux établis dans le cas des milieux et
médiatrices : on peut supposer ¢*(A) = ¢*(B); dans ce cas, les bissectrices
DT et D~ sont données par A + B et A — B. Elles passent par le point ¢
(intersection de A et B), elles sont perpendiculaires, les bissecteurs dt et d~
sont sur la polaire de ¢ et sont orthogonaux, D (resp. D) contient d* (resp.
d™),ona[A, B,D" D] = —1. Le lecteur définira aussi, dans le cas ot ¢ est
isotrope, bissectrice et bissecteur généralisés comme c* et c.

2) Dans le cas de deux droites (ab) et (ac), si on suppose qu’on a q(a Ab) =
q(a A c), les points bissecteurs sont (a Ab) £ (a Ac).

3.1.10 Remarque. Comme dans le cas des médiatrices, les notations DT
et D~ ne sont pas canoniques (surtout sur un corps quelconque). Il existe
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toutefois une facon compatible de noter les unes et les autres. Si a,b sont
deux vecteurs non isotropes et si on note A, B les formes ¢, et ¢, (qui
définissent les polaires des points), on sait qu’on a les relations ¢(a) = ¢*(A)
et q(b) = ¢*(B). Si on a g(a) = q(b), les points a,b admettent les milieux

m* = a+bet m™ = a—b et les médiatrices correspondantes M = (m~)+ et
M~ = (m™)* qui sont aussi points bissecteurs et bissectrices pour les droites
A, B. Précisément, on a D™ = A+ B =M~ et D~ = A— B = M™. En effet,
M~ est caractérisée comme la médiatrice passant par m~ = a — b, or on a

(A+B)(a—b) = ¢a(a)=pa(b) +ps(a) —¢s(b) = q(a) —¢(a, b)+¢(b,a) —q(b) =
0. On notera le renversement du signe des exposants entre médiatrices et

bissectrices 3.

FI1GURE 3.4 — Bissectrices et bissecteurs pour deux droites du plan elliptique

3.2 Le concours des droites remarquables du
triangle

Voila la panoplie des théorémes de notre enfance! Nous les énongons
d’abord dans le cadre le plus général, avec points et droites en notre sens,
sur un corps quelconque, et dans l'une ou ['autre des géométries, elliptique
ou hyperbolique. La traduction, notamment dans le cas hyperbolique réel, est
donnée un peu plus loin.

3. On peut aussi le vérifier en notant que DT = A+ B = , + ©p = @arp est la polaire
de mT = a +b. C’est donc bien M ™.
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3.2.1 Triangles

Nous complétons les définitions données en 1.3.4 a la lueur de ce qui
précede :

3.2.1 Définition. On dit qu’un triangle abc (resp. un trilatere ABC') est
strict si on a q(a) = q(b) = q(c) dans k*/k** (resp. q(A) = q(B) = q(C)
dans k*/k*?).

3.2.2 Remarques.

1) D’apres ce qui précede, un triangle strict admet six milieux et six médiatrices
(éventuellement généralisées). Un triangle strict dont les cotés forment un tri-
latere strict admet six milieux, six médiatrices, six bissectrices, six bissecteurs
(éventuellement généralisés).

2) Comme on 'a dit, dans le cas réel, la condition d’égalité dans k*/k*? est
simplement une condition de signe. Dans le cas réel elliptique, tout triangle
(resp. tout trilatere) est strict. Dans le cas hyperbolique réel, un triangle
généralisé est strict si et seulement si les trois sommets a, b, ¢ sont non iso-
tropes et de méme signe (c’est-a-dire tous dans K ou tous dans T), un tri-
latere généralisé est strict si et seulement si les cotés A, B, C ne sont pas
tangents a I' et sont de méme nature (tous trois extérieurs ou tous trois
sécants a I).

3.2.2 Le concours des médiatrices

3.2.3 Théoreme. Soit abc un triangle strict. On suppose qu’on a choisi des
représentants de a, b, c tels que U'on ait q(a) = q(b) = q(c¢). On note, comme
en 3.1.3, a* =b+c, a” =b—c (et de méme bT b~ et ¢t ¢ par permuta-
tion circulaire) les milieux (éventuellement généralisés) de b,c; c,a; a,b et
AT A= ; BT B~ ; CT,C~ leurs médiatrices (éventuellement généralisées).
Alors, les triplets de points a™,b", ¢ ; a™, b, c" ;a”,b",c" ;a",b",c” sont
alignés et les triplets de droites A=, B~,Ct; A=, BY, C~; A", B~,C";
At BT, C" sont concourantes.

Démonstration. Montrons par exemple la premiere assertion. On a a* = b+c,
bt =c+acetc =a—b dona —bt+¢ = (b+c)—(c+a)+(a—b) =0et
la conclusion est évidente : les points sont alignés puisque leurs représentants
sont linéairement dépendants!! Le concours des médiatrices en résulte par
polarité.

Commentaire : Cette démonstration, d’une simplicité enfantine et qui
vaut dans un cadre trés général puisqu’on ne distingue ni le corps, ni la nature
de la géométrie, est significative de ce qu’apportent d’une part l’approche
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vectorielle, par la possibilité de calcul®, et d’autre part la polarité, qui permet
de ne faire que la moitié du travail. Pour d’autres preuves voir 3.5.1, 3.5.2,
3.5.8, 4.7.21, 5.6.10.

B~ A*

FI1GURE 3.5 — Concours des médiatrices et alignement des milieux dans les
modeles non conformes, hyperbolique (& gauche) et elliptique (& droite)

3.2.4 Remarques.

1) Attention, dans le cas hyperbolique réel, si I’on travaille dans les modeles
“intérieurs” K, D ou H, le concours des médiatrices peut avoir lieu “a
I'extérieur”, voir ci-dessous 3.4.16 pour une traduction.

2) On a immédiatement, avec le produit extérieur, des équations pour les
quatre droites joignant les six milieux : pour a™, b, ¢~ ¢’est la droite at AT =
(b+c)AN(c+a)=bAc+cANa—aAb. Les deux suivantes sont obtenues par
permutation circulaire et la derniére est b A c+cAa+ a Ab. On en déduit
aussitot les expressions des quatre points de concours des six médiatrices
comme poles des droites précédentes en remplacant le produit extérieur par
le produit vectoriel, par exemple : v = b Ac+cAa —a Ab. On verra au
chapitre 7 (cf. 7.1.9) que ces points sont les centres des cercles circonscrits
au triangle abe.

3) Lorsque les cotés sont isotropes le résultat est valable pourvu qu’on parle
des médiatrices et des milieux généralisés. Dans le cas ou les trois cotés sont
isotropes, i.e. tangents a la conique I' définie par ¢, les milieux sont les points
de contact des cotés avec I' et leurs conjugués harmoniques par rapport aux
sommets et ils sont trois a trois alignés.

4. Attention tout de méme & ne pas dire n’importe quoi, voir par exemple 7.5.3.
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3.2.3 Le concours des bissectrices

3.2.5 Théoreme. Soit ABC' un trilatere strict. On suppose qu’on a choisi
des équations A, B,C des cétés vérifiant ¢*(A) = ¢*(B) = ¢*(C). On ap-
pelle A = B+ C, A~ = B—C et de méme BT, B~, C*, C~ les bis-
sectrices des angles du trilatére et a™,a=,b",b~, ¢, ¢ les points bissecteurs
(éventuellement généralisés). Alors, les triplets de points a™,b~, ¢t ; a™, bT,
¢ ;at, b, ¢ ;at,bt, ¢t sont alignés et les triplets de droites AT, BT,C~ ;
At B=,Ct; A, Bt C*; A=, B~,C~ sont concourantes.

Démonstration. 11 y a deux fagons de procéder. On peut voir le résultat
comme ’analogue de 3.2.3, mais dans dans E*. On peut aussi se ramener a
3.2.3 par polarité. En effet, si a, b, ¢ sont les poles de A, B, C, on sait que les
bissectrices de A, B, C' sont les médiatrices de a, b, ¢, d’ou le fait qu’elles sont
concourantes. Attention, voir 3.1.10, il faut prendre garde au changement de
signe : la médiatrice Aj de b,c n’est autre que la bissectrice A~ de B,C
et le concours des médiatrices Af, By, Cy équivaut a celui des bissectrices

A=, B, C-.

+ +
B C e

F1GURE 3.6 — Concours des bissectrices et alignement des bissecteurs dans
le modele non conforme hyperbolique (a gauche) et dans le modele conforme
elliptique (a droite)

3.2.4 Le concours des médianes

3.2.6 Théoreme. Soit abc un triangle strict. On appelle, avec les nota-
tions de 8.1.3, a*,a=, b7, b7, ¢, ¢ les milieur (éventuellement généralisés)
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des cotés de abc. Alors, les droites (aa™), (bb1), (cc™); (aa™), (bb7), (cc™);
(aa™), (bbT), (cc™) ; (aa™), (bb7), (cc™) sont concourantes.

Nous donnons deux preuves de ce résultat :

Démonstration 1 (Calcul direct). On peut supposer ¢(a) = q(b) = q(c) et
on sait qu’alors les milieux sont les points ' =b+c, b/ =ctaet d =a=xb.
Sil'onprendd =b+c¢, b/ =c+a,d =b+c lepointa+b+c=a+d =
b+ b0 = ¢+ ¢ est a lintersection des trois droites (aa’), (bb'), (cc’). De
meéme, si on prend, par exemple, a’ =b+c¢, b =c—a, d = a— b, le point
b+c—a=d —a=b+0b =c—c estsur (ad), (bV), (cc’).

Démonstration 2 (Avec le produit extérieur). Si a’ est un milieu de [b], la
médiane (aa’) a pour équation a Aa’ = a A (b= ¢). Le concours des médianes
résulte alors des relations évidentes :

al(b+c)+bA(c+a)+cA(a+b) =0, aA(b+c)—bA(c—a)+cA(a—b) =0,

aN(b—c)+bA(c+a)—cA(a—b) =0, —aA(b—c)+bA(c—a)+cA(a+b) = 0.

3.2.7 Remarques.

1) Attention, méme si on a un vrai triangle, avec sommets et cotés non
isotropes, les médianes ne sont pas, en général, des droites au sens de 1.3.1.
On en a un exemple en prenant (aa’) tangente a I' et b, ¢ symétriques par
rapport a a’.

2) De méme, le point de concours des médianes n’est pas nécessairement un
point au sens de 1.3.1, voir exercice 3.5.6.

Pour une figure du concours des hauteurs et des médianes dans le modele
non conforme du plan elliptique, voir figure 2.2.

3.2.5 Le concours des hauteurs

3.2.8 Définition. Soit abc un triangle généralisé. On suppose que a n’est pas
égal au pole a' de (bc). On appelle hauteur issue de a la droite projective
(aa’). C’est la perpendiculaire a (be) passant par a (voir 1.3.7).

3.2.9 Remarques.

1) On notera que 'existence des hauteurs n’est pas soumise a une condition
arithmétique comme celle des milieux, médiatrices, etc.

2) Comme les médianes, les hauteurs ne sont pas nécessairement des droites
au sens de 1.3.1.

3) Lorsque a est le pole de (bc) il n’y a plus unicité de la hauteur : toute
droite passant par a est perpendiculaire & (bc). On gardera en téte I'image
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du pole nord et des méridiens, tous perpendiculaires a I’équateur. Dans les
autres cas on notera une différence essentielle entre les hauteurs et les autres
droites remarquables du triangle : il n’y a que trois hauteurs, alors qu’il y a
six médiatrices, médianes ou bissectrices.

3.2.10 Théoreme. On considére un triangle abc de P(E). On pose A = (bc),
B = (ca), C' = (ab). On suppose que a (resp. b, ¢) n’est pas le pole de A (resp.
B, C). Alors, les hauteurs A', B',C" du triangle sont concourantes.

Démonstration. On peut décrire la situation dans P(E*) (voir Partie I, ch.
1, §6) : les droites A, B,C' ; A’, B', C' sont des points de P(E*) et les droites
projectives duales correspondent aux points de P(E) : a* = (BC) (la droite
duale a*, ensemble des droites passant par a est définie par B et C), b* =
(CA), ¢* =(AB), A € a*, B €b*, C" € ¢*, enfin A;A’"; B, B et C,C’ sont
orthogonales.

On a alors, par Jacobi, AAN(BAC)+BA(CNA)+CAAAB)=0.
Mais, voir 1.2.2.3, A A (B AC') est une droite orthogonale a A et située
dans (BC) = a* : c’est donc (un représentant de) A’. Jacobi s’écrit ainsi
A"+ B'4+ C" =0, ce qui signifie que ces droites sont concourantes !

FI1GURE 3.7 — Concours des hauteurs dans le modele non conforme du plan
hyperbolique : le point de concours peut étre dans K ou dans T

Une autre preuve

On note A, B, C des équations des droites (bc), (ca), (ab). Si A" est une
équation de la hauteur (aa’), elle est combinaison linéaire de B et C' (car
ces trois droites sont concourantes). En écrivant que A’ est orthogonale a A
on trouve A" = ¢*(C,A)B — ¢*(A, B)C' et, de méme, B’ = ¢*(A, B)C —
©*(B,C)A et C" = p*(B,C)A—¢*(C,A)B. On a alors A'+ B'+C" = 0 d’ou
le concours des hauteurs.
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3.2.11 Remarque. Attention, dans le plan hyperbolique, méme si a, b, ¢ sont
dans K, le point de rencontre des trois hauteurs peut étre dans T, ce qui va
nécessiter une traduction dans les modeles usuels, voir ci-dessous 3.4.23.

3.2.12 Remarque. On peut donner une autre preuve du théoreme, formelle-
ment identique, mais utilisant les produits mixtes, cf. 1.5.3 et 1.5.4.

3.2.13 Remarque. En toute logique, il y a encore une autre notion, duale
de celle de hauteur : si on a un triangle abc on peut considérer le point
d’intersection du coté A = (be) avec la polaire A’ de a. Si o', ¥, ¢ sont ces

points, ils sont alignés car ce sont les poles des hauteurs®.

3.3 Quelques résultats familiers

Voici, en prime, quelques résultats autrefois bien connus des lycéens dans
le cadre de la géométrie euclidienne. On verra que la plupart d’entre eux
subsistent en géométrie non euclidienne.

3.3.1 Droite des milieux

Le théoreme suivant, qui est une conséquence immédiate de 3.2.3, rem-
place le théoreme euclidien de la droite des milieux :

3.3.1 Théoréme. Soit abc un triangle strict de P(E) et soient b, des
milieuz de c,a et a,b. Alors, la droite (b'c’) est perpendiculaire a la médiatrice
de b,c (qui est donc la perpendiculaire commune a (b'c’) et (be)).

3.3.2 Remarque. Attention, le fait pour (bc) et (b'¢’) d’avoir une perpen-
diculaire commune est banal, ce qui est important c’est qu’il s’agit de la
médiatrice de b et c.

3.3.2 Hauteurs et médiatrices

Dans le cas du plan euclidien, la démonstration la plus classique du
concours des hauteurs (aa’), (b0'), (¢c’) d'un triangle abc consiste a mener
les perpendiculaires en a,b, c aux hauteurs et a montrer que les hauteurs
sont les médiatrices du triangle ainsi obtenu, en utilisant le parallélisme de la
droite des milieux. Nous allons voir que, si 'argument de parallélisme tombe,
le résultat demeure :

5. Je n’ai pas de nom pour ces points : des polos, des pelotes, des poltrons 7
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3.3.3 Proposition. Soit abc un triangle. On suppose que les sommets a,b, ¢
ne sont pas deuxr a deuxr orthogonauzx. Soient o', V', les pieds des hauteurs
et a”, V" " les poles des droites (aa’), (bV'), (cc') (supposées non isotropes).
Soient A, B, C' les droites perpendiculaires a (aa’) (resp. (bb'), resp. (¢c’)) en
a (resp. b, resp. ¢) et u,v,w les points d’intersections de B,C'; C,A; A, B
respectivement. Alors, si u,v,w sont non isotropes, les points a,b,c;a”,b", "
sont les milieuz des cotés du triangle uvw (a et a” sont les milieuzr de v, w)
et les hauteurs (aa'), (bV'), (cc’) en sont des médiatrices.

Démonstration. Nous donnons deux démonstrations de cette proposition, les
deux nous paraissant instructives.

Démonstration géométrique

Comme (aa’) est perpendiculaire a la fois & (bc) et a (vw), son pole a”
est a l'intersection de ces droites et de méme pour b” et ¢”. De plus, a”, 0", ¢”
sont alignés (car les hauteurs sont concourantes). Montrons que a, a” sont les
milieux de v, w. Comme a et a” sont orthogonaux, il suffit, en vertu de 3.1.5,
de montrer qu'on a [v,w,a,a”] = —1. Mais on reconnait la construction de
la polaire de a par rapport aux droites (uv), (uw), voir partie I ?7. En effet,
on considere les droites (ab) et (ac). Elles coupent respectivement (uv) en
" cet (uw) en b,b”. Le point d’intersection de (bc) et (b”c¢”) n’est autre que
a” et il est sur la polaire de a. Comme (aa”) coupe (uv) et (uw) en v et w,
on a le résultat.

L’assertion sur les médiatrices en résulte car (aa’) est perpendiculaire a
(vw).

TS

o

FIGURE 3.8 — Hauteurs ou médiatrices ?
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Démonstration par le calcul

Cette preuve est révélatrice de l'efficacité des méthodes de calcul intro-
duites ci-dessus. On travaille dans la base a, b, ¢ formée de relevements des
sommets du triangle. On commence par calculer les points a”,b”, ¢”. On sait
que a” est sur (be) et qu’il est orthogonal & a. On pose donc a” = Ab+ puc et on
écrit que p(a,a”) est nul, ce qui donne a” = (¢, a)b — p(a, b)c. Cela permet
de calculer une équation de (aa”) : aAa” = ¢(c,a)(aANb)+ ¢(a,b)(cAa). On
peut alors calculer u = (bAV")A(cAc”) par la formule du double produit (voir
Partie IT ?77) et de méme pour v, w par permutation circulaire. On obtient :

u = [a,b,c]p(b,c) [ — (b, c)a+ p(c,a)b+ ¢(a,b)c].

Comme u est un point du projectif et que (b, ¢) et [a, b, ¢] sont non nuls (en
vertu des hypotheéses), on peut prendre pour représentant u = —(b, c)a +
o(c,a)b + p(a,b)c. Les vecteurs v et w sont identiques a la place du signe
moins pres. Il est clair qu’on a g(u) = ¢(v) = g(w), car tous sont égaux a :

o(b, ¢)?q(a) + (e, a)*q(b) + ¢(a, b)*q(c) — 2¢(b, c)p(c, a)p(a,b),

de sorte que leurs milieux existent et ce sont v +w = 2p(b, ¢)a qui définit le
point a et v — w = —2p(c,a)b + 2¢(a,b)c = —2a” qui définit le point a”.

3.3.4 Remarques. 1) Si, par exemple, b et ¢ sont orthogonaux, le pole de (bb')
qui est sur (ac) et orthogonal & b, n’est autre que ¢, et la perpendiculaire a
(b0') passant par b est (bc) = B. De méme, on a C' = (bc) et le point u n’existe
pas.

2) Attention, il se peut que 1'un des points u, v, w soit isotrope (et alors,
le calcul ci-dessus montre que les deux autres le sont aussi). Dans ce cas les
milieux n’ont pas de sens (on a encore [v,w,a,a”] = —1 mais, si v, w sont
isotropes, c’est vrai des que a,a” sont orthogonaux). Avec les notations du
chapitre 4, la relation ¢(u) = 0 se traduit par : I(b,c) + I(c,a) + I(a,b) —
25(a,b,c) = 0. Dans le cas elliptique, cette relation signifie que le triangle
abc est autopolaire, mais dans le plan hyperbolique, j’ignore ce qu’elle signifie
géométriquement ©, voir cependant 1.5.12. Si I'on se donne un triangle uvw
a sommets isotropes on voit qu’on peut se donner b, ¢ arbitrairement sur ses
cOtés et qu’alors a est bien déterminé.

3) La preuve par le calcul montre que la proposition reste valable lorsque
I'on permet aux hauteurs d’étre isotropes, a condition d’utiliser milieux et
médiatrices généralisés.

6. Si on pose ab = ch~y, ac = chf et bac = 0, voir chapitre 5, la relation devient
sh Bsh~y sinf = 1.
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3.3.5 Commentaire. Lorsqu’on part de trois points a, b, ¢, on peut définir
des constructions projectives (comme on 1’a vu dans les parties I et II), mais
aussi des constructions métriques, qui vont étre des concomitants sous le
groupe PO(q). On montre que sur la base (concomitante) a, b, ¢, les coor-
données des points construits sont alors des invariants sous PO(q). Comme
ces invariants s’expriment avec les quantités ¢(a), ¢(a,b), etc. (voir chapitre
9) on voit que les points ainsi construits les plus simples (i.e. de plus bas
degrés par rapport a a, b, c) sont les points a”,b”,¢” et u,v,w construits ci-
dessus.

3.3.3 Application 1 : triangles et milieux

La proposition précédente permet de résoudre le classique probleme de
trouver un triangle uvw dont les milieux soient trois points a, b, c donnés.

3.3.6 Proposition. Soient a, b, c trois points de P(E), non isotropes, non
orthogonaux et non alignés.

1) S"il existe un triangle strict uvw tel que a,b, c soient milieuz respecti-
vement de b,c; c,a; a,b, ce triangle est obtenu par la construction de 3.3.3
et le point v est un point fize de g = 0.0,0,.

2) Un tel triangle existe et est unique sauf si l'on a la relation

p(b,c)’q(a) + ¢(c,a)’q(b) + p(a, b)’q(c) = 2¢(b, c)p(c, a)p(a,b),
soit I(b,c) + I(c,a) + I(a,b) = 25(a,b,c) avec les notations du chapitre 4.

Démonstration. 1) 1l s’agit, par exemple, de montrer que (vw) est la perpen-
diculaire en a a la hauteur (aa’) du triangle abe. Pour cela on considere le
deuxieme milieu a” de v, w et sa polaire D. On sait par 3.1.3 que c’est la
médiatrice de v, w passant par a. Elle est donc perpendiculaire a (vw). Mais,
voir 3.3.1, les milieux b, ¢ de u, v et u,w sont alignés avec I'un des milieux de
v,w qui ne peut étre a par hypothese. Le point a” est donc sur (be), donc sa
polaire D est perpendiculaire & (bc) et c’est bien la hauteur de abc issue de
a. La propriété sur g résulte des formules o,(v) = w, op(w) = u et o.(u) = v.

2) La proposition 3.3.3 donne une construction d’un triangle uvw conve-
nable, sauf dans le cas ou u,v,w sont isotropes. On a vu en 3.3.4 que cela
équivaut a la condition donnée ci-dessus. On peut aussi décrire la situation
autrement. On considere le produit g = o.0,0,. Cette isométrie n’est pas
une involution (comme a, b, ¢ sont non alignés, cela résulte du théoreme de
Bachmann, voir 1.4.11), ni I'identité (car a, b, ¢ ne sont pas orthogonaux, voir
1.4.9). Sauf si ¢’est un déplacement parallele, elle admet un unique point fixe
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non isotrope v (voir 1.4.31). Si l'on pose w = 0,(v) puis u = o,(w), le triangle
uvw convient.

Si g est un déplacement parallele (voir 1.5.12), il admet un unique point
fixe isotrope v, les points w et u sont aussi isotropes et on est dans le cas

exceptionnel (on retrouve la configuration du probleme de Castillon, voir
Partie III 77).

3.3.7 Remarques.

1) Dans le cas ou les points a,b,c sont alignés, le produit o.0,0, est une
involution dont le point de Frégier d appartient a la droite (ab). Il y a deux
solutions car o4 admet deux points fixes sur cette droite (d et I'intersection
de (ab) et de sa polaire). On a donc deux triangles aplatis” dont les milieux
sont a, b, c.

2) Dans le cas ou les points a et b sont orthogonaux, le produit o0, est
I'involution o ou ¢ est le troisieme point du triangle autopolaire a, b, ¢’. Si
¢ n'est pas égal a ¢, I'isométrie 0.0, admet un unique point fixe w, comme
dans le cas ordinaire, mais comme ce point est fixe par o., le triangle est
réduit a deux points. En revanche, si a,b, ¢ est autopolaire, tout point w
fournit un vrai triangle uvw solution.

3) Pour la généralisation de ce probleme au cas de plus de trois points, voir
exercice 3.5.10.

3.3.4 Application 2 : retour sur les produits de deux
symétries

Nous abordons ici la question de la multiplicité des écritures d’'une isométrie
comme produit de deux involutions. Notons tout d’abord que la condition
0,0, = 040, est équivalente a o,0,0.04 = Id ou encore a o,0. = 0,04.

3.3.8 Proposition. Soient a,b, c,d quatre points non isotropes de P(E).
1) Si les points a,b, c,d sont alignés et si a,c et b,d ont méme milieu, on
a 0,0,0.04 = 1d.
2) Inversement, si on a 0,0,0.04 = 1d, les points a,b,c,d sont alignés et
st a, ¢ admettent un milieu m, il est aussi milieu de b et d.

Démonstration. Montrons déja que si le produit est I'identité, les points sont
alignés. Si b et ¢ sont égaux, on a 0,04 = Id donc a = d et le résultat est
évident. Sinon, on a 0,040, = 04 €t 0, = 0p0.04, donc a (resp. d) est sur la
droite (bc) en vertu du lemme des trois involutions 1.4.11.

7. On reverra cette configuration du “parallélogramme aplati” en 4.3.14.
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On peut donc désormais supposer que a, b, ¢, d sont alignés sur une droite
A et que a et ¢ admettent un milieu m. On pose d = 0,,(b). On a alors,
par conjugaison, 0,0,, = 0,,0. €t 0,0, = 040,,. En multipliant on obtient :
0,0y = 00040, b, comme la conjugaison par o,, coincide avec le passage
a l'inverse en vertu de 1.4.23 ou 1.4.30, on en déduit o,0, = og0., soit
0a0p0.0¢ = Id. On voit que l'on a o,040.04 = Id si et seulement si d et d’
coincident, i.e. si m est milieu de b, d.

3.3.9 Remarques. 1) Si A, B,C, D sont les polaires de a,b, ¢, d (qui sont les
axes des réflexions associées : 74 = g, etc.), on obtient aussitot par dualité
le fait que le produit des quatre réflexions est I'identité si et seulement si les
droites A, B, C, D sont concourantes et si A, C' et B, D ont méme bissectrice.

2) Attention, la droite A = (abed) (resp. le point commun a A, B, C, D)
peut étre isotrope (il suffit de prendre a, b, c non isotropes alignés sur une
droite isotrope, et le point d donné par c,0,0. = 04). Dans ce cas, on sait
qu’il existe un milieu unique pour a, ¢ car ¢ prend la méme valeur en tous les
points non isotropes de A.

3) En revanche, il se peut qu’on ait o,0,0.04 = Id sans que a et ¢ ad-
mettent un milieu. Ainsi, dans le plan hyperbolique réel, on peut simple-
ment dire que les produits ¢(a)q(c) et q(b)g(d) sont de méme signe (voir
4.3.13), mais ils peuvent étre négatifs comme le montre 1’exemple suivant :
a = (0,0,1), b = (1/2,0,1), ¢ = (2,0,1) et d = (1,0,0). Le produit des
quatre symétries est bien l'identité, mais comme a est dans K et ¢ dans T,
ils n’ont pas de milieu et la proposition ne s’applique pas. Nous donnerons
un autre critére qui vaudra (presque) dans tous les cas au chapitre suivant
avec la notion de parallélogramme aplati, voir 4.3.12.

3.3.10 Remarque. Dans le plan euclidien, les résultats sont un peu différents :

a) Si a,b, ¢, d sont quatre points du plan, on a o,0p0.04 = Id si et seule-
ment si on a 'égalité vectorielle % = dc, autrement dit si abcd est un pa-
rallélogramme.

b) Si A, B,C, D sont quatre droites du plan on a 7a7p7c7Tp = Id si et
seulement si les droites A, B, C, D sont concourantes ou paralleles et si,
de plus,

e dans le cas concourant, on a I’égalité d’angles orientés de droites 2(A, B) =
2(D,C),

e dans le cas parallele, toute translation qui transforme A en B transforme
aussi D en C.

On notera la différence fondamentale pour les symétries centrales entre
le cas euclidien dans lequel les points a, b, c,d ne sont pas nécessairement
alignés, et le cas non euclidien.
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3.3.5 Application 3 : trois symétries réduites a deux

Lorsqu’on a trois symétries de points de Frégier a, b, c non alignés, on sait
que leur produit f = o.0,0, est en réalité produit de deux symétries, voir
1.4.9, mais il s’agit de construire explicitement ces symétries. Pour cela, la
premiére chose a faire est de déterminer un point fixe v du produit (isotrope
ou non), ce qui se fait au moyen de 3.3.6 et 3.3.3. Ensuite, on prend une droite
D quelconque (non isotrope) passant par v. On sait alors que f s’écrit 7p/7p
avec D’ passant par v (voir 1.4.23 et 1.4.29). Pour trouver D', on construit,
a partir d’un point m non orthogonal a v, son transformé m’ par f, puis le
symétrique m” de m' par rapport a D. Une des médiatrices de f(m) et m”
passe par v (une seule car v n’est pas orthogonal a m), on appelle D’ et on
a alors f = mp/7p.

3.3.6 Le triangle orthique

3.3.11 Proposition. Soit abc un triangle, o', V', les pieds des hauteurs.
Alors les bissectrices du triangle “orthique” a’b'c’ sont les cotés et les hauteurs
de abc.

Démonstration. On note aq, by, ¢y les poles des cotés de abe et a”,b”, " les
poles des hauteurs. Les polaires des points a’, 0’ et ¢ sont alors respective-
ment les droites A = (a1a”), B = ()1b") et C = (c1c”). Soient w, v, w les
points d’intersection de B, C';C, A; A, B respectivement. Comme ces points
sont les poles des droites (b'¢’), ('a’) et (a’'), 'assertion signifie exactement,
a polarité pres, que aq, by, c1;a”,b”,¢” sont les milieux des cotés du triangle
uvw.

Mais, les hauteurs de abc sont aussi hauteurs du triangle a;b,c;. En effet,
comme (aa’) est perpendiculaire a (bc) elle passe par son pole a;. De plus,
elle est perpendiculaire & (byc;) car elle passe par son pole a. On peut donc
appliquer 3.3.3 au triangle a1b;c;. Comme les droites perpendiculaires aux
hauteurs de ce triangle en ay, by, ¢; sont les droites A, B, C' (par exemple A
passe par a; et elle est perpendiculaire a (aa’) puisqu’elle passe par son pole
a”), on a le résultat.

3.3.12 Remarques. 1) En toute rigueur, la proposition ci-dessus n’est valable
que si les points a, b, ¢ sont assez généraux (le triangle ne doit pas étre rec-
tangle, ses hauteurs ne doivent pas étre isotropes, etc.). Le lecteur précisera
les hypothéses nécessaires.

2) En géométrie euclidienne, ce résultat est prouvé en général en utilisant
le théoreme de I’angle inscrit, qui n’est plus valable en géométrie non eucli-
dienne. On notera, encore une fois, l'efficacité de la polarité (il n’était pas
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FIGURE 3.9 — Le triangle orthique dans le disque de Poincaré (a gauche) et
le point de Gergonne dans le modele conforme elliptique (a droite)

évidenta priori, que le résultat était le dual de 3.3.3). Pour une preuve par
le calcul voir 3.5.12.

3.3.7 Gergonne et Nagel

3.3.13 Proposition. Soit abc un triangle strict. Soient a=,b™, ¢~ trois des
siz milieur des cotés, que l'on suppose alignés sur une droite D (voir 3.2.5).
Soient a',b',c les points d’intersections de D et des polaires de a,b,c et
a”, b", " les intersections respectives des droites (aa’) et (be), (bb') et (ca),
(cc) et (ab). Alors, les points a”, V", " sont alignés.

Démonstration. On peut supposer qu’on a choisi des représentants a,b,c
vérifiant ¢(a) = q(b) = q(c) et que les milieux sont a= =b—c¢, b~ =c—a et
¢~ =a —b. Un calcul immédiat donne a' = (¢(a) — ¢(a,c))(a — b) + (q(a) —

¢(a,b))(c —a), dota’ Aa = (q(a) — ¢(a,c))(a Ab) + (¢(a) — ¢(a,b))(c A a)
et, on obtient, avec la formule du double produit :

a" = (a'Na) N (bAc) = ab,d [(q(a) — ¢(a, c))b— (q(a) — p(a,b))d]

et de méme pour les autres par permutation circulaire. Comme la somme de
ces trois quantités est nulle, on a le résultat.

3.3.14 Corollaire. (Points de Gergonne et de Nagel) Soit ABC un
trilatere strict, a,b,c ses sommets, d le point d’intersection de trois de ses
bissectrices (voir 3.2.5) et soient o', b, les projetés orthogonauz de d sur
les cotés. Alors les droites (aa’), (bb') et (cc') sont concourantes®.

8. En géométrie euclidienne, le point de concours est appelé point de Gergonne si d est
I'intersection des bissectrices intérieures et de Nagel sinon.
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Démonstration. C’est le dual du précédent !

3.4 Le cas des géométries réelles

Dans toute cette section, k est le corps des réels.

3.4.1 Problématique

Nous examinons maintenant les notions de milieux, médiatrices, bissec-
trices, etc. et leurs propriétés de concours et d’alignement dans le cas des
modeles usuels des deux géométries non euclidiennes réelles (notamment les
modeles conformes). Plusieurs questions surgissent :

e Etant donnés deux points (resp. deux droites) ont-ils toujours des mi-
lieux et des médiatrices (resp. des bissectrices et des points bissecteurs) et, si
oui, combien dans le modele considéré ? Les théoremes de concours énoncés
ci-dessus sont-ils valables sans restriction ?

e Lorsqu’il y a deux milieux, deux médiatrices, deux bissectrices, etc.
est-il possible de les distinguer, de maniere intrinseque ou non ?

Nous verrons que la réponse a la premiere question est un oui franc et
massif dans le cas de la géométrie elliptique?, mais qu’en géométrie hyper-
bolique une traduction sera nécessaire.

En ce qui concerne la deuxieme question, nous constaterons qu’il n’y a
que rarement des réponses intrinseques (et cela doit donc nous inciter a la
prudence), mais que des distinctions méme imparfaites peuvent étre utiles,
notamment pour décrire les figures.

3.4.2 Distinguer les milieux et les médiatrices : la voie
non intrinseque

Milieux et médiatrices intérieurs

Nous commencons par le cas des milieux qui va induire les autres. On a
vu ci-dessus que deux points a, b de P(FE) admettent en général deux milieux
m™ =a+bet m™ = a— b, mais que les signes + et — n’ont pas a priori
de sens géométrique puisqu’il suffit de changer les représentants de a, b pour
les échanger (voir 3.1.4). Cela indique bien que la difficulté provient du fait
que 'on travaille en projectif. Une autre maniere de le comprendre est la sui-
vante. En projectif, la droite (ab) est topologiquement un cercle (voir Partie
I ?7?) et les deux composantes du complémentaire de a,b sont toutes deux

9. La géométrie elliptique c’est le paradis des mathématiciens !
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homéomorphes a des intervalles et il n’y a pas lieu d’en privilégier une. Une
facon de rompre cette symétrie est de choisir une droite a l'infini. C’est ce
que réalise la définition suivante, valable a la fois en géométrie elliptique et
en géométrie hyperbolique :

3.4.1 Définition. On se donne une forme linéaire non nulle | € E* et on
utilise la droite Do, d’équation | =0 comme droite a l'infini de P(E). Soient
a,b € P(E), a,b ¢ Do. On peut choisir les représentants a et b de sorte qu’ils
vérifient l(a) > 0 et [(b) > 0. On définit alors l'intervalle Jab| (relativement a
) comme l’ensemble des m de P(FE) qui sont images de vecteurs m = Aa+ b
avec A, 1 > 0 et on appelle segment intérieur (relativement al) I’ensemble
lab] =]ab]U{a, b}. Le complémentaire de |ab[ est appelé segment extérieur.

Si les points a,b admettent des milieuz, on appelle milieu intérieur (re-
lativement a 1) celui des deux milieux qui appartient au segment intérieur et
milieu extérieur [’autre. On appelle médiatrice intérieure (resp. extérieure)
la médiatrice qui passe par le milieu intérieur (resp. extérieur).

3.4.2 Remarques. 0) Parmi les deux intervalles |ab| complémentaires des
points a et b dans la droite projective (ab), on appelle donc intérieur celui
des deux qui ne contient pas le point d’intersection de D, et (ab), c’est-a-dire
le point a U'infini de (ab).

1) Si on a g(a) = q(b) et i(a),l(b) > 0, le milieu intérieur est le point
mT = a + b et le milieu extérieur le point m~ = a —b et M™ = (m™)*+
(resp. M) est la médiatrice intérieure (resp. extérieure). Plus généralement,
si q(a) et ¢(b) sont de méme signe, le milieu intérieur (resp. extérieur) sera
de la forme Aa + pb avec A\, p de méme signe (resp. de signes contraires).

2) Nous verrons ci-dessous que les notions de milieu et de segment intérieurs
ont un sens géométrique intrinseque dans le cas de deux points (intérieurs)
du modele de Klein K ou de Poincaré D.

3) Attention, en revanche, dans tous les autres cas (en elliptique ou pour
les points extérieurs du plan hyperbolique), la distinction entre segments
intérieur et extérieur n’a pas vraiment de sens géométrique. Le lecteur se
convaincra notamment qu’une isométrie (par exemple une involution) peut
transformer segment intérieur en segment extérieur.

4) Nous donnerons plus loin des définitions de segment et de milieu
intrinseques (voir 5.4.6 et 5.4.13) et nous examinerons les théoremes de
concours et d’alignement a la lueur de ces définitions, voir 5.4.15.

Le lemme suivant (qui est une sorte de “lemme de Pasch”), explicite les
alignements possibles des points situés sur les cotés d'un triangle :
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3.4.3 Lemme. 1) Soit abc un triangle de P(E). Il existe une droite D ne
contenant pas a,b,c. Si |l est une équation de D, on peut supposer, quitle a
changer les représentants des points, que l(a), 1(b) et [(c) sont > 0.

2) Soit abc un triangle et soit | une forme linéaire positive en a,b,c. Si
a',b',c sont trois points, distincts de a,b,c, alignés, situés respectivement
sur les droites (be), (ca), (ab) il y a deuzx possibilités :

e les points a', b, ¢ sont tous dans les segments extérieurs relativement a [,
e deux des points sont intérieurs et un est extérieur.

Démonstration. 1) On considere la droite (ab) et un point d de cette droite,
distinct de a et b. Toute droite passant par d et distincte de (ab) et (dc)
convient 1. Pour ajuster les signes on change en leurs opposés les représentants
sur qui la forme est négative.

2) On écrit ' = Ab+ Ne, b = pc+ pla, ¢ = va + Vb avec tous les
coefficients # 0. L’alignement donne une relation aa’ 4+ b’ + v¢ = 0 avec
a, B, non tous nuls. On en déduit S’ +~yv =y +aX = aX + Su = 0. On
voit aussitot que si I'un des coefficients «, 8,y est nul les autres le sont aussi

A v
et c’est absurde. On obtient alors I\ ﬂ, — = —1 ce qui montre que ces trois
W ov
rapports sont négatifs ou que deux sont positifs et le troisieme négatif.

La géométrie elliptique

On est dans la situation de 3.4.1 dans les deux modeles usuels de la
géométrie elliptique évoqués au chapitre précédent. Dans le modele affine
elliptique AE, on a choisi une droite de l'infini ¢ = 0, et on peut prendre la
forme [ égale a t. Comme on a pris les représentants sous la forme (x,y, 1),
ce qui précede s’applique et les segments intérieurs sont les segments usuels
du plan affine des (z,y). Dans le modele de Klein KE, la forme linéaire 1
est encore égale a t et comme KE est la projection de la demi-sphere ¢ > 0,
les points des segments intérieurs vérifient ¢ > 0 et ils sont donc tous dans
la demi-sphere positive, donc le segment intérieur, en projection, s’envoie
sur 'arc ab qui est entierement contenu dans le disque. Parmi les points du
segment extérieur, en revanche, il y a un point qui vérifie t = 0, donc qui est
sur le bord du disque. Le segment extérieur est donc constitué de deux arcs
disjoints, voir figure 3.2.

La géométrie hyperbolique

On travaille dans le plan P(E), avec la forme x? +y? —2, et on reprend les
notations du paragraphe 2.4.1, notamment pour les deux parties intérieures

10. On voit que le résultat vaut sur n’importe quel corps de cardinal > 3.
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et extérieures K et T. On peut encore définir des segments intérieurs et
extérieurs comme en 3.4.1. Il suffit pour cela de choisir une forme linéaire [.
On prendra ici la forme ¢ comme équation de D, (ou une forme correspon-
dant a une droite sur laquelle ¢ est > 0). Si a et b sont dans le plan affine
t # 0, le segment intérieur [ab] est alors le segment au sens affine, voir figures
3.1 et 3.2. Comme on l’a dit, il n’a pas un sens intrinseque en général, mais
c’est le cas pour deux points de K (voir aussi 5.4.15) :

3.4.4 Proposition. On choisit la droite t = 0 comme droite a ['infini de
P(E). Sia,b sont deux points distincts de K, le segment intérieur [ab] est le
segment au sens affine. Le segment ouvert ab| est la composante connezxe de
(ab) — {a,b} qui est entierement contenue dans K.

Démonstration. Les quantités g(a) et g(b) sont négatives. De plus, comme
indiqué en 2.4.8, on peut supposer les coordonnées t de a et b positives. On
sait alors, en vertu de 2.4.9, qu'on a ¢(a,b) < 0 et donc g(Aa+pub) < 0si A et
1 sont positifs. Inversement, si par exemple A est positif mais p tres négatif,
le point Aa + pb est dans T.

3.4.3 Le cas des bissectrices

Pour les bissectrices, la situation se complique, car il y a deux manieres,
non équivalentes, de définir des bissectrices intérieures et extérieures. L’une,
qui concerne les droites, utilise la dualité, I'autre, plus proche des notions
euclidiennes usuelles, met en jeu les demi-droites, ou les triangles.

Bissectrices intérieures de droites

3.4.5 Définition. On reprend les notations de 3.4.1. Soient A, B deux droites
non isotropes et soient a, b leurs poles. On suppose que a,b admettent des mi-
lieuz et on note respectivement m™* et m~ les milieux intérieur et extérieur
de a,b. On appelle bissectrice intérieure au sens des droites la droite
D™, polaire de m™, qui passe par m™ (resp. bissectrice extérieure la droite
D™, polaire de m™, qui passe par m~ ).

3.4.6 Remarques. 1) On a donc DT = M~ et D~ = M™ : la bissectrice
intérieure est la médiatrice intérieure des poles, voir 3.1.10.

2) Attention, cette notion n’est pas intrinseque. De plus, elle n’a pas de
rapport avec celle de bissectrice intérieure d'un triangle (ou de deux demi-
droites) que nous allons définir ci-dessous. Elle est donc a utiliser avec la plus
grande prudence mais elle nous permettra de formuler le théoreme 3.4.20 et
de décrire les figures associées.
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3) Dans le cas de droites du disque de Klein K se coupant en a € K, la
bissectrice intérieure est celle qui est située dans I’angle qui contient le centre
odel.

Bissectrices intérieures d’un triangle

Nous définissons maintenant les notions de bissectrice intérieure ou exté-
rieure pour un triangle :

3.4.7 Proposition-Définition. Soient a,b,c trois points (non isotropes et
non alignés) de P(E). On suppose que le triangle abc et le trilatére (be),
(ca), (ab) sont stricts et on choisit une forme linéaire | et des représentants
a,b,c des points, tels que l(a),l(b) et l(c) soient > 0 (voir 3.4.3). Les notions
de segments et milieux intérieurs seront désormais pris par rapport a cette
forme.

1) 1l existe des nombres positifs X\, u,v tels que, si l'on remplace a,b,c
par Aa, ub,ve, les droites A = bAc, B = cANa et C = aAb vérifient
q*(A) = q"(B) = ¢*(C).

2) Les bissectrices des cotés du triangle sont AT = B+C et A~ = B—C' et
les droites obtenues par permutation circulaire. La bissectrice A~ (resp. AT)
coupe la droite (bc) en un point du segment intérieur |be| (resp. en un point
extérieur a |bc[) et on a des résultats analogues pour les autres bissectrices.

Les bissectrices A=, B=,C~ (resp. AT, BT, C") sont appelées bissec-
trices intérieures du triangle (resp. extérieures).

Démonstration. 1) Comme le trilatere est strict, les nombres ¢*(A), ¢*(B) et
q*(C) sont de méme signe. Si I'on remplace a,b, ¢ par Aa, ub, ve, la quantité
q*(A), par exemple, est multipliée par p?v?. On a donc le résultat en posant
X = lg*(A)], 12 = ¢*(B)], v* = |g"(C)].

2) Le point d’intersection Sb+c de (be) et de A~ est donné par la relation
[(cANa)— (aAb)|(Bb+~vyc) =0, soit (5 —)[a,b,c] =0 (ou le crochet désigne
le déterminant). On a donc 8 =« (et on peut supposer > 0) et c’est bien
un point intérieur au segment (voir 3.4.1). Les autres cas sont analogues.

3.4.8 Remarques. 1) Dans le cas d’'un triangle de K, ces notions sont in-
trinseques car la notion de segment intérieur ’est, voir 3.4.4.

2) Attention, la bissectrice intérieure des droites B, C' au sens du triangle
n’est pas nécessairement la bissectrice intérieure au sens des droites (voir
3.4.5) comme le montre I'exemple suivant. On travaille dans K, la forme
linéaire | n’est autre que 7', on considere les trois points a = (0,1/2,1),
b=(8,0,1)et c=(1/2,0,1) et on fait varier 5 de —1 a1/2. Le c6té B = aAc
du triangle a pour coordonnées (1/2,1/2,—1/4) ou encore (2,2, —1) de sorte
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que son pole O est (2,2, 1) (attention au signe, voir 1.2.5). De méme, C' = aAb
a pour coordonnées (1/2, 3, —[3/2) et pour le pole on a ¢ = (1/5,2,1). On
voit que lorsque [ change de signe, le point ¢’ change de coté par rapport
a b sur la droite y = 2 et les bissectrices intérieures au sens des droites
s’échangent.

N

FIGURE 3.10 — A gauche les bissectrices intérieures sont les mémes au sens
des droites et des demi-droites, a droite, non

3) Nous verrons au chapitre 5 qu’on peut définir segments et milieux in-
trinseques, et donc, par les mémes méthodes que ci-dessus, des bissectrices
intérieures et extérieures intrinseques. Les choses n’en sont pas moins com-
pliquées pour autant, voir 5.6.11 et 5.6.12.

3.4.4 Existence des milieux, médiatrices et autres ani-
maux familiers

La géométrie elliptique

Dans le cas de la géométrie elliptique, les formes ¢ et ¢* sont définies posi-
tives et on a donc g(a) = ¢*(A) = 1 dans k*/k*? pour tout a € P(E) et tout
A € P(E*). De plus, il n’y a pas d’isotropes. Deux points distincts ont donc
toujours exactement deux milieux et deux médiatrices, deux droites distinctes
ont toujours exactement deux bissectrices et deux points bissecteurs .

La géométrie hyperbolique

Dans ce paragraphe on travaille dans P(E) muni de la forme 2% + y? — t?
avec les notations du paragraphe 2.4.1. L’existence des milieux et médiatrices
est donnée par la proposition suivante :

11. Le paradis, vous dis-je!
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3.4.9 Proposition. Soient a et b deuz points (non isotropes) de P(E).

1) Sia est dans K et b dans T, les points a, b n’ont ni milieu, ni médiatrice.
2) St a et b sont tous deuxr dans K, on peut supposer q(a) = q(b) < 0 et
t >0 pour a et b (selon la convention'? 2.4.8). Les points a et b admettent
un milieu intérieur m* = a+b € K et un milieu extérieur m™ =a—b € T.
Ils admettent aussi deuxr médiatrices M (polaire de m™) qui est une droite
hyperbolique et M~ (polaire de m™) qui est une droite extérieure.

3) St a et b sont tous deux dans T, on peut supposer q(a) = q(b) > 0. Il y
a deur milieuz et deur médiatrices'3, sauf si la droite (ab) est tangente a la
conique. Précisément, si la droite (ab) est extérieure a ', les milieux sont
tous deuzx dans T, si elle coupe I, U'un des milieuz'* est dans K et l'autre
dans T.

Démonstration. L’assertion 1) est évidente car g(a) et ¢(b) sont distincts
dans k*/k*%. Le point 2) résulte de 3.1.3. En effet, la droite (ab) n’est pas
tangente a la conique (donc elle n’est pas isotrope) et il y a deux milieux
et deux médiatrices dans P(E). On a vu en 3.4.4 que le segment intérieur
[ab] est contenu dans K, donc aussi le milieu intérieur a + b. En revanche,
le milieu a — b est > 0. En effet, comme a + b et a — b sont orthogonaux,
la signature +,+, — empéche qu’ils soient tous deux < 0. Dans le point 3)
le seul cas non évident est celui ou (ab) rencontre I' en deux points. Dans
ce cas, la forme ¢ en restriction & (ab) est hyperbolique et, comme m* et
m~ sont orthogonaux, les valeurs de ¢ en ces points sont nécessairement de
signes contraires.

Pour les bissectrices, méme en se limitant aux droites hyperboliques (celles
qui coupent K), les choses sont plus délicates car il faut distinguer selon leurs
positions, voir 2.4.6, qui correspondent a celles de leurs poles (qui sont des
points de T). La proposition suivante n’est qu'une traduction de résultats
antérieurs :

3.4.10 Proposition. On considere deux droites A, B hyperboliques, se cou-
pant en ¢ € P*(R), leurs péles a,b et la droite C = (ab) = c*. Il y a trois
cas :

1) Le point ¢ est dans K, ce qui signifie que la droite C' = (ab) est
extérieure. Les deur milieuxr de a,b (qui sont les bissecteurs de A, B) sont
alors extérieurs et les deux médiatrices (les bissectrices de A, B) sont hyper-
boliques. Autrement dit, dans K, les droites admettent deux bissectrices qui
sont perpendiculaires en c et pas de point bissecteur.

12. On ne peut a la fois imposer ¢(a) = q(b) et t = 1, bien entendu.

13. Si les points a, b ne sont pas a I'infini on peut distinguer les milieux a ’aide de 3.4.1
en prenant t = 0 comme droite a l'infini, avec les réserves d’usage.

14. Attention, ce n’est pas nécessairement le milieu intérieur au sens de 3.4.1.
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2) Le point ¢ est sur I (les droites A et B sont “paralléles”), ce qui
signifie que C' = (ab) est tangente a I' en c. Les points a,b admettent un
unique miliew m qui est sur C, donc dans T, et une unique médiatrice m=,
passant par ¢, donc hyperbolique. Les droites A, B ont une unique bissectrice
et pas de point bissecteur dans K.

3) Le point c est dans T donc la droite C' est hyperbolique. Les points a,b
ont deux milieuz, ['un dans K, lautre extérieur et deuxr médiatrices, ['une
hyperbolique, 'autre extérieure. Les droites A, B admettent donc, dans K,

une unique bissectrice et un unique point bissecteur, situé sur la bissectrice®.

3.4.5 Retour aux triangles : les théoremes de concours
Positions

Il s’agit de décrire ce que deviennent les théoremes d’alignement et de
concours dans les géométries réelles.

Il y a deux niveaux a considérer. LL'un, qui n’intervient que dans le cas hy-
perbolique, est intrinseque et consiste a se demander si les concours et aligne-
ments annoncés ont lieu dans K ou dans T et quelles en sont les conséquences
géométriques, nous ’aborderons au paragraphe suivant. L’autre est contin-
gent, mais utile pour la description des figures, et concerne les notions de
segments, de milieux, etc. intérieurs et extérieurs. Il nécessite de choisir une
forme linéaire [, voir 3.4.1. Dans ce cas, le lemme 3.4.3 permet de préciser les
alignements des milieux des cotés d'un triangle et les concours des médiatrices
en termes d’intérieur et extérieur, indépendamment de la nature (elliptique
ou hyperbolique) de la géométrie :

3.4.11 Proposition. Soit abc un triangle strict. On choisit une droite a
linfini d’équation | ne contenant aucun des points a,b,c et on utilise les
notions d’intérieur et d’extérieur au sens de 3.4.1. Alors, les trois milieux
extérieurs (resp. deuzx milieuz intérieurs et le milieu extérieur du troisiéme
coté) de abc sont alignés; les trois médiatrices intérieures sont concourantes
(resp. deuz extérieures et une intérieure).

Pour les bissectrices on a le résultat suivant qui montre que les bissectrices
intérieures sont toujours concourantes, quel que soit le sens qu’on donne au
mot intérieure :

3.4.12 Proposition. 1) Soit ABC' un trilatére strict. Les bissectrices intérieu-
res au sens des droites, voir 8.4.5, sont concourantes. Il en est de méme de
deux bissectrices extérieures et une intérieure.

15. On notera que ce cas est sensiblement différent de nos habitudes euclidiennes.
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FIGURE 3.11 — Le concours des médiatrices et I'alignement des milieux dans
le plan elliptique

2) Soit abc un triangle strict dont les céotés forment un trilatére strict. Les
bissectrices intérieures au sens des triangles, voir 3.4.7, sont concourantes.
Il en est de méme de deux bissectrices extérieures et une intérieure.

Démonstration. Par dualité, le point 1) est une conséquence immédiate de
la proposition précédente.

Pour le point 2), il résulte de 3.4.7 que les bissectrices intérieures, apres
normalisation, sont A~ = B—-C, B~ =C—-Aet C™ =A—Betona
A+ B~ +C~ =0, dou le résultat.

Le cas elliptique

Comme on I’a dit, la géométrie elliptique est le paradis des mathématiciens
et il n’y a rien a changer par rapport a la situation générale décrite ci-dessus.
On a effectivement tous les milieux, médiatrices, etc. possibles, avec tous les
concours et tous les alignements annoncés, voir les figures 2.5, 3.6, 3.11. Pour
le concours des bissectrices intrinseques, voir 1’exercice 5.6.12.

3.4.6 Concours : le cas hyperbolique

Le cas hyperbolique nécessite plus de soin. On suppose dans ce paragraphe
qu’on est dans P(F) muni de la forme de Lorentz x* + y* — ¢ et on reprend
les notations du paragraphe 2.4.1.
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Si I'on considere le plan projectif tout entier, sans frapper d’ostracisme les
points de T, les résultats prouvés ci-dessus sont parfaitement valables, voir
figures 3.5, 3.6, 3.7. Si 'on souhaite absolument se conformer aux traditions
et retrouver le cas hyperbolique usuel sur R, par exemple dans le modele D
du disque de Poincaré, il faut opérer quelques modifications et surtout établir
un dictionnaire qui nous permettra d’interpréter les résultats précédents. La
satisfaction de comprendre des phénomenes jusque la épars vaut bien ce
petit effort.

Pinceaux

La différence essentielle entre la situation examinée ci-dessus et celle
du plan hyperbolique usuel réside dans le concours des droites. Les droites
concourantes dans P(FE) ne le sont plus nécessairement dans K, précisément,
en se souvenant de 2.4.6, on a :

3.4.13 Proposition-Définition. Soient A, B, C' trois droites hyperboliques
(i.e. des droites de P(FE) qui rencontrent K), concourantes en un point u €
P(E). Il y a trois cas :

1) siu est dans K, les droites sont concourantes dans K,

2) siu est dans T, les droites admettent une perpendiculaire commune,
la droite U = u*, qui est une droite de K,

3) siu est sur T, les droites sont paralléles.

Dans les trois cas on dit que ces droites sont en pinceau et on parle, selon
le cas, de pinceau de centre u, d’axe U, ou sans support.

3.4.14 Remarque. On notera qu’en revanche il n’y a pas de probleme pour
les alignements de points de K puisque toute droite projective passant par
deux points de K est une droite de K.

Traductions

Rappelons que nous écrirons toujours les points de K sous la forme a =
(x,y,t) avec t > 0 (voir 2.4.8). Le segment intérieur |a, b| (au sens de la forme
linéaire ¢, voir 3.4.1), qui est I’ensemble des points \a + pb avec A, i > 0, est
enticrement contenu dans K (voir 3.4.4).

On peut expliciter ce que deviennent les objets définis ci-dessus dans le
cas d'un triangle :

3.4.15 Proposition.
1) Soit T = abc un triangle de K. Alors, T' est un triangle strict. 1l admet,
dans K, trois milieur de cotés (donc trois médianes), trois médiatrices et
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trois hauteurs (qui sont des droites hyperboliques).

2) Si U = (ABC) est un trilatére de K (i.e. la donnée de trois droites de
K, ne se coupant pas nécessairement dans K), U admet au moins trois et au
plus six bissectrices. Précisément, st n est le nombre de points d’intersection
des cotés A, B, C dans K il y a 3+ n bissectrices et 3 —n points bissecteurs.

Démonstration. Rappelons, cf. 3.4.9, que a, b sont dans K ils ont un unique
milieu dans K, le point ¢ = a + b, et une unique médiatrice, la droite
CT = (a—b)*. On en déduit I'assertion 1).

Si A, B sont deux droites de K on a plusieurs cas, voir 3.4.10. Si A et
B se coupent dans K, elles admettent deux bissectrices dans K. Si elles se
coupent sur I' ou a l'extérieur elles en ont une seule. Si elles se coupent a
I'extérieur elles ont une bissectrice et, de plus, un point bissecteur. On en
déduit I'assertion 2).

Les résultats

On peut maintenant énoncer :

3.4.16 Théoréme. (Concours des médiatrices) Soit abc un triangle de
K. Les trois médiatrices de abc sont en pinceau.

Démonstration. Les médiatrices de abc sont les polaires des milieux extérieurs
de abc,a™ =b—c¢, b~ =c—a, ¢ = a—b. Comme ces milieux sont alignés
sur une droite D de P(E), cf. 3.2.3, les médiatrices sont concourantes dans
P(FE), donc en pinceau dans K.

3.4.17 Remarque. Les trois cas de figure (pinceaux a centre, a axe, sans
support) sont possibles selon la position de D par rapport a I', voir une
discussion en 3.5.13. Pour des précisions sur cercle circonscrit, horocycle et
équidistante, voir chapitre 7.

Dans le cas des bissectrices, on a d’abord le théoreme pour les triangles,
proche du cas euclidien :

3.4.18 Théoreme. (Concours des bissectrices) Soit abc un triangle de
K. On appelle, avec les notations de 3.4.7, A=, B~, C~ (resp. AT, BT, C%)
les bissectrices intérieures (resp. extérieures) du triangle. Alors, les droites
A=, B~,C~ sont concourantes et les triplets de droites AT, B*,C~ ; AT, B~
C*; A", B*",C" sont en pinceau.
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F1GURE 3.12 — Concours des médiatrices et cercle circonscrit a gauche, per-
pendiculaire commune a droite

F1GURE 3.13 — Concours des bissectrices intérieures, concours ou pinceau
pour deux extérieures et une intérieure (perpendiculaires communes en rose)

Démonstration. Cela résulte de 3.2.5 et de 3.4.7. Le seul point non évident
est que le point de concours des bissectrices intérieures soit dans K. Pour le
voir, normalisons le triangle comme en 3.4.7. Les bissectrices intérieures sont
alors les droites d’équations cAa —aAb,aANb—bAcet bAc—cAa. On
vérifie que leur point d’intersection est a 4+ b+ c. En effet, on a, par exemple,
(aNb—bAc)a+b+c)=[ab,c|]— [becal =0. Mais, comme les valeurs
de g(a), q(b), q(c) sont négatives (car a, b, c sont dans K), de méme que celles
de (b, ), p(c,a),p(a,b) (car les points a, b, ¢ sont normalisés par t > 0, voir
2.4.9), le point a 4+ b + ¢ est bien dans K.

3.4.19 Remarque. Dans le cas d’une bissectrice intérieure et deux extérieures,
on peut obtenir les trois types de pinceaux, voir figure 3.13.

126



"7L74'/ i
FIGURE 3.14 — Les deux premiers cas de trilateres

Dans le cas des trilateres, il faut revenir aux notions (non intrinseques) de
bissectrices intérieure et extérieure au sens de 3.4.5 pour formuler le théoreme
suivant :

3.4.20 Théoreme. Soit ABC' un trilatere de K.

1) On suppose que B et C concourent en a, C et A en b, mais que A et B
ne sont pas concourantes. On appelle A=, B~ (resp. AT, BT) les bissectrices
intérieures (resp. extérieures) de B,C et C, A (au sens de 3.4.5) C~ (resp.
c") la bissectrice'® (resp. le bissecteur) de A, B. Alors, les droites A=, B~,C"~
(resp. AT, Bt C~) sont en pinceau et le point ¢t est Uintersection des per-
pendiculaires communes a A~ et BT et a A" et B~.

2) On suppose que B et C' concourent en a, mais que les autres droites ne
sont pas concourantes. On appelle AT, A~ les bissectrices de B,C, B~,C~
b, ct les bissectrices et bissecteurs des autres paires de droites. Alors, les
droites A, B~,C~ sont en pinceau, A~ est perpendiculaire a (b*c") et la
perpendiculaire commune a A% et C~ (resp. AT et B~) passe par b* (resp.
).

3) On suppose que les cotés du trilatére ne sont pas concourants. On appelle
A=, B7,C™ (resp. a™,bt,c") les bissectrices (resp. bissecteurs) des paires de
cotés. Alors, les droites A=, B~,C'~ sont en pinceau et ce sont précisément
les hauteurs du triangle atbtct (A~ passe par at et est perpendiculaire a

(b*ct)).

Démonstration. Le lecteur vérifiera sans peine ce théoreme (il résulte de
3.2.5). La manipulation des figures Cabri montre que tous les cas de pin-
ceaux sont possibles (la figure ci-dessous en est un exemple).

16. Pour construire la bissectrice de deux droites A, B non concourantes dans le modele
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FIGURE 3.15 — Le dernier cas de trilatere, avec concours des bissectrices, ou
existence de perpendiculaire commune

3.4.21 Théoréme. (Concours des médianes) Soit abc un triangle de K
et soient o', U, les milieux (intérieurs) des cotés. Alors les droites (aa'),
(bY'), (cc') sont concourantes dans K.

Démonstration. On suppose g(a) = q(b) = ¢(c). La démonstration de 3.2.6
par le calcul direct montre que 'intersection des médianes est le point a+b+c
qui est dans K (voir la preuve du concours des bissectrices intérieures 7).

3.4.22 Remarque. On notera que, dans le cas des médianes, il y a vraiment
concours, et pas seulement pinceau.

3.4.23 Théoréme. (Concours des hauteurs). Soit abc un triangle de K
et soient A, B',C" les hauteurs (qui sont des droites de K). Alors, A’, B',C’
sont en pinceau.

Démonstration. C’est 3.2.10.
3.4.24 Remarque. L’examen des différentes figures montre que tous les types

de pinceaux sont possibles.

3.4.25 Remarque. On peut montrer que les pieds des hauteurs d’'un triangle
de K sont encore dans K, voir 3.5.9 ou 4.7.6.

de Poincaré, on trace d’abord la perpendiculaire commune aux deux droites, qui les coupe
en a’ et b'. La bissectrice (resp. le bissecteur) cherché est alors la médiatrice (resp. le
milieu) de o/, b'.

17. Attention, sous prétexte que le point de concours des bissectrices et celui des
médianes peuvent tous deux s’écrire a + b + ¢ il ne faut pas croire qu’ils sont égaux.
Dans le premier cas a, b, ¢ sont normalisés par ¢*(b A ¢) = ¢*(c A a) = ¢*(a A b), dans le
second ils le sont par g(a) = q(b) = q(c) et c’est totalement différent, voir 1.2.3, sauf si le
triangle est équilatéral, voir 4.6.7.
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FIGURE 3.16 — Concours des médianes et perpendiculaire commune aux hau-
teurs dans le disque de Poincaré

3.5 Exercices

3.5.1 D’autres preuves des théoremes de concours
Les médiatrices

3.5.1 Ezxercice. Soient a,b deux points distincts et non isotropes de P(E).
On suppose qu'on a q(a) = q(b) dans k*/k*?. Montrer qu'un point m est sur
I'une des médiatrices de a, b si et seulement si il vérifie p(m,a) = £p(m,b).

En déduire une nouvelle preuve du concours des médiatrices d'un triangle
strict (on pourra comparer cette preuve a la celle de 4.7.21 et a la preuve
euclidienne usuelle).

3.5.2 Lzercice. (Equations des médiatrices)

Soient a, b deux points distincts et non isotropes de P(E). On suppose
qu'on a ¢(a) = q(b) dans k*. Montrer que les médiatrices de a,b sont les
droites d’équations (dans E™) :

o(e,b—ea)(aNb)+ p(a,b—eca)(bAc)—epla,b—ea)(cAa),

avec € = £1. (On écrira que la médiatrice passe par le point a + €b et est
perpendiculaire a a A b.)
En déduire une nouvelle preuve du concours des médiatrices d'un triangle.

3.5.3 Ezercice. Soient a, b, ¢ trois points (non isotropes) non alignés de P(E).
On suppose que a,b et a,c admettent des médiatrices C* et BT et que les
droites (ab), (ac) et (bc) sont non isotropes.

1) Montrer que b, ¢ admettent une médiatrice.
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2) a) Montrer que BT et C'* sont distinctes. On appelle a' leur point
d’intersection. Montrer que a est distinct de a. Soit A’ la droite (aa’).

b) Montrer que A’ n’est pas isotrope. (Sinon, en appliquant 7+ et 7o+ il
en serait de méme de (ca’) et (ba') et, comme il y a au plus deux isotropes en
un point, deux de ces droites seraient égales et abc aurait un c6té isotrope.)

c) Montrer que Tp+7TaTo+ est une involution 74+ (utiliser le théoreme
de Bachmann 1.4.11). Montrer que A" est une médiatrice de b, c et que les
droites AT, BT, C" sont concourantes (utiliser encore 1.4.11).

Les médianes

3.5.4 Exercice. Soient a, b, ¢ trois points non alignés de P(F) et soient a’, 0/, ¢/
respectivement sur (bc), (ca), (ab), distincts de a,b,c. On suppose que les
conjugués harmoniques de a’, b, ¢ par rapport a b, ¢; ¢, a; a, b respectivement
sont alignés. Le but de I'exercice est de montrer que les trois droites (aa’),
(bY'), (ec’) sont concourantes.

1) Prouver le résultat en choisissant comme droite de I'infini la droite qui
contient les conjugués de a’, b, .

2) Prouver le résultat par le calcul en écrivant @’ = b+ A¢, b/ = ¢ + pa,
= a+vb et en calculant les conjugués harmoniques (on trouve a” = b— Ac,
V" = ¢ — pa, ¢ = a — vb). Traduire 'alignement de ces points et conclure.

3) Prouver le résultat en utilisant le théoréme a quatre points (voir Partie
[77).

4) Prouver le résultat en utilisant la version projective du théoreme de
Céva (voir Partie I 77?).

3.5.5 Ezercice. Soit abc un triangle, a’ et b’ des milieux de b, ¢ et ¢, a. Montrer
qu’il existe un milieu ¢ de a,b tel que les médianes (ada’), (bb'), (cc’) soient
concourantes dans P(F). (Utiliser I'exercice précédent, 3.2.3 et 3.1.5.)

3.5.6 Exercice. (Centre de gravité isotrope) On suppose qu’on est sur
le corps des réels et en géométrie hyperbolique. On se donne deux points
distincts a, b € T tels que la droite (ab) ne coupe pas I'. Montrer qu’il existe
des points ¢ € T tels que le centre de gravité de abe soit sur I'. (On peut sup-
poser g(a) = q(b) = 1. Il s’agit alors de résoudre simultanément les équations
q(c) =1et gla+ b+ c) = 0. Les solutions forment une conique. On peut par
exemple mener ce calcul en prenant a = (1,0,0), b = (a, 3,0) avec 5 # 0
et o + 32 = 1 et chercher ¢ sous la forme (z,y,t). En éliminant y on se
ramene a résoudre une équation en x qui dépend du parametre ¢t et qui a des
solutions pour ¢ assez grand.)
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Les hauteurs

3.5.7 Ezercice. Soit a, b, c,d un repere de P(E) et soient e et f les intersec-
tions : e = (ab) N (cd), f = (be) N (da). On suppose que a, ¢ (resp. b, d) sont
conjugués par rapport a une forme quadratique ¢ quelconque. Montrer que
e et f sont conjugués par rapport a ¢ (on pourra écrire d =a+ b+ c; on a
alorse=a+bet f=b+c).

3.5.8 Ezercice. Soit abc un triangle, a’, b, ¢’ les poles de (bc), (ca), (ab). On
suppose a # a’, b # b, ¢ # ¢. Montrer que les hauteurs (aa’), (b0'), (cc)
sont concourantes. (On note h le point d’intersection de (bb') et (cc’) et on
pose A = (ab), B = (b'), C = (¢c), D = (ac), E = (bc) et F = (ah). On
appliquera I'exercice précédent aux points A, B,C, D, E, F de P(E*) et a la
forme ¢* .)

3.5.2 D’autres exercices
De quoi sont les pieds ?

3.5.9 Fxercice. Soit abc un triangle de K. Montrer que les pieds des hauteurs
a', b, sont encore dans K. (La polaire de a est extérieure, donc en particulier
le point a”, intersection de cette polaire et de (bc) et @’ est orthogonal a a”
sur la droite hyperbolique (bc).)

Polygones et milieux

3.5.10 Exercice.

1) Soient a, b, ¢, d quatre points non isotropes de P(E) tels que trois d’entre
eux ne soient pas alignés. Montrer qu’il existe en général un quadrilatere
uvwz, formé de points non isotropes, dont les points a, b, ¢, d soient des mi-
lieux des cotés. (Considérer le produit f = 040.040, et noter qu’il a un point
fixe non isotrope, sauf si ¢’est un déplacement parallele. On précisera a quelle
condition les points u, v, w, x sont distincts.) Montrer que ce quadrilatere est
unique, sauf dans un cas particulier que ’on précisera.

2) Etudier la méme question avec n points aq, as, ..., ay,.

3.5.11 Exercice. Isogonalité 1) Soit abc un triangle strict de P(E), a, 3,7
les milieux de b,c; ¢,a; a,b, supposés alignés. Soient a’, V', ¢ des points de
(be), (ca), (ab), respectivement, et a”, b”, ¢’ leurs symétriques par rapport a
a, B,7.

Montrer que o/, ¥/, ¢ sont alignés si et seulement si a”, b”, ¢’ le sont (utiliser
le lemme “pré-Ménélaus” ?7 de Partie I).
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2) Soient A, B, C' trois droites de P(FE) formant un trilatere strict, a,b, ¢
les intersections de B,C'; C, A; A, B. Soient A’, B’, C' trois droites passant
respectivement par a,b,c et A”, B”,C" les symétriques de ces droites par
rapport aux bissectrices (concourantes) de abc. Montrer que A’B’, C" sont
concourantes si et seulement si A”, B”, C"” le sont.

3.5.12 Ezercice. Le triangle orthique par le calcul

Soit abc un triangle. On se propose de montrer 3.3.11 par le calcul. On
note A, B,C' des équations des cotés. En utilisant I’écriture des hauteurs
vue dans la preuve de 3.2.10 (par exemple, la hauteur issue de a a pour
équation A" = ¢*(C, A)B — ¢*(A, B)C'), montrer que (a'b’) a pour équation :
©*(C,A)B — p*(A, B)C + ¢*(B,C)A et de méme pour les autres par permu-
tation circulaire. En déduire que les valeurs de ¢* sur ces droites sont égales
(et non nulles sauf si 'on a la condition I*(B,C) + I*(C, A) + I*(A,B) =
25(A, B, (C)). Conclure. (On comparera cette preuve et celle de 3.3.3.)

3.5.13 Ezercice. § Concourantes ou non ?

Le but de l'exercice est de préciser dans quel cas les médiatrices d'un
triangle de K se coupent dans K et dans quel cas elles se coupent dans T.
On reprend les notations de 2.4.1 et notamment la convention 2.4.8.

On considere deux points distincts a, b de K. Leur médiatrice (intérieure)
D coupe I' en e et f. On considere les horicycles H, et Hy de centres e et f
passant par a (et par b), voir 7.3.1. Ce sont des ellipses tangentes (et méme
surosculatrices) a I' en e et f respectivement et on appelle E; et Ey leurs
intérieurs respectifs. Si ¢ est un point de K distinct de a et de b, on se propose
de montrer que la médiatrice de a, ¢ (et donc aussi celle de b, ¢) coupe D dans
K (resp. la coupe sur I', resp. dans T) si ¢ est dans la différence symétrique
E\AE;, = (EyUE) — (E1NEy) (resp. sur Hy U Ho, resp. si ¢ n’est dans aucun
des E; ou dans les deux).

1) Montrer que le point de concours o des médiatrices est dans K si et
seulement si la quantité suivante (notée K(a,b,c)) est > 0 :

21/ q(a)?q(b)q(c)e (b, c) +2v/q(a)q(b)*q(c)p(c, a) + 2+/q(a)q(b)q(c)*¢(a, b)
+2v/q(b)g(c)p(c, a)p(a, b)+2v/q(c)q(a)p(a, b)p(b, ¢)+2+/q(a)q(b)p (b, c)p(c, a)

+q(a)p(b,0)* + q(b) (e, a)” + a(c)p(a, b)* — 3q(a)q(b)g(c).

Indication : Il y a deux méthodes : I'une consiste a écrire o sous la forme
o=0UNd+ ANd +a AV (en ayant remplacé a,b, c par a’ = a/\/—q(a)
etc., voir 3.2.4) et a appliquer 1.2.3; 'autre a écrire que la droite qui passe
par les poles des médiatrices est extérieure, donc que le discriminant de ¢ y
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est >0: A =qa —b)q —)—pla =V, —)?, avec les points o', 0/, ¢/
comme ci-dessus.

2) a) Montrer qu’on peut supposer que les points a, b et ¢ ont des
représentants de la forme suivante : a = (0,0,1), b = (a,0,7) avec a > 0,
v>0eta?—~*=—1,c=(z,y,t) avec 22 +y*> —t> = —l et t > 0.

b) Montrer que les points ¢ = (z,y,t) € R? qui vérifient K(a,b,c) =0 et
22 +1y? —t? = —1 sont a l'intersection de deux quadriques. Ils décrivent donc
une quartique @ (courbe de degré 4).

¢) Montrer que les points e et f sont les points de coordonnées

(v —1,£V2y/7 = 1,a).

Montrer que le point ¢ est sur I'un des horicycles H, ou Hy s’il vérifie les
équations x? + y*> —t? = —1 et

(v—Dzx+e/2(y -1y —at =—a

avec € = 1. (Le signe du second membre vient de 2.4.9.) On obtient ainsi
deux coniques de R3.

¢) Montrer les deux coniques précédentes sont contenues dans @, donc
que () en est la réunion, et conclure.

3) Traduire la condition obtenue dans le cas du modele D (les horicycles
sont alors les cercles circonscrits a a, b, e et a,b, f).

3.5.3 Utilisation des deux bases

3.5.14 FExercice. Lorsqu’on a une base a,b,c de E, on peut lui associer la
base bAc, cAa, aNb et le jeu entre les deux permet d’écrire un certain nombre
de points tantot sur 'une et tantot sur 'autre (voir 1.2.7). Ainsi, lorsque les
points sont normalisés par g(a) = q(b) = q(c), les centres de gravité sont
faciles a écrire sur la base a,b,c car ce sont a +b+c¢, b+c—a, c+a — b,
a+b— ¢, voir 3.2.6 tandis que les centres des cercles circonscrits sont faciles
avec l'autre car ce sont (voir 3.2.4)

d0=bAc+cANa+aAb, y=bAc—cANa+aAb,

B=—=bAc+cNa+aANb, a=bAc+cAa—alb.

1) Montrer que les pieds des hauteurs du triangle abc s’écrivent sous la
forme o' = @b ANe,e Na)b + o(a Ab,b Ac)c et de méme pour les autres
par permutation circulaire. En déduire une nouvelle preuve du concours des
hauteurs du triangle.
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2) Montrer que l'orthocentre du triangle abe est le point h donné par :

h = ¢(a,b)p(a,c)(bAc)+ b, c)p(b,a)(cAa)+ ¢(c,a)p(c,b)(a Ab).

(On montrera que, si h est le point défini par cette formule, la droite (ah)
est perpendiculaire a (bc), c’est-a-dire qu’elle contient son pole b A c.)

3) a) Montrer que le théoreme de la droite d’Euler est faux en géométrie
non euclidienne : pour un triangle strict général, I'orthocentre, un des centres
de gravité et un des centres des cercles circonscrits ne sont pas alignés. (Sup-
poser q(a) = q(b) = q(c) := a, poser z = ¢(b,c),y = p(c,a),z = p(a,b) et
calculer dans la base bAc,c Aa,a Ab.)

b) On considere plus précisément le centre de gravité g = a + b+ c et le
centre du cercle circonscrit o =bAc+cAa+a Ab. Montrer que h, g, 0 sont
alignés si et seulement si le triangle abe est isocele (voir 4.6.1). Explication ?

c) Cette fois, on conserve le méme g, mais on prend o = bAc+cAa—aNb.
Avec les notations de a), montrer que les points o, g, h sont alignés si et
seulement si abc est isocele en ¢ ou s'il vérifie la relation'® 22 + zz + yz +
20z —xy = 0.

3.5.4 Le concours des médiatrices dans le demi-plan
de Poincaré

3.5.15 Ezercice. Le but de 'exercice est de montrer le théoreme 3.4.16 par
un calcul direct dans le demi-plan de Poincaré. On reprend les notations et
les résultats des exercices 2.5.2 et 2.5.3.

1) Soient D, D’ deux droites hyperboliques distinctes et s = 7p o 7.
Montrer que 'on a les trois cas suivants :

a) Si D et D’ se coupent en un point o € H, s admet un unique point
fixe dans H qui est le point o (et un autre dans le demi-plan y < 0).

b) Si D et D' ne se coupent ni dans H, ni sur le bord, s a deux points
fixes distincts sur le bord de H.

¢) Si D et D' se coupent sur le bord de H en o, s a un unique point fixe
dans 6, qui est le point o.

2) Dans le cas a), s est une rotation hyperbolique (voir 1.4.25). On
montrera que s n’admet aucune droite hyperbolique invariante sauf dans
un cas particulier que l'on précisera. Dans le cas b), s est une translation
hyperbolique. On montrera qu’elle admet une unique droite invariante A
qui est la perpendiculaire commune a D et D’ (voir 1.4.25). Dans le cas ¢),
s est un déplacement paralléle (voir 1.4.28).

18. Je ne sais pas interpréter géométriquement cette condition.
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3) Soient A, B, C trois droites hyperboliques. Montrer ' que le produit
U = T4 0Tg O Tc est une involution si et seulement si les trois droites sont en
pinceau (voir 3.4.13).

4) Soient z,w deux points distincts de H. Une droite hyperbolique D est
médiatrice de z,w si 'on a 7p(z) = w.

a) Soient z,w deux points distincts de H. Montrer qu’il existe une unique
médiatrice de z, w.

b) Montrer que les médiatrices d'un triangle abc sont en pinceau.

19. Directement, i.e. sans utiliser 1.4.11.
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Chapitre 4

Propriétés de transitivité : le
cas d’un corps quelconque

Dans ce chapitre, nous abordons la question de la transitivité du groupe
PO(q) sur différents objets : les points, les droites, les drapeaux point-droite,
les couples de points ou de droites, les triangles. L’objectif est de retrouver
les invariants usuels (distance, angle, etc.) et d’énoncer les “cas d’égalité des
triangles” d’Fuclide. Dans ce chapitre, nous définissons les invariants sur un
corps quelconque, la traduction des notions introduites au cas du corps des
réels est donnée au chapitre suivant.

Les notations sont celles du chapitre 1, le corps k est quelconque.

4.1 La problématique et les outils

4.1.1 Le principe

On reprend les notations de la Partie 1T (et notamment ??) : on a un
groupe G qui opere sur un ensemble X et il s’agit de décrire ’ensemble ! des
orbites X /G sous I'action du groupe, ensemble quotient de X par la relation
d’équivalence ~ associée a l'opération :

r~1r <3dged, gr=1a.

La stratégie pour décrire X/G a été décrite au chapitre 7 de la partie II
et elle consiste a le paramétrer, c’est la procédure suivante (on peut penser

1. Ou plus si affinité.
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au cas ou X est ’ensemble des triangles, dans le cas d'une géométrie réelle,
pour en comprendre les diverses étapes) :

1) On repere des invariants de X sous G, autrement dit on construit
une application ® : X — Y (avec, pour Y un espace “numérique”, c’est-a-
dire contenu dans k, ou dans certains de ses avatars, par exemple k*/k*2, ou
encore dans un espace associé du type k™) qui soit telle que 2’ = g.z (c’est-a-
dire x ~ ') implique ®(x) = ®(z’). Dans le cas des triangles, les invariants
en question devront en tous cas permettre de récupérer les longueurs et les
angles 2. L’application ® induit alors ® : X/G — Y définie par ®(7) = ®(z).

2) On veut que ® soit un systéme complet d’invariants, ce qui si-
gnifie qu'on a l’équivalence  ~ 2/ <= ®(x) = ®(z') ou encore que ® est
injective. Lorsqu’on a un tel systeme on peut formuler ainsi les résultats de
transitivité 3 :

On peut échanger x et x' par un élément de G si et seulement si leurs
invariants (repérés par ®(x) et ®(x')) sont les mémes.

Le prototype de ce genre de résultats, ce sont les fameux “cas d’isométrie”

des triangles, avec diverses variantes, décrites grace a des formules de type
Al-Kashi.

3) Il reste enfin & préciser 'image de ® ou de ®, c’est-a-dire & déterminer
quels sont les invariants possibles. Le cas général, sur un corps comme le corps
des rationnels, est inabordable, surtout dans le cas elliptique*. On se conten-
tera donc essentiellement du cas réel ou complexe. Ce travail présente a priori
deux volets. Le premier consiste a décrire les relations éventuelles entre les
divers invariants. On représente alors I'image comme un fermé de I'espace Y.
Dans le cas des triangles on trouvera notamment une relation entre longueurs
et spin, voir 4.7.12. Le second précise (dans le cas réel) des conditions définies
par des inégalités (inégalité triangulaire, somme des angles, etc.).

Si on a réalisé ces trois opérations, X/G est connu®.

4.1.1 Commentaire. Dans notre cas, le groupe considéré est PO(q) ~
O7(q) et il opere sur divers ensembles X associés a P(E) : P(F) lui-méme,
les droites de P(F), c’est-a-dire P(E*), les drapeaux (i.e. les couples point-
droite (a, D) avec a € D), les couples de points, de droites, les triangles, plus
généralement des objets (ay,...,a,;Dy,...,Ds) € P(E)" x P(E*)®.

2. On verra aussi apparaitre un autre invariant : le spin.

3. Pour plagier Lebesgue (cf. [Leb75], page 60) on peut proposer une formule imagée :
On peut échanger x et x' par un élément de G si et seulement si x et ¥’ ont méme
taraboutzim.

4. Pour le cas hyperbolique, voir 4.7.2.

5. Au moins ensemblistement, car on espére pouvoir le munir de structures addition-
nelles, notamment de variété, voire de schéma, analogues a celles de X.
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Il est bien naturel d’imposer aux invariants de dépendre des données
(a1,...,a,; D1, ..., Ds) de maniere “réguliere”. Dans le cas ou le corps de
base est R ou C, ce mot peut avoir le sens de continu, voire différentiable,
mais sur un corps quelconque, les seules fonctions régulieres dignes de ce
nom sur les espaces projectifs sont les fonctions rationnelles. La recherche
des invariants de transitivité va donc peu ou prou se ramener a la recherche
algébrique des invariants rationnels sous l'action du groupe PO(g). On est
alors proche d'un probleme classique de théorie des invariants qui consiste
a chercher les invariants polynomiaux du groupe O(q). Attention toutefois,
méme si elles sont proches, les opérations de O(q) sur E et de PO(q) sur P(E)
ne sont pas équivalentes ® et les invariants polynomiaux de O(q), comme g(a)
ou p(a,b), “ne passent pas au quotient”, c’est-a-dire n’ont pas de sens en
projectif 7. Pour obtenir des invariants projectifs, il va falloir utiliser des in-
variants rationnels, quotients des invariants polynomiaux, comme [ (a, b) voir
ci-dessous. Une situation analogue a d’ailleurs été vue dans la partie II pour
passer de l'invariant vectoriel “crochet” a l'invariant projectif “birapport”.
Nous verrons que ces quotients apparaissent naturellement comme invariants
de transitivité et nous montrerons au chapitre 9 qu’on les trouve bien tous
ainsi.

4.1.2 Remarque. Dans toutes ces questions, la notion de dimension des
variétés (différentiables ou algébriques) guide les calculs de quotient. En effet,
I'espace X sur lequel le groupe PO(q) opére a en général une dimension facile
a calculer. Par exemple, pour n points de P(E), X est égal a P(E)" ou a un
de ses ouverts, et sa dimension est 2n. Par ailleurs, on sait que PO(q) est
de dimension 3 (voir 1.4.3). Si les stabilisateurs des points de X sont réduits
a l'identité ou finis, la dimension du quotient, s’il existe, est donc égale a
dim X — 3 (c’est un théoreme classique de dimension, analogue au théoreme
noyau-image de l'algebre linéaire : la dimension de 'espace est égale a celle
de I'image augmentée de celle des fibres, voir par exemple [Per95] IV 3.7) et
le nombre d’invariants nécessaires pour décrire le quotient est donc au moins
égal a dim X — 3. Nous utiliserons souvent implicitement cette remarque.

6. En vérité, si Pon veut une action linéaire, le groupe pertinent n’est pas O(q),
mais GO(q), groupe des similitudes associé & ¢, sous-groupe de GL(E) engendré par les
isométries et les homothéties. Le fait que les invariants de O (¢q) = PO(q) dans son action
sur P(E) et ceux de GO(q) dans son action sur E sont les mémes vient de I'isomorphisme
canonique F — {0}/GO(q) — P(E)/O%(q).

7. Dans le cas de g(a) on a toutefois un succédané qui consiste & regarder ¢(a) dans
k*/k*? au lieu de le regarder dans k, comme on I'a vu.
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4.1.2 Un outil fondamental : le théoreme de Witt

Il s’agit d'un des résultats fondamentaux de la théorie des formes qua-
dratiques, voir par exemple [Per96], [Die70], [Ser70]. Dans le cas particulier
de la dimension 3, la démonstration se simplifie notablement.

4.1.3 Théoreme. On suppose que q est une forme quadratique non dégénérée
sur un espace vectoriel E de dimension 3.

1) Soient a,b,c (resp. a', V', ) des vecteurs indépendants de E. On suppose
qu’on a les relations q(a) = q(a’), q(b) = q(¥'), q(c) = q(c'), (b, c) = (V. ),
olc,a) = p(d,d), pla,b) = @(d,b). Alors il existe u € O(q) tel que
u(a) =d', u(d) =V, u(c) =¢.

2) Soient a,b (resp. ', V') des vecteurs indépendants de E. On suppose qu’on
a les relations q(a) = q(a’), q(b) = q(b), p(a,b) = @(a', V). Alors il existe
u € O(q) tel que u(a) =d’, u(b) ="V

3) Soient a,a’ € E des vecteurs non nuls. On suppose qu’on a q(a) = q(a’).
Alors il eziste u € O(q) tel que u(a) = d'.

Démonstration. La premiere assertion est évidente. En effet, il existe une
application linéaire u qui envoie a sur a’, b sur b’ et ¢ sur ¢’ et le calcul de ¢
dans ces bases montre que c’est une isométrie 5.

Prouvons le point 3). Si a et @’ sont colinéaires on a a’ = Aa avec A # 0.
On a donc g(a’) = N¢(a). Si a et a’ sont non isotropes, cela impose A = +1
et on utilise £Idg. S’ils sont isotropes, il existe un vecteur isotrope b tel que
P = (a,b) soit un plan hyperbolique (c’est-a-dire vérifie g(a) = ¢(b) = 0
et p(a,b) = 1, voir [Per96] Ch. VIII). Soit ¢ orthogonal a P. On pose alors
u(a) = Aa, u(b) = (1/N\)b et u(c) = ¢ et on conclut par 1).

Supposons maintenant a,a’ non colinéaires. Les vecteurs a + a’ et a — a’
ne sont pas tous les deux isotropes, sinon on a ¢(a) = ¢(a’) = ¢(a,a’) =0
et le plan (a,a’) est totalement isotrope, ce qui est impossible puisque ¢
est non dégénérée et que la dimension est 3. Si le vecteur a + a’ est non
isotrope, le renversement o,4, envoie a sur @’ (appliquer la formule o,,(a) =

p(a,m) : o .
—a + 2q—m m). Si a + a’ est isotrope, le renversement o,_, envoie a sur
—a’ et il suffit d’utiliser —o,_,. On notera que cette preuve vaut a fortiori
en dimension 2.

Pour le point 2), notons d’abord que, comme le plan (a,b) n’est pas to-
talement isotrope, quitte a remplacer a par b ou par a + b (et @’ par b ou
a’+b'), on peut suppposer a non isotrope. On peut alors supposer ¢(a, b) = 0,

8. Comme ¢ est non dégénérée, on notera que u est nécessairement bijective, ce qui
prouve que a’,b’, ¢’ sont indépendants sans qu'il soit besoin de le supposer.
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quitte a remplacer b par b — a. En utilisant le point 3), on trouve une

isométrie qui envoie a sur a’ et on est ainsi ramené au cas ou a = a’ et ou b et
b’ sont tous deux dans le plan P orthogonal & a. Comme P est non dégénéré,
on peut y appliquer le point 3), on trouve une isométrie u de P qui envoie b
sur b et il suffit de la prolonger par I'identité sur a.

4.1.4 Remarque. Attention, si l’on ne suppose pas les vecteurs indépendants,
il peut y avoir de petits pieges, comme le suivant. On prend la forme ¢ =
22 +y?—t? sur k3 et, si ey, e, e3 désigne la base canonique, on prend a = b = e;
et a’ =ep,b = ey + e5 — e3. Le point 2) du théoreme est en défaut.

4.2 Transitivité sur les points, les droites et
les drapeaux

4.2.1 Proposition. Pour les points de P(E), l'invariant de transitivité sous
PO(q) est le nombre q(a) vu modulo les carrés. Autrement dit : étant donnés
a,a’ € P(E), il existe g € G tel que g(a) = a si et seulement si on a
q(a) = q(a’) dans k* /k** ou q(a) = q(a’) = 0.

Démonstration. Dans le cas non isotrope, cela résulte de l'existence d'un
milieu de a, d’, voir 3.1.3. Pour le cas isotrope c¢’est Witt, voir 4.1.3.

4.2.2 Remarque. En théorie, il reste un travail a faire : préciser quels sont
les invariants possibles, c¢’est-a-dire quels sont les nombres de k qui sont de
la forme g(a). Dans le cas hyperbolique ce sont tous les éléments de k, voir
par exemple [Per96] Ch. VIII, §1, Ex. 2. En revanche dans le cas elliptique
la réponse n’est pas évidente, sauf dans le cas réel ou l'on trouve tous les
nombres > 0. Pour le cas de Q, voir [Ser70] ou ci-dessus 1.5.1. La difficulté
rencontrée sur ce type de corps est telle qu’on ne se posera plus la question
de I'image pour les autres invariants, par exemple I(a,b).

4.2.3 Proposition. Pour les droites D de P(FE), linvariant de transitivité
sous PO(q) est le nombre ¢*(D) vu modulo les carrés. Si la droite D est
définie par deux points distincts a,b, cet invariant n'est autre que q(a Ab)
qui est égal (a A(q) pres, donc au signe prés avec la convention 1.1.3) a

q(a)q(b) = ¢(a,b)* = A(qlp).

Démonstration. La premiere assertion vient de Witt appliqué dans le dual
ou de l'existence de bissectrices. Pour 1’autre, voir 1.2.3.
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4.2.4 Corollaire. Les classes de conjugaison des involutions de PO(q) sont
en bijection avec limage de q (qui est aussi celle de q*) dans k*/k**. En
particulier, il y a une unique classe de conjugaison si k est algébriquement
clos, ou encore dans le cas elliptique réel, deux si le corps est fini, ou dans
le cas hyperbolique réel et une infinité si le corps de base est le corps des
rationnels.

Démonstration. On sait qu’une involution peut s’écrire sous la forme 7p ou
D est une droite non isotrope. Si u est une isométrie, on a urpu~! = Tu(D),
de sorte que les classes de conjugaison correspondent aux orbites de PO(q)
dans l'espace des droites non isotropes. On conclut avec 4.2.3.

Les classes de conjugaison des autres isométries (produits de deux invo-
lutions) seront étudiées au chapitre 8 (voir 8.6.1 et 8.6.2).

4.2.5 Proposition. Pour les drapeauz (a,D), avec a € D, tous deux non
isotropes, 'invariant de transitivité est le couple (q(a),q*(D)) dans k*/k** x
k*/k*2.

Démonstration. Soient (a, D), (a’, D') deux drapeaux vérifiant g(a) = ¢(a’)
et ¢*(D) = ¢*(D’). En vertu de 4.2.3 on peut envoyer D sur D’ par une
isométrie. On est ainsi ramené au cas D = D’ et il reste a voir que 1'on peut
envoyer a sur ¢’ par une isométrie qui stabilise D. En vertu de 3.1.3 les points
a,a’ ont au moins un milieu et la symétrie par rapport a ce milieu convient.

4.2.6 Remarque. Le groupe PO(q) est transitif sur les points, les droites
et les drapeaux dans le cas elliptique réel. Dans le cas hyperbolique réel, le
groupe a trois orbites sur les points qui sont K, T et I', qui correspondent
respectivement a ¢(a) négatif, positif ou nul et trois sur les droites : les
droites extérieures, sécantes ou tangentes a I', qui correspondent a ¢*(D)
négatif, positif ou nul. En particulier, dans le modele de Klein K le groupe
est transitif sur les points, les droites et les drapeaux.

Pour une discussion dans le cas d’un corps quelconque, voir les exercices.

4.3 Transitivité sur les couples : “longueurs”

Cette fois, nous entrons dans le vif du sujet. En effet, jusqu’ici, les in-
variants que nous avons rencontrés refletent essentiellement les propriétés
arithmétiques du corps de base (notamment ses carrés) et ils sont triviauz
sur R o le groupe est transitif sur les points, droites et drapeaux pourvu que
les signes soient les mémes. En revanche, méme sur R, le groupe PO(q) ne va
étre doublement transitif ni sur les points, ni sur les droites. Les géométries
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non euclidiennes, a cet égard, ne different pas de la géométrie euclidienne
et il va y avoir des conditions de “longueur” et “d’angle” pour qu’on puisse
envoyer deux points ou deux droites sur deux autres.

4.3.1 Introduction et définition

Si 'on y réfléchit bien, la définition de la longueur est toujours tribu-
taire de 'action d’un groupe. En effet, quand dit-on que deux batons ont
meéme longueur ? Simplement lorsque, déplagant I'un pour amener 'une de ses
extrémités sur une extrémité de l'autre, on peut aussi faire coincider les deux
autres extrémités. Qu’on appelle déplacement, mouvement, superposition ...
I’action ainsi effectuée, il s’agit toujours finalement de faire agir un groupe sur
un ensemble et d’étudier sa double transitivité. C’est ce que nous faisons dans
le cas des géométries non euclidiennes. Le tout est de trouver un invariant
convenable. Il y a bien entendu les invariants vectoriels, g(a), q(b), p(a,b)
dont Witt assure qu’ils suffisent & caractériser le couple (a,b). Il s’agit de les
transformer en invariants projectifs et on sait bien depuis la partie II qu’il
suffit pour cela de faire des rapports? :

4.3.1 Définition. Soient a et b deux points non isotropes de P(E). On note
I(a,b) l’élément de k défini par la formule :

I(a,b) = M.

q(a)q(b)

1l est indépendant du choix des représentants de a et b.

4.3.2 Proposition. Pour les couples de points (a,b) (distincts et non isotro-
pes'®) un systéme complet d’invariants de transitivité est donné par : q(a), q(b)
p(a,b)?
q(a)q(b)
g € G tel que g(a) = da’ et g(b) =V si et seulement si on a q(a) = q(a’) et
q(b) = q(V') dans k*/k** et I(a,b) = I(a’,V') dans k.

dans k*/k*? et Uinvariant I(a,b) = dans k. Cela signifie qu’il existe

Démonstration. 11 est clair que les conditions sont nécessaires. Réciproque-
ment, quitte & changer de représentants, on peut supposer ¢(a) = q(a’),
q(b) = q(b') dans k. On a alors p(a,b) = £p(a’,V’) et on peut supposer que
le signe est +, quitte a changer ' en —b'. La conclusion vient alors de Witt,
voir 4.1.3.

9. De plus, le théoreme 9.1.18 montre qu’il n’y a guere le choix!
10. Dans le cas ou I'un des points est isotrope, le groupe est presque deux fois transitif,
voir 4.7.4. Encore une raison de nous réjouir d’avoir banni les points isotropes !
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4.3.3 Remarques.

1) Comme son nom l'indique, I(a,b) est invariant sous 'action du groupe
PO(q) et on a maintenant un taraboutzim pour les couples de points, formé
de g(a), q(b) et I(a,b).

2) Le lecteur qui a fréquenté la géométrie anallagmatique (celle de 'inver-
sion) ne manquera pas de repérer I’analogie de l'invariant I avec I'invariant
anallagmatique (cf. [RD51] §283).

3) Si g(a) et q(b) sont fixés et égaux dans k*/k** (par exemple, sur R, en
elliptique ou on peut les supposer égaux a 1 ou en hyperbolique dans K,
olt on peut les supposer égaux & —1), on peut se contenter de regarder !
¢(a,b)? ou le discriminant q(a Ab) = q(a)q(b) — p(a,b)?. Lorsque le groupe
est déja transitif sur les points, comme dans les cas précédents, c’est cet inva-
riant (sous diverses formes I(a,b), p(a,b)?, etc.) qui est le taraboutzim pour
le défaut de double transitivité.

4) On notera aussi que cet invariant I (toujours dans le cas ou g(a) et q(b)
sont égaux) est a la fois l'invariant pour le couple (a,b) et pour la paire
{a,b}. En effet, comme on a I(a,b) = I(b,a), on voit que c’est un invariant
de la paire. Que ce soit aussi un invariant du couple vient du fait que, sous
réserve de la relation g(a) = ¢(b), on peut échanger a et b (par symétrie
centrale ou axiale, voir 3.1.3).

5) En réalité, l'invariant le plus naturel est sans doute la variante projec-
tive de I, c’est-a-dire I(a,b) = (o(a,b)?, q(a)q(b)), vu comme un élément de
P!(k), voir paragraphe 4.7.5 ci-dessous.

4.3.4 Commentaire. L’invariant /(a,b) joue donc le role '? qu’on attribue
d’habitude a la distance de a a b ou encore a la longueur ab. Nous ex-
pliciterons cet invariant dans le cas des deux géométries usuelles sur R au
chapitre suivant et nous verrons qu’effectivement il donne naissance a une
vraie distance dans ce cas (précisément, il constitue une sorte de variante
multiplicative du carré de la longueur).

Il est clair que 'invariant I(a, b) est nul si et seulement si a et b sont ortho-
gonaux. Un autre cas est important, celui ot /(a,b) vaut 1 (c’est 'analogue
du cas de distance nulle). Comme cette condition équivaut a g(a Ab) = 0, on
obtient :

4.3.5 Proposition. Soient a,b des points non isotropes. L’invariant I(a,b)
vaut 1 dans deuz cas :

11. Mais attention, pas p(a,b) : méme si on a g(a) = g(b) = 1 on peut changer b en —b
et p(a,b) est changé en son opposé.

12. D’ailleurs, lorsque nous serons siir qu’Euclide ne nous écoute pas, nous utiliserons
ces mots sans crainte.
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1) sia et b sont confondus,
2) si la droite (ab) est tangente a T'.

4.3.2 Distance et milieux

4.3.6 Proposition. Soient a,b des points distincts non isotropes. On suppose
que la droite (ab) est non isotrope. Soit m un point non isotrope de (ab). On
a I(m,a) = I1(m,b) si et seulement si m est un milieu de a,b.

Démonstration. Sim est un milieu de a, b, la symétrie o, fixe m et échange a
et b, de sorte qu'on a I(m, a) = I(m, b) par conservation de . Réciproquement,
I'égalité implique qu’on a g(a) = ¢(b) dans k*/k*?. On peut donc supposer
q(a) = q(b) et on sait alors que les milieux de a, b sont a+b et a —b. L’égalité
I(m,a) = I(m,b) donne p(m,a) = +p(m,b), ce qui implique que m est
orthogonal a a — b ou a + b, donc égal a a + b ou a — b.

4.3.3 Le théoreme de Pythagore

Nous énongons maintenant un analogue non euclidien du théoreme de
Pythagore. Le lecteur ne s’étonnera pas d’en trouver une variante multipli-
cative :

4.3.7 Théoréeme. (Pythagore'?) Soient a,b,c des points non isotropes.
On suppose le triangle abc rectangle en a. On a la formule :

I(b,c) = I(c,a)l(a,b).

Démonstration. On sait, voir 1.3.10, que abc est rectangle en a si et seulement
si on a q(a)p(b, c) = p(a,b)p(a, c). La conclusion est immédiate en calculant
les valeurs de 1.

4.3.8 Remarque. Attention, la réciproque de Pythagore n’est pas vraie telle
quelle. En effet, la relation I(b,c¢) = I(c,a)l(a,b) implique q(a)p(b,c) =
+¢(a,b)p(a,c) et le triangle n’est rectangle que si le signe est +. Il y a donc
des pseudo-triangles rectangles, notamment en géométrie elliptique. Nous
verrons que, dans ce cas, la réciproque est vraie si et seulement si le triangle
est de spin > 0, voir 6.5.8.

13. Inutile de dire que Pythagore n’est pour rien dans ce résultat, mais je n’hésiterai
jamais a affubler les théoremes de noms évocateurs.
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4.3.4 La formule de Laguerre

Lorsque l'on est dans le cas hyperbolique, I'invariant (a, b) a une descrip-
tion simple '* en termes du birapport des points a,b et des points isotropes
de la droite a,b. On commence par un lemme sur les plans vectoriels hyper-
boliques :

4.3.9 Lemme. Soit k un corps, E un k-espace vectoriel de dimension 2, D
la droite projective associée, q une forme hyperbolique sur E. Soient 1,7 les
points isotropes de D pour q et a,b deux points non isotropes de D. On pose
r(a,b) = [a,b,i,j]. On a la formule :

41(a,b) = 4cp(a—,b)2 =r(a,b) +r(a,b)' +2.

q(a)q(b)
Démonstration. On choisit des représentants de i,j pour base : i = (1,0),
j = (0,1) et on peut prendre (avec un abus de notations manifeste!) a =
(a,1) et b = (b,1) avec a,b # 0. La forme s’écrit alors q(z,y) = 2xy et
e((z,y), (2',y)) = zy + 2’y et on a r(a,b) = b/a, q(a) = 2a, q(b) = 20,
¢(a,b) = a+ b, d’ou le résultat.
On en déduit aussitot le résultat suivant :

4.3.10 Corollaire. (Formule de Laguerre) On suppose que q est la forme
de Lorentz 2% +y* —t?. Soient a,b € P(E) des points non isotropes distincts.

On suppose que la droite (ab) coupe la conique I' en deux points i,j. Posons
r(a,b) = [a,b,4,7]. On a la formule 41(a,b) = r(a,b) + r(a,b)~" + 2.

4.3.11 Remarques.

1) La proposition précédente montre que la donnée de I(a,b) et celle de
r(a,b) 4+ r(a,b)~! sont équivalentes. Comme on connait aussi r x r~! =1, la
donnée de I est encore équivalente & celle de la paire {r,r "1} (mais, atten-
tion, en général, on ne peut pas distinguer r et ).

2) En général, méme dans le cas hyperbolique, la droite (ab) peut ne pas
rencontrer I', ou lui étre tangente. Toutefois, dans le cas de R et d’une droite
hyperbolique il y a bien deux points d’intersection. Dans le cas général, si
(ab) est une droite en notre sens elle n’est pas tangente et, quitte a étendre
les scalaires de k a une cloture algébrique (voire seulement & une extension
quadratique), on peut se ramener au cas ou il y a bien deux points d’inter-
section i, j (et ce, méme dans le cas elliptique). Cest le cas si le corps de base
est R, les points ¢ et j pouvant alors étre des points complexes imaginaires
conjugués. On retrouve alors une formule qui ressemble a la “vraie” formule
de Laguerre.

14. De méme, j’appelle cette relation formule de Laguerre, mais c’est seulement par
analogie avec la formule euclidienne usuelle, voir Partie V. On ne préte qu’aux riches.
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4.3.5 Une application : produit de deux involutions et
parallélogramme aplati

Nous poursuivons 1'étude des produits de deux involutions entreprise en
3.3.8. On a vu que si le produit o,0,0.04 est identité, les points a,b, c,d
sont alignés. Dans le cas ou ils sont sur une droite non isotrope, nous allons
préciser leur configuration en termes de 'invariant /. Pour une caractérisation
en termes de vecteurs, voir 8.8.8.

4.3.12 Définition. Soient a,b,c,d quatre points non isotropes, alignés sur
une droite A non isotrope. On dit que le quadrilatére abed est un parallélo-
gramme aplati si on a les égalités de longueurs I(a,b) = I(d,c) et I(a,d) =
I(b,c).

4.3.13 Remarque. Si abed est un parallélogramme aplati, les relations sur 1
montrent que ¢q(a)q(b)q(c)q(d) est un carré. En particulier, sur R, ¢g(a)q(c)
et q(b)q(d) ont méme signe.

Le théoreme est alors le suivant :

4.3.14 Théoreme. Soient a,b,c,d quatre points non isotropes de P(FE),
distincts et alignés sur une droite A non isotrope. On suppose que les points
b et d ou les points a et ¢ sont non orthogonaux. Alors, on a c4o0.04 = Id
si et seulement si abed est un parallélogramme aplata.

Démonstration. Nous donnons deux preuves de ce théoreme.

1) En utilisant I'exercice 1.5.11. Si on a o,040.04 = Id, on a aussi 0,0, =
040, et 040, = 0.0, donc I(a,b) = I(d,c) et I(a,d) = I(b,c) par 1.5.11.

Inversement, toujours par 1.5.11, si I'on a I(a,b) = I(d,c), on a soit
0,0y = 040, €t on a fini, soit 0,0, = 0.04. Dans ce dernier cas, I'autre égalité
sur les invariants donne o,0, = 0,04 (cas 1) ou 040, (cas 2). Le cas 1) conduit
A 0,0,0, = 0,0,09 = 04 = 0.040.. Cela signifie que . et 0, commutent et
on obtient ce qu’on voulait. Le cas 2) meéne a 0,0,0, = 0,040, = 0.040. €t
le principe de conjugaison montre que les images du point d par o, et o,
sont les mémes, ou encore, sur les vecteurs, qu'on a 0,0.(d) = £d. Le signe
+ donne a = c et le signe — impose a orthogonal a ¢, mais les deux sont
interdits.

2) En utilisant la caractérisation 3.3.8. Quitte a le plonger dans une
cloture algébrique, on peut supposer le corps k algébriquement clos. En ef-
fet, cela n’altere ni les valeurs des invariants, ni le fait que la composée des
symétries est I'identité. On a alors k*/k** = {1}, de sorte que deux points
non isotropes ont toujours un milieu. Si on a o,0,0.04 = 1d, les points a, ¢
et b,d ont un méme milieu m et on a donc o,,(a) = ¢ et o,(b) = d (resp.

147



om(d) =b) d'ou I(a,b) = I(c,d) (resp. I(a,d) = I(c,b)) par conservation de
I'invariant .

Inversement, si 'on a I(a,b) = I(c,d), soit m un milieu de a, ¢ et posons
d = 0,(b). On a donc I(a,b) = I(c,d") = I(c,d). Si d et d' sont égaux, on
conclut avec 3.3.8. Sinon, c¢’est que ¢ est milieu de d, d’ en vertu de 4.3.6. Mais
alors, on a oy = 0.040. par conjugaison, et comme on a 0,0, = Og 0. & cause
du milieu commun, on trouve o,0, = 0.04. On finit alors la démonstration
comme dans la version précédente.

4.3.15 Remarques. 1) Si la droite A est isotrope (i.e. tangente a I'), les
valeurs de I(a,b), etc. sont toutes égales a 1. Le sens direct du théoréme est
donc trivialement vrai, mais la réciproque est fausse. Toutefois, dans ce cas,
la proposition 3.3.8 s’applique.

2) Pour guider son intuition, le lecteur aura toujours intérét a penser
au cas ou abed est un parallélogramme ordinaire et a l’aplatir ensuite. En
particulier, la proposition 3.3.8 est I’analogue du fait que les diagonales d’un
parallélogramme se coupent en leurs milieux, si elles en ont.

3) I se peut que b et d soient orthogonaux sans que a et ¢ le soient
comme le montre la figure 4.1. On est en géométrie elliptique réelle, b et d
sont orthogonaux, a est quelconque sur (bd) et ¢ est symétrique de a par
rapport a un milieu'® de b, d.

4) Le théoreme n’est plus vrai si 'on ne suppose pas b,d ou a,c non
orthogonaux. Travaillons par exemple en géométrie elliptique, comme sur la
partie droite de la figure 4.1. Soient b, d deux points orthogonaux de A (de
sorte qu'on a 0,04 = 040, = 0 car le triangle b, d, § est autopolaire) et soit
¢ un point de A distinct de b et d. Comme b, ¢, d sont alignés, le produit
op0.04 est une involution de point de Frégier ' € A en vertu de 1.4.11. Soit
a = op(a’) = 04(a’). On ales relations I(a’,b) = I(d,c) et I(a’,d) = I(b, c) par
le sens direct du théoreme et on en déduit, par symétrie, I(a,b) = I(d,c) et
I(a,d) = I(b,c), de sorte que abcd est un parallélogramme aplati. Cependant,
comme a’ est distinct de a (car a’ # b, d), on n’a pas la relation o,040.04 = 1d.
On notera que a est aussi orthogonal a c. En effet, il suffit de voir que ¢ est
fixe par o, = 0y0,0, = 0.040,. On conclut avec la formule o404, = 05.

5) On verra en 8.8.9 une autre preuve du théoreme utilisant les vecteurs.

15. La macro milieu dont je dispose ne fonctionne pas pour des points orthogonaux. Le
milieu est construit ici en utilisant le concours des médianes.
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FIGURE 4.1 — A gauche un parallélogramme aplati avec b, d orthogonaux
mais pas a,c, a droite un parallélogramme aplati avec a la fois b,d et a,c
orthogonaux.

4.4 Transitivité sur les couples : angles

4.4.1 Angles de droites

Dans le cas d’un corps quelconque (non ordonné), on ne peut espérer avoir
des angles de demi-droites (et pour cause : il n’y a pas de demi-droites!). On
va donc se contenter ici des angles non orientés de droites. Pour la définition
d’angles non orientés de demi-droites sur R, voir 5.5.7. On verra qu’il y a
encore de sérieuses difficultés dans certains cas. En ce qui concerne les angles
orientés, il existe une notion sur un corps quelconque, au moins pour les
angles de sommet donné, voir 8.2.4, mais elle est loin d’avoir les qualités de
la notion euclidienne.

S’agissant des angles non orientés de droites, inutile de se fatiguer beau-
coup pour les obtenir : ils se ramenent aux longueurs par polarité! En par-
ticulier, la proposition suivante est la méme que 4.3.2 en remplagcant q par
q*. Attention, cet invariant n’est défini que si les droites sont non isotropes,
c’est-a-dire non tangentes a la conique T.

4.4.1 Proposition. Pour les couples de droites (A, B) non isotropes un

systéme complet d’invariants de transitivité est donné par q*(A), ¢*(B) (dans
p* (A, B)?

k*/k*?) et I"(A, B) = ————*— dans k.

¢*(A)q*(B)

4.4.2 Remarque. Comme dans le cas des longueurs, lorsque les valeurs de

q(A) et q(B) sont fixées dans k* /k*? (par exemple dans le cas des géométries
réelles), I'invariant ' de double transitivité se résume & I*(A, B) qu’on peut

16. C’en est un, bien sir!
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appeler angle de A et B. On notera que c’est en fait un invariant de la
paire {A, B}. On notera aussi que I'abus de langage qui nous permet de
remplacer les droites A, B par leurs représentants (i.e. leurs équations) A, B €
E* est justifié par le fait que les invariants ne dépendent pas du choix des
représentants.

L’invariant I*(A, B) est nul si et seulement si les droites A et B sont per-
pendiculaires. Comme dans le cas des longueurs on a aussi une caractérisation

de I*=1":

4.4.3 Proposition. Soient A, B deux droites non isotropes. L’ invariant [*(A, B)
est égal a 1 dans deux cas :

1) si les droites sont égales,

2) si elles se coupent en un point ¢ € I' (autrement dit si elles sont paralléles).

Démonstration. En effet, I*(A, B) = 1 équivaut a p*(A4, B)? — ¢*(A)¢*(B) =
0, ce qui, si les droites ne sont pas égales, signifie que le sous-espace vectoriel
(A, B) est isotrope. Mais ce sous-espace est I'orthogonal de ¢ au sens de la
dualité, de sorte que c est isotrope.

Le résultat suivant est trivial mais spectaculaire :

4.4.4 Proposition. Soient a,b deux points et A, B leurs polaires. Alors on
a I(a,b) = I*(A, B) (autrement dit : la distance de a a b c’est 'angle de A a
B).

Démonstration. C’est essentiellement la méme que celle de 1.1.8.

Ce qui précede est une nouvelle illustration de la puissance de la polarité.
Toute assertion concernant les longueurs aura désormais une traduction en
termes d’angles et réciproquement.

4.4.5 Proposition. Soient A, B deux droites admettant une bissectrice D.
On a l’égalité d’angles I*(A, D) = I*(B, D).

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la symétrie 7p.

4.4.2 Angles d’un triangle

Si une droite A est donnée par deux points a,a’, on a A = a Aa’ (produit
extérieur), mais comme les valeurs de ¢* et ¢* sur les produits extérieurs
sont les mémes que celles de ¢, sur les produits vectoriels (voir 1.2.3.4),
cela permet une traduction des invariants en termes de points. Dans le cas
d’un triangle cela donne la formule suivante :
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4.4.6 Proposition. Soit abc un triangle et posons B = (ca), C' = (ab). On

a la formule :
. o(c Aa,a Ab)?
(B,C) qla Ab)g(c Aa)

Démonstration. On peut prendre B = aAbet C' = cAa (le sens est ici sans
importance).

4.4.7 Remarque. Pour calculer les angles on dispose des formules prouvées
en 1.2.3, par exemple g(a Ab) = q(a)q(b) — p(a,b)* et p(a Ab,a Ac) =
q(a)p(b,c) — ¢(a,b)p(a,c) dans le cas elliptique. Ces formules sont encore
valables dans le cas hyperbolique, mais avec les signes opposés. On notera
qu’ici le signe est sans importance.

Lorsqu’on dispose de trois points a, b, ¢ les angles donnent donc de nou-
veaux invariants de ces points, a coté des longueurs. On verra avec la formule
d’Al-Kashi que ces invariants sont — presque — superflus.

4.4.3 Les couples mixtes

On peut aussi donner des conditions pour la transitivité sur les couples
point-droite (a, D). La polarité montre la encore toute son efficacité :

4.4.8 Proposition. Pour les couples miztes (a, D) avec a et D non isotropes,

un systeme complet d’invariants de transitivité est donné par q(a), ¢*(D)
@(a7 d)2 \ A

(dans k*/k*?) et I(a,d) = —~——~ (dans k), ot d est le pole de D.

q(a)q(d)

Démonstration. Point n’est besoin de démonstration : c’est clair en appli-

quant 4.3.2 a a,d.

4.4.9 Remarques.

1) Lorsque a est sur D on a I(a,d) = 0 et on retrouve la transitivité sur les
drapeaux. Lorsque a est égal a d on a I(a,d) = 1.

2) La quantité I(a,d) joue le role d'une distance de a & D et on pourra la
noter I(a, D). Lorsque a est distinct de d, la donnée de cette distance est
équivalente a celle de la distance de a au “projeté orthogonal” de a sur D,
c’est-a-dire au point d’intersection n de la droite (ad) et de D, voir 4.5.15.

4.5 L’action sur les triangles

Cette section est l'accomplissement du programme annoncé en 4.1.1 dans
le cas des triangles. On désigne par T ’espace des triangles d’un plan non eu-
clidien P(E). 1l s’agit de décrire le quotient de T sous l'action du groupe des
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isométries PO(q). Pour cela, conformément a la procédure évoquée au début
du chapitre, nous disposons déja d’un certain nombre d’invariants (longueurs
et angles, sous la forme des invariants I). Ces invariants vont devoir étre
complétés par un nouvel objet : le spin, fondamental notamment en géométrie
elliptique réelle. Tous ces invariants permettent de définir des applications ®
de T dans des espaces numériques et induisent des applications ® de T /G
dans ces mémes espaces.

L’étape suivante sera de montrer ['injectivité de certaines des applications
®. Comme expliqué en 4.1.2, lidée de dimension est un quide pour cela, au
moins dans les cas ou l’arithmétique ne vient pas compliquer les problemes,
par exemple sur R ou sur un corps algébriquement clos. L’espace T est un
owvert de P(E)3, donc de dimension 6, et on sait que le groupe PO(q) est
un groupe algébrique de dimension 3. Si on choisit un triangle générique, son
stabilisateur est réduit a lidentité, de sorte que son orbite est isomorphe a
PO(q) donc de dimension 3 (voir 1.4.3). L’espace quotient T /G est aussi de
dimension 3 et on s’attend a ce qu’on puisse le parametrer a l'aide de trois
quantités. C’est ce que vont montrer les divers cas d’isométrie des triangles.
Comme en géométrie euclidienne, il s’agit de savoir a quelle condition trois
points peuvent étre envoyés sur trois autres par un élément de PO(q) et
la encore il suffira (presque!) de se donner trois parameétres (longueurs ou
angles). Le mot “presque” renvoie a la présence du spin. En vérité, dans
le cas du corps des nombres réels, les cas d’isométrie peuvent étre énoncés
sans référence au spin en utilisant les angles de demi-droites, a l’exception du
troisieme cas d’isométrie, celui qui ne fait intervenir que les longueurs. Les
formules d’Al-Kashi permettront de faire le lien entre ces divers résultats.

La derniere étape est le calcul de l'image de ®. Comme on l'a déja dit,
dans le cas d’un corps quelconque, elle est hors de portée. Cependant, nous
la menerons a bien dans le cas réel au chapitre 6. Pour le cas complexe, voir
l’exercice 4.7.12.

4.5.1 Un nouvel invariant : le spin

Il y a plusieurs facons de comprendre l'origine de cet invariant. On peut
considérer que c’est l'invariant le plus simple associé a trois points a, b, c
et on peut d’ailleurs montrer, voir 9.1.18, qu’hormis les invariants I(a,b),
c’est le seul invariant projectif d’un triangle. Il s’introduit naturellement lors-
qu’on essaie de montrer le “troisieme cas” d’isométrie des triangles, voir 4.5.3.
En effet, on constate que la donnée des longueurs I(b,c), I(c,a), I(a,b) ne
détermine le triangle abc “qu’au signe pres”. On peut enfin noter qu’il ap-
parait de maniere naturelle dans le calcul qui mene a la formule d’Al-Kashi,
voir ci-dessous.
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4.5.1 Définition. Soient a,b,c trois points de P(E), que l'on suppose non
isotropes. L’élément S(a,b,c) € k défini ci-dessous ne dépend que des points
a,b,c de P(FE) et pas de leurs représentants :

(b, ) o(c,a) p(a, b)
q(a)q(b)g(c)

On Uappelle le spin des points'™ a,b,c. Pour des droites A, B,C € P(E*),
non isotropes, on a un invariant analogue obtenu en remplacant ¢ par p*
et noté S*(A, B,C). Dans le cas ot ces droites sont les cotés d’un triangle :
A = (be), B = (ca) et C = (ab), S*(A, B,C) sera appelé spin angulaire de

abc.

S(a,b,c) =

4.5.2 Remarque. On a la formule S(a,b,c)* = I(b,c)I(c,a)l(a,b), de sorte
que la donnée des “longueurs” détermine le spin au signe pres. L’appella-
tion, qui fait référence au spin des particules en physique, veut justement
évoquer cette ambiguité de signe. Dit savamment, le phénomene, au moins
en géométrie elliptique, c’est que 'application qui a un triangle associe les
longueurs de ses cotés est un revetement de degré 2, autrement dit que la
donnée des longueurs des cotés ne détermine pas un triangle, mais deux. Le
lecteur obtiendra force détails sur cet invariant dans les chapitres suivants. Il
verra qu’il est inutile dans le plan hyperbolique intérieur K, mais qu’il joue
un role essentiel en géométrie elliptique et dans le plan extérieur T.

4.5.2 Le troisieme cas d’isométrie, version longueurs

Le troisieme cas d’isométrie des triangles permet traditionnellement d’af-
firmer que deux triangles dont les cotés sont de mémes longueurs sont isométri-
ques. Dans le cas présent, avec les “longueurs” I(b,c), I(c,a), I(a,b), ce
théoreme n’est pas tout a fait vrai, notamment en géométrie elliptique réelle,
ou aussi sur les complexes, voir 4.7.12. En effet, le spin du triangle défini
ci-dessus intervient de fagon essentielle dans la condition de transitivité :

4.5.3 Théoréme. Soient a, b, ¢ des points'® (non isotropes). Alors, un systéme
complet d’invariants pour ces points est donné par les invariants suivants :
1) q(a), q(b), q(c) dans k*/k*2,

2) I(b,c),1(c,a),I(a,b) dans k,

3) S(a,b,c) dans k.

17. Comme le spin ne dépend pas de 'ordre des points, on parlera, par abus de langage,
du spin du triangle abc (méme si les points sont alignés).
18. Le résultat est valable méme si les points sont alignés.
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Démonstration. 1l est clair que les quantités ci-dessus ont un sens pour des
points de P(F) et pas seulement pour leurs représentants et qu’elles sont des
invariants sous PO(q). Réciproquement, il faut voir que si l'on a a, b, ¢ (resp.
a', b, ") comme ci-dessus, avec les mémes invariants, on peut envoyer a sur
a’, bsur O/, ¢ sur ¢ par un élément de PO(q). Comme on a g(a) = A\?q(d’),
q(b) = p2q(t'), q(c) = v*q(d), quitte & changer de représentants de a,b, c,
on peut supposer g(a) = q(a’), q(b) = q(V'), q(c) = q(’). On en déduit, avec
I’égalité des invariants I, o(a,b)? = p(a’,b')? et les relations analogues avec
les autres points. Pour pouvoir envoyer les points les uns sur les autres, voir
4.1.3, il suffit de pouvoir choisir les signes pour avoir ces mémes égalités sans
les carrés. C’est évident si les trois produits sont nuls. Sinon, supposons par
exemple p(a,b) # 0. Quitte a changer le représentant de a en son opposé, on
peut supposer que le signe de ¢(a,b) est correct. Si les deux autres sont nuls
on a fini, sinon, si ¢(a,c) # 0, quitte a changer le relevé de ¢, on peut alors
ajuster le signe de ¢(a,c). Mais alors 1’égalité des spins assure que le signe
de (b, c) est correct.

Si l'on fait fi des conditions arithmétiques (par exemple si l'on est sur
R), le théoréme peut s’exprimer, a la maniére d’Euclide, en disant que si
deuz triangles ont leurs cotés de memes longueurs, et méme spin, ils sont
1someétriques.

4.5.4 Remarques.

1) Nous discuterons plus loin de cette condition supplémentaire de spin dans
les deux cas usuels des géométries réelles.

2) La formule 4.5.2 montre que la troisieme longueur I(b, ¢) est déterminée
par les autres et par S(a,b,c), sauf si I(a,b) (ou I(a,c)) est nul, c’est-a-dire
si a et b (ou a et ¢) sont orthogonaux.

3) Dans ce cas de deux des points orthogonaux on peut oublier I'invariant
S(a,b,c) (qui est nul) et le troisieme cas d’égalité vaut sans la condition de
spin.

4) Rappelons qu’il est tout a fait possible d’avoir des triangles avec a,b, ¢
deux a deux orthogonaux (ce sont des triangles autopolaires, cf. Partie IIT 77
ou ci-dessus 6.3.4). On a alors ¢(a,b) = p(b,c) = p(c,a) = 0. Cela ne peut
pas se produire si a, b, ¢ sont dans K car les valeurs de ¢ sont < 0, voir 2.4.9.
En revanche, c¢’est un phénomene important dans le plan elliptique.

4.5.3 Le troisieme cas d’isométrie co6té angles

On obtient sans effort supplémentaire la variante du troisieme cas d’isomé-
trie (4.5.3) qui fait intervenir les angles de droites :
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4.5.5 Théoréme. Soient A, B,C' des droites (non isotropes) et non concou-
rantes. Alors, un systéme complet d’invariants pour ces droites est donné
par :

1) ¢*(A), q*(B),q*(C) dans k*/k*,

2)I"(B,C), I*(C, A), I*(A, B) dans k,

3) S*(A, B,C) (le spin angulaire) dans k.

Démonstration. Pas de démonstration : c¢’est 4.5.3 appliqué dans le dual.

4.5.6 Commentaire. Autrement dit, on a un cas d’égalité pour deux tri-
angles qui ont trois angles égaux (et méme spin)! Voila un point fondamen-
talement différent du cas euclidien ou 1’on sait bien que la donnée des trois
angles d’un triangle ne le détermine qu’a similitude pres. De fait, en géométrie
euclidienne, comme la somme des angles d’un triangle est égale a 7, se donner
trois angles n’est rien de plus que s’en donner deux et l’argument de dimen-
sion montre que cela ne suffit certainement pas a déterminer un triangle a
isométrie pres. On n’a plus cette contrainte en géométrie non euclidienne,
voir ci-dessous 6.3.2 et 6.4.1. La dissymétrie entre longueurs et angles qui
apparait ainsi en géométrie euclidienne est une nouvelle manifestation de
I’absence de polarité qui tient au fait que la forme q est dégénérée.

4.5.7 Remarques.

1) Nous verrons que, dans I’énoncé ci-dessus, la condition de spin angulaire
est essentielle en elliptique (c’est évident par polarité), mais aussi lorsque
A, B, C sont les cotés d’un triangle abc du plan hyperbolique de Klein K. On
peut toutefois s’en passer en utilisant les angles de demi-droites, voir 6.6.1 et
6.6.6.

2) Rappelons que les quantités du type ¢*(A) se calculent a partir des points

b
par les formules de 1.2.3, par exemple : ¢*(a A b) = % (1 — I(a, b))
q

4.5.4 La formule d’Al-Kashi

Problématique

Avant de passer aux cas d’isométrie “mizrtes” qui mettent en jeu a la fois
les longueurs et les angles, nous avons besoin d’une formule analogue a celle
qui, en géométrie euclidienne, permet de calculer la longueur bc en fonction
de ab, ac et de l’angle en a. Je me permets d’appeler encore cette formule du
nom d’Al-Kashi'®. En vérité, ici, on aura plutét tendance a voir cette for-
mule comme une application du premier théoréme fondamental de la théorie

19. Comme je m’en suis déja expliqué, j’aime bien donner des noms aux formules, fussent-
ils parfaitement anachroniques, confirmant ainsi le théoréme d’Arnold (!) qui dit qu'un
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des invariants (voir 9.1.18) qui affirme que les invariants d’un triangle (et
notamment les angles) se calculent (presque) a partir des longueurs des cotés.
En géométrie non dégénérée, cette formule ressemble a la “formule fonda-
mentale de la trigonométrie sphérique” (voir [Ber90] ou ci-dessous 6.1.2),
mais dans le cas général, elle met en jeu le nouvel invariant vu ci-dessus : le
spin. Dans ce paragraphe nous travaillons sur un corps k quelconque, ce qui
nous oblige a travailler avec des angles de droites (encore une fois, il n'y a
de demi-droites que si k est ordonné) et qui complique un peu les formules.
D’autres variantes seront données dans le cas réel.

La formule

Avant d’énoncer la formule, expliquons-en les ingrédients. On a un tri-
angle abc (formé de points non isotropes, bien entendu) et on note A, B, C
les cotés (be), (ca), (ab).

1) On cherche un succédané de Pythagore, c’est-a-dire de la formule
I(b,c) = I(a,b)I(a,c) lorsque abc est rectangle en a. Dans le cas général,
on calcule? :

q(a)*¢(b,c)* — p(a,b)*p(a, c)*
q(a)?q(b)g(c)

2) On veut faire intervenir 'angle I*(B, C) et le relier aux longueurs. On

2
a, par définition I*(B,C) = p(c Aa,a AD) ‘
qla Ac)g(a AD)

cette expression par 1.2.3. On a ainsi A(q)p(a Ac,a Ab) = g(a)p(b,c) —
p(a,b)p(a,c) et, par exemple, A(q)q(a AD) = q(a)q(b) — ¢(a,b)* qui n'est
autre que ¢q(a)q(b)(1 — I(a,b)). On en déduit :

(Q(CL)()O(bu C) B 90<a7 b)90<a7 C))Q .
q(a)*q(b)q(c)

On calcule alors la différence A — = dans laquelle on voit apparaitre le spin :

A—Z=-2I(a,b)I(a,c)+2S5(a,b,c).

On a donc prouvé la formule :

A =1I(b,c)—I(a,b)I(a,c) =

On sait calculer les termes de

=:=[1—-1(a,b)][1 = I(a,c)|I"(B,C) =

résultat ne porte jamais le nom de son auteur. J’aimerais bien qu’on s’en souvienne et
qu’on pense a moi quand je serai sous la tombe et fantome sans os ... en donnant mon
nom & une formule, méme une petite.

20. On pourrait étre tenté de calculer le rapport 1(b,c¢)/I(a,b)I(a,c), trés simple, puisque
c’est le carré de ¢(b, c)q(a)/(a,b)p(a, c) et de 'interpréter comme un invariant de ’angle
en a. Le probléme c’est que cet invariant ne dépend pas seulement des droites B, C', mais
aussi des points b et ¢ choisis sur ces droites (remplacer b par b + Aa par exemple), sauf
dans le cas ou le rapport vaut 1, c’est-a-dire quand les droites sont perpendiculaires.
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4.5.8 Théoréme. (Formule d’Al-Kashi) Soient a, b, ¢ des points distincts
et non isotropes de P(E). On appelle A, B, C' les droites (bc), (ca), (ab) et on
suppose B, C non isotropes. On a la formule suivante :

I(b,c)=[1—1I(a,b)][1 —I(a,c)] [*(B,C)—I(a,b)I(a,c)+2S(a,b,c).

4.5.9 Corollaire. On suppose que le point a est différent de b et ¢ et que
les droites C' = (ab) et B = (ac) ne sont pas isotropes (voir 4.3.5). On a la

formule :

. _ I(b,c)+ I(a,b)I(a,c) —25(a,b,c)
I'(B.C) = [1—1I(a,b)][1—I(a,c) '

4.5.10 Remarques.

1) En dépit de son importance, la formule d’Al-Kashi n’est pas vraiment une
relation entre les invariants comme celles que nous avons rencontrées dans la
partie I ou que nous rencontrerons ci-dessous, chapitre 9. C’est plutot une
illustration du théoreme 7?7 de la Partie 11, qui affirme que les concomitants
peuvent s’écrire a partir des invariants. En effet, dans le cas présent, elle
exprime les invariants de droites du type g(a A b) en termes des invariants
des points du type ¢(a) et p(a,b) et elle est pour I'essentiel dans 1.2.3. Elle
peut paraitre compliquée, mais on verra que, dans le cas elliptique et pour
des triangles de spin < 0, le terme S est vraiment nécessaire.

2) On voit que I'angle I*(B, C) se calcule a partir des longueurs et du spin.
On verra en 9.1.18 que c’est le cas de tous les invariants de trois points.

3) On a évidemment une formule d’Al-Kashi duale :

[*(B,C) + I'(A, B)I*(A,C) — 25*(A, B, C)

M =—"""nruen-rao

4.5.5 Le premier et le deuxiéme cas d’isométrie

Nous passons maintenant aux cas d’isométrie mixtes qui mettent en jeu a
la fois longueurs et angles. Avec les formules d’Al-Kashi on obtient aussitot
les résultats suivants :

4.5.11 Théoréme. (Premier cas d’isométrie) Soient a,b,c des points
(non isotropes). On suppose a,b,c non alignés, on pose A = (bc), B = (ca),
C = (ab) et on suppose B,C non isotropes. Alors, un systeme complet d’in-
variants pour ces points est donné par les invariants suivants :

1) q(a), q(b), q(c) dans k*/k*2,

2) I(c,a),I(a,b), I*(B,C) dans k,

3) S(a,b,c) dans k.
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4.5.12 Théoréme. (Second cas d’isométrie) Soient A, B,C des droites
(non isotropes) et non concourantes. On note a,b, ¢ les intersections de B, C';
C, A et A, B respectivement et on suppose b, c non isotropes. Alors, un systéme
complet d’invariants pour ces droites est donné par :

1) ¢*(A),q¢*(B),¢*(C) dans k* [k,

2) I*(C,A), I*(A,B),I(b,c) dans k,

3) S*(A, B,C) (le spin angulaire) dans k.

Pour des variantes sur un corps quelconque, voir les exercices, pour des
traductions dans le cas réel, ou l'usage des angles de demi-droites permet
d’éliminer le recours au spin, voir 6.8.1 et 6.8.7.

4.5.6 D’autres applications de la formule d’Al-Kashi

Bien entendu, dans le cas particulier ou les droites B, C sont perpendi-
culaires, i.e. I*(B,C) = 0, on retrouve le théoréme de Pythagore. En effet,
comme on a S(a,b,c)> = I(b,c)I(c,a)l(a,b), la formule d’Al-Kashi s’écrit
(I(b,c) — I(a,b)I(a,c))*> =0 ce qui donne la formule de 4.3.7.

A l'opposé, on a le corollaire suivant (a comparer, lorsque k£ = R, avec
5.1.10, 5.1.12, 5.1.16; la formule ci-dessous, d’apparence compliquée, n’est
que la formule bc = ba 4 ac ou une de ses variantes, a qui I'on a appliqué une
fonction trigonométrique ou hyperbolique cos? ou ch2) .

4.5.13 Corollaire. (Condition d’alignement) Soient a,b,c trois points
non isotropes de P(FE). Alors, a,b,c sont alignés si et seulement si on a la
relation :

25(a,b,c) =1(b,c)+ I(c,a) + I(a,b) — 1.

En particulier, si les points sont alignés, on a la formule :
41(b,c)I(c,a)I(a,b) = (I(b,c) + I(c,a) + I(a,b) — 1)%

Démonstration. Avec les notations précédentes, a, b, ¢ sont alignés si et seule-
ment si les droites B et C sont confondues, i.e. si et seulement si?! I*(B, C)
est égal a 1 (voir 4.4.3 en tenant compte du fait que a est non isotrope). En
reportant dans Al-Kashi on en déduit la formule.

Dans le cas ou deux des points sont orthogonaux, la condition est tres
simple (et on peut aussi la prouver par un calcul direct) :

4.5.14 Corollaire. Si les points a, b, c sont alignés et non isotropes et si b
et ¢ sont orthogonauz, on a I(a,b) + I(a,c) = 1.

21. On suppose ici B, C non isotropes. Voir 4.5.16 sinon.
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On en déduit le lien entre la “distance” I(a, D) d’un point & une droite
et la distance a son projeté orthogonal :

4.5.15 Corollaire. Soit D une droite, d son pole et soit a un point du
plan distinct de d. Rappelons, voir 4.4.9, qu’on a posé I1(a, D) = I(a,d). On
considére le projeté n de a sur D, c’est-a-dire le point d’intersection de (ad)
et de D. Sin est non isotrope on a la formule I(a, D)+ I(a,n) = 1.

4.5.16 Remarques. 1) La caractérisation de 'alignement donnée ci-dessus est
aussi conséquence d’une autre relation fondamentale entre invariants, celle
qui traduit le comportement du discriminant par changement de base, cf.
Partie III ?? ou ci-dessus 1.1.6) :

[CL, b7 0]2A(Q) = Q(a)q(b)Q(c) [1 + 28(&, b? C) - I(b’ C) - ](C, CL) - I(a> b)]

2) La relation I(a,b) + I(a,c) = 1 dans le cas ou b, ¢ sont orthogonaux a
une interprétation tres simple en géométrie elliptique comme on le verra au
chapitre suivant. En effet, on a I(a,b) = cos? ab ou ab désigne la distance. La
formule vient alors de trois faits : 1) be = ba + ac puisque a, b, ¢ sont alignés,
2) be = /2 puisque b, ¢ sont orthogonaux, 3) les formules de trigonométrie
cos(m/2 — ac) = sinac et cos? ac + sin® ac = 1. En géométrie hyperbolique, si
I'on reste dans le plan de Klein K, tout cela s’évanouit car il n’y a plus de
points orthogonaux ...

3) Dans 4.5.15, il se peut que n soit isotrope (c’est le cas ou (ad) est
isotrope). Dans ce cas, I(a,n) n’est pas défini et on a I(a,d) = 1.

4) On a une condition analogue de concours de trois droites, voir 4.7.20.

4.6 Annexe : les triangles isoceles

4.6.1 Définition

Les invariants introduits ci-dessus permettent de définir et de caractériser
les triangles isoceles :

4.6.1 Proposition-Définition. Soient a,b,c trois points (non isotropes)
non alignés. On suppose que a n’est orthogonal ni a b, ni a c. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1) Il existe une symétrie T vérifiant T(a) = a et 7(b) = c.

2) On a I(a,b) = I(a,c) (deux cotés égauz).

2’) Quitte a changer de représentants on peut supposer qu’on a q(b) = q(c)
et p(a,b) = p(a,c) dans k.
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Sous ces conditions on dit que le triangle abc est isocele en a.
On pose A = (bc), B = (ca), C' = (ab) et on suppose que A, B,C' ne sont
pas tangentes a I'. Les conditions précédentes sont encore équivalentes a la

sutvante :
3) On a I*(A,B) = I*(A,C) (deux angles égauz).

Démonstration. 1l est clair que 1) implique 2) et que 2’) implique 2). Récipro-
quement, supposons I(a,b) = I(a, c) et montrons d’abord 27).

On a q(c)p(a,b)? = q(b)p(a,c)?. Comme ¢(a,b) et ¢(a,c) sont non nuls,
on a donc ¢(b) = ¢(c) dans k*/k*? et, quitte & changer de représentant de
b, on peut supposer q(b) = ¢(c) dans k. On en déduit ¢(a,b)* = p(a,c)? et,
quitte & changer b en —b, on obtient 27).

De plus, le point a est orthogonal a b — ¢. Si b — ¢ n’est pas isotrope, c’est
un milieu de b, c et la symétrie par rapport a b — ¢ échange b, c et fixe a. Si
b — c est isotrope, on a q(b) = ¢q(c) = ¢(b,c), la droite (bc) (qui est alors
tangente a I') est la polaire de b — ¢ et a est sur cette droite contrairement a
I'hypothese de non alignement. On a donc montré 1).

Pour le point 3), il faut supposer A, B,C non isotropes pour pouvoir
calculer les invariants I*. Pour le reste, le raisonnement est identique 22 dans
le dual. On trouve une involution 7 qui laisse stable A et échange B,C, ce
qui montre qu’elle fixe a et échange b, c.

4.6.2 Remarque. La condition a non orthogonal a b et ¢ est, en général,
nécessaire. Par exemple, si le corps de base est Q et si a, b, ¢ sont les images
des vecteurs d'une base dans laquelle ¢ est de la forme X2 4+ Y2 + 272, on
a I(a,b) = I(a,c) = 0, mais, comme ¢(b) = 1 et ¢(c) = 2 ne sont pas égaux
dans Q*/(Q*)?, il n’existe pas d’isométrie qui envoie b sur c. Le méme contre-
exemple vaut sur R avec la forme X2+ Y2 —T?2. En revanche la condition est
automatiquement satisfaite dans le plan elliptique réel. On utilisera parfois
des triangles isoceles généralisés pour lesquels a peut étre orthogonal a b
(donc aussi a ¢). Dans ce cas, il faut ajouter a 2) la condition ¢(b) = ¢(c)
dans k*/k*2.

4.6.3 Remarque. Le corollaire d’Al-Kashi 4.5.9 mene a la formule :

[I(a,b) — I(a,c)][1 +2S(a,b,c) — I(b,c) — I(c,a) — I(a,b)].

22. On notera que A ne peut étre orthogonal a B ou C. En effet, sinon elle 'est aux
deux et son pole est sur B et C'. C’est donc a, qui est orthogonal a b et ¢ contrairement a
I’hypothese.
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Cela permet, en utilisant 4.3.5 et 4.5.13, de retrouver I’équivalence de 1’égalité
des longueurs I(a,b) = I(a,c) et des angles I*(A, B) = I*(A,C) dans un
triangle (voir 4.6.1)

4.6.2 Hauteurs, médiatrices, etc.

En géométrie euclidienne, une propriété fondamentale du triangle isocele
est la coincidence des notions de médiane, hauteur, médiatrice et bissec-
trice (intérieure). En géométrie non dégénérée, les choses sont un peu plus
complexes car il y a deux exemplaires de chaque type de droites, sauf des
hauteurs. Le résultat est le suivant :

4.6.4 Proposition. Soit abc un triangle isocéle® en a. On suppose qu’on
a choisi les représentants des points de sorte que l'on ait q(b) = q(c) et
o(a,b) = p(a,c) (voir 4.6.1). Avec les notations de 3.2.3, la médiatrice A*
de b, c est aussi hauteur, médiane et bissectrice issue de a. La médiane et la
bissectrice issues de a qui ne sont pas égales a la hauteur coincident.
Réciproquement, si une médiatrice du triangle est aussi médiane (ou hauteur,
ou bissectrice), le triangle est isocéle.

Le triangle abc est isocele en a, la droite
AT est a la fois médiatrice, médiane,
hauteur et bissectrice. En revanche, A~
n’est que médiatrice. Les milieux de b, ¢
sont a* et a~ et les points bissecteurs
de (ab) et (ac) sont a~ et m, distinct
de a™, mais aligné avec a et at sur A™.
La droite (aa™) est a la fois médiane et
bissectrice.

FIGURE 4.2 — Un triangle isocele dans le plan elliptique

Démonstration. On a vu en 4.6.1 que b—c est non isotrope. Par définition A™
est la polaire de a= = b — c. Il résulte de 'égalité p(a,b) = ¢(a,c) que a est
sur AT ce qui prouve que AT est aussi hauteur (car AT est perpendiculaire
a (bc)) et médiane (car elle passe par le milieu a™). Elle est aussi bissectrice

23. On rappelle que cela suppose que a n’est pas orthogonal a b et c.
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car la symétrie d’axe AT échange b et ¢ et fixe a, donc échange les droites
(ab) et (ac).

Le point a~, dont la polaire est AT, est un point bissecteur de (ab) et (ac)
et la droite (aa™) est donc a la fois médiane et bissectrice.

La réciproque est immeédiate : si une médiatrice de b, ¢ est médiane ou
hauteur ou bissectrice, elle passe par a et, comme la symétrie par rapport a
cette droite échange b et ¢, le triangle est isocele.

4.6.5 Remarque. En revanche la médiatrice A~ n’est égale a aucune autre
des droites remarquables car elle ne passe par aucun sommet, voir figure 4.2.
On notera aussi que le second point bissecteur de (ab) et (ac) est, en général,
distinct de a™ (mais il est aligné avec a et a™), voir 4.7.23. Pour comprendre
quel est le milieu qui est aussi pied de la hauteur, voir 5.6.9.

Une autre réciproque est la suivante 2* :

4.6.6 Proposition. Soit abc un triangle. On suppose que b et ¢ ont un milieu
a’ et que la droite (ad’) est bissectrice de (ab), (ac). Alors le triangle est isocéle
en a.

Démonstration. Attention, il y a deux cas de figure. On considere la symétrie
o de centre a’, qui est aussi la réflexion par rapport & A’ = (a/)*. On a
b= o(c) et on pose d = o(a). Si d est égal a a, le triangle est isocele, c’est le
cas de la figure 4.2 avec a’ = a™ ; la droite A’ = A™ est axe de symétrie du
triangle, mais pas (aa’) (car cette droite n’est pas une médiatrice de b, c).

Si d est distinct de a, voir figure 4.3, on a (aa’) = (ad) et on écrit des
égalités d’angles. La symétrie o donne 1'égalité I*((ac), (ad)) = I*((db), (da)).
Mais, comme (aa’) = (ad) est bissectrice de 1'angle en a, on a également
I*((ac), (ad)) = I*((ab), (ad)) (voir 4.4.5) d’ou I*((db), (da)) = I*((ab), (ad)).
Il en résulte que le triangle abd est isocele en b. On a donc I(a,b) = I(b,d),
mais, par o, on a I(b,d) = I(c,a) et la conclusion.

4.6.3 Triangle équilatéral

4.6.7 Proposition-Définition. Un triangle (et trilatére) abe est dit équila-
téral sl est isocéle a la fois en a,b,c. Un tel triangle vérifie 1(b,c) =
I(c,a) = I(a,b), I"(B,C) = I*(C,A) = I*(A, B), ses hauteurs sont aussi
médianes, médiatrices et bissectrices et sont axes de symétrie du triangle.

24. La preuve de ce résultat est intéressante car elle nécessite 'usage des invariants.

162



Ici, Vaxe de symétrie de abc est /

la droite (aa’). On notera l'aspect | \
“dépli¢” (c’est-a-dire de spin négatif) \ . ‘

du triangle isocele abd (en noir sur la | _ |
figure). \ /

FIGURE 4.3 — Le deuxieme cas de figure deiliﬁﬁ

4.6.8 Remarques.

1) Attention, les angles d’un triangle équilatéral, en géométrie non eucli-
dienne, ne sont pas fixés, voir 6.7.8.

2) Attention, si les hauteurs ont toutes les bonnes propriétés, il n’en est pas de
meéme des autres droites. Les médianes, médiatrices, bissectrices autres que
les hauteurs ne cumulent pas (en général) plusieurs mandats, voir exercice

4.7.23.

4.7 Exercices

4.7.1 Transitivité et corps de base : le cas elliptique

4.7.1 FExercice. Dans cet exercice, on suppose la forme ¢ anisotrope. Le
théoreme de Sylvester permet d’écrire, dans une base eq, es, €3 convenable
et & un scalaire pres, ¢(x,y,t) = 2* + ay® + Bt*. Le fait que ¢ est anisotrope
impose que —a, —f et —af ne sont pas des carrés (mais la réciproque est
inexacte comme le montre 'exemple de 2 +1* — 2t sur Q). Rappelons qu'un
corps k est dit pythagoricien si toute somme de deux carrés est encore un
carré. Si —1 n’est pas un carré de k, on note K le corps obtenu en adjoignant
a k une racine ¢ de —1 et U le groupe des éléments “de norme 17 de K, i.e.
les a + ib vérifiant a® + b? = 1.
+1

1) Montrer a + ib est est un carré dans U si et seulement si (ou, ce

a /
) est un carré dans k.

qui revient au méme,
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2) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) le groupe PO(q) est transitif sur les points (resp. sur les droites),
ii) a et B sont des carrés de k et k est pythagoricien,
iii) o et [ sont des carrés de k et tout élément du groupe U est un carré
(dans U).

(Pour I'équivalence de ii) et i) on utilisera 1) et on pourra penser a la
paramétrisation du cercle par la tangente de I’arc moitié.)

3) Montrer que le corps des nombres réels constructibles (a la regle et au
compas, voir [Per05]) est pythagoricien. Pour un autre exemple, voir [Lio01].

4.7.2 'Transitivité et corps de base : le cas hyperbolique

4.7.2 Ezercice. On suppose que g est une forme de Lorentz q(z,y,t) = 2 +
y? — t2.

1) Montrer que ¢ représente k tout entier. En déduire que si PO(q) est
transitif sur tous les points (en notre sens, i.e. non isotropes), on a k*/k*? =
{1}. Donner un exemple de corps non algébriquement clos vérifiant cette
propriété.

2) On se propose de montrer que I'application (a,b) — I(a,b) définie sur
les points non isotropes et a valeurs dans k est surjective.

a) Soit § € k*. Montrer qu'il existe un plan P C E tel que la forme ¢|p
admette ¢ pour discriminant (considérer P+ et utiliser 1)).

b) Soit A € k, A # 1. On pose § = 25+ Soit P = k? un plan muni de la
forme q(z,y) = 2 + dy*. Montrer qu'il existe a,b € P tels que I(a,b) = A
(prendre a = (1,1) et b= (0,1)).

c¢) Conclure.

4.7.3 Ezercice. On suppose que le corps k est fini de cardinal [.

1) Soient a,b € k* et soit A € k.

a) Montrer qu’il existe z,y € k tels que x(z,y) := az® + by?> = A (noter
quil y a (I +1)/2 éléments de la forme az? et (I + 1)/2 de la forme \ — by?,
voir aussi [Per96] Ch. V, 6.10 ou [Ser70]).

b) On suppose A # 0. Déterminer selon la nature de la forme y (c’est-a-
dire selon que —b/a est ou non un carré) le nombre de vecteurs (z,y) vérifiant
Xx(z,y) = A et montrer qu’il y en a au moins deux, sauf si le corps est F3 et
si x est hyperbolique?®. (Si (z9, o) est un de ces vecteurs, on trouvera les
autres en coupant la conique définie par y par la droite y — yo = t(z — o).

25. On trouve (I + 1)/2 (resp. (I — 1)/2) vecteurs selon que X est anisotrope (resp.
hyperbolique).
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On trouve :

(a—bt?)xg  2btyo . 2atry  (a — bt?)y,
Tr = — — e = — .
a+bir atrer O VT Ty T e

)

2) On suppose que ¢ est une forme de Lorentz q(z,y,t) = 2% + y* — 2.

a) Soit P C F un plan sur lequel ¢ est de rang 1. Montrer que ¢|p ne
représente que les carrés (on écrira P = m™* avec m isotrope et on utilisera
la transitivité du groupe sur les droites isotropes (voir 4.2.1) pour faire le
calcul dans le cas m = e; — e3).

b) Soit K (resp. T') I'ensemble des points m de P(E) tels que g(m) ne soit
pas un carré (resp. soit un carré). Montrer que le groupe PO(q) est transitif
sur les points de K (resp. de T'). Montrer que la droite qui joint deux points
de K n’est pas tangente a I' (utiliser a)), mais qu’en revanche il existe des
couples de points de T tels que la droite qui les joint soit tangente a I.

¢) On appelle droites de K les traces sur K des droites projectives (non
vides). Déterminer le cardinal des droites de K (utiliser 1.b). Montrer que,
sauf si le corps est égal a F3, il y a deux classes de droites de K sous 'action
de PO(q) (car toutes les droites non isotropes de P(E) contiennent au moins
deux points non carrés par 1.b).

d) Etudier le cas k = Fy (il y a trois points dans K : (0,0,1), (1,1,0) et
(—1,1,0) et trois droites de K : © =y, z = —y, t = 0, toutes anisotropes).

4.7.3 Le cas des isotropes

4.7.4 Ezercice. Soient a,a’ des points de I'. Soient b, b’ deux points vérifiant
q(b) = q(') dans k*/k*2. On suppose que les droites (ab) et (a'd’) sont toutes
deux isotropes ou toutes deux non isotropes. Montrer qu'’il existe g € PO(q)
tel que g(a) = d’ et g(b) = b'. (Quitte & changer les représentants de b et
a, on se ramenera au cas ou l'on a q(b) = q(b') et p(a,b) = p(a’,V') et on
utilisera 4.1.3.)

4.7.5 Exercice. Soient a,b,c (resp. a/,0',c) des points distincts de I" (on
désigne parfois le triangle abe sous le nom de triangle idéal). Montrer qu’il
existe une unique isométrie g qui envoie a sur a’, b sur ¥ et ¢ sur ¢. (On
pourra soit appliquer le théoreme de Witt, soit utiliser 1'isomorphisme de
PO(q) avec PGL(2,k), voir Partie III 7?7 et la triple transitivité de celui-ci,
voir Partie I 77.)

4.7.4 De quoi sont les pieds ? (bis)

4.7.6 FExercice. Soit abc un triangle de K. Montrer que les pieds des hauteurs
a', b, sont dans K (si d est le pole de (bc) on utilisera la formule I(a,a’) +
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I(a,d) = 1).

4.7.5 Invariants et quotients : le cas de deux points

Dans les exercices suivants 1’objectif est de construire un quotient qui
décrive l'action de PO(q) sur les couples de points (a,b), a la maniere de
Hilbert et Mumford, comme nous ’avons fait Partie II, chapitre 7. On va
voir réapparaitre les notions introduites a cette occasion et notamment la
stabilité.

4.7.7 Exercice. Le morphisme T

On note V le plan P(F) privé de ses points isotropes. On rappelle que
I'application I est définie sur V x V et a valeurs dans k et qu’on a I(a,b) =
p(a,b)?

(@) A

On considere U'invariant I(a,b) = (¢(a,b)?, ¢(a)q(b)), vu comme un élément
de P!(k). On désigne par F le fermé (au sens de la topologie de Zariski) de
P(F)? défini par les équations ¢(a,b) = 0 et g(a)q(b) = 0, et par U I'ouvert
complémentaire de F.

1) Montrer que F' est formé des couples (a,b) de points distincts tels que
a ou b est sur I" et que (ab) est tangente a I' ainsi que des couples (a, a) avec
a isotrope et que U est exactement le domaine de définition ?° de 1.

2) On identifie k aux points (z,1) de P'(k). Montrer que U contient
I'ouvert V x V et que la restriction de TAV xV est égale a I (de sorte que
T est la variante projective de I'invariant I).

3) Montrer que 'ouvert U contient, en plus de 'ouvert V x V| les couples
(a,b) formés d’un point isotrope a et d’un non isotrope b tels que (ab) soit
non isotrope (on en parlera comme des couples de type 1) ou de deux points
isotropes distincts (type 2).

4) Montrer que la proposition 4.3.2 est valable sur U en remplagant [ par
I.

5) Montrer que I induit une application I de U/PO(q) dans P'(k) (resp.
que I induit une application I : (VxV)/PO(q) — k) et que cette application
est continue si k est égal a R ou C.

4.7.8 Ezercice. On poursuit I’étude des applications I et 1.

1) On suppose la forme ¢ hyperbolique. Montrer que I’application I est
surjective. (On montrera que, pour tout « € k, il existe un plan sur lequel
la forme q est équivalente & 2% + ay? et on utilisera les vecteurs a = (1,1) et

26. Les points de U sont les points semi-stables au sens de Mumford, voir [Mum65]. Si
l'on préfere, les points de F' sont les Nullforms de Hilbert.
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b= (0,1) de ce plan.) Montrer que I est encore surjective si on la restreint
aux points (a,b) avec a # b.

A partir de maintenant on suppose k = C.

2) Montrer que 'application T:U— P!(k) est surjective.

3) Montrer que les fibres de T sont exactement les orbites des points
(a,b) € U sauf dans les cas suivants :

e La fibre I ~1(1,1) qui contient deux orbites : les points (a, a) diagonaux
avec a non isotrope et les points (a, b) avec a, b non isotropes et (ab) isotrope **
(voir 4.3.5).

e La fibre f_l(l, 0) qui contient deux orbites : les points (a,b) avec a,b
isotropes et distincts (de type 2 au sens de 4.7.7) et les points (a,b) avec a
ou b isotrope et la droite (ab) non isotrope (points de type 1).

4) Déduire de ce qui précede que lapplication de U/PO(q) sur P'(k)
induite par T est bijective sauf en les points correspondant aux orbites de la
question 3).

5) Reprendre la comparaison des fibres de T et des orbites dans le cas du
corps des réels.

4.7.9 Ezercice. On reprend les notations des deux exercices précédents et on
se propose d’étudier la lissité des applications I et 1.

1) On considere I comme une application de k3 x k% (privé des vecteurs
isotropes) dans k. Montrer que la différentielle de I au point (a, b) est donnée
par la formule :

dI(a,b) (Oé, B) =

qif)(z-?j(?)g q(a)q(b)((a, B) + ¢ (b, a)) — p(a,b)(q(a)p(b, B) + q(b)¢(a, O‘»}
_ 2p(a.h)A(g)
q(a)?q(b)?

(le plus simple est de calculer I(a + «,b+ ) — I(a,b) avec des vecteurs «, 3
dont les coefficients sont de carré nul, ce qui permet de supprimer tous les
termes de la forme p(a, @)p(b, B), voir par exemple [Per95]; le lecteur a qui
les éléments nilpotents répugneraient peut supposer que le corps de base est
R ou C). Montrer que dl, est non nulle, sauf si a et b sont colinéaires ou
orthogonaux.

2) En déduire que la fleche I : V XV — [k est lisse (voir [Har77] I1I 10.4)
sauf en les couples de points confondus ou orthogonaux.

[q(a)gp(b ANa,bAB)+qb)p(a Ab,a A a)}

27. Ces couples sont les seuls dont le stabilisateur est réduit & ’identité.
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3) Montrer que I : U — P(k) est lisse sauf en les couples (a, b) suivants :
a = b (non isotrope), a et b orthogonaux et non isotropes, a et b distincts et

isotropes. (Pour obtenir la différentielle au niveau du projectif, on utilisera
2.2.1.)

4.7.10 Remarque. Supposons que le corps de base est égal a C. Les trois
exceptions a la lissité de la fleche I correspondent toutes a des phénomenes
géométriques. En effet, dire que I est lisse implique en particulier que ses
fibres sont lisses et de dimension 3. Or, ces fibres sont, en général, des orbites
dans l'action de PO(q) sur les couples de points (c’est le fait que I soit un
invariant, et essentiellement le seul). Ce sont donc des espaces homogenes sous
le groupe G = PO(q) et précisément les quotients de G par le stabilisateur
du couple (a, b) et elles sont donc généralement lisses. Avec cette description,
voila ’explication des trois cas d’exception :

1) Le cas de deux points confondus est un cas ou le stabilisateur est de
dimension 1 (voir 1.4.32) c’est un point non pré-stable au sens de Mumford.
La fibre de I est formée de deux orbites, la diagonale (qui est fermée) et
I’ensemble des couples (a,b) non isotropes tels que (ab) soit tangente a T,
orbite dont I'adhérence contient I'autre, voir 4.3.5, cas I = 1.

On comprend sans peine pourquoi I n’est pas lisse en les points du type
(a,a). Sinon, elle admettrait une section définie au voisinage de 1 = (1,1) €
P!, & valeurs dans X = P(E) x P(E), avec s(1) = (a,a). Mais comme I
est lisse en les points (¢, d) avec (cd) isotrope on aurait aussi une section o
vérifiant o(1) = (¢,d). En composant ces sections avec la projection cano-

nique 7 : X — X/G on aurait donc des sections S et & de I. Mais alors,
comme les fibres des points autres que 1 sont égales aux orbites, 5 et & se-
raient égales en dehors de 1, donc aussi en 1 par continuité et cela contredit
le fait que les orbites de (a,a) et de (¢, d) sont distinctes.

2) Le cas de deux points isotropes (de type 2 au sens de 4.7.7) est ana-
logue : le stabilisateur est de dimension 1 (voir 1.4.32), c¢’est un point non
pré-stable au sens de Mumford : ’orbite correspondante est dans ’adhérence
de celle des points de type 1 (un point isotrope et un point non isotrope non
situé sur la tangente).

3) Enfin, le cas des points orthogonaux correspond a un autre type de
singularité qui ressemble & la non lissité de l'application z + 2% en 0 :
une section éventuelle est 1/, qui n'est pas différentiable a I'origine. Dans
le cas présent c’est la présence du terme p(a,b) au carré qui est la source
de la singularité au voisinage d’un couple vérifiant p(a,b) = 0. On notera
que ces couples sont aussi ceux en lesquels le morphisme I est ramifié : si un
couple (¢, d) est voisin d’'un couple (a, b) avec a, b orthogonaux, il est toujours
accompagné, dans sa fibre, du couple (¢, 0.(d)), avec d' = o.(d) # d si d n’est
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pas orthogonal & c¢. Mais lorsque (¢, d) tend vers (a,b), ces deux “feuilles”
coincident car le stabilisateur de (a,b) a quatre éléments (Id, o4, 0, T(a)) au
lieu de deux en temps normal (Id, 7(a)).

4.7.6 Invariants et quotients : le cas des triangles

4.7.11 Ezercice. On note encore V le plan P(F) privé de ses isotropes. On
étudie I'application ® de V2 dans k3 qui a (a, b, ¢) associe (I(b, ¢), I(c,a), I(a,b)).

1) On considére ® comme une application de k% (privé de ses isotropes)
dans k3. Calculer la différentielle d®, j, .(«r, 8, 7). (On utilisera I'exercice 4.7.9.)

2) On se propose de montrer que d®,; . est de rang 3 si et seulement si
a, b, c sont non alignés et non deux a deux orthogonaux.

a) Montrer que d® est de rang < 2 si a, b, ¢ sont alignés () ou si deux
des points sont orthogonaux.

b) On suppose a, b, ¢ ni alignés ni orthogonaux. Montrer que d® est sur-
jective. (On attrapera, par exemple, un vecteur (A, 0,0) avec A # 0. Pour cela
on utilisera la forme de la différentielle vue en 4.7.9 qui comprend des termes
du type g(a)p(b Aa,b AB) + q(b)p(a Ab,a Aa) et on prendra a = =0 et
vy=cAa.)

3) En déduire que ® : V3 — k3 est lisse sauf en les triplets de points
alignés ou orthogonaux.

4.7.7 L’espace des triangles sur le corps des complexes

4.7.12 Ezxercice. On se propose de décrire ’espace des triangles modulo 'ac-
tion du groupe des isométries dans le cas ou le corps de base est le corps C
des nombres complexes (ou un corps algébriquement clos). On suppose que
la forme quadratique est donnée par X2 +Y? +T? (c’est une forme hyperbo-
lique, bien entendu). On note toujours V ’ensemble des points non isotropes
de P(FE). Soient a,b,c € V. On pose a = I(b,c), f = I(c,a), v = I(a,b) et
s = S(a,b,c).

1) Montrer qu’on a s* = a7 (voir 4.5.2). On note X I'ensemble des points
(o, B,7;8) € C* qui vérifient cette équation.

2) Montrer que les points a, b, ¢ sont alignés si et seulement si on a 2s—a—
S —~+1=0 (voir 4.5.13). On note P I'ensemble des points («, 3,7;s) € C*
qui vérifient cette équation.

3) Montrer que Papplication ¥ qui & un triplet (a,b,c) € V? associe le
quadruplet (a, 3,7;s) induit une bijection ¥ de V3/PO(q) sur X. (Pour la
surjectivité, on pose a = a3, B = B2, v = 2 et on peut supposer s = ayByo-
Si v est différent de 1, on cherche les points a, b, ¢ sous la forme a = (1,0, 0),
b= (Y0,b,0), avec b3 = 1 — 7, ¢ = (By, ¢2, c3) avec BE + ¢ + ¢ = 1. Si v est
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égal a 1, la droite (ab) est tangente a la conique I' et on cherche a, b, ¢ sous
la forme a = (1,0,0), b = (1, by, iby) (avec i* = —1) et ¢ = (1, ca, c3) avec
Ad+ca+ac=1)

4) Montrer que la restriction de ¥ a l’espace des triangles 7 induit une
bijection de 7 /PO(q) sur X— P. Montrer que cette fleche est lisse sur 'ouvert
des triangles de spin # 0 (utiliser 4.7.11) (voir aussi 4.7.13).

4.7.13 Ezercice. On considere le morphisme U défini sur P(E)? et a valeurs
dans P*(C) qui associe & (a, b, c) le point de coordonnées homogenes :

(a(a)a(d)a(c), q(a)p (b, ), a(b)e(c, a), a(c)p(a,0)*, ¢ (b, c)p(c, a)p(a,b)).

1) Déterminer le domaine de définition de (I\l, montrer que, dans le cas de
points non isotropes, il équivaut a la donnée des invariants I et du spin, donc
du morphisme ¥ de 'exercice précédent. Préciser les cas ou le stabilisateur
d’un point est de dimension > 1. R

2) q Calculer la différentielle de U et préciser le lieu de non lissité de V.
Montrer que U et W sont lisses en les triangles de spin nul qui ne sont pas
rectangles (i.e. tels qu'un seul des nombres (b, c), ¢(c,a), ¢(a,b) soit nul),
ce qui améliore le résultat de 4.7.12.4.

4.7.14 Remarque. La différence entre ® et ¥ du point de vue de la lissité :
® est non lisse en les triangles de spin nul, ¥ seulement en les triangles rec-
tangles de spin nul s’explique par I’écriture & = p o ¥ ou p est la projection
(e, B,7;8) — (a, B,7). Cette application est un revétement de degré 2, ra-
mifié au-dessus de la sous-variété a8y = 0 qui correspond aux triangles de
spin nul. L’application p n’est pas lisse en ces points (car la fonction /s n’est
pas dérivable en 0) et cette non lissité se répercute sur ®.

4.7.8 Le premier et le deuxieme cas d’isométrie, va-
riantes

4.7.15 Ezercice. L’invariant J

On suppose fixée une base B de E. Le produit vectoriel est alors bien
défini. Soient a, b, ¢ des points de P(F) supposés non isotropes. On suppose
plaNbya Ac)
p(a,b)e(a, c)
On a un invariant analogue J*(A; B, C') pour des droites non isotropes avec
B, C non perpendiculaires a A.

que b et ¢ ne sont pas orthogonaux a a. On pose J(a;b, c) =

1) Montrer que le nombre J(a;b,c) ne dépend que des points a, b, c de
P(FE) et pas de leurs représentants. Comment J varie-t-il si on change B en
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B'? Montrer que J est nul si et seulement si a est égal a b ou ¢ ou si les
droites C' := (ab) et B := (ac) sont perpendiculaires.

2) Montrer les formules suivantes :

oo = (L= 00N~ )
oy qla)e(d,c) _ 1(b. o)
Alg)J(a;b,c) = w(a,b)p(a,c) —l= S(a,b,c) -1

(La premiere formule, qui n’a de sens que si les droites B, C' sont non iso-
tropes, permet de voir J(a; b, ¢) comme une sorte de racine carrée de I*(B, C),
la seconde montre que cet invariant n’est pas nouveau puisqu’il se ramene a

IetS.)

3) Dans cette question, le corps de base est R et on utilise les notations du
chapitre suivant, voir 5.1.7 et 5.1.14. Soient a, b, ¢ trois points non alignés de E
(resp. de K). Dans le cas elliptique, on suppose de plus b et ¢ non orthogonaux
a a. On pose ab = v, ac = 8. Montrer respectivement les formules :

J(a;b,c) = tanﬁtan’ycosb/a\c et J(ajb,c) = thﬁth’ycosb/a\c.

4.7.16 Ezercice. Le premier cas d’isométrie

Soient a, b, ¢ trois points de P(E) supposés non isotropes et non alignés.
On suppose b et ¢ non orthogonaux a a. Montrer qu'un systeme complet d’in-
variants pour a, b, ¢ est donné par : g(a), q(b), q(c) dans k*/k*?, I(a,b), I(a,c)
dans k, J(a;b,c) dans k. Comparer avec le premier cas d’isométrie usuel 2.

4.7.17 Ezercice. Le second cas disométrie

Soient A, B,C' trois droites de P(FE) supposées non isotropes et non
concourantes. On suppose B et C' non orthogonales a A. Montrer qu’un
systéme complet d’invariants pour ces droites est donné par ¢*(A), ¢*(B), ¢*(C)
dans k*/k*2, I*(A, B), I*(A,C) dans k, J*(A; B,C) dans k. Comparer avec

le second cas d’isométrie usuel.

4.7.9 Les triangles rectangles ne sont plus ce qu’ils
étaient
4.7.18 Ezercice. En géométrie euclidienne, lorsqu’on a un triangle abc, rec-

tangle en a, et qu’on considere le projeté orthogonal i de a sur I'hypoténuse,
on a I’égalité d’angles bah = acbh, qui montre que les triangles abc, hba et hac

28. Ici, on ne suppose plus B, C' non isotropes.
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sont semblables et fournit des relations métriques de moyenne proportion-
nelle, par exemple ah? = hb x hc. Le but de cet exercice est de montrer que
I’égalité angulaire (écrite en termes de I*) ne subsiste pas en géométrie non
euclidienne.

1) Soient a, b, ¢, d des points non isotropes. On suppose b orthogonal & c,
d € (bc), d # b et d orthogonal a a. Montrer que l'on a I(a,b) = I(c,d) si et
seulement si a, b, ¢ sont alignés. (On montrera que la condition est équivalente
a I(a,b) + I(a,c) =1 et on conclura en utilisant 4.5.13.)

2) Soient A, B, C, H des droites non isotropes. On suppose B orthogonale
a C, B,C, H concourantes, H # B et H orthogonale a A. Montrer que
l'on a I*(A,B) = I"(C,H) si et seulement si A, B,C sont concourantes.
Interprétation en termes de triangles rectangles.

4.7.10 Spin et spin angulaire

4.7.19 FEzercice. Soit abc un triangle qui est aussi un trilatere. On pose
S =58(a,b,c),a=1(bc), B =1(c,a),y=1I(a,b), S* =S (bAc,cNa,aNb).
On suppose S non nul. Montrer la formule :

(S —a)(S—B)(S =)
SA—a)(1=B)(1—7)

St =

By

Montrer que si, par exemple, a est nul on a §* = :

(1=5)(1—=7)

4.7.20 Ezercice. Soient A, B, C trois droites non isotropes de P(E). Montrer
que A, B, C sont concourantes si et seulement si on a la relation :

1 +2S*(A, B,C) — I"(B,C) — I(C, A) — I"(A, B) = 0.

(Utiliser Al-Kashi ou la relation fondamentale avec le crochet [A, B, C] ou la
dualité.)

4.7.11 Meédiatrices, etc.

4.7.21 Ezxercice. 1) Soient a, b deux points distincts et non isotropes de P(E).
On suppose qu'on a g(a) = q(b) dans k*/k*2.

a) Montrer que I’ensemble des points m non isotropes qui vérifient I(a, m) =
I(b,m) est la réunion des points non isotropes des deux médiatrices (générali-
sées si la droite (ab) est isotrope) de a,b. (On supposera qu’on a g(a) = q(b)
et on utilisera le fait que les médiatrices sont alors les polaires de a + b et
a—>o.)
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b) On définit 'invariant M (a, b;m) = (¢(a, m)?q(b), ¢(b,m)?q(a)) comme
un élément de k2 modulo colinéarité 2?. Montrer que les points m, isotropes ou
non, des médiatrices (généralisées) sont ceux qui vérifient M (a,b;m) = (1,1)
ou (0,0).

2) Montrer que les médiatrices d’un triangle strict sont concourantes (uti-
liser la question précédente; la variante a) suffit si I'intersection n’est pas
isotrope et sinon on utilise la variante b)).

3) Soient A, B deux droites non isotropes de P(E). On suppose qu’on
a ¢*(A) = ¢*(B) dans k*/k**. Montrer que I'ensemble des points m non
isotropes tels que les distances de m a A et B soient égales (au sens des
distances aux projetés orthogonaux, voir 4.4.9) est la réunion des deux bis-
sectrices (généralisées) de A et B.

4) Soient a,b deux points distincts et non isotropes de E. On suppose
qu'on a q(a) = q(b) dans k*/k*2. Montrer qu'une droite D non isotrope est
équidistante de a et b (au sens ou 'on a I(a, D) = I(b, D), voir 4.4.9) si et
seulement si cette droite est perpendiculaire a 'une des médiatrices de a et
b. (Ce résultat permet de montrer que les trois médiatrices d’'un triangle ont
une perpendiculaire commune.)

4.7.22 Fzercice. Dans cet exercice on suppose k = R.

1) Soient a,b deux points distincts du plan elliptique. Montrer que les
médiatrices de a,b partagent le plan en deux parties définies par I(a,m) <
I(b,m) I(a,m) > I(b,m). Préciser ces parties et montrer qu’elles sont connexes.

2) Etudier la question analogue dans le cas du plan hyperbolique, d’abord
dans le disque de Klein, puis dans le plan P(FE) privé des isotropes.

4.7.12 Triangles isoceles et équilatéraux

4.7.23 Ezercice. Soit abc un triangle isocele en a. On suppose qu’on a q(b) =
Q(C> et 30(07 CL) = 90(0’7 b)

1) Montrer qu’on a g(c Aa) = g(a Ab). Les points bissecteurs de (ab) et
(ac) sont alors cAa —aAbet c Aa+ aAb, voir 3.1.9.

2) Montrer que le milieu b — ¢ est égal au point bissecteur c Aa —a Ab
(utiliser 1.2.7). On retrouve le fait que la médiatrice et la bissectrice qui sont
polaires de ces points sont égales.

3) Montrer qu’en revanche le milieu b+ ¢ et le bissecteur ¢ Aa + a Ab ne
coincident que si le triangle isocele est généralisé (i.e. si a est orthogonal a b
et ¢, voir 4.6.2).

29. Hormis pour le cas (0,0), il s’agit de la variante projective de I(a,m)/I(b,m).
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4) On suppose le triangle équilatéral (généralisé). Montrer que les média-
trices ne sont pas toutes des bissectrices, sauf si le triangle abc est autopolaire.
Discuter selon la nature de la géométrie.
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Chapitre 5

Longueurs et angles : le cas des
géométries réelles

Ce chapitre est la traduction, dans le cas des géométries elliptique et hy-
perbolique réelles, des résultats du chapitre précédent. On y interpréte linva-
riant I en termes de distance de deux points ou d’angle de deux droites et on
retrouve ainsi les notions usuelles. De surcroit, utilisant la structure d’ordre
sur R, on introduit des notions intrinseques de demi-droite, de segment, et de
milieu, ce qui nous permet de revenir sur les résultats du chapitre 3. Enfin,
on introduit les angles et les angles de demi-droites qui vont jouer un role
cructal au chapitre suivant.

Dans tout ce chapitre, le corps de base est R et la forme est soit elliptique
2% + y? + t2, soit hyperbolique 22 + 3% — t2. Sur les points et les droites, les
résultats du chapitre précédent, voir 4.2.6, se traduisent comme suit :

e Dans le cas elliptique, le groupe PO(q) est transitif sur les points, les
droites et les drapeaux.

e Dans le cas hyperbolique, le groupe PO(q) admet trois orbites sur les
points : K, T et I', qui correspondent a ¢ < 0, ¢ > 0, ¢ = 0 et trois orbites sur
les droites : les droites extérieures, sécantes ou tangentes, qui correspondent
aq-<0,g">0et g"=0.

5.1 Longueurs

S’agissant de la transitivité sur les couples de points a, b, l'invariant [
donne naissance, dans les géométries réelles, & une “vraie” distance! d(a, b),

1. Dans le cas hyperbolique on doit se limiter aux points de K.
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avec des formules presque identiques dans les deux cas. Précisément, si I'on
pose d = d(a,b) et I = I(a,b), la formule qui lie la distance d et I'invariant [
est I = cos® d dans le cas elliptique et I = ch?d dans le cas hyperbolique. Le
lecteur devra attendre d’avoir explicité la formule d’Al-Kashi pour vérifier
I'inégalité triangulaire et son cas d’égalité.

5.1.1 Les valeurs de ’'invariant /

La proposition suivante précise a la fois le signe de I(a, b) et sa position
par rapport a 1 :

5.1.1 Proposition. Soient a,b deux points distincts® non isotropes de P(F).

1) Dans le cas elliptique, on a 0 < I(a,b) < 1.

2) Dans le cas hyperbolique, il faut distinguer trois cas, dont un triple :

a) si a etb sont tous deuzr dans K on a I(a,b) > 1,

b) si l'un des points est dans K et lautre dans T, on a I(a,b) <0,

cl1) si la droite (ab) est toute entiére dans T on a 0 < I(a,b) < 1,

c2) si a et b sont tous deux dans T et si la droite (ab) est tangente on a
I(a,b) =1,

c3) si a et b sont tous deux dans T et si la droite (ab) est sécante on a
I(a,b) > 1.

Démonstration. 11 suffit d’inspecter les signes de ¢(a), q(b) et de g(a)q(b) —
©(a,b)? qui est le discriminant de g en restriction a la droite (ab) (ou plutot
au plan vectoriel associé). Ce discriminant est > 0 pour une droite définie
positive ou définie négative, nul pour une droite isotrope et < 0 pour une
droite hyperbolique.

5.1.2 Remarque. On vérifie qu'on obtient bien, dans chaque cas, tous les
nombres I (a,b) que 5.1.1 permet. Pour cela on utilise en elliptique les points
a=(1,0,0) et b = (cosh,sinf,0). En hyperbolique® on prend a = (0,0,1) (si
a est dans K) et a = (1,0,0) (si a est dans T) et, selon les cas, b = (x,0,1) ou
b= (z,y,0) oub=(1,1,1). Cela permet de répondre a la question du calcul
du quotient de ’ensemble des couples (a, b) de E ou K sous 'action de PO(q).
On a ainsi, via I, une bijection canonique du quotient par PO(q) de E x E
sur [0, 1] et de K x K sur [1, +o00[. De plus, voir 4.7.9, Papplication I est lisse
sauf si les points sont confondus ou orthogonaux dans le cas elliptique (les
cas I =1 ou 0) et sauf si les points sont confondus dans le cas hyperbolique
(le cas I = 1). Voir aussi exercice 5.6.1.

2. Rappelons qu’on a I(a,a) =1 si a est non isotrope.
3. Voir aussi 4.7.2.

176



5.1.2 Le cas elliptique

On suppose que ¢ est la forme 22 + 3% + t? sur R. Elle définit donc une
structure euclidienne sur R? et la forme ¢ n’est autre que le produit scalaire
usuel. On note ||m| la norme associée. Le plan elliptique E = P?(R) peut
étre vu comme le quotient de la sphére S? (ensemble des triplets (x,y,t)
vérifiant 2% + y? + 2 = 1) par antipodie, voir 2.3.5. Rappelons qu’on appelle
grand cercle une section de S? par un plan passant par son centre o = (0,0, 0)
et que les droites de E sont les images des grands cercles de S2.

Rappels sur la sphere

Nous rappelons ci-dessous quelques propriétés bien connues de la sphere
pour lesquelles nous renvoyons a [Ber90] :

5.1.3 Proposition. La formule §(a,b) = Arccos p(a,b) définit sur S* une
distance (dite intrinseque). La distance des points a,b n’est autre que l’angle

(non orienté) des demi-droites [oa) et [ob). Cette distance est a valeurs dans
[0, 7].

On notera qu’on a bien |¢p(a,b)| < 1 en vertu de l'inégalité de Cauchy-
Schwarz.

5.1.4 Remarque. 11 est clair que cette distance est la méme que celle qui
provient de la structure riemannienne de S2. En effet, comme la structure
riemannienne est invariante par PO(q), et comme le groupe est transitif sur
les drapeaux, on se ramene au cas a = (1,0,0), b = (cosf,sinf,0) avec
0 € [0,7]. Mais, dans ce cas, on a ds = df, le calcul de la longueur est
immédiat et on trouve bien § = Arccos ¢(a, b).

5.1.5 Proposition. Soient a,b deux points distincts, non antipodes, de la
sphére S? de R3.

1) 11 existe un unique grand cercle passant par a,b.

2) Un et un seul des deuz arcs de grand cercle joignant a et b est de longueur
< . On lappelle arc mineur joignant a et b et sa longueur est 6(a,b).

3) L’arc mineur est l'ensemble des points m/||m|| pour m € [ab] (segment
euclidien).

4) Si a,b sont dans un méme demi-espace F défini par | > 0, ou | est une
forme linéaire sur R®, il en est de méme de tous les points de l'arc mineur
joignant a,b.

5) Si a,b,c sont trois points de S* non situés sur un méme grand cercle, il
existe une forme linéaire [ telle que l(a),l(b),l(c) > 0.
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5.1.6 Remarque. On notera que les arcs joignant a et b admettent des pa-
ramétrisations évidentes (par exemple par les fonctions trigonométriques),
c’est d’ailleurs ce qui permet de parler de leur longueur.

La distance elliptique

Il y a deux voies équivalentes pour définir une distance sur E, 'une a
partir de I'invariant I, 'autre a partir de § par passage au quotient :

5.1.7 Proposition-Définition. Soient @ et b deus points de P(E). On en
choisit des représentants vérifiant q(a) = q(b) = 1 (autrement dit, des points
de la sphére unité de R3). Alors, les deur nombres suivants sont égauz :

1) Arccos (|¢(a, b)|) = Arccos (v/I(a,b)),

2) Min (§(a,b),d(a, —b) = Min (6(a,b), ™ — 6(a,b)).

Le nombre en question ne dépend pas du choix des représentants a,b, on le
note d(a, B) et on lappelle distance de @ a b dans E ou encore longueur
du segment [@b]. On peut encore noter® @b cette longueur. La longueur est
bornée, elle varie dans [0,7/2]. On a I(a,b) = cos? d(a,b) = cos®>ab ou encore
cosab = |¢(a,b)].

Démonstration. Posons d(@,b) = Arccos|¢(a,b)|. Comme on a d(a,b) =
Arccos p(a,b), on a d = ¢ si p(a,b) est > 0 (c’est-a-dire si 6 < /2 ou
encore 6 <7 —J) et d=m — 0 sinon et la conclusion est immédiate.

5.1.8 Remarques.

0) La distance dans E est celle sur la sphére, mais en choisissant les représen-
tants les plus proches. Cela montre que cette distance est aussi la distance
au sens riemannien.

1) La formule I(a,b) = cos®d(a,b) et I'inégalité 0 < d(a,b) < 7/2 montrent
que la donnée de I et celle de d sont équivalentes.

2) La distance d(a,b) n’est autre que l'angle (au sens euclidien usuel) des
droites (oa) et (ob) de R?.

3) Il est clair que d(a,b) est symétrique et elle est nulle si et seulement si
a et b sont confondus (voir 4.3.5). Pour que le mot distance soit pleinement
justifié il reste a vérifier I'inégalité triangulaire, ce qui sera fait en 6.1.6.

4) Si a, b sont des points quelconques de E (pas nécessairement sur la sphére

4. Bien entendu, dés que la sphére aura le dos tourné, on s’empressera de noter, abu-
sivement, d(a,b) ou ab cette distance.
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pla,b)|

q(a)q(b)
|S(a, b, c)| = cosbc. cos ca. cos ab.

S?), on a cosab = On en déduit la valeur absolue du spin :

Le lemme évident suivant précise le cas d’égalité de d et ¢ :

5.1.9 Lemme. Soient a,b deuz points de S? et soient @ et b leurs images
dans E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) ¢(a,b) > 0,

2) 6(a,b) < 7/2,

3) d(a@,b) = §(a,b).

Condition d’alignement

Le corollaire d’Al-Kashi (voir 4.5.13) ou la relation fondamentale (voir
Partie III ?77) donnent la condition suivante :

5.1.10 Proposition. Soient a, b, c trois points de E. On note o = be, 3 = ca,
v = ab les longueurs des segments [bcl, [cal, [ab]. Les points a, b, ¢ sont alignés
si et seulement si on a la relation :

1+ 2ecosacos fcosy = cos? a4 cos? B+ cos? v,
ot € = +1 désigne le signe du spin S(a,b,c).

Démonstration. La condition vue en 4.5.13 est 25(a, b, c) = I(b,c)+1(c,a)+
I(a,b) — 1 et on conclut avec S(a,b,c)? = I(b,c)I(c,a)l(a,b), voir 4.5.2.

5.1.11 Remarques.

1) Si deux points sont orthogonaux, par exemple b et ¢, le spin est nul, mais
aussi cos a, de sorte que le signe € est sans importance.

2) La formule est a comparer avec l'identité trigonométrique :

cos®(8 4 7) + cos® B+ cos®y = 1 + 2 cos 3 cosy cos( + 7).

5.1.12 Corollaire. Avec les notations précédentes, les points a,b,c sont
alignés si et seulement si ['une des conditions suivantes est réalisée :

1) le spin de a, b, c est positif et 'on a v = f+v ou f =vy+a ouy = a+f,
2) le spin de a,b, c est négatif et l'on a o+ 5+ v = .

Si deux des points sont orthogonauzx (disons b et ¢), on a a la fois les deux
conditions : a =72 =F+y eta+ [ +y=m.
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Démonstration. La relation de 5.1.10 peut se voir comme une équation du
second degré en cos a qui se résout en :

cosa = €cos  cosy £ sin B sin 7.

Sion a e = 1, cette relation devient cos a = cos(5+y) ou cosa = cos(f —7),
ce qui, comme «, 3,7 sont dans [0,7/2], conduit & « = S+ ou a = |5 —7].
Sion ae= —1, le signe — est impossible (sauf si cosa est nul) et il reste
seulement cosa = —cos 5 cosy + sin fsin+y, soit cos(m — a) = cos(f + ),
donc o+ 4+ v = .
Enfin, si on a cosa = 0, donc a = 7/2, la relation se réduit & cos? 8 +
cos?y =1 qui donne cos 3 = sin+y, donc v = 7/2 — 3 et la conclusion.

Pythagore

Le théoreme de Pythagore multiplicatif 4.3.7 se traduit ici sous la forme
suivante (comme les angles sont dans [0, 77/2] leurs cosinus sont positifs) :

5.1.13 Proposition. (Pythagore) Soit abc un triangle de E, rectangle en
a et posons a = be, 5 = ca,y = ab. On a la relation cos o = cos [ cosy.

5.1.3 Le cas hyperbolique
La formule de Laguerre et les longueurs

Dans le cas du corps des réels et des points du disque de Klein, nous
allons définir une distance, en utilisant la formule de Laguerre, voir 4.3.10 :

5.1.14 Proposition-Définition. Soient a,b € K deux points distincts,
soient 1,7 les points d’intersection de (ab) et de T' et posons® r(a,b) =
[a,b,i, j].

0) Le birapport r est > 0.

1) On a la relation I(a,b) > 1.

2) On a légalité Argch\/I(a,b) = %|In(r(a,b))| = 3 |In(r(a,b)™")|. Cette
quantité est notée d(a,b) et appelée distance de a a b ou encore longueur
du segment [ab] et parfois notée ab. On a I(a,b) = ch?d(a,b) = ch?ab. Avec
_90(@7 b)

g(a)q(b)

la convention 2.4.8 on a chab =

Démonstration.

5. Si 'on échange i et j le birapport est changé en son inverse et la distance ne change
pas.
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Le birapport est positif car les points a, b sont
strictement entre i et j. Le point 1) a été vu
en 5.1.1. (On peut aussi noter que r + !
est > 2 et utiliser 4.3.10.) Pour le point 2),
posons r = r(a,b) et d = % |In(r)|. On a donc
r = e our~! = e et, dans les dleux cas,
en vertu de 4.3.10, I(a,b) = Ty + L

4 2
h2d +1
chad 1 = ch?d. Comme d est > 0 on a la

formule annoncée.

FIGURE 5.1 — Les points a, b, 1, j

5.1.15 Remarque. La distance ainsi définie est symétrique et n’est nulle que
si les points coincident (voir 4.3.5). Comme dans le cas elliptique il reste a
montrer qu’elle vérifie 'inégalité triangulaire, ce qui sera fait en 6.1.12. Pour
le spin, voir 6.4.3.

Condition d’alignement

5.1.16 Proposition. Soient a,b, c trois points de K. On pose o = be, f =
ca, v = ab. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Les points a,b,c sont alignés.

2) On a la relation 14 2chach Bchy — ch?a — ch?3 — ch?*y = 0.
3)Onaa=0+voufB=v+aouy=a+p.

Plus précisément, si a, b, c sont alignés et si b est entre a et c on a f = a+7.

Démonstration. 1’équivalence de 1) et 2) vient du corollaire d’Al-Kashi 4.5.13
(ou de la relation fondamentale, voir Partie III ??). En effet, dans le cas de
trois points de K, le spin est > 0 et on a S(a,b,c) = chachfch~y. Pour
établir le point 3) il suffit de résoudre en ch o I’équation fournie par 2) et
d’utiliser la trigonométrie hyperbolique.

Enfin, pour I'assertion de position, on peut, par transitivité sur les dra-
peaux, se ramener au cas ou l'on a a = (0,0,1), b = (z,0,1) et ¢ = (y,0,1)
avec 0 < x < y < 1. On calcule alors facilement le birapport r(a,b) et les

autres (on a i = (—1,0,1) et j = (1,0,1)). On trouve r(a,b) = 1:Lx,
T
1— 1 1—
r(a,c) = . +z et r(b,c) = 1::__5 X 7 _z, d’ou r(a,c) = r(a,b) r(b,c) et on
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a le résultat en prenant les logarithmes ©.

Pythagore

Comme dans le cas elliptique on a une traduction du théoreme de Pytha-
gore multiplicatif 4.3.7 :

5.1.17 Proposition. (Pythagore) Soit abc un triangle de K, rectangle en
a. On pose o = be, 3 = ca,y = ab. On a la formule ch o = ch Sch .

5.1.18 Remarque. Avec la distance définie ci-dessus, on n’a pas le théoreme
de Pythagore usuel : a? = 32 + 42, comme on le vérifie par un petit calcul
(prendre par exemple : a = (0,0,1), b = (1/2,0,1), ¢ = (0,1/2,1)). On peut
cependant, voir exercice 5.6.3, trouver une distance, invariante par isométrie,
qui vérifie le théoreme de Pythagore sous la forme euclidienne, mais cette
distance ne vérifie plus la propriété d’additivité pour les segments vue en
5.1.16.

Distance et géodésiques

La définition de d(a,b) donnée en 5.1.14 peut paraitre mystérieuse. Elle
est cependant assez naturelle, pour plusieurs raisons. D’abord, on a vu que
I'invariant I(a,b) décrit le défaut de double transitivité du groupe PO(q)
sur les points, ce qui est aussi la propriété fondamentale d’une distance (voir
la discussion qui précede 4.3.1). Comme d(a,b) est liée a I par la relation
I = ch?d, elle a aussi cette propriété. Ensuite, la distance ci-dessus est la
méme que celle associée aux structures riemanniennes vues au chapitre 2. En
effet, quitte a faire agir le groupe, on se ramene a calculer la distance des
points @ = (0,0,1) et b = (th fcosf, th fsinf, 1) (avec § > 0) de K. Or nous
avons montré (voir remarque 2.4.27) que la distance au sens riemannien de

ces points est égale a f. Comme on a I(a,b) = = ch?p, on voit

1 —th?B

que cette distance est bien égale a celle définie ci-dessus.
Comme les géodésiques sont les droites dans tous les modeles, cela justifie

de définir la distance dans le modele du disque de Poincaré par la méme

formule :

5.1.19 Définition. Soient a,b € D deux points distincts. La droite (ab) (au
sens hyperbolique, c’est-a-dire [’arc de cercle orthogonal au bord I' de D et
passant par a,b) coupe I’ en i et j. On pose d(a,b) = 1| In([a, b, 4, j])|.

6. On notera que tous les birapports sont < 1.
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Un théoréme d’unicité

En fait, le théoreme suivant montre qu’il n’y a pas le choix pour définir
une distance raisonnable dans le plan hyperbolique :

5.1.20 Théoreme. A un scalaire pres, la distance d définie ci-dessus est
la seule distance sur K qui soit invariante par isométrie et qui vérifie la
propriété d’additivité vue en 5.1.16.

Démonstration. On note d la distance définie en 5.1.14 et on suppose donnée
une autre distance 0 vérifiant les conditions du théoreme. On considere les
points o = (0,0,1), u = (1/2,0,1) et 5 = (1,0,1). Quitte a multiplier d et
d par un scalaire, on peut supposer qu’on a §(o,u) = d(o,u) = 1 et il s’agit
alors de montrer qu’on a d6(a,b) = d(a,b) pour deux points quelconques a, b
de K. Il est clair qu’on peut, par transitivité sur les drapeaux, se ramener
au cas ou a est égal a o et ou b est dans I'intervalle [o, j[. Pour deux points
b, c de cet intervalle, avec b entre o et ¢, on a alors la propriété d’additivité
d(o,c) = d(o,b) + d(b, c) et §(o,c) = 6(0,b) + d(b, c).

Nous allons définir une application bijective croissante ® : R™ — [o, j]
qui vérifie pour tout A € R*, d(o, ®()\)) = d(0, ®(\)) = A, ce qui donnera le
résultat.

On commence par définir, par récurrence sur p € N, les points ®(p). On
pose ®(0) = o et (1) = u et, pour p > 1, on définit le point ®(p+ 1) comme
le symétrique (au sens hyperbolique) de ®(p — 1) par rapport a ®(p). On
montre par récurrence, grace aux propriétés d’additivité et d’invariance de d
et d, qu'on a d(o, ®(p)) = 6(0, (p)) = p.

On définit ensuite, par récurrence sur ¢ € N, le point ®(p/27"!) comme le
milieu (au sens hyperbolique) de o et de ®(p/27). On note que, sur les nombres
dyadiques 2, 'application ® est croissante et on montre par récurrence, en
utilisant les propriétés d’additivité et d’invariance, qu'on a d(o, ®(p/2?)) =
6(0, (p/2%)) = p/2°.

Si x est un réel quelconque, il existe deux suites adjacentes a, < x < b,
de nombres dyadiques tendant vers x et on définit ®(z) comme la limite
commune des suites adjacentes ®(a,) et ®(b,). Il est clair que ® est croissante
et qu'on a la formule d(o, ®(x)) = d(0, P(x)) = x. Cette derniere formule
montre que ® est surjective et qu'on a d(o,b) = 6(0,b) pour tout b € |o, j.

5.1.21 Remarques.

1) Il n’y a pas de bonne notion de distance pour les points de T. On pourrait
étre tenté de poser d(a,b) = Arccos+/I(a,b) comme dans le cas elliptique
(au moins lorsque I est inférieur ou égal” & 1). Mais on voit aussitot que

7. On sait que ce n’est pas toujours vrai. Dans ce cas, cette quantité a un sens
géométrique comme angle des polaires, voir ci-dessous.
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I'inégalité triangulaire n’est pas vérifiée (prendre a = (1,0,0), b = (0,1,0) et
¢ = (z,y,1) avec x,y > 1 mais proches de 1, par exemple z =y = 1,1, on a
alors d(a,b) = 7/2 > d(a,c) + d(b, c)).

2) On peut définir une notion de mesure algébrique pour deux points a,b
d’une droite hyperbolique D. Pour cela, on considere les deux points isotropes
de D et on choisit lequel on appelle ¢ et lequel on appelle j (on oriente donc la
droite D). Si a et b sont deux points de D on pose alors r(a,b) = [a,b,,j] =
[i,7,a,b] et ab = —L1Inr(a,b). On vérifie (comme dans la preuve de 5.1.16)
que la mesure algébrique est positive si et seulement si les points sont dans
lordre i,a,b,j sur D (c’est-a-dire si a est entre i et b). On verra en 8.8.5
que la mesure algébrique est invariante par les translations et les symétries
glissées de D, mais changée en son opposée par les symétries par rapport aux
points de D.

5.2 Angles de droites

5.2.1 Définition

La proposition 5.1.1 donne aussitot par polarité le corollaire suivant :

5.2.1 Corollaire. Soient A, B deuz droites non isotropes de P(E).

1) Dans le cas elliptique, on a 0 < [*(A, B) < 1.

2) Dans le cas hyperbolique, il faut distinguer trois cas, dont un triple :

a) si A et B sont toutes deux extérieures on a I*(A, B) > 1,

b) si l'une des droites est sécante et lautre extérieure, on a I*(A, B) <0,
cl) si A et B se coupent dans K (droites hyperboliques du modeéle de Klein)
ona0<I"(A B) <1,

c2) si A et B se coupent sur I' on a I*(A, B) =1,

c3) si A et B sont toutes deux sécantes a I' et si elles se coupent dans T, on
aI*(A,B) > 1.

5.2.2 Définition. Dans le cas elliptique comme dans le cas des droites
sécantes du modéle hyperbolique de Klein on pose I*(A, B) = cos*0 avec
0 € [0,7/2]. Le nombre 0 est ’angle (non orienté) des droites A, B. On le
note |A, B|.

5.2.3 Remarque. Dans les deux cas, 'angle des droites A, B est égal a /2 si
et seulement si elles sont perpendiculaires et il est nul si et seulement si les
droites sont égales.

On a une condition de concours de trois droites, analogue a la condition
d’alignement de trois points, voir 5.6.13.
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5.2.2 Formule de Laguerre pour les angles

Le lecteur qui connait la vraie formule de Laguerre trouvera sans doute
qu’elle ressemble plus a celle qui suit et qui concerne les angles qu’a celle que
nous avons donnée plus haut avec les distances. Qu’il n’oublie pas qu’avec la
polarité angles et distances sont une seule et méme chose ...

On suppose que A, B sont, soit deux droites du modele elliptique, soit
deux droites hyperboliques du modele de Klein se coupant dans K. On note
o le point d’intersection de A, B. Bien entendu, il n’y a pas de droites isotropes
(i.e. tangentes a I') issues de o sur R. En revanche, sur C, il y a deux telles
droites (voir Partie III ??) que 'on note I et J. On a alors la proposition
suivante :

5.2.4 Proposition. Avec les notations précédentes, posons I*(A, B) = cos® 0,
avec 0 € [0,7/2] et r = [A,B,I,J]. On a la formule : r = e*?*  soit
sllnr| =6.

Démonstration. En vertu de la formule de Laguerre 4.3.10, on a 4/*(A, B) =
4cos?0 = r+r~1+2. On en déduit 2 cos 20 = r+r~!. En résolvant I’équation
du second degré on a r = e*2¥ d’ou le résultat (en prenant la partie imagi-
naire du logarithme complexe entre —7 et 7).

5.2.3 Calcul de ’angle de droites : le cas elliptique

On reprend les notations du début du chapitre et notamment celles de
5.1.3 et 5.1.7. On commence par calculer I’angle des droites (ab) et (ac) dans
un cas particulier :

5.2.5 Lemme. On considere trois points a,b,c de la sphére unité : a =
(0,0,1), b= (1,0,0) et ¢ = (cosb,sinf,0), avec 0 € [0,7/2], et leurs images
dans E, notées encore a,b,c. On a I*((ab), (ac)) = cos? 0 et ((ab), (ac)) = 6.

Démonstration. C’est un calcul évident avec la définition de I’angle, celle de
I* et la remarque 4.4.6.

Le cas général se déduit du cas particulier par transitivité :

5.2.6 Corollaire. Soient B et C' deux droites de E, concourantes en a et
soient b € B et @ € C les points orthogonaux d a. On choisit des relévements
a,b, c de ces points sur la sphére S* de centre o qui vérifient p(b,c) > 0 (donc
d(b,c) = 0(b,c)). On a alors |B,C| = Arccos p(b, c) et cet angle est aussi :
1) Uangle (euclidien) des demi-droites [0b) et [oc),

2) Uangle (euclidien) des tangentes en a aux arcs mineurs ab et a (voir
5.1.5),
3) la distance (elliptique) des pdles de B et C.
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Démonstration. Posons ag = (0,0, 1), by = (1,0,0). Comme on a p(a,b) =
©(ag, by) = 0, le théoreme de Witt montre qu’il existe une isométrie u € O(q)
qui envoie a sur ag et b sur by et elle envoie ¢ sur un point ¢y € S2, orthogonal
a a, donc de la forme (cos 6,sin 6, 0). On a alors (b, ¢) = (bg, co) = cosf >0
et on peut donc supposer 0 < 6 < 7/2. Posons By = (agby) et Cy = (agco).
Comme [* est un invariant sous PO(q), on a I*(B,C) = I*(By, Cy) = cos? 0.

On vérifie que, dans le cas de aqg, by, co,
0 est bien a la fois ’angle euclidien des
rayons et celui des tangentes en ag (car ‘
les tangentes sont paralleles au plan \
xoy, voir figure ci-contre). Comme u est / ‘
une isométrie euclidienne de £ = R?3, w \
la méme propriété vaut en a et b et on
a le résultat.

<

FIGURE 5.2 — Angle Sur la sphere

Le point 3) est un résultat général, voir 4.4.4.

5.2.7 Remarque. Comme la projection stéréographique est conforme, dans
le cas du modele KE, I'angle des droites B, C' sécantes en a est 'angle (de
droites, au sens euclidien) des tangentes en a aux arcs qui représentent B et

C.

5.2.4 Calcul de ’angle de droites : le cas hyperbolique

Dans le modele de Klein, on sait que les droites hyperboliques sont aussi
des droites au sens euclidien. La proposition suivante montre que les angles
de droites “a 'origine” sont des angles a la fois au sens euclidien et au sens
hyperbolique :

5.2.8 Proposition. Soient A et B deux droites hyperboliques de K, passant
par o = (0,0,1). On choisit deux vecteurs d et b directeurs (au sens euclidien)
de A et B. Soit 0 ’angle non orienté de d et b au sens euclidien, c’est-a-dire
alb

le nombre Arccos( (]b) ) € [0,7]. On a I*(A, B) = cos*6 et l’angle de

lall |15
droites |A, B| au sens hyperbolique est égal a Min (0,7 — ) et c’est aussi
Pangle de droites |A, B| au sens euclidien.

186



Démonstration. On peut écrire les équations des droites sous la forme A =

. X (a1by + a2b2)2
a1 X + aY et B =0X 4+ bY. On obtient : [*(A, B) = I b%)
Par ailleurs, on peut prendre @ = (as, —ay) et b = (by, —b1). On en déduit

(@) = ayby + ashs, ||@||> = a+a2 et ||b]|2 = b2+ b2, d’oi le résultat annoncé.

5.2.9 Remarques.

1) On rappelle qu’il s’agit d’angles de droites non orientés. Pour une variante
avec des angles de demi-droites, voir 5.5.14.

2) Attention, la proposition précédente n’est valable qu’a l'origine dans le
modele K. Par exemple, si on prend une droite hyperbolique D ne passant
pas par o, on considére son pole d (qui est dans T, mais a distance finie).
Alors, toutes les droites A passant par d sont perpendiculaires a D au sens
hyperbolique, mais pas au sens euclidien! Dans le modele de Poincaré, en
revanche, on a la proposition suivante, valable en tout point :

5.2.10 Proposition. Si A et B sont deuzx droites du modeéle de Poincaré
D, se coupant en a € D, et si 0 € [0,7/2] est l'angle euclidien de A et B,
i.e. l'angle (de droites) des tangentes en a aux arcs de cercles A et B, on a

I*(A,B) = cos?0 et |A, B] = 0.

Démonstration. La propriété est vraie en o car les droites sont rectilignes
donc les mémes que dans le modele de Klein. Comme les éléments de PO(q)
sont des transformations conformes de D et que PO(q) est transitif sur les
points, elle est vraie partout.

5.3 Distance d’un point a une droite

Soit D une droite (non isotrope) de P(E), d son pole et a un point (non
isotrope). On rappelle que, si a est distinct de d, le projeté orthogonal n de
a sur D est le point d’intersection de D et de (ad). Si a et D sont dans K, le
projeté de a sur D est aussi dans K (car le triangle a,d,n est autopolaire).
On a vu, cf. 4.4.8, que 'invariant de transitivité pour un couple point-droite
(a, D) n’est autre que I(a,d). Il revient au méme de considérer I(a,n) en
vertu de la formule I(a,d) + I(a,n) = 1, voir 4.5.15. Dans le cas réel, nous
allons montrer que cet invariant correspond au minimum des distances de a
aux points de D.

5.3.1 Proposition. Soit D une droite (non isotrope), d son péle, a un point
non isotrope distinct de d et tel que (ad) ne soit pas isotrope. Soit n le projeté
orthogonal de a sur D et soit m un point non isotrope de D.
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1) On a I(a,m) < I(a,n) dans le cas elliptique.
2) Dans le cas hyperbolique on a I(a,m) > I(a,n) lorsque D est une droite
hyperbolique et lorsque les points a et m sont de méme nature (i.e. tous deuz
dans K ou tous deuz dans T), ou encore lorsque D est une droite extérieure
et a un point de K. Dans les autres cas on a I(a,m) < I(a,n).

Dans tous les cas, ’égalité n’a lieu que si les points m et n sont égaut.

Démonstration. Comme (ad) est non isotrope, n ne l’est pas non plus. Les
points d et n sont orthogonaux. On les compléete en une base orthogonale
d,n,e. Comme a est sur (nd), on peut écrire a = zd + yn. Le point e est
orthogonal a d donc il est sur D et, comme m est un point de D, on a m =

2 2,2 (032
zn+te. Un calcul immédiat donne I(a,n) = y-a(n) et I(a,m) = w7
=) @il
t
d’on I(a,n) — I(a,m) = M~ Le résultat est alors évident dans
q(a)q(m)

le cas elliptique ou tous les nombres ¢q(n), q(e), q(a), g(m) sont positifs et
il s’obtient en distinguant les signes possibles dans le cas hyperbolique (on
notera que ¢(n)q(d) est le discriminant de ¢|p).

L’assertion sur le cas d’égalité est évidente avec la formule.

5.3.2 Corollaire. Avec les notations de la proposition précédente, on a
d(a,n) < d(a,m) :
1) pour tout m € D dans le cas elliptique,
2) pour tout m € D NK, dans le cas hyperbolique, lorsque a est un point de
K et D une droite hyperbolique.

L’égalité n’a lieu que si les points m et n sont égauz.

Démonstration. En effet, on a I(a,n) = cos?d(a,n) dans le cas elliptique et
I(a,n) = ch?d(a,n) dans le cas hyperbolique et la conclusion vient de la
décroissance (resp. la croissance) de la fonction cos (resp. ch). (Dans le cas
hyperbolique, comme d est extérieur, on vérifie que le point n est bien dans

Le résultat suivant montre que l'intuition des paralleles vues comme
équidistantes est fausse en géométrie hyperbolique, contrairement a ce que
croyait notamment Proclus :

5.3.3 Proposition. On travaille dans le plan hyperbolique K. Soient Dy et
Dy deux droites qui ne se coupent pas et soit A leur perpendiculaire commune,
qui coupe D; en a;. Alors, si b; est un point de D; on a d(by,by) > d(ay,as)
et l’égalité n’a lieu que pour by = ay et by = as.

Démonstration. Une maniere de faire est de calculer en utilisant une situation
particuliere grace a la transitivité. Pour une preuve utilisant Al-Kashi, voir
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6.10.2. On peut prendre par exemple pour D; la droite y = 0, avec a; =
(0,0,1) et by = (x,0,1). La perpendiculaire & D; en a; est alors la droite
x = 0 sur laquelle on prend ay = (0, 3,1), la perpendiculaire Dj est la droite
y = [ et on peut écrire by = (u,3,1), avec des nombres z,u et 5 compris
entre —1 et 1. Il s’agit de montrer qu’on a :

(uz —1)2 I
(1—22)(1—u—p3?) > I(ay,a9) =

I(by, b)) =

Mais cette inégalité est équivalente a :
2+ u? — ux > f(x? + uP2? — 2ux)

et celle-ci résulte de 22 < 1 et 82 < 1.

Sur la figure ci-contre, le mi-
nimum de la distance entre
les droites non sécantes Dy
et Dy n’est atteint qu’en les
points d’intersection a; et
as avec la perpendiculaire
commune.

FIGURE 5.3 — Les paralleles ne sont pas équidistantes

5.4 Demi-droites et segments

Le fait que R soit un corps ordonné va nous permettre de définir des
demi-droites et des segments. Notons que dans le cas du modele de Klein
hyperbolique K on peut aussi parler de demi-plans (ce sont simplement les
traces sur K des demi-plans affines). En revanche, il n’y a de demi-plans ni
dans E; ni dans T (le complémentaire d’'une droite extérieure est connexe
comme on le voit en regardant la droite de I'infini).
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5.4.1 Demi-droites et segments d’une droite projective
isolée
Demi-droites

Soit D une droite projective sur R et soient a et b deux points distincts
de D. Comme D est homéomorphe a un cercle, 'ensemble D — {a, b} admet
deux composantes connexes qui sont homéomorphes a des intervalles ouverts
de R (et on les appellera ainsi). Elles sont décrites par le lemme suivant :

5.4.1 Lemme. Deux points c et d, distincts de a et b, sont dans le méme
intervalle limité par a et b si et seulement si on a [a,b,c,d] > 0.

Démonstration. On peut supposer D = P}(R), a = 00, b =0, ¢ = 1, les
deux composantes sont | — oo, 0 et ]0, 00[ et on a d = [a, b, ¢, d] et le résultat.

5.4.2 Remarque. Si on a quatre points distincts a, b, ¢, d sur la droite D, le
signe de [a, b, c,d] ne dépend que de la paire de paires {{a,b},{c,d}}. On
dira que les paires sont entrelacées si ce birapport est < 0. Cela signifie que
les points ¢ et d sont dans deux intervalles |a,b| différents et inversement.
Autrement dit, chacun des points d’une paire est voisin des points de I'autre
paire, mais pas de son “com-paire”.

En I’absence de donnée supplémentaire, il n’y a pas de raison de privilégier
I'un de ces intervalles et la notion de point situé entre a et b n’a donc pas
de sens et avec elle les notions de demi-droites, etc. En revanche, avec une
forme quadratique, les choses prennent un sens :

5.4.3 Définition. Soit V' un plan vectoriel réel, muni d’une forme q non
dégénérée et soit D = P(V) la droite projective associée. Soient a,b deux
points de D. On suppose a non isotrope, b distinct de a et non orthogonal
a a. Soit a’ Uorthogonal de a. La demi-droite [ab) est, par définition, celui
des deux intervalles ouverts limités par a et a’ qui contient b, c¢’est-a-dire
lensemble des points m vérifiant [a,a’,b,m] > 0, auquel on ajoute le point
a. Si on écrit b = Aa + pad’ et m = xa + ya', avec A\, u, x,y € R*, il revient
au méme de dire que A\ et xy sont de méme signe.

5.4.4 Remarques.

1) I1 est essentiel de garder a l'esprit que la notion de demi-droite [ab) n’est
définie qu’a trois conditions : que la forme ¢ soit non dégénérée sur la droite
(ab), que a soit non isotrope et que b soit non orthogonal ® & a. On supposera
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2) Il y a deux demi-droites (dites op-
posées) d’origine a sur D qui corres-
pondent aux deux intervalles ouverts li-
mités par a et a’ (une demi-droite is-
sue de a va donc jusqu’a l'orthogonal
de a). Pour les points différents de a et
a’, étre dans la méme demi-droite est
évidemment une relation d’équivalence.

a
—~

FIGURE 5.4 — La demi-droite [ab) est 'arc aa’ contenant b

toujours implicitement ces conditions réalisées quand on parlera de demi-
droites.

3) Si la forme ¢ est hyperbolique et si 7, j sont les points isotropes de D,
deux points a et b sont dans le méme intervalle limité par i, j si et seulement
si q(a) et g(b) sont de méme signe.

Segments

La notion de segment est plus délicate a préciser. On commence par un
lemme :

5.4.5 Lemme. Soit V un plan vectoriel réel, muni d’une forme q non
dégénérée et soit D = P(V') la droite projective associée. Soient a,b deuz
points de D. On suppose a et b distincts, non isotropes, et mon orthogo-
nauzx. On appelle a’, b les orthogonauz de a,b. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) Il eziste un intervalle Ja,b| au sens de 5.4.1 qui est contenu dans les
deuz demi-droites [ab) et [ba).

2) Les paires {a,b} et {a',V'} ne sont pas entrelacées (autrement dit on
afa,b,a V'] >0).

9

3) Les nombres q(a) et q(b) sont de méme signe”.

8. Si les points sont orthogonaux, il n’y a aucun moyen de choisir I'une des deux demi-
droites qui les joignent.

9. On dira pour abréger que deux points a et b sont “de méme signe” pour exprimer
que ¢(a) et g(b) sont de méme signe.
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Démonstration. La condition 2) signifie que I'un des intervalles |a, b contient
a’ et b’ et c’est alors autre intervalle qui vérifie la condition 1).

Pour I"équivalence avec 3) le mieux est de calculer en posant a = oo =
(1,0),a’ =0 = (0,1), de sorte que la forme quadratique peut s’écrire q(z,t) =
ar? + B2, puis b= 1= (1,1) et V' est alors égal a (3, —a) = —3/a. Avec les
formules [a, b, a’,b'] = ®I2, g(a) = a et q(b) = a + B on a le résultat.

5.4.6 Proposition-Définition. On reprend les notations de 5.4.5 et on
suppose q(a)q(b) > 0. Le segment intrinséque'® [ab] est alors celui des
deuz intervalles a, b[ qui est inclus dans [ab) et [ba), ou encore celui qui ne
contient pas @’ (donc pas non plus V'), auquel on ajoute les points a et b.

Un point m distinct de a,b est dans [ab] si et seulement s’il vérifie ['une
des inégalités Ja,b,a’,m] < 0 ou [a,b,b',m] < 0.

5.4.7 Remarques.

1) Attention, contrairement au cas euclidien, le segment intrinseque n’est
pas en général égal a l'intersection des demi-droites [ab) et [ba), voir 5.6.4.
2) La notion de segment intrinseque n’est pas définie pour des points “de
signe contraire” : g(a)q(b) < 0. Comme elle sera surtout utile pour définir
une notion de milieu intrinseque de deux points et que les milieux n’existent
que si g(a) et g(b) sont de méme signe, c’est sans d’importance.

La caractérisation suivante est essentielle :

5.4.8 Proposition. Soit V' un plan vectoriel muni d’une forme q non dégéné-
rée et soit D = P(V) la droite projective associée. Soient @,b deux points
distincts, non isotropes et non orthogonaux de D. On reléve ces points en
a,b € E et on suppose q(a) et q(b) de méme signe et q(a)p(a,b) > 0 (resp.
q(a)p(a,b) < 0). Alors, le segment intrinséque [ab] est l'image des vecteurs
m = ua + vb avec u,v de méme signe (resp. de signes contraires).

Démonstration. On appelle o’ 'orthogonal de a, de sorte que a,a’ est une
base orthogonale, on écrit les vecteurs dans cette base : a = (1,0), o’ = (0, 1),
b= (\1), m = (u,1) et on a g(z,t) = az? + Bt*. En particulier, on a
q(a)p(a,b) = a*X et cette quantité est du signe de \. Le birapport [a, b, @', m]
est égal a 1—X- Dire que m est dans le segment [ab] c’est dire que ce birapport
est < 0. Si X est positif (resp. négatif) cela signifie 4 > A (resp. p < \). Par
ailleurs, on a m = uwa + vb avec v = 1 et u = p — A. La conclusion est
maintenant évidente.

10. On dira parfois segment tout court par abus de langage.
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5.4.2 Demi-droites et segments du plan
Demi-droites

On suppose maintenant qu’on est dans le plan P(E) muni de la forme ¢
non dégénérée. La notion de demi-droite définie ci-dessus a donc un sens sur
toutes les droites non isotropes du plan et la propriété suivante montre que
les symétries centrales échangent les demi-droites :

5.4.9 Proposition. Soient a,b € P(FE) et soit o, l'involution de point de
Frégier a. Alors l'image par o, de la demi-droite [ab) est la demi-droite op-
posée a [ab) sur la droite (ab).

Démonstration. Comme o, fixe a et a’ (son orthogonal sur la droite (ab)),
cela vient de I'égalité de birapports [a,d’, b, 0,(b)] = —1 qui vaut pour toute
involution, (voir Partie I 77).

Dans le cas hyperbolique on a la proposition suivante :

5.4.10 Proposition-Définition. Soient a,b € K et soient i,j les points
d’intersection de la droite D = (ab) avec I'. On suppose qu’on a [a, j,b,i] < 0
(c’est-a-dire encore que “i est voisin de a et j voisin de b”, au sens de 5.4.2).
La trace sur K de la demi-droite [ab) est l'intervalle semi-ouvert [aj| du plan
affine. Dans le modele de Klein K c’est cet intervalle qu’on appelle demi-
droite.

Démonstration. Soit a’ Iorthogonal de a sur (ab). On a la formule ™ :
IICL7 a,7/l/7j:|:| X [[a7j7 b7 Z]] - [[a7 a/7 b7j]] X [[Z7 b7j7 a/]]'

Les points a et b sont dans K, donc o’ est dans T. Il résulte de 5.4.4.3 que
r = [i,j,b,a’] est négatif, de sorte que 1 —r = [i,b,j,a’] est positif. De
plus, on a [a,d’, i, j] = —1 (voir Partie III ?7). Dire que les demi-droites [ab)
et [aj) sont égales c’est dire que le birapport [a,a’, b, j] est positif et, vu la
relation, c’est bien équivalent & dire que [a, 7, b, 7] est négatif.

5.4.11 Remarque. On notera que, dans le cas elliptique, les demi-droites sont
bien des “moitiés de droites” au sens ou l'on a d(a,a’) = 7/2 si a et @’ sont
orthogonaux (moitié de la longueur d’un grand cercle passant par a et a’).
La demi-droite [ab) est celle qui correspond au plus court chemin pour aller

de a ab.

11. On peut la vérifier par un calcul direct, mais c’est une conséquence de la “relation
de Chasles des birapports” : [b, ¢, d, €] x [c, a,d, €] = [b,a,d, €], voir Partie T 77.
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Demi-points

Il n’y a évidemment pas de raison qu’il y ait des demi-droites et pas de
demi-points ! Un demi-point ¢’est une demi-droite vue dans le dual, voir 5.6.6.

Segments

Le résultat suivant précise les segments dans deux cas : la géométrie
elliptique et le modele de Klein K. Pour les autres, voir exercice 5.6.5.

5.4.12 Proposition.

1) Soient @,b deux points de E, non orthogonauz. Il existe des représentants
a,b de ces points, situés sur S?, et tels que l'on ait p(a,b) > 0 (ou encore
d(a,b) < w/2 ou encore d(a,b) = §(a,b), voir 5.1.9). Le segment intrinséque
[ab] est alors l'image du segment euclidien [ab] de R® ou de ’arc mineur
joignant a et b (voir 5.1.5).

2) Soient @,b deur points de K relevés en a,b selon la convention 2.4.8 :
t > 0. On a alors p(a,b) < 0 en vertu de 2.4.9. Le segment intrinséque |ab]
au sens hyperbolique coincide avec le segment [ab] du plan affine des z,y.
C’est donc le segment intérieur au sens de 3.4.1 ou 3.4.4.

FIGURE 5.5 — Segments intrinseques (en gras) en géométrie elliptique

Démonstration. 1) L’existence des relevements est claire : il suffit de changer
b en —b pour ajuster le signe de ¢(a,b). On peut alors appliquer 5.4.8 : le
segment intrinseéque est 'image du segment euclidien [ab] de R?, ou encore

I'image de ’arc mineur ab en vertu de 5.1.5.

2) Cela résulte directement de 5.4.8. Cela résulte aussi de 5.4.10. En effet,
la trace de la demi-droite hyperbolique [ab) est la trace sur K de la demi-
droite affine ordinaire.
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5.4.3 Retour sur le chapitre 3

Grace a la notion de segment intrinseque, on peut maintenant définir des
notions de milieu et médiatrice intrinseques :

5.4.13 Proposition-Définition. Soient a,b deux points distincts, non iso-
tropes et non orthogonaux de P(E). On suppose q(a) et q(b) de méme signe,
de sorte que a,b admettent deux milieuz et on suppose enfin la droite (ab) non
isotrope. Alors un et un seul de ces milieuzr est dans le segment intrinseque
[ab] (au sens de 5.4.6). On appelle milieu intrinseéque de a et b. L’autre
milieu sera dit extrinséque. La médiatrice intrinseque est la polaire du
milieu extrinseéque ; elle passe par le milieu extrinseque.

5.4.14 Proposition. Soient @,b deuz points distincts, non isotropes et non
orthogonauz de P(E) wvérifiant q(a) = q(b) dans k*/k**. On choisit des
relévements a,b € E tels que l'on ait q(a) = q(b). Si q(a)p(a,b) est posi-
tif (resp. négatif) le milieu intrinséque de @,b est limage de a + b (resp.
a—>b).

Démonstration. Cela résulte de 5.4.8.

On peut alors préciser le théoréme!? d’alignement des milieux et de
concours des médiatrices :

5.4.15 Théoréme. Soit abc un triangle de P(E), formé de points non iso-
tropes et non orthogonaux.

1) On suppose qu’on est en géométrie hyperbolique avec a,b,c € K. Les no-
tions de milieux et de médiatrices intérieurs (au sens de 3.4.1) et intrinséques
coincident. Les milieux extrinseques de abc sont alignés et les médiatrices in-
trinséques sont concourantes'® dans P(E).

2) On suppose qu’on est soit en géométrie elliptique, soit en géométrie hy-
perbolique, mais avec a,b,c € T. Alors, si le spin de abc est >0 (resp. <0)
les milieux extrinséques (resp. intrinséques) sont alignés et les médiatrices
intrinseques (resp. extrinséques) concourantes.

Démonstration. 1) Comme les termes du type ¢(a) et ¢(a, b) sont tous négatifs,
il résulte de 5.4.14 que les milieux extrinseques sont b — ¢,c — a,a — b et ils
sont alors alignés en vertu de 3.2.3.

2) Dans le cas de spin > 0 on peut supposer ¢(b,c), ¢(c,a) et ¢(a,b)
positifs et les milieux extrinseques sont b — ¢, ¢ — a et a — b qui sont alignés.
Dans le cas de spin < 0 on peut supposer (b, c) et ¢(c,a) positifs, mais

12. Le lecteur se penchera sur les autres résultats du chapitre 3 avec le méme point de
vue.
13. Donc en pinceau dans K.
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©(a,b) négatif. Les milieux intrinseques sont alors b+ ¢, ¢+ a et a — b et ils
sont alignés, voir 3.2.3.
Les assertions sur les médiatrices s’en déduisent par polarité.

FIGURE 5.6 — Alignements des milieux en géométrie elliptique, a gauche cas
de spin positif, a droite de spin négatif

Pour le concours des bissectrices, voir ’exercice 5.6.12, pour les médianes
voir 5.6.8.

5.4.4 Reperes orthogonaux et orientation du plan hy-
perbolique

5.4.16 Proposition-Définition. On appelle repere orthogonal de K la
donnée d’un point a € K et de deux demi-droites [a,b) et [a,c) orthogonales.
On note R = (a;b,c). Le groupe PO(q) ~ OT(q) (resp. Q(q)) est transitif
(resp. admet deux orbites) sur les reperes orthogonaux. Si on fixe un tel repére
R comme étalon, on dit qu’un repere R’ est direct (resp. indirect) s’il est
limage de R par un élément de Q2(q) (resp. de OF(q) — Q(q)). On dit qu’on
a ainsi orienté le plan K.

Démonstration. Soient R = (a;b,c) et R' = (da’;V,¢) deux reperes. La
transitivité de PO(q) sur les drapeaux et la conservation de 'orthogonalité
montrent qu’il existe u € PO(q) qui envoie a sur o, (ab) sur (a’d) et (ac) sur
(a'd). Quitte a appliquer o, on peut supposer qu’on a u([a,b)) = [d/, V) et il
n’y a plus qu’a appliquer, au besoin, la réflexion d’axe (a'b'). Il est clair qu'il
y a au plus deux orbites sous €2(q), celles de (a;b, c) et celle de (a; b, T(ap)(C)).
Pour voir qu’elles sont distinctes, on note que si u fixe a et laisse stable la
droite (ab) c’est nécessairement I'identité ou la symétrie 7). Comme celle-ci
n’est pas dans €2(q) (voir 1.4.14), on a le résultat.
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5.4.17 Remarque. Dans le cas ou ¢ est anisotrope, le groupe PO(q) =~
O*(q) ~ OT(3,R) est simple et il n’y a pas d’orientation possible. En par-
ticulier, il y a un chemin continu dans le groupe qui joint I'identité a une
réflexion 7p = 0,4 en passant par les rotations d’axe d et d’angle 6 € [0, 7].

5.5 Angles de demi-droites

5.5.1 L’invariant [T

Nous avons donné en 4.4.6 une formule pour ’angle de deux cotés d’un
triangle, vus comme droites :

¢o(a Ab,cAa)?

I*((ab), (ac)) = :

q(a Ab)g(c Aa)

Notre objectif ici est d’en donner une variante en termes de demi-droites, ce
qui revient essentiellement a préciser les signes dans cette formule. Pour cela
on utilisera la convention suivante :

5.5.1 Convention. Lorsqu’on parlera de l’angle de deux demi-droites® [ab)
et [ac) on supposera toujours que ¢(a,b) et p(a,c) sont de méme signe.

5.5.2 Remarque.

1) Lorsqu’on a deux demi-droites [ab) et [ac), on peut toujours, quitte a chan-
ger b en —b ou ¢ en —c, choisir les représentants des points de telle sorte que
©(a,b) et p(a,c) soient de méme signe, ce qui légitime la convention.

2) Dans le cas hyperbolique, si on écrit a,b € K sous la forme (z,y,t) avec
t > 0, par exemple t = 1 (convention 2.4.8), on a ¢(a,b) < 0 (voir 2.4.9), de
sorte que la convention est automatiquement réalisée si a, b, ¢ sont des points
de K.

3) Dans le cas elliptique, si on a trois points a,b,c, on peut choisir des
représentants tels que ¢(a,b) et ¢(a,c) soient > 0, ce qui signifie qu’on a
d(a,b) = d(a,b) et d(a,c) = (a,c), voir 5.1.9. Attention, en revanche, (b, c)
peut alors étre positif, négatif ou nul. En particulier, si on a un triangle abé de
P(E), de spin négatif, c’est-a-dire tel que (b, c)p(c, a)p(a, b) soit négatif, on
ne peut pas trouver des représentants a, b, ¢ des points tels que la convention
soit réalisée en chaque sommet du triangle.

On a alors :

14. Rappelons que la définition d’une demi-droite [ab) sous-entend que a et (ab) sont
non isotropes et que b n’est pas orthogonal a a.
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5.5.3 Lemme. Soient a,b,c trois points de P(E) avec b, c non orthogonaux
a a. On suppose que les représentants de ces points sont choisis selon la
convention 5.5.1. Alors, le signe de p(a Ab,a Ac) est indépendant du choix
des représentants.

Démonstration. Si on change a en Aa, b en ub, ¢ en ve, p(a Ab,a Ac) est
multiplié par A?uv comme ¢(a, b)p(a, ). Avec la convention 5.5.1, ce nombre
est > 0.

wla ANbya Nc)

5.5.4 Remarque. Cela revient a noter que le rapport J(a; b, c) =
p(a,b)p(a,c)

est un invariant, voir 4.7.15.

5.5.5 Proposition. Soient a,b, ¢ trois points de P(E) non isotropes et tels
que a n’est orthogonal ni a b ni a c. On considére les demi-droites [ab), [ac).
On suppose que les représentants a,b,c ont été choisis selon la convention
5.5.1. Alors, un systéeme complet d’invariants de transitivité pour le couple
([ab),[ac)) est donné par :

1) les signes des nombres q(a Ab) et g(a Ac),

2) le nombre It ([ab), [ac)) = \/FZEZ //:Z;Z(;\f\)c” :

Démonstration. Si I'on se donne abc et a'b'c’ avec les mémes invariants,
on peut envoyer les droites (ab) et (ac) sur (a'b') et (a'd). En effet, on a
|I*((ab), (ac))| = (I ([ab),[ac)))? et la condition 1) assure que I*((ab), (ac))
et I*((a't'), (¢'c’)) sont de méme signe. On peut donc appliquer 4.4.1. Quitte
a composer par la symétrie de centre a’ on peut méme envoyer [ab) sur [a’)
(voir 5.4.9). On est ainsi ramené au cas a = a’, b = b et a, ¢, ¢ alignés. Soit e
I'orthogonal de a sur la droite (ac). On écrit ¢ = Aa+ pe et ¢ = Na+ple. La
convention 5.5.1 impose que A et \’ sont de méme signe. La condition sur I
montre que p(aAb,ahc) = pp(aNb,ale) et p(aAb,aNc’) = p'p(anb,ane)
sont de méme signe, donc aussi pu et p' (sauf si (ab) et (ac) sont perpendi-
culaires). Il en résulte que ¢’ est dans la demi-droite [ac), voir 5.4.3. Si les
droites sont perpendiculaires, il suffit d’appliquer, éventuellement, la symétrie
par rapport a (ab).

5.5.6 Remarques.

1) La condition 1) permet d’envoyer les droites (ab) et (ac) sur (a't’) et
(a'd), donc a sur a’. Cela montre que ¢(a) et g(a’) sont de méme signe,
ce qu'on retrouve avec la formule du double produit vectoriel qui donne
a,b, cla = A(g)((a Ab) AaAc)) et avec 1.2.3.

2) Dans le cas elliptique, la condition 1) est inutile (toutes les quantités sont
> 0) et les valeurs absolues sont inutiles dans I+,
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3) Il en est de méme, dans le cas hyperbolique, si on se limite aux points de
K, car on a g(a Ab) et gla Ac) > 0.

4) On notera que l'invariant It (angle de demi-droites) est une racine carrée
de la valeur absolue de 'invariant I* (angle de droites). Dans le cas elliptique,
comme dans le cas ol a, b, ¢ sont dans K, I est une racine carrée de I*.

5) La proposition est valable dans les cas “mixtes”, par exemple si a est dans
T, b dans K et ¢ dans T avec (ac) extérieure.

5.5.2 Définition de ’angle de demi-droites

Nous nous contenterons de définir 'angle dans les deux cas essentiels du
plan elliptique et du plan de Klein :

5.5.7 Proposition-Définition. Soient a,b,c trois points distincts situés,
soit dans le plan elliptique E, soit dans le plan hyperbolique de Klein K.
Dans le cas elliptique, on suppose de plus que b et ¢ ne sont pas orthogo-
nauz & a. Alors, le nombre réel® It ([ab),[ac)) est dans [—1,1]. L’angle
(non orienté) des demi-droites [ab) et [ac) est par définition le réel

0 = Arccos (I ([ab), [ac))). C’est un élément de [0, 7]. On le note bac. On a :

wla ANbya Ac)
ValaAb)g(a Ac)

On dit que l'angle est aigu (resp. droit, resp. obtus) si 0 est plus petit que
/2 (resp. égal a w/2, resp. plus grand que 7/2).

cos bac = I ([ab), [ac)) =

Démonstration. Cela résulte de 5.2.1 : on a I*((ab), (ac)) = I'"([ab), [ac))? €
[0,1].

5.5.8 Remarques. 1) On a |cosb/a\c| = cos((ab), (ac)), de sorte que l'angle
des droites (ab) et (ac) est le minimum entre 6 et m — 6 ou 0 est 'angle des
demi-droites [ab) et [ac).

2) Si I'on remplace b par un point de la demi-droite opposée a [ab) on
vérifie que I change de signe, donc I'angle @ est changé en 7™ — a.

3) Pour une application au calcul du spin angulaire voir 6.4.5.

5.5.9 Proposition. On conserve les notations et les hypotheses de 5.5.7.

1) L’angle bac vaut w/2 si et seulement si (ab) et (ac) sont perpendiculaires.
2) L’angle bac est nul (resp. €gal a ) si et seulement si les demi-droites [ab)
et [ac) sont égales (resp. opposées). Cette derniére condition est équivalente

15. Rappelons que, pour définir I ([ab), [ac)), on suppose les représentants a, b, ¢ choisis
selon la convention 5.5.1.

199



16

a dire que a,b,c sont alignés et que b et ¢ sont orthogonaux™ ou que a est

dans le segment intrinséque [bc|.

Démonstration. Le point 1) est clair. Dire que I'angle vaut 0 ou 7, c’est dire
qu'on a I*((ab), (ac)) = 1, de sorte que les points a, b, ¢ sont alignés en vertu
de 4.4.3. Soit a’ 'orthogonal de a sur cette droite. On écrit b = Aa + N'd/,
¢ = pa+p'a’. On en déduit que cosbac est égal a 1 (resp. —1) si Np/g(ana’)
est > 0 (resp. < 0). Avec les hypotheses faites, g(a Aa’) est > 0 (c’est clair si
on est dans E et si on est dans K cela résulte du fait que la droite (aa’) est
hyperbolique). Par ailleurs, dire que les demi-droites [ab) et [ac) sont égales
(resp. opposées) signifie que le birapport [a,a’, b, c] est > 0 (resp. < 0). Or
ce birapport est du signe de AuA' /. Comme A et p sont de méme signe en
vertu de la convention 5.5.1, on a le résultat.

5.5.10 Remarque. Dans le cas elliptique, lorsque ¢ varie sur la droite (ab),
Iangle bac n’est pas défini pour ¢ = a’ (le point orthogonal a a) et il passe
de 0 a m au franchissement de ce point. Malgré cela, il est commode de
prolonger la définition de 5.5.7 au cas ou b ou ¢ est orthogonal & a, ce que
nous faisons ci-dessous. Attention, il y a deux choix possibles qui consistent
a prendre systématiquement ’angle aigu ou ’angle obtus et pas d’argument
décisif pour les départager : dans un cas comme dans l'autre I’angle n’est pas
une fonction continue.

5.5.11 Convention. Dans le plan elliptique, lorsque b ou c est orthogonal a
a on définit l'angle de demi-droites bac comme l'angle de droites |(ab), (ac)| €
0,7/2].

Dans le cas d'un triangle de spin nul, cette convention permet de choisir
entre les cotés :

5.5.12 Proposition-Définition. Soit abc un triangle de E. On suppose que
a est orthogonal a b mais que ¢ n’est orthogonal ni a a ni a b. La droite (ab)
privée de a,b est réunion de deuz intervalles I et J tels que pour tout point
m de I (resp. de J) les angles mac et mbe soient tous deux aigus (resp. tous
deux obtus). Par convention, on choisit I U{a,b} (le cité ou les angles sont
aigus) comme coté (intrinséque) [ab] du triangle.

Démonstration. On releve a, b, c en des points de S tels que ¢(a, ) et ¢(b, c)
soient positifs. Si m est de la forme Aa + pb avec A, p positifs on vérifie que
les cosinus des angles sont du signe de Ap(a,c) et up(b, c) donc positifs et
les deux angles sont aigus. Si on a m = Aa + pb avec A > 0 mais pu < 0 on
vérifie que les deux angles sont obtus (attention pour le second a la condition
w(b,m)p(b,c) > 0 qui oblige a changer ¢ en —c).

16. Cela n’est possible que dans le cas elliptique.
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5.5.13 Remarque. Si a est orthogonal a b et ¢, les angles du triangle en b et ¢
sont droits et il y a deux choix de c6tés [ab] et [ac] pour lesquels 'angle en a est
aigu. Si les trois points sont deux a deux orthogonaux (triangle autopolaire),
les huit choix de cotés des triangles sont absolument indiscernables.

5.5.3 Comparaison avec les angles euclidiens

La proposition suivante compare les angles que nous venons de définir et
les angles euclidiens “a ’origine” :

5.5.14 Proposition. On travaille dans le plan P(E) avec la forme x*+y?+
t2. On choisit comme droite a l'infini la droite t = 0. Les points a distance
finie sont les points m = (x,y, 1). Ils constituent un plan affine que l’'on munit
du produit scalaire euclidien usuel donné par (m|m') = xx’ + yy'. Alors, les
angles (non orientés) de demi-droites a l’origine (0,0,1) sont les mémes auz
trois sens euclidien, elliptique et hyperbolique.

Démonstration. On prend a = (0,0,1), b = (b1,be,1), ¢ = (¢1,¢2,1) et on
calcule linvariant 17 ([ab), [ac)). On a a Ab = (—by,b1,0), a Ac = (—ca,c1,0)
d’o, & la fois pour la forme elliptique et la forme hyperbolique, ¢ (aA\b, alc) =
bici + baca = (blc), gla AbD) = b3 + b5 = (b]b) = ||b]|*> et gla Ac) =3 +c5 =

(cle) = ||e||?. On a donc la formule cosbac = IT([ab), [ac)) =

[161] el

retrouve bien le cosinus de I’angle euclidien usuel.

5.5.15 Remarque. Comme dans le cas des angles de droites, le résultat
précédent n’est valable qu’a l'origine dans les modeles K et E. En revanche,
dans les modeles conformes D ou KE on a identité entre les angles au sens
ordinaire et au sens hyperbolique :

5.5.16 Proposition. Soient a,b,c € D (resp. KE). L’angle bac au sens
hyperbolique (resp. elliptique) est égal a l'angle euclidien (non orienté) des

vecteurs tangents auzx arcs ab et ac.

Démonstration. La propriété est vraie a l'origine car les droites de D ou KE
passant par o sont les mémes que celles des modeles K ou E (voir 2.4.16 et
2.3.6.1). Comme les éléments de PO(q) sont des transformations conformes
de D ou KE (voir 2.3.6.3 et 2.4.23) et que PO(q) est transitif sur les points,
elle est vraie partout.
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5.6 Exercices

5.6.1 Longueurs et quotients

5.6.1 Exercice. Montrer que 'application I induit un homéomorphisme de
E?/PO(q) sur [0,1] (resp. de K?/PO(q) sur [1,+00[). (On pourra exhiber
une réciproque a l'aide des points a = (1,0,0), b = (cos#,0,sinf) (resp.
a=(0,0,1), b = (shu,0,chu)).

5.6.2 Calcul de la distance dans le modele KE

5.6.2 FEzercice. On travaille dans le modele KE (le disque unité avec les
points diamétralement opposés du cercle unité identifiés). Soient m = (z,y)
et m' = (2/,y) des points de KE. On note (m|m') le produit scalaire euclidien
canonique et on pose r = [[m|| et ' = ||m/||. On renvoie a 2.3.2 pour les
formules permettant de passer de la sphére S? & ce modele. On rappelle en
particulier que le point m provient du point m € S? donné par :

~ 2z 2y 1— a2 —y?
m = ; , .
L+a?+y? 1+22+y2 1422+ 2

1) Montrer que 'on a :

S 4(m|m/) + (1 —r?)(1 — r’2)
@(m,m) - (1 4 7‘2)(1 + 7"/2> '

2) En déduire la valeur de d(m,m’).

5.6.3 Pythagore

5.6.3 Ezxercice. On se propose de montrer 'existence sur K d’une distance
invariante par isométrie pour laquelle on ait le théoreme de Pythagore sous
la forme usuelle.

1) Soit f: Rt — R™ une fonction dérivable, strictement croissante, nulle
en 0 et concave. Soient a,b,¢c € RT vérifiant a < b + ¢. Montrer qu’on a
fla) < f(b) + f(c).

En déduire que si d est une distance sur un ensemble X, f o d est encore
une distance sur X.

2) On prend pour d la distance hyperbolique sur K définie par ch (d(a, b))? =
I(a,b) et pour f la fonction définie par f(z) = y/Inch (z). Montrer que la
fonction f o d est une distance sur K, invariante par isométrie, et que, muni
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de cette distance, K vérifie le théoreme de Pythagore sous sa forme eucli-
dienne : dans un triangle rectangle, le carré de I'hypoténuse est égal, si je
ne m’abuse, a la somme des carrés des deux autres cotés. Vérifier que cette
distance n’est pas additive pour les triplets de points alignés, conformément
a 5.1.20.

5.6.4 Segments

5.6.4 Exercice. Soit V un plan vectoriel réel muni d’une forme quadratique
q et soit D la droite projective associée. Soient a,b deux points de D. On
suppose a et b non isotropes, distincts et non orthogonaux. On note a’, b’
leurs orthogonaux. Soit ¢ un point non isotrope de D, distinct de a et b.

1) Montrer qu’on peut supposer a = (1,0), a’ = (0,1), b = (1,1), ¢ =
(7,1), que la forme q est alors donnée par q(z,t) = az? + Bt? et qu'on a
V= (-2 1).

2) Montrer ¢ est dans la demi-droite [ab) si et seulement s'il vérifie v > 0
et dans [ba) s'il vérifie (ay + B)a(y —1) > 0.

3) On suppose que ¢(a) et g(b) sont de méme signe. Montrer que ¢ est
dans le segment intrinseque [ab] si et seulement si l'on a y > 1. Vérifier que ¢
est alors dans les deux demi-droites [ab) et [ba) et que la réciproque est vraie
si a et [ sont de méme signe. Montrer que si af est négatif 'intersection
[ab) N [ba) contient d’autres points que ceux du segment [ab].

5.6.5 Ezercice. On suppose qu’on est dans le plan hyperbolique P(E) et que
a,b sont deux points de T. On suppose de plus que la droite (ab) n’est pas
isotrope.

1) On suppose que (ab) coupe I' en i, j. Montrer que i, j sont dans la
méme composante connexe de (ab) —{a, b} et que le segment intrinseque [ab]
est égal a 'autre composante. On suppose les points a, b dans le plan affine
t # 0. Montrer que le segment intrinseque [ab] est égal au segment affine si
et seulement si a, b sont du méme coté de 7,7 donc de T'.

2) On suppose que la droite (ab) est extérieure et les points a,b dans le
plan affine ¢ # 0. Montrer que le segment intrinseque [ab] est égal au segment
affine si et seulement si b est dans la demi-droite affine [a’a).

5.6.5 Demi-points

5.6.6 Ezxercice. Le plan P(FE) est muni de la forme ¢ et on considére un point
d non isotrope. On le regarde comme d* c’est-a-dire ’ensemble des droites
passant par d. On choisit deux telles droites A, B avec A non isotrope et B
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non orthogonale a a. On peut alors parler du demi-point [AB) du point d!
Si A’ est la droite perpendiculaire & A en d, c¢’est simplement ’ensemble des
droites X de d vérifiant [A, A, B, X] > 0, donc les droites qui sont dans les
mémes quadrants que B par rapport a A et A’

1) On considere les isométries qui fixent d. En s’inspirant des résultats
analogues concernant les demi-droites, étudier I'effet de ces isométries sur les
demi-points de d.

2) Définir une notion analogue aux angles de demi-droites qu’on pourra
appeler distance de demi-points. Montrer que cette notion est inutile dans
le plan de Klein (on retrouve la distance des points) et que dans le plan
elliptique elle redonne la distance sur la sphere.

5.6.6 Demi-droites et isométries

5.6.7 Ezercice. On reprend les notations de 5.4.3 : un plan vectoriel réel
V' et une forme quadratique g non dégénérée sur V' et on pose D = P(V).
Rappelons que, sur D, les éléments de PO~ (q) sont les symétries centrales,
ceux de PO (q) pouvant étre vus selon les cas comme des translations ou des
rotations (voir 1.4.26). On se pose la question de la transitivité des groupes
PO(q) et PO™(q) sur les demi-droites de D.

1) Montrer que le groupe PO(q) est transitif sur I'ensemble des demi-
droites [ab) de D dont l'origine a vérifie ¢(a) > 0 (resp. g(a) < 0). (On
utilisera le théoreme de Witt pour se ramener au cas de méme origine, puis,
éventuellement, la symétrie o de centre a. On rappelle qu’on a [a, a’, b, o(b)] =
—1, voir Partie I ?77.)

2) Montrer que le groupe des isométries positives PO (q) admet deux
orbites dans I’ensemble des demi-droites de D dont les origines sont de méme
signe. On dira que deux demi-droites sont de méme sens si elles sont dans la
meéme orbite, de sens contraires sinon. Si a et b sont deux points distincts de
méme signe, montrer que les demi-droites [ab) et [ba) sont de sens contraires.
(Pour montrer montrer qu’'une isométrie positive u ne peut échanger deux
demi-droites opposées on utilisera 1.4.21 ou [Per96] VIII 6.1.)

3) Montrer qu’une isométrie de D est une symétrie centrale si et seulement
si elle change le sens des demi-droites.

5.6.7 Milieux, médianes, médiatrices

5.6.8 FEzercice. Soit abc un triangle de P(FE). On appelle médianes in-
trinseques de abc les médianes qui joignent les sommets aux milieux in-
trinseques des cotés opposés.
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Montrer que, dans le cas d’un triangle de K, ou d'un triangle de spin
positif de E, les médianes intrinseques sont concourantes en un point qu’on
appellera centre de gravité intrinseque de abc.

Etudier les autres cas.

5.6.9 Ezercice. 1) Soit abc un triangle de K, isocele en a et soit a’ le pied de
la hauteur issue de a (qui est un milieu de b, ¢). Montrer que c’est le milieu
intrinseque de b, c.

2) Dans le cas d’'un triangle de E, montrer que la méme propriété est
vraie si et seulement si le triangle est de spin positif.

5.6.10 FExercice. Soient a, b deux points distincts du plan de Klein K et soit
A leur médiatrice (hyperbolique).

1) Montrer qu’'un point m € K est sur A si et seulement si il est équidistant
de a, b (i.e. si ma = mb). Etudier le cas d’un point m € I". (On pourra utiliser
4.7.21.)

2) Montrer qu'une droite hyperbolique D est perpendiculaire a A si et
seulement si a et b sont équidistants de D et du méme c6té!'” de D. (On
considérera les projetés orthogonaux a’ et b’ de a et b sur D et on montrera
que leur médiatrice est égale a A.)

3) Retrouver le résultat de 3.4.16 : les médiatrices d’un triangle de K sont
concourantes (dans K ou sur le bord I') ou admettent une perpendiculaire
commune.

5.6.8 Bissectrices

5.6.11 Exercice. Dans le plan de Klein K, on peut définir grace aux notions
de segment et de milieu intrinseque, des notions de bissectrices intrinseque au
sens des droites et intrinseque au sens des triangles : la bissectrice intrinseque
de A, B au sens des droites est celle qui passe par le milieu intrinseque de
leurs poles (voir 3.4.5), la bissectrice intrinseque en a du triangle abc est celle
qui coupe le segment intrinseque [be] (voir 3.4.7).

On reprend la situation de 3.4.8. Montrer que les bissectrices intérieure et
intrinseque au sens triangle sont les mémes pour toutes les valeurs de 3, mais
qu’en revanche au sens des droites la bissectrice intérieure au sens triangle
est :

e intérieure et intrinseque au sens des droites pour § < —2/3,

e intérieure mais extrinséque au sens des droites pour —2/3 < § < 0,

e extérieure et extrinseque au sens des droites pour g > 0.

17. Voir remarque 6.9.2.
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5.6.12 Ezercice. On travaille dans le plan elliptique E. Soit abc un tri-
angle formé de points non orthogonaux. On peut définir des bissectrices
(intérieures) intrinseques de abe de plusieurs manieres :

e La droite D, bissectrice de (ab) et (ac), sera dite intrinseque au sens
des segments si elle coupe le segment intrinseque [bc]. L’autre bissectrice
sera dite extrinseque.

e La droite D, bissectrice de (ab) et (ac), sera dite intrinseque au sens
des demi-droites si la symétrie 7p échange les demi-droites [ab) et [ac).
L’autre bissectrice sera dite extrinseque.

1) Le but de cette question est de montrer que les deux notions de bissec-
trice intrinseque coincident si le triangle est de spin positif, mais qu’en spin
négatif, intrinseque au sens des segments est équivalent a extrinseque au sens

des demi-droites.

bAc
On écrit les trois cotés du triangle sous la forme A = ———— et de

q(bAc)
méme pour les autres par permutation circulaire. Les bissectrices sont alors
de la forme B + C.

a) Montrer que sil'on a ¢(b, ¢) > 0, la bissectrice intrinseque en @ au sens
des segments est D = B — C' (on calculera le point d’intersection avec (bc)
sous la forme b+ vc).

b) Montrer que les points orthogonaux a a sur (ab) et (ac) sont les points
a = p(a,b)a —q(a)b et a” = p(a,c)a — q(a)c. En déduire qu’on a, en coor-
données homogenes, ¢ = —p(a, c)a + a” et 7p(b) = —p(a,b)a +a”.

¢) Montrer que ¢ et 7p(b) sont dans la méme demi-droite [a,a”) si et
seulement si ¢(c, a)p(a,b) est positif et conclure.

2) Montrer que, dans tous les cas, les bissectrices intrinseques au sens des
demi-droites sont concourantes. Etudier les autres concours.

3) Traiter le méme probléme dans le plan hyperbolique K.

5.6.9 Conditions de concours

5.6.13 Ezercice. 1) Soient A, B,C trois droites de E ou K. On note a =
|IB,C|, B = |C,A| et v = |A, B| leurs angles. Montrer que A, B,C sont
concourantes si et seulement on a I'une des égalités o = B+~ ou a = | — |
oua=m— (a+ ). (On utilisera 4.7.20 en prenant garde au signe du spin
S*(A, B, C)).

2) 9 On travaille dans K ou E et on considere un point o et des points
a, b, c non orthogonaux a o et alignés sur une droite ne passant pas par o.
On suppose que c est dans le segment intrinseque'® [ab]. Montrer qu’on a

18. Cela sous-entend que a et b ne sont pas orthogonaux.
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aob = aoc + cob (relation de Chasles géométrique).

(Indication : On peut écrire ¢ = Aa + pb avec A\, u > 0 ce qui permet de
supposer que les nombres ¢(0,a), p(0,b) et p(o,c) sont de méme signe. On
pose A=o0ANa, B=oAbet C =o0Aceton calcule les cosinus avec la

ploab’q(o)
A(g*)q (A)g*(C)

2

formule de 5.5.7. On en déduit, par exemple, sin® aoc =

On conclut avec la formule d’addition du cosinus.)
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Chapitre 6

L’espace des triangles dans les
géométries réelles

Ce chapitre reprend le travail de classification des triangles entrepris au
chapitre 4 dans le cas ou le corps de base est R, grace aux invariants intro-
duits aux chapitres précédents (longueurs, angles de demi-droites et spin).
On y donne d’abord les variantes réelles des formules d’Al-Kashi, en utilisant
les angles de demi-droites. On obtient comme conséquences deux résultats
plus proches qu’il n’y parait : l'inégalité triangulaire et la somme des angles
d’un triangle. On élucide ensuite le role du spin en géométrie réelle et ses
applications a la classification topologique des triangles. On reprend enfin
létude du quotient T /G et de ses divers paramétrages ® en reformulant les
divers cas d’isométries en termes de longueurs et d’angles de demi-droites
et en précisant a chaque fois l'image de .

A propos de ce chapitre, je ne peur m’empécher d’évoquer un aspect a la
fois historique et didactique. On sait en effet quelle importance revétent les
cas d’égalité des triangles dans la géométrie d’Fuclide et combien ils étaient
utiles dans l'enseignement au college il n’y a pas si longtemps. Je fais partie
des gens qui souhaitent ardemment leur réintroduction dans notre enseigne-
ment, a ce niveau. Je ne suis pas sur, toutefois, que je tiendrais le méme
discours s’il s’agissait d’enseigner aux collégiens la géométrie hyperbolique
ou elliptique (mais, & ma connaissance, méme Laurent Lafforgue ne pro-
pose pas cela). En effet, ces outils y sont beaucoup moins commodes qu’en
euclidien, vu ['absence de trois ingrédients essentiels : les paralleles et les
égalités d’angles qui vont avec (alternes internes, etc.), le fait que la somme
des angles d’un triangle est égale a 7, le théoréeme de l’angle inscrit. Mais, a
rebours, la conclusion que j’en tire du point de vue didactique, s’agissant de
la géométrie euclidienne, c’est justement que ces outils y sont d’autant plus
essentiels.
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Dans tout ce chapitre, le corps de base est R et la forme ¢ est soit ellip-
tique, soit hyperbolique. On considere un triangle abc; il est formé de trois
points non isotropes et non alignés.

6.1 Variantes d’Al-Kashi : trois longueurs et
un angle de demi-droites

Dans cette section, nous étudions les variantes de la formule d’Al-Kashi
4.5.8 qui mettent en jeu, comme la formule euclidienne usuelle, trois longueurs
et un angle de demi-droites, en faisant la distinction entre les géométries
sphérique, elliptique et hyperbolique.

Pour expliquer en quoi les formules que nous allons donner sont liées

a la formule d’Al-Kashi générale, rappelons celle-ci (on pose B = (ca) et
C = (ab)) :

I(b,c) + I(a,b)I(a,c) —2S(a,b,c) =1 —I(a,b)][1 — I(a,c)] I"(B,C).

Dans le cas elliptique (resp. hyperbolique), on sait que les invariants (b, c)
sont de la forme cos®a (resp. ch?a) et donc les 1 — I(b,c) sont des sin? o
(resp. —sh ?a’). Dans les deux cas, I*(B, C) est égal & cos?a (angle des droites
B, (). Quant au spin, il est égal, au signe € pres, au produit cos a cos 3 cosy
(resp. chachchv). Les deux membres de la formule sont alors les carrés
respectifs de cosa — ecos S cos~y et de sin Ssin~y cosa ou de leurs variantes
hyperboliques et les formules que nous allons donner sont des variantes ob-
tenues en prenant les racines carrées des deux membres®. Ce passage aux
racines nécessite 'usage des angles de demi-droites.

Dans chacun des cas, I'inégalité triangulaire apparait comme un sous-
produit de ces formules.

6.1.1 Variante réelle 1 : géométrie sphérique

6.1.1 Rappels. Rappelons la notion d’angle de demi-droites sur la sphere
S/\2. Si a, b, c sont trois points distincts de la sphere, avec b, ¢ # —a, I'angle
bac des demi-droites [ab) et [ac) est 'angle 6§ des vecteurs tangents aux arcs
mineurs allant de a a b et de a a ¢. On montre qu’on a

_ Arccos wla ANbya Ac) .
=A (m(aAwq(aAc))

1. En vérité, il est souvent plus simple de prouver les formules en revenant a 1.2.4.
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Pour cela on se ramene par transitivité au cas ou a, b, ¢ sont les points :
a=(1,0,0), b= (cosv,sinv,0), c= (cosf,cosfsinf3,sinfsinf).

Si les points a, b, ¢ vérifient ¢(a,b)p(a,c) > 0, c’est aussi 'angle des demi-
droites images dans le plan elliptique.

L’analogue sphérique d’Al-Kashi est la fameuse formule fondamentale de
la trigonométrie sphérique :

6.1.2 Proposition. Soient a,b, ¢ trois points distincts de la sphére S?, avec
b,c # —a. On note respectivement «, 3,7 les longueurs be, ca, ab des cotés du
triangle sphérique et bac (voire a) l'angle en a. On a la formule :

cos a = cos 3 cos ¥ + sin 3 sin 7y cos bac.

Démonstration. On a les formules : cosa = (b, ¢), cos B = p(a,c), cosy =

a,b) (voir 5.1.3), cos bac = planbanc)
w(a,b) ( ); NN
vertu de 1.2.3, g(a Ab) = q(a)q(b) — ¢(a,b)* = 1 — cos? v = sin® v et, comme
7 est dans [0, 7], on a siny = y/q(a Ab) et, de méme, sin 5 = y/q(a Ac). On
conclut alors avec la formule p(a Ab,a Ac) = q(a)p(b, c) — p(a,b)e(a,c).

(voir 6.1.1). Mais on a, en

6.1.3 Corollaire. La distance §(a,b) vérifie l'inégalité triangulaire.

Démonstration. Avec les notations précédentes il s’agit de montrer la formule
a < B+7. Clest évident si 4+ est > 7 et sinon, comme la fonction cosinus
est décroissante sur [0, 7], il suffit de montrer cosa > cos(f + 7). Avec la
formule fondamentale on se rameéne & montrer cosa > —1 ce qui est évident.

6.1.2 Variante réelle 2 : géométrie elliptique

Nous passons maintenant au plan elliptique :

6.1.4 Proposition. Soient a, b, ¢ trois points distincts de E. On suppose b et
¢ non orthogonauz a a. On note respectivement ., 3,7 les longueurs be, ca, ab
et bac l'angle (de demi-droites) en a, voir 5.5.7. On a la formule :

€ cos a = cos [ cos ¥ + sin 3 sin 7y cos bac

ot le signe e = £1 est celui du spin S(a, b, ¢), c¢’est-a-dire de (b, c)p(c,a)p(a,b)
(voir 4.5.1).
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Démonstration. On releve a,b,c en des points de la sphere, notés encore
a, b, c, vérifiant la convention 5.5.1 et plus précisément tels que p(a,b) et
v(a,c) soient > 0. Les formules sont cette fois (voir 5.1.7) cosy = ¢(a,b),
cos B = p(a,c), cosa = ep(b, c), ou € est le signe du spin, siny = /q(a Ab),

sinf = y/q(a Ac) et cos bac = \/qfc(ba/\/\c;)’\;q/(\aci\ ) (voir 5.5.7).

On conclut encore avec la formule p(aAb, ahc) = q(a)p(b, ¢)—p(a, b)p(a, c).

6.1.5 Remarque. Si b et ¢ sont orthogonaux, on a ¢(b,c¢) = S(a,b,c) =
cosa = 0 et le signe € n’a pas de sens.

6.1.6 Corollaire. (Inégalité triangulaire) Soit abc un triangle de E. On
a l'inégalité be < ba + ac.

Démonstration. On reprend les notations de la proposition précédente et il
s’agit de montrer qu’on a a < 84 . Rappelons que les nombres «, 3,y sont
dans [0, 7/2]. L’inégalité est évidente lorsque b ou ¢ est orthogonal & a car
ou 3 est alors égal a 7/2. Sinon, on applique la proposition précédente et il
y a deux cas selon le signe du spin. Si € = 1, comme la fonction cosinus est
décroissante sur [0, 7], il s’agit de montrer qu'on a cos« > cos( + ), ce qui
se réduit & cos bac > —1 et c’est clair. Si e = —1, la formule de 6.1.4 donne,
en tenant compte de cosbac € [—1, 1], cos(f+7) < —cosa < cos(f—7). On
en déduit f+ v > m — « et, comme « est dans [0,7/2], on a o < 7w — « et
le résultat. Notons qu’on a prouvé, au passage, l'inégalité o +  + v > 7 (et
méme > 7 si les points ne sont pas alignés), soit :

6.1.7 Proposition. Siabc est un triangle de E a spin < 0, on a bc+ca+ab >
.

La proposition suivante élucide le cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire
et précise 5.1.12 :

6.1.8 Proposition. Soient a,b, c des points de E. On a bc = ba + ac si et
seulement si a, b, c sont alignés et si b et ¢ sont orthogonaux ou si a est dans
le segment intrinseque [be]. On a alors S(a,b,c) > 0.

Démonstration. Supposons d’abord a, b, ¢ alignés. Si b et ¢ sont orthogonaux,
la relation bc = ba + ac vient de 5.1.12. Si a est dans le segment [bc|, on peut
supposer (b, c) > 0 et il résulte de 5.4.8 qu'on a = A\b + uc avec A, > 0.
On en déduit S(a,b,c) > 0. Par ailleurs, on a bac = 7 en vertu de 5.5.9. La
formule d’Al-Kashi 6.1.4 montre alors qu’on a cosa = cos(f + v), d’ou la
conclusion.
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Supposons maintenant bc = ba + ac. On peut supposer a # b, ¢ sinon
le résultat est évident. L’égalité est impossible si a est orthogonal a b ou
¢ (sinon on aurait par exemple ab = w/2, ac > 0, donc ab + ac > be).
On peut donc appliquer 6.1.4 dont on reprend les notations. Si € est égal
a —1 on a ab+ bc + ca > m en vertu de 6.1.7, soit 2bc > 7. Comme les
distances sont bornées par 7 /2, on en déduit bc = 7/2, donc b, ¢ orthogonaux
et ab + bc + ca = m, donc a, b, c alignés en vertu de 5.1.12.2. Si € est égal a
1, la formule 6.1.4 montre que o« = 3 4 ~ implique cos bac = —1. On conclut
par 5.5.9.

6.1.9 Remarque. Si a, b, c sont trois points alignés, deux a deux non orthogo-
naux, il y a deux cas de figure possible dont un triple. Si le spin S(a, b, ¢) est
positif, 'un des points est dans le segment défini par les deux autres (disons
a € [bc]) et on a une égalité de longueurs (ici bc = ab + ac). Si le spin est
négatif, aucun des points n’est dans le segment formé par les deux autres et
on a bc+ ca + ab = w. On notera que les deux cas se traduisent en termes du
complémentaire du lacet formé des segments [ab], [bc], [ca], voir 6.3.15.

N LN
)

FIGURE 6.1 — Les deux cas de figure de points alignés sur une droite elliptique,
a gauche bc = ba + ac, a droite ab + bc + ca = 7

Le cas d’orthogonalité

La formule d’Al-Kashi ne s’applique pas a priori lorsque I'un des points b
ou c est orthogonal a a car I'angle de demi-droites n’est pas défini. De plus,
dans ce cas le spin du triangle est nul et son signe n’est pas défini. Nous
allons toutefois étendre la formule grace a la convention 5.5.11.

6.1.10 Proposition. Soit abc un triangle de 5. On suppose b ou c_orthogo-
nal a a. On note respectivement o, 3,7 les longueurs be, ca, ab et bac ’angle
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(de demi-droites) en a, avec la convention de 5.5.11. La formule d’Al-Kashi
devient :

cos v = cos (3 cosy + sin 3 sin y cos bac.

Démonstration. Voir exercice 6.10.1.

6.1.3 Variante réelle 3 : géométrie hyperbolique

Rappelons que si on écrit les points du disque de Klein sous la forme
(x,y,1), les quantités ¢(a,b), pour a,b € K, sont toutes négatives (voir
2.4.9).

6.1.11 Proposition. Soit abc un triangle de K. On note respectivement
a, 3,7 les longueurs des cotés be, ca, ab et bac 'angle des demi-droites [ab) et
lac). On a la formule :

cha=chpfchy —shfshy cos bac.

Démonstration. Rappelons qu’on a I(a,b) = ch %~ et les formules analogues
(voir 5.1.14). En fait, comme les quantités ¢(a, b), g(a) et g(b) sont négatives,

— b
on a chy = M et de méme pour les autres cotés. Par ailleurs, on
q(a) q(b)
—~ b
a, voir 5.5.7, cosbac = plafbanc) - Les formules de 1.2.4 donnent
Vl0ala Ab)gla Ac)

q(a Ab) = q(a)q(b)sh?y et q(a Ac) = q(a)g(c)sh?B. On en déduit :

Vigla Ab)g(a Ac)| = —q(a)\/q(b) q(c) shysh B.

La formule annoncée découle alors de ¢(a ANb,a ANc) = ¢(a,b)p(a,c) —
q(a)e(b,c) (en prenant garde au signe de g(a)).

6.1.12 Corollaire. (Inégalité triangulaire) Soit abc un triangle de K. On
a be < ba+ ac avec égalité si et seulement si a,b, c sont alignés avec a € [be].

Démonstration. Avec les notations de la proposition précédente, comme la
fonction ch est croissante, il s’agit de montrer qu'on a cha < ch (8 + ) =

—

ch Bchy + sh Bsh v, ce qui est clair. Il y a égalité si et seulement si cos bac =
—1. On conclut avec 5.5.9.
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6.2 Variantes d’Al-Kashi : trois angles de demi-
droites et une longueur

Dans cette section, nous opérons un renversement de la formule d’Al-
Kashi : la variante considérée lie trois angles (de demi-droites) et une lon-
gueur, avec comme conséquence 1’étude de la somme des angles d’un triangle.
Attention, le fait d’utiliser les angles de demi-droites et non les angles de
droites est une rupture de la symétrie avec les longueurs et la dualité va donc
étre moins efficace qu’a 'accoutumée.

6.2.1 Le cas elliptique

6.2.1 Proposition. Soit abc un triangle de E. On suppose les points a,b, c
non orthogonauz. On note a = be, = ca, v = ab les longueurs des cotés du
triangle et a,b et ¢ ses angles de demi-droites. On a la formule :

cosa + cosbcosC = esinbsin ¢ cos a,

ou € = %1 est le signe du spin de abc et les deux formules analogues obtenues
par permutation circulaire de a,b, c.

Démonstration. Quitte a changer de représentants, on peut supposer ¢(b, ¢) >
p(byc)
q(b)g(c)

On introduit le triangle polaire a’b'c’ : a’ = bAc, b’ = cAa, d = aAb et on
utilise les formules de double produit vectoriel 1.2.6. On a ainsi : b = ¢ Ad’
et dc =a’ AV avec § = [a, b, c|. Avec 1.2.3, on en déduit :

—q(a)p(t', ) + o(a’, V)p(c, ')

CoOsS ¥ = .

Via(@)a(a) — (¢, a)?) (a(a)q(t') — (d',1)?)

On divise alors numérateur et dénominateur par ¢(a’)/q(V')q(c’). Il apparait
un terme :

0 et p(a,b) > 0. Comme « est dans [0,7/2], on a cosa =

(b, ) _ —plaAc,aNb)
Va)g(d)  valaAc)gla AD)

Cette quantité vaut — cosa (resp. cosa) si p(a,c) est > 0 (resp. < 0), au-
trement dit si € vaut 1 (resp. —1) (c’est 5.5.7 avec la convention 5.5.1). Il en
est de méme pour le terme en ¢(a’,V’) (mais il n’y a pas de signe pour le
terme en ¢(c,a’) car ¢(a,b) et (b, c) sont positifs). Pour le dénominateur,
on divise la quantité sous la racine par g(a’)?q(b)q(c’) en divisant le premier
terme par ¢(a')q(c’) et le second par ¢q(a’)q(V’). On obtient ainsi les carrés de
sinb et sin@. En définitive, on a cos asinbsiné = €(cosa + cos b cos ¢) d’ou le
résultat.
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6.2.2 Remarque. Il y a bien entendu une preuve plus conceptuelle de la
proposition précédente qui consiste a passer au dual. Attention toutefois, il
faut pour cela avoir défini I'analogue des demi-droites avec les points (les
demi-points) et la distance entre ces demi-points, voir exercice 5.6.6.

Le cas ou deux points sont orthogonaux

Comme dans le cas de la premiere formule d’Al-Kashi, le résultat précédent
n’a de sens que lorsque les points a, b, ¢ ne sont pas orthogonaux car sinon les
angles de demi-droites ne sont pas définis. On en a cependant une variante
avec la convention 5.5.11.

6.2.3 Proposition. Soit abc un triangle de E. On suppose b et ¢ orthogo-
nauz de sorte que le triangle est de spin nul et qu’'on a o = m/2. Selon la

convention 5.5.11, on choisit pour angles de demi-droites b et T les angles
aigus ou droits : cosb > 0 et cos¢ > 0. Le spin angulaire de abc est positif
ou nul et on a les formules suivantes :

1) cosa = —cosbcosc,

2) cos fsina = cosb sinc,

3) cosysina = cosc sinb.

Réciproquement, si un triangle vérifie la relation cosa = —COSZCOSE, son
spin est nul.

Démonstration. Voir exercice 6.10.1.

6.2.2 Le cas hyperbolique

6.2.4 Proposition. Soit abc un triangle de K. On note a = be, 8 = ca,
~v = ab les longueurs des cotés du triangle et a,b et ¢ ses angles de demi-
droites. On a la formule :

cosa + cosbcosc = sinbsincch a.

Démonstration. La preuve est identique, mutatis mutandis.

6.3 Les triangles du plan elliptique

L objectif de ce paragraphe est de donner une classification les triangles
du plan elliptique, a la fois du point de vue des angles et du spin.
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6.3.1 Les angles d’un triangle

Les inégalités fondamentales

~
~

6.3.1 Proposition. Soit abc un triangle de E. On note a,b, ¢ ses angles de
demi-droites.
1) Si abe est de spin positif on a :

—cosbcosc < cosa < —cosbcosc+sinbsinc

et les inégalités analogues obtenues par permutation circulaire.
2) Si abe est de spin nul avec b, c orthogonaux on a :

— cosbcosT = cosa.
3) Si abe est de spin négatif on a :
—cosbcos? — sinbsine < cosd < — cos bcose
et les inégalités analogues obtenues par permutation circulaire.

Démonstration. Dans le cas de spin non nul, cela résulte aussitot de 6.2.1 en
tenant compte du fait que les sinus des angles et les cosinus des longueurs
sont positifs. Pour le spin nul c¢’est 6.2.3.

La somme des angles d’un triangle

Dans le plan euclidien, la somme des angles® d’un triangle est toujours
égale a w. C’est une différence essentielle avec les géométries non eucli-
diennes puisque cette somme est > w en géométrie elliptique et < m en
géométrie hyperbolique.

6.3.2 Proposition. Soient abc un triangle de E. La somme des angles (de
demi-droites) du triangle abc est strictement plus grande que m : a+b+¢ > .

Démonstration. Comme les sinus des angles sont positifs, les inégalités de
6.3.1 donnent, dans tous les cas :
—cosa > cosbcosc — sinbsinc

ou encore cos(m — a) > cos(ng c). Si b + € est plus grand que 7 le résultat
est évident et sinon il résulte de la décroissance?® de la fonction cosinus sur

[0, 7].

2. Il s’agit des angles non orientés de demi-droites, bien entendu.
3. Le lecteur ne manquera pas de noter les similitudes des calculs qui suivent avec ceux
qui ont mené a 'inégalité triangulaire.
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at+b+c= 232,60 ° atb+e= 201,67 °
- a=65,80° b=81,13° ¢=85,67° a=115,20° b=30,65° ¢=55,82°

e d

\\\
\
\
r
N /
\\\ -
FIGURE 6.2 — Dans le plan elliptique, la somme des angles d'un triangle est
plus grande que 7 (& gauche un triangle de type 1, a droite un triangle de

type 2)

T . \ ‘e

6.3.2 Classification des triangles

Notons d’abord le lemme suivant :

6.3.3 Lemme. Si un triangle abc de E admet deux angles droits il est de
spin nul. Inversement, si un triangle de spin nul admet un angle droit, il en
a deux.

Démonstration. On a par exemple a = b= /2, donc cosa = cosb = 0.
Si abc est de spin non nul, cela contredit les inégalités strictes de 6.3.1. La
deuxiéme assertion vient de la formule cosa = — cosbcosec.

La proposition suivante énumere tous les types possibles de triangles. On
trouvera les diverses figures soit ci-dessus en 6.2 pour les types 1 et 2, soit
ci-dessous en 6.3 et 6.4 pour les triangles de spin nul ou rectangles ou enfin
en 6.7 au paragraphe suivant pour les triangles de type 3 (spin négatif).

6.3.4 Proposition-Définition. Soit abc un triangle de E. On note a,@,a
ses angles de demi-droites.

1) Si abe est de spin positif, il y a trois cas :

e soit les trois angles sont aigus, (triangle de type 1),

e soit l'un des angles est droit et les deuxr autres aigus (triangle rec-
tangle ordinaire),

e soit l'un des angles est obtus et les deur autres aigus, (triangle de

type 2).
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2) Si abe est de spin nul, avec b, ¢ orthogonaux et la convention de 5.5.11,
il y a trois possibilités :

e les angles en b,c sont aigus et l'angle en a obtus (triangle de spin
nul ordinaire),

e ['un des angles en b, c est droit et 'autre aigu, l’angle en a est droit lui
aussi (triangle birectangle),

e les trois angles sont droits (triangle autopolaire).

3) Si abe est de spin négatif, ses trois angles sont obtus (triangle de
spin négatif ou de type 3).

Démonstration. 1) Si deux angles, disons a et 5 sont obtus ou droits et si
C est aigu, cela contredit lmegahte cosa + cosbcosc > 0. Si les trois angles
sont obtus ou droits avec 7/2 < ¢ < b<a,onacosbcos? < | cos b| < |cosal
et cela contredit encore la méme inégalité.

2) Cela résulte de I'égalité cos@ = — cos bcos e,

3) Dans le cas de spin négatif, avec les inégalités du type cos G-+cosbcos? <
0 on élimine aussitot le cas de trois angles aigus et de deux obtus et un
aigu. Si on suppose a et b aigus et ¢ obtus, avec, disons, @ < b, on a
| cosbeostc] < cosb < cosa et cela contredit encore I'inégalité ci-dessus.

NN Z
N ]
NGl

/ /

FIGURE 6.3 - Triangle rectangle ordinaire (a gauche) et ordinaire de spin nul
(& droite)

D’autres inégalités

6.3.5 Proposition. Soient abc un triangle de E.
1) Si abe est de spin > 0, la somme de deux quelconques des angles du
triangle est < .
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ab=ca=bc= 90°

FIGURE 6.4 — Triangle birectangle (& gauche) et autopolaire (a droite)

2) Si abe est un triangle de spin nul ordinaire, la somme de deux de ses
angles est < . R R R
3) St abe est de spin <0 onaa+b—c<m, a—b+c<m, —at+b+c<m.

Démonstration. 1) Le cas d’un triangle de type 1 est évident ainsi que celui
d’un triangle rectangle. Pour un triangle de type 2 avec @ obtus et b et c
aigus, I'inégalité cosa > — cos b cos ¢ implique cosa > — cosb, soit a < 7w — b
et le résultat. Le raisonnement est analogue pour un triangle de spin nul
ordinaire en utilisant la relation cosa = — cos b cosc.

3) Montrons par exemple a +b — ¢ < 7. On a, par 6.3.1, cosbcos¢ +
sinbsin¢ > — cos@ soit cos(b — ¢) > cos(m — @) donc, par décroissance du
cosinus, b — ¢ < m — a et le résultat.

Les résultats précédents donnent aussitot une classification des triangles
selon la somme de leurs angles :

6.3.6 Corollaire. 1) Un triangle abc est de spin positif, ou de spin nul
ordinaire, ou birectangle si et seulement si la somme de ses angles est < 3w /2.
2) Un triangle est autopolaire si et seulement si la somme de ses angles
est égale a 3m/2.
3) Un triangle est de spin négatif si et seulement si la somme de ses
angles est > 3m/2.

6.3.3 Triangles, spin et polarité

Dans tout ce paragraphe on désigne par 1" un triangle abc du plan ellip-
tique E et 7" son triangle polaire (ou dual) a'b'c avec @/ =bAc,V =cAa
et ¢ = a Ab. On sait que les longueurs des cotés de abc sont les angles de
droites de a'b'c’ et vice-versa. La premiere remarque est donc évidente avec
1.3.10 et 1.2.6 :
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6.3.7 Proposition. 1) La somme des longueurs des cotés de T (resp. T")
est égale a la somme des angles (de droites) de T" (resp. T).
2) Le dual d’un triangle de spin nul est un triangle rectangle et vice-versa.

Avec les angles de demi-droites, les choses sont un peu plus complexes :

6.3.8 Proposition. On reprend les notations de 6.3.4. La dualité échange
les triangles de types 1 et 3, elle laisse invariant [’ensemble des triangles de
type 2, elle échange les triangles rectangles ordinaires et les triangles de spin
nul ordinaires, elle laisse invariant [’ensemble des triangles birectangles et
elle laisse invariant chaque triangle autopolaire.

Démonstration. Le cas des triangles autopolaires est évident car ils vérifient
a = d,b=10,c = . Pour les triangles birectangles, on note qu’ils sont
caractérisés par le fait d’étre a la fois rectangles et de spin nul, propriétés qui
s’échangent par dualité.

Supposons T de type 1 et montrons que 7" est de spin négatif. Dans
S(bAc,cNa,aNb) interviennent alors les termes p(a Ab,cAa), etc. qui sont
les opposés de ceux qui interviennent dans les angles de demi-droites. Or, ces
angles sont aigus, de sorte que p(a Ab,a Ac), par exemple, est > 0, donc
w(laNb,cNa) <0 et le spin est < 0. Le méme raisonnement donne le cas ou
le triangle T est de spin < 0.

Pour le cas des triangles de type 2, on peut supposer ¢(a,b), ¢(c,a) et
(b, c) > 0 et, par exemple, @ et b aigus et ¢ obtus. En vertu de 5.5.7 les trois
produits p(da’, '), p(d,d’), oV, ) sont positifs, de sorte que 7" = a’b'c est
de spin > 0. De plus, on calcule avec la formule du double produit vectoriel
(voir 1.2.6) @’ AV = dc, ' N = dbet ¢ ANV = da avec § = [a,b,c]. On en
déduit que les angles en o', b’ sont aigus et ’angle en ¢’ obtus.

Le cas des triangles rectangles ou de spin nul ordinaires se déduit des

précédents par disjonction des cas.

FIGURE 6.5 — Triangles de type 1 (& gauche) et 2 (a droite) et leurs polaires
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6.3.9 Remarque. Dans le cas des triangles de type 2 on notera que c’est
I’angle en le pole ¢ du coté opposé a I'angle obtus ¢ qui est obtus.

6.3.10 Remarque. On retrouve le fait que la somme des angles d'un triangle
T = abc de E est > w. En effet, c¢’est clair si T est a spin < 0 et la somme
Y. est méme > 3m/2. Si T est a spin > 0 avec des angles aigus, les angles de
demi-droites de T" sont aussi des angles de droites, donc ce sont les longueurs
des cotés de T”. Comme ce triangle est a spin < 0, on sait, voir 6.1.7, que la
somme de ses longueurs est > 7.

Il reste le cas d'un triangle a spin > 0 avec un angle obtus. Notons @, b,c
les angles de droites de T et @, b, ses angles de demi-droites et supposons
Cobtus. Onadonc ¢ =7—¢ dou X =a+b+¢=a+b— ¢+ . Mais,
les angles de droites sont les longueurs du triangle dual et on a donc, par
I'inégalité triangulaire, ¢ < @ + b, d’oll le résultat.

6.3.4 Spin et classification topologique des triangles

Dans ce paragraphe, nous donnons une interprétation topologique de ce
¢(b, c) (¢, a) p(a,b)
2(@)q(b)a(c)
cas de la géométrie elliptique. Ces explications devraient rendre plus trans-
parentes les figures rencontrées ci-dessus. Tout provient du fait que — pour
des raisons de respect pour Fuclide peut-étre obsoletes — mnous travaillons
dans le plan projectif et non sur la sphere unité et qu’entre les deux il y a un

revétement de degré 2.

nouvel invariant qu’est le spin S(a,b,c) = » dans le

Rappelons qu’on note d(a, b) ou encore ab la distance sur E, voir 5.1.7 et
0 la distance sur la sphere, voir 5.1.3.

Rappels de topologie

Nous aurons besoin des deux résultats suivants, qui sont des cas parti-
culiers de théoremes généraux sur les revetements qu’on pourra trouver par
exemple dans [Gra71]. Le lecteur est supposé avoir une certaine familiarité
avec les notions de lacet, d’homotopie et de simple connexité. En particulier
on utilisera le fait que la spheére S? est simplement connexe.

On appelle p la projection de S? dans E = P?(R). On dit qu'une appli-
cation f : X — E se releve en fA: X — S%sion apOf: f

6.3.11 Proposition. Tout lacet 7 d’origine a de E se reléve dans S?, de
maniere unique, en un chemin v d’origine a et dont [’extrémité est soit a
(auquel cas le relévement est un lacet), soit —a.
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6.3.12 Proposition. Si on a un relevement comme ci-dessus et une homo-
topie H de E joignant 7 a un lacet 5, H se reléve, de maniére unique, en
une homotopie H de S? joignant v & un chemin ~' qui reléve '

6.3.13 Corollaire. Un lacet 7 de E est homotope a un point si et seulement
son relévement ~y est un lacet de S2.

Démonstration. En effet, si c’est le cas, comme S? est simplement connexe, ~y
est homotope a un point donc aussi son image. En revanche, si 7 se releve en
un chemin ~ joignant a a son antipode, il ne peut étre homotope a un point.
En effet, on aurait alors une homotopie de lacets H(t,u) (donc vérifiant
H(0,u) = H(1,u) = a) avec H(t,0) = ¥(t), H(t,1) = ~/(t) out 7/ est un
chemin constant égal & @. Si on releve H en H avec H(t,0) = ~(t), les
fonctions continues H(t,1), H(0,u) et H(1,u) sont toutes a valeurs dans
{#a} donc constantes. On a donc a = v(0) = H(0,0) = H(0,u) = H(0,1) =
H(t,1)=H(1,1) = H(1,u) = H(1,0) = (1) = —a et c’est absurde.

Le résultat

La proposition suivante caractérise les triangles a spin > 0 :

6.3.14 Proposition. Soit ab¢ un triangle du plan elliptique E. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) On a S(a,b,¢) > 0.

2) On peut trouver des représentants a,b,c des points a, b, ¢ sur la sphére,
tels que les nombres p(b,c), v(c,a), ¢(a,b) soient > 0.

3) Il existe un triangle sphérique qui se projette sur @bc et dont les longueurs
des cotés (pour la métrique § de la sphére) sont toutes < /2.

4) Le lacet abca de E, obtenu en parcourant successivement les cotés in-

trinséques [ab], [be], [ca] du triangle, voir 5.4.6, est homotope a un point.

Démonstration. On note que les conditions assurent que les points ne sont
pas orthogonaux. Montrons 1) = 2). Quitte a changer de représentants, on
peut supposer g(a) = q(b) = q(c) = 1, et, quitte a changer b et ¢ en leurs
opposés, supposer que ¢(a,b) et p(a,c) sont > 0. Comme le triangle est de
spin > 0 on a aussi ¢(b,c) > 0, ce qui prouve 2). La réciproque est triviale
et ’équivalence de 2) et 3) vient de 5.1.9.

Montrons 3) == 4). Considérons le lacet 7 = abca de la sphere formé des
arcs mineurs joignant ces points. En vertu de 5.4.12.1, il se projette sur le
lacet intrinseque 7 de E. Comme la sphere est simplement connexe, le lacet
v est homotope a un point donc aussi son image 7.
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FIGURE 6.6 — Les deux formes des triangles de spin positif du plan elliptique
(on n’oubliera pas que les points diamétralement opposés sont identifiés)

~
a

FIGURE 6.7 — Les deux formes des triangles de spin négatif

/ | \

Montrons enfin 4) = 3). On considere le lacet abca de E formé des
segments intrinseques. On reléve ce lacet dans S? et, comme ce relévement
est unique, on peut choisir a chaque étape de relever le segment en un arc

mineur. On reléve donc [@b] en un arc mineur ab (une fois choisi le point a, le
point b est imposé par la condition ¢(a,b) > 0, voir 5.4.12.1), puis, & partir

de b, on releve [be] en I'arc mineur be (ce qui impose ¢ a cause de (b, ¢) > 0).
On doit alors relever ca, donc relever @ en ' = a ou @’ = —a, en imposant

que l'arc ca’ soit mineur, donc que ¢(c,a’) soit positif. Si le spin est positif
c’est a qui convient, s’il est négatif, c’est —a. Comme on a supposé le lacet
homotope a un point, le relevement du lacet est un lacet (voir 6.3.13), donc
le spin est positif.

6.3.15 Remarque. On a encore une autre propriété tres frappante qui résulte
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d’un théoreme de Jordan et Schonflies : un lacet de E est non homotope
& un point (resp. homotope a un point) si et seulement si son complémen-
taire est connexe (resp. a deux composantes connexes). Il en résulte que
le complémentaire d’un triangle de spin < 0 est connexe, tandis que celui
d’un triangle de spin > 0 admet deux composantes. C’est cette propriété qui
permet de repérer aussitot sur une figure le signe du spin. On peut encore
noter qu'une droite projective coupe le lacet en 0 ou 2 points s’il est homotope
a un point et en un seul point sinon.

6.4 Les triangles du plan hyperbolique

Nous étudierons essentiellement les triangles du plan de Klein K. Comme
annonce, la somme des angles est cette fois plus petite que .

6.4.1 La somme des angles

6.4.1 Proposition. La somme des angles (de demi-droites) d’un triangle de
K est strictement plus petite que .

Démonstration. On montre d’abord que la somme de deux angles est < 7 :
6.4.2 Lemme. Si abc est un triangle de K on ab+o<m.

Démonstration. (du lemme) On écrit les formules issues de 6.2.4 : cosb +
cosacosc = sinasincch f et cos¢ + cosacosb = sinasinbchy et on les
ajoute. On obtient :

(COS/Z;-f— cos¢)(1 4 cosa) =sina (sincch g + sinb ch v).

Comme le triangle n’est pas aplati, le second membre et la quantité 1+ cos@
sont strictement positifs et on en déduit cos b+ cose > 0, soit encore cos b>
—cos¢ = cos(m — ¢) et comme ces quantités sont dans [O, 7|, la décroissance
de la fonction cosinus donne le résultat.

Revenons & la proposition. La formule de 6.2.4 s’écrit — cosa = cos b cos o—
chasinbsin¢ et, comme on a cha > 1, on en déduit — cos@ = cos(m — @) <
cos(b+ ). Comme 7 — @ et b+ ¢ sont dans [0, 7], on conclut encore grace a
la décroissance du cosinus.
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a+b+c=72,39° — _at+b+c=12791"°

/ 101,7° a \

FIGURE 6.8 — Dans le cas hyperbolique la somme des angles d'un triangle
est plus petite que 7

6.4.2 Le spin

Dans le cas de la géométrie hyperbolique, si [’on se cantonne au plan de
Klein K, le spin S(a,b,c), qui n’intervient que par son signe, est trivial en
vertu de 2.4.9. L’invariant spin n’est toutefois pas dénué d’importance en
géométrie hyperbolique. En effet, comme il n’est pas trivial dans la partie
extérieure T, le spin angulaire garde sa pertinence dans K, par polarité.

6.4.3 Proposition. Soient a,b, c trois points de K. On a S(a,b,c) > 0 de

sorte que le spin est déterminé par les longueurs be, ca, ab : S(a,b,c) =
ch bcch ca ch ab.

Démonstration. Avec les conventions usuelles (voir 2.4.8 et 2.4.9), q(a), ¢(b)
et g(c) sont négatifs ainsi que (b, ¢), p(c, a) et p(a,b). La derniere assertion
vient de 4.5.2 et 5.1.14.

Dans le cas d’un triangle extérieur en revanche, le spin a un sens. Cette
remarque est importante, méme si l'on ne s’intéresse qu’a ce qui se passe
dans K, car un triangle extérieur est le dual d’un triangle de K et son spin
n’est autre que le spin angulaire de ce triangle, lequel a un sens géométrique
tres simple :

6.4.4 Proposition. Soit abc un triangle de K, A = (bc), B = (ca), C' = (ba)
ses cotés, a’ =bAc, b = cAa, ¢ = aNb leurs poles. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Le spin angulaire S*(A, B,C) est > 0.

2) Le spin du triangle polaire S(a’,b', ') est > 0.

3) Le triangle abc a deux angles (de demi-droites) aigus et un obtus.

Il en résulte qu’un triangle hyperbolique est de spin angulaire négatif (resp.
nul) si et seulement si il admet trois angles aigus (resp. s’il est rectangle).
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Démonstration. 1’équivalence de 1) et 2) est évidente car on a p*(A, B) =
p(a’,b'), etc. Pour le point 3), on a un lemme :

6.4.5 Lemme. Soient a,b,c des points distincts de K ou E. On pose a’ =
bAc,V =cMNa, d =anNbetA=bANc, B=cNa, C=aAb. Ona
la formule : —cosacosbeose = S(a',V,c) = S*(A, B,C) ou a,b,c sont les

angles de demi-droites du triangle abc.

Démonstration. (du lemme) Rappelons que 'angle des demi-droites [ab) et

Ab.a AN
[ac) a pour cosinus la quantité : I ([ab), [ac)) = planb anc)
Vala Ab)gla Ac)
nus est donc du signe opposé a (', ). Comme ¢(a’), q(b'), (') sont positifs,

la formule en résulte.

. Ce cosi-

Pour terminer la preuve de la proposition, on note que le spin S(a’, ¥/, ¢’)
est positif si et seulement si abc admet trois angles obtus ou un obtus et deux
aigus. Comme il a au plus un angle obtus puisque la somme des angles est
inférieure a 7 (voir 6.4.1), la conclusion s’impose.

Pour une caractérisation topologique du spin d'un triangle extérieur, voir
exercice 6.10.3.

6.5 Premier paramétrage de ’espace des tri-
angles : le troisieme cas d’isométrie

Nous avons vu en 4.5.3 qu'un systeme complet d’invariants pour un tri-
angle comprend essentiellement, une fois imposés les signes des points, les
trois longueurs des cotés et le spin. Nous examinons ce que donne ce pa-
ramétrage dans les deux géométries réelles. Le lemme suivant permettra de
traiter certains cas dégénérés :

6.5.1 Lemme. Soient a,b deux points distincts de P(E) tels que la droite
(ab) soit non isotrope. Soient ¢, € (ab). On suppose qu’on a des représentants
de ces points vérifiant p(a,c) = p(a, ) et p(b,c) = p(b, ). Alorsonac= .

Démonstration. On écrit ¢ = Aa + pub et ¢ = Na + p'b et on a les équations
(A = XNgla) + (n = p)pla,b) = 0 et (A = XN)p(a,b) + (1 — p)q(b) = 0. le
déterminant de ce systéme n’est autre que g(a)q(b) — p(a,b)? c’est-a-dire le
discriminant de ¢ en restriction a (ab). Il est donc non nul par hypothese,
d’ou le résultat.

227



6.5.1 Le cas de la géométrie elliptique réelle

Dans ce cas, on peut améliorer le résultat de 4.5.3 en incluant le cas des
points alignés, voire confondus :

6.5.2 Proposition. Soient a,b,c trois points de E. Un systéme complet
d’invariants pour ces points est donné par les trois longueurs a = be, f = ca,
v = ab et le signe € du spin S(a,b,c) (par convention on prend ¢ = 1 si le
spin est nul).

Démonstration. On se donne a,b,c et a’,b’, ¢ avec les mémes invariants. On
releve ces points en des vecteurs de E, notés de la méme facon et vérifiant
qgla) = -+ = q(d) = 1. On note déja que les points sont alignés (resp.
distincts) en méme temps (voir 5.1.12). Le cas a, b, ¢ non alignés résulte de
4.5.3. Le cas a = b = c est trivial. Supposons donc a,b, ¢ alignés et, par
exemple, a # b. On peut alors envoyer a sur a’ et b sur b’ en vertu de 4.3.2.
On est ainsi ramené au cas a = a’, b = b'. Les conditions d’égalité de longueurs
donnent p(a, c)* = p(a,d)? et p(b,c)* = (b, d)?. Quitte & changer ¢’ en —c’
on peut supposer p(a,c) = p(a,) et on a alors p(b,c) = p(b, ) grace a la
condition de spin. On conclut par 6.5.1.

Le corollaire suivant reformule cette proposition en termes de quotient
(I'indice [ dans ®; signifie, bien entendu, longueurs) :

6.5.3 Corollaire. Avec les notations précédentes, 'application ®; : E3 —
[0, 7/2]* x {+1, =1} qui a un triplet (a,b,c) associe (o, 3,7, ¢€) induit une
application injective ®; : E3/PO(q) — [0,7/2]® x {+1,—1}.

Discussion de la condition de spin

On notera que, dans le cas elliptique, la condition de spin est incontour-

nable. En effet, nous verrons ci-dessous, voir 6.5.5 que, si on se donne des
longueurs de cotés «, 3,7, de telle sorte que le périmetre o + 5 + v soit
supérieur a ), il existe deux types de triangles abc avec be = «, ca = 3, ab =
v, I'un de spin positif, I'autre de spin négatif. Cela montre que le troisieme
cas n’est pas vrai sans le spin puisque ces triangles ne sont pas isométriques
(ils sont méme différents topologiquement, voir 6.3.14). Voici deux exemples,
I'un par le calcul, autre par I'image (voir aussi 6.10.8) :
6.5.4 Exemple. On prend a = o’ = (0,0,1), b =0 = (0,1,1), ¢ = (v,0,1)
et ¢ = (/7% —4,—-2,1) (pour cela il faut évidemment avoir |y| > 2). On a
q(c) = q(d) = v*+ 1, p(a,c) = p(a,d) = 1, mais p(b,c) = 1, tandis que
(b, ) = —1. On a donc les conditions de 4.5.3 a 'exception de la condition
de spin et il n’existe pas d’isométrie échangeant les triangles abc et abc'.
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La figure ci-contre montre deux tri- ac=ac=75,14 °

angles avec le coté [ab] commun mais
deux sommets ¢, distincts. Ces tri-
angles ne sont pas isométriques mais
ont tous leurs cotés égaux. Le triangle
violet (resp. orange) est de spin > 0
(resp. < 0). Les distances sont ici me-
surées en degrés. Le point ¢ est a I'in-
tersection des cercles de centres a,b
passant par ¢, voir chapitre suivant.

be=bc'= 83,13 °

FIGURE 6.9 — Le troisieme cas d’isométrie en défaut

Construction de triangles

Nous étudions maintenant 'image de ®; en nous limitant au cas des vrais
triangles. On note Tg l'espace des triangles, i.e. les triplets (a,b,c) € E?
formé de points non alignés. Pour I'image de E3 tout entier, voir exercice
6.10.10.

6.5.5 Proposition. L’image €); de ’espace Tg des triangles par ®; est cons-
tituée des quadruplets (c, B,7;€) de l'un des deux types suivants :

1)e=1, a,8,7€]0,1/2] et |B —7| < a < B+~ (inégalité triangulaire),
2)e=—1,a,p,v€]0,m/2[ et a+ L+ >m.

6.5.6 Remarques.

1) On rappelle que lorsque le spin du triangle est nul (i.e. lorsqu'un des
nombres «, 3,y vaut m/2) on a convenu de poser € = 1. On aurait tout aussi
bien pu poser € = —1 et les triangles en question seraient obtenus au point
2). D’ailleurs, topologiquement, 'image est formée de deux sous-espaces qui
se recollent sur les triangles de spin nul, voir 6.10.9.

2) Bien entendu l'inégalité triangulaire avec « implique celles avec [ et 7.
De plus, la condition o + 8 + v > w implique I'inégalité triangulaire.

3) On notera qu’il y a a la fois des triangles de spin positif et de spin négatif
qui vérifient oo + 3 4+ v > m ce qui montre, une nouvelle fois, la nécessité de
I'invariant spin.

4) On voir apparaitre ici une partition entre trois types de triangles : ceux de
spin négatif, ceux de spin positif avec a + 5+ v < 7w (resp. > 7). Attention,
pour les triangles de spin positif, cette dichotomie n’est pas la méme que celle
entre triangles de types 1,2 de 6.3.4.

Démonstration. Que les conditions soient nécessaires résulte de 5.1.12, 6.1.6
et 6.1.7. Réciproquement, si on se donne (a, 3,7;€) € €, on considere a =
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(1,0,0), b = (cos~y,sin~,0), ¢ = (cos 3, cos @ sin 3, sin f sin 3) ou 6 désigne un
réel* de |0, 7r[. Il est clair que a, b, c sont sur la sphere et qu'on a ¢(a,b) =
cos, p(a,c) = cos B, donc ab = 7y et ac = (. Si € est égal a 1, il s’agit de
montrer qu’on peut trouver une valeur de 6 pour avoir ¢(b,c) = cosa. On

cos a — cos [ cosy i
et on trouve un 6 convenable si le second

doit avoir cos = - -
sin 3 sin vy
membre est strictement compris entre 1 et —1, donc si 'on a cos(5 + ) <

cos a < cos(f8 — ), ce qui résulte de I'inégalité triangulaire °.

Dans le cas e = —1, il s’agit de trouver 6 pour avoir ¢(b, ¢) = — cos «, soit
— cosa — cos (3 cos
cosf = . _ Peosy, Cette fois on a a vérifier I'inégalité cos(S+7) <
sin 3 sin y

—cosa < cos(ff — ). Comme «, 3, sont dans |0, 7/2[, la seule relation non
évidente est cos(f +v) < —cosa = cos(m — «) qui vient de o + 5+ > 7.

6.5.7 Remarque. L'image de I'espace des triangles de spin négatif (resp. posi-
tif) est un tétraedre (resp. un double tétraedre) dans 'espace de dimension 3
des parametres «, 3,7. On peut montrer que ®; induit un homéomorphisme
de Tg/PO(q) sur la somme connexe de ces deux solides, recollés selon I'image
des triangles de spin nul, voir 6.10.9.

6.5.8 Remarque. On peut aussi utiliser les triangles de spin < 0 pour don-
ner des exemples de triangles “pseudo-rectangles”, c’est-a-dire de triangles
vérifiant la relation I(b, c) = I(a, b)I(a,c), soit g(a)?¢(b, c)* = p(a, c)*o(a, b)?,
avec la variante opposée a Pythagore : g(a)p(b, c) = —p(a, c)p(a,b).

Avec la paramétrisation ci-dessus, a = (1,0,0), b = (cos~,sin~,0), ¢ =
(cos B, cos @ sin B,sinfsin ), le triangle abe est pseudo-rectangle si 1'on a
cosf) = —2cotan Scotan~y (par exemple 8 = v = 7/3 et § = Arccos %2)
Attention, on ne peut pas définir de droites pseudo-perpendiculaires, voir

6.10.7.

6.5.2 Le cas de la géométrie hyperbolique réelle
Le troisieme cas d’isométrie et les triangles de K

Nous avons vu en 6.4.3 que pour des points de K le spin est déterminé par
les longueurs, de sorte qu’on peut I'oublier dans le troisieme cas d’isométrie
4.5.3. On peut d’ailleurs, comme dans le cas elliptique, améliorer un peu le
troisieme cas d’isométrie en incluant les cas d’alignement :

4. On notera que # n’est autre que 'angle bac.
5. Le lecteur vérifiera que le point donné ci-dessus convient aussi pour les cas de spin
nul, i.e. a, 8 ouy =m7/2.
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6.5.9 Proposition. Soient a,b,c trois points de K. Un systéme complet
d’invariants pour ces points est donné par les trois longueurs o = be, f = ca,
v = ab.

Démonstration. Elle est analogue a celle de 6.5.2 en utilisant 5.1.16.

6.5.10 Corollaire. Avec les notations précédentes, lapplication ®; : K3 —
(R™)3 qui a a,b,c associe a, 3,7 induit une application injective sur le quo-

tient ®; : K3/ PO(q) — (R*)3.

On détermine maintenant 'image de ®;. Comme dans le cas elliptique,
on se limite aux vrais triangles (trois points non alignés) :

6.5.11 Proposition. Soit Tk [’espace des triangles de K. L’image €1 de
Tk par ®jest l'ensemble des triplets (o, 8,7) de nombres réels positifs qui
vérifient l'inégalité triangulaire : | —v| < a < [+ 7. C’est lintérieur du
triedre défini par les trois plans a = B+, =7+ a et y=a + (.

Démonstration. La nécessité de la condition a été vue en 6.1.12. Pour la
réciproque, on utilise la paramétrisation de K vue en 2.4.10. On prend a =
(0,0,1), b = (thv,0,1) et ¢ = (thBcosf,thBsinb, 1) avec 6 €]0,7[. On a
alors g(a) = —1, q(b) = th*y — 1 = ) q(c) = th?p -1 = 075
o(a,b) = p(a,c) = —1 et p(b,c) =thFthy cosfd — 1. On en déduit I(a,b) =
ch?y et I(a,c) = ch?B, d’ott ab = v et ac = .

Comme on a I(b,c) = (th Bth~ cosf —1)%ch?Bch?y | il reste & trouver 6
pour réaliser ch o« = ch fch~y — sh fsh~ycosf. Il faut pour cela que cos 6 soit
dans | — 1, 1] ce qui signifie ch (8 — ) < cha < ch (8 + ) et cela résulte de
I'inégalité triangulaire.

9

Triangles extérieurs ou mixtes et condition de spin

En revanche, pour des triangles extérieurs ou des triangles mixtes, la
condition de spin est nécessaire. Voici deux exemples de triangles admettant
des cotés de méme “longueur” mais non isométriques. On se reportera a
6.10.3 et 6.10.8 pour des précisions.

6.5.12 Ezxemple.

1) On prend a = o’ = (1,0,0), b =¥ = (1,1,0), ¢ = (z,y,1). Le triangle
abc est extérieur © si on a les conditions y* > 1 et (y — x)* > 2. On suppose
de plus x,y > 0, de sorte que abc est un triangle de spin > 0. Le nombre
p = 4% + 4day + 1 est positif, on appelle A la racine carrée positive de 1/pu.

6. Au sens ou les droites (bc), (ca) et (ab) sont entierement contenues dans T.
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Si on considere ¢ = (2,4, 1), avec 2’ = \x et ¢y = —Ay — 2Az, le triangle
abc’ vérifie les conditions de 4.5.3 a I'exception de la condition de spin et il
n’est donc pas isométrique a abe.

2) Voici un autre exemple, avec deux points dans K et un dans T : a =
(0,0,1), b = (1/2,0,1), tous deux dans K, ¢ = (0,5,1) et ¢ = (4,3,1)
dans T. On a ¢q(c) = q(¢) = 24, p(a,c) = p(a,d) = —1, p(b,c) = —1
et ¢(b,) = 1. On a ainsi les égalités des invariants I, mais pourtant pas
d’isométrie puisque les spin sont de signes opposés.

6.6 Le troisieme cas d’isométrie, version angles

Nous avons vu dans le cas général, cf. 4.5.5, que deux triangles qui ont
les mémes angles de droites (et le méme spin angulaire) sont isométriques,
phénomene tres différent du cas euclidien : la notion de triangles semblables
n’existe pas en géométrie non euclidienne. Dans cet énoncé, la condition
de spin angulaire est essentielle en géométrie elliptique (c’est évident par
polarité), mais aussi lorsque A, B, C' sont les c6tés d’un triangle abe du plan
hyperbolique de Klein K. En effet, dans ce cas, le triangle polaire est extérieur
et on a vu que le troisieme cas d’isométrie est en défaut si 'on omet la
condition de spin, cf. 6.5.12. On peut d’ailleurs facilement produire un contre-
exemple directement dans K. On prend un triangle abc dont les trois angles
de deml droites vérifient b—l—c < @ et on construit a’b'c’ avec @’ = T — a, =
et d =¢ Commeonad+b+¢c < 7, un tel triangle existe en vertu de 6.7.7.
Les deux triangles abc et a’b'c’ ont alors mémes angles de droites, mais des
spin angulaires différents car I'un admet un angle obtus et pas I'autre, voir
6.4.4.

Nous allons voir cependant que sur R la condition de spin peut étre
oubliée, a condition de travailler avec les angles de demi-droites. Cela va
nous conduire a une deuxieme paramétrisation de I’espace des triangles.

6.6.1 Variante avec les angles de demi-droites : le cas
elliptique

Le critére

Rappelons que si abc est un triangle de E, ses angles de demi-droites sont
définis par 5.5.7, sauf a priori si abc est de spin nul, auquel cas on les définit
par la convention 5.5.11.
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6.6.1 Proposition. Soit abc un triangle du plan elliptique E. Un systéme
complet d’invariants pour ce triangle est formé des trois angles de demi-
droites A = bac, p = cba, v = ach.

Démonstration. Comme les points sont distincts, on peut considérer les droites
A = (be), B = (ca) et C = (ab) qui déterminent a, b, c. On utilise alors 4.5.5.
Les conditions sur ¢* sont évidentes car la forme ¢ est positive. Celles sur
I* résultent des formules du type I*((ab), (ac)) = I ([ab), [ac))? = cos? bac.
Enfin, le spin angulaire, qui n’est autre que le spin du triangle dual, est
déterminé par les angles de demi-droites : il est négatif si et seulement si le
triangle est de type 1 (trois angles aigus), voir 6.3.4. Notons que cette preuve
vaut aussi si le triangle est de spin nul. En effet, si on a deux triangles abc et
a't'd, 'égalité de leurs angles montre qu’ils sont de spin nul en méme temps
(a cause de la relation cosa@ = — cosbcosc, voir 6.2.3). Dans ce cas, on sait
que leur spin angulaire est > 0 et on conclut comme précédemment.

6.6.2 Corollaire. Soit T [’espace des triangles de E. Avec les notations
précédentes, application @, : T _>]O’7L[3 qui a un triplet (a,b,c) associe
(\, i, v) induit une application injective ®, : T /PO(q) —]0, 7[>

6.6.3 Remarque. On prendra garde que si les points ne sont pas distincts les
droites n’existent plus et que s’ils sont alignés, les droites ne déterminent pas
les points, de sorte que le critere est faux (si on prend a quelconque dans [be],

onaa=mb=c=0).

Construction de triangles

Il s’agit de préciser I'image de ®,, autrement dit de savoir a quelle condi-
tion on peut construire un triangle d’angles donnés. Le résultat est un peu
plus délicat qu’il n’y parait au premier abord et il sera prouvé dans la section
suivante. Nous indiquons seulement ici des conditions nécessaires.

6.6.4 Notation. On note , 'ensemble des triplets (), u,v) de |0, 7[> qui
vérifient 'une des conditions suivantes :

1) A, u, v sont aigus ou droits (i.e. dans |0,7/2]) et on a A+ pu+v >,

2) A\, i, v sont obtus, on a |cos A| > cospcosv et les deux autres relations
analogues,

3) I'un des angles, disons A, est obtus ou droit, les autres sont aigus ou droits
etona A+ p+v>met|cosA| < cospcosy.

-~

6.6.5 Lemme. Soit abc un triangle de E. L’image (A, u,v) == (a,b,c) de
abc par ®, est dans €.

Démonstration. La relation A+ pu+ v > m a été vue en 6.3.2 et celles sur les
cosinus résultent de 6.3.1.
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6.6.2 Variante avec les angles de demi-droites : le cas
hyperbolique

6.6.6 Proposition. Soit abc un triangle du plan hyperbolique K. Un systeme
complet d’invariants pour ce triangle est formé des trois angles de demi-
droites A = bac, p = cba, v = ach.

Démonstration. Comme les points sont distincts, on peut considérer les droites
A = (bc), B = (ca) et C = (ab) qui déterminent a,b, c. On utilise alors 4.5.5.
Les conditions sur ¢* sont évidentes (la forme ¢ est négative sur K). Celles

sur I* résultent de la formule I*((ab), (ac)) = I ([ab),[ac))?. Enfin, le spin
angulaire est déterminé par les angles de demi-droites en vertu de 6.4.4.

6.6.7 Corollaire. Soit Tk [’espace des triangles de K. Avec les notations
précédentes, Uapplication ®, : Tx —|0, 7[> qui a un triplet (a,b,c) associe
(A, i, v) induit une application injective @, : T /PO(q) —]0,7[>. L’image de
®, est contenue dans 'ouvert 2, formé des triplets qui vérifient \A+u+v < .

Démonstration. La condition sur 'image vient de 6.4.1.

6.7 Al-Kashi et les deux paramétrages

L’objectif de ce paragraphe est de montrer que I'image du paramétrage
angulaire ®, dans le cas des géométries elliptique et hyperbolique est égal a
I'ensemble ™ Q, défini ci-dessus. Cela va se faire & 'aide du paramétrage @,
par les longueurs d’une part et des formules d’Al-Kashi d’autre part. Pour
cela nous avons besoin de formuler plus précisément le lien entre ces diverses
formules.

6.7.1 Les applications F et GG

6.7.1 Rappel. Rappelons (voir 6.5.5 et 6.5.11) que I'image 2, de 'espace
des triangles par le paramétrage ®; est égale :
e dans le cas elliptique, a I’ensemble des quadruplets («, 5,7; €) qui vérifient
a)e=1,(a,8,7) €)0,7/2P et |8 — 7| <a < B+,
b) e =—1, (a, 8,7) €]0,7/2[* et a + B+ >,
e dans le cas hyperbolique, & 'ensemble des triplets (a, 3,7) € (R™)3 qui
vérifient | — | < a < B+ 7.

7. On note cet ensemble de la méme maniere pour les deux géométries, mais bien
entendu ce n’est pas le méme : dans le cas elliptique la somme des angles est plus grande
que 7 et c’est le contraire pour le cas hyperbolique.
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6.7.2 Proposition-Définition. (L’application F)
€ COS v — €Oos 3 cos 7y

1) (Cas elliptique) La formule cos A = et les formules

sin 3 siny

analogues obtenues par permutation circulaire définissent une application F

de  dans |0, 7[> qui a (o, B,v;¢€) associe (A, j,v).

ch Bchy — cha
sh Bsh

analogues obtenues par permutation circulaire définissent une application F

de Q dans |0, 7[> qui a (o, B,7) associe (N, u, V).

et les formules

2) (Cas hyperbolique) La formule cos A =

Démonstration. La seule chose a vérifier c’est que cos A et les autres sont
dans | — 1, 1] et c’est immédiat avec la définition de €2;.

6.7.3 Proposition. Sur l’espace T = Tg ou Tk on a la formule Fo®; = ®,.

Démonstration. C’est exactement ce que dit la formule d’Al-Kashi, voir 6.1.4
et 6.1.11.

6.7.4 Corollaire. L’image de F est contenue dans €, (notations de 6.6.4
et 6.6.7).

Démonstration. En effet, si (o, 5,7) est dans €, il est dans I'image de @y,
donc F(a, 3,7) est dans I'image de ®,, qui est contenue dans 2, (voir 6.6.5
et 6.6.7).

Il reste a montrer que €2, est I'image de ®, ce qui va se faire au moyen
de l'application G, inverse de F :

6.7.5 Proposition-Définition. (L’application G)
1) (Cas elliptique) Soit (A, p,v) € Q4. Si A\, u,v sont tous trois > 7/2

_ cos A + cos j4 cos v
on pose € = —1 et sinon € = 1. La formule cosa = € - - et
sin 4 sin v

les formules analogues obtenues par permutation circulaire définissent alors
une application G de Q, dans |0,7/2]> x {+1,—1} qui a (\,u,v) associe
(a, B, 5 €).

2) (Cas hyperbolique) Soit (A, pu,v) € Q,. On définit sur Q, une appli-
cation G qui a (\, u,v) associe (o, 3,7) € (R™)3 par la formule cha =
COS A + COS 4 COS V

et les formules analogues obtenues par permutation cir-

sin p sin v
culaire. Dans les deux cas, 'application G est a valeurs dans € et on a

FOG:Ian.

Démonstration. Nous traitons seulement le cas hyperbolique qui est plus fa-
cile, des indications pour traiter le cas elliptique sont fournies dans ’exercice
6.10.11. Comme (A, p,v) est dans Q, on a A+p+v <, donc p+v < m— A
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Comme ces nombres sont dans [0, 7], la décroissance du cosinus donne cos A+
COS A + COS [t COS V

cos pcos v > sin psinv, donc > 1 et cette quantité peut

sin p sin v
donc bien s’écrire ch o avec a > 0. Cela montre que G est bien définie. Pour
montrer qu’elle est a valeurs dans € il faut montrer 'inégalité triangulaire.

Montrons par exemple, a < 8 + 7, ou encore ch Schy — ch a + sh fshy > 0.

Un calcul facile donne sh?3 = avec

sin? A sin? v
N := cos® A + cos® ju + cos® v + 2cos A cos picos v — 1

et on note que cette quantité est symétrique en A, i, v. On en déduit sh fshy =

N
— avec D := sin® Asin g sin v. Un autre calcul facile donne ch Bchy —ch o =
N cos A

D
est clair avec N = sh?gsin? Asin?v. De plus, si on pose F(G(\, p,v)) =
ch fchy — cha ND cos A

= = A, dou N = A

sh Gsh ND cosA, ot

puisque ces nombres sont dans [0, 7]. On montre de méme les autres égalités
et on a bien F oG = Id.

Comme sous-produit du calcul précédent, on notera la jolie formule sui-
be

vante, analogue de la relation bien connue en géométrie euclidienne — =

S a

- On est donc ramené a montrer que (1 + cos \) N est positif, ce qui

(N, @/ V'), on a cos\ =

ca ab

Sin/b\ Sin/c\ ’
6.7.6 Proposition. Soit abc un triangle de K avec a = be, B = ca et v = ab.
On a la formule :

sha shf  shy

sina  gipnp sinc

Dans le cas elliptique, la formule est la méme avec les lignes trigonométriques

ordinaires : _ _ )
sinaw  sinf  sinvy

sind  gnp  sinc
6.7.2 Applications

Le corollaire suivant montre que ’espace des triangles, modulo isométries,
est en bijection a la fois avec €2 et §2,, ces espaces étant eux-mémes reliés
par les applications F' et G.

6.7.7 Corollaire. Dans le cas elliptique, comme dans le cas hyperbolique,
l'itmage de ®, est égale a §2,.
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Démonstration. Soit (A, u,v) € €, et posons (a, B,7) = G(A, , v). Comme
(o, B,7) est dans €, il existe un triangle T' = abe tel que @(T) = («a, S, 7).
On a alors F(®,(T)) = ®.(T) = F(G(\, u,v)) = (A, pu, v), cqfd.

Exemple : Dans le plan
hyperbolique il existe des
triangles admettant des
angles donnés pourvu que
la somme de ces angles
soit < m. Par exemple, il
existe un triangle (unique a
isométrie pres) admettant
les angles 7/7, w/3, 7/2,
voir figure ci-contre.

FIGURE 6.10 — Un triangle d’angles @ = 7/7, b = 7/3, ¢ = 7/2

Ce triangle donne naissance a un pavage du plan hyperbolique, voir figure
6.14. Ce pavage a été étudié par Klein et est intimement lié au groupe simple
d’ordre 168, voir [Kle79] ou ma page web :

http ://www.math.u-psud.fr/ perrin/conferences.html.

On peut aussi fabriquer des triangles équilatéraux d’angles (presque) quel-
conques :

6.7.8 Corollaire. En géométrie elliptique (resp. hyperbolique) réelle il y a
des triangles équilatérauxr avec trois angles de demi-droites égaur N = p =
v €]0, [ pourvu que l'on ait 3\ > (resp. < 7).

6.7.9 Remarque. Attention, dans le cas elliptique, les conditions : A+ pu+v >
T, A p—v < m, A—pu+v < met —A+u+v < 7, sielles sont nécessaires, ne sont
pas suffisantes. Par exemple, si on prend les angles de droites /4, 7 /6, 7/6 on
voit que seul le triplet (37/4,7/6,7/6) correspond & un triangle, les triplets
(5m/6,7/4,7/6) et (5w /6,57/6,3m/4), bien que vérifiant les quatre inégalités
précédentes ne vérifient pas les conditions sur les cosinus de 6.3.1.

6.8 Premier et deuxieme cas d’isométrie

Il s’agit cette fois des cas “mixtes”, ceur qui font intervenir a la fois
angles et cotés. Attention, les deuz cas possibles (deuz cotés et un angle ou
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FIGURE 6.11 — Deux exemples de triangles équilatéraux dans le plan hyper-
bolique

deur angles et un coté) sont duauz l'un de Uautre® si I'on utilise les angles
de droites, mais pas tout a fait avec les angles de demi-droites.

6.8.1 Le premier cas d’isométrie
Le critere

Tous les auteurs ne sont pas d’accord sur le nom des cas d’isométrie. Nous
appellerons “premier cas” celui qui met en jeu deux cotés et un angle.

6.8.1 Théoreme. Soit abc un triangle du plan elliptique E ou hyperbolique
K. Alors un systeme complet d’invariants pour abc est formé des longueurs
B =ca ety =ab et de l'angle de demi-droites® X\ = bac.

Démonstration. En vertu du troisieme cas, il suffit de montrer que les données
permettent de calculer la troisieme longueur o = bc et le signe du spin en
elliptique. Cela résulte de la formule d’Al-Kashi. En effet cette formule s’écrit,
selon le cas :

ecosa = cos fcosy+sinFsinycosA ou cha =chfchvy—shgBsh~y cosA.

La conclusion est évidente en hyperbolique. En elliptique, comme les lon-
gueurs sont dans [0,7/2], cosa est > 0 et la formule donne a la fois la
longueur « et le signe € du spin. (Si b ou ¢ est orthogonal & a on utilise
6.1.10.)

6.8.2 Remarque. Attention, le critere n’est pas valable si ’angle n’est pas
compris entre les cotés, voir exercice 6.10.12.

8. En hyperbolique il faut consentir a sortir du plan de Klein K.
9. Si, en elliptique, b ou c¢ est orthogonal a a, on utilise la convention 5.5.11.
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Existence de triangles : cas elliptique

6.8.3 Proposition. Soient 3,7 deux nombres de |0, 7/2] et soit A €]0,7[. 1l

——~

existe un triangle abc de E vérifiant ca = B, ab = et bac = \.

Démonstration. Le triangle donné par a = (1,0,0), b = (cos~,sin~,0) et
¢ = (cos B, cos Asin 3, sin Asin 3) convient.

6.8.4 Corollaire. L application'® @, : Tg —]0,7/2]*x]0, [ qui ¢ un tri-
angle abc associe (ac, ab,bac) induit un homéomorphisme de Tg/PO(q) sur

10, 7/2]?%]0, =[.
Démonstration. L’application qui a 3,7, A associe, a isométrie pres, le tri-
angle défini dans la preuve de 6.8.3 fournit I’application réciproque.

On notera que cette description de ’espace des triangles a isométrie pres
est sans doute la plus simple de toutes.

Existence de triangles : cas hyperbolique

6.8.5 Proposition. Soient 3, deux nombres > 0 et soit A €]0, «w[. Il existe
un triangle abc de K vérifiant ca = 3, ab = v et bac = \.

Démonstration. Le triangle donné par a = (0,0,1), b = (th~,0,1) et ¢ =
(th 5 cos A, th Gsin A, 1) convient.

6.8.6 Corollaire. L’application ®1, : Tk — (RT)?x]0,7[ qui a un tri-
angle abc associe (ac, ab, bac) induit un homéomorphisme de Tx/PO(q) sur
(R*)*x]0, (.

6.8.2 Le deuxieme cas d’isométrie

6.8.7 Théoreme. Soit abc un triangle du plan elliptique E ou hyperbolique
K. Alors un systeme complet d’invariants pour abc est formé de la longueur
a = be et des angles de demi-droites'! 1 = cba et v = acb.

Démonstration. En vertu de la variante du troisieme cas d’isométrie qui met
en jeu les angles de demi-droites, il suffit de montrer que le dernier angle est
déterminé. Or, on a les formules d’Al-Kashi :

cos A+cos pucosv = esin usinv cosa ou  cos A+cos pcos v = sin pusin v ch a,

10. La notation signifie longueur-angle-longueur.
11. Comme d’habitude, si certains points sont orthogonaux on applique la convention
5.5.11.
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qui montrent que A est déterminé par «, i, v (dans le cas elliptique, comme
€ intervient, il faut noter que la connaissance de deux angles détermine le
signe du spin : si les deux angles sont obtus le spin est < 0, sinon, y compris
dans le cas ou certains points sont orthogonaux, il est > 0, voir 6.3.4).

6.8.8 Remarque. Dans le cas euclidien, le critere est encore valable si le coté
n’est pas celui compris entre les deux angles. Cela vient du fait que la somme
des angles est égale a 7, de sorte que la donnée de deux angles détermine
le troisieme. Il n’en est plus de méme en géométrie non euclidienne. Dans le
cas elliptique on obtient un contre-exemple a partir d’un contre-exemple au
premier cas d’isométrie en passant aux triangles polaires. Pour la géométrie
hyperbolique, voir 6.10.13.

Existence de triangles, cas elliptique

6.8.9 Proposition. Soient o €]0,7/2] et p,v €]0, 7| des réels. Il existe un

~

triangle abc de E tel que oo =bc, p="b et v ="=¢.

Démonstration. On note que € est déterminé, on construit le triangle dual
a'b'd grace a 6.8.3 et 6.10.6 et on en prend le dual.

6.8.10 Corollaire. Le quotient Tg/PO(q) est homéomorphe a 10, 7/2]x]0, 7[2.

Démonstration. On utilise la dualité et 6.10.6 pour se ramener au cas de
deux longueurs et un angle.

Existence de triangles, cas hyperbolique

6.8.11 Proposition. Soient o un réel > 0 et p,v deux réels de |0, m[. On
suppose qu’on a sinpsinvcha < 1+ cospcosv. Alors, il existe un triangle
abe de K tel que a« =be, p="b et v =-=c.

Démonstration. L’hypothese permet de définir A €]0, 7 par la formule cos A =
— oS 1 cos v+ sin p sin v ch a et on vérifie qu’on a A+ pu+v < m. On applique
alors 6.7.7.

6.8.12 Corollaire. Le quotient Tx/PO(q) est homéomorphe a la partie
de R x]0,7[* formée des triplets (o, p,v) vérifiant sinpsinvcha < 1+
COS [4 COS V.

6.8.13 Remarque. La figure ci-dessous illustre I'importance de la condition
sinusinvcha < 1+ cospcosv : a ne doit pas étre trop grand.
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G 7

FIGURE 6.12 — On se donne deux angles (en b’ et ), que 'on reporte en b, c,
et la longueur be. Si be est trop grand il n’y a pas de triangle abc solution.

6.9 Retour sur la structure riemannienne

6.9.1 Les isométries

Nous avons montré au chapitre 2 que les éléments de PO(q) sont des
isométries pour la structure riemannienne, tant dans le cas de E que dans
celui de K. Le théoreme suivant montre que ce sont les seules :

6.9.1 Théoreme. Soit f une isométrie de E ou K au sens de sa structure
riemannienne (i.e. une bijection qui conserve la distance). Alors, f est égale
a un élément de PO(q) (ou a sa restriction, dans le cas de K).

Démonstration. Traitons d’abord le cas de K. Soit a,b, ¢ trois points non
alignés de K et posons a’ = f(a), V' = f(b), ¢ = f(c). Il existe g € PO(q)
qui envoie a, b, ¢ sur a’, b, ¢ respectivement (c’est le troisieme cas d’isométrie
6.5.9). Comme g est une isométrie pour la structure riemannienne en vertu
de 2.4.20, on est ramené, en composant par ¢g~!, & montrer que si f fixe
a, b, c c’est I'identité. Pour cela, soit m € K, posons m' = f(m) et supposons
m # m'. Par conservation de la distance on a ma = m’a, mb = m'b et
me = m/c. Il en résulte que a, b, ¢ sont sur 'unique médiatrice (hyperbolique)
de m,m’ (voir 3.4.9 et 4.7.21) ce qui contredit le fait que a, b, ¢ soient non
alignés.

Dans le cas elliptique, la démonstration est presque la méme, mais il faut
prendre garde a deux écueils :

e Le troisieme cas d’isométrie requiert la condition de spin. Pour contour-
ner la difficulté, il suffit d’imposer au triangle abc d’avoir la somme des lon-
gueurs bc + ca + ab plus petite que 7, ce qui assure que le spin est positif en
vertu de 6.1.7.
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e Si a,b,c sont équidistants de m,m/, ils sont sur la réunion des deux
médiatrices de m, m’ et plus nécessairement alignés, voir figure 6.13. Dans
ce cas, deux des points, disons a,b, sont sur une des médiatrices et ¢ sur
lautre. Soit d celui des milieux de m,m’ situé sur la médiatrice (ab). Alors
lautre médiatrice D est égale & d*. Comme D contient ¢, d est 'intersection
de (ab) et de la polaire de c¢. Autrement dit, les mauvais points m sont
situés sur les trois perpendiculaires aux cotés en les points orthogonaux aux
sommets opposés. Sim n’est pas dans la réunion de ces trois droites on montre
comme ci-dessus qu’on a f(m) = m. Mais comme f est une isométrie, elle
est continue et comme le complémentaire des trois droites est partout dense
dans E, on a le résultat.

Dans la figure ci-contre, les
médiatrices de m,m’ sont les
droites (ab) et D, de sorte qu’on
a ma = m'a, mb = m'b et
mc = m/c avec pourtant m # m’.
La droite rose (mm’) est une des
droites a éviter.

FIGURE 6.13 — Le cas difficile du plan elliptique

6.9.2 Les aires et le théoréme de Gauss-Bonnet
Retour sur les triangles

Il y a toujours trois facons de voir un triangle : comme trois points,
comme une ligne polygonale formée de trois segments ou comme une par-
tie pleine, l'intérieur du triangle. Nous avons défini ci-dessus un triangle
comme la donnée de trois points non alignés (voir 1.3.4). Avec la définition
de segments intrinseques, on peut associer a un triangle la ligne polygonale
bord intrinséque de abc : L = [bc] U [ca] U [ab] pourvu que deux des som-
mets ne soient pas orthogonaux (voir 5.4.6). Cependant, ces définitions sont
inopérantes quand il s’agit de calculer I'aire d'un triangle. Nous allons préciser
ce point maintenant.
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6.9.2 Remarques. 1) Dans le plan hyperbolique de Klein, les notions eucli-
diennes de demi-plans restent valables : on appelle demi-plan de K, limité par
une droite hyperbolique, la trace sur K d’un demi-plan euclidien et on a la
caractérisation usuelle : deux points a, b sont dans des demi-plans différents
limités par D si le segment [ab] coupe D. De méme, comme les segments in-
trinseques de K sont les segments euclidiens, la notion de convexité pour une
partie de K est identique a celle de I’espace euclidien 2. Cela vaut en particu-
lier pour les polygones, notamment les quadrilateres. D’ailleurs pour ceux-ci,
on a encore le critere : un quadrilatere abed est convexe si et seulement si ses
diagonales [ac| et [bd] se coupent.

2) En revanche, dans E il faut étre plus circonspect. En effet, le complémen-
taire d'une droite de E est connexe et il n’y a donc pas moyen de parler de
demi-plans. De plus, les segments intrinseques n’existent que si les points ne
sont pas orthogonaux. On peut cependant dire qu'une partie A est convexe
si pour tous a,b € A le segment intrinseque qui les joint est contenu dans
A, étant entendu que cela suppose que la partie ne contient pas de points
orthogonaux.

6.9.3 Définition. Soit abc un triangle de K. On appelle triangle plein
associé a abc 'enveloppe convexe des points a, b, c, ou ce qui revient au méme
Uintersection des trois demi-plans limités par les droites (bc), (ca) et (ab)
contenant chacun le sommet opposé.

6.9.4 Proposition-Définition. Soit abc un triangle de E de spin > 0. On
reléve a, b, c en des points de S* vérifiant ¢(b,c) > 0, ¢(c,a) > 0 et p(a,b) >
0. Soit L = [bc] U [ca] U [ab] le bord intrinséque de abe.
0) Deuzx points de L ne sont jamais orthogonauz.
1) Les ensembles suivants sont égauz :
i) La réunion des segments intrinséques [mn] avec m,n situés dans le
bord intrinseque.
i1) Les images des points Aa + pb + ve avec A\, u,v > 0 vérifiant \ +
w+v=1
iii) La réunion de L et de la composante connezxe du complémentaire
de L qui contient le centre de gravité intrinséque (voir 5.6.8) de abc.
Ces ensembles constituent le triangle plein abc.

Démonstration. Au lecteur : on rappelle que le segment intrinseque [ab] est
I'image des Aa + pb avec A\, u € [0, 1] vérifiant A + p = 1, voir 5.4.12.

12. Mais, si 'on y tient, on peut traduire les définitions dans les modeles conformes.
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La formule de Gauss-Bonnet

On a vu que, dans les géométries non euclidiennes, la somme des angles
d'un triangle est différente de m. On peut calculer cette différence en termes
d’aires. C’est un cas particulier de la célebre formule de Gauss-Bonnet :

6.9.5 Théoreme. 1) Soit abc un triangle de K. On désigne par A(abc) Uaire
du triangle plein associé (voir 6.9.3). On aa+b+¢ =1 — A(abc).

2) Soit abc un triangle de spin positif de E. On désigne par A(abc) Uaire
du triangle plein associé (voir 6.9.4). On a @+ b+ ¢ = m + A(abc)

Démonstration. La démonstration de ces résultats bien connus n’est jamais
évidente. On peut par exemple prouver le théoreme en deux temps : d’abord
pour les triangles rectangles, par un calcul pas si facile, que le lecteur effec-
tuera a titre d’exercice, voir 6.10.18 et 6.10.19. Le résultat s’en déduit en
décomposant chaque triangle en deux triangles rectangles, grace au lemme
suivant :

6.9.6 Lemme. Soit abc un triangle de P(E). On suppose que abc est dans
K ou dans E, mais qu’il est alors de spin positif. Alors le triangle admet au
moins deuzx angles aigus, disons b et ¢, et le pied a' de la hauteur issue de
a est dans le segment intrinséque [bc]. Le triangle plein abc est réunion des
triangles pleins aba’ et aca’, Uintersection étant réduite au segment [aa']. On

a bac = baa’ + d’ac.

Démonstration. Qu’il y ait deux angles aigus résulte de 6.4.1 ou 6.3.4. Si o
n’est pas dans le segment [bc|, supposons par exemple b € [d’c]. Alors, comme
les demi-droites [bc) et [ba’) sont opposces, on a o/ a/ba+abc = 7 et comme a'ba
est rectangle en o', angle o a'ba est aigu, donc abe obtus, ce qui est absurde.

Le fait que le trlangle plein abc est réunion des triangles rectangles pleins
vient de la définition des triangles pleins et la condition d’angles de la relation
de Chasles géométrique, voir 5.6.13.

Le théoreme est alors évident a partir du cas du triangle rectangle. Dans
s

le cas hyperbolique, par exemple, on a A(abc) = A(aba’) + A(aca’) = § —

b — baad’ + % — ¢ — dac et la conclusion s’ensuit.

6.9.7 Remarque. Il y a d’autres voies pour prouver Gauss-Bonnet dans les cas
précédents. Pour 1) on peut utiliser une décomposition en triangles idéaux
(i.e. les triangles & sommets sur I'), voir 6.10.20. Pour 2) on peut passer par
la sphere et utiliser les fuseaux, voir 6.10.21 ou [Per05].
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6.9.8 Remarque. On voit qu’en géométrie non euclidienne, 'aire se déduit
immédiatement des angles, de sorte que c¢’est un invariant a peu pres inutile.
Pour une discussion plus approfondie sur ce theme, voir chapitre 8 §7 et
chapitre 9, §9.1.5.

6.10 Exercices

6.10.1 Le cas d’orthogonalité

6.10.1 Exercice. Le but de cet exercice est d’élucider le cas des triangles de
spin nul dans le plan elliptique. Soit abc un triangle de E vérifiant (b, ¢) = 0.

1) Montrer qu’on peut supposer qu’on a a = (cos 6 cos @, sin  cos @, sin )
avec 0 € [0,27] et v €]0,7/2], b= (1,0,0) et ¢ = (0,1,0), & isométrie pres.

2) Calculer toutes les valeurs de ¢ et ¢ en les points a, b, ¢ (resp. b Ac,
¢ ANa, a Ab). En déduire les valeurs des longueurs a, 3,7 et des angles de
demi-droites @, b, ¢ (on appliquera la convention 5.5.11). Montrer que a est
toujours obtus.

3) Montrer les propositions 6.1.10 et 6.2.3.

6.10.2 Faux rectangles, paralleles et équidistantes

6.10.2 FEzercice. Le but de cet exercice est d’étudier des “faux rectangles”
(quadrilateres a trois angles droits) et de retrouver le résultat de 5.3.3 sur la
distance des “paralleles”.

On travaille dans le plan de Klein K et on considere un faux rectangle
abed (quatre points distincts et non alignés avec les angles dab, abc et bed
égaux a m/2).

0) Montrer que dans K, deux droites perpendiculaires & une méme troisieme
ne se coupent pas (considérer sinon le triangle ainsi formé). En déduire que
le quadrilatere abed est convexe (voir 6.9.2).

1) Montrer que l'angle cda est < 7/2 (utiliser 6.9.2 et 5.6.13).

chbc  chab
had _ ched A. (On utilisera Pythagore

2) Montrer qu’on a 1’égalité
dans les triangles bad et bed.)

3) Exprimer chac de deux manieres différentes (par Pythagore dans abc
et par Al-Kashi dans adc) et en déduire qu’on a A < 1.

4) Retrouver le résultat de 5.3.3.
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6.10.3 Spin d’un triangle extérieur du plan hyperbo-
lique

6.10.3 Ezercice. § Soit abc un triangle extérieur du plan hyperbolique P(E)

(i.e. un triangle tel que a, b, ¢ soient des points de T et que les droites (bc), (ca)

et (ab) soient extérieures; il revient au méme de demander que les produits

vectoriels b Ac, ¢ Aa et a Ab soient dans K). On considere les segments

intrinseques [bc|, [ca], [ab] (voir 5.4.6) et le lacet abca formé par ces segments.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

1) On a S(a,b,c) > 0.

2) Le lacet abca est homotope a un point dans P(FE).

3) Le complémentaire du lacet abca a deux composantes connexes.

4) Une droite projective quelconque, ne passant pas par a, b, ¢ coupe le lacet

abca en 0 ou 2 points.

6.10.4 Les triangles rectangles ne sont plus ce qu’ils
étaient (bis)

Les exercices suivants completent 4.7.18. Le premier relie 'absence des
propriétés de similitude des triangles rectangles au fait que la somme des
angles d’un triangle est différente de m. Le second propose un ersatz de la
relation qui, en géométrie euclidienne, exprime les tangentes des angles aigus
en fonction des cotés de 'angle droit.

6.10.4 FExercice. Soient a,b,c des points de E. On suppose que le triangle
abc est rectangle en a. Soit h le point d’intersection de (bc) et de la perpendi-

culaire & (bc) passant par a. Dans le cas euclidien, on sait qu’on a bah = ach.

1) Montrer qu’on peut supposer a = (1,0,0), b = (cos~,sin~y,0) et ¢ =
(cos B, 0,sin ) avec 3,y E]O 7/2]. Déterminer le point h.

2) Montrer qu’on a bac = /2 = bah + hac. En déduire I'inégalité bah <
ach.

3) Traiter le méme probléme dans le plan hyperbolique K (on montrera
I'inégalité en sens inverse bah > ach).

4) Soient A, B,C, H des droites de E ou de K. On suppose que B et C
sont perpendiculaires, ainsi que A et H et que B,C, H sont concourantes.
Montrer qu’on a |C, H| > | A, B| en géométrie hyperbolique et I'inégalité en
sens inverse en géométrie elliptique.

6.10.5 Ezercice. Soit abc un triangle de K, rectangle en a. On pose bc = a,
ca = 3, ab =~ et on note b I’angle abc.
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cos?b
1 —sin®bch 2y
est une fonction croissante de 7 et inversement. (On utilisera Pythagore et
Al-Kashi.) Exprimer aussi « en fonction de +.

1) Montrer la relation ch s = et en déduire qu’a b fixé,

2) Soit @’ un point de [ab]. Montrer que la perpendiculaire & (ab) en o
coupe (bc) en ¢ et quon a b < be. (On utilisera le théoreme des valeurs
intermédiaires, Al-Kashi et Pythagore.)

6.10.5 Longueurs et angles du triangle dual

6.10.6 Ezxercice. Soit abc un triangle de E et a’b’c’ son triangle dual. On note
respectivement «, 3,v; A, i, v les longueurs des cotés et les angles de demi-
droites de abc et de méme o/, ..., pour a'b'¢. On renvoie & 6.3.4 pour la
définition des trois types de triangles.

1) On suppose abc de type 1. Montrer qu'on a o/ = X\, = p,v = v et
N=r—a,y=nm—06,V=m—1.

2) On suppose abe de type 3. Montrer quona o’ =7m—\, ' =1 —p,y =
T—vetN=a,u =p1=r.

3) On suppose abc de type 2 avec A > w/2. Montrer qu'on a o = m — A,
B =u~y=vetN=m—a,u =0561=r.

6.10.6 Triangles pseudo-rectangles

6.10.7 Exercice. Soit abc un triangle de E pseudo-rectangle en a (c’est-a-dire
vérifiant g(a)p(b, c) = —p(a,b)p(a,c)).

Montrer que I'ensemble des points ¢’ tels que abc’ soit pseudo-rectangle
est la polaire du point ¢(a)b + ¢(a,b)a, mais que cette droite ne passe pas
par a sauf si a et b sont orthogonaux.

En déduire que les triangles abc’ avec ¢’ € (ac), ¢ # ¢ ne sont pas pseudo-
rectangles sauf dans le cas particulier évoqué ci-dessus.

6.10.7 Contre-exemples au troisieme cas d’isométrie

6.10.8 Fzxercice. Le but de cet exercice est de préciser le domaine dans le-
quel le troisieme cas d’isométrie requiert nécessairement la condition de spin.
L’espace E est un espace vectoriel réel de dimension 3 muni d’une forme ¢
non dégénérée (elliptique ou hyperbolique). On fixe une base B et on appelle
A(q) le discriminant de ¢ dans cette base. On consideére deux vecteurs a,b
de E, non isotropes, non colinéaires et tels que le plan (a,b) soit non iso-
¢(a,b)
q(a)

trope. On pose a’ = b — a = b — Aa, de sorte que @' est dans (a,b)
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et orthogonal & a. On compléte a,a’ en une base orthogonale de E par le
produit vectoriel a A b (calculé dans la base B). On pose a = ¢(a), 8 = q(d’),

v =q(a AD).
af
1) Montrer qu’on a A(g) = —-

2) Soient ¢ = za+ya' +z(aAb) et ¢ = 2’a+y'd’ + 2/ (a Ab) deux vecteurs
de E.

a) Calculer les valeurs de g et ¢ pour les vecteurs a, b, ¢, .

b) Montrer qu’on a g(c) = q(c), p(a, c) = p(a, ), mais p(b,c) = —p(b, )
si et seulement si les conditions suivantes sont réalisées : x = 2/, By* + 2% =

Aax
By? +~27 ety = —y — 27- En déduire qu’on a alors :

A(9)y22” = Alg)?2? — 4X*P2® — 4Xa?Bry.

3) Soit abc un triangle de P(E). Montrer qu’il existe un contre-exemple
au troisieme cas d’isométrie (sans condition de spin) entre abc et un autre
triangle si on a la condition :

o(a Ab,c)? — @gp(a, b)p(a,c)p(b,c) > 0.
Montrer que, pour a,b fixés, 'ensemble X des points ¢ qui vérifient cette
condition est I'une des composantes connexes limitées par une conique C,
dont on notera qu’elle passe par les points a’ et b’ de (ab) orthogonaux a a
et b et qu’elle est tangente en ces points a a* et b+, de sorte qu’elle est dans
le pinceau de base (ab)? et atbt. Montrer que si a, b sont tous deux dans K
ou E, le point a A b est dans la composante X, mais pas'® les points a, b.

6.10.8 L’image de ®; : topologie

6.10.9 Exercice. §

On travaille dans le plan elliptique E et on écrit T au lieu de Tg. Le
but de l'exercice est de décrire topologiquement l'image de 7 par ®;. On
note 7+, 7% et T~ l'ensemble des triangles de spin positif, nul et négatif.
Dans I'espace R? des points (a, 3,7) on pose O = (0,0,0), A = (7/2,7/2,0),
B = (n/2,0,7/2), C = (0,7/2,7/2) et D = (7w/2,7/2,7/2).

1) Montrer que la projection sur 'espace des («,f3,7) de I'image T
de 71 est formée de la réunion des deux tétraédres semi-ouverts OABC
et ABCD, se recollant suivant la face ABC' qui est I'image des triangles

13. Autrement dit, pour les points assez voisins de a, b, le troisieme cas est valable sans
condition de spin.
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vérifiant o + 8 + v = 7. Montrer que la projection de 'image T~ de T~
est le tétraedre ouvert ABCD et que celle de T est la réunion des faces
T° = BCDUCAD U ABD. On précisera quels points du bord sont atteints.

2) Montrer que ®; est un homéomorphisme de 7+/PO(q) sur T+ et de
méme pour 7~ et TY.

3) On considere les parties (T U TY) x {1} et (T~ UTY) x {—1} de
R3x {£1} et on considere I'espace topologique quotient 7" obtenu en recollant
ces parties le long de TV (cela signifie qu’on identifie les points (a, 3,7;1) et
(o, B,7y,—1) des que a, B ou v vaut 7/2).

Montrer que ®; induit un homéomorphisme de 7 /PO(q) sur 7.

6.10.9 L’image par ®; de E? tout entier

6.10.10 Ezercice. Soient o, 3,7 € R et € € {+1,—1}.

Montrer qu’il existe un triplet a, b, ¢ € E, unique a isométrie pres, tel que
bc = a, ca = (3, ab = 7y et que S(a, b, ¢) soit du signe de € (en convenant que €
est égal a 1 si le spin est nul) si et seulement si 'une des conditions suivantes
est vérifiée :

De=1a,B,7€[0,n/2et[8-7[<a<B+7,

2)e=—1,a,08,7€]0,7/2[et a+ B+~ >T.

(On pourra utiliser les points a = (1,0,0), b = (cos~,sin~v,0), ¢ =
(cos 3, cos @ sin 3, sin O sin B) ol 6 désigne un réel de [0, 7].)

6.10.10 L’application GG dans le cas elliptique

6.10.11 Ezercice. Le but de 'exercice est de prouver le résultat de 6.7.5 dans
le cas elliptique. Les notations sont celles de 6.7.5.

1) Soit (A, p,v) € Q, avec A\, u,v > 7/2. Montrer qu’'on a l'inégalité
1+ v <1+ X et les inégalités analogues apres permutations.
cOS A + €OS [t cos v

2) § Montrer que la formule cosa = € définit bien un

sin p sin v
nombre « €]0, /2] et de méme pour 3, . (Attention, il y a de nombreux cas
a distinguer.)

3) Montrer que G est a valeurs dans ;. (On montrera les formules
—N cos A

sin? A sin p sin v

sin #siny = ——5— - et cos fcosy — cosa = , avec
sin® A sin p sin v

N =1 — cos®> A\ — cos? 1 — cos?

v — 208 A COS L COS V.)

4) Montrer que F' o G est I'identité de €2, et la formule des sinus de 6.7.6.
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6.10.11 La mauvaise position des cas mixtes

6.10.12 FEzxercice. On se propose de montrer que le premier cas d’isométrie
n’est pas vrai lorsque ’angle n’est pas compris entre les cotés. Dans les trois
premieres questions on travaille dans le plan elliptique et on considere un
triangle abc dont on se donne les longueurs a = bc et § = ca, ainsi que
I'angle en a, A = bac et on suppose a, §, A €]0, 7/2[. On va montrer que, sous
certaines conditions, il y a deux valeurs de v = ab possibles, donc deux tels
triangles non isométriques.
1) Montrer que la longueur « vérifie la relation (x) :

cos 3 cosy + cos Asin Ssiny — cosa = 0.

2) On considere la droite D de R? d’équation X cos3 + Y cos Asin 3 —
cosa = 0. Montrer que cette droite rencontre le cercle unité en deux points
situés dans le premier quadrant si et seulement si la distance de l'origine O a
D est < 1 et si D coupe les axes en des points d’abscisse et d’ordonnée > 1.
En déduire qu'il y a deux longueurs 7 vérifiant () si et seulement si a, 8, A
vérifient les inégalités :

cosa > cosf3, cosa >cosAsinf et cos’a < cos? + cos? Asin? 3.

3) Montrer que le premier cas d’isométrie peut étre en défaut si I’angle
n’est pas compris entre les cotés (on pourra utiliser la paramétrisation usuelle :
a = (1,0,0), b = (cos~,sin~,0), ¢ = (cos 3, cos Asin 3, sin Asin 3), fixer 3, A
et montrer qu’il y a des valeurs convenables pour «).

4) Montrer un résultat analogue dans le cas hyperbolique.

6.10.13 Ezercice. On travaille dans le plan hyperbolique et on se propose
de montrer que le second cas d’isométrie n’est pas valable si le coté n’est
pas celui compris entre les angles. On considere un triangle abe de K, on se
donne o = be, A =@ et = b et on suppose A aigu. On pose v = C.

1) Montrer qu’on a la relation cos A + cos y cos v = sin p sin v ch av.

2) On considere la droite D de R? d’équation X cosu — Y sinucha +
cos A = 0. Montrer que D coupe le cercle unité en deux points distincts d’or-
données positives si et seulement si la distance de l'origine O a D est < 1,
si D coupe l'axe des x en un point d’abscisse plus grande que 1 en valeur
absolue et si elle coupe 'axe des y en un point d’ordonnée positive. Tra-
duire ces conditions par les relations suivantes : cos? A < cos? p+sin? y ch %a,
cos A > |cos p.

3) Conclure (on choisira a suffisamment petit).
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6.10.12 Les cas d’isométrie des triangles rectangles

6.10.14 Ezercice. On suppose qu’on travaille dans le plan elliptique E.

1) Soit abc un triangle rectangle en a et de spin # 0. Montrer qu'un
systeme complet d’invariants de abc est donné par I'angle droit et deux lon-
gueurs de cotés quelconques (pas nécessairement les cotés de I'angle droit).
(On utilisera le théoreme de Pythagore cosa = cos 3 cos~y.) Montrer que ce
résultat est en défaut si le triangle est de spin nul (dans ce cas, le triangle
a deux angles droits, disons en a et b, et il faut absolument se donner la
longueur ab car les deux autres sont égales a m/2).

2) Soit abc un triangle rectangle en a et de spin # 0. Montrer qu’'un
systeme complet d’invariants de abc est donné par l'angle droit, un autre
angle, disons en b, et n'importe lequel des cotés (on utilisera la formule d’Al-
Kashi et on se souviendra que les angles autres que a sont aigus ou droits).

Etudier les cas des triangles birectangles et autopolaires.

6.10.15 Ezercice. On suppose qu’on travaille dans le plan hyperbolique K.
Soit abc un triangle rectangle en a.

1) Montrer qu'un systéme complet d’invariants de abc est donné par
langle droit et deux longueurs de cotés quelconques (pas nécessairement
les cotés de I'angle droit). (On utilisera le théoreme de Pythagore cha =
ch Bch~.)

2) Montrer qu'un systeme complet d’invariants de abc est donné par
I'angle droit, un autre angle, disons en b, et une longueur de coté (pas
nécessairement ab). (On utilisera les formules d’Al-Kashi et on tiendra compte
du fait que ¢ est aigu car la somme des angles est < 7.)

6.10.16 Ezercice. Soit abc un triangle et soient b, ¢ les projetés orthogonaux
de b et ¢ sur (ac) et (ab). On suppose qu’on a I’égalité de distances bb' = cc'.
Montrer que abc est isocele en a.

6.10.13 Hyperbolicité a la Gromov

6.10.17 FEzercice. Soit abc un triangle de K. On pose a = be, f = ca et
~v = ab et on normalise le triangle en posant ¢(a) = ¢(b) = q(c) = —1 et
o(b,c) = —cha, ¢(c,a) = —ch 8 et p(a,b) = —ch~.

1) Montrer qu’on a alors g(bAc) = sh*a, g(cha) = sh?8 et g(anb) = sh 7.

2) Soit o le centre du cercle inscrit a abe, c’est-a-dire le point de concours
des bissectrices intérieures, cf. 3.4.18. Montrer que o est donné par la formule
o=shaa+shfb+shyc.

3) Montrer que le rayon du cercle inscrit (c’est-a-dire la distance de o a
I'un quelconque des cotés (be), (ca), (ab) est < 11n3. (En utilisant la formule
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4.5.15 on montrera que la condition équivaut, par exemple, & I(0,bAc) > —3

et on se rameénera a 'inégalité —q(o) > 3[a,b,c]>. On utilisera ensuite la
formule 1.1.6 et I'inégalité triangulaire sous la forme ch (8 — ) < cha.)

Montrer le méme résultat par une variante consistant a faire tendre suc-
cessivement les sommets du triangle abc vers des points de I' (autrement dit,
en se ramenant au cas d’un triangle “idéal”).

4) Soit m un point du segment [bc]. Montrer que le minimum des distances
de m aux cotés (ab) et (ac) est inférieur & In 3 (condition d’hyperbolicité
de Gromov ). (Avec les notations ci-dessus, soit h le projeté orthogonal
de o sur (be). On peut supposer, par exemple, m € [bh]. Soit p U'intersection
de la perpendiculaire & (bc) en m avec (bo) (voir 6.10.5) et soit m' € (ba) le
symétrique de m par rapport a (bo). En utilisant 6.10.5, montrer les inégalités
d(m, (ab)) < mm’ < mp+ pm’ < 20h <In3.)

6.10.14 Calcul de l’aire des triangles rectangles

6.10.18 Ezercice. 9 En géométrie hyperbolique **

On travaille dans le plan de Klein K. On rappelle que 1’élément d’aire
dz N\ dy

(1— 22 — y2)3/2
abc rectangle en a avec ab = ch~y, ac = chf (et donc bc = chfch~y par
Pythagore). On se propose de calculer I'aire A de T = abe.

est donné par dS = » voir 2.4.28. On considere un triangle

1) Montrer qu’on peut supposer a = (0,0,1), b = (th~,0,1) et ¢ =
(0,th 8, 1).
; dx dy
2) Montrer quonaA://T 02— oyt

3) On effectue le changement de variables x = thucosf, y = thusin6.

w/2
En déduire la formule A = I — /2 avec I = / ch f(6) df ou f est définie
0
th Sth~
la fi le : th = .
par la formule : th /(6) thysin® + th 3 cos 0

4) Calculer I'intégrale I en posant successivement u = th sin +th 3 cos 6,

puis v = u? et enfin w = v — % avec A = th?Bth?y +th?p +th?y. (On a

14. Cette condition signifie que, bien que les distances ne soient pas bornées dans le plan
hyperbolique, les triangles y sont “fins”. Voir sur ces questions M. Coornaert, T. Delzant,
A. Papadopoulos, Géométrie et théorie des groupes, Lecture Notes in Maths 1441, Springer,
1990.

15. On conseille cet exercice au lecteur qui veut réviser les techniques de calcul
d’intégrales ... ou qui veut se venger d’'un amphi de premier cycle particulierement rétif.
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2, _A
th %y 5 dw .
I = ﬁ avec C =3
2 A 4/ —
th 5_5 C w

5) Montrer les formules sin A =

(th?Bth?y — th?8 — th?y).)

sh Bsh~ ch B+ chy
———— et cos A= —————
1+ ch Bchy 1+ chBch~y

~

6) Montrer qu’on a, dans le cas d’un triangle rectangle en a, A = 7 —(b+c)
(utiliser la formule d’Al-Kashi).

6.10.19 Ezercice. §9 En géométrie elliptique

Soit abc un triangle de spin positif, rectangle en a. On pose ab = cos~y et
ac = cos . On se propose de calculer 'aire A du triangle T' = abc (voir 6.9.4).
On parametre E (ou la sphere) par (cost,cosusint,sinu,sint). L’élément
d’aire est alors dS = sint dt A du.

1) Montrer qu’on peut supposer a = (1,0,0), b = (cos~,sin~,0) et ¢ =
(cos 3,0, sin 3).

/2
2) Montrer que 'aire est donnée par la formule A4 = / sin f(u) du ou
0

f est définie par la formule cotan f(u) = cotany cosu + cotan [ sin u.
3) Calculer I'aire en s’inspirant de la méthode utilisée a ’exercice précédent.

sin 3 sin ~y cos 3 4 cosy
etcos A= ———.
1 + cos  cosy 1 4 cos B cosy

A~

4) Montrer les formules sin 4 =

5) Montrer qu’on a, dans le cas d’un triangle rectangle en a, A = (b+¢)—75
(utiliser la formule d’Al-Kashi).

6.10.15 D’autres preuves de Gauss-Bonnet

6.10.20 Ezercice. §
On travaille dans le plan hyperbolique réel.

1) Montrer qu’un triangle idéal*® (c’est-a-dire un triangle dont les som-
mets sont distincts et situés sur I') est d’aire égale a 7. (Comme tous ces
triangles sont isométriques on peut faire le calcul avec celui qu’on veut et ou
I’'on veut. Le plus simple est de faire le calcul dans le demi-plan de Poincaré
avec le triangle de sommets —1,1, c0.)

2) Soit abc un triangle avec le sommet a dans K et les sommets b, ¢ dans
I'. On pose =7 —a.

a) Montrer que deux tels triangles sont isométriques s’ils ont méme 6 ; on
note A(#) leur aire. Montrer qu'on a A(w) = 7.

16. Attention, si 'aire est définie pour ces triangles a sommets dans T, elle n’est pas
continue car les triangles sont tous d’aire 7, sauf ceux qui ont deux sommets confondus et
qui sont d’aire nulle. Il y a des intégrales sauvagement divergentes par ici ...
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b) Soient a, § € [0, 7] tels que o+ 5 < w. Montrer la formule A(a+ ) =
A(a) + A(B).

c) En déduire que l'aire de abe est égale a 0. (On utilisera la continuité
de la fonction A.)

3) Soit abc un triangle avec a,b € K et ¢ € I'. Montrer la formule A(abc) =
T—a—b. (Si la droite (ab) coupe I' en d et e, on utilisera 2) appliqué aux
triangles cdb et cea.)

4) Montrer '7 la formule de Gauss-Bonnet pour un triangle de K.

6.10.21 Ezercice. §

On travaille en géométrie elliptique réelle.

1) Soit abc un triangle de spin positif de E. On rappelle que ce triangle se
releve en un triangle de S?. Montrer que les aires de ces triangles sont égales.

2) Soit F(a) un fuseau de S* d’angle « (c’est-a-dire la partie limitée par
des demi grands cercles joignant deux points antipodes et faisant entre eux
un angle «). Montrer que 'aire de F'(a) est égale a 2. (On rappelle que
l'aire de S? est égale & 47.)

3) En déduire que l'aire d’un triangle sphérique abc est égale a a+b+o—m.
(On considérera les trois fuseaux de sommets a, b, ¢ contenant le triangle.)

4) En déduire le théoréeme de Gauss-Bonnet dans le plan elliptique.

17. On retrouvera cette démonstration dans un cadre plus algébrique en 8.7.19.
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Chapitre 7

Cercles, équidistantes et
horicycles

Dans ce chapitre on aborde l'un des objets essentiels d’une géométrie
métrique : les cercles. On verra qu’ils ont des aspects divers, tant en géométrie
hyperbolique, ot ils ont (au moins) trois apparences selon la position de leur
centre : cercles, horicycles, équidistantes, qu’en géométrie elliptique ou, selon
les modeéles, ils peuvent étre en plusieurs morceaux. Cela ne manquera pas
d’avoir des répercussions sur leurs intersections et donc sur les constructions
“a la regle et au compas”.

Dans tout ce chapitre on travaille dans P(F), muni de la forme quadra-
tique ¢, a priori sur un corps k quelconque.

7.1 Cercles

7.1.1 Définition

Finalement, qu’est-ce qu’'un cercle? Bien entendu la réponse classique
s’exprime en termes de distance. Mais, on a vu qu’une fagon de définir la
distance elle-méme est de faire référence a ’action d’un groupe, voir 4.3.2.
On peut donc définir la notion de cercle des qu’on dispose d’'un groupe G
qui opere sur un ensemble X : étant donnés deux points a,b € X, le cercle
de centre a passant par b c’est ’ensemble des points m € X qui sont, vis
a vis de a, “comme” b, autrement dit des points qu’on peut envoyer sur
b par un élément de G tout en gardant a fixe. On considere donc dans le
groupe G les stabilisateurs G, des points et les cercles sont les orbites de
ces sous-groupes de G. On verra au chapitre suivant que ces sous-groupes
G, (et surtout leurs variantes positives) jouent aussi un role essentiel dans la
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définition d’invariants orientés.

La notion est évidemment triviale si le groupe est deux fois transitif!
(tous les points distincts de a sont alors sur le méme cercle de centre a),
et, sinon, elle se traduit a la maniere habituelle des lors qu’on dispose d'un
invariant “longueur” ou distance qui décrit le défaut de double transitivité :
le cercle est I’ensemble des points m qui sont a la méme distance de a que b.
Vu 4.3.2, c’est exactement ce que nous proposons ici dans le cas des points
non isotropes de P(FE), mais nous verrons qu’il y a tout de méme quelques
cas particuliers un peu épineux.

7.1.1 Proposition-Définition. Soient a et b des points distincts et non
isotropes de P(FE). Soit m un point distinct de a. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) 1l eziste une isométrie g € PO(q) vérifiant g(a) = a et g(b) = m.

2) On a q(b) = q(m) dans k*/k** et I(a,m) = I(a,b) dans k.

3) On a q(b) = q(m) dans k*/k** et

(%) q(b)o(a,m)* = q(m)p(a, b)*.

L’ensemble des points m vérifiant les conditions précédentes est appelé cercle
de centre a passant par b et noté C(a,b).

Démonstration. 1l est clair que 1) implique 2). Réciproquement, si on a ¢(b) =
q(m) dans k*/k*?, on peut supposer, quitte & changer de représentant de b
qu'on a ¢(b) = q(m). Avec la condition I(a,m) = I(a,b), on en déduit
o(a,b)? = p(a,m)? et, quitte & changer b en —b, on peut supposer ¢(a,b) =
©(a,m). On conclut avec le théoreme de Witt, voir 4.1.3. L’équivalence de
2) et 3) est évidente.

7.1.2 Remarques.

1) Attention, pour appliquer Witt dans la preuve précédente il est essentiel
que les points b et m soient différents de a. D’ailleurs le résultat est faux si
la droite (ab) est tangente a I' et si a et m sont égaux (c’est le cas I(a,b) =
I(a,m) =1).

2) La propriété 1) signifie bien que G, est transitif sur C(a, b).

3) Si on impose des conditions invariantes par PO(q) au point b (par exemple,
étre distinct de a, non isotrope, non orthogonal a a, étre tel que (ab) ne soit
pas tangente a I', etc.) et si m est sur C(a, b), m vérifie les mémes conditions.
En particulier, lorsque le corps de base est R et la forme hyperbolique, les
points d’un cercle sont tous dans K ou tous dans T.

1. Clest le cas du groupe PGL(FE) opérant sur P(E).
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7.1.2 Le cas réel dans K ou E

Lorsqu’on dispose d'une distance convenable, un cercle est bien ce qu’on
pense :

7.1.3 Proposition. Soient a,b deux points distincts de K ou E. On note
R la distance ab au sens de 5.1.14 ou 5.1.7. Alors C(a,b) est I’ensemble des
points m de K ou E qui vérifient am = R.

Démonstration. En effet, on a, selon les cas, I(a,b) = ch?ab ou cos? ab.

7.1.4 Remarque. Dans le cas elliptique, si b est orthogonal a a, le cercle
C(a,b) est la polaire a*, donc une droite!

7.1.3 Discussion

Dans ce paragraphe nous examinons deux cas particuliers importants qui
vont correspondre aux deux valeurs spéciales de I'invariant I : 0 et 1. Une
premicre question concerne la condition ¢(b) = q(m) dans k*/k*? :

7.1.5 Proposition. Avec les notations de 7.1.1, si [’on suppose a et b non
orthogonauz, on peut oublier? la condition q(b) = q(m) dans k*/k** de 3).

Démonstration. En effet, la condition 3) s’écrit q(b)p(a, b)? = q(m)e(a, m)?.
Comme ¢(b) et ¢(a,b) sont non nuls, il en est de méme de p(a,m), et q(b)
et g(m) sont égaux dans k*/k*2.

7.1.6 Remarque. Si a et b sont orthogonaux, on a I(a,b) = 0 et les exemples
vus en 4.6.2 montrent que la condition sur ¢(b) et g(m) est indispensable :
on peut avoir I(a,b) = I(a,m) = 0 sans pour autant que ¢(b) et g(m)
soient égaux. Précisément, la formule (x) donne ¢(a, m) = 0, donc définit la
polaire de a, tandis que C(a,b) est la partie de cette polaire sur laquelle on
a q(m) = q(b) dans k*/k*? et ces ensembles ne sont pas toujours égaux. Par
exemple, dans le cas hyperbolique réel, si on prend a extérieur, la polaire de
a coupe I et, si on prend b intérieur et m extérieur sur cette polaire, g(m) et
q(b) sont de signes contraires. Dans ce cas, le cercle est la trace sur K de la
polaire? de a.

2. C’est vrai aussi avec 2) a condition de supposer que m est non isotrope.

3. En vérité, comme ¢(a, m) est au carré, on trouve la trace sur K de la polaire “double”
et on peut voir ce “cercle” comme la limite d’une ellipse intérieure bitangente a I' dont le
petit axe tend vers zéro, voir figure 7.2 ci-dessous.
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Il y a ensuite la question de la nature de la transformation g qui fixe a et
envoie b sur m. La question est de savoir si on peut supposer qu’il s’agit d’une
symétrie. C’est presque vrai, mais il y a un cas d’exception qui se produit
lorsque I est égal a 1 :

7.1.7 Proposition. Avec les notations de 7.1.1, les propriétés 1), 2) et 3)
sont encore équivalentes aux propriétés 4) et 5) suivantes, sauf si la droite
(ab) est tangente a la conique I' et si le point m est sur (ab).

4) Les points b et m admettent des médiatrices et le point a est situé sur
l'une d’elles.

5) 1l existe une symétrie T qui vérifie T(a) = a et 7(b) = m.

Démonstration. La question est de montrer que 2) implique 4). On a vu
qu’on peut supposer ¢(b) = q(m) et p(a,b) = ¢(a,m). Les points b et m
admettent alors une ou deux médiatrices qui sont les polaires de b —m et de
b+ m, pourvu que ces points soient non isotropes, voir 3.1.3. Comme a est
orthogonal a b — m, on a la conclusion, sauf si b — m est isotrope. Dans ce
cas, on a q(b) = q(m) = ¢(b,m), la droite (bm) est tangente a I" et a est sur
cette droite. C’est exactement le cas d’exception annoncé.

7.1.8 Remarque. Dans le cas ou (ab) est tangente a I', le “cercle” C(a,b)
est la réunion des deux tangentes a I' issues de a. En effet, si m est sur
I'une des tangentes, on vérifie qu'on a bien g(m) = ¢(b) modulo les carrés
et I(a,b) = I(a,m) = 1, voir 4.3.5. Ce qu’indique la proposition précédente
c’est que ces tangentes ne se comportent pas de la méme facon. Notons 7T celle
des tangentes qui contient b et 7" I'autre. Si m est sur 7", on peut échanger
b et m par une involution. Géométriquement, il suffit de prendre 'involution
dont le point de Frégier est a 'intersection de (bm) et de la droite qui joint
les points de contact des tangentes. En revanche, si m est sur (ab) =T, cela
n’est pas possible, car la seule involution qui échange b et m est la symétrie
par rapport a la polaire de b + m, qui coupe T" au point b — m et ne passe
donc pas par a. Cependant, on trouve aisément une isométrie non involutive
qui convient en envoyant d’abord b en n € T" par une involution, comme on
I’a vu ci-dessus, puis en ramenant n en m, toujours par une involution. La
transformation en question est hyperbolique, voir 1.4.25.

7.1.9 Exemple. Si o est intersection de trois médiatrices d’un triangle strict
abc (voir 3.2.1 et 3.2.3), le cercle de centre o passant par a passe aussi par
b et c. C’est un cercle circonscrit au triangle abc. Il y a en général quatre
cercles circonscrits a un triangle strict. Voir 7.4.7 pour d’autres précisions.
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Les cercles sont des coniques bi- y
tangentes a I' (voir 7.1.10). Les

contacts sont réels si le centre du /.
cercle est extérieur & I', ce qui est b4
le cas pour trois d’entre eux ici.

FIGURE 7.1 — Les quatre cercles circonscrits au triangle abc dans le plan de
Klein

7.1.4 Description
Cercles et coniques bitangentes

Nous précisons maintenant la nature de I’ensemble C(a, b), dans le cas ou
a et b sont non isotropes et non orthogonaux :

7.1.10 Proposition. Soient a,b € P(FE) des points distincts, non isotropes
et non orthogonauz. Soit A la polaire de a. On reléve a,b en des vecteurs de
E et on pose Pyp(m) = q(b)p(a, m)? — g(m)p(a,b)*.

1) L’application m +— P, ,(m) est une forme quadratique non nulle et V (P, )
est une conique de P(E) qui contient b et est indépendante du choix des
représentants de a,b.

2) On note Z Uintersection V (P, ) NI'. Ona Z =V (P,,)NA=TNA et cet
ensemble est formé de zéro ou deux points. Précisément, il est toujours vide
dans le cas elliptique et, dans le cas hyperbolique, il est vide si q(a) n’est pas
un carré. Les coniques V(P,p) et I' sont bitangentes (voir Partie I11, 77) en
les deux points de Z (en considérant au besoin ces points dans une extension
quadratique® de k).

3) Le cercle C(a,b) est égal a la conique V(P,p) privée® de Z. On dit que
cette conique est le support de C(a,b).

4) La conique V(P,;) est propre sauf si (ab) est tangente a I' i.e. si l'on a
q(a)q(b) — p(a,b)* = 0. Dans ce cas V(P,y) est la réunion des tangentes a T
1ssues de a.

5) Réciproquement, toute conique C' bitangente a T' en deux points u,v (éven-

4. Sur R cela signifie que les contacts peuvent étre imaginaires.
5. On parlera cependant de la conique C par abus de langage.
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tuellement a coefficients dans une extension quadratique de k) est un cercle
hyperbolique de centre le pole de (uv).

Démonstration. Si P, était identiquement nulle, elle serait nulle sur A et,
comme ¢(a,b) est non nul, ¢ serait nulle sur A. Cela signifie que ¢ admet-
trait un plan vectoriel totalement isotrope, ce qui est absurde car ¢ est non
dégénérée. Les autres points de 1) sont évidents. L’intersection de I" et V (P, ;)
est donnée par les équations g(m) = 0 et P, ,(m) = 0 et on voit qu’on peut
remplacer 1'une ou l'autre de ces équations par ¢(a,m)? = 0 ce qui donne
I'intersection ® de chaque conique avec A. En elliptique, I est vide, donc aussi
Z. En hyperbolique, I'intersection est non vide si et seulement si ¢|4 est hy-
perbolique, donc de discriminant —1, ce qui équivaut a g(a) € (k*)? en vertu
de la convention 1.1.3 (dans le cas réel cela signifie que le centre est extérieur
a K). Comme le pinceau défini par les deux coniques contient la droite A
double et que cette droite n’est pas tangente, on a un pinceau de coniques
bitangentes, voir Partie III 77, ce qui prouve 2).

Pour 3), on note que le cercle C(a,b) est contenu dans V(P,;) en vertu
de 7.1.1. Réciproquement, les seuls points de V(P,;) qui ne sont pas dans
C(a,b) sont les isotropes en vertu de 7.1.5, donc les points de I', ou encore
de Z.

4) Dans le pinceau de coniques bitangentes, il y a deux coniques dégénérées :
la droite double p(a,m)? = 0 et la réunion des tangentes aux points de Z
qui est l'unique conique du pinceau passant par a. La conique V(P,;) ne
peut étre égale a la droite double car on a supposé ¢(a,b) # 0. Elle est égale
a la réunion des tangentes si et seulement si elle contient a, donc si on a
P,s(a) = 0 soit g(a)q(b) = ¢(a,b)?, ce qui signifie que (ab) est tangente a T'.

5) Si on a une conique C' bitangente en u, v a I" et si a est le pole de (uv),
w(a,m) = 0 est une équation de (uv). L’équation de C' est donc de la forme
Ag(m) + pp(a,m)?. Silon éerit que b est sur C' on retrouve les coefficients
voulus.

7.1.11 Remarque. Si a et b sont orthogonaux, I'équation F,;, = 0 définit la
polaire A de a comme droite double, mais, dans ce cas, le cercle C(a,b) est
seulement formé des points m de A qui vérifient q(m) = q(b) dans k*/k*2.
Dans le cas hyperbolique réel, si b est dans K (resp. T) on trouve les points
de A qui sont dans K (resp. T).

7.1.12 Remarque. Comme on le voit sur la figure 7.3, le “cercle” C(a,b)
peut étre une hyperbole dans le plan hyperbolique. C’est aussi le cas dans le

6. Comptée double puisque ¢(a,m) est a carré.
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FIGURE 7.2 — Trois exemples de cercles C(a,b) dans le plan hyperbolique
étendu, a gauche le centre a est dans K et C(a, b) n’est pas un cercle euclidien,
comme le montre le cercle témoin vert, au centre et a droite le centre est
extérieur et presque orthogonal a b a droite

- ()¢

FIGURE 7.3 — Trois autres exemples de cercles C(a,b) dans le plan hyper-
bolique avec des formes diverses (ellipse, hyperbole) et des contacts réels ou
imaginaires avec I'. Pour des exemples de cercles dans les modeles conformes,
voir plus loin.

modele affine non conforme du plan elliptique. Par exemple, avec a = («, 0, 1)
et b=(0,0,1) on a la conique d’équation (a? — 1)z% — y*> + 2ax — 1 = 0 qui
peut étre une ellipse, une parabole ou une hyperbole selon la valeur de «.

Le groupe des isométries conservant un cercle

Nous commencons par une remarque d’apparence anodine :

7.1.13 Proposition. On suppose k # F3, F5. Soient a,b (resp. a’,V') des
points distincts, non isotropes et mon orthogonauz. On suppose (ab) (resp.
(a'b")) non tangente a I'. Alors, si les cercles C(a,b) et C(a’, V') sont égaux,
ils ont méme centre.

Démonstration. Les hypotheses assurent que les coniques associées aux cercles
sont propres. Les cercles sont obtenus a partir de ces coniques en enlevant au
plus deux points. Comme le cardinal du corps est > 6, les coniques ont donc
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au moins H points communs, donc elles sont égales en vertu du théoreme de
Bézout (voir Partie III ??7). Elles sont donc bitangentes a I' en les mémes
points (éventuellement situés dans une extension quadratique). La droite qui
joint les points de contact est la méme pour les deux cercles et, comme c’est
la polaire du centre, on a a = d’.

7.1.14 Proposition. On suppose k # F3, F5. Soient a,b des points dis-
tincts, non isotropes et mnon orthogonaux. On suppose (ab) non tangente a
[. Le groupe G¢ des isométries conservant C(a,b) est égal au groupe G, des
1sométries conservant a. En particulier toutes les droites passant par a et non
isotropes (les “diamétres du cercle”) sont azes de symétrie de C.

Démonstration. 1l est clair que G, est inclus dans G et la réciproque vient
de 7.1.13.

7.1.15 Remarque. Les résultats de 7.1.13 et 7.1.14 sont faux sur F3 et Fj :
il y a des cercles qui ont plusieurs centres” et dont les groupes d’isométries
sont plus gros que G, voir exercices 7.5.1 et 7.5.2.

7.2 Intersections de droites et de cercles

7.2.1 Une droite et un cercle

Nous étudions d’abord le cas général de 'intersection d’un cercle C(a, b)
et d'une droite D sur un corps quelconque. L’idée est d’obtenir une condi-
tion analogue a la condition euclidienne qui compare le rayon du cercle a
la distance du centre a la droite (ou au projeté orthogonal n du centre sur
la droite). Dans le cas présent, c’est l'invariant I qui va jouer le role de la
distance et les quantités pertinentes sont donc I(a, b) et I(a,n). Précisément,
on a:

7.2.1 Proposition. Soient a,b deux points distincts, non isotropes et non
orthogonauz, C := C(a,b) le cercle de centre a passant par b, V := V(P,})
la conique support de C et soit D une droite non isotrope, de pole d. On
suppose que a n’est pas orthogonal a D (i.e. a # d) et on appelle n le projeté
orthogonal de a sur D. On a les propriétés suivantes :

1) La droite D et le cercle C ont au plus deuz points communs.

2) Ils en ont exactement deux si la droite (ab) n’est pas tangente a I' et si la
quantité :

Alq)q(a)q(b)g(d) [I(a,n) — I(a,b)]

7. Voila qui aurait fait plaisir & Palmiro Togliatti.

264



est un carré non nul de k. Si D passe par a la condition signifie que les
droites D et (ab) sont de méme nature vis-a-vis de q (i.e. que le discriminant
de q est le méme, modulo les carrés, en restriction a ces droites).

3) 1ls ont un unique point commun dans deux cas :

e Sil'on a I(a,n) = I(a,b) et ce point est alors le point n. Si (ab) n’est
pas tangente a ', la conique V' est propre et la droite D est alors la tangente
aV enn (au sens des coniques). On dit encore que D est tangente a C en
n. Il existe une unique tangente en chaque point n de C ; elle est caractérisée
comme la perpendiculaire a (an) en n.

Si (ab) est tangente a ', V' est la conique dégénérée formée des deux
tangentes a I' issues de a, D passe par a et C N D est le point double a.

e Si la droite (ad) est tangente a I'. Dans ce cas, le point n est égal a
a Nd, il est isotrope et c’est l'un des points d’intersection de D et de V.
L’autre point d’intersection de D et V est un point non isotrope p et on a®
CnD={p}.

4) Dans tous les autres cas, C N D est vide.

Démonstration. Le fait que la droite et le cercle admettent au plus deux
points d’intersection résulte du théoreme de Bézout. En effet, si 'on travaille
dans le plan P(F), la droite est une (vraie) droite projective et le cercle est
une conique (peut-étre privée de deux points). On sait (voir Partie III ?7?)
qu’il y a alors au plus deux points d’intersection, sauf si la droite est incluse
dans la conique (mais elle serait isotrope en vertu de 7.1.10.4) et que la droite
est tangente au sens des coniques s’il y en a un seul.

Pour prouver le point 2), nous allons écrire un point m de D comme
combinaison de deux points de D et le reporter dans I’équation du cercle.
En général, il y a deux points remarquables sur D : le point n, intersection
de D et de (ad), et le point a Ad. Il faut toutefois prendre garde au cas ou
n et a Ad coincident. Ce cas est exclu dans le point 2) en vertu du lemme
suivant :

7.2.2 Lemme. On reprend les notations et hypotheses de 7.2.1. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) on an=aAd,

2) le point n est isotrope,

3) le point a Ad est isotrope,

4) la droite (ad) = (an) est tangente a I' en n.

Démonstration. Le point n est sur (ad), donc de la forme Aa + ud, et or-
thogonal a d, ce qui donne n = ¢(d)a — ¢(a,d)d. Dire qu'il est égal a a Ad

8. Car le point n étant isotrope est disqualifié.
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signifie seulement qu’il est orthogonal & a. Cette condition, comme ¢(n) = 0
ou gland) = 0, se traduit par q(d)q(a) = ¢(a,d)?, et cela signifie exactement
que (ad) est une droite isotrope.

Revenons au point 2) de 7.2.1. On suppose (ad) non tangente a I', de
sorte que les points n et a A d sont deux points distincts et non isotropes de
D. Un point m est dans Pintersection de D et C §'il vérifie q(b)¢(a,m)? —
q(m)p(a,b)? = 0. On voit que a A d n’est pas dans I'intersection et on peut
donc chercher m sous la forme m = n + p(a Ad) avec p € k. Posons § =
q(a)q(d) — ¢(a,d)?. Un calcul facile donne p(a,m) = 6 et q(m) = q(d)d +
w>A(q)d et I'équation devient :

(q(b)d — q(d)(a,b)*) = p*Alq)p(a, b)?.

Cette équation admet deux solutions distinctes si et seulement si la quantité :

A(g)(a(a)a(b)a(d) — a(b)p(a, d)* — q(d)p(a,)?)

est un carré non nul. En utilisant I'invariant I et la formule 1 — I(a,d) =
I(a,n) de 4.5.15, on voit qu’il y a deux points d’intersection si et seulement si
A(q)q(a)q(b)g(d) (I(a,n)—1(a,b)) est un carré non nul de k comme annoncé.

Si la droite D passe par a, on a ¢(a,d) = 0 et la condition d’existence
de deux solutions est que A(q)q(d)(q(a)q(b) — ¢(a,b)?) soit un carré non nul.
Comme A(q)q(d) est le discriminant de ¢|p, cela signifie exactement que les
discriminants de ¢ en restriction a D et (ab) sont égaux modulo les carrés,
ou encore que ces droites sont de méme nature.

Passons au point 3). Si la droite (ad) n’est pas tangente a I'; le calcul
précédent reste valable et il y a un point d’intersection unique si p = 0 est
solution, donc si on a I(a,n) = I(a,b) et le point en question est le point n
(non isotrope). On notera que si D passe par a ce cas ne peut se produire
que si (ab) est isotrope. En effet, on a alors a = n donc I(a,n) = 1, donc
I(a,b) =1 et cela implique que (ab) est tangente a I'. La conique C est alors
dégénérée, réunion des tangentes a I' issues de a et D la coupe au point
double a (c’est un cas de tangente généralisée, voir Partie II1 77).

Réciproquement, si on prend un point n quelconque sur C(a,b), on a
I(a,n) = I(a,b) et, si D est la perpendiculaire & (an) en n, on est dans le
cas précédent et D est tangente a C(a,b) en n.

Supposons maintenant (ad) tangente a I'. Le point de contact n = aAd est
isotrope et vérifie I’équation de C. C’est donc I'un des points de contact des
coniques bitangentes C et I' (voir 7.1.10). La droite D n’étant pas tangente a
I' n’est pas tangente non plus a C et recoupe donc C en un point p. Ce point
n’est pas l'autre point de contact de C et I" (sinon, D serait égale a la polaire
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de a contrairement & I’hypothese). En définitive, I'intersection de C et D est
réduite? a p.

7.2.3 Remarques.

1) Si a et b sont orthogonaux, on sait que C est une partie (comptée double)
de la polaire de a (voir 7.1.6) et I'intersection avec D est vide ou un point
double.

2) Si a et d sont orthogonaux, la droite D est la polaire de a par rapport a I’
et I'intersection de la conique V' support de C avec D est égale & DNT' (voir
7.1.10). Comme elle ne contient que des points isotropes, on a C N D = ().
3) Si la droite D est isotrope, donc aussi d, avec a,d non orthogonaux, le
calcul mené pour le point 2) de 7.2.1 reste valable et on a deux ou zéro
solutions selon que —A(q)q(b) est ou non un carré.

FIGURE 7.4 — Quelques exemples d’intersections de droites et cercles dans le
plan hyperbolique étendu (le cercle C(a, b) est en violet)

7.2.4 Remarque. Si le cercle C(a,b) est porté par une conique propre et si m
est un point du plan hors de C, il y a zéro ou deux tangentes a C issues de
m (c’est un résultat général sur les coniques, voir Partie II1 77).

Les cas réels usuels (modele de Klein et plan elliptique)

Dans les cas réels les plus usuels (E ou K) on retrouve la méme condition
que dans le cas euclidien :

7.2.5 Proposition. On suppose k = R. Soient a,b deux points distincts et
non orthogonaux du plan elliptique E (resp. du plan de Klein K), C(a,b) le

9. On rappelle qu'on a exclu les isotropes de C.

267



cercle de centre a passant par b et soit D une droite de E (resp. une droite de
K), de pole d. On appelle n le projeté orthogonal de a sur D et on note an et
ab les distances de a an et b. Alors le cercle C et la droite D admettent deux,
un ou zéro points communs selon que ['on a an < ab, an = ab ou an > ab
respectivement.

Démonstration. En effet, dans le cas elliptique (resp. hyperbolique) la quan-
tité g(a)q(b)q(d)A(q) est positive (resp. négative) et la condition de la pro-
position 7.2.1 se résume a I(a,n) > I(a,b) (resp. I(a,n) < I(a,b)). Comme
on a I(a,b) = cos? ab (vesp. I(a,b) = ch?ab) (voir 5.1.7 et 5.1.14) la conclu-
sion vient du fait que la fonction cosinus (resp. cosinus hyperbolique) est
décroissante (resp. croissante).

7.2.6 Remarque. Dans le cas hyperbolique, lorsque les points ne sont pas
dans K, le lecteur examinera divers cas selon les positions des points a, b et
de la droite D. Par exemple, si a, b, D sont extérieurs, la condition pour que
le cercle et la droite se coupent en deux points est, au contraire, I(a,n) >
I(a,b). D’'une maniere générale, I'inégalité change de sens chaque fois qu’on
change la nature des points a, b, d.

Notons le résultat suivant qui concerne l'intersection d’'un cercle avec les
demi-droites issues de son centre :

7.2.7 Proposition. Le corps de base est toujours R. Soit a un point non iso-
trope, soient b et ¢ des points distincts de a, non isotropes, non orthogonaut,
tels que les droites (ab) et (ac) soient toutes deuz anisotropes ou toutes deuz
hyperboliques. Alors, la demi-droite [ac) coupe C(a,b) en un unique point.

Démonstration. On note @’ le point conjugué de a sur (ac). On pose ¢ =
Aa+pa’ (avec A, pu # 0) et on cherche m = xa+a’ dans [a, ¢ (en vertu de 5.4.3
cela signifie que Ap et = sont de méme signe) et dans C(a,b). Cela donne la
condition 2%q(a) (q(a)q(b) —¢(a,b)*) = g(a')p(a,b)*. Mais, q(a)q(b) —¢(a, b)
(resp. g(a)gq(a)) est le discriminant de g restreinte a (ab) (resp. a (aa’) = (ac))
et ces nombres sont de méme signe par hypothese, de sorte qu’on a deux
solutions pour x, dont une seule de signe convenable.

7.2.8 Remarque. On notera que la condition sur les droites est automatique

sauf, dans le cas hyperbolique, si le point a est extérieur.

7.2.2 Intersections de deux cercles

Les résultats obtenus ci-dessus en ce qui concerne l'intersection d’un cercle
et d’une droite n’ont sans doute pas vraiment surpris le lecteur : deux points
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d’intersection au plus, la possibilité de tangence, etc., rien que de tres normal,
en somme. Les intersections de cercles lui réservent plus de surprises, notam-
ment dans le cas elliptique réel, ou il va y avoir parfois 4 points d’intersection
pour deux cercles.

7.2.9 Proposition. Soient a,b (resp. o', V') deux points distincts non iso-
tropes et non orthogonauz, C = C(a,b) (resp. C' = C(d', b)) le cercle de centre
a (resp. a’) passant par b (resp. b'). On suppose que les cercles C et C' sont
distincts. Alors, leur intersection est formée d’au plus quatre points, sauf si
les droites (ab), (a'b') et (aa’) sont toutes trois tangentes a I', auquel cas les
cercles sont des coniques décomposées et leur intersection est la droite (aa’).

Démonstration. Sil’'un au moins des cercles est une conique propre de P(E),
cela résulte du théoreme de Bézout, Partie III, ?7. Sinon, on est dans le cas
ou les droites (ab) et (a’'t’) sont tangentes a I', les cercles étant alors formés
par les deux tangentes issues de a (resp. a'), voir 7.1.10. Dire qu’il y a une
composante commune, c’est dire qu’'une tangente issue de a est égale a une
tangente issue de @’ : c’est la droite (aa’) (a et @’ sont distincts sinon les
coniques sont égales).

7.2.10 Remarques. Nous discutons ici le nombre de points d’intersection de
deux cercles en supposant que les coniques associées sont propres (i.e. (ab)
n’est pas tangent a I).

1) Tout d’abord, la question du corps de base est cruciale. En effet, si k
est algébriquement clos, I'intersection est non vide. Plus précisément, elle
est formée de quatre points, pourvu qu’on compte les points a l'infini et les
multiplicités, voir Partie III 7?7 ou [Per95].

2) Sur le corps des réels il se peut que I'intersection soit vide. Cela se produit
dans deux cas au moins. Si 'on est en hyperbolique et si b est dans K et &/
dans T, il est clair que les cercles sont disjoints. En effet, un point m (resp.
m’) de C(a,b) (resp. C(a', V")) vérifie ¢(m) = q(b) (resp. g(m') = ¢(b')) modulo
les carrés et il est donc dans K (resp. dans T). De maniére moins triviale,
que l'on soit en hyperbolique dans K ou en elliptique, si on note R = ab,
R’ = a't/ les rayons des cercles et 6 = ad’ la distance des centres, on voit
aussitot, avec la caractérisation “ordinaire” de 7.1.3, que sion a § < |R— R'|
oud > R+ R/, 'intersection des cercles est vide (c’est I'inégalité triangulaire).
On notera que le résultat est le méme qu’en géométrie euclidienne.

3) Si lintersection est réduite a un point n, ce point est sur la droite des
centres (aa’). En effet, on a vu en 7.1.14 que toute droite passant par le
centre d'un cercle est axe de symétrie pour ce cercle. La droite (aa’) est donc
un axe de symétrie commun pour C et C’, donc pour leur intersection. Si n
n’est pas sur I'axe, son symétrique n’ est aussi sur I'intersection et distinct
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de n et l'intersection a donc deux points au moins. Si les coniques supports
des cercles sont propres ', la perpendiculaire & (aa’) en n est tangente a la
fois & C et C’ (voir 7.2.1), et les deux cercles sont tangents en n au sens des
coniques, voir Partie IIT ?7.

4) Dans le cas hyperbolique réel, les choses sont différentes selon que les
cercles sont dans K ou dans T. Dans K la situation est identique a celle de
la géométrie euclidienne : deux cercles se coupent en 0,1 ou 2 points.

Le plus simple pour le prouver est de regarder le cas du modele D de
Poincaré dans lequel les cercles hyperboliques sont des cercles euclidiens,
voir 7.4.9. En revanche, pour des cercles extérieurs, le nombre de points d’in-
tersection peut varier entre 0 et 4, voir figure 7.5.

5) Dans le cas elliptique, tous les cas sont possibles (de 0 a 4 points d’inter-
section), voir figure 7.6.

T
. PN C
e N C, \
/ Cl | B : 2. \ ’ r
| / / \ ‘ AN ‘ € -
\ ./
\ // AN //’
_ \ c,
‘/ \‘ C| B
/ |

FIGURE 7.5 — Quelques exemples d’intersections de cercles dans le plan hy-
perbolique étendu

7.2.3 Application : construction des médiatrices “a la
regle et au compas”

En géométrie euclidienne, la médiatrice de a,b s’obtient en joignant les
points d’intersection des cercles C(a,b) et C(b,a). La méme construction
peut étre envisagée en géométrie non euclidienne, mais elle présente par-
fois quelques difficultés inattendues. Bien entendu, 'expression “a la regle

10. On vérifie que sinon 'intersection ne peut étre réduite & un point.
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FIGURE 7.6 — Quelques exemples d’intersections de cercles dans le plan el-
liptique, a gauche les cercles C; coupent C” (qui est en deux morceaux) en
0,2 ou 4 points, a droite en 1 ou 3 points.

et au compas” signifie ici : en utilisant des intersections de droites et des
cercles, méme si les cercles en question ne sont pas — en général — des cercles
euclidiens.

7.2.11 Proposition. On suppose a,b distincts, non isotropes et non ortho-
gonauz.

1) En géométrie hyperbolique, les cercles C(a,b) et C(b,a) ont au plus deuz
points communs, de sorte qu’on ne peut construire qu’une au plus des médiatri-
ces de a,b.

2) En géométrie elliptique, les cercles C(a,b) et C(b,a) ont 2, 3 ou 4 points
communs selon que o = ab est plus petit que 7/3, égal ou plus grand.
Lorsque les cercles ont deux points d’intersection, la droite qui les joint est
une médiatrice. Lorsqu’ils en ont quatre, p,q,r, s, les médiatrices de a,b sont
obtenues en joignant les diagonales du quadrilatére prqs (i.e. p,q et r,s) et
les cotés de prqs se coupent sur (ab).

Démonstration. 1) Le résultat a été évoqué en 7.2.10.4 dans le cas ol a et b
sont dans K. S’ils sont dans T, il y a deux cas de figure'!. Si la droite (ab)
est hyperbolique, on peut supposer a = (1,0,0) et b = (cha,0,sha). On
voit que les intersections des cercles sont les intersections de I'un d’eux avec
les médiatrices (définies par ¢(b+ ea, m) = 0 avec € = +1). Un calcul facile
montre que, pour € fixé, il y a deux points d’intersection si et seulement si la
quantité 2ech®a + 3ch?a — 1 est positive. C’est toujours vrai pour € = 1 et
jamais pour € = —1. Il y a donc exactement deux points d’intersection pour
les cercles et une médiatrice qui les joint.

11. Nous laissons en cadeau au lecteur le cas ol (ab) est isotrope.
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Si la droite (ab) est extérieure, on peut supposer a = (1,0,0) et b =
(cosa, sin v, 0), v € [0, 7]. Le calcul est analogue et on montre qu’il y a deux
points d’intersection si 2e cos® av + 3 cos? o — 1 est positif. On vérifie que pour
e =1 (resp. € = —1) c’est vrai pour a < /3 (resp. a > 27 /3). Il y a donc au
plus deux points d’intersection et s’il y en a deux on obtient une médiatrice
en joignant ces points'2, sinon, la construction ne fonctionne pas.

2) Dans le cas elliptique, on peut supposer a = (1,0,0) et b = (cos v, 0, sin ),
avec a €)0, m/2[. Les équations des cercles sont alors les suivantes : — sin® o 22+
cos? ay?+cos? at? = 0 et —2cos asin a wt+cos? a y?+(cos? a—sin? a)t? = 0.

On peut supposer t = 1. Par différence on obtient une équation du second

coso + €

degré en = qui admet pour solutions x = et en reportant on ob-

sin «v
tient y? cos?a = 1 + 2ecosa. On voit que, pour € = 1, il y a toujours deux

solutions, mais que pour € = —1 le partage se fait lorsque cos o vaut 1/2.

Il reste a montrer la derniere assertion. Notons m,n les milieux de a, b,
intersections de (ab) avec (pq) et (rs) respectivement et soit o le point d’in-
tersection de ces droites. Comme (pq) (resp. (rs)) est 'orthogonal de n (resp.
m), o est le pole de (mn), ou encore de (ab), par rapport a la conique (imagi-
naire) I'. Les points o et m sont donc conjugués par rapport a I'. Par ailleurs,
comme m est sur (ab), ils sont aussi conjugués par rapport a la droite double
(ab)? (car le noyau de la forme quadratique associée est justement (ab)). Il
en résulte (voir Partie I1I) que o et m sont conjugués par rapport a toutes les
coniques du pinceau défini par I" et (ab)? et notamment par rapport & C(a, b)
et C(b,a). Comme les points d’intersection de C(a,b) avec (om) sont p et g,
on a donc [o,m,p,q] = —1 et, de méme, [o,n,r,s] = —1. Cela signifie que
la polaire de o par rapport aux deux droites (pr) et (¢s) (resp. (ps) et (qr))
n’est autre que (mn) = (ab). Mais alors, si on désigne par 4, j les intersections
de (pr) et (¢s) et de (ps) et (qr) respectivement, la construction de la polaire
(voir Partie I ??) montre que i et j sont sur (ab).

7.3 Horicycles

Nous allons étendre la définition des cercles C(a,b) au cas ou les points
a,b peuvent étre isotropes. L’exercice 4.7.4 montre qu’il faut adapter 'idée
initiale dans ce cas. En effet, le groupe des isométries qui fixent un point iso-
trope est trop transitif. Par exemple, dans le cas hyperbolique réel le résultat
de 4.7.4 s’applique, pour a = o’ € T, lorsque b et &’ sont deux points de K.

12. Dans les cas limites comme € = 1 et a = /3, les cercles sont tangents et la médiatrice
cherchée est la tangente commune.
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La figure ci-contre est réalisée
dans le plan elliptique conforme.
Le cercle de centre a (resp. b)
est la réunion des deux arcs verts
(resp. violets). Les médiatrices de

\ \WAN :
a, b sont en rose. \\*\ N /
AN

FIGURE 7.7 — La construction des médiatrices de a, b dans le plan elliptique
conforme

Autrement dit, le cercle de centre a passant par b (si on le définit au sens de
I'action de groupes comme ci-dessus) est égal a K tout entier!

En fait, le groupe adapté a la situation est le groupe G} des déplacements
paralleles vu en 1.4.28 : groupe formé des transformations qui fixent non
seulement le point a mais aussi ses représentants vectoriels. En effet, on a
la proposition suivante qui montre que les orbites sous ce groupe ont encore
une équation du type (*) de 7.1.1 :

7.3.1 Proposition-Définition. Soient a € I' un point isotrope de P(E) et
soient b et m deuz points de P(E) distincts de a. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) il existe g € G} tel que g(b) = m,

i) on a P,y(m) = q(b)p(a,m)* — q(m)p(a,b)? = 0.

L’ensemble des points m vérifiant les conditions précédentes est appelé '
horicycle de centre a, passant par b, et il est noté H(a,b). Il est égal a la
conique V (P, ) privée du point a.

Démonstration. Supposons la condition ) réalisée. Il existe alors des représen-
tants des points a, b, m, notés encore a,b,m et g € O(q) tels que 'on ait
g(a) = a (par définition de G) et g(b) = m. On a alors ¢(b) = q(m) et
©(a,b) = p(a,m) d’ou I'égalité P,,(m) = 0.

Réciproquement, supposons i) réalisée. Choisissons des représentants
a,b,m des points. Notons d’abord que, comme b est différent de a, q(b)
et ¢(a,b) ne sont pas tous deux nuls (sinon le plan vectoriel (a,b) serait
totalement isotrope). Le méme argument vaut aussi pour m.

13. D’autres disent horocycle. On appelle aussi parfois transformations horicycliques ou
horocycliques les déplacements paralleles.
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Supposons d’abord ¢(a, b) et ¢(b) non nuls. La remarque précédente montre
que g(m) et p(a, m) aussi sont non nuls (sinon ils le seraient tous les deux).
On a alors g(m) = ¢(b) dans k* /k*2. Quitte a changer m en Am on peut donc
supposer q(m) = q(b) # 0. On en déduit p(a,m)? = ¢(a,b)? et quitte & chan-
ger éventuellement m en —m on peut supposer qu'on a ¢(a,m) = ¢(a,b).
Mais alors, en vertu du théoreme de Witt (voir 4.1.3), il existe g € O(q) tel
que g(a) = a et g(b) = m et g est bien dans G

Supposons ¢(b) = 0. Comme ¢(a, b) est non nul, on en déduit ¢(m) = 0 et,
quitte a changer m en Am, on peut supposer ¢(a,m) = ¢(a,b). On conclut
encore par 4.1.3.

Enfin, si ¢(a,b) est nul, on a aussi ¢(a, m) = 0, de sorte que m est dans
le plan (a,b) = a*. Comme ce plan est de rang 1, les valeurs non nulles de
q sur ce plan sont toutes égales dans k*/k*2. Quitte a changer m en Am, on
peut supposer ¢(b) = g(m) et on conclut comme précédemment.

7.3.2 Remarques.

1) Dans le cas ¢(b) = 0, avec b # a, V(P,;) est égal a I

2) Dans le cas ¢(a,b) = 0, avec b non isotrope, V (P, ;) est la polaire de a,
c’est-a-dire encore la tangente en a a I' (définie par ¢(a,m)?> = 0 donc une
droite “double”).

7.3.3 Proposition. Soit a un point de I' et b un point non isotrope et non
orthogonal a a. La conique V (P,) contenant H(a,b) est une conique propre,
surosculatrice a I' en a. Toute conique surosculatrice a I' en a, privée de a,
est un horicycle de centre a.

FI1GURE 7.8 — Deux horicycles du plan hyperbolique étendu, I'un intérieur,
I'autre extérieur

Démonstration. Les conditions assurent que P,; est une forme quadratique
non nulle. Elle définit donc une conique, qui passe par a. L’intersection de
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cette conique et de I' est égale a l'intersection de I' et de la droite double
¢(a,m)?. Comme cette droite est tangente, on voit que l'intersection est
un point quadruple, de sorte que les coniques sont surosculatrices. La seule
conique impropre du pinceau est la tangente double, voir Partie IIT ??. Ce
cas correspond a a et b orthogonaux et il est donc exclu, de sorte que H(a,b)
est une conique propre.

Réciproquement, si on a une conique C' surosculatrice en a et si on prend
b € C, C a une équation de la forme Ag(m) + pp(a, m)? et en écrivant que
C passe par b on obtient les coefficients voulus a un scalaire pres.

7.4 Le cas des géométries réelles

7.4.1 La géométrie elliptique

Si l'on travaille dans E = P%(R) il n’y a rien a changer au discours
précédent : les cercles sont des coniques bitangentes a la conique (imagi-
naire) I' en des points (imaginaires). Pour une prise en compte d'une droite
a l'infini, voir exercice 7.5.5. Dans le modele conforme KE (le disque avec les
points diamétralement opposés identifiés), les cercles sont plus compliqués 14,
notamment a cause de I'identification des points antipodes du bord. On com-
mence par décrire les cercles de la sphere :

7.4.1 Proposition. Soient a,b deuzx points de la sphére S%. On note § la
distance sur la sphére (voir 5.1.3) et on pose R = d(a,b). L’ensemble des
points m de S? qui vérifient 6(a,m) = R (le cercle de centre a et de rayon
R pour la géométrie sphérique) est la trace sur S* d’un plan. C’est donc un
cercle euclidien.

Démonstration. Comme la distance est invariante par isométrie, on peut sup-
poser a = (0,0, 1). Si on écrit b sous la forme (cos asin 3, sin asin g, cos (),
avec «, 5 € [0, 7] et m = (x,y,t), on trouve d(a,b) = 5 et d(a, m) = Arccost.
Le cercle est donc la trace sur la sphere du plan ¢ = cos 5 et c¢’est un cercle
euclidien de rayon sin f3.

On regarde ensuite I'image réciproque d'un cercle de E dans S? :

7.4.2 Proposition. Soient a,b deux points de E. On désigne par d la dis-
tance dans E et on pose R = d(a,b). Rappelons qu’on a R < w/2. Soit a
I'un des antécédents de a dans S* (par exemple celui de 'hémisphére nord).

14. Bien entendu, la complication vient du modele qui nous limite au disque. Les choses
seraient conceptuellement plus simples si I’on travaillait dans tout le plan, avec plus d’iden-
tifications.
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L’image réciproque du cercle C(a,b) dans S? est la réunion des deur cercles
(au sens de 7.4.1) Ct et C~ de centres a et —a et de rayon R. Ces cercles sont
antipodes, ils sont disjoints si R est strictement plus petit que /2 et sont tous
deuz égaux au grand cercle orthogonal a @ si R est égal a /2. Si on noten le
pole nord de S%, n son image dans E et Ty le cercle équatorial, les cercles C*
et C~ rencontrent Ty si et seulement si on a, dans E, d(n,a)+d(a,b) > 7/2.

Démonstration. Soit m un point de C(a,b) et soit m un point de la sphere
qui se projette sur m. On a d(a,m) = R. On utilise la formule 2) de 5.1.7 :
d(a,m) = Min (6(a,m),d(—a, m)). On voit que m vérifie 6(a, m) = R ou
d(—a,m) = R, autrement dit, m est sur I'un des cercles de rayon R et de
centre a ou —a. Si m est dans 'intersection de ces cercles on a m = d(a, —a) <
d(a,m)+d(m,—a) = 2R et cela n’est possible que dans le cas R = 7/2. Dans
ce cas, les deux cercles sont égaux au cercle équatorial orthogonal a @.

Si ce n’est pas le cas, les deux cercles sont disjoints et antipodes. Si m
est, disons, dans le cercle de centre @ et se projette en m, on a 6(—a,m) >
m—d(a,m) =1 — R > R et on en déduit d(a,m) = §(a,m) = R, ce qui
montre que m est dans C(a, b).

Montrons la derniére assertion. Supposons d’abord d(n, a)+d(a,b) < m/2
et soit m € C* relevant m € C(a,b). On a 6(n,m) < d(n,a) + d6(a,m) =
d(n,a) + d(a,m) = d(n,a) + d(a,b) < 7/2, de sorte que m est strictement
dans I'hémisphere nord. Inversement, si on suppose d(n,a)+d(a,b) > 7/2, il
s’agit de voir que C'" rencontre I'y. C’est évident si a et n coincident. Sinon, on
considere le grand cercle joignant n et @ et son demi grand cercle d’extrémité
a qui ne contient pas n. Il contient un point m qui vérifie §(a, m) = d(a,b).
Comme les points n, a, m sont sur un grand cercle et dans cet ordre, on a
d(n,m) =4d(n,a)+d(a,m) =d(a,n)+d(a,b) > 7/2 et cela montre que m est
dans I'hémisphere sud. Le disque euclidien limité par C'F est convexe. Son
centre est sur le rayon joignant le centre de la sphere a @. Il est donc dans
I’hémisphere nord. Cela montre que C* a des points dans I’hémisphere nord.
Comme il contient aussi le point m dans I’hémisphere sud, le théoréeme des
valeurs intermédiaires montre qu’il a un point sur ’équateur.

L’étape suivante est de regarder I'image des cercles de S2 par la projection
stéréographique p : S*> — P = P U {co} (voir 2.3.1 et 2.3.2) :

7.4.3 Proposition. On reprend les notations de la proposition précédente.
L’image des cercles Ct et C~ par la projection stéréographique est la réunion
de deuz cercles euclidiens Ct et C~ de P (ou d’un cercle et une droite si le
pole sud est sur C~ ), disjoints (sauf si R = mw/2) et échangés par l’antipodie
elliptique € (voir 2.53.5). Ces cercles rencontrent le cercle unité si et seulement
si on a d(n,a)+d(a,b) > /2.
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Démonstration. Le fait que I'image d'un cercle de S? soit un cercle de P
(sauf si le cercle passe par le pole sud) est évident avec les formules donnant
p~ ! (voir la preuve de 2.3.2). Comme p est bijective, qu’elle envoie 1'équateur
sur le cercle unité, et que 'antipodie elliptique € est la conjuguée par p de
I'antipodie de S2, le reste est immédiat.

On peut maintenant préciser I'allure des cercles du modele KE :

7.4.4 Proposition. Soient a,b € KE. On note o le centre du disque. Le
cercle C(a,b) est un cercle euclidien passant parb si d(o,a)+d(a,b) est < 7/2
ou la réunion de deux arcs de cercles euclidiens dont ['un contient b sinon.

Démonstration. Le cercle C(a,b) est réunion des traces des deux cercles C*
et C~ sur KE. Comme 'antipodie elliptique échange I'intérieur et I'extérieur
du disque, il y a deux cas : soit C* est contenu dans KE (et C~ est alors
extérieur), soit tous deux coupent le disque et leurs traces sont deux arcs de
cercle.

FIGURE 7.9 — Deux aspects du cercle C(a,b) dans KE. A gauche on a un
cercle euclidien de centre w, a droite deux arcs de cercles euclidiens de centres
w et w

7.4.5 Remarques.

1) Une autre preuve de 7.4.4 consiste a traiter d’abord le cas a = o ou 'on
trouve le cercle euclidien de centre o passant par b. Dans le cas général, il
existe une symétrie 7p, par rapport a une droite elliptique D, qui transforme
aenoetbend. Notons D le support '° de D. Le cercle C(a, b) est donc 'image

15. Nous parlerons du cercle D, mais cela peut étre parfois une droite ; 'inversion corres-
pondante est alors une symétrie axiale.
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par 7p du cercle euclidien C(o,b’). Vu la description de 7p (voir 2.3.4), on
commence par regarder le cercle C’, image de C(o0,b’) par 'inversion de cercle
D. Si ce cercle est entierement contenu dans KE il est égal a C(a,b). Sinon, le
cercle C(a, b) est formé de 'arc de cercle intersection de C’ et du disque et de
I'image de l'autre arc (intersection avec I'extérieur du disque) par I'antipodie
elliptique.

2) La description précédente permet de préciser les centres du cercle ou des
arcs de cercle.

7.4.2 La géométrie hyperbolique : le modele de Klein

Ce cas est nettement plus complexe. En effet, il y a, a priori, neuf types
de cercles dans le plan hyperbolique P(E) selon la position de a (resp. b) dans
K, I', T. Tous ces cas offrent un réel intérét, cependant les plus classiques
sont les cercles formés de points de K. Parmi ceux-ci, les plus pittoresques
sont ceux dont le centre est extérieur :

7.4.6 Proposition-Définition. Soit a un point de T, A sa polaire et soit
be K. Le “cercle” C(a,b) est contenu dans K. C’est une conique, bitangente
a T en les points de ANT'. Les points m de C(a,b) sont tous a méme distance
de A (au sens de 5.3.1). On dit que C(a,b) est ’équidistante a A passant
par b et on la note plutét E(A,D).

Démonstration. La distance de m a A est la distance de m a son projeté
orthogonal n € A. Elle correspond donc & I(m,n). Or, on a vu la formule
I(m,a) + I(m,n) =1 (voir 4.5.15), d’ou la conclusion.

On sait, en vertu de 3.4.9 et 5.4.15, qu’un triangle de K admet trois média-
trices intrinseques, qui sont des droites hyperboliques, et trois médiatrices
extrinseques, qui sont des droites extérieures. On obtient ainsi quatre cercles
circonscrits dont on peut préciser les types :

7.4.7 Proposition. Soit abc un triangle de K.

1) Deux médiatrices extrinséques et une intrinséque sont concourantes en
trois points (nécessairement extérieurs), centres de trois cercles circonscrits,
qui sont les équidistantes aux droites des milieux du triangle passant par les
sommets.

2) Les trois médiatrices intrinseques sont concourantes en un point w €
P(E) centre d’un cercle circonscrit (que l'on dira intrinséque). Il y a trois
cas :

a) Siw est dans K, les points a,b, c sont sur le cercle C(w,a).
b) Si w est dans ', ce qui signifie que les médiatrices sont paralléles, les
points a,b,c sont sur l’horicycle H(w, a).
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c) Siw est dans T, ce qui signifie que les médiatrices admettent une perpen-
diculaire commune Q = wt dans K, les points a,b, c sont sur I"équidistante

E(Qa).

Démonstration. 1) Les médiatrices extérieures B~ et C'~ sont les polaires
des milieux intérieurs o' = a + b et ¢ = a + c. Le point d’intersection de ces
médiatrices, centre du cercle circonscrit, est le pole de (') et le cercle est
donc I'équidistante E((b'¢), a).

2) Clest clair (voir 7.1.9).

FIGURE 7.10 — A gauche le cercle circonscrit intrinseque est un cercle et on
a tracé I'équidistante a (b'c’), a droite, le cercle intrinseque est lui-méme une
équidistante.

7.4.8 Remarque. Lorsque a est l'origine du plan K, le cercle C(a,b) est le
cercle euclidien ordinaire. En effet, on a alors I(a,b) = 1/(1 —r?) ol r est la
distance euclidienne de a a b.

7.4.3 La géométrie hyperbolique : le modele de Poin-
caré

Cercles

Dans le modele du disque D de Poincaré, les cercles sont vraiment des
cercles :

7.4.9 Proposition. Soient a,b € D. Le cercle C(a,b) est un cercle euclidien
passant® par b.

16. Mais son centre euclidien n’est pas le point a, sauf si a est le centre de D.
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Démonstration. On commence par traiter le cas ol a est I'origine o = (0, 0).
Il y a plusieurs facons de faire. On a vu en 7.4.8 qu’'un cercle de centre o du
plan de Klein K est un cercle euclidien. On vérifie que son image réciproque
dans le plan de Minkowski est un cercle, situé dans un plan ¢t = k et vérifiant
22 +1y% = R? et on voit aussitot que I'image de ce cercle dans D en est encore
un.

On peut aussi utiliser la distance directement avec la formule de Laguerre,
voir 5.1.19.

On peut enfin utiliser le fait que les droites hyperboliques passant par o
sont les droites euclidiennes et que le cercle hyperbolique étant invariant par
les symétries (a la fois hyperboliques et euclidiennes dans ce cas), ¢’est un
cercle euclidien.

Si maintenant a est un point quelconque de D il existe une symétrie
hyperbolique axiale qui transforme a en o (la symétrie par rapport a une
médiatrice de a,0). Dans le disque de Poincaré, cette symétrie est une in-
version ¢ (dont le pole est a l'extérieur du disque) en vertu de 2.4.22. Elle
transforme b en b et le cercle C(a,b) en C(o0,0'). Comme ce dernier est un
cercle euclidien (qui ne contient pas le pole), il en est de méme de C(a, b).

Horicycles

7.4.10 Proposition. Soit a un point de I' et b un point de D. L’horicycle
H(a,b) est le cercle euclidien passant par b et tangent a I' en a.

Démonstration. Comme le groupe PO(q) est transitif sur les couples (a,b)
formé d’un point isotrope et d'un point de D (voir 4.7.4), il suffit de traiter
le cas de I'horicycle de centre a = (1,0) passant par l'origine. Dans le plan
de Klein, cet horicycle a pour équation 222 + y* — 2zt = 0 (c’est bien une
ellipse surosculatrice a I en (1,0, 1)). L’image réciproque de cette ellipse dans
I’hyperboloide H a pour équations z? + y? — t? = —1 (I'équation de H) et
222 +y? — 2xt = 0. Cette courbe se décompose en deux composantes qui sont
les sections de H par les plans t = x — 1 et t = x + 1. Seule la section définie
par t = x + 1 rencontre “I’hémisphere nord” M et si on la projette dans D
par ¥’ on obtient la courbe d’équation X?+Y? — X = 0 : c’est bien le cercle
tangent en a a I' qui passe par o.

Equidistantes

Les équidistantes du disque de Poincaré ont un aspect quelque peu chao-
tique :
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7.4.11 Proposition. On note o le centre du disque de Poincaré. Soient
A une droite hyperbolique de D, i et j les points d’intersection de A avec
lhorizon T et soit a un point n’appartenant pas a A. On désigne par C :

i) la droite (ij) si les points i, j,a sont alignés au sens euclidien,

i1) le cercle (euclidien) circonscrit a i, j,a sinon.

Soit C" linverse de C' dans l"inversion de cercle I' qui est un cercle passant
par o dans le cas i), un cercle (resp. une droite) dans le cas ii) si C' ne passe
pas par o (resp. passe par o).

Alors, léquidistante E(A, b) est la réunion des deux arcs de cercles-droites
CND et C"ND d’extrémités i et j.

Démonstration. Nous donnons deux preuves de ce résultat.

La premiere consiste a faire le calcul dans un cas particulier et a utiliser
ensuite la transitivité du groupe PO(q). Dans ce qui suit on utilise les calculs
menés au chapitre 2 (voir les paragraphes 2.4.2 et 2.4.3). On travaille d’abord
dans le plan de Klein K (identifié & une partie de R?) et on considere la droite
D d’équation = = 0 et le point b = (3,0) avec 5 €] — 1,1[, § # 0. L’image de
D dans le disque de Poincaré est une droite hyperbolique A dont ’équation

— 0).
1+ 4/1—p? )
Comme l'orthogonal de D est le point d = (1,0, 0), 'équation de 1’équidis-
tante £(D,b) s'écrit : q(m)p(d,b)* = q(b)p(d,m)?* et un calcul immédiat
2

est encore x = 0, I'image de b est le point a = (

donne, pour m = (z,y) € £(D,b) 'équation % + y? = 1. On reconnait bien

une ellipse passant par b et bitangente a I' en les points (0,£1). On calcule

alors I'image réciproque de cette ellipse dans le modele de Minkowski M ou

IQ

plutot dans I'hyperboloide H. On obtient 1’équation E + 9% —t* = 0 qui,
62

avec 1'équation de H, 2% +y? —t? = —1, donne 22 = 1—52

courbe décomposée en les deux sections planes (deux hyperboles) de H par

les plans x = + \/% La projection de ces hyperboles sur D, ou plutot sur

—\’1_52_1 -0

avec € = £1. Il s’agit de deux cercles C' (e = 1) et €’ (e = —1). Un calcul
sans malice montre que le point a est sur C et que C' et C sont inverses dans
I'inversion z — 1/Z de cercle I'. Par ailleurs, il est clair que C' et C” passent
par les extrémités de A, c’est-a-dire les points (0, 41), de sorte qu’on a bien
montré la proposition dans ce cas la.

Le cas général s’en déduit aussitot. Si on a A et a quelconques, il existe
une isométrie u de D qui envoie la droite A sur la droite Ay d’équation x = 0

. On obtient une

le plan P = R?, donne les courbes d’équations X2 +Y?2+2eX
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et le point a sur un point ay de ’axe des x. Comme une isométrie transforme
équidistante en équidistante, I'équidistante £(A, a) est 'image par u~! de
E(Ay, ap). Comme les isométries de D sont des composées d’inversions et de
symétries (voir 2.4.22), les arcs de cercles constituant 1'équidistante de A se
transforment en des arcs de cercles ou des segments et on a le résultat.

FIGURE 7.11 — A gauche deux exemples d’équidistantes, a droite la figure de
la deuxieme preuve de 7.4.11

La deuxieme preuve est plus géométrique, mais nécessite quelques connais-
sances sur l'inversion, a commencer par un lemme :

7.4.12 Lemme. Soient I' et A deux cercles orthogonauz, sécants en i,j et
soit C' un cercle passant par i,7j. Alors les images de C' dans les inversions
de cercles I' et A sont égales.

Démonstration. Les cercles passant par ¢,j forment un pinceau, i.e. une
droite projective (si on désigne par I' = 0 et A = 0 des équations des cercles
correspondants, les cercles passant par i, 7 ont pour équation \I' + pA = 0
avec (A, 1) € P1(R)). Les inversions considérées définissent des homographies
de cette droite projective, qui sont toutes deux des involutions de points fixes
[ et A : elles sont donc égales.

Revenant a 7.4.11, on montre d’abord que tout point m de C appartient a
E(A, a). Pour cela, on projette m et a orthogonalement sur A en m’ et a’. Soit
D la médiatrice de a’ et m'. C’est une droite (hyperbolique) orthogonale a la
droite (hyperbolique) A. Elle est donc portée par un cercle qui est orthogonal
a la fois a l'arc de cercle A et a I', donc a tous les cercles du pinceau a
points base 7, j, donc en particulier a C'. Le cercle C' est donc stable par la
symétrie (ou l'inversion) 7p. Comme 7p transforme la droite (aa’) en (mm’),
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elle échange a et m et on a I’égalité de longueurs aa’ = mm’, ce qui montre
que m est bien sur £(A, a).

Considérons maintenant 7ao. On sait qu’il s’agit de 'inversion de cercle
le support de A et, comme ce cercle est orthogonal a I', on a 7o (C) = '
en vertu du lemme. Par conservation de la distance il est clair que C” est
contenu dans E(A, a).

Il reste a montrer que si m est sur £(A, a) il est sur C ou C’. On considere
a nouveau les projetés m’ et a’ et leur médiatrice D. Dire que m est sur
I’équidistante signifie qu’on a mm’ = ad’. Soit n le symétrique de a par
rapport a D. Il est sur la droite (mm') par conservation de 'orthogonalité
et il vérifie m'n = a’'a = m'/m. C’est donc soit m soit son symétrique par
rapport & A. Autrement dit, on a m = 7p(a) ou m = 7A o 7p(a). Comme a
est sur C, m est sur 7p(C) = C ou sur Ta7p(C) = C".

7.4.13 Remarques.

1) Il y a une notable différence d’aspect de I’équidistante entre le modele de
Klein ou il s’agit d’une belle conique bitangente a I', bien réguliere et celui
de Poincaré ou elle est réunion de deux arcs de cercles se coupant en des

points anguleux. Plusieurs éléments expliquent ce phénomene. Rappelons les
bijections entre K et D, © = ¥/ o U1 : K — D définie par

X Y
@X,Y - ) )
( ) (1+\/1—R2 1+\/1—R2)

2 2
avec R? = X2+ Y2, de réciproque donnée par ©~1(z,y) = (—1 _er, T3 +yr2>
2

avec 12 = 22 + y2. Ces bijections induisent I'identité sur le cercle I' mais il
y a une différence fondamentale entre © et ©~! : © ne s’étend pas au plan
tout entier, a cause du terme v/1 — R? qui devient imaginaire pour R > 1,
alors que ©~! se prolonge en un revétement de degré 2, de P = R? U {o0}
sur K, ramifié le long de I". (Le point a l'infini s’envoie sur 0).

La fibre d’'un point m de K est formée de deux points, p et ¢, avec

p = (v,y) et ¢ = (-, ), autrement dit, p et g sont inverses par rapport a
r2’

I'. On peut donc voir D comme le quotient de P obtenu en identifiant un
point et son inverse !” par rapport & I'. Si on note  : P — D la projection, on
comprend pourquoi cet aspect bizarre de 'équidistante : c¢’est parce qu’elle
est I'image par 7w de deux cercles, ou, ce qui revient au méme, la trace sur
D de ces deux cercles. C’est aussi ce qu’on a vu dans la premiere preuve
ci-dessus en passant par le modele de Minkowski.

2) On retrouve aussi un aspect qui a déja été évoqué au chapitre 2 (voir

17. C’est la métaphore de la crépe utilisée en 2.4.15.
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2.4.15), a savoir que les deux compactifications du plan hyperbolique : le
plongement de K dans P2(R) et celui de D dans P = C ne sont pas de
méme nature. En effet ce dernier plongement est juste un double de D, (un
revétement de degré 2) ce qui n’est pas le cas de P?(R) par rapport & K otl,
comme on ’a vu, les points extérieurs jouent un role tout a fait différent.
Le lecteur percoit peut-étre ainsi le pourquoi de la préférence de 1'auteur
pour le modele de Klein et surtout sa version étendue, porteuse de bien plus
d’information que le disque D, méme étendu au plan.

La figure ci-contre explique 'as-
pect de léquidistante E£(D,a). y
Dans le plan P elle est formée '
des deux cercles violet et vert.

Dans D ne subsistent que les arcs

intérieurs a D, les arcs extérieurs

se repliant par inversion (I’arc

extérieur vert sur l'intérieur vio-

let et vice-versa).

FIGURE 7.12 — Le pliage des équidistantes

Pour terminer nous donnons en 7.13 ci-dessous les deux figures des cercles
et équidistantes circonscrits a un triangle de D. Il y en a quatre, a gauche,
dans le cas des médiatrices concourantes, un cercle et trois équidistantes
correspondant aux droites des milieux, a droite, dans le cas ou les médiatrices
ont une perpendiculaire commune, quatre équidistantes, les trois précédentes
et celle associée a la perpendiculaire commune.

7.5 Exercices

7.5.1 Des cercles a plusieurs centres

7.5.1 Ezercice. On suppose k = F3, ¢ = X% + Y? — T?. Montrer que P(FE)
a 13 points, énumérer ceux de I' et ceux qui vérifient ¢ = 1 et ¢ = —1.
Déterminer les cercles C(a, b) “non dégénérés” (i.e. ceux qui correspondent a
des points a,b non orthogonaux et tels que (ab) ne soit pas tangente a I').
Montrer que les deux cercles de centres o = (1,0,0), 8 = (0,1,0) passant
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FI1GURE 7.13 — Cercle et équidistantes circonscrits

b= (1,1,0) sont égaux. Montrer que le stabilisateur de ce cercle est un groupe
diédral D, a 8 éléments, tandis que le stabilisateur de o ou 3 est un groupe
de Klein V4 a 4 éléments. (On pourra interpréter PO(q) comme le groupe
S, des permutations des quatre éléments de I'.)

7.5.2 Ezercice. On suppose k = F5, ¢ = X?+Y? — T2 On note I (resp. T,
resp. K) I'ensemble des points ol ¢ est nul (resp. est un carré non nul, resp.
n’est pas un carré) et on les appelle encore isotropes, extérieurs, intérieurs.

1) Soit m € I'. Montrer que les points de la tangente a I' en m autres que
m sont extérieurs (ce qui justifie la terminologie).

2) Montrer que le groupe PO(q) est un groupe a 120 éléments '® (utiliser
I'isomorphisme avec PGL(2,F5), voir Partie III 77).

3) Montrer que P(E), I', T, K sont respectivement de cardinal 31, 6, 15,
10 (pour les deux derniers on utilisera 'opération de PO(q) et on calculera
les cardinaux des stabilisateurs a 'aide de 1.4.23 et 1.4.25).

4) Montrer que les cercles de centres intérieurs (resp. extérieurs) sont de
cardinal 6 (resp. 4). Montrer que le centre des cercles de cardinal 6 est bien
déterminé.

5) Montrer qu'il y a un seul cercle de centre extérieur a qui corresponde
a une conique propre et soit formé de points extérieurs (on n’oubliera pas
d’écarter les points de la polaire de a et des tangentes passant par a). Montrer
qu’un tel cercle détermine son centre.

6) On considere les points a = (1,0,0) et b = (1,1,2). Déterminer le
cercle C(a,b) et montrer qu’il admet deux centres autres que a (il s’agit de

18. On peut montrer que c’est aussi le groupe symétrique Ss, voir [Per96].
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a = (0,1,0) et " = (0,0,1)). Montrer que le stabilisateur de a est un
groupe diédral D, a 8 éléments, tandis que le groupe G(C(a, b)) est le groupe
symétrique Sy a 24 éléments. (On montrera que C(a, b) contient quatre points
sur lesquels g et ¢ prennent les mémes valeurs et on appliquera le théoreme

de Witt.)

7.5.2 Cocyclicité

7.5.3 Exercice. Soient a, b, c,d quatre points non isotropes et “de méme na-
ture” (i.e. vérifiant g(a) = q(b) = q(c) = ¢(d) dans k*/k*?). Tls admettent
donc douze milieux mgp, Nap, Mae, €tc. et douze médiatrices. On suppose que
a, b, c,d sont en position générale (i.e. trois quelconques d’entre eux ne sont
pas alignés).

1) Montrer que les quatre points sont cocycliques si et seulement si six
de leurs milieux sont alignés ou six de leurs médiatrices sont concourantes.

2) En déduire que les points sont cocycliques si deux paires de points
disjointes (par exemple {a,b} et {c,d}) ont méme milieu'®. Retrouver ce
résultat en utilisant les formules donnant les centres des cercles circonscrits :
bAc+cNa+ aNb, etc. Montrer un résultat analogue avec les médiatrices.
Comparer aux cas euclidiens du parallélogramme et du trapeze isocele et
verser quelques larmes sur 'absence de dualité dans le cas euclidien.

7.5.4 Ezxercice. Le but de cet exercice est de donner un critere de cocyclicité
qui prenne la forme d’une relation polynomiale entre les invariants de quatre
points. Soient a, b, ¢, d quatre points génériques de P(FE).

1) On suppose a, b, ¢,d non isotropes et q(a) = q(b) = q(c¢) = q(d) dans
k* /k*2. Montrer que les centres des cercles circonscrits & a, b, ¢ sont les points
o = ANbMAc)+ ulc Na) + v(a Ab) avec les relations A\?q(b) = p?q(a) et
Nq(c) = v2q(a).

2) Montrer que d est sur I'un des cercles circonscrits a abe si et seulement
si il vérifie I'une des relations :

q(d)[a,b,c? = q(a)b, c,d)*+q(b)[c, a,d]*+q(c)[a, b, d*£/q(b)q(c)[c, a, d][a, b, d]
+v/q(c)q(a)[a, b, d][b, ¢, d] = /q(b)q(c)[b, ¢, d][c, a, d].

19. Attention au raisonnement faux suivant : si a, b et ¢, d ont méme milieu, disons a+b
etc+d,onaat+b=c+d(??),doncaussia—c=d—bet a—d=c—0bet dautres
milieux communs. Une petite expérience Cabri montre qu’il n’en est rien. En fait, on sait
seulement que a+b et c+d sont colinéaitres, ce qu’on peut traduire par (a+b)A (c+d) = 0.
Attention aussi, il y a quatre cercles circonscrits a abc. Dire que a, b, ¢, d sont cocycliques
signifie que d est sur I'un d’entre eux, pas sur tous.
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3) 9 On pose z1 = [b,¢,d)?q(a), z2 = [c,a,d)?q(b), 3 = [a, b, d]*q(c) et
14 = [a, b, c]*q(d). Montrer que les points a, b, ¢, d sont cocycliques ou alignés
si et seulement si on a la relation :

4

1,

i=1 i] ijk

(On écrira les relations de la question 2) en fonction des quantités y; =
[b, ¢, d]\/q(a), etc. et on les multipliera en n’écoutant que son courage ... ou
un bon logiciel de calcul formel.)

7.5.3 Les cercles du plan elliptique

7.5.5 Fxercice. Dans cet exercice on travaille dans le plan elliptique réel,
muni de la forme ¢(z,y,t) = 2% + y? + t2. On choisit la droite t = 0 comme
droite a l'infini. Sur le plan affine X défini par ¢t = 1, la forme ¢ définit une
forme euclidienne z? + y* = ¢(x,y,1) — 1. On note o = (0,0,1) (c’est le pole
de la droite a Uinfini pour ¢). Les isométries u € PO(q) qui conservent la
droite a l'infini fixent le point o et leur restriction a X sont les isométries
euclidiennes qui fixent o (donc les rotations de centre o et les symétries par
rapport aux droites passant par o). Soient a,b € X avec a # o.

1) Montrer que C(a,b) est une conique dont un axe est (oa) et dont le
centre est le point ¢, barycentre de o, a affectés des coefficients g(a A b) et
—q(b).

2) Montrer que cette conique est une ellipse, une parabole, une hyperbole
selon que ¢q(b) — g(a A b) est positif, nul ou négatif.

(On pourra, par exemple, faire les calculs avec a = («,0,1) et b =

(8,7,1).)

7.5.4 Puissance, axe radical

7.5.6 Ezercice. Soient a,b deux points de P(F). On suppose a,b non iso-
tropes et non orthogonaux. Soit C = C(a,b) le cercle associé et soit m un
point (non isotrope) du plan. On définit la puissance de m par rapport a C
I(a,m)
I(a,b)

0) Montrer que m est sur C si et seulement si on a p(m,C) = 1.

comme la quantité p(m,C) :=

1) On suppose qu'il existe n € C tel que (mn) soit tangente au cercle (i.e.
perpendiculaire au rayon (an), ce cas englobe le cas ou m est sur C). Montrer
que l'on a p(m,C) = I(m,n) (utiliser le théoréeme de Pythagore).
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2) Une droite D passant par m coupe C(a,b) en ¢ et d. Soit n le projeté
I(m,n)

I(n,c)

orthogonal de a sur D. Montrer qu'on a p(m,C) = (toujours par

Pythagore).

3) On reprend les notations de 2) mais on suppose que le corps de base
est R et que les points a, b, m sont soit dans K, soit dans E (donc avec des
valeurs de ¢ toutes de méme signe). Montrer la formule suivante :

I't(m,c) + I't(m,d)\>
plad) o
q(a)q(b)

€ est du signe de q. (Cette formule est I'analogue de la formule euclidienne
p(m,C) = memd).

olt I* est l'invariant “de demi-points” défini par I (a,b) = ¢

4) Soient C = C(a, b) et C' = C(d’, ") deux cercles. Montrer que 1’ensemble
des points m qui vérifient p(m,C) = p(m,C’) est une conique dégénérée du
pinceau défini par les deux cercles dont 1’équation est :

q(b)p(a’, b o(a,m)? = q(t)p(a, b)*e(a’,m)>.

On suppose que les cercles ont un point commun qu’on peut supposer étre
b = b'. Montrer que les deux droites qui constituent la conique en question ont
pour équations p(a,b)p(a’,m) = +p(d’,b)p(a, m). Montrer que ces droites
sont invariantes par la symétrie d’axe (aa’) (cela permet de préciser la conique
dégénérée parmi les trois possibles).

7.5.5 Cercles et triangles rectangles

7.5.7 Ezercice. L’objectif de cet exercice est de montrer que le théoreme qui
affirme qu'un triangle rectangle est inscrit dans le demi-cercle de diametre
son hypoténuse n’est plus valable géométrie non euclidienne.

Soient a,b deux points non isotropes de P(E) admettant un milieu o et
soit ¢ € P(F), non isotrope. On suppose a,b,c non alignés et le triangle
abc rectangle en c¢. Montrer que le point ¢ n’est pas sur le cercle C(o,a).
(On pourra supposer ¢(a) = q(b) et 0 = a + b. On se souviendra de la
caractérisation des triangles rectangles : q(c)p(a,b) = @(a,c)e(b,c) et on
fera apparaitre la relation fondamentale d’alignement vue en 1.1.6).
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7.5.6 Constructions

7.5.8 Ezercice. Dans cet exercice on suppose qu’on dispose des outils de
constructions suivants : droites, perpendiculaires, médiatrices, cercles et les
constructions se font & partir de ces outils ?°.

1) On se donne un segment [ab] et un point c¢. Construire un point d avec
ab = cd (utiliser la médiatrice de a,c). Méme question en imposant, de plus,
que d soit sur une droite passant par ¢ (utiliser un cercle).

2) On se donne deux segments [uv] et [zy]. Construire un triangle rec-
tangle en b vérifiant ab = uv et ac = xy. Discuter.

3) Construire, dans le disque de Klein K, un triangle abc rectangle isocele
en a connaissant son hypoténuse [be| (on pourra supposer b = (z,0,1), ¢ =
(—2,0,1) et a = (0,y,1) et calculer y en fonction de x). § Méme question
dans le disque de Poincaré D.

20. Des que l'on pratique un peu la géométrie (euclidienne ou pas) on est confronté & ce
type de questions.
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Chapitre 8

Transformations de la droite ou
du point, vecteurs, angles
orientés, etc.

Dans ce chapitre on aborde les notions d’angles orientés et de vecteurs
en géométrie non euclidienne en les comparant avec les notions analogues
en géométrie euclidienne.

Lorsqu’on étudie ces deux concepts dans le cadre euclidien, on constate
qu’ils présentent de nombreuzr points communs. En particulier, on a, dans
les deux cas, la relation de Chasles et la “régle du parallélogramme”. De fait,
ces notions sont les avatars d’une meme situation générale que nous expli-
citons ci-dessous et qui met en jeu un groupe abélien opérant simplement
transitivement sur un ensemble. Il y a cependant des différences importantes
entre vecteurs et angles euclidiens (ou entre rotations et translations). Ainsi,
les vecteurs forment un groupe de dimension 2, les angles seulement de di-
mension 1; les translations forment un groupe, mais pas les rotations, pour
lesquelles on doit se limiter aux rotations fixant un point, mais cependant,
le produit de deux rotations, lorsque c’est une rotation, a bien pour angle la
somme des angles. Tous ces phénomenes correspondent peu ou prou a [’exis-
tence d’un gros sous-groupe distingué du groupe des isométries : le groupe
des translations et on sait qu’il ne peut rien exister de tel en non euclidien
puisque le groupe PO(q) est “presque” simple.
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On aura toutefois des notions d’angles et de vecteurs en géométrie non
euclidienne, mais on devra se limiter aux transformations fizant un point
(pour les rotations) ou laissant stable une droite (pour les translations), les
deuz cas étant ici logés a la méme enseigne a cause de la polarité (contrai-
rement 4 ce qui se passe en euclidien). De plus, l'absence de sous-groupe
distingué a pour conséquence qu’il n’y a pas de corrélation entre les notions
d’angles ou de vecteurs lorsque les points ou les droites sont différents (le
produit des translations de directions distinctes, si c¢’est une translation, ce
qui n’est pas assuré, n’a pas pour vecteur la somme des vecteurs et de méme
pour les rotations). Cela nous fera perdre une bonne partie des résultats de
la géométrie euclidienne et nous tenterons de sauvegarder ce qui peut [’étre,
notamment en énoncant un succédané du théoreme de l’angle inscrit : le
Lotensatz. Nous terminerons ce chapitre en dressant le bilan des classes de
conjugaison de PO(q).

8.1 La situation algébrique de base

8.1.1 Introduction

Nous donnons ici un cadre algébrique abstrait (mais essentiellement tri-
vial) & plusieurs théories similaires : la théorie des vecteurs d'un espace af-
fine, celle des angles orientés et bien d’autres. Toutes sont des avatars d’une
méme situation de base, tres simple, et on y retrouve les mémes résultats
(notamment la relation de Chasles et celle du parallélogramme). Nous ver-
rons d’ailleurs qu’en géométrie non euclidienne, la dualité fait qu’il est bien
difficile de faire la différence entre angles et vecteurs, surtout dans le cas
elliptique !

On considere un groupe abélien H qui opere simplement transitive-
ment sur un ensemble X, ce qui signifie que, pour tous z,y dans X, il existe
un unique h de H tel que h.x = y. L’unicité implique que les éléments de H
distincts de I'identité operent sans point fixe sur X. Si H est abélien, il opere
simplement transitivement des qu’il est transitif et fidele (i.e. si h.x = = pour
tout x, h est l'identité). Cette situation est trés répandue : elle intervient
des qu'un groupe abélien opere, quitte a restreindre ’opération a une orbite
pour la rendre transitive et a passer au quotient par le noyau de 'opération
pour la rendre fidele. On en trouvera des illustrations dans les exercices ci-
dessous. Voici déja les deux exemples standard qui vont nous guider tout au
long de ce chapitre :
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8.1.1 Ezemples.

1) On prend pour H un espace vectoriel et pour X un espace affine associé.
2) On prend pour H le groupe des rotations planes (euclidiennes) de centre o
et pour X l'ensemble des points du cercle unité de centre o ou, ce qui revient
au méme, des demi-droites issues de o.

8.1.2 Angles orientés et vecteurs : la théorie

On se place dans la situation évoquée ci-dessus d'un groupe abélien H
opérant simplement transitivement sur X. La question qui se pose est celle
de la double transitivité : A, B, A’, B’ € X étant donnés, existe-t-il h € H
qui envoie, a la fois, A sur A’ et B sur B’ 7 Bien entendu, ce n’est pas vrai en
général et la question se transforme ainsi : décrire I'obstruction a la double
transitivité (ou encore les orbites de H sur les couples). La réponse, dans les
exemples standard, est donnée par la notion de “vecteur” ou d’“angle”. Nous
donnons ci-dessous les deux variantes correspondantes. Bien entendu, en 1’ab-
sence d’autre élément de choix, il n’y a aucune raison d’appeler 'invariant
angle plutot que vecteur ou taraboutzim.

Angles orientés

La tradition veut que 1’on note additivement le groupe abélien H. Si ce
n’est pas le cas au départ (penser au groupe des rotations), on choisit une
bijection quelconque p : A — H et on munit A de 'addition définie par
p(01 +02) = p(01)p(62). Le groupe A s’appelle groupe des angles et ’élément
p(0) € H est appelé rotation! d’angle §. Dans la pratique, cette bijection
sera souvent donnée par la structure méme de H. Par exemple, dans le cas
des rotations euclidiennes, p sera I'isomorphisme de R/27Z sur O* (2, R) issu
de 'exponentielle, voir aussi 8.3.1.

8.1.2 Définition. Soient A, B € X. On appelle “angle” (orienté) associé au
couple (A, B) lunique 6 € A tel que p(8)(A) = B. On pose 8 = A,B.

Les résultats suivants n’étonneront personne :

8.1.3 Théoreme.
1) Soient A, B,A’, B € X. Il existe h € H tel que h(A) = B et h(A") = B’
si et seulement si on a A,A" = B,B’. Autrement dit, on a A,B = A’ B’ si et

seulement si A/,Z’ = B/,\B’ (Régle du parallélogramme)

1. Nous dirons parfois pseudo-rotation, notamment dans le cas ou nous aurons eu re-
cours a un passage au quotient pour rendre fidele 'opération.
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2) On a A,C = A,B+ B,C. (Relation de Chasles)
5’) Sozent A,B € X et h € H. Posons A’ = h(A) et B = h(B). On a

AB = A’ B'. (Conservation des angles)

Démonstration. C’est une vérification triviale : on a seulement dégagé les
conditions qui font que ces propriétés sont valides. Ainsi, le point 1) ne fait
que traduire la commutativité du groupe et le point 2) le fait que 'application
0 — p(0) est un homomorphisme.

Vecteurs

La encore, la tradition veut que I'on note additivement le groupe abélien
H. On choisit une bijection quelconque t : ¥V — H qui a ¢ associe tz et on
munit V de ’addition définie par ¢z 15, = t5ts,. Le groupe V s’appelle groupe
des vecteurs et 'élément t; € H est appelé translation? de vecteur #. Voir
ci-dessous le cas hyperbolique pour un exemple.

8.1.4 Définition. Soient a,b € X. On appelle “vecteur” associé au couple
(a,b) lunique U € V tel que tz(a) = b. On pose U = ab.

Le théoreme &8.1.3 devient :

8.1.5 Théoreme.
1) Soient a,b,a',b’ € X. [l existe h € H tel que h(a) = b et h(a') = b si et

Seulement st on a aa = bb’ Autrement dit, on a % a’ ! si et seulement si

__>
aa' = bb’ (Régle dugamllelogmmme)
2) On a a at = a? + bc. (Relation de Chasles) R

3) Soient a,b € X et h € H. Posons a’ = h(a) et b’ = h(b). On a ab = bl
(Conservation des vecteurs)

Angles orientés, vecteurs et invariants non orientés

Si l'on dispose d’invariants (non orientés) pour les éléments du groupe
(longueurs, angles, etc.) on peut généraliser le fait qu’un parallélogramme
a ses cOtés opposés “égaux” (i.e. de méme longueur). Nous donnons ici la
variante “vecteurs” de ce résultat, le lecteur imaginera 'autre. On suppose
qu'on a un invariant I tel que h(a) = @' et h(b) = V' impliquent I(a,b) =
I(d, V).

8.1.6 Corollaire. Avec les notations précédentes, si on a un parallélogram-

H
me (autrement dit, ab = a't') on aI(a,b) =1(a,V) et I(a,a’) = I(bV).

2. Voire pseudo-translation.
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Démonstration. La relation vectorielle signifie, au choix, qu’il existe h € H
avec h(a) = da’' et h(b) =V ou k € H tel que k(a) = b et k(a’) =¥, d’ou le
résultat.

Attention, ce corollaire n’a de sens que si les vecteurs en ont un, donc si
les points a, b, a’, b’ sont dans un ensemble X sur lequel H opére simplement
transitivement.

8.2 Angles et vecteurs en géométrie non eucli-
dienne : le cas général

Dans cette section on suppose le corps k et la forme ¢ quelconques.

8.2.1 Les groupes concernés

Considérons la situation usuelle : I'espace projectif P(£) muni de la forme
quadratique ¢ et son groupe d’isométries G = PO(q). Le groupe G n’est
certes pas commutatif (il est méme “presque” simple, voir §1.4.6), mais il
contient des sous-groupes abéliens intéressants. Ces groupes sont obtenus en
considérant les éléments de PO(q) qui laissent stables un point ou une droite
donnés. Ils sont isomorphes aux groupes orthogonaux des formes de rang 2
et ont été étudiés au chapitre 1, voir 1.4.17 et 1.4.19. Nous rappelons ici les
points essentiels.

Si a est un point non isotrope de P(E), on appelle G, le sous-groupe de
PO(q) des isométries qui fixent a. Si A est la polaire de a, ce groupe est aussi
celui des isométries qui laissent A stable. Si @ est un relevement de a, G, est
isomorphe a Gy, sous-groupe de O(q) formé des isométries vectorielles qui
fixent @. On a ainsi des isomorphismes G; ~ G, ~ O(q|4) ou g|4 désigne la
restriction de ¢ a l'orthogonal de a.

On appelle G la partie positive de G, (celle qui correspond a O™ (g|4)).
On renvoie au chapitre 1 pour la description des groupes G, et G. Le point
essentiel, pour ce qui nous concerne ici, est que G est abélien. On rappelle
aussi que les éléments de G, sont des involutions o. de point de Frégier
¢ € A tandis que les éléments de G sont les produits o,0. de deux telles
involutions, I'une pouvant étre choisie arbitrairement.

Dans le cas ol a est isotrope le groupe G/ a été défini de maniére un peu
différente, voir 1.4.28.
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8.2.2 Les opérations de G, : le cas général

Le groupe G étant abélien, la condition essentielle pour appliquer la
théorie générale est donc remplie. Il reste a faire opérer ce groupe de maniere
transitive et fidele. Il y a plusieurs opérations possibles.

Opérations sur les “cercles”

8.2.1 Proposition. Soit a un point non isotrope de P(E), GI le groupe
associé et soit b un point distinct de a, ni isotrope, ni orthogonal a a. On
suppose que la droite (ab) n’est pas tangente a T'. Alors, le groupe GT opére
simplement transitivement sur le cercle C(a,b).

Démonstration. Rappelons que les points du cercle sont supposés non iso-
tropes. Par définition du cercle, voir 7.1.1, le groupe G, opere transitivement
sur C(a,b). On peut donc envoyer b sur ¢ € C(a,b) par g € G,, mais il faut
trouver un tel g positif. Il suffit de montrer qu’il existe un élément 7 de G/
qui fixe b et on utilisera au besoin g7. La réflexion d’axe (ab) convient (car
la droite (ab) n’est pas tangente a I).

Supposons que g € G fixe ¢ € C(a,b). En vertu de 1.4.24 le point ¢ serait
égal ou orthogonal a a et c¢’est absurde.

8.2.2 Ezemple. Dans le cas de la géométrie hyperbolique réelle il y a deux
cas de figure essentiels. Si les points a et b sont dans K, on a affaire au
“vrai” cercle C(a,b) et les transformations de G seront vues comme des
rotations. Si le point a est extérieur mais que b est dans K, le cercle devient
I'équidistante E(A, b) (ot A est la polaire de a) et les transformations de G
comprendront notamment les translations hyperboliques, voir ci-dessous.

On peut donc définir des angles orientés ou des vecteurs a partir de ces
orbites de G. C’est ce que nous ferons dans le cas réel, en interprétant ces
objets comme des angles orientés de demi-droites.

Opérations la droite duale a* et sur la polaire A

Les deux groupes G, et G opérent naturellement sur la droite projective
A de P(E) et sur la droite projective duale a* des droites de P(FE) qui passent
par a. Attention, ces deux opérations ne remplissent pas les conditions de
simple transitivité de la théorie générale.

Une premiere difficulté provient du fait que, dans les deux cas, cette
opération est infidele, son noyau étant le sous-groupe a deux éléments en-
gendré par l'involution o, = 74, voir 1.4.24. En effet, cette involution est

296



égale a —Id sur le plan vectoriel A donc & lidentité sur la droite projec-
tive A et sur la droite duale a*. On ne peut donc pas appliquer directement
la théorie générale a Gf. Dans ce qui suit nous noterons H, (resp. H)) le
quotient G,/{Id, o, } (resp. G} /{1d, 0, }). Les isomorphismes vus ci-dessus
induisent des isomorphismes H, ~ PO(q|4) et H ~ PO (q|4). Les groupes
PO et PO™ sont les quotients de O et O par le groupe?® {Id, —Id}. C’est au
groupe abélien H; que nous allons appliquer la théorie générale. Sa structure
découle de celle de G (voir 1.4.25) :

8.2.3 Proposition.

1) Si q|a est hyperbolique, le groupe H est isomorphe a k*/{£1}.

2) Si q|a est anisotrope, le groupe H est isomorphe a Uy /{£1} (ot Uy est
le groupe des éléments de norme 1 dans une extension quadratique de k).

Opération sur a*

Dans son opération sur a*, le groupe H, n’a pas de point fixe, il échange
les droites isotropes de a* (s’il y en a). Le groupe H opere sur a* en laissant
stables les droites isotropes. Si 1’on restreint cette opération a I’ensemble des
droites non isotropes passant par a, elle est sans point fixe.

Attention, en général, cette opération n’est pas transitive sur a* privé de
ses isotropes (on pensera au cas ou le corps k est égal a Q). Précisément,
voir* 4.4.1, deux droites B et C sont dans la méme orbite si et seulement si
on a ¢*(B) = ¢*(C) dans k*/k*2.

Cependant, l'opération de H; l'est dans trois cas importants.

a) Lorsque le corps de base est algébriquement clos. On pourra d’ailleurs
éventuellement se ramener a ce cas en plongeant le corps de base k£ dans un
corps algébriquement clos k.

b) Lorsque le corps de base est R, la forme anisotrope et le point a
quelconque.

¢) Lorsque le corps de base est R, la forme de Lorentz et le point a dans
K. On notera que dans ce cas il n’y a pas de droite isotrope dans a*.

Opération sur la polaire A

Dans son opération sur A, le goupe H, n’a pas de points fixes, il échange
les points isotropes éventuels (les points de A NT'). Le groupe H; fixe les
points isotropes. Si l'on restreint 'opération a A privé de ses points isotropes,
elle est sans point fixe.

3. Attention, en dimension 2, les groupes PO et PO™ ne sont pas égaux.
4. I’argument vaut pour G,. Pour G il faut noter qu’il y a toujours un élément de
G, qui laisse invariante une droite non isotrope donnée passant par a.
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Comme ci-dessus, cette opération n’est pas transitive en général (deux
points b et ¢ de A sont dans la méme orbite si et seulement si on a ¢(b) = ¢(c)
dans k*/k*?) mais elle 'est dans les cas duaux des précédents.

a) Lorsque le corps k est algébriquement clos.

b) Lorsque le corps de base est R et la forme elliptique (A quelconque).

c¢) Lorsque le corps de base est R, la forme hyperbolique et la droite A
extérieure.

Dans le cas d'une droite hyperbolique, le groupe est transitif sur les points

de ANK.

8.2.3 Angles orientés de droites, pseudo-vecteurs : le
cas général

Les définitions

Ce paragraphe vise essentiellement a montrer que la théorie s’applique
d’une maniere tres générale. On reprend les notations précédentes.

Notre objectif est de définir des vecteurs b_c> pour certains points b, ¢ € A et
des angles orientés de droites (B, C') pour certaines droites B, C' € a*. On sait
que le groupe quotient H = G} /{1d, 0,} est abélien, qu’il opere fidélement
sur A et sur a* et que ses orbites sont déterminées par les valeurs de ¢ ou ¢*.
On note alors, au choix, V, groupe des vecteurs (resp. A, groupe des angles)
un groupe isomorphe a H; mais noté additivement. Un méme élément de
H correspondant par cet isomorphisme a un vecteur ¢ € V (resp. un angle
6 € A) sera noté, selon le point de vue adopté, t4 s (voire tz) et appelé
pseudo-translation d’axe A et de vecteur ¥/ (resp. p(a, ), voire p(#) et appelé
pseudo-rotation de centre a et d’angle ). Attention, le préfixe “pseudo” est
14 pour rappeler qu'un vecteur ou un angle détermine un élément unique ¢ de
H (la pseudo-translation ou pseudo-rotation), mais que cet élément a deux
antécédents dans G (donc dans PO(q)), les éléments t et to, = o,t.

On peut maintenant adopter la définition suivante :

8.2.4 Définition.

1) Soient b,c € A des points non isotropes vérifiant q(b) = q(c) dans k*/k*?.
On appelle vecteur® et on note be l'unique élément 0 € V vérifiant t3(b) = c.
2) Soient B,C € a* deux droites non isotropes vérifiant ¢*(B) = ¢*(C) dans

k*/k*2. On appelle angle orienté des droites B et C' et on note (B, C) l'unique
élément 0 € A vérifiant p(0)(B) = C.

5. On dira plutot pseudo-vecteur dans le cas général, le nom de vecteur étant réservé
au cas hyperbolique ou le groupe H, s’identifie & un sous-groupe de G, ce qui assure
que la translation de vecteur ¥ est un élément de PO(q).
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8.2.5 Remarques.

1) Le lecteur garde le droit de penser que cette définition n’est pas d’'un
grand intérét. Il verra cependant dans le paragraphe sur les composées d’in-
volutions comment on peut 1'utiliser. Elle est donnée ici dans le but essentiel
de montrer I'analogie des définitions d’angles orientés et de vecteurs.

2) N’ayons pas peur d’enfoncer le clou : dans le cas général les angles et les
vecteurs, les (pseudo) translations et les (pseudo) rotations, sont une seule et
meéme chose, la seule différence étant ce sur quoi on opere : droite A ou droite
duale a*! Dans le cas réel on aura cependant tendance a parler de vecteurs
lorsque le groupe est du type k* et d’angles lorsqu’il est de la forme Uy, voir
ci-dessous.

3) Méme si cette définition peut sembler biscornue, les angles et les vec-
teurs définis ci-dessus vérifient bien les propriétés usuelles; Chasles, le pa-
rallélogramme ©, etc.

4) Attention, dans le cas général, cela n’a aucun sens de comparer des angles
de sommets différents (ou des vecteurs d’axes différents) car ces angles ne
vivent pas dans le méme groupe, ni méme dans des groupes isomorphes. En
effet, les groupes G} et G/ (resp. H et H,') sont isomorphes si a et b
peuvent étre échangés par PO(q), mais sinon ils ne le sont pas (en général).
Ainsi, en géométrie hyperbolique réelle, les groupes H, correspondant & des
points intérieurs ou extérieurs ne sont pas isomorphes. C’est aussi le cas en
géométrie elliptique sur Q, voir exercice 8.8.1.

5) Lorsque les points a et b vérifient g(a) = ¢(b) dans k*/k*?, on pourrait
imaginer comparer les angles de droites orientés en a et b via la conjugaison
des rotations associées. En général ce n’est pas possible, faute d’une notion
d’isométrie positive ou négative, voir exercice 8.8.4 : ’égalité des angles non
orientés suffit a assurer la conjugaison dans PO(q). Dans le cas hyperbolique
réel, voir 8.6.5.

Deux exemples de récupération

Dans ce paragraphe, on donne deux exemples (composées de symétries et
milieux) ou l'on peut retrouver les résultats euclidiens usuels dans le langage
introduit ci-dessus.

Nous avons vu qu’un vecteur (resp. un angle) ne détermine pas entierement
un élément t de PO(q) mais qu’il lui en correspond deux, a savoir ¢ et o,t.
En revanche, le carré de cet élément est bien déterminé (car on a (o,t)* = ¢2
puisque t et o, commutent). Pour des points ou des droites d’'une méme or-

. e py S o
6. Bien entendu, pour pouvoir écrire I’équivalence ab = a't’ <= aa’ = bb', il faut
supposer qu’on a q(a) = q(b) = q(a’) = q(v') dans k* /k*2.
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bite, on retrouve ainsi la description des composées de symétries en termes
de (pseudo) vecteur double ou d’angle double :

8.2.6 Proposition. Soit A une droite non isotrope, a son péle, soient b,c €
A deuz points vérifiant q(b) = q(c) dans k*/k** et soient B, C' leurs polaires.
Soit t € G vérifiant t =ty = p(a, (B,C)). On a 0.0, = 70T = t°.

Démonstration. Cela résulte du lemme suivant :

8.2.7 Lemme.

1) Soient b,c € P(E) deux points non isotropes tels que A = (bc) soit non
isotrope. Soit a le pole de A. Sit est un élément de G} qui envoie b sur c,
on at?=o.0.

2) Soient B, C' deuz droites non isotropes telles que leur point d’intersection
a soit non isotrope. Si p est un élément de G} qui envoie B sur C, on a
p* =107,

Démonstration. Les deux assertions sont identiques, a polarité pres. Pour 1),
on peut écrire t = o403 avec d € A et on a alors o4(b) = ¢. On en déduit
t? = 0400403 et, comme 040,04 = 0, par le principe de conjugaison, on a le
résultat.

On retrouve aussi la caractérisation vectorielle des milieux :

8.2.8 Proposition. Soit A une droite non isotrope, a son pole et b,c,m € A
des points vérifiant q(b) = q(c) = q(m) dans k*/k**. Alors m est un milieu
de b, c st et seulement si on a la relation bm = me.

Démonstration. Soit t € G} envoyant b sur m (autrement dit tel que ¢ € H
soit une pseudo-translation de vecteur bm). Soit o, la symétrie de point de
Frégier m. On a o,to,, = t~' en vertu de 1.4.23 et, dans H,", c’est une
. N ) . .
pseudo-translation de vecteur —bm. Mais, si 'on pose ¢ = 7,,(b), t~' envoie
c sur m, de sort(ﬂue son image est aussi une translation de vecteur ¢'m et

on a donc bm = mc’. On en déduit le résultat.

8.2.9 Remarque. L’exemple des points b = (1,0,0), ¢ = (0,1,0) dans le cas
k=Q, q¢=X%2+Y?2+T? montre la nécessité de ’hypothese sur ¢(m) : dans

ce cas, le vecteur bm n’existe pas.

8.3 Le cas réel : les angles orientés

Dans ce paragraphe on suppose k£ = R, on considere un point a € P(FE)
et sa polaire A. On suppose que a est, soit dans le plan elliptique E, soit
dans le plan hyperbolique K, de sorte que ¢|4 est une forme euclidienne.
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8.3.1 La structure du groupe

Précisons d’abord la structure du groupe G dans ce cas :

8.3.1 Proposition. On fize un relevement a € E de a, et on note Ale plan
orthogonal a & dans E. La forme q|; est euclidienne.

1) La donnée d’une base orthonormée B de A détermine un isomorphisme

de GF sur le groupe U des nombres complezes de module 1. Si l'on effectue,

dans g, un changement de base direct (resp. indirect) l'isomorphisme est in-

changé (resp. est composé par lapplication p— p~*t).

2) Le groupe G} est aussi isomorphe au groupe additif R/2wZ via ’expo-

nentielle exp : R/27Z — U. On note p(a,d) l'image de 0 € R/21Z par

[isomorphisme réciproque et on [’appelle rotation de centre a et d’angle

0 (ou 0 par abus de langage). Dans la base de E formée de a et de B, la
1 0 0

matrice de p(f) est [ 0 cos@ —sind |. Sil’on change la base B, 'angle 0
0 sinf cosf

est inchangé (resp. changé en —0) si le changement de base est direct (resp.

indirect).

Démonstration. C’est essentiellement 1.4.25 .

8.3.2 Remarque. Dans le cas hyperbolique, si I’'on a orienté le plan K, voir
5.4.16, il y a une fagon canonique de choisir, pour tous les points a € K,
a changement de base direct pres, une base orthonormée dans le plan A,
avec A = a't, donc un isomorphisme de G;F sur U. On procede de la fagon
suivante. On choisit, en a, un repere orthogonal direct a;b, ¢ avec b, c € K.
On choisit des relevements de ces points (notés encore a, b et ¢) de sorte
que lon ait ¢(a,b)p(a,c) > 0 (x). On considere alors les vecteurs O =
o(a,b)a — q(a)b et ¢ = p(a,c)a — q(a)c. 11 est clair que b et ¢ sont dans
A. Ils en forment une base orthogonale pour la forme euclidienne ¢ ; (car on
a q(a)p(b,c) = ¢(a,c)p(a,b) a cause de l'orthogonalité de (ab) et (ac), voir
1.2.3). On en déduit une base orthonormée (b”,¢”) en divisant ces vecteurs
par leurs normes. Si I’on change les relevements en Aa, ub et vc en conservant
la condition (x), b" et ¢’ sont respectivement multipliés par A2y et \?v, mais
comme pv est > 0 en vertu de (x), la base (b”, ¢’) ne change pas d’orientation.

Bien entendu, faute d’orientation, il n’y a rien de tel en géométrie ellip-
tique.

8.3.3 Proposition. On conserve les notations de 8.3.1. Soit p(a,0) une
rotation et soit u € P_O(q). La conjuguée upu=! est une rotation de centre
u(a) et d’angle 0 ou —0 selon le choiz d’une base de u(a)t. Dans le cas de la
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géométrie hyperbolique, si l’on choisit une orientation de K, ce qui permet
de choisir une base dans chaque plan af pour a € K (voir 8.3.?), on peut
préciser que l’angle de la conjuguée est 6 si u est dans (q) et —0 sinon.

Démonstration. C’est clair sur la forme matricielle des rotations. Le cas hy-
perbolique résulte de 8.3.2.

8.3.2 Angles orientés de demi-droites
L’opération

Dans le cas réel, 'opération de G est transitive sur I'ensemble a* des
droites passant par a mais elle est infidele car o, = 74 opere trivialement sur
a* : en un mot, le groupe est deux fois trop gros par rapport a ’ensemble.
Pour y remédier, il y a deux solutions possibles. La premiere, vue ci-dessus
dans le cas général, consiste a diminuer le groupe de moitié en utilisant le
quotient H} = G} /{Id,0,}, et nous 'examinerons au paragraphe suivant.
La seconde, qui s’applique ici, consiste a employer un ensemble deux fois plus

gros que a*, sur lequel G sera fidele : 'ensemble des demi-droites.

8.3.4 Proposition. On suppose soit qu’on est en géométrie elliptique, soit
qu’on est en géométrie hyperbolique et que a est un point de K. Alors le groupe
G} opére simplement transitivement sur [’ensemble D, des demi-droites is-
sues de a.

Démonstration. On choisit un point b dans E ou K, distinct de a et non
orthogonal a a. On considere le cercle C(a,b). En vertu de 7.2.7 et 7.2.8,
I'application de C(a,b) sur D, qui & un point ¢ associe [ac) est bijective. On
applique alors 8.2.1.

Les angles

Vu 8.3.4 on peut appliquer la théorie générale avec H = G} et X = D,.

8.3.5 Définition. Soient a, b, c trois points distincts” de E ou de K. On
identifie le groupe G} avec R/2rZ comme expliqué ci-dessus®. On appelle
angle orienté des demi-droites [ab) et [ac) et on note ([ab),[ac)) (voire

(%, at)) Uangle de Uunique rotation de centre a qui envoie [ab) sur [ac).

7. Si 'on est dans E, il faut supposer aussi que b et ¢ ne sont pas orthogonaux a a
sinon les demi-droites ne sont pas définies.
8. On a donc choisi une base orthonormée de I'orthogonal A de a.
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8.3.6 Corollaire. Les angles orientés de demi-droites issues de a vérifient
les propriétés de 8.1.3 : la relation de Chasles, la regle du parallélogramme,
la conservation de 'angle par les éléments de G}

Pour les éléments de G, on a la proposition suivante :

8.3.7 Proposition. Soient a,b,c trois points de E ou de K et soit g €
G, . Posons b/ = g(b) et ¢ = g(c). On a ([ab'),[ac’)) = —([ab),[ac)). On a
(lac), [ab)) = —([ab), ac)).

Démonstration. La premiere formule résulte de la formule de conjugaison :
si h est dans G et g dans G, on a ghg™! = h™'. La seconde est évidente.

Lorsqu’on fait agir toutes les isométries, on doit se contenter de résultats
partiels :

8.3.8 Proposition. Soient a, b, c trois points de E ou de K et soit g €
PO(q). Posons @' = g(a), V/ = g(b) et ¢ = g(c). On suppose choisies des
bases dans les plans vectoriels relevant a* et (a’)*. On a alors ([d'V),[d'd)) =
+([ab), [ac)). Dans le cas hyperbolique, si on choisit les bases selon le procédé
expliqué en 8.3.2, on peut préciser qu’on a ([a'V'),[a'c")) = ([ab), [ac)) si g est
dans Q(q) et ([d'V),[a'c)) = —([ab), [ac)) sinon.

Démonstration. C’est le résultat sur la conjugaison 8.3.3.

Lien avec les angles non orientés de demi-droites

Le lien entre les deux notions d’angles de demi-droites est le méme que
dans le cas euclidien :

8.3.9 Proposition. Soient a,b, c trois points distincts de B ou de K. Soit
bac € [0,7] l'angle non orienté des demi-droites [ab) et [ac) (voir 5.5.7) et
soit @ = ([ab), [ac)) € R/27Z leur angle orienté. Si on choisit un relévement

0e[—m, 7|, ona bac = 16].
Démonstration. Vu le résultat sur la conjugaison des rotations, il suffit de
faire le calcul pour un a particulier. Traitons par exemple le cas hyperbolique.
On prend a = (0,0,1), b= (3,0,1) et ¢ = p(b) o p est la rotation d’angle 6 :
cos) —sinf 0
p=|sinf cosf 0].On en déduit c = (Scosf,sinb,1). Pour calculer
0 0 1

bac, on calcule aAb = (0, 3,0) et aAc = (—fFsinb, 5 cosf,0). et on a, en vertu

—~ b
de 5.5.7, cosbac = planbanc) = cos f. Si on choisit un relevement ¢
\/|g£a Ab)g(a Ac)|

dans [—m, 7], comme bac est dans [0, 7], on en déduit bien qu’on a bac = 6].
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8.3.10 Commentaire. (Mise en garde)

Attention, il est indispensable, a ce moment du texte, de ne pas laisser
le lecteur se faire des illusions. Méme si toute cette théorie ressemble dia-
blement au cas euclidien, il y a des différences importantes. Tout d’abord,
lorsqu’on considéere des angles (orientés) de sommets différents, ils vivent
certes dans le méme groupe R/2wZ, mais on a vu qu’en géométrie ellip-
tique, on n’a pas de moyen de choisir de maniere cohérente un isomorphisme
entre G} et R/27Z, de sorte que, lorsqu’on change de centre, les angles ne
peuvent guere se comparer qu’au Signe pres, ce qui nous ramene au cas des
angles non orientés, déja examiné plus haut. Cette difficulté disparait dans
le cas hyperbolique, puisque, grace a l’orientation, on a une facon cohérente
de choisir les isomorphismes qui permet d’avoir la conservation des angles
et les propriétés de conjugaison. Cependant, dans les deux cas, il y a une
autre différence, et celle-la, majeure, essentielle, fondamentale, avec le cas
euclidien, c’est que, si l’on travaille avec des angles de sommets différents, il
faut pratiguement s’interdire de les additionner. La raison en est explicitée
ci-dessous : lapplication qui a une rotation associe son angle n’est pas un
homomorphisme si l'on travaille avec des rotations de centres distincts. Cela
revient a dire qu’en géométrie non euclidienne la relation de Chasles ne vaut
pas pour des angles de sommets différents. Un autre aspect de cette difficulté
apparait quand on considere un théoreme comme celui de I’angle inscrit dans
sa variante orientée. Nous verrons plus loin que ce résultat ne peut valoir en
non euclidien.

La meilleure facon de se convaincre de ces difficultés est de revenir au
triangle :

8.3.11 Proposition. Soient a, b, c trois points distincts et non orthogonaux
de E ou de K. On considere les rotations pg, py, pe de centres a,b, c et d’angles
respectifs ([ab), [ac)), ([bc), [ba)) et ([ca),[cb)). Alors, la composée u = pgpppe
est une symétrie de centre o € (ac).

Démonstration. Les rotations transforment successivement la droite (ac) en
(be), puis en (ab), puis en (ac), donc 'isométrie u conserve (ac). Elle fixe donc
le pole d de (ac) (la droite (ac) n’est pas isotrope). La restriction de u a (ac)
est une isométrie. En vertu de 5.6.7.3, si on montre qu’elle “change le sens”
des demi-droites sur (ac), on en déduira que c’est une symétrie centrale sur
(ac). Comme elle fixe d ce sera bien une symétrie centrale.

Pour cela, on part de la demi-droite [ca) que p,. transforme en [cb). Comme
I'image de [bc) par p, est [ba), 'image de [cb) est une demi-droite de sens
opposé a [ba) donc de méme sens que [ab). Comme 'image de [ab) par p, est
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ac), on voit que I'image de |ca) par u est une demi-droite de méme sens que
g
[ac) donc de sens opposé a [ca), cqfd.

8.3.12 Corollaire. L’application p — 0 qui a une rotation associe son angle
n’est pas un homomorphisme pour des rotations de sommets distincts. La
relation de Chasles n’est pas valable pour des angles de sommets différents.

Démonstration. Reprenons les notations de 8.3.11. L’angle de p. est v =
([ca), [cb)), celui de py est 5 = ([bc),[ba)), celui de p,, a = ([ab), [ac)). Si
I’application p +— 6 était un homomorphisme, comme ’angle de la composée
0, vaut m puisque o, est une symétrie centrale, on aurait o + 5+ v = 7w
modulo 27. On peut choisir des représentants de «, 3, dans [—7, 7| et, en
passant aux angles non orientés on obtient +|a|=+|5| £ |y| = £7 ce qui, dans
tous les cas, contredit les résultats sur la somme des angles d'un triangle
6.3.2, 6.3.5 ou 6.4.1.

En ce qui concerne la relation de Chasles, elle donnerait ([ab), [ac)) +

([ca), [cb)) +([be), [ba)) = ([ab), [ac)) + ([ac), [be)) + ([be), [ba)) = ([ab), [ba))

7 et on a la méme contradiction en passant aux angles non orientés.

8.3.3 Le cas réel : angles orientés de droites

Dans ce paragraphe, nous passons a la deuxiéme maniere de lutter contre
'infidélité de G sur a* : diminuer le groupe.

On suppose encore que le point a est soit dans le plan elliptique E, soit
dans le plan hyperbolique K. La théorie générale s’applique avec H = H et
X = a* et le groupe H' est le quotient du groupe U des nombres complexes
de module 1 par {£1}. Il est donc aussi isomorphe & R/mZ (groupe des
angles modulo 7). On peut alors donner la définition suivante (qui coincide
avec celle donnée dans le cas général, voir 8.2.4) :

8.3.13 Définition. Soient a,b,c trois points distincts de E ou de K. On
appelle angle orienté des droites (ab) et (ac) et on note ((ab), (ac)) la classe
modulo 7 de l’angle de l'une des deuz rotations de centre a qui envoient (ab)
sur (ac).

8.3.14 Corollaire. Les angles orientés de droites issues de a vérifient les
propriétés de 8.1.8 : la relation de Chasles, la régle du parallélogramme, la
conservation de l’angle par les éléments de G .

Relativement a G on a :

8.3.15 Proposition. Soit a un point de E ou K et soient A, B € a*. Si g
est un élément de G, et si on pose A’ = g(A) et B' = g(B), on a (A',B") =
—(A, B).

305



Démonstration. C’est la formule de conjugaison : ghg™' = h™! pour g € G,
et he GI.

Ce résultat permet de faire le lien entre 1’angle orienté et ’angle non
orienté :

8.3.16 Corollaire. Soient A, B, C, D des droites non isotropes se coupant en
un méme point a. On a I*(A, B) = I*(C, D) (ou encore , avec les notations
de 5.2.2|A, B| = |C, D|) si et seulement si on a (A, B) = (C, D) ou (A, B) =
—(C, D).

La multiplication par 2, de R dans R, induit un isomorphisme de R/7Z
sur R/27Z, qui permet de retrouver un résultat classique en géométrie eu-
clidienne :

8.3.17 Proposition. Soient B,C deux droites se coupant en un point a de
E ou de K. On a 7e1p = p(2(B,C)) ou (B,C) est l'angle orienté des droites
B etC.

Démonstration. C’est la traduction de 8.2.7.2 dans ce cas.

8.3.18 Remarque. Les mémes difficultés que dans le cas des angles de demi-
droites surgissent des qu’on veut ajouter des angles de droites de sommets
différents : la relation de Chasles n’est plus vraie, etc.

8.4 Le cas réel : vecteurs sur une droite hy-
perbolique

Dans ce paragraphe, le corps est toujours le corps des réels, mais on
suppose que ¢ est la forme de Lorentz X2 +Y? — T2, On consideére un point
a non isotrope et sa polaire A.

8.4.1 Translations et commutateurs

Lorsque a est dans T (point extérieur), la droite A est hyperbolique et
l'opération de G sur ANK est encore transitive, mais toujours infidele. Pour
surmonter l'infidélité, on va remplacer le groupe G par un groupe deux fois
plus petit GFT, qui opérera fidélement, comme on 'a fait pour définir les
angles de droites, avec 'avantage ici que ce groupe sera non seulement un
quotient de G, mais aussi un sous-groupe.

Cela va se faire a I'aide du groupe des commutateurs Q(q) = P§(q), voir
§1.4.5 dont nous précisons maintenant ? la trace sur Gy, :

9. Le cas a € K est la pour mémoire et ne sera plus utilisé dans ce paragraphe.
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8.4.1 Proposition. Soit a € P(E) un point non isotrope.

1) Sia est dans K on a G, NQ(q) = G}.

2) St a est dans T, la droite A est l'image d’un plan vectoriel hyperbolique

A. Les éléments de G, sont les involutions o, avec ¢ € A. Une telle invo-

lution est dans Q(q) si et seulement si ¢ est dans K. Les éléments de G}

correspondent auz isométries de A qui ont pour matrices dans une base hy-
‘ A

perbolique® ey, ey  t(N\) = (0 19>\) avec A € R*, le cas A = —1 correspond

a4 0, =Ta. Les éléments de GT NQ(q) sont ceux qui vérifient X > 0.

Démonstration. On renvoie au paragraphe 1.4.5 ou a la Partie III pour les
détails. Rappelons que la norme spinorielle de o, est égale a —q(c) dans
k*/k*2 voir 1.4.14.

Sia est dans K les éléments de G sont des involutions o, avec c extérieur.
Ils sont donc de norme spinorielle —1 et ceux de G, qui sont produits de
deux éléments de G, sont au contraire de norme spinorielle +1.

Si a est dans T, la droite A est hyperbolique donc contient des éléments
de K et de T. Les éléments de G, sont encore des involutions o, avec ¢ € A.
Une telle involution est dans €2(g) si et seulement si ¢ est dans K.

Un élément 0,0, de G sera dans (q) si b et ¢ sont de méme type :
tous deux dans T ou tous deux dans K, voir 1.4.16. Choisissons une base
hyperbolique du plan vectoriel A qui releve A. Dans cette base on a ¢q(z,y) =
2xy. Soit b = (,1) un vecteur non isotrope. L’élément o, de G, a pour

matrice s(f) = (_10 /3 _OB ) En effet, on vérifie aisément que les éléments

a

de G, ont bien des matrices de cette forme (voir [Per96] Ch. VIII) et cette
matrice est bien celle de o, car b est le vecteur propre de s(f) relatif a la
valeur propre —1 (voir 1.4.20). On a ¢(b) = 2, de sorte que b est dans K

ou dans T selon le signe de . Mais on a s(3)s(y) = (6(/)7 795) =t(6/7)

et cet élément est dans €(q) si et seulement si § et v sont de méme signe,
autrement dit ' si A = 3/ est > 0.

8.4.2 Proposition-Définition. Soient A une droite de K et a son pole, qui
est élément de T. On pose GIt =G NQ(q). On appelle translation d’aze
A tout élément de GIT. Une translation d’aze A s’écrit comme produit de
deux involutions oyo. avec b,c € A tous deur dans K ou tous deux dans T.

Le groupe G est isomorphe a H} = G} /{Id, 0,}.

10. C’est-a-~dire une base formée de deux vecteurs isotropes.
11. On peut aussi utiliser le fait que Q(q) est engendré par les carrés, voir [Per96] ch.
VI, §3, Ex. 4.
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8.4.3 Remarques. On suppose a € T.

1) Il est clair que le groupe G} est isomorphe a (R**, x) donc aussi a (R, +)
wa le logarithme. R

2) Si I'on remplace la base hyperbolique e;,e; de A par €; = e; + % et
€2 = e; —  la forme ¢ devient x? — y? dans cette base. Si A est positif, on
pose A = ¢¥ et la matrice de t(\) devient T'(v) = (SEz jll 2) avec v € R.
Cette paramétrisation du groupe des translations d’axe A met en évidence
I'isomorphisme T'(v) — v de Gt sur (R, +).

3) Une translation est caractérisée comme un élément de 2(¢q) qui admet un
unique point fixe extérieur, ou encore un élément de Q(g) qui admet un point
fixe extérieur et n’est pas une involution, voir 1.4.31.

4) Les éléments de G qui ne sont pas dans Q(q) sont les composés des trans-
lations d’axe A avec la réflexion 74 (on les appelle des symétries glissées).

8.4.4 Proposition. On suppose a € T. Le groupe Gt opére simplement
transitivement sur A N K. Si b,c sont dans ANK, il y a donc une unique
translation ty. qui envoie b sur c.

Démonstration. Cela résulte de 'isomorphisme de G+ et de H .

8.4.5 Proposition. Soit t une translation d’aze A et g une isométrie. La
conjuguée gtg~' est une translation d’aze g(A).

Démonstration. Cela résulte de 8.4.3.3.

8.4.2 Vecteurs sur une droite hyperbolique

Dans le cas hyperbolique réel, on peut donner une définition des vecteurs
un peu plus conforme & l'intuition que celle vue en 8.2.4. Etant donnés deux
points b, c € K, 8.4.4 montre qu’il y a une unique translation qui envoie b sur
c. Nous allons associer a cette translation un nombre réel (soit le A de t()),
soit le v de T'(v)), mais il y a une difficulté car ce nombre n’est pas défini
de fagon univoque. En effet, dans le cas de #(\), si 'on échange les vecteurs
isotropes e; et es, A est changé en 1/, dans le cas de T'(v), si I'on change €;
en —eq, v est changé en —v. Il faut donc préciser les choses :

8.4.6 Définition. Soit A une droite hyperbolique de K qui coupe T en i, j.
On choisit une base hyperbolique e1,es de A relevant i,j (dans cet ordre).
Soient b,c € ANK et soit ty. 'unique translation qui envoie b sur c. Le
vecteur b—c> est l'unique v € R tel que la matrice de ty. dans la base ey, e
soit t(e’). 1l revient au méme de demander que la matrice de ty. dans la base
orthogonale €, = e; + % et €3 = e; — % soit T(v).

On notera désormais (s la translation ty..
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8.4.7 Remarques.

1) Comme le groupe G} est isomorphe a H; (voir 8.4.2), la définition
donnée ci-dessus est équivalente a celle des pseudo-vecteurs de 8.2.4.

2) Les vecteurs vérifient les propriétés usuelles : Chasles, le parallélogramme,
etc. -

3) On dit que la droite (bc) est ’axe de la translation de vecteur be. C’est
la seule droite invariante par la translation comme on le voit en considérant
son pole. Les translations d’axe donné forment un groupe abélien isomorphe
a (R,+).

4) La définition requiert une sorte d’orientation de la droite A par l'ordre
imposé aux points de A NT'. Voir ci-dessous pour une discussion.

La proposition suivante releve quelques similitudes avec le cas euclidien :
les vecteurs, comme les mesures algébriques sur une droite euclidienne, ap-
paraissent comme des distances munies d’un signe, et on a la formule usuelle
pour le vecteur de la translation o,0y.

8.4.8 Pr%)osition. Soient a,b € K. Rappelons que % est un élément de R.
1) On a ab = £d(a,b). R
2) Le vecteur de la translation o403 est égal a 2ba.

Démonstration. 1) Le résultat est évident si a = b. Sinon, on calcule dans la
droite hyperbolique (ab) en choisissant une base hyperbolique dans laquelle

la forme est donnée par ¢(z,y) = 2zy. Posons d = d(a,b) et v = ab € R. Si
on note a = (z,y), on a b = (Az,y/\) avec A € R™*, A = €. On en déduit
q(a) = q(b) = 2zy, ¢(a,b) = 2y(A+1/X). Cela donne I(a,b) = ch?d = ch?v,
d’ot v = +d.

2) C’est une conséquence de 8.2.7, mais on peut le montrer directement
ici avec le paramétrage précédent. On pose a = («, 1), b = (5, 1). Le calcul
de t = 0,0, a été fait dans la preuve de 8.4.1. On trouve que t admet une
matrice diagonale de coefficients o/ et B/« et le vecteur v de t est donné par
e’ = a/f. Par ailleurs, la translation qui envoie b sur @ admet une matrice
diagonale de coefficients i, 1/ avec pp > 0 et u* = /3. Son vecteur w vérifie
donc ¥ = p, soit e* = /B = ¢e*, d’'olt v = 2w.

8.4.3 Mise en garde, suite

De méme que dans le cas des angles, il ne faut pas se laisser abuser par
les analogies avec le cas euclidien, il y a des différences majeures, en voici
quatre :

1) Une translation hyperbolique a une unique droite invariante : son axe.
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2) La composée de deux translations n’en est pas nécessairement une.

3) Méme si le produit de deux translations est une translation, son vecteur
n’est pas la somme des autres.

4) La définition du vecteur d’une translation nécessite une orientation de

l'aze, et il n’y a pas d’orientation canonique valable pour toutes les droites
de K.

Nous allons examiner tous ces points. Le premier a été vu en 8.4.7.

Le second point est évidemment essentiel et il provient d’une raison
algébrique incontournable : si les translations formaient un groupe ce se-
rait un sous-groupe de 2(q) et il serait distingué car la conjuguée d’une
translation en est une autre en vertu de 8.4.5. Or on sait que (q) est simple.

On peut aussi en donner des raisons plus concretes, en examinant les
composées possibles :

8.4.9 Proposition. Soient Dy, Dy deux droites de K et ti,ty deux trans-
lations d’azes respectifs Dy et Dy. St les azes se coupent dans K le produit
t = toty est une translation, s’ils se coupent sur I', le produit peut étre une
translation ou un déplacement paralléle, s’ils se coupent dans T le produit peut
étre une translation, une rotation ou un déplacement paralléle (voir 1.4.28).

Démonstration. Soit b le point d’intersection des axes. Supposons d’abord
b € K. On peut alors écrire t; = o0, et to = 0.0} avec a,c € K (voir 1.4.23
et 8.4.2) et on a t = tot; = 0.0, Comme t laisse stable (ac) elle fixe (ac)t
qui est un point extérieur. De plus t est dans (q). Enfin, ce n’est pas une
involution (sinon les points a et ¢ seraient orthogonaux, voir 1.4.9). C’est
donc une translation en vertu de 8.4.3.

Supposons b € T. Le calcul est identique mais cette fois a et ¢ sont
aussi dans T et la droite (ac) peut étre hyperbolique, auquel cas ¢ est une
translation, extérieure, auquel cas t est une rotation ou tangente, auquel cas
t est un déplacement parallele.

Supposons b € I'. Le point b est un point fixe de ¢. Si c’est le seul point
fixe isotrope, t est un déplacement parallele, sinon, c¢’est une translation. Voir
exercice 8.8.12 pour des précisions.

Donnons maintenant une explication sur le point 3) (le vecteur d’une
translation produit).

Reprenons le cas de trois points a, b, c de K non alignés avec t; = o0,
et to = o.0p. On a alors t = tyt; = 0.0,. En vertu de 8.4.8.2, les vecteurs
de ces translations sont respectivement les doubles de %, b_c> et at. Si le
vecteg de t était somme des deux autres, on aurait la relation de Chasles :
ab+ bc = at. En prenant les valeurs absolues et en notant ab la distance, on
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aurait (en vertu de 8.4.8.1) I'une des relations ac = ab + bc ou ac = ab — be

ou ac = bc — ab, qui toutes signifient que les points a, b, ¢ sont alignés (voir
5.1.16).

8.4.10 Remarque. Un autre argument permet de montrer que la relation
de Chasles n’est pas universelle. On reprend les mémes notations. L’axe de
t = 0.0, est (ac). Posons a’ = o,(b) et ¢ = ta(b) = 0.(b) de sorte que les
vecteurs de t; et ty sont a’b et bc’. Si les vecteurs vérifiaient la relation de

Chasles, celui de t serait donc a'c’ et 'axe de ¢ serait (a/¢’). On aurait donc
(ac) = (d'd) = (aa’) = (ab) et c’est absurde.

Enfin, discutons le point 4). On a vu que la définition des vecteurs sur la
droite A dépend du choix d’un ordre sur les deux points de ANT". Le résultat
suivant montre qu’il n’y a pas de bonne facon (i.e. continue) d’effectuer un
tel choix, méme en se limitant aux droites passant par l’origine :

8.4.11 Proposition. Il n’existe pas d’application continue “choix d’un pre-
mier point parmi m et —m”, c¢’est-a-dire d’application f : ' — ' qui vérifie

fm) = f(=m) = £m.

Démonstration. Si une telle application existe, f(I') est compact donc fermé
dans T" et donc aussi son opposé — f(I"). Ces fermés sont disjoints, non vides
et leur réunion est I' ce qui contredit le fait que I' est connexe.

8.4.4 Horicycles et déplacements paralleles

Si a est un point isotrope, on a vu que le groupe G des déplacements
paralléles (qui est abélien) opere transitivement sur les horicycles H(a,b)
(voir 7.3.1). De plus, ce groupe opere fidelement sur H(a,b) — {a}. En effet,
on vérifie aussitot sur la définition des déplacements paralleles de centre a
que ces opérations n'ont pas d’autres points fixes que a. On peut donc (si
I'on y tient) définir des “vecteurs” sur les horicycles. Retenons en tous cas le
résultat suivant, a saveur de parallélogramme :

8.4.12 Proposition. Soit a un point isotrope et g € G un déplacement
paralléle de centre a. Soit b un point quelconque, ¢ un point de [’horicycle
H(a,b) et posons V' = g(b) et ¢ = g(c). On a I(b,c) = I(V/,c) et I(b,b) =
I(c,d).

Démonstration. La premiere assertion résulte de la conservation de I par g.
Pour la seconde, on note qu'il existe h € G} tel que ¢ = h(b) et on a aussi
d = g(c) = gh(b) = hg(b) = h(V') puisque le groupe G est commutatif. La
conclusion en découle.
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8.5 Lotensatz et théoréme de 1’angle inscrit

Dans ce paragraphe, nous abordons le Lotensatz (ou théoréme des perpendi-
culaires), un résultat di o Hjelmslev et largement utilisé par Bachmann. Ce
théoreme est un succédané du théoréme euclidien de l’angle inscrit. En effet,
comme beaucoup de résultats sur les angles, ce dernier théoreme est fauzr en
géométrie non euclidienne. Nous verrons comment on peut comprendre ce
phénomene en termes de triangles rectangles, voire de rectangles.

8.5.1 Le Lotensatz

Variante points

On commence par un lemme (voir figure'? 8.1) :

8.5.1 Lemme. (des deux triangles autopolaires) Soient aa’a”, bb'd”
deuz triangles autopolaires®. On suppose a # b, a’ # b, a” # b". On appelle
d,d',d" les intersections des cotés (a’a”) et (0'0"), (a"a) et (b"D), (aa’) et (bb')
et c,d,c” les intersections de (a'l') et (a"b"), (a"0") et (ab), (ab) et (a'b').
Alors, les triangles cd'c” et dd'd" sont conjugués (i.e. ¢ est le pole de (d'd"),
ete.)

Démonstration. Montrons par exemple que ¢ est orthogonal a d’ et d”’. On
sait que d’ est intersection de (a”a) et (b"b). Par hypothese, la polaire de a’
est (aa”), de sorte que d’ est conjugué de a’. De méme, il est conjugué de b'.
La polaire de d' est donc (a’t’). De la méme maniere, celle de d” est (a”b”).
Comme c est intersection de (a’'d’) et (a”b”) il est bien conjugué a la fois de
d et de d".

On en déduit le résultat fondamental, par la méthode de Bachmann, cf.
[Bach9] (voir figure 8.1) :

8.5.2 Théoreme. (Lotensatz) Soient a,a’,b,l/ quatre points (non iso-
tropes), distincts, non alignés et tels que a,a’ (resp. b,b') soient conjugués.
On appelle d" et " les intersections respectives de (aa’) et (bb') et de (ab) et
(a'b"). Alors, le produit oyomo, est la symétrie o. ot ¢ est le point de (ab)
orthogonal a d”.

Démonstration. On complete a,a’ et b, b’ par les poles a”,b" de (aa’) et (bb')
pour obtenir des triangles autopolaires et on reprend les notations du lemme
précédent. Les hypotheses sont réalisées (a” et b” sont distincts car a, d’, b, b/

12. Les figures sont faites dans le plan elliptique.
13. Rappelons que cela signifie que a, a’, a” sont non isotropes et deux a deux conjugués.
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ne sont pas alignés). En vertu de ce résultat, le point ¢ est a la fois le point
de (ab) orthogonal & d” et l'intersection de (ab) et (a”b").

Comme a, b, ¢’ sont alignés, 0,070, est une involution o,, avec u € (ab)
en vertu du lemme des trois involutions, voir 1.4.11. Il s’agit de voir que
u est égal a ¢, donc qu'il est sur (a”b”). Pour cela, il suffit, toujours en
vertu de 1.4.11, de montrer que g = oy 0,0, est une involution. Or, on a
g = 0y (0p0w04)0qn = oy, (en effet, comme bb'b” est autopolaire on a
oy oy = o). Comme a', b, ¢’ sont alignés, on a gagné.

FIGURE 8.1 — A gauche le lemme des deux triangles autopolaires (orange et
rose), a droite la preuve du Lotensatz

8.5.3 Remarques.

1) On peut encore écrire le résultat sous la forme o,0.» = 0w, qui montre
que bc”ac est un parallélogramme aplati, voir 4.3.12. Si les pseudo-vecteurs
existent on a encore bc” = 'a, voir 8.8.8.

2) Dans la configuration des deux triangles autopolaires, on a évidemment
d’autres parallélogrammes aplatis obtenus par permutation circulaire des
points de base.

Variante droites

Voici I’énoncé originel du Lotensatz (voir figure 8.2) :

8.5.4 Théoréme. (Lotensatz) Soient A, A', B, B quatre droites distinctes
non isotropes et mon concourantes telles que A, A" (resp. B, B') soient per-

pendiculaires. On appelle D" (resp. C") la droite qui joint les points d’inter-
section de A, A" et B, B'(resp. A, B et A', B"). Alors, le produit TpTenTs est
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la symétrie T ou C' est la droite perpendiculaire a D" passant par le point
d’intersection de A et B.

8.5.5 Remarque. Cette fois on a une écriture en termes d’angles de droites :
(B,C") = (C", A) (s’ils existent). On peut encore dire que les droites A, B et
C’,C" ont les mémes bissectrices.

Démonstration. Pas de démonstration : ¢’est le méme théoreme que ci-dessus,
lu dans le dual.

FIGURE 8.2 — Le Lotensatz des droites, a gauche en elliptique, a droite en
euclidien

Une démonstration tout de méme ?

On considere u = 7p7en74. Comme ces droites concourent en un point
¢, en vertu du lemme des trois involutions u est une involution 7y relative a
une droite U passant par c. Il reste a voir que U est perpendiculaire a D".
Pour cela on introduit les droites A” et B” perpendiculaires a D" respecti-
vement en a (intersection de A, A’) et b (intersection de B, B’). On a alors

TATA = 04 = TanTpr €t TpTp = 0, = TpsTpr (0N notera que ces produits
sont commutatifs). On calcule alors v = TanTpiTy = TaAnTpr TP TR Ty =
TATATRTBTRTenTA = Ta(TarTpTon)Ta. Comme A’ B et C” sont concou-

rantes, 74T/ Tor est une involution, donc aussi v qui en est une conjuguée.
En vertu du lemme des trois involutions, les droites A”, B”, U sont concou-
rantes dans P(E). Comme A” et B” sont orthogonales a D" elles passent par
le pole d” de D”, donc aussi U qui est donc bien perpendiculaire a D”.

8.5.6 Remarque. Cette preuve se décalque dans le cas euclidien a la seule
différence que les trois droites A”, B”, C’ sont paralléles.
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8.5.2 Lien avec le théoreme de I’angle inscrit

Le Lotensatz, dans sa variante avec les droites, peut etre vu comme
un ersatz'* du théoréme de l'angle inscrit. En effet, si 'on imagine la si-
tuation de 8.5.4 en euclidien (voir figure 8.2) et qu’on appelle a, b, ¢, les
intersections respectives de A, A"; B,B’'; A, B et A", B, les angles droits
en a et b permettent d’affirmer que les quatre points a,b, ¢, sont cocy-
cliques et on en déduit 1'égalité d’angles (B,C") = (D", A’). Dans le cas
non euclidien, on peut se demander si cette égalité d’angles est encore va-
lable. Comme on a (B,C") = (C’, A) en vertu de 8.5.4, la question est donc
Iégalité (C', A) = (D", A’), propriété évidente en euclidien en utilisant les
complémentaires. Attention, a priorila question n’a pas vraiment de sens car
les angles en question ne sont pas en les mémes points et on a vu en 8.2.5
avec quelles précautions il fallait manipuler ces notions. Que 'on considere
cette égalité comme la conjugaison des rotations amenant respectivement C”
sur A et D" sur A’, voire celle des rotations 774 et 7/574 ou encore, sur R,
comme l’égalité dans R/7Z, dans tous les cas, on en déduit ’égalité d’angles
non orientés [*(C", A) = I*(D", A’) (voir 8.8.4 et 8.3.16). Mais, on est alors
dans la situation d'un triangle rectangle et de sa hauteur et on a vu dans
Iexercice 4.7.18 que le résultat est faux en géométrie non euclidienne.

8.5.7 Remarque. On peut encore faire le lien avec un autre défaut de la
géométrie non euclidienne. En effet, dans le cas euclidien, comme les droites
C’", D" (resp. A, A") sont perpendiculaires, il existe une rotation d’angle £ /2
qui envoie C” sur D" et A sur A’. On en déduit les égalités d’angles (C”, A) =
(D" A") puis (D" A") = (D", A) + (AA") = (D", A) + (C",D") = (C", A)
et on retrouve la formule vue en 8.5.5. En revanche, il n’existe pas de telle
transformation en non euclidien (sinon, il y aurait des rectangles, voir 8.8.10).

8.6 Les classes de conjugaison de PO(q) dans
le cas réel

Dans cette section nous faisons le bilan sur les classes de conjugaison des
isométries. Nous avons choisi de nous limiter au cas k£ = R. Dans le cas d’un
corps quelconque on a vu en 4.2.4 que s’ajoutent nombre de problemes de
nature arithmétique.

14. C’est le cas de le dire!
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8.6.1 Le cas elliptique

Dans ce cas, la situation est bien simple :

8.6.1 Proposition. On suppose qu’on a k = R et que q est une forme
anisotrope. Les éléments de PO(q) sont l'identité, les involutions o, = T
et les rotations p(a,0) avec a € E et 0 € R/27Z, 0 # 0,7 (voir 8.5.1).
Les involutions sont toutes conjuguées. Deux rotations sont conjuguées si et
seulement si leurs angles sont égaux ou opposés. Les classes de conjugaison
des rotations sont donc en bijection avec |0, 7.

Démonstration. On a vu en 1.4.9 que tous les éléments de PO(q) ont au
moins un point fixe, donc habitent I'un des groupes G,. Comme PO(q) est
transitif sur P(F), les points sont tous équivalents et on a une description
des éléments de G, (voir 1.4.23 et 8.3.1). La conjugaison des involutions a
été vue en 4.2.4. Pour les rotations, on fixe un point a. Par transitivité, toute
rotation est conjuguée d’une rotation de centre a et d’angle 8 # 0,7 (les
rotations d’angle 7 sont des involutions). On a vu en 1.4.23 que p = p(a, 0)
et p~1 = p(a, —0) sont conjuguées. Réciproquement, si deux rotations p et p’
d’angles 0 et 6" sont conjuguées '° : p’ = gpg~!, quitte & les conjuguer encore
on peut les supposer de méme centre a, de sorte que g fixe a. Mais alors, si
g est dans G on a gpg~! = p, tandis que §'il est dans G, on a gpg~! = p~!,
d’ou le résultat.

8.6.2 Le cas hyperbolique

Les choses sont plus compliquées dans le cas hyperbolique car il y a main-
tenant trois sortes de points (intérieurs, extérieurs ou isotropes) :

8.6.2 Proposition. On suppose qu’on a k = R et que q est une forme de
Lorentz. Les éléments de PO(q) sont lidentité, les involutions o, = T4, avec
a non isotrope, les rotations p(a,0), avec a € K et 0 € R/27Z, 0 # 0,7, les
translations taz ou A désigne une droite hyperbolique (c’est-a-dire rencon-
trant K en deuz points) et ot v est un réel, les symétries glissées'®, composées
d’une translation d’axe A et de la symétrie T4 et enfin les déplacements pa-
ralleles de centre ¢, ot ¢ est isotrope (voir 1.4.28). Ces différents types de
transformations ne sont pas conjugués entre eux. Il y a deuz classes d’invo-
lutions correspondant aux cas a € K (c’est-a-dire A extérieure) et a € T
(c’est-a-dire A hyperbolique). Deux rotations sont conjuguées si et seulement

15. On peut aussi noter que la trace de p(a, ) est égale a 1 4 2 cos .
16. Translations et symétries glissées constituent ce que nous avons appelé en 1.4.25 les
transformations hyperboliques.
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si leurs angles sont égaux ou opposés. Deux translations (resp. deux symétries
glissées) sont conjuguées si et seulement si leurs vecteurs sont égaux ou op-
posés. Enfin, les déplacements paralléles sont tous conjugués.

Démonstration. En vertu de 1.4.9, tout élément g de PO(q) a au moins un
point fixe a, donc est dans I'un des groupes G,. Il faut distinguer trois cas :
a € K,a€eTetaecl. Le cas des involutions ayant été traité en 4.2.4, nous
supposerons désormais que g n’est pas une involution. Dans le cas ou a est
non isotrope, cela nous permet de nous limiter désormais aux éléments de
G, car ceux de G, sont des involutions.

Si g admet un point fixe a € K, on peut appliquer 8.3.1 et g est une
rotation.

Supposons que g admet un point fixe a € T et soit A la polaire de a.
Les éléments de G sont alors les translations (qui sont dans G} 7), ou les
composées (commutatives) des translations avec la symétrie 74 (voir 8.4.1 et
8.4.3).

Il reste enfin le cas ou g admet un point fixe a isotrope. S’il en admet
deux, on a vu en 1.4.31 que g est une transformation hyperbolique et on est
ramené au cas précédent. Si a est 'unique point fixe de g, on est dans le cas
d’application de 1.4.28 et g est un déplacement parallele.

Le nombre et la nature des points fixes permettent de montrer que les in-
volutions, les rotations, les transformations hyperboliques et les déplacements
paralleles sont dans des classes de conjugaison distinctes. De plus, transla-
tions et symétries glissées ne sont pas conjuguées car les unes sont dans (q)
et les autres non. Etudions maintenant les classes & lintérieur de chaque
type. Pour les rotations les arguments donnés ci-dessus dans le cas elliptique
restent valables. Soient ¢ = t4 57 et t' = t4 i deux translations conjuguées :
t' = utu~!. On peut supposer A = A’ et u laisse alors stable la droite A donc
est dans G,. On a alors ¢/ =t si u est dans G et ' = t7! §’il est dans G,
d’ou le résultat. L’argument est identique pour les symétries glissées.

Pour montrer que les déplacements paralleles sont tous conjugués, on note
d’abord que le groupe PO(q) est transitif sur les isotropes (voir 4.2.1). Un
calcul immédiat donne le lemme suivant :

0 O
1 0 |. On a alors,
0 1/

8.6.3 Lemme. On pose, pour up € R*, T'(u) =
L/p
(W) =U

f;oo‘:

avec les notations de 1.4.27, T(u)U(N)T [).

Comme T'(u) est la matrice d’une transformation hyperbolique (d’axe la
polaire de ey), les déplacements paralleles sont bien conjugués dans PO(q).
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8.6.4 Remarque. Les classes de conjugaison sont essentiellement repérées
par la trace. Le lecteur vérifiera que deux transformations u,v € PO(q),
qui ne sont ni l'identité ni des symétries, sont conjuguées dans PO(q) si et
seulement si elles ont meéme trace. La trace est plus petite que —1 pour les
symétries glissées, égale a —1 pour les symétries, comprise entre —1 et 3
pour les rotations, égale a 3 pour l'identité et les déplacements paralleles et
supérieure a 3 pour les translations (cf. 1.5.12).

8.6.5 Remarque. 1l reste a préciser les classes de conjugaison de Q(q). Les
isométries qui sont dans 2(q) sont les symétries centrales o, avec a € K (voir
1.4.14), les rotations et les translations (8.4.1) et les déplacements paralleles
(car ils sont produits de deux symétries axiales d’axes se coupant sur I', donc
tous deux hyperboliques). Au contraire, ne sont pas dans €(q), les symétries
axiales 74 avec A hyperbolique et les symétries glissées !”. Le groupe Q(q) est
transitif sur K car le milieu m de deux points a,b € K est dans K, de sorte
que o, (qui est dans Q(q)) échange a et b. Il en résulte que les symétries
centrales sont conjuguées dans (q). Deux rotations sont conjuguées si et
seulement si elles ont méme angle '® (voir 8.3.3, si une rotation est de centre
a, les involutions de G sont des symétries axiales qui ne sont pas dans €2(q)).
Deux translations sont conjuguées si leurs vecteurs sont égaux ou opposés (car
ici, au contraire, G, contient des éléments de ©(¢)). Enfin, deux déplacements
paralleles du type T'(A), T'() sont conjugués dans €2(q) si leurs parametres
sont de méme signe.

8.7 Aires algébriques

8.7.1 Introduction

Nous avons défini au chapitre 2 une notion d’aire a 'aide de la struc-
ture riemannienne, donc par une méthode assez différente de celles utilisées
dans le reste du texte. Nous nous proposons ici d’en donner une approche
plus algébrique, qui puisse éventuellement se généraliser au cas d'un corps
quelconque. Nous nous limiterons au cas des triangles, mais le cas des po-
lygones s’en déduirait facilement. Pour réaliser cette construction, il faut se
souvenir de la propriété fondamentale de la notion d’aire, son invariance par
découpage et recollement, qui se subdivise en deux propriétés : 'additivité
et I'invariance par isométrie. Si la définition de l'invariance par isométrie ne

17. 11 peut sembler bizarre qu’il y ait moins de sortes d’éléments hors de 2(g). On en
verra une explication en étudiant les diverses composées, voir exercice 8.8.11.

18. On voit que la présence du sous-groupe distingué (q) induit une orientation du
plan.
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pose pas de probleme, celle de I'additivité n’est pas évidente en général. En
effet, dans les cas usuels, elle repose sur la notion de réunion de triangles (il
s’agit de triangles pleins, voir 6.9.3 et 6.9.4) et cette notion dépend de celle
de segment : si l'on a un triangle abc et un point d de la droite (bc), le triangle
(plein) abe est réunion de abd et dca si d est dans le segment [bc], mais il en
est différence si d est a 'extérieur du segment. Comme la notion de segment
est tributaire de I'ordre de R, on ne peut donc étendre cette définition a un
corps quelconque.

Pour contourner cette difficulté, un moyen est de définir des triangles
orientés et des aires algébriques qui vont permettre d’obtenir des relations
de découpage sans avoir a distinguer de cas de figure, un peu comme la
relation de Chasles sur les segments orientés évite cette distinction. C’est
d’ailleurs ce que fait Hadamard dans son traité de géométrie élémentaire
[Had98]. Bien entendu, on espere que l'aire ordinaire (au moins dans le cas
réel) soit une sorte de valeur absolue de l'aire algébrique. La difficulté qui
surgit alors concerne l'invariance. En effet, les isométries conservent ['aire
ordinaire, mais ne vont conserver les aires algébriques qu’au signe pres et, si
les notions ont un sens, les isométries qui conservent l'aire algébrique vont
former un sous-groupe distingué (des isométries “positives” en quelque sorte).
Comme on sait qu’il n’y a pas de tel sous-groupe en général (notamment en
géométrie elliptique) on se doute bien que la théorie ne peut étre universelle.

8.7.2 Découpage de triangles

On travaille dans le plan projectif P(F), pour l'instant sans structure
métrique. On considere ’ensemble des triangles abc, c¢’est-a-dire, ici, des tri-
plets (attention, l'ordre est important) de points de P(F). Les points a, b,
sont les sommets du triangle. S’ils sont distincts, on définit les cotés du tri-
angle comme les droites A = (bc), B = (ca) et C' = (ab).

La notion qui va mener au découpage est celle de triangles contigus :

8.7.1 Définition. Soient a, b, c,d quatre points tels que b, ¢, d soient alignés.
Les triangles abd et dca sont dits contigus et le triangle abc est appelé
“réunion” (algébrique) des triangles abd et dca.

8.7.2 Remarques. 1) La figure euclidienne ci-dessous explique la définition.
On oriente le plan, on considere le lacet [bc]U[ca]U[ab] associé au triangle abe.
Ce lacet tourne soit dans le sens trigonométrique, soit dans le sens opposé
et I'opération de réunion est une vraie réunion si les lacets associés sont de
méme sens et une différence sinon, les triangles correspondants aux lacets
rétrogrades étant comptés négativement.
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2) Cette définition ne prend pas en compte les questions de permutation
des points : pour l'instant, il y a a prior: six triangles de sommets a, b, c.
L’idée est d’identifier les triangles a permutation circulaire pres et de définir
la réunion sur le quotient. C’est ce que vise la définition (un peu abstraite)
suivante.

b d cb c d

FIGURE 8.3 — Le triangle abc est réunion algébrique de abd et dca. A gauche
on a une somme a droite une différence.

8.7.3 Définition. Soit X une partie de P(E). On considére [’ensemble Tx
des triangles a sommets dans X et on note Lx le groupe abélien libre en-
gendré par Tx, c’est-a-dire ’ensemble des combinaisons linéaires finies a
coefficients dans Z de symboles (a,b,c), avec a,b,c € X, et le sous-groupe
Nx engendré par les éléments suivants :

a) (a,b,c) — (b,c,a) pour tous a,b,c € X,

b) (a,a,b), pour tous a,b € X,

c) (a,b,c)—(a,b,d)—(d, c,a) pour tous a,b,c,d € X tels que b, c,d soient
alignés.

Le groupe quotient Lx /Nx sera noté ©x (voire simplement ©). On no-
tera® (abc) les éléments du quotient.

8.7.4 Lemme. Dans © on a les relations suivantes :
1) (abc) = (bca) = (cab), (bac) = (acb) = (cba) = —(abc),
2) (aba) = (baa) = 0,

3) (abc) =0 si a,b,c sont alignés.

Démonstration. La relation (abc) = (bea) = (cab) est évidente avec a) ap-
pliqué a (a, b, c) ou (b, c,a) et le point 2) en résulte. Pour le second point de

19. La notation comprend une parenthese, mais pas de virgules.
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1), comme a, ¢, ¢ sont alignés, on a (bac) + (cab) = (baa) = 0. Enfin, si a, b, ¢
sont alignés on a (abc) = (aba) + (aca) = 0.

8.7.5 Remarque. Explicitons le sens de cette définition. Travailler dans ©
c’est d’abord considérer que deux triangles sont égaux s’ils s’obtiennent par
permutation circulaire, opposés s’ils s’obtiennent par transposition. De plus,
on dispose dans © d’une opération, notée +, définie formellement, mais qui
associe en particulier a deux triangles contigus abd et dca leur “réunion” abc.

Le lemme des trois triangles

8.7.6 Proposition. Soient a,b, c,d quatre points distincts de P(FE). Dans
Op(g) on a l’égalité : (abc) = (dbc) + (dca) + (dab). Sia,b,c,d sont dans X,
le résultat est encore vrai dans ©x pourvu que l'un des points d’intersection
du type (da) N (bc) soit dans X.

Démonstration. Le résultat est évident sil’'on a b = ¢ ou a = d. Sinon, soit a’
un point commun de (bc) et (da). On calcule dans © : (abc) = (aba’) + (a'ca),
puis (aba’) = (ba'a) = (ba’d) + (dab) et (a'ca) = —(ca'a) = —(ca’d) — (dac).
Mais on a aussi (dbc) = (ba'd) — (ca’d) et le résultat s’ensuit par addition.

8.7.3 Des générateurs de © en géométrie non eucli-
dienne

On applique maintenant ce qui précede lorsque E est muni d’une forme
quadratique ¢ non dégénérée. Dans ce qui suit, on appelle triangle isocele un
triangle abc tel qu’il existe une droite D non isotrope telle que 7p fixe un
sommet et échange les deux autres (la définition est un peu plus générale que
celle de 4.6.1 notamment parce que les sommets peuvent étre isotropes).

8.7.7 Remarque. Avec la définition donnée ci-dessus, les triangles abc avec
deux sommets isotropes b, ¢ distincts sont isoceles, sauf si a est sur la tangente
a I en b ou c. En effet, si d est le pole de (be) et si D est la droite (ad) (ou
une droite non isotrope quelconque passant par d si a et d sont confondus),
la symétrie 7p fixe a et échange b, c.

8.7.8 Proposition. On suppose k = R..

1) Dans E, les triangles isocéles engendrent le groupe Og.

2) Dans X = K UT, les triangles avec deux sommets isotropes distincts
engendrent © x.

Démonstration. 1) Soit abc un triangle, o un centre de cercle circonscrit (il
en existe en vertu de 3.2.3). Alors, en vertu de 8.7.6, (abc) est la somme des
triangles isoceles (obc), (oca) et (oab).

321



2) Soit abc un triangle avec a isotrope et b, ¢ € K. La droite (bc) rencontre
['en d et on a (abc) = (abd) + (dca) et ces deux triangles ont deux sommets
isotropes. Si a, b, ¢ sont dans K, la droite (bc) coupe I' en d. On a encore
(abc) = (abd) + (dca) et on est ramené au cas précédent.

8.7.9 Remarques. 1) Dans le cas du plan hyperbolique tout entier, le résultat
ne subsiste plus a cause des triangles exceptionnels formés d’un point isotrope
a, d'un point b sur la tangente a I en a et d’'un point ¢, voir exercice 8.8.14.

2) La preuve du point 1) de 8.7.8 ne se transpose pas dans K telle quelle
car le centre du cercle circonscrit peut étre dans T (voir 3.4.16). On peut
montrer toutefois que les triangles isoceles a sommets dans K engendrent K,
voir exercice 8.8.15.

8.7.4 Aire algébrique

Définition

8.7.10 Définition. Soit G un sous-groupe du groupe PGL(E) des homogra-
phies de P(E) (par exemple le groupe PO(q) relatif a une forme quadratique
q ou un de ses sous-groupes). Soit A un groupe abélien noté additivement
(par exzemple le groupe R/2wZ). Soit X une partie de P(E) et a une ap-
plication de Tx dans A. L’application « induit une application notée encore
a du groupe libre Lx dans A. On dit que o est une aire algébrique des
triangles de X relativement a G si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1) (Additivité) L’application « est nulle sur le sous-groupe Nx.

2) (Invariance) L application « est invariante par G : pour tout triangle
(a,b,c) et tout g € G on a a(g(a), g(b),g(c)) = ala,b,c).

8.7.11 Remarque. La premiere condition signifie que I'aire d’un triangle est
inchangée si I'on permute circulairement les sommets et changée en son op-
posée si I'on échange deux sommets et que 'aire de la réunion de deux tri-
angles contigus est la somme des aires : c’est exactement la condition d’in-
variance par découpage. Le fait que « est nulle sur Ny montre qu’elle induit
une application — toujours notée o — de O dans A.

Un exemple : la géométrie affine

La définition précédente est compatible avec les définitions affines usuelles :

8.7.12 Proposition. Soitl € E* une forme linéaire non nulle, X = P(E)—
V(1) le complémentaire de ses zéros (le plan affine associé a l). On pose,

la, b, ] . .
W’ (voir Partie II, 77).

pour trois points a,b,c de X, a(a,b,c) =
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L’application o est une aire algébrique des triangles de X relative au groupe*
G image dans PGL(E) des éléments de SL(E) qui fizent la forme linéaire .

Démonstration. L’invariance est claire car on a, pour u € G, [u(a), u(b), u(c)] =
[a,b,c] et l(u(x)) = l(x). Les propriétés relatives aux permutations viennent
de I'alternance du crochet. Il reste la propriété relative a la réunion. Soient
a,b,c,d avec b, c,d alignés. On peut écrire d = A\b + uc avec \,u € k. On
a alors [a,b,d] = pla,b,c], [d,c,a] = Aa,b,c], I(d) = A(b) + ul(c). On en
déduit :

[a, b, ] 1 A

ala, b, d)+a(d, c,a) = 1(a) [l(b)()\l(b) + Ml(c))+l(c)(/\l(b) + /ﬁl(c))}

= a(a,b,c)-

Un résultat négatif

Dans ce paragraphe, on suppose £ muni d’une forme quadratique ¢ non
dégénérée. Le résultat suivant montre qu’il n’y a pas d’aire algébrique pour
le groupe PO(q) :

8.7.13 Proposition. On suppose k = R. Il n’existe pas de fonction aire
algébrique non nulle relative a O(q) tout entier pour les triangles de E, ni
pour ceux de KUT.

Démonstration. Appelons X 'espace E ou K UT et supposons qu'une telle
fonction a existe. On a le lemme suivant :

8.7.14 Lemme. Soit abc un triangle isocéle de X. On a a(abc) = 0.

Démonstration. Par définition d’isocele, il existe une droite D telle que 7p
fixe a et échange b, ¢ (une médiatrice de b, c). De plus, on peut choisir D
de telle sorte que le point d’intersection m de D et (bc) soit encore dans X
(c’est évident dans le cas elliptique et en hyperbolique il suffit de prendre la
médiatrice intérieure, y compris si b, ¢ sont isotropes). On a alors, dans Oy,
(abc) = (abm)+ (mca), donc a(abec) = a(abm)+a(mea), mais, en appliquant
7, on a a(abm) = a(acm) = —a(mea) d’ou le résultat.
La proposition résulte alors du fait que les triangles isoceles (éventuellement

généralisés) engendrent Oy, voir 8.7.8. Pour le cas de P(FE) tout entier et
d’une forme hyperbolique, voir 8.8.14.

20. C’est donc le groupe spécial affine.
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Une fonction additive

Dans ce paragraphe, on retrouve les angles orientés de droites, avec leurs
défauts ... On suppose toujours £ muni de la forme g et £ = R. Soit a
un point situé soit dans le plan elliptique E, soit dans le plan de Klein
K. On sait qu’alors le groupe G/ est isomorphe au groupe U des nombres
complexes de module 1, donc a R/27Z, mais il y a deux isomorphismes
possibles et on choisit arbitrairement 'un des deux, ¢, : R/27Z — G,
pour chaque point a de E ou K. Pour deux droites B, C passant par a, il y
a deux rotations de G qui envoient B sur C. Ces rotations correspondent
a deux angles 6 et 6 + 7 et I’élément 0 associé dans R/7Z est bien défini et
c’est I'angle orienté (B, C'), voir 8.3.13. Rappelons qu'on a (B, A) = —(A, B)
et que, pour des droites A, B, C' passant toutes par a, on a la relation de
Chasles (B,C) + (C, A) + (A, B) = 0. On a alors la proposition suivante :

8.7.15 Proposition. Si (a,b,c) est un triangle de E ou K et si les points
sont non alignés on pose A = (bc), B = (ca), C' = (ab). L’application o qui
a un triangle de E ou K associe (B,C)+ (C,A)+ (A, B) € R/7Z (et 0 si le
triangle est aplati) est une application additive.

Démonstration. Les propriétés de permutations sont immédiates. Soient a,
b, ¢, d des points avec b, ¢, d alignés. Si on pose D = (ad), il s’agit de montrer
la formule a(a, b, d) + a(d, ¢,a) = a(a, b, c), soit ((A, D)+ (D,C)+ (C, A)) +
(B,D)+ (D,A)+ (A, B)) = (B,C) + (C,A) + (A, B). C’est la relation de
Chasles au point a !

8.7.16 Remarques. 1) Attention, pour un triangle abc non aplati, la somme
(B,C)+(C,A) + (A, B) n’est pas nulle (comme en euclidien) car la relation
de Chasles n’est pas vraie (voir 8.3.10). D’une certaine maniere la pseudo
aire algébrique définie ici mesure le défaut de la relation de Chasles.

2) Attention, cette fonction, si elle est additive, n’est pas invariante
par isométrie. En effet, on sait que si g est une isométrie, on a seulement
(9(A),g(B)) = £(A, B), voir 8.3.8.

3) On peut donner une définition analogue sur un corps quelconque,
pourvu que la somme ait un sens, donc que les groupes G/ soient isomorphes,
ou encore que les points a, b, ¢ soient dans une méme classe de conjugaison.
L’utilité de la notion me semble douteuse ...

4) Pour obtenir un invariant a partir de 1’élément précédent, il faut
considérer toutes les sommes de la forme £(B,C) + (C, A) £ (A, B). Clest
ce que nous ferons au chapitre suivant.
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8.7.5 Une aire algébrique pour (q)
Existence

Dans le plan elliptique, il n’y a pas moyen d’aller plus loin en se limitant
aux transformations qui fixeraient les angles orientés : il n’y a pas de sous-
groupe des isométries positives car PO(q) ~ O"(3,R) est un groupe simple
(voir par exemple [Per96]). En revanche, dans le plan de Klein on va pouvoir
définir une aire algébrique grace au sous-groupe €2(g). On a vu en 8.3.2 qu’on
a une maniere cohérente de choisir en chaque point un isomorphisme 1, de
G sur U, de sorte qu'on ait ¥(gfg™") = ¥a(f) pour f € GF et g € Q(q)
vérifiant g(a) = b. On sait qu’alors, si a, b, ¢ sont des points distincts de K et

g un élément de Q(q) on a la formule : ([g(a)g(b)), [g(a)g(c))) = ([(ab), ([ac))
(angles orientés de demi-droites), voir 8.3.8.

On obtient alors le théoréme suivant :

8.7.17 Théoréme. (Formule de Gauss-Bonnet algébrique)
L’application définie sur les triangles de K par

ala,b,c) =71 — (([bc), [ba)) + ([ca), [cb)) + ([ab), [ac))) € R/27Z

(et 0 si deux des points a, b, ¢ sont égaux) est une aire algébrique relativement
a Q(q). Elle est transformée en son opposée par les éléments de PO(q)—Q(q).

Démonstration. Les propriétés relatives aux permutations paires sont éviden-
tes. Pour les permutations impaires on utilise les formules : (4,d") = — (&', 0)
(sur les angles de demi-droites) et m = —m. L’invariance par €(q) résulte
de 8.3.8. Il reste a montrer la propriété de découpage. Soient a,b, c,d avec
d € (bc). Pour montrer la formule a(abc) = a(abd) + a(dca) on distingue
selon les positions de d par rapport a b, c. Si, par exemple, d est entre b et
¢, on a a(a, b, d) = — (([bd), [ba)) + ([da), [db)) + ([ab), [ad))) et a(d, ¢, a) =
7 — (([ca), [ed)) + ([ad), [ac)) + ([dc),[da))). Vu 'hypothese de position on
a ([bd), [ba)) = ([bc), [ba)), ([ca),[cd)) = ([ca),[cb)). La relation de Chasles
au point a donne ([ab),[ad)) + ([ad), [ac)) = ([ab),[ac)). 1] reste la somme
([dc), [da)) + ([da), [db)) = ([dc), [db)) qui vaut 7 car les demi-droites [dc) et
[db) sont opposées, et on a le résultat. Les autres cas se traitent de la méme
maniere.

8.7.18 Remarque. On a ainsi retrouvé I’analogue de la formule donnant I'aire
du triangle comme ™ —a@ — b — ¢, voir 6.9.5. On peut étendre la formule
précédente a K U I' de la maniere suivante. Si deux des points sont égaux
laire est nulle?! et sinon, on utilise la formule précédente, en notant que les

21. Pour n’avoir qu’'une formule on peut convenir que la somme des angles d’un triangle
qui a deux sommets égaux est 7.
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angles en les points de I" sont nuls (la définition 5.5.7 s’étend sans encombre
dans ce cas, voir aussi 4.4.3). L’aire ainsi définie est a valeurs dans R/27Z et
c’est une fonction continue sur K3, mais, attention, pas sur (KUT')3. En effet,
sur le cercle on a a(abc) = 7 si les points sont distincts, mais «(aab) = 0.
Cette difficulté a déja été rencontrée en 6.10.20.

Unicité de ’aire algébrique pour 2(q)

On se propose de montrer une réciproque du théoreme précédent, avec
une hypothese de continuité modeste. On suppose donnée une fonction aire
algébrique «, définie sur 'espace des triangles de K U I', a valeurs dans un
groupe abélien A et relative a Q(¢). On note d’abord plusieurs faits.

1) Les triangles abc formés de points distincts de T' (les triangles idéaux)
se répartissent en deux orbites selon le groupe Q(q) ~ PSL(2,R). Intuitive-
ment, il y a les triangles directs pour lesquels le lacet [ab] U [bc] U [ca] tourne
dans le sens trigonométrique et les indirects ot il tourne dans le sens inverse.
On note ¢ € A Taire algébrique d’un triangle direct. En vertu de la formule
a(ach) = —a(abc), 'aire d’'un triangle indirect est alors 2 —¢.

2) Les classes sous €2(q) des triangles abc avec a € K et b,c € ', b # ¢, sont
décrites par les angles de demi-droites 6 := ([ab), [ac)) € R/27Z : deux tels
triangles avec le méme angle 6 s’échangent par un g € €2(q) et ont donc méme
aire. On posera a(abc) = f(0) sil'angle en a est égal 2 0. On a f(—0) = — f(60)
en vertu de la formule donnant a(acbh). On a aussi f(7) = f(—n) =0 (car le
triangle est aplati). Attention, comme on a supposé les points b, ¢ distincts,
la fonction f n’est pas définie en 0, voir 8.7.18.

3) Nous ferons désormais I’hypotheése que A est un groupe topologique et
que la fonction f est continue et admet une limite quand 6 tend vers 0.

On a alors le théoreme suivant :

8.7.19 Théoreme. Soit a une aire algébrique définie sur K UL, a valeurs
dans un groupe topologique abélien A et relative a Q(q). On note & laire
des triangles idéaux directs, on pose f(0) = a(abc) pour un triangle abc avec
a € Ketbeel,b#cetf = ([ab),ac)) # 0 et on suppose que f se
prolonge en une fonction continue de R/2nZ dans A. Alors, lapplication x
définie par x(0) = & — f(0) est un homomorphisme de R/21Z dans A et on
a, pour tout triangle abc a sommets dans K, la formule :

a(abe) = x(m — (([be), [ba)) + ([ca), [cb)) + ([ab), [ac))) ).

Autrement dit, l'aire est ["image par x de celle vue en 8.7.17.

22. Mais nous verrons plus loin qu’avec des hypotheéses minimes on a £ = —¢.
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Démonstration. La preuve est analogue a celle de 6.10.20. On montre d’abord
qu'on a £ = —&. Pour cela on considere un point a € K, deux points distincts
b,c € T et le point d ou (ab) recoupe I'. On suppose (par exemple) que bed
est direct. On a a(cab) = a(cad) + a(dbc). Si on pose § = ([ab), [ac), on a
([ad), [ac)) + ([ac), [ab)) = ([ad), [ab)) = w, d’ou ([ad), [ac)) = 7 + 6 et on a,
par définition de f : f(0) = £+ f(m + 0). Lorsque 0 tend vers 0, m + 6 tend
vers 7 et f(m+60) tend vers 0. On voit ainsi que f(#) tend vers £. La formule
f(=0) = —f(0) montre que f(—0) tend vers —¢ et comme on a supposé que
f a une limite en 0, on a £ = —¢, donc 2§ = 0.

FIGURE 8.4 — Les étapes de la preuve

Posons alors x () = & — f(f). On note qu’on a x(m) = & et x(0) =
0. Montrons que x est un homomorphisme. Pour cela, on prend un point
a € K et trois points b, ¢,d distincts dans I' et il s’agit de montrer que y
vérifie la relation de Chasles. Le lemme des trois triangles donne a(abc) =
a(dbe) + a(dea) +a(dab), soit £ —x(([ab), [ac))) = £+E& —x(([ad), [ac))) + & —
x(([ab), [ad))) et on a bien x(([ab), [ac))) = x(([ab), [ad))) + x(([ad), [ac))).

Calculons maintenant I'aire d’un triangle abc avec a,b € K, a # bet c € T.
Soit d un des points de (ab) NT" et supposons par exemple que b est entre a et
d. Par définition de laire on a a(cab) = a(cad)+a(dbc) = £—x(([ad), [ac)))+
& —x(([bc), [bd))). Comme les demi-droites [ad) et [ab) (resp. [ba) et [bd)) sont
égales (resp. opposées), on a ([ad),[ac)) = ([ab),|ac)) (resp. ([bc), [bd)) =
([bc), [ba)) + ) et, en définitive, a(abe) = & — x(([ab), [ac))) — x(([be), [ba))).

Il reste le cas d'un triangle abc avec trois sommets distincts dans K. On
suppose que (bc) coupe I' en d et, par exemple, que ¢ est entre b et d. On
utilise la formule a(abc) = a(abd) + a(dca) et le cas précédent et le résultat
est immédiat en appliquant la relation de Chasles au point a.

8.7.20 Remarque. Le théoreme précédent montre que toute aire algébrique
dans le plan hyperbolique est obtenue en composant ’aire définie en 8.7.17
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par un homomorphisme. L’exemple typique d'un tel homomorphisme est ob-
tenu en passant au quotient dans R/27Z par un élément de la forme 27/n
avec n entier (par exemple 7, ce qui revient a prendre des angles de droites).

8.8 Exercices

8.8.1 Généralités

8.8.1 Ezercice. On travaille sur Q avec la forme elliptique X2+ Y2 +T2. On
considere les points a = (0,0,1) et b= (1/2,1/2,0).

1) Montrer que la forme g restreinte a at (resp. bt) est équivalente a
X2 4+Y? (resp. X2 +2Y?).

2) Montrer que les groupes G et G} sont respectivement les groupes U,
et U, des complexes de norme 1 dans les corps Q(i) et Q(iv/2) (voir 1.4.25).

3) Montrer que les groupes H = G /{+1,—1} et H} = G} /{+1,-1}
ne sont pas isomorphes (on regardera leurs éléments d’ordre 2).

8.8.2 Un exemple a la maniere de Bachmann

8.8.2 FExercice. Soit GG un groupe engendré par un ensemble S d’involutions
non triviales. On suppose que tout produit de trois éléments de S est dans

S.

1) Montrer qu’un produit d’'un nombre impair d’éléments de S est encore
dans S.

2) Montrer quun produit 009 de deux éléments de S s’écrit aussi sous
la forme o7 avec o, 7 € S et ¢ imposé.

3) Montrer que I'ensemble G formé de l'identité et des éléments de G qui
peuvent s’écrire comme produit de deux éléments de S est un sous-groupe
de G, distingué et abélien, et que G est réunion disjointe de G et de S.

4) Montrer que le groupe G est produit semi-direct : G ~ G x{+1, —1}.

5) Montrer que les éléments de S sont conjugués dans G si et seulement
si, dans le groupe G, tout élément est un carré. Montrer que, dans ce cas,
les éléments de G sont exactement les carrés des éléments de G et que G
est le groupe dérivé de G.

8.8.3 Exercice. Soit A un groupe abélien (noté additivement) et soit P le
groupe a deux éléments P = {1,—1}. On fait opérer P sur A en posant
—1.a = —a. Soit G le produit semi-direct G = A x P associé a cette opération.
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Montrer que G vérifie les conditions de 8.8.2 et qu’on a G+ = A. Montrer
que si on suppose que tout élément de A est un double (i.e. pour tout a € A il
existe b € A avec a = b+b), les involutions génératrices de GG sont conjuguées.

La situation décrite dans les deux exercices précédents s’applique a de
nombreux groupes. Bien entendu elle s’applique aux sous-groupes de la forme
G, étudiés plus haut. Mais elle vaut aussi dans le cas des géométries définies
de maniere axiomatique comme dans [Bac59]. Précisément, si G est un groupe
munt des ariomes de Bachmann, si a,b sont deux droites distinctes de G et
st G(ab) est le pinceau associé au sens de Bachmann, le sous-groupe G de
G engendré par les éléments de G(ab) vérifie les hypotheses de 8.8.2 (voir
[Bac59] théorémes 20 et 23).

8.8.3 Conjugaison des pseudo-rotations

8.8.4 Fuxercice. Le but de cet exercice est de montrer que deux pseudo-
rotations sont conjuguées dans PO(q) si et seulement si leurs angles sont
égaux comme angles non orientés. Autrement dit, en ’absence d’orienta-
tion, 'invariant angle orienté est inutile pour décrire les classes de conjugai-
SOm.

Soient a, b deux points vérifiant q(a) = q(b) dans k*/k*? et soient A, B
(resp. C, D) des droites passant par a (resp. b) et vérifiant ¢*(A) = ¢*(C) et
¢*(B) = ¢*(D) dans k*/k*?. Soient p et T les pseudo-rotations de centres a
et b et d’angles respectifs (A, B) et (C, D). Rappelons que ces éléments sont
dans H} et H, et qu’ils ont deux relévements p et po, (resp. r et ro,) dans
G et G qui envoient respectivement A sur B et C' sur D.

Montrer que p et 7 sont conjugués par PO(q) (c’est-a-dire que p est
conjugué de r ou de roy) si et seulement si on a I*(A, B) = I*(C, D). (Si on
ar=gpg!, on introduira les droites C' = g(A) et D' = g(B)).

8.8.4 Mesures algébriques

8.8.5 FExercice. Soit D une droite hyperbolique que I’on oriente en choisissant
un ordre 7,7 sur ses points isotropes et soit d son pole. Rappelons qu’on a
défini en 5.1.21 la mesure algébrique de ab comme ab = —11Inr(a,b) avec
r(a,b) = [a,b,1,j] = [i,7,a,b].

1) On pose i = (1,0) = o0, j = (0,1) =0, a = (a,1) et b = (5,1).
Montrer qu’on a r(a,b) = a/f.

2) Montrer que ab est invariante par les transformations de G} (c’est-a-
dire la symétrie o4, les translations et les symétries glissées d’axe D) mais
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transformée en son opposée par celles de G (c’est-a-dire les symétries o, pour

. , . .. A0 0 u
c € D). (On utilisera les écritures matricielles (0 1/ )\) et (1 I 0> )

8.8.5 Retour sur la configuration du parallélogramme
aplati

8.8.6 Ezercice. Soit a un point non isotrope de P(E), G le groupe associé et
soit b un point distinct de a, ni isotrope, ni orthogonal a a. On suppose que la
droite (ab) n’est pas tangente a I'. Soient ¢, d des points du cercle C(a, b), soit
g € GF et posons ¢ = g(c) et d' = g(d). Montrer qu’on a I(c,d) = I(d,d’) et
I(e,d) =1(d,d"). (On obtient ici une sorte de parallélogramme non aplati.)

8.8.7 Ezercice. (Le quart de tour)
Soient A une droite non isotrope, a son pole et soit ¢ un élément de G .
1) Montrer qu'on a t? = Id si et seulement si t = 7,.
2) Montrer qu’on a t? = o, si et seulement si, pour tout b non isotrope
de A, ¢ = t(b) est orthogonal a b.

8.8.8 FErercice. § (Caractérisation vectorielle des parallélogrammes
aplatis)

Soient a, b, ¢, d quatre points non isotropes, alignés sur une droite A non
isotrope et soient A, B, C, D leurs polaires.

1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Le quadrilatére abed est un parallélogramme aplati, autrement dit, voir
4.3.12, on a I(a,b) = I1(d,c) et I(a,d) = I1(b,c).
ii) On a I'égalité d’angles non orientés [*(A, B) = I*(D,C) et I*(A,D) =
I"(B,0).
Si on suppose, de plus, que 'on a q(a) = q(b) = q(c) = q(d) dans k*/k*? et
que les points b et d ou les points a et ¢ ne sont pas orthogonaux, montrer
que ces conditions sont encore équivalentes aux suivantes :
iii) On a I’égalité de pseudo-vecteurs (voir 8.2.4) b = d.
iv) On a 'égalité d’angles de droites orientés (loc. cit.) (A, B) = (D, C).
v) Les points a, ¢ et b, d ont mémes milieux.

Indications : Pour I'implication i) = 4, on distinguera d’abord le cas
b = d. Dans ce cas on utilisera 4.3.6 ou 8.2.8. Sinon, on montrera qu’il existe
g (resp. h) dans PO(q) telles que g(a) = d et g(b) = ¢ (resp. h(a) = b et
h(d) = ¢) et que I'une au moins de ces transformations n’est pas une symétrie
(on utilisera 8.8.7).

Pour I'implication #i) = v) on pourra (par exemple) utiliser 8.2.8, les

%
relations vectorielles % — dc et am = mt et Chasles.
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2) Montrer qu’il se peut que les valeurs de g(a) et ¢(b) d’un parallélogramme
aplati ne soient pas égales dans k*/k*? (ce qui interdit de parler du vec-

teur ab). (On pourra prendre, par exemple, en hyperbolique, a = (0,0, 1),
b=(1,0,0), c = (1/2,0,1) et d = (2,0,1)).

3) Montrer que I'implication 1 = 3 est fausse dans le cas l'on a, a la
fois, b, d et a, c orthogonaux.

Indication : On peut travailler par exemple en géométrie elliptique réelle
comme sur la figure 4.1. On choisit une droite A et, sur cette droite, des
points b et d orthogonaux. On prend un point m de A, distinct de b et d et
des milieux de b et d et on pose 0,,,(b) = a et 0,,(d) = c.

8.8.9 FEzercice. (Involutions et parallélogrammes aplatis)

Dans cet exercice on se propose de retrouver le résultat de 4.3.14 en
utilisant les vecteurs.

Soient a, b, ¢, d quatre points non isotropes de P(F) alignés sur une droite
A non isotrope. On suppose que les points b et d ou les points a et ¢ sont
non orthogonaux.

1) Montrer qu’on peut se ramener au cas ou le corps k est algébriquement
clos, ce qui permet de supposer qu'on a gq(a) = ¢q(b) = ¢q(c¢) = q(d) dans
k*/k*? = {1} et d’introduire les pseudo-vecteurs associés.

2) Soit t € G§ (resp. ') une translation de vecteur ba (resp. ;l) On a
vu en 8.2.6 quion a g,0p = t2 et o40. = t'*.

a) Montrer que, si abed est un parallélogramme aplati, on a ﬁ = E)l
(utiliser 8.8.8), donc o,040.04 = 1d.

b) Montrer, réciproquement, que si on a la condition sur la composée, on
a t? =t et conclure.

8.8.6 En géométrie non euclidienne, on ne démarre pas
au quart de tour

8.8.10 Exercice. On suppose qu’il existe dans PO(q) une isométrie qui vérifie
g(D) L D pour toute droite D (un quart de tour en quelque sorte). Montrer
qu’il existe alors un “rectangle”, i.e. quatre droites distinctes A, B, C, D telles
que A, B L C, D. (Prendre une droite A non isotrope et son image C' = g(A),
puis D perpendiculaire a A, différente de C' et telle que B = g(D) # A et
conclure.)

Comme il n’y a pas de rectangle en géométrie non dégénérée, voir 1.3.16,
il n’y a donc pas non plus de quart de tour.
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8.8.7 La nature des composées

8.8.11 FEzxercice. Dans cet exercice, on travaille dans le cas hyperbolique réel
et on se propose de préciser la nature des composées. Le mot nature est pris
au sens : classe de conjugaison de PO(q).

1) Soient A, B deux droites non isotropes distinctes. Préciser la nature de
la composée u = 747p selon celles de A, B (hyperbolique ou extérieure), selon
la nature de leur point d’intersection et le fait qu’elles sont perpendiculaires
ou non. Préciser les éléments invariants (droites et points) de wu.

2) Etudier les composées d'une réflexion et d’une rotation (resp. une trans-
lation). (Indication : décomposer la rotation en employant une droite perpen-
diculaire a I'axe de la réflexion.) On précisera dans quel cas on trouve une
symétrie et si la composée est ou non dans €(g). Dans le cas ou la composée
est dans €2(¢) on montrera qu’on peut obtenir tous les cas possibles (symétrie
de centre dans K, rotation, déplacement paralléle, translation).

3) Etudier la composée de deux isométries de Q(g) (on pourra se limiter au
cas des rotations et des translations). (Indication : utiliser la droite joignant
les points fixes des deux transformations.) Pour les translations, voir 8.4.9 et
I’exercice suivant.

4) Montrer que la composée d’une rotation de centre a € K et d’'une
réflexion d’axe D hyperbolique est une symétrie glissée, sauf si a est sur D.
Montrer que la composée d’une translation d’axe A et d’une réflexion d’axe
D avec D, A hyperboliques, est une symétrie glissée, sauf si D et A sont
égales.

On voit que les deux types d’éléments de €2(g) (rotations et translations),
composés avec des réflexions d’axes hyperboliques, donnent génériquement
des symétries glissées?3, ce qui explique que ces symétries glissées soient
(presque ?*) les seuls éléments non dans Q(q).

8.8.8 Composition des translations

8.8.12 Fzxercice. On reprend la situation de 8.4.9 et on suppose que les axes
des translations ¢; et t5 se coupent en un point ¢ de I'.

1) Montrer qu’on peut écrire les translations sous la forme ¢; = 03,0, ou
les points a;, b; sont dans K.

23. En particulier, si 'on compose une réflexion d’axe D hyperbolique avec deux
réflexions de méme nature, on trouve toujours une transformation dont le point fixe est
extérieur, sauf dans le cas ol la composée est une symétrie.

24. Les seuls autres éléments sont des symétries, mais, le groupe PO(q) et ses classes
Q(q) et PO(q) — Q2(q) sont des variétés de dimension 3, tandis que les symétries, définies
par leurs centres, forment une variété de dimension 2. Elles sont donc “non génériques”.
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2) Construire I’axe de ’homographie ¢ = tot; (voir Partie III ??) et mon-
trer qu’il coupe I' en deux points ¢ et d, éventuellement confondus. Conclure
que la composée des translations est une translation ou un déplacement pa-
rallele.

3) Construire effectivement un cas ou l'on obtient un déplacement pa-
rallele. Pour cela, on part de a1, b; dans K et on note ¢ le point d’intersection
de T' et de (a1b1). On construit la tangente 7" & " en ¢. On prend deux
points e, f sur T' et on considere h = 050.04,0p,. On construit les images
m’ = h(m) et n’ = h(n) de deux points m,n € I', ce qui permet de trouver
I’axe de ’homographie A (il passe par ¢ et par le point d’intersection de (mn')
et (m'n), voir Partie III ??7). Cet axe coupe I' en d. On choisit ay € (cd) et
on détermine by pour que oy,0,,(m) =m’. On a alors 04,04, = h et t = 050,
est un déplacement parallele.

8.8.9 Composée de trois symétries

8.8.13 Ezercice. On travaille toujours dans le cas hyperbolique réel. Soient
a, b, c trois points non isotropes. Préciser la nature de la composée u = 0,040,
en fonction de la position des points a, b, ¢ (utiliser 1.5.12).

Montrer en particulier que u est une symétrie glissée si g(a)q(b)q(c) est
positif.

8.8.10 Aires algébriques

8.8.14 Fxercice. § Une aire exotique dans le plan hyperbolique

On suppose 'espace vectoriel £ muni d’'une forme ¢ de Lorentz. Un tri-
angle abc est dit exceptionnel s’il est formé de trois points distincts non
alignés, et s’il admet un drapeau isotrope, i.e. un sommet isotrope et un coté
isotrope passant par ce sommet.

1) a) Montrer qu’'un triangle exceptionnel est isocele (au sens ot il existe
une symétrie qui fixe un sommet et échange les autres) si et seulement si il
est formé de deux points isotropes distincts et du pole de la droite qui les
joint.

b) Montrer qu’un triangle exceptionnel non isocele a un unique drapeau
isotrope.

2) Soit A un groupe abélien non nul et soit u € A, u # 0. On définit une
fonction a sur 'ensemble des triangles de P(E) de la maniere suivante :

e Si T est un triangle exceptionnel non isocele, si son unique drapeau iso-
trope est a, (ab) et si ¢ est son troisieme point, on pose a(a, b, c) = a(b, c,a) =
a(c,a,b) = u et a(b,a,c) = a(e, b, a) = a(a, c,b) = —u.

333



e Pour tous les autres triangles on pose «(a,b,c) = 0.

Montrer qu’on définit ainsi une aire algébrique sur P(FE) relative au
groupe PO(q). (Pour la propriété de découpage, on distinguera soigneuse-
ment les divers cas de figure possible.)

En déduire que les triangles isoceles n’engendrent pas le groupe © des
triangles sur P(F).

8.8.15 Fzxercice. €9 On travaille dans le plan de Klein K. On dit qu’un
triangle est un bon triangle si I'intersection de ses médiatrices est dans K.

1) Montrer qu'un bon triangle est réunion (au sens de 8.7.1) de triangles
isoceles.

2) Soit abc un mauvais triangle. Montrer qu’il existe un point d € K tel
que les trois triangles dbe, dca et dab soient bons. (On pourra utiliser 3.5.13.)
En déduire que les triangles isoceles engendrent O .
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Chapitre 9

Invariants des géométries non
euclidiennes

Ce chapitre reprend la problématique de la deuzieme partie et il utilise les
notions et les notations qui y ont été introduites (et notamment les crochets,
qui vont compléter notre panoplie d’invariants). Comme dans cette partie, il
s’agit d’éclairer la géométrie a l'aide de résultats de nature algébrique sur les
wmwvariants du groupe orthogonal et leurs relations et d’abord de déterminer ex-
plicitement tous les invariants et toutes leurs relations. On verra que nombre
de résultats géométriques trouvent leur origine dans les deux théorémes fon-
damentaux : le premier, qui calcule tous les invariants en fonctions des inva-
riants élémentaires, et le second, qui décrit les relations entre ces invariants.
Les méthodes employées ici sont tres voisines de celles utilisées au chapitre 6
de la Partie II. Le lecteur est donc renvoyé a ce chapitre pour tous les détails
techniques sur les démonstrations (polarisations, identités de Cayley-Capelli,
etc.).

9.1 Détermination des invariants du groupe

O*(q)

9.1.1 L’énoncé

Comme dans la partie II, on travaille sur un espace vectoriel E de di-
mension 3 sur un corps k de caractéristique zéro, donc infini (pour le cas
de la caractéristique positive, le lecteur consultera [Ric89]), mais il est cette
fois muni d’une forme quadratique ¢ non dégénérée et de sa forme polaire .
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On se donne une fois pour toutes! une base e, ey, e3. L'espace E est alors
isomorphe & k3. La forme ¢ s’écrit dans cette base sous la forme

3
(%) P(z,y) = iz,

i=1
avec o;; € k. On note A(q) le discriminant de ¢ dans la base des e;.

Le cas des points

On considere m vecteurs “génériques” de E, zi,...,2,. Cela signifie
Y Y ) m

qu’on introduit I'anneau de polynémes R en les 3m indéterminées z; ;, 1 =

1,....,m, j = 1,2, 3 et son corps des fractions K et qu'on étend les scalaires

a K, de sorte que l'espace vectoriel considéré devient Ex = K3. Les vecteurs
z; € K? sont définis par x; = (x;1,2;2,7;3). Comme dans la partie II, nous
noterons souvent les vecteurs sans indices : a, b, c, . . ., 'anneau de polynomes
R devenant R = klay, ag,as; by, by, bs;...;mq,me, ms]. Si x,y sont deux de
ces vecteurs, on peut calculer g(z) et p(z,y) par la formule (). On note que
ce sont encore des éléments de R.

Les groupes O(q) et Ot (q) operent sur anneau R de la maniére décrite
au paragraphe ?? de la partie II. Dans ce qui suit nous nous limiterons a
lopération de O (q) puisque le groupe projectif PO(q) lui est isomorphe. Tl
est clair que ’ensemble des polynomes de R invariants sous cette action est
un sous-anneau S de R.

On a alors les résultats suivants :

9.1.1 Théoréme. (Premier théoréme fondamental : le cas des points)
Avec les notations ci-dessus, le sous-anneau S des polynomes de R inva-
riants sous laction de O (q) est engendré par les crochets [x;, x;, x| avec
1 <i<j<k<m etparles polynomes p(z;, ;) avec 1 <i < j <m.

9.1.2 Remarque. Il y a une relation entre crochets et produits scalaires (cf.
1.1.6) :
pla,z) pla,y) »(a,z)
Alg)la, b, clz, y, 2] = |p(b,x) @(b,y) »(b2)]|.
plc,z) oley) ele2)
Cette relation vient simplement de la formule de changement de base : si
on a une forme quadratique ¢ qui a pour matrice J dans la base eq,...,e,
(de sorte qu'on a A(gq) = det J) et si on cherche a calculer la matrice A des

1. Le choix de la base est sans importance, mais il est commode de la supposer ortho-
gonale.
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¢(a,x), etc. avec les vecteurs a,b,c (resp. x,y, z) donnés sur la base par la
matrice P (resp. Q) on a la formule A =*PJQ ce qui donne le résultat.

9.1.3 Corollaire. Le sous-anneau de R des polynomes invariants sous l’ac-
tion de O(q) est engendré par par les polynomes p(z;, x;) avec 1 <i < j < m.

Démonstration. En effet, en vertu de 9.1.1, un polynome P invariant sous
O(q) est un polynome en les ¢(x;,x;) et en les crochets. Grace a la re-
marque précédente on peut remplacer les produits de deux crochets par
des polynomes en les ¢(z;,z;) et donc supposer que P est de la forme
P=F+ Zi7j7k[xiazj7xk]Gi,j,k ou F et les G, sont des polynomes en les
©(x;, ;). En appliquant un élément u € O~ (¢), qui change les crochets en
leurs opposés, on voit que 'on a P = F.

Le cas des points et des droites

De la méme maniere qu’on s’est donné, pour énoncer 9.1.1, m vecteurs,
correspondant a m points du plan projectif, on peut aussi se donner n formes
linéaires “génériques”, fi,..., f, correspondant a n droites du plan. Cela si-
gnifie qu’on introduit 3n indéterminées supplémentaires f; j aveci =1,...,n
et 7 = 1,2,3, 'anneau des polynomes R en les 3m + 3n variables z; ; et f; ;
et son corps des fractions K. Sur I’espace vectoriel £ = K3 on obtient alors
n formes linéaires :

fil@r, @, 23) = firx1 + fioxs + fisxs.

La forme ¢ induit sur E* la forme ¢*, de forme polaire ¢* (voir Partie III 77
ou ci-dessus paragraphe 1.1.2) et le groupe O*(q) = O™ (¢*) opere sur E et
E*, donc sur R. On a un isomorphisme » : £ — E*. Enfin, les opérations
de produit vectoriel permettent d’associer a deux vecteurs x;, z; (resp. deux
formes f;, f;) un vecteur z; A x; (resp. une forme f; A f;).

9.1.4 Corollaire. (Premier théoréme fondamental : le cas des points
et des droites) Awvec les notations ci-dessus, le sous-anneau des polynémes
de R invariants sous l’action de O (q) est engendré par les crochets [v;, xj, ]
avec 1 < i < j <k < m, les crochets [f;, fj, fx] avec 1 < i < j <k <mn,
par les évaluations f;(z;) pour i = 1,....m et j = 1,...,n, par les po-
lynomes p(x;, x;) avec 1 < i < j < m, par les polynomes ¢*(f;, f;) avec
1 < i < j <mn, parles " (fe,xi Nxj) = fiules ANxj), i, = 1,...,m
et k = 1,...,n et enfin par les polynomes @(x;, fj A fr) @ = 1,...,m et
g, k=1,....,n.
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Démonstration. On se ramene au cas des points de la maniere suivante.
Supposons pour simplifier que la base ey, ey, e3 est orthogonale et qu'on a
q(z1€1 + 2963 + 2363) = 122 + an22 + a3z3, de sorte que l'isomorphisme
p ! associe a la forme f; = fiie} + fiaes + fizes le vecteur y; = 5 1(fi) =
fi,lel " fz;262 n i3
aq (0%)] Q3
de coordonnées Qi—’ll, Z—ia J;L; et l'opération (au sens des vecteurs) de O(q)
sur R = kl[zy,...,Zm;Y1,---,Yn]. On a un automorphisme ¢ de R qui fixe
les z; et envoie les f; sur les y; et cet automorphisme est compatible avec
les opérations. Les invariants de R, vu du coté vectoriel, sont donnés par le
théoreme 9.1.1 et ceux coté vecteurs et formes s’en déduisent par ®~1. On
obtient alors le résultat, en énumérant les invariants en question, grace aux
formules suivantes qui résultent des définitions des produits extérieur et vec-
toriel : (vi,y;) = ©*(fi, f3), ADYi, v vx] = [fir [is fals (i y5) = fi(a),
(i 25, k) = fuli Axy), AlQ)@s, vy, ur] = @(ws, 5 A fr)-

e3. On considere alors, dans 'anneau R, les vecteurs y;

La morale du corollaire précédent, c’est que l’on peut se limiter a la re-
cherche des invariants des points et oublier ceuxr des droites. Géométrique-
ment, cela revient a remplacer une droite par son pole, chose que nous avons
souvent pratiquée dans les chapitres précédents. Bien entendu, une fois de
plus, on retrouve la nécessité de tolérer les points extérieurs, mais, a ce mo-
ment du texte, le lecteur en est sans doute convaincu.

9.1.2 Preuve du premier théoreme fondamental

Elle est tres voisine de celles que nous avons détaillées dans la partie 1I,
les identités de Capelli-Cayley y jouant, la encore, un role crucial pour faire
décroitre le nombre de vecteurs. Pour éclairer le lecteur, voici le chemin suivi.
On commence par montrer le résultat pour un seul vecteur, en dimension
quelconque, par un calcul direct utilisant les réflexions. On passe ensuite au
cas de deux vecteurs en dimension 2 en se ramenant au cas d’un seul grace
a Capelli-Cayley. On en déduit le cas de deux vecteurs en dimension 3 en
utilisant le point précédent appliqué a un plan variable (c’est le point le plus
délicat), et on passe au cas général, de nouveau a I'aide de Capelli-Cayley.

On renvoie a la partie II pour tout ce qui concerne les opérations de
polarisation D,, qui interviennent dans les identités. Rappelons seulement
ici quelques points qui nous seront utiles :

e la définition de la polarisation :

OF OF oF
Dab(F) —ala—l)l+(128—b2+a3a—b37
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o l'effet des polarisations sur les degrés : si F' est homogene de degré p en a
et ¢ en b, Dy (F) est homogene de degré p+ 1 ena et ¢ —1en b; si F est
homogene de degré p en a on a Dy, (F') = pF,

e le fait que les images des invariants par polarisation sont encore inva-
riants (voir Partie IT ?7),

e le comportement de D, par rapport aux invariants fondamentaux :
Dyaq(a) = 2¢(a,b), Dyp(a,b) = q(b) et Dy,la,b,c|] = [y, b, ] (voir II 77?).

Rappel des identités de Capelli-Cayley

Nous aurons besoin de ces identités avec deux et trois variables. Les nota-
tions sont celles de la Partie II, voir 77, avec en outre, pour un polynome F

0 0
- 2 2

en aj, az, by, by la notation : Q4 (F) := (931 851 (F) = (‘9?;; - abag; '
g o 10as 20ay
Oby  Oay

9.1.5 Théoréme. (Identités de Capelli-Cayley)
1) Soient a,b deux vecteurs distincts a coefficients indéterminés a = (ay, as)
et b= (b1, bs) et soit F' un polynome en les a;,b;. On a la formule :
Dy, +1Id Dy, _
‘ Du, D (F) = [b,a] Qpa(F).

2) Soient a, b, c trois vecteurs distincts a coefficients indéterminés a = (ay, az, az),
b= (b1,be,b3) et ¢ = (¢1,¢9,¢3) et soit F' un polynéme en les a;, b, c;. On a
la formule :

Dcc + 21d ch Dca
Dbc Dbb + Id Dba (F) = [C, b, CL] cha<F).
Dac Dab Daa

Le cas d’un seul vecteur en dimension n

Dans ce paragraphe on travaille sur un espace vectoriel £ de dimension
n > 2, muni d’une forme quadratique ¢ non dégénérée et de sa forme polaire
©. On choisit une base ey, .. ., e, de F, disons orthogonale, qui permet d’iden-
tifier ' et k™ et on considére un vecteur a générique, a = (aq,...,a,) avec
des a; indéterminées. Le groupe O(q) opere sur 'anneau R = klay, ..., a,].

9.1.6 Lemme. Soit F(a) € R un polynéme invariant sous le groupe O (q).
Alors, il existe un polynome G € k[T tel que l'on ait F'(a) = G(q(a)).
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Démonstration. On raisonne par ’absurde en supposant qu’il y a un po-
lynome invariant F' qui n’est pas de la forme annoncée. On peut le supposer
homogene de degré d minimum. Pour tout vecteur x € E et tout u dans
O (q) on a F(z) = F(u(x)). On choisit un vecteur e € E non isotrope, par
exemple e;. Montrons d’abord qu’on a, dans R, la formule :

g(a)'F(e) = F(2¢(a,e)a — g(a)e).

Pour cela on considere un vecteur ag non isotrope de E et le produit des deux
20(x
réflexions u = 0,,0. qui est dans O"(q). La formule : 0,(y) =y — %x
q(x
donne o.(e) = —e, puis

F(e) = Flu(e)) = F(%ao o).

En multipliant par g(ag)? on a alors g(ag)*F(e) = F(2¢(ao, e)ao — q(ao)e).
Comme cette formule polynomiale vaut sur l'ouvert de Zariski formé des
vecteurs ag non isotropes, elle est vraie lorsque a est un vecteur indéterminé.

On en déduit que ¢(a) divise F'(a). En effet, en développant F'(2¢(a, e)a—
q(a)e) (par exemple par la formule de Taylor, voire celle du bindéme) on voit
que q(a) divise 2¢p(a, €)?F (a). Mais, comme a est générique, g(a) est premier
avec p(a,e)?. En effet, avec le choix de e comme premier vecteur de la base
orthogonale (e;), on a p(a,e) = aja; et g(a) = >, aza? n'est pas multiple de
a; (car la dimension n est > 2). On en déduit le résultat.

On a donc F(a) = q(a)G(a) et, comme ¢(a) est invariant, G est invariant
et de degré plus petit que F. C’est donc un polynéme en g(a), donc F' aussi
et on a une contradiction.

9.1.7 Remarque. Bien entendu, les polynémes F(a) = G(q(a)) sont inva-
riants sous O(q) tout entier.

Le cas de deux vecteurs en dimension 2

Dans ce paragraphe on suppose que E est de dimension 2, toujours muni
de la forme non dégénérée ¢. On identifie E et k? et on consideére deux vecteurs
génériques a = (a1, az) et b = (by, by) avec les a;, b; indéterminées. On rappelle
qu'on a [a,b] = a1by — azby. Le groupe O(q) opere sur R = klay, as, by, by et
les polynomes q(a), q(b) et ¢(a,b) sont invariants, tandis que le crochet est
seulement semi-invariant : on a [u(a),u(b)] = detu [a, b] avec detu = £1. On
a la proposition suivante :

340



9.1.8 Proposition. Soit F'(a,b) un polynome invariant sous O (q). Alors
il eziste un polynome G en quatre variables tel que l'on ait :

F(a7 b) = G(Q(a)v Q(b>v gO(CL, b)v [av b])

Démonstration. On appelle S le sous-anneau de R engendré par g(a), q(b),
¢(a,b), [a,b]. On raisonne par I’absurde en supposant qu’il y a un polynome
invariant F' (que 'on peut supposer homogene) qui n’est pas dans S et on
choisit un tel F' minimal (au sens du degré et de 'ordre lexicographique des
variables a,b, comme dans la partie II). En vertu de 9.1.6 les polynomes
en un seul vecteur sont dans S, de sorte que F' fait intervenir les deux va-
riables a,b avec des degrés d, e positifs. On peut lui appliquer la formule
de Capelli-Cayley, voir 9.1.5.1. Comme les polarisations conservent les inva-
riants, le premier membre de I'identité est invariant, donc aussi le second, et,
comme [a, b] est invariant, il en résulte que 2, (F') l'est aussi. Comme il est
de degré plus petit que F, 'hypothese de minimalité montre qu’il est dans
S. Le premier membre de I'identité est donc dans S lui aussi. Or, il s’écrit
DyyDoo(F) + Doo(F) — DopDpo(F) = d(e + 1) F — Dy Dyo(F). Le polynome
Dyo(F) est de degré d—1 en a et e+ 1 en b. Il est donc plus petit que F' dans
I'ordre lexicographique. Comme il est invariant, il est dans S. Comme S est
stable par D, (grace aux formules du type Dy.q(a) = p(a, b)), il en résulte
que d(e + 1)F est dans S, donc aussi F' (c’est la qu'intervient le fait que k
est de caractéristique zéro), ce qui est absurde.

9.1.9 Corollaire. Les polynomes F(a,b) invariants sous O(q) sont les poly-
nomes en q(a), q(b), p(a,b).

Démonstration. Si F est invariant sous O(q) il 'est a fortiori sous O*(q),
donc c’est un polynome en les trois termes indiqués, plus le crochet. Remar-
quons d’abord qu’on a la formule A(q)[a, b]? = q(a)q(b) — p(a, b)? (identité de
Lagrange). En effet, c’est 'analogue de 9.1.2 en dimension 2. On peut donc
remplacer dans F' les termes de degré pair en le crochet par des termes en les
autres polynomes et écrire F' sous la forme F(a,b) = Fi(a,b) + [a, b]F3(a,b)
ou Fy et Fy sont des polynomes en g(a),q(b), ¢(a,b). Comme F' et F; sont
invariants sous O(q), il en résulte que [a, b]Fz(a,b) est invariant sous O(q).
Mais, si on applique v € O~ (q), le polynome F» est invariant mais [a, b] est
changé en son opposé. Le produit ne peut donc étre invariant que s’il est nul,
d’ou la conclusion.

9.1.10 Remarque. Par les arguments précédents on montre sans difficulté
que les mémes résultats sont valables dans le cas de n vecteurs génériques en
dimension 2.
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Le cas de deux vecteurs en dimension 3

Revenons a la situation de départ, E de dimension 3 muni de la forme qua-
dratique g. Nous supposerons pour simplifier que la base canonique (ey, €9, €3)
est orthogonale. On a donc q(x1, T2, ¥3) = ari+ Bx3+~yx3. On considere deux
vecteurs génériques = = (x1,x2, 23) et y = (y1, Y2, y3). Nous allons montrer le
théoreme 9.1.1 dans le cas d'un polynéme (homogene) F'(z,y), autrement dit
prouver que si F est invariant sous O7(q) c’est un polynéme en ¢(x), q(y),
o(x,y) (en dimension 3, avec deux vecteurs, il n'y a pas de crochets!).

Soit Py le plan (e, es) de E, identifié a k* et qo la restriction de ¢ a P.
On considere l'injection ¢ : Py — F qui & x = (x1, z5) associe (x1,x2,0). Si
ug est un élément 2 de O(qp), il se prolonge en un unique élément u de O™ (q)
en ajustant u(es) = £es selon le signe de det ug. On a donc i o ug = u o .

On définit alors, pour x,y € Fp, le polynome :

Fo(w,y) = F(i(x),i(y)) = F((21,22,0), (41,92, 0)).

On a Fy(ug(x),uo(y)) = F(ioug(x),ioup(y)) = F(uoi(z),uoi(y)) et comme
F est invariant sous O™ (q), cette expression est encore égale a F(i(z),i(y)) =
Fo(x,y) et on en déduit que Fy est invariant sous O(qp). En vertu de 9.1.9 il
existe donc un polynome a trois variables G tel que 'on ait, pour z,y € F :

Fo(z,y) = Gqo(z), 90(y), po(, y)).

Comme qq est la restriction de ¢ a Py on en déduit que la formule :

(*) F(z,y) = G(q(), q(y), p(z,y))

vaut lorsque x et y sont des vecteurs de P, (i.e. vérifient z3 = y3 = 0, ou
encore des vecteurs orthogonaux a e3) et il s’agit de montrer qu’elle est vraie
partout.

On note déja que la formule est vraie si x et y sont orthogonaux a un
vecteur z non nul vérifiant ¢(z)/q(e3) = q(z)/v € k*. En effet, on peut alors
trouver u € O*(q) qui envoie z sur Aez donc qui envoie x et y dans Py. Posons
¥ =u(z) et ¥ = u(y). On a alors F(x,y) = F(2',y') (car F est invariant),
donc F(2',y) = G(q(2'),q(v), p(2,y')), puisque 2’ et 3/ sont dans Py, et la
relation () s’ensuit puisque u conserve q et ¢.

Le point suivant est de montrer que I’ensemble des “bons” z est algébrique :

9.1.11 Lemme. Posons H(x,y) := F(z,y) —G(q(z),q(y), p(z,y)). On note
V' Uensemble des z € E, z # 0 tels que pour tous x,y orthogonauz a z, on a

2. Clest ici qu’on voit la nécessité d’avoir distingué les cas de O(q) et O7(g) en dimen-
sion 2.
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H(z,y) =0 etV son image dans P(E). Alors V est un ensemble algébrique
de P(E). En particulier, son intersection avec une droite D de P(E) est finie
ou €éqgale a D.

Démonstration. (du lemme) Un vecteur orthogonal a z s’écrit x = z1(z A
Ner) + za(z Aea) +x3(2 Aes). Sion a deux tels vecteurs x,y, dire que z est
dans V' signifie que le polynéme homogene H(z,y) est nul pour toutes les
valeurs des x; et des y; et donc, comme le corps est infini, cela équivaut a
dire que ses coefficients sont nuls. Mais ces coefficients sont des polynomes
homogenes en les coordonnées de 2z et on a le résultat.

Revenons & la situation initiale. Montrons par I'absurde que V est égal

a P(E) tout entier. Sinon, soit z un vecteur non nul n’appartenant pas a

V. Considérons les vecteurs w = Aeg + pz avec A, u non tous deux nuls.

w A z

M = A\ + 2—Mgo(eg,z) + NQM- Si cette quantité est un

carré non nul, on a vu que w est dans V. Cela signifie qu’il existe v € k* avec
A z

)\2+2—ﬂg0(e3, z)—k,uQM = 1%, On notera cette équation \2+bA\u+cu? = v2.
v g

On calcule

Soit a € k tel que ca? # 1 (il y a une infinité de tels o) et posons ¢ = 1
ca? —
On vérifie que si on prend A = 1, u = at et v = 1+t la relation est satisfaite.

q(Nes + pz)

Il y a donc une infinité de points (\, i) € P}, tels que soit un

carré, donc une infinité de points de la droite D = (e, 2) qui sont dans V.

Cela implique que D est toute entiere incluse dans V', donc que z est dans V/
et c’est absurde.

9.1.12 Remarque. La preuve que nous venons de donner est relativement
compliquée. Cela est du au fait que nous travaillons sur un corps quelconque
(de caractéristique 0). Sur R cette preuve se simplifie notablement, surtout
dans le cas de la forme euclidienne.

Fin de la preuve de 9.1.1

Nous revenons a la situation générale du théoreme avec m vecteurs “géné-
riques” x1,...,x,,. Soit § le sous-anneau de R engendré par les polynomes
o(z;,z;) et les crochets [z;,z;, x;]. 11 s’agit de montrer que tout polynéme
invariant sous O™ (¢q) est dans S. On raisonne par I’absurde en supposant qu’il
existe un polynome invariant F' qui n’est pas dans S et on choisit F' minimal
pour l'ordre lexicographique. Le polynome F' fait intervenir au moins trois
variables en vertu du paragraphe précédent. Soient a < b < ¢ ces variables.
On applique a F' la formule de Capelli-Cayley avec ces variables, voir 9.1.5.2.
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Comme les polarisations conservent les invariants le premier membre est
invariant, donc aussi le deuxieme, donc, comme [a, b, ¢] est invariant, Qg (F')
est invariant. Comme ce polynome est de degré plus petit que F, il est dans
S, donc aussi le premier membre. On raisonne alors exactement comme dans
Partie II paragraphe ?7? ou ci-dessus 9.1.8 pour aboutir a une contradiction.

9.1.3 Les invariants projectifs
Caracteres

Pour déterminer les invariants projectifs il est nécessaire de déterminer
d’abord les caractéres rationnels de O™ (¢). Rappelons qu'un caractere de
O%(q) est un homomorphisme x : O (q) — k*. On dit que y est rationnel
'l ’écrit x(u) = f(u)/g(u) ou f et g sont des fonctions polynomiales en les
coefficients de la matrice de u sur une base quelconque.

9.1.13 Proposition. Le seul caractére rationnel de O*(q) est trivial : il
vérifie x(u) = 1 pour tout u.

Démonstration. On sait que le groupe O1(q) est engendré par les renverse-
ments (i.e. les involutions de OT). Si ¢ est un renversement, on a o? = Id,
donc (x(0))? = 1, donc (o) = £1. Il en résulte que x est & valeurs dans
{#£1} et il suffit de montrer qu'on a x (o) = 1 lorsque o est un renversement.
On sait que o admet un vecteur propre non isotrope relatif a la valeur propre
1, appelons le e3. Soit e1, e5 une base orthogonale du plan P orthogonal a es.
On a o(e;) = —e; et g(eg) = —eq. I y a deux cas.

1) La forme ¢|p est hyperbolique. Les éléments de O"(¢|p) sont alors des
transformations hyperboliques u()), avec A € k*, admettant des matrices

A0 , : -
(O 1/ dans une base formée de deux vecteurs isotropes. En particulier

on a 0 = u(—1). Comme x(u) est une fonction rationnelle des coefficients,
c’est une fonction rationnelle f(\)/g(A) et on a f(A) = 4g(\) pour tout
A € k*, autrement dit la fonction polynomiale A(f(A) — g(A))(f(A) + g(N))
est nulle sur k. Comme le corps k est infini, le polynome correspondant est
donc nul et comme A n’est pas nul, pas plus que f(\) + g(A\) (il vaut 2g()\)
au point A = 1 qui correspond a u = Id), on en déduit que f(A) — g(\) est
identiquement nul, donc que x(u(A)) vaut 1 partout et en particulier pour
A=—1.

2) La forme q|p est anisotrope. On a q(ze; + yes) = ax? + By et —a/
n’est pas un carré de k. Un calcul immédiat montre que les éléments de

O*(q|lp) admettent des matrices u(a,b) = (_agb 2) avec ab® + Ba® = B,
B
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le renversement o correspondant au cas a = —1, b = 0. Le caractere x est
alors une fonction rationnelle de a et b : x(u(a,b)) = f(a,b)/g(a,b) et le
produit (f(a,b) + g(a,b)) (f(a,b) — g(a,b)) est nul sur la courbe d’équation
ab? 4 Ba® = . Mais cette courbe est irréductible, par exemple parce qu’on
en a un paramétrage? :

at?* — —20t

T a2+ B R

Il en résulte que 'un des facteurs est identiquement nul sur la courbe et
comme f(a,b) + g(a,b) vaut 2g(a,b) en lidentité, c'est qu'on a f(a,b) =
g(a,b) pour tous a,b. En particulier, on a y(o) = 1.

9.1.14 Remarque. Bien entendu, le groupe O*(q) admet en général des ca-
racteres non triviaux. Par exemple, dans le cas de la forme de Lorentz sur R,
la norme spinorielle 6 est a valeurs dans {£1}. C’est aussi le cas pour la forme
euclidienne sur Q, voir [Per96] Ch. VI, Exercice 6.4. Mais ces caracteres ne
sont pas rationnels.

Le cas de la norme spinorielle mérite réflexion. Il y a plusieurs raisons qui
permettent de comprendre que ce caractere n’est pas rationnel. D’abord, sur
un corps quelconque?, il est a valeurs dans k*/k*? qui ne se plonge pas dans
k* (il a beaucoup trop d’éléments d’ordre 2 pour cela; le cas de R est excep-
tionnel a cet égard). Ensuite, la norme spinorielle, vue avec O™ (¢q) sous son
habit PGL(2, k) n’est autre que le signe du déterminant. Le déterminant est
certes rationnel, mais, d’abord, I'isomorphisme entre O*(q) et PGL ne lest
pas (car la matrice de I'image n’est déterminée qu’a une homothétie pres),
ensuite et surtout, 'application “signe” n’est pas une application rationnelle.
Une conséquence de 9.1.13 est l'inexistence d’invariants polynomiaux pour

Q(q) :

9.1.15 Corollaire. On suppose k = R.. Il n’existe pas de polynome invariant
sous le groupe )(q) et non invariant sous PO(q).

Démonstration. Soit P un tel invariant et 7 une symétrie axiale (donc un
élément de PO(q) —Q(q)). Posons @ = 7(P). Si u est un élément de PO(q) —
Q(q) on peut I'écrire u = 7¢ avec g € Q(q) et on a donc u(P) = 7(P) =
Q. On note que @ est invariant sous €2(q). En effet, si g est dans (gq) on
a gt = 7¢ avec ¢ € Q(q) (car (g) est un sous-groupe distingué), d’onr
9(Q) = g7(P) = 7¢'(P) = Q. Par ailleurs, on a 7(Q) = 7%(P) = P. Comme

3. Et parce que le corps est infini.
4. Pour parler comme Grothendieck : la géométrie associée a 2(q) n’est pas “géométri-
que”, au sens ou elle dépend du corps de base.
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@ n’est pas invariant sous PO(q) on a P # @, de sorte que FF = P — @
est un polynéme non nul. On a 7(F) = Q — P = —F et on en déduit, pour
u € PO(q), uw(F) = x(u)F avec x(u) = 1 selon que u est dans €(g) ou
non. L’application y est alors un caractere. Il est rationnel comme on le voit
en identifiant les coefficients d’'un monome non nul de F' : c¢’est absurde en

vertu de 9.1.13.

Invariants projectifs

Rappelons que nous avons défini, dans la partie II, des fonctions ration-
nelles projectives ou géométriques R(zy,...,2,) oul les x; sont des points
de P(F). Une fraction rationnelle R(zq,...,z,,) de m vecteurs de E est
géométrique si et seulement si elle s’écrit R = F//G ou F et G sont des po-
lynomes en les z; ;, homogenes en les variables correspondant au vecteur z;,
avec le méme degré au numérateur et au dénominateur.

Avec le théoreme précédent, il est maintenant facile de déterminer celles

de ces fonctions qui sont invariantes :

9.1.16 Proposition. Les fonctions rationnelles géométriques invariantes
sous PO(q) sont des fractions F/G ou F et G sont des polynomes en les
crochets et les o(x;, ;) homogénes de méme degré par rapport d chaque vec-
teur x;.

Démonstration. Soit F'/G une fonction rationnelle projective invariante sous
PO(q) = O (q), avec F,G premiers entre eux, homogenes de mémes degrés
en chaque vecteur z;. On a alors u(F)G = u(G)F. Comme F' est premier
avec G il divise u(F') et, pour une raison de degré, on a u(F') = x(u)F avec
X(u) € k* et on en déduit u(G) = x(u)G. On vérifie que x est un caractere
de O"(q) et il est rationnel comme on le voit en regardant un monéme non
nul. La proposition précédente montre qu'on a y = 1, de sorte que F et G
sont invariants sous O (¢). En vertu de 9.1.1 ce sont donc des polyndmes en
les crochets et les produits scalaires et 1’assertion sur le degré résulte du fait
que F/G est projective.

9.1.17 Exemples.

1) Avec un point a il y a un seul invariant vectoriel ¢(a) et pas d’invariant
projectif.

2) Avec deux points a, b, les invariants vectoriels sont g(a), q(b), p(a, b) et on
¢(a,b)
q(a)q(b)
tous les autres sont des fractions rationnelles en celui-la.

3) Avec trois points a, b, ¢, les invariants vectoriels sont g(a), ¢(b), ¢(c), ¢(a,b),

a l'invariant projectif = I(a,b). Nous allons montrer ci-dessous que
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(b, c), p(c,a) et [a,b,c]. Parmi les invariants projectifs, outre les invariants
(b, c)p(c,a)p(a, b)

q(a)q(b)g(c)

montrer que ce sont essentiellement les seuls.

I, on a le spin : S(a,b,c) = La encore, nous allons

9.1.18 Théoréme. Soient ay, ..., a, des points de P(E). Les invariants pro-
jectifs de ces points sont des fractions rationnelles en les invariants I(a;, a;)
et S(ai,aj, ax).

Démonstration.

Soit F'/G un invariant projectif. Les polynomes F' et GG sont des polynomes
en les produits scalaires et les crochets, homogenes en les a;, avec le méme
degré en a; dans F et dans G. A cause de la relation S’ (voir ci-dessous
9.2.1), on peut remplacer les produits de deux crochets par des polynomes
en les o(x;, z;). On se ramene donc au cas ot F' est de la forme F' = Fy +
Z[ai, aj, ak]E’j7k = F() + Fl, et G = Go + Z[CLZ‘, a, ak]Gmk = G() + G1 ou
les Fy, Fijk, Go, Gijkr sont des polynomes en les seuls produits scalaires.
Comme F' est homogene, Fy ou F) est nul car Fj est de degré total pair et F}
de degré total impair. Il en est de méme pour G. Pour une raison de degrés,
Fy et Gg (resp. Fy et G1) doivent étre nuls en méme temps. Si F; et Gy
sont nuls, la fraction ne fait intervenir que les produits scalaires. Si Fjy et G
sont nuls, il suffit de multiplier numérateur et dénominateur par un méme
crochet et d’appliquer la relation S’ et on est ramené au cas précédent. En
définitive, on peut supposer que les polynomes F' et G ne font pas intervenir
les crochets!

Notons iy,...,1, les degrés de F' en aq,...,a,. La somme iy + - - -+ 1, est
paire (car elle l'est dans les polynomes de base q(a1), ¢(a1,az), etc.). Il y a
donc un nombre pair de 7;, impairs. Quitte a multiplier éventuellement F' et G
par les p(ag, a;) correspondant aux iy, 4; impairs, on se rameéne au cas o tous
les 5, sont pairs et on pose iy = 2ji. La fraction F//G est encore égale a F” /G’

avec F' = 7 avec D = q(a;)’ - - - q(a,)’™ et de méme pour G'. Considérons un

monome de F. 11 s’écrit M = q(a1)** - - - q(a,)* ¢ (a1, a2)?2 - - - o(ap_1, a,) n-1n
et on a, pour tout k, 2ay + Z#k Br,j = 2Ji. 1l suffit de montrer que tout
monome de la forme M/D peut s’écrire comme monome en les invariants [
et S. On raisonne par I’absurde en supposant qu’il y a un monéme qui n’est
pas de cette forme et on choisit un contre-exemple avec le moins d’exposants
£ impairs possible. Si tous les By, sont pairs, S, = 27, on vérifie que M /D
est égal au produit des I(ay,a;)! et c’est une contradiction. Sinon, il y a
au moins un exposant 3, disons (2, qui est impair. Comme a; est en degré
pair dans M, il y a un autre terme ¢(ay, ax) qui est a une puissance impaire,
disons ¢(ay,as). Si p(ag,as) est aussi & une puissance impaire, le mondéme
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M/DS(ay,as,a3) est de la méme forme et a moins d’exposants [ impairs,
donc c’est un monome en I et S, donc aussi M et on a une contradiction.
Si p(ag, ag) est a une puissance paire, on considere M1 (as, az)/DS (a1, as, as)
et il a moins d’exposants impairs que M/D (12 et (13 sont devenus pairs
tandis que 23 est devenu impair). On conclut comme précédemment.

9.1.19 Remarque. Dans le cas général, les invariants de base sont essentiel-
lement les invariants du type I et I*. Lorsque le corps de base est R, on a
défini a partir de ces invariants les distances et les angles, qui en sont des
racines carrées. Les invariants usuels ne sont donc pas dans 'anneau S des
invariants, mais dans des extensions quadratiques de celui-ci (ou de son corps
des fractions). Nous reverrons ce phénomene avec les aires.

On voit que les seuls invariants fondamentaux des géométries non eucli-
diennes sont ceuxr que nous avons étudiés aux chapitres précédents : les inva-
riants I, qui donnent naissance aux longueurs et aux angles, et les invariants
S, qui correspondent au spin. On ne peut que se réjouir de la convergence de
lalgebre et de la géométrie !

9.1.4 Applications du premier théoreme fondamental
Retour sur quelques résultats antérieurs

De nombreux résultats obtenus ci-dessus peuvent étre vus comme des
applications du premier théoreme fondamental. Il y a notamment tous les
résultats autour du produit vectoriel. En effet, comme le produit vectoriel est
un concomitant de O(q), ses coordonnées sur une base concomitante sont des
invariants (voir Partie IT 77). Mais ces coordonnées s’expriment en fonction de
termes du type ¢(aAb, cAd) (voir 1.2.7) et ces termes se calculent en fonction
des invariants au moyen des formules de 1.2.3, par exemple A(q)p(a Ab,c A
Ad) = p(a,c)p(b,d)—p(a,d)p(b, c). La formule de Jacobi (voir 1.2.1 ou celle
du double produit 1.2.6 sont des conséquences triviales de cette écriture des
produits vectoriels a partir des invariants.

Parmi les applications les plus importantes du premier théoreme fonda-
mental on peut citer le calcul de I'invariant J (voir 4.7.15), celui du spin an-
gulaire (voir 4.7.19) et surtout la formule d’Al-Kashi (voir 4.5.8), archétype
de ces applications. On peut aussi considérer la formule de Laguerre (voir
4.3.10) comme une application du premier théoreme fondamental puisque la
quantité [a, b, i, j] + [a, b, j,i] est un invariant projectif (et donc se calcule &
partir de I'invariant / comme 'atteste la formule de Laguerre).
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L’angle de parallélisme

Il s’agit d’une notion classique en géométrie hyperbolique réelle, que nous
allons décrypter en termes d’invariants, pour illustrer ce qui précede. On
considere deux points distincts a et b de K, la droite (ab) et la perpendiculaire
D a (ab) passant par a. La droite D coupe I' en i et j. Alors, 'angle de
parallélisme de a et b est ’angle abi. Une expérience rapide avec Cabri montre
qu’il ne dépend pas du choix entre ¢ et j et qu’il est le méme si on échange
les roles de a et b, de sorte qu’on s’attend a ce que cet angle soit un invariant
de a et b.

L’interprétation géométrique de
cet angle est la suivante. On
considere une demi-droite [bx)
(resp. [by)) issue de b. L’angle

—

Angle de parallélisme aib = 25,3 °

Angle abx = 36,0 °

aby est plus petit que l'angle de Angle aby= 15,2 °
parallélisme abi donc [by) coupe
D = (ai), 'angle abx est plus
grand que abi donc D et (bx) ne
se coupent pas.

FIGURE 9.1 — L’angle de parallélisme

On sait (voir® 5.5.7) que Pangle de demi-droites abi est donné par la
formule
o(bAa,bNi)
Vab Aa)q(b Ai)

Rappelons que cette définition sous-entend que (a, b) et ¢(b, i) sont de méme
signe et on peut les supposer tous deux positifs®. Il s’agit de calculer ce
cosinus en fonction de a, b, donc d’éliminer 7. Notons deux faits :

e Comme le point 7 est sur I" on a ¢(i) = 0.

e Comme les droites (ai) et (ab) sont perpendiculaires on a p(aAi, aAb) =
0, soit g(a)p(i,b) = ¢(a,i)p(a,b).

On peut alors calculer 'angle abi. Au numérateur on a o(bAa,bAi)
o(a,b)p(b,i) — q(b)p(a,i), au dénominateur q(b A1) = @(b,1)* — q(b)q(i) =

cosabi =

5. C’est la position limite de ’angle de demi-droites, dans le cas ou I'un des points est
sur le cercle. La formule s’obtient par passage a la limite.
6. Dérogeant a la convention usuelle, mais c’est sans importance.
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©(b,i)%. En multipliant numérateur et dénominateur par ¢(a,b)/@(b,i) on

obtient
©(a,b)® —q(a)q(b)  /q(a AD)

cos abi = = .
p(a,b)\/glanb)  ¢la;b)

On note que le cosinus est positif, donc que 'angle de parallélisme est
< /2 et qu'il ne dépend que de la paire {a,b}. On le note 0(a,b). Il revient
au méme de considérer le carré du cosinus de 6(a,b), c’est a dire la quantité
q(a AD)

pla,b)?

' Tah)
I’angle de parallélisme n’apporte aucune information nouvelle par rapport a
la distance des points a,b comme le montre la formule th d(a, b) = cosf(a, b)
et on peut 'oublier sans encombre.

Comme on a q(a Ab) = —q(a)q(b) + ¢(a,b)?, on a cos?f(a,b) =

et la donnée de 6 est équivalente a celle de 'invariant I. Bref,

9.1.5 Aires et invariants

Rappelons, voir 9.1.1, que S désigne I'anneau des invariants de m vecteurs
génériques et notons L son corps des fractions.

Lorsque le corps de base est R, nous avons défini, grace au point de
vue riemannien, les aires associées aux métriques non euclidiennes, et nous
avons montré en 6.9.5 le théoreme de Gauss-Bonnet qui affirme que 'aire
d’un triangle est — essentiellement — la somme de ses angles (non orientés, de
demi-droites). Nous avons aussi, au chapitre 8, donné une version algébrique
de l'aire et, au moins dans le cas hyperbolique, une variante de Gauss-Bonnet
avec des angles orientés de demi-droites. Le but de ce paragraphe est de dis-
cuter 'existence d’un invariant polynomial, défini de maniere algébrique sur
un corps quelconque, qui rende compte de l'aire, disons pour un triangle. La
difficulté de cette approche est la suivante D’abord, il n’y a pas de quantité
jouant de maniere claire le role de I’aire, méme si les crochets [a, b, ¢] vont lui
étre liés. Ensuite, le probleme essentiel, c’est que I’aire, orientée ou non, n’est
pas un invariant au sens polynomial du terme. En effet, par Gauss-Bonnet,
elle s’exprime en fonction des angles. Dans le cas non orienté, ceux-ci, ou
plutot leurs lignes trigonométriques, sont déja dans une extension quadra-
tique du corps L des invariants (a cause des racines carrées intervenant dans
les formules, voir 5.5.5 et 5.5.7). Cela va nous conduire a voir l'aire comme
un élément d’'une extension de degré 8 du corps L et a nous pencher sur ses
conjugués. Dans le cas orienté, on a un candidat pour jouer le role de 'aire
avec la quantité (B,C) + (C, A) + (A, B) (angles orientés de droites). Mais,
la encore, les angles ne sont invariants qu’au signe pres (voir 8.7.16) et il va
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falloir utiliser les conjugués de la somme pour avoir des invariants. Méme
dans le cas hyperbolique réel ou la somme des angles est un invariant sous
Q(g) (mais pas sous PO(q)), ce n’est pas un invariant polynomial en vertu
de 9.1.15.

Aires dans le cas affine et crochets

Rappelons que lorsqu’on travaille dans un plan affine, par exemple dans
P(E) muni d’'une droite a l'infini d’équation [ € E*, on a une définition de
[a, b, ]
20(a)l(b)l(c)
Partie IT ?? ou ci-dessus 8.7.12; on notera que si on normalise les points du
plan affine par [ = 1 on a simplement le crochet). Bien entendu, pour avoir
cette définition, la donnée de la forme [ est essentielle. Nous verrons que, dans
le cas euclidien, on dispose effectivement d’une telle forme canonique, mais
il n’y a rien de tel en non euclidien. Des lors, il n’y a pas d’invariant évident
pour jouer le role de l'aire. On peut bien siur en imaginer, liés aux crochets

'aire (orientée) d'un triangle abe par la formule A(abc) = (voir

2
et notamment les deux suivants : A(a,b,c) = _labd” et son analogue
) (o
A B, C
coté droites : A*(A,B,C) = - » mais aucun n’est vraiment
WO = e e

I'aire, méme s'il y a des formules les reliant a l'aire (voir par exemple 9.1.24)

Conjugués

Nous allons donner une définition de l'aire d’un triangle, certes com-
pliquée, mais valable sur un corps quelconque. Pour comprendre cette défini-
tion, supposons dans un premier temps que le corps de base est R.

On considere trois points du plan elliptique E ou du plan de Klein K et
un triangle abe dont on note A, B, C' les cotés. A priori, il y a quatre sortes
d’angles : de droites ou de demi-droites et orientés ou non. Prenons la variante
la plus précise : celle des angles orientés de demi-droites. Ces angles sont dans
R/27Z et sont déterminés par leur cosinus et leur sinus : un angle” a est
défini par cosa et sina. Ces quantités ne sont pas des invariants, mais leurs
carrés le sont : cos’a = I*(B,C) et sina = 1 — I*(B,C). Sur le corps des
invariants L, cos a et sin a sont donc algébriques de degré 2 et leurs conjugués
sont leurs opposés. En termes d’angles, a admet quatre “conjugués” : a, —a,
T—aet T+ a.

Si maintenant on considere 'aire, qui est peu ou prou égale a la somme
des angles, 0y = a + b+ ¢, elle (ou plutot ses lignes trigonométriques) admet

7. Pour alléger les notations nous noterons simplement a, b, ¢ les angles du triangle.
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des conjugués qui sont les angles g = a+b+c, 0 =a+b—c, 0y =a—b+c,
03 = —a+ b+ ¢, les opposés des 0;, ainsi que les w + 0; et m — 0;, soit en tout
16 éléments de R/27Z. 11 suffit, en fait, de considérer les huit premiers car
les cosinus et sinus des autres sont opposés. On a alors le résultat suivant :

9.1.20 Proposition. Soit abc un triangle de K ou de E (dans ce cas, on le
suppose de spin positif). On note a, b, c ses angles orientés de demi-droites et
A, B, C ses cotés, précisément, on pose A=bAc, B=cANa etC =aNb. On
pose u = cos’a = I*(B,C), v =cos’*b = I*(C, A), w = cos’c = [*(A, B) et
s = S*(A,B,C) = —cosacosbcosc. On a s* = wvw. Le cosinus de l'aire :
cos(a + b+ c) est algébrique de degré 4 sur le corps L des invariants. Ses
conjugués sont cos(a+b—c), cos(a—b+c), cos(—a+b+c) et ils sont racines
du polynome :

X* 4+ 4sX3 + (4(vw 4+ wu + ) — 2(u +v +w)) X? +4s(u+v+w —2) X+

duvw — 2(vw + wu + w) + u® + v* + w?

Le sinus de laire : sin(a + b+ c¢) est algébrique de degré 8 sur le corps L des
invariants. Ses conjugués sont sin(a + b — ¢), sin(a — b+ ¢), sin(—a + b+ ¢)
et leurs opposés et ils sont racines de [’équation :

XS—(a3+4)X6+(a2+3a3—|—6)X4—(a1+2a2+3a3+4)X2+a0+a1+a2—i—a3+1
ot 'on a noté a; le coefficient de X* dans I'équation des cosinus.

Démonstration. C’est une bonne occasion de proposer au lecteur une révision
des formules de trigonométrie! On part de la formule :

cos(a+b+c) = cosa cos b cos c—sin a sin b cos c—sin a cos b sin c—cos a sin bsin ¢

et les autres s’obtiennent en changeant les signes de a, b ou ¢. On en déduit les
fonctions symétriques par un calcul laborieux mais sans malice. D’un point
de vue trigonométrique, il s’agit d’écrire les quantités cherchées en fonction
des invariants I*, par exemple [*(B,C) = cos®a, et

©* (B, C)p*(C, A)p*(A, B)
q*(A)q*(B)q*(C)

S*(A, B,C)) =

= —cosacosbcosc

(attention au signe).
Pour les sinus, il suffit d’écrire 1'équation vérifiée par cos?(a + b + c) et
d’y faire le changement d’inconnue ¥ =1 — X.
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9.1.21 Corollaire. Awvec les notations de la proposition précédente, les nom-
bres eilatbto) = gilatb=c) = gila=bie) = pil=atbte) ot [oyrs conjugués sont racines
d’un polynéme réciproque® Py, de degré 8, dont les coefficients sont des
polynomes invariants a coefficients rationnels, qui s’écrit :

Paupe(X) = X® + 203 X" + 4(ag + 1) X® + ...+ 4(ap + 1) X? + 2a3X + 1.

Une définition de ’aire ?

Dans le cas d’un corps quelconque, voici une définition — qui risque de ne
pas plaire a tout le monde — de aire :

9.1.22 Définition. Soit abc un triangle de P(E) formé de points non iso-
tropes et a cotés non isotropes. On appelle aire de abc le polynome a coef-
ficients invariants Py du corollaire 9.1.21. (Ce polynéme est défini sur un
corps quelconque.)

9.1.23 Commentaire. Comme on ’a dit, le point de départ c’est que la
fonction (B, C)+(C, A)+ (A, B), disons a+b+c, (angles de droites orientés)
est additive mais non invariante car g € O(q) peut changer les angles en leurs
opposés. L’idée pour la rendre invariante est de prendre toutes les sommes
permutées : +a + b £ ¢ et leurs exponentielles imaginaires, ce qui donne le
polynome P,,.. Cette fois il est bien invariant, mais la difficulté est d’exprimer
la propriété de découpage. Sil’on découpe abc en abd+dca comme expliqué en
8.7.1 ou 8.7.3, c’est-a-dire, en termes de droites si I’on considere ABC, ABD
et DCA avec B,C,D sont concourantes (ce qu’on peut écrire simplement
D = B + C apres normalisation), il s’agit de donner une relation liant le
polynome Papc a Paps+c) et Pirc)ca. Ce qu’on peut dire, si 'on appelle
i, zi et 2! les racines de ces polynomes, c’est qu’il existe une permutation
des 2] et des 2! telle que l'on ait z; = z/z]. Mais je ne sais ni préciser cette
permutation de maniere satisfaisante, ni traduire cette condition en termes
de fonctions symétriques.

En effet, on sait que a + b + ¢ est additif, mais les autres? C’est plus
compliqué, si on a abc = abd 4 dca, on a a = a; + as et d; + ds = 0 modulo
7. Si on regarde les éléments 6y =a+b+c, 0y =a+b—c, 0o =a—b+cet
05 = —a + b+ c et les analogues dans les petits triangles : 6 = a; + b + dj,
9/1 = a1+b—d1, 0/2 = al—b+d1, 9/2 = —a1+b+d1, g: d2+C—|—CL2,
0 = dy+c—as 0] =dy — c+ as, 0] = —dy + ¢+ ay, pour que les choses
se recollent il faut avoir dy + dy et a; + as et pas les signes —. Cela donne
0o = 00+05, 61 = 0,+05, 0y = 01+05, 0 = 05,407, —05 = 05,405, 05 = 05,467,

8. Cest-a-dire tel que les coefficients de X* et X®8~* sont égaux.
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6y =07 — 0] et =0, = 05 — 6%. On a une sorte de loi de composition qui aux
0’ et 0! associe les 6;, mais elle est bien peu lisible.

La formule des quatre triangles

Dans le plan elliptique, on a une interprétation géométrique des conjugués
de l'aire et I'on voit apparaitre I'invariant crochet :

9.1.24 Proposition. Soit abc un triangle de spin positif du plan elliptique

réel E. On consideére les quatre triangles délimités par les droites (be), (ca) et

(ab). Les aires de ces triangles valent, avec les notations précédentes, Ay =

a+b+tc—m=60—7m, Ay =7—0;, Ao =71 —0y et A3 =7 —03. On a

Ao+ A1 + Ay + A3z = 271 et la formule :
Ay A

4sin%sin% sin7 sin7 =A*(A,B,C) =

FIGURE 9.2 — Les quatre triangles abc sont en jaune, orange, rose et vert

—cos%0 et, pour i = 1,2, 3, sin% =

Ao
> =

coS % la proposition résulte de deux formules :

Démonstration. Comme on a sin

4 at+b+c a+b—rc a—b+c —a+b+ec
cos CoS CoS CoS =
2 2 2 2

—1+2cosacosbcosc+ cos®a+ cos* b + cos® c = —A*(A, B,C).
(La derniere égalité n’est autre que la relation &', voir 1.1.6, 4.5.16 ou ci-

dessous.)
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9.2 Le second théoréme fondamental

9.2.1 Enoncé

On s’intéresse maintenant aux relations entre les invariants. L’anneau R
est encore I'anneau de polynomes en les coordonnées de m vecteurs génériques
Z1,...,%, et on a vu que 'anneau S des invariants est engendré par deux
types de polynomes : les crochets [z;,x;, zx] avec 1 < i < j <k < m et les
“produits scalaires” ¢(z;,z;) avec 1 <i < j <m.Onpose I ={1,2,...,m}.
Comme dans la partie? II nous introduisons deux anneaux de polynémes :
I’anneau U des polynomes en les indéterminées X;;;, avec 7, j, k € I et Y;; avec
1,7 € I, a coefficients dans le corps de base et 'anneau V' des polyndémes en
les indéterminées X5, avec 1 <i < j <k <met Y avecl <1 <5 <m,
toujours a coefficients dans le corps de base. Comme dans la partie II, les
vecteurs x; pour ¢ € I, seront souvent notés simplement a,b,c,... et leur
ensemble sera noté A.

On a un homomorphisme ¢ : U — V' défini sur les indéterminées X;;;, par
0(X,jr) = 0 si deux des indices ¢, 7, k sont égaux, et §(X;jx) = €(0) Xo(i)o(j)o k)
ou ¢ est I'unique permutation de i, j, k telle que o(i) < o(j) < o(k) et sur
les indéterminées Y;; par 0(Y;;) = Yi; si ¢ < jet 6(Y;;) = Y sii > j. Cet
homomorphisme est surjectif et son noyau est engendré par les polynomes
Xiji dans lesquels deux indices au moins coincident, les Xijk—E(U)Xo(i)o(j)o(k)
ou o est une permutation de 7, j, k et les polynomes Y;; — Yj;.

On a un homomorphisme ¥ : V' — & qui a X, et Y;; associe respective-
ment [x;, ;, ;] et o(z;, z;) et on pose & = Vo b.

Le second théoreme fondamental vise a déterminer le noyau de ¢ ou VU :

9.2.1 Théoréme. (Second théoréme fondamental) L’idéal noyau de ®
est l'idéal J engendré par Ker @ et par trois types d’éléments :
1) Les éléments R'(i, j, k,l; 0, B,7,9) de la forme :

Yio Yig Yy Y
Yia Yjs Yjy Y

Yka Ykﬂ Yk'y Yk§
Yia 3/15 }/lv }/15

qui correspondent aux relations de la forme :

i 3 o o

/ ) _|p(0,z) wlbyy) w(b,2) p(0,t)]

Rlabedzyz) =100 oley) ooz elet)]™°
od2) oldy) oldz) old 1)

9. A laquelle le lecteur est renvoyé pour toutes précisions.
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pour huit vecteurs a,b,c,d;x,y, z,t.
2) Les éléments S'(i, 7, k; o, B,7) de la forme :

Yio Yig Y
A(Q)XijkXapy — |Yia Yis Y
Yia Yig Yiy

qui correspondent auz relations S'(a, b, c;x,y, z) vues en 9.1.2 :

pla,z) w(a,y) »(a,z2)
A(q)[a,b,c][z,y, 2] = |@(b,x) @(by) »(b,2)
olc,x) oley) wlc 2)

3) Enfin, les éléments T'(i, 7, k, ;) de la forme :
XiuYia — XittYia + XijiYea — XijiYia
qui correspondent aux relations :
T'(a,b,c,d;x) = [b, ¢, dlp(a, x)—[a,c, de(b, x)+[a, b, d)¢(c, x)—|a, b, c]p(d, z) = 0.
Le noyau de ¥ est l'image 6(J).
La démonstration de ce résultat occupe la fin de la section.

9.2.2 Remarque. Un lecteur attentif pourrait se demander ce que sont deve-
nues les relations R entre crochets vues au chapitre II :

Xjleipq - Xilequ + Xilekpq - iijlpq~

Cette relation, en remplacant X;;;X.s, au moyen de la relation &', s’écrit
comme somme de quatre déterminants en Y;; qui sont des polynomes ho-
mogenes de degré 3. Cette somme est dans J si l'on en croit le théoreme, ce
qui est un peu paradoxal car les éléments de J qui sont des polynomes en les
seuls Y;; sont les R’ qui sont de degré 4. En fait, il n’y a pas de paradoxe : on
vérifie par un petit calcul que I’élément en question est identiquement nul !

9.2.3 Remarque. Dans le cas de S, les éléments de type R ne suffisent pas
a engendrer Ker W (voir Partie IT ??). Ici, vu la remarque précédente et la
disparition des relations R il est possible que le noyau de ¥ soit engendré par
les éléments R/, S’, T’ précédents, vus dans V. J’ignore si c¢’est bien le cas,
mais, de toute facon, le passage par U est utile dans la preuve du théoreme.
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9.2.4 Remarque. Les relations précédentes ne sont pas indépendantes. En
particulier, en développant le déterminant qui définit R’ par rapport a sa
derniere colonne on obtient :

4
R/(ih 7:27 i37 247 «, Ba 7, 5) = Z(_l)kHYik,ésl(ib s 7Z.k s >i4; «, 5? ’V)

k=1

+A<q>Xa5’yT/<i17 i27 Z.37 7‘47 5)

(le symbole i signifie que cet indice est omis.) Comme générateurs de 1'idéal
J, les relations R’ sont donc inutiles. En revanche, elles vont donner les
relations dans le cas de I'anneau des invariants sous le groupe O(q) tout
entier, voir 9.2.13 et elles joueront un role crucial dans la preuve de 9.2.1.

9.2.5 Remarque. Le théoreme donné ici dans le cas des vecteurs donne aussi
le résultat dans le cas des vecteurs et des formes. Il suffit en effet de remplacer
chacune des formes f; par un vecteur 1% y;, et ce grace a la forme ¢, et d’utiliser
le dictionnaire mis en place dans la preuve de 9.1.4. On verra une application
de cette technique plus bas, voir paragraphe 9.3.1.

9.2.2 Démonstration de 9.2.1 : préliminaires

Nous aurons besoin des notations suivantes :

9.2.6 Notation. On note Uy (resp. V) le sous-anneau de U engendré par
les indéterminées Y;; avec 7,5 € I (resp. 1 < i < j < m). La restriction de
0 a U,y est a valeurs dans Vj et on la note #y. On définit ’homomorphisme
Uy : Vo — R par ¥o(Y;;) = ¢(x;, x;) et on pose &g = ¥ o fy. Enfin, on note
Jo I'idéal de Uy, engendré par les éléments Y;; — Yj; et les éléments du type
R (i, 7, k, ;a0 5,7, ).

Le sens direct

La premiere chose est de montrer qu’on a bien les relations annoncées.
Pour & cela a déja été fait. 1l est clair que R'(a, b, c,d;z,y, z,t), vu comme
polynome en x,vy, z,t, est une forme quadrilinéaire alternée. Comme on est
sur un espace vectoriel de dimension 3, elle est nulle. On peut appliquer le
méme raisonnement a 7”(a, b, ¢, d; x) ou utiliser la relation fondamentale de
dimension, voir Partie II, ?7.

10. Les anciens auraient dit : rempacer un vecteur contravariant par un vecteur covariant.
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Polarisations

On renvoie le lecteur a la partie II pour tout ce qui concerne les polari-
sations. Si a et b sont des vecteurs de A (ou, ce qui revient au méme, des
indices de I), rappelons qu’on définit deux polarisations, notées toutes deux
Dy, P'une définie sur les indéterminées de R par Dg,(c;) = 0 pour ¢ # b et
Day(b;) = a;, Vautre définie sur U par Doy(X;j5) = 0814, 5, k # b, Dap(Xipk) =
Xiak 81 4,k # b (par exemple), Dup(Xppr) = Xavk + Xoak, Dap(Yij) = 0 si
b# 14,7, Dap(Yip) = Yia 10 # i, Dop(Yop) = Yap+ Yaa €t les formules analogues
pour les autres indéterminées.

Dans R on peut décrire l'effet de D,, sur les crochets et les “produits
scalaires”. On a les formules : D,y [a, b, c] = 0 si y n’est pas 'un des vecteurs
a,b,c, Dyyla,b,c] = [x,b,c] et les formules analogues en remplacant a par b
ou ¢. On a aussi D,y (¢(a,b)) =0siy # a,b, Dyy(p(a,y)) = ¢(a,z) sia#y,
D,y(o(y,0)) = @(z,b) si y # b et Dyylq(y)) = 2¢(z,y). Ces remarques
donnent aussitot les résultats suivants :

9.2.7 Proposition. Pour tout F € U (resp. F' € Uy) et tous a,b € I, on a
Dap(®(F)) = @(Day(F)).

9.2.8 Corollaire. On a Dy,(Ker @) C Ker @ et Dy, (Ker ®y) C Ker ®y.
On a aussi la proposition suivante :
9.2.9 Proposition. On a Dy (J) C J et Dyy(Jo) C Jo.

Démonstration. On le vérifie sur chacun des générateurs de J. Attention,
il faut distinguer les cas ou plusieurs variables sont égales (on vérifie par

eXemple qu’on a Dab(Sl(bvjv k? b? /87 ,7) = S/(a7 j’ k:; b? 57 ’y)_‘_S/(b? .j? k; a? /37 ,Y))'
La congruence de Capelli

Le point essentiel de la preuve est encore la congruence de Capelli.

9.2.10 Proposition. Soient a,b,c,d € I et F € U (resp. F' € Uy). L’élément
suivant est dans l'idéal J (resp. Jy) :

Dgq + 31d Dy, Dap  Daa
_ Dcd Dcc + 2Id ch Dca

AlF) = Dyq Dy, Dy, +1d Dy, (F).
Dad Dac Dab -D(la

Démonstration. La preuve est analogue a celles vues dans la Partie 11 (voir 77
et ?7). On utilise essentiellement 'identité de Capelli pour le dédoublement.
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Le point crucial est de montrer que certains déterminants sont dans J (resp.
Jo). 'y a déja les R'(4, 4, k,l;a, B,7,0), pour qui c’est évident, et ce sont
les seuls dans le cas de Uy. Dans le cas de U, il y a aussi les déterminants
analogues a ceux vus en II 7?7, en particulier les déterminants du type :

X ast Yar Y;u] Yap
o X bst Y;)r Y};q }/E)p
X cst }/cr Y;:q Sfcp ‘
X, dst Ydr qu de

Pour montrer qu’ils sont dans J on peut soit faire un calcul direct, soit
procéder comme dans la preuve de II 77 en introduisant des variables supplé-
mentaires de type X,,. que I'on envoie ensuite sur les variables de type Y.
Le point essentiel, pour se ramener a II 7?7, est de noter que les relations 7~
sont les images par cet homomorphisme des relations R de la partie II :

Xjleipq - Xilequ + Xilekpq - Xiijlpq-

9.2.11 Remarque. Si le polynome F' est de la forme ) X, Fi, avec des
polynémes F;j;; dans Uy, on vérifie aussitot que A(F') est de la méme forme.

9.2.3 Démonstration de 9.2.1 : les relations sans cro-
chets

L’étape suivante consiste a isoler les variables du type ¢(x,y). Cela revient
en fait a étudier les invariants sous le groupe O(q) tout entier et pas seulement
sous O (q) car les crochets sont seulement anti-invariants sous O~(gq). Pour
cela on travaille dans I'anneau de polynomes Uy introduit ci-dessus (9.2.6).
On a le résultat suivant :

9.2.12 Proposition. Le noyau de @y est [idéal Jy.
Ce résultat donne les relations dans le cas des invariants sous O(q) :

9.2.13 Corollaire. Les seules relations dans ['anneau des invariants sous
O(q) (dont on rappelle qu’il est engendré par les éléments ¢(a,b), voir 9.1.3)
sont les relations de symétrie : p(a,b) = @(b,a) et les relations R’ vues en
9.2.1.

Preuve de 9.2.12 : le cas de trois vecteurs

La premiere étape de la preuve consiste a montrer que dans le cas de trois
vecteurs il n’y a pas de relations entre les produits scalaires (autres que la
symétrie).
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9.2.14 Lemme. Soit F(X,Y, Z; U, V,W) un polynéme en 6 variables a coef-
ficients dans k. On suppose que F' vérifie :

F(q(a),q(b), q(c); ¢(b, c), (e, a), p(a, b)) =0
pour tous les vecteurs a,b,c de E. Alors, F' est identiquement nul.

Démonstration. Si F' n’est pas identiquement nul, I’ensemble de ses zéros
dans kS est une hypersurface H. Soit (xq, yo, 20; Uo, Vo, wo) & H. L’intersection
de H avec le sous-espace affine de dimension 3 de k% défini par U = ug, V =
vg, W = wy est (en bijection avec) I'ensemble S des zéros de G(X,Y,Z) =
F(X,Y, Z; ug, vy, wpy). Comme S n’est pas égal & k3 (le point (g, 3o, z9) n’est
pas dans S), c’est (au plus) une surface algébrique de k*. Soit C' I’ensemble
des couples (z,y) de k? tels que la droite X = z,Y = y soit contenue dans
S. Alors C est contenu dans une courbe de k2. En effet, dire que (z,y) est
dans C signifie qu’on a, pour tout z € k, G(z,y, z) =0, donc G(z,y,Z) =0
puisque le corps est infini. Comme G est non nul, cela s’écrit G(z,y, Z) =
gm(z,y) Z™ 4+ -+ go(x,y) = 0 avec m > 0 et g,, # 0 et les points de C' sont
ceux qui annulent les polynomes g;. En particulier, comme g, est non nul,
ils sont contenus dans la courbe définie par g,,(z,y) = 0.

On munit £ d’une base orthogonale (eq, €5, €3) avec q(e;) = «; € k* et on
considere des points a = aje;, b = bieg + bees et ¢ = creq + coeq + c3e3 de
E. On a p(a,b) = ayarby, p(a,c) = aqaicr, o(b,c) = apbiey + agbacy. Sion
se donne aq, by non nuls, il existe des scalaires by, ¢q, o, uniques, tels que 1'on
ait p(a,b) = wo, @(c,a) = vy et w(b,c) = uy.

On peut choisir a; et by de telle sorte que le point

2
Yo_

(q(a) = anaf, q(b) = aybi + asb} = 5 T )
1

a1a

de k? ne soit pas dans C. En effet, comme C est contenu dans une courbe,
il contient au plus un nombre fini de droites X = x. On peut donc choisir
a; pour que la droite D définie par X = aja? = ¢(a) ne soit pas contenue
dans C (car il y a une infinité de telles droites). Alors, D N C est fini et,
comme ¢(b) = a1b? + asb3 prend une infinité de valeurs quand by varie, il
existe un by tel que (g(a),q(b)) ¢ C. Dans ce cas, la droite verticale X =
q(a), Y = q(b) n’est pas contenue dans S, donc son intersection avec S
est finie. Comme il y a une infinité de valeurs de ¢(c¢) quand c3 varie, on
peut choisir ¢3 pour que (g(a),q(b),q(c)) ne soit pas dans S. Mais alors le
point (gq(a),q(b), q(c), v(b,c),¢(c,a),p(a,b)) n'est pas dans H et c’est une
contradiction.

360



9.2.15 Corollaire. Pour m < 3, on a Ker®, = Ker6, et cet idéal est
engendré par les Yij — Y, donc égal a Jy.

Démonstration. Le lemme 9.2.14 montre que le noyau de ¥, est nul et on
conclut par la formule &, = ¥ o 6. La derniere assertion vient du fait que
s’il n’y a que trois indices, les éléments R’ sont nuls.

Fin de la démonstration de 9.2.12

On commence par ordonner les polynomes homogenes de Uj,, d’abord
selon le degré total, puis selon les degrés des variables prises dans 'ordre
lexicographique.

On raisonne par I’absurde en supposant qu’il existe F' € Ker ®g, F' ¢ J,.
On peut supposer F' homogene. On choisit un tel F' minimal pour 'ordre
ci-dessus. En vertu de 9.2.15, le polynome F' met en jeu au moins 4 indices
a < b < ¢ < d. On applique alors la congruence de Capelli a F'. On a donc
A(F) € Jy. On raisonne comme dans la partie I (fin de la preuve de ?7?). Le
polynome A(F) est une somme de termes, parmi lesquels le terme diagonal

(Ddd + 31d) © (Dcc + QId) © (Dbb + Id) o Daa(F>’

qui est de la forme AF' ol A est un scalaire non nul (car F' fait intervenir les 4
variables a, b, ¢, d). Tous les autres termes sont dans .Jy. En effet, considérons
(par exemple) le terme ¢t = Dyg 0 Dy © Dgy 0 Deo(F). Comme F' est dans
Ker @y, il en est de méme de D, (F') en vertu de 9.2.8. Mais, D ,(F) est de
degré plus petit que F' en a. Vu 'hypothese de minimalité, il est donc dans
Jo, donc aussi t en vertu de 9.2.9. On a donc A(F) = AF+G avec G et A(F)
dans .Jy, donc aussi F', ce qui est absurde.

9.2.4 Fin de la démonstration de 9.2.1

Soit H € U un élément de Ker ®. Il s’agit de montrer qu’il est dans
J. En utilisant les éléments S’, on voit qu'on peut éliminer les produits
de deux crochets, donc supposer H de la forme F + G, avec F' € Uy et
G = Y XijxGijr ou les polynomes G;j;;, sont dans Up. On sait que H est
nul si 'on remplace chaque X;;;, par le crochet [z;, x;, zx] et chaque Y;; par
©(z;,z;). Sion applique aux z; un élément de O~ (q) (par exemple, si la base
est orthogonale, en changeant une coordonnée de signe), I'image de H reste
nulle, mais c’est aussi 'image de F' — G (car les crochets changent de signe).
On en déduit que F' et GG sont dans Ker . Comme F' ne fait intervenir que
les Y;;, la proposition 9.2.12 montre que F' est dans l'idéal engendré par les
éléments R'.
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Il reste & montrer que si un élément du type de la forme G = > X;;xGji
est dans Ker @ il est dans J. On raisonne par l'absurde en supposant qu’il
y a un G qui ne vérifie pas cette assertion et on le choisit minimum dans
I'ordre lexicographique. Si GG ne fait intervenir que trois indices a, b, c il est
de la forme G = X,.Gy avec Gg € Uy et on a Gy € Ker®y = Jy C J, ce
qui est absurde. Si GG fait intervenir au moins quatre indices on applique la
congruence de Capelli et on raisonne comme a la fin de la démonstration de
9.2.12 : on a A(G) € J (et ce polynome est encore de la forme voulue, voir
9.2.11). On montre encore que A(G) contient un terme non nul de la forme
AG et que tous les autres termes sont dans J. On en déduit que G est dans
J, ce qui est absurde.

9.3 Applications géométriques

Notons déja que certaines relations, qui ne figurent pas dans la liste du
théoreme 9.2.1 parce qu’elles sont triviales, peuvent cependant étre impor-
tantes. C’est le cas de la relation S(a,b,c)* = I(b,c)I(c,a)l(a,b). Ramenée
aux invariants q et ¢ cette relation revient a 0 = 0, mais elle décrit cepen-
dant le corps L des invariants projectifs comme extension quadratique du
sous-corps engendré par les invariants 1.

9.3.1 Le calcul de g(a AD)

Ce calcul (qui meéne tout droit a Al-Kashi) est une variante de la relation
S’. Appliquons en effet la formule S’ aux points a,b,a Ab; a,b,a Ab. Comme
aAb est orthogonal & a et b le déterminant du second membre vaut (g(a)q(b)—
©(a,b)?)q(a AD). Par ailleurs, dans le premier membre, le crochet [a,b,a A D]
est, par définition du produit vectoriel, égal a g(aAb). On en déduit la relation

A(q)q(a Ab) = q(a)q(b) — ¢(a,b)*.

9.3.2 La relation sur quatre points

11 s’agit d’interpréter géométriquement la relation R’, dans le cas ou les
points a, b, ¢, d et x,y, z,t coincident. Rappelons qu’on a, pour a,b,c,d € E :

0 % 43 542

/ ) _ |Pb,a q w\,¢) e, —

frlobedabeD =ty weh) oo eed| "
pd.a) eldb) pdo) @

On notera qu’il s’agit d’un déterminant de Gram. Comme on est dans un
espace vectoriel de dimension 3, les quatre vecteurs a, b, ¢, d sont dépendants,

362



donc par exemple d est combinaison linéaire des autres et il en est de méme
de la derniere colonne du déterminant, qui est donc nul.

Si on suppose que les points en question sont non isotropes, on peut
diviser cette relation par ¢(a)q(b)q(c)q(d) et le développement du déterminant
conduit a la relation suivante :

—I(a,b) — I(a,c) — I(a,d) — I(b,c) — I1(b,d) — I(c,d)

+1(a,b)I(c,d) + I(a,c)I(b,d)+ I(a,d)I(b,c)
+25(a,b,c) +2S5(a,b,d) + 25(a, c,d) + 25(b, ¢, d)

S(a,b,¢)S(a,b,d) _S(a,c,b)S(a,c,d) _S(a,d,b)S(a,d,c)
I(a,b) I(a,c) I(a,d)

L’interprétation géométrique de cette relation est la suivante. On a quatre
points a, b, ¢, d et on écrit les trois formules d’Al-Kashi obtenues avec les trois
droites passant par a. Par exemple, on a :

. I(b,c)+ I(a,b)I(a,c) —25(a,b,c)
I*((ab), (ac)) = e b1 1
(1= 1{a,b))(1 — I{a,0))

et les relations analogues avec (ab), (ad) et (ac), (ad). Par ailleurs, les droites
(ab), (ac), (ad) sont concourantes, ce qui se traduit dans le dual par le fait
que les points correspondants sont alignés. On a donc la relation d’alignement
vue en 4.5.13 :

25%((ab), (ac), (ad)) = I*((ab), (ac)) + I*((ac), (ad)) + I"*((ad), (ab)) —

On calcule aisément la quantité S*((ab), (ac), (ad)) comme S(aAb,aNc,aNd)
a l’aide des formules de 1.2.3, voir aussi 4.7.19. En mettant toutes ces formules
ensemble on trouve exactement la relation R'.

-9 =0.

9.3.1 Remarque. Etant donnés quatre points a, b, c,d de P(FE), on leur as-
socie 10 invariants (6 invariants du type I(a,b) et 4 du type S(a,b,c)), liés
par 5 relations (les relations du type S(a,b,c)* = I(b,c)I(c,a)l(a,b) et la
relation R’). Cela est cohérent avec le fait que I'espace des quadrilatéres est
de dimension 5 (les 4 points forment une variété de dimension 8 et le groupe
des isométries est de dimension 3), voir 4.1.2. On peut d’ailleurs retrouver ce
fait en éliminant les termes en S dans la relation R’, par quatre élévations
au carré successives, pour rester avec les 6 invariants I et une seule relation,
mais celle-ci est treés compliquée, a la différence de la relation analogue du
cas euclidien (déterminant de Cayley-Menger, voir Partie V).
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9.3.3 La relation de cocyclicité

On a vu en 7.5.4 une belle formulation de la cocyclicité de quatre points en
termes de relations entre des termes de la forme [b, ¢, d]?q(a). En divisant cette
relation par q(a)q(b)q(c)q(d) et en remplacant les termes du type [b, ¢, d]? au
moyen de &', on obtient une relation — pas vraiment simple!! — entre les
invariants I et S assurant la cocyclicité.

9.3.4 Invariants et birapports

Dans ce paragraphe on suppose que ¢ est une forme de Lorentz.

Calcul du carré du birapport

On a vu dans la Partie IIT que le groupe PO(q) est isomorphe a PGL(2, k),
la preuve de ce résultat consistant a faire opérer PO(q) sur la conique I' =
V(q) et a utiliser le birapport sur cette conique. Cet isomorphisme a une
traduction en termes d’invariants : le birapport de 4 points de la conique
[’ (ou plutot son carré) s’exprime en fonction des invariants g et ¢ étudiés
ci-dessus :

9.3.2 Proposition. Soient a, b, c,d quatre points de I'. On a la formule :

fo.b.c.df = 220D,

(b, c)p(a, d)

Démonstration. C’est essentiellement la relation S’. En effet, on sait que le
birapport [a,b,c,d] de quatre points de la conique se calcule en prenant
un point o € I' et en posant [a,b,c,d] = [(oa), (0b), (oc), (od)] (voir Partie

IIT ??7). Mais, ce birapport de quatre droites se calcule avec les crochets :

[(0a), (0b), (0c), (0d)] = % (voir Partie IT ?7). Pour obtenir la

formule souhaitée, il ne reste plus qu’a utiliser la relation S’ qui donne

par exemple, dans le cas de vecteurs isotropes, la formule : A(q)[o, a,c]? =
2¢(0,a)p(o, c)p(a, c).

p(a, c)p(b, d)

o(b, c)p(a,d)
écrite avec a, b, ¢, d indéterminés 2, est un invariant projectif, donc se calcule

9.3.3 Remarques. 1) Bien entendu, en vertu de 9.1.18, la quantité

11. A ma connaissance, il n’y a pas d’analogue simple de la formule de Ptolémée du cas
euclidien.
12. Avec a, b, c,d isotropes les invariants I et S n’ont pas de sens.
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avec les invariants [ et S, et on a (par exemple) :

2 _ S(a,b,c)I(b,d)

[a,b,c,d] S(a,b,d)I(b,c)

Cet invariant, en un sens, est le plus beau de tous : c’est le seul dont le
numérateur et le dénominateur sont de degré 1 en toutes les variables.

2) On a trouvé une écriture simple du carré du birapport r% en fonction
des invariants. On va voir qu’on peut aussi écrire r en fonction des invariants,
mais de maniere plus compliquée.

Birapport et angles

La donnée de quatre points a, b, ¢, d distincts de I' détermine trois autres
points comme intersection des cotés et des diagonales de abed : u = (ab)N(cd),
v = (ac)N(bd) et w = (ad)N(bc). Les angles de droites en u, v, w s’expriment
en termes de birapports :

9.3.4 Proposition. Soient a,b,c,d quatre points distincts de I'. On pose
r=la,b,c,d]. On a les formules : I*((ad), (bc)) = (2r — 1) = 4r? —4r + 1,
I*((ab), (ed)) = (%)2 et I*((ac), (bd)) = (%)2 On peut encore dire que,
st l’on nomme ri,r9,73, 1 —11,1 —1r9, 1 — 13 les six valeurs des birapports des
points a, b, c,d, les trois valeurs des invariants angulaires I* en wu,v,w sont

les (r? — (1 —r)*)? = (2r; — 1)? pouri=1,2,3.
Démonstration. On a, par définition :

wla Nd,bAc)? _ [o(a,b)o(c
q(a Ad)q(bAc) o

p(a, c)p (b, d)]?
)?¢(b, ¢)?
et on voit apparaitre dans cette expression les birapports r et [a,c,b,d] =

(1—r).

9.3.5 Corollaire. Avec les notations précédentes, si [’on note 6 l’angle non
orienté des droites (ad) et (bc), on a les formules suivantes : cos = |2r — 1],
sin?f = 4r(1 —7r), r =cos?0/2 et 1 — r =sin?0/2 ou l'inverse.

I*((ad), (b)) = .4

9.3.6 Corollaire. Le birapport r = [a,b, c,d] de quatre points isotropes s’ex-
prime en fonction des invariants.

Démonstration. En effet, on a 4r = 1 — I*((ad), (bc)) + 472 et I* et r? se
calculent a partir des invariants .
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FIGURE 9.3 — Les points a, b, ¢, d et leurs comperes u, v, w

9.3.7 Remarques. 1) 11 y a une sorte de paradoxe : I'expression de r est
beaucoup plus compliquée que celle de r2.

2) Larelation I* = 4r?—4r+1 apparait dans la relation R'(a, b, ¢, d; a, b, ¢, d),
écrite avec des points isotropes. En effet, cette relation s’écrit :

p(a,c)’o(b,d)* + ¢(a,b)*¢(c,d)* + ¢ (b, c)*p(a,d)* =
2¢(a, c)p(a, d)o(b, c)p(b, d)+2¢(a, b)p(a, d)p(b, c)e(c, d)+2¢(a, c)p(a, b)e(c, d)p(b, d)
et, si Pon divise par (b, ¢)?p(a, d)?, on obtient :
[a,b, ¢, d]*+[a,c,b,d]*+1 = 2[a, b, ¢, d]*+2]a, ¢, b, d]*+2[a, b, ¢, d]*[a, c, b, d]*.

Comme on a [a,c,b,d] =1 —[a,b,c,d] =1—ret I* = (r* — (1 —r)?)? on
retrouve exactement la relation I* = 472 — 4r + 1.

9.4 Exercices

9.4.1 Ezercice. On suppose que 'espace E est de dimension 2, muni d’une
forme hyperbolique. On choisit une base e;, e; de E formée de vecteurs iso-
tropes et on identifie F a k% via cette base. On a alors q(z,y) = zy. Montrer
par le calcul qu'un polynéme F'(a) (avec a = (ay,as)), invariant par O (q)
est un polynome en ¢(a). (On utilisera les matrices diagonales (A, 1/X).)

9.4.2 Fxercice. On suppose k = R, F de dimension 2 et la forme euclidienne.
Montrer que tout polynéme F'(a) invariant est un polynéme en g(a). (Si on
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pose a = (x,y) on introduira les variables complexes z = z +iy et Z = x — iy
sur lesquelles OT(q) agit par multiplication par A € U. On montrera alors
que F' est un polynome en 2Z.)

9.4.3 Fzxercice. On travaille dans le plan hyperbolique. On suppose que
a,b,c,d sont quatre points de I' et on pose x = p(a,b), y = ¢(a,c), z =
ela,d), w = p(b,c),v=p(b,d) et u=p(c,d). On se propose de montrer que
la relation fondamentale des birapports : [a, ¢, b,d] = 1 — [a, b, ¢,d] (traduite
sur les carrés) est conséquence des relations S’ et 7.

1) Montrer que la relation sur les birapports s’écrit :
22u? + y?0? + 22w? — 2yzow — 2zzwu — 2xyuv = 0.
2) En utilisant les relations &', montrer que cette relation se ramene a :
yla,b,d] [b, ¢, d] — wla,b,d] [a,c,d| — z[a,c,d] [b,c,d] = 0.

3) Montrer cette relation en utilisant les quatre relations 7'(a, b, ¢, d;t)
obtenues en prenant pour point mobile ¢ les points a, b, ¢, d et en les multi-
pliant chacune par un crochet convenable.
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