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Mode d’emploi de ce traité

NOUVELLE EDITION

1. Le traité prend les mathématiques & leur début et donne des démonstrations
completes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance mathé-
matique particuliere, mais seulement une certaine habitude du raisonnement ma-
thématique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité est destiné
plus particulierement & des lecteurs possédant au moins une bonne connaissance des

matieres enseignées dans la premiere ou les deux premieres années de ['université.

2. Le mode d’exposition suivi est axiomatique et procede le plus souvent du
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les chapitres se
suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé. L’utilité de certaines
considérations n’apparaitra donc au lecteur qu’a la lecture de chapitres ultérieurs,
a moins qu'il ne possede déja des connaissances assez étendues.

3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres actuel-
lement publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants :

Théorie des ensembles désigné par E
Algebre — A
Topologie générale — TG
Fonctions d’une variable réelle — FVR
Espaces vectoriels topologiques — EVT
Intégration — INT
Algebre commutative — AC
Variétés différentiables et analytiques — VAR
Groupes et algebres de Lie — LIE
Théories spectrales — TS

Dans les siz premiers Livres (pour 'ordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé ne
fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans le chapitre en
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cours ou dans les chapitres antérieurs dans l’ordre suivant : E; A, chapitres I a I11;
TG, chapitres I a IIT; A, chapitres IV et suivants; TG, chapitres IV et suivants;
FVR; EVT; INT. A partir du septiéme Livre, le lecteur trouvera éventuellement, au
début de chaque Livre ou chapitre, 'indication précise des autres Livres ou chapitres

utilisés (les six premiers Livres étant toujours supposés connus).

4. Cependant, quelques passages font exception aux regles précédentes. Ils sont
placés entre deux astérisques : *. . . . Dans certains cas, il s’agit seulement de faciliter
la compréhension du texte par des exemples qui se réferent a des faits que le lecteur
peut déja connaitre par ailleurs. Parfois aussi, on utilise, non seulement les résultats
supposés connus dans tout le chapitre en cours, mais des résultats démontrés ailleurs
dans le traité. Ces passages seront employés librement dans les parties qui supposent
connus les chapitres ol ces passages sont insérés et les chapitres auxquels ces passages

font appel. Le lecteur pourra, nous I'espérons, vérifier I’absence de tout cercle vicieux.

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des fascicules
de résultats. Ces fascicules contiennent ’essentiel des définitions et des résultats du

Livre, mais aucune démonstration.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions, les
aziomes et les théorémes de ce chapitre ; ¢’est la ce qu’il est principalement nécessaire
de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins importants, ou qui
peuvent étre facilement retrouvés a partir des théoremes, figurent sous le nom de
« propositions », « lemmes », « corollaires », « remarques » ; etc. ; ceux qui peuvent
étre omis en premiere lecture sont imprimés en petits caracteres. Sous le nom de
« scholie », on trouvera quelquefois un commentaire d’un théoréme particulierement
important.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire cer-
taines notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’a l'intérieur d’un
seul chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un chapitre ou tous les
anneaux sont commutatifs, on peut convenir que le mot « anneau » signifie toujours
« anneau commutatif »). De telles conventions sont explicitement mentionnées a la

téte du chapitre ou du paragraphe dans lequel elles s’appliquent.

7. Certains passages sont destinés a prémunir le lecteur contre des erreurs graves,
ot il risquerait de tomber; ces passages sont signalés en marge par le signe 2
(« tournant dangereux »).
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8. Les exercices sont destinés, d'une part, a permettre au lecteur de vérifier qu’il
a bien assimilé le texte ; d’autre part a lui faire connaitre des résultats qui n’avaient
pas leur place dans le texte; les plus difficiles sont marqués du signe 9.

9. La terminologie suivie dans ce traité a fait ’objet d’une attention particuliere.
On s’est efforcé de ne jamais s’écarter de la terminologie regue sans de trés sérieuses

Taisons.

10. On a cherché a utiliser, sans sacrifier la simplicité de I'exposé, un langage
rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de langage ou de nota-
tion, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir pédantesque et méme
illisible, ont été signalés au passage.

11. Le texte étant consacré a l'exposé dogmatique d’une théorie, on n’y trou-
vera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont parfois
groupées dans des Notes historiques. La bibliographie qui suit chacune de ces Notes
ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont eu le plus
d’importance dans I’évolution de la théorie considérée ; elle ne vise nullement a étre
complete.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur pro-
venance, qui est trés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques, recueils
d’exercices).

12. Dans la nouvelle édition, les renvois a des théoremes, axiomes, définitions,
remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le Livre (par
labbréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n°3), le chapitre et la
page ot ils se trouvent. A l'intérieur d’un méme Livre, la mention de ce Livre est
supprimée ; par exemple, dans le Livre d’Algebre,

E, II1, p. 32, cor. 3
renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, chapitre 111,
page 32 de ce chapitre;

11, p. 24, prop. 17
renvoie a la proposition 17 du Livre d’Algebre, chapitre II, page 24 de ce chapitre.

Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R ; par exemple : EVT, R
signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces Vectoriels Topologiques ».

Comme certains Livres doivent étre publiés plus tard dans la nouvelle édition,
les renvois a ces Livres se font en indiquant successivement le Livre, le chapitre, le
paragraphe et le numéro ou devrait se trouver le résultat en question ; par exemple :

AC, III, § 4, n°5, cor. de la prop. 6.






INTRODUCTION

Ce chapitre est consacré a I’étude de certaines classes d’anneaux et des modules
sur ces anneaux. Plusieurs themes sous-tendent cette étude, comme les questions de
classification et de décomposition ou la description des sous-objets et des ensembles
de morphismes.

Pour I'essentiel, nous n’abordons ces questions que sous des hypotheses de fini-
tude raisonnables et c’est la raison pour laquelle le chapitre s’ouvre sur les notions
de module ou d’anneau noethérien et artinien.

En ce qui concerne I'étude des anneaux, nous présentons différents résultats
permettant la compréhension des anneaux artiniens :

a) Le radical de Jacobson d'un anneau artinien est son radical nilpotent (§10)
et le quotient correspondant est un anneau semi-simple (§8) ;

b) Un anneau semi-simple est isomorphe au produit d’une famille finie d’an-
neaux simples (§7);

¢) Par le théoréme de Wedderburn (VIII, p. 116, th. 1), un anneau simple est

isomorphe a une algebre de matrices sur un corps.
A équivalence de Morita pros (§6), une algebre de degré fini qui est un anneau simple
est déterminée par sa classe dans un groupe abélien appelé groupe de Brauer. Nous
donnons plusieurs descriptions de ce groupe (§15 et §16) ainsi que quelques exemples
(§18 et §19).

Pour les modules, deux décompositions naturelles peuvent étre considérées : la
premiére, en termes de suite de composition (I, p. 39, définition 9), est fournie par le
théoréme de Jordan-Hélder (I, p. 41, th. 6) ; la seconde, correspondant aux sommes
directes, est donnée dans le cas des modules de longueur finie par le théoreme de
Krull-Remak-Schmidt (VIII, p. 34, th. 2) qui est déduit ici d’un résultat d’Azumaya
sur les modules semi-primordiaux (VIII, p. 29, th. 1). On est également amené
a considérer les invariants associés aux modules qui se comportent additivement
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pour les décompositions ci-dessus; les groupes de Grothendieck décrits au §11 sont
solutions de problemes universels pour ces invariants. Dans I’étude de la structure des
modules sur un anneau, la notion d’isomorphisme d’anneaux est avantageusement
remplacée par I’équivalence de Morita.

Pour les modules semi-simples, ¢’est-a-dire sommes directes de modules simples,
la notion de description d’'un module (VIIL, p. 65, définition 5) permet de décrire
les homomorphismes issus du module ainsi que ses sous-modules.

A titre d’illustration, nous considérons au §21 le cas de I'algébre d’un groupe
fini, dont les modules correspondent aux représentations linéaires du groupe.

Une note historique en fin de volume, reprise de ’édition précédente, retrace
I’émergence d'une grande partie des notions développées ici.



CHAPITRE VIII

Modules et anneaux semi-simples

Dans ce chapitre, lorsque nous parlons d’un module (sans préciser), il s’agit
d’un module a gauche. Soient A un anneau et M un A-module. Pour tout a € A, on
note ay; homothétie x — ax de M. L’application a — ay; est un homomorphisme
de Uanneau A sur un sous-anneau Ay de Endyz(M), qu’on appelle Panneau des
homothéties de M.

Sauf mention du contraire, les algébres considérées sont associatives et uniféres;
par sous-algebre d’une algébre E, nous entendons une sous-algebre contenant 1’élé-
ment unité de E; les homomorphismes d’algébres sont supposés uniferes.

Soient K un anneau commutatif et L une K-algébre commutative. Si E est un
K-module, on note Ey le L-module L&k E qui s’en déduit par extension des scalaires
(IL, p. 81). Si A est une K-algebre et M un A-module a gauche, Ay, est muni d’une
structure naturelle de L-algebre (111, p. 7) et My de la structure de A,-module a
gauche dont la loi d’action est donnée par la formule (A ® a)(p ® m) = Ap ® am.

Pour tout anneau commutatif K et tout groupe G, on note K[G] Ualgébre K@)
du groupe G sur Uanneau K (II1, p. 19).

§1. MODULES ARTINIENS ET MODULES NOETHERIENS

1. Modules artiniens et modules noethériens

DEFINITION 1. — Soit A un anneau. On dit qu’un A-module M est artinien
(resp. noethérien) s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :

(i) Tout ensemble non vide de sous-modules de M, ordonné par la relation d’in-
clusion, posséde un élément minimal (resp. mazimal) ;

(ii) Toute suite décroissante (resp. croissante) de sous-modules de M est sta-
tionnaire.

L’équivalence des conditions (i) et (ii) résulte de E, III, p. 51, prop. 6.
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Pour qu'un A-module M soit artinien (resp. noethérien), il faut et il suffit que
M, considéré comme module sur I'anneau Ay; des homothéties, le soit.

Soit M un A-module artinien (resp. noethérien). Tout ensemble non vide de
sous-modules de M, ordonné par inclusion, qui est filtrant décroissant (resp. filtrant
croissant) possede un plus petit élément (resp. un plus grand élément) (E, III, p. 13,
prop. 10).

Soient M un A-module artinien (resp. noethérien) et (M,),; une famille de sous-
modules de M. Les intersections (resp. sommes) des sous-familles finies de la famille
(M) ;1 forment un ensemble non vide filtrant décroissant (resp. filtrant croissant) de
sous-modules de M. Il existe donc une partie finie J de I tel que N, M; = Ny M;
(resp. ;e M; = Xy My).

Ezemples. — 1) Un espace vectoriel de dimension finie sur un corps est artinien et

noethérien.

2) Soit M un A-module. S’il existe une famille infinie (M,),o; de sous-modules
non nuls de M dont la somme est directe, M n’est ni artinien, ni noethérien : en effet,
pour toute suite infinie (J,,) strictement décroissante (resp. strictement croissante)
de parties de I, la suite infinie (3°;c;, M;) de sous-modules de M est strictement
décroissante (resp. strictement croissante). En particulier, un espace vectoriel de

dimension infinie sur un corps n’est ni artinien ni noethérien.

*3) On verra plus loin que le Z-module Z est noethérien, mais non artinien (VIII,
p. 5, exemple 3).4
4) Soient p un nombre premier et M, le composant p-primaire du Z-module de
torsion Q/Z (VII, p. 8). Tout sous-module de M,, est égal soit & M, soit & p™"Z/Z
pour un entier n € N (VII, p. 53, exerc. 3). Par suite, M, est un Z-module artinien,
mais non noethérien.

PROPOSITION 1. — Pour qu’un A-module M soit de longueur finie (II, p. 21), il
faut et il suffit qu’il soit a la fois artinien et noethérien.

Supposons que M soit de longueur finie d. Alors toute suite strictement
croissante ou strictement décroissante de sous-modules de M comporte au plus
d+ 1 termes (I, p. 42). Par suite M est artinien et noethérien.

Réciproquement, supposons que M soit artinien et noethérien. Soit % 'en-
semble des sous-modules de longueur finie de M. Le sous-module nul appartient
a .7, et comme M est noethérien, . possede un élément maximal N. Raisonnons
par ’absurde en supposant que M # N. L’ensemble des sous-modules de M distincts
de N et contenant N possede alors un élément minimal P, puisque M est artinien.
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Le module P/N est de longueur 1 et, comme N est un module de longueur finie, il
en est de méme de P (II, p. 21, prop. 16). Ceci contredit la définition de N.

PROPOSITION 2. — Pour qu’un A-module M soit noethérien, il faut et il suffit que
tout sous-module de M soit de type fini.

Supposons d’abord que tout sous-module de M soit de type fini. Soit (P,),en
une suite croissante de sous-modules de M et soit P sa réunion. C’est un sous-module
de M. Il existe par hypothese une partie finie F de M engendrant le module P ; soit
alors n € N un entier tel que F C P,. On a donc P,, = P et la suite (P,,),cn st
stationnaire. Cela prouve que le module M est noethérien.

La réciproque résulte de I’énoncé plus précis suivant, :

Lemme 1. — Soient M un A-module noethérien et E une partie de M. Il existe une
partie finie F de E engendrant le méme sous-module que E.

En effet, d’apres VIII, p. 2, il existe une partie finie F' de E telle que Y, . Az =
Y er A

PROPOSITION 3. — Soient M un A-module et N un sous-module de M. Pour que
M soit artinien (vesp. noethérien), il faut et il suffit que N et M/N le soient.

Nous donnerons la démonstration dans le cas des modules artiniens, le cas des
modules noethériens étant analogue.

Supposons M artinien. Tout sous-module de N étant un sous-module de M,
le module N est artinien. Soit (P,),cn une suite décroissante de sous-modules de
M/N. 1I existe une suite décroissante (Q,),en de sous-modules de M contenant N,
telle que P,, = Q,,/N pour tout n € N (I, p. 39, th. 4). Comme M est artinien, la
suite (Q,,) est stationnaire, donc aussi la suite (P,,). Par suite, le module M/N est
artinien.

Réciproquement, supposons les modules N et M/N artiniens et considérons une
suite décroissante (P,,) de sous-modules de M. La suite des sous-modules P/, = NNP,
de N est stationnaire. De méme, la suite des sous-modules P!, = (N + P, )/N de
M/N est stationnaire. Il existe donc un entier m € N tel que l'on ait P, = P/ et
P = P! pour tout entier n > m. La suite (P,) est alors stationnaire en vertu du

lemme suivant :

Lemme 2. — Soient M un A-module, N, P et Q des sous-modules de M. On suppose
que 'ona P CQ, NNP=NNQ et N+P=N+Q. On a alors P =Q.

Soit x un élément de Q. Il appartient a N + P ; il existe donc un élément y de P
tel que z —y € N. Comme Q contient P,  — y appartient a NN Q, donc a P. Par
suite, x appartient a P.
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COROLLAIRE. — Soient M un A-module et (M;);c; une famille finie de sous-
modules de M.

a) Si les modules M; sont artiniens (resp. noethériens), il en est de méme de
leur somme Y_;c; M.

b) Si les modules M/M; sont artiniens (resp. noethériens), il en est de méme
du module M/ M;er M.

Par récurrence, il suffit de traiter le cas ot I = {1, 2}. Le module M, /(M; NM,),
quotient de M,, est isomorphe au sous-module (M; + M,)/M; de M/M, (I, p. 39,
th. 4).

Sous I’hypothese a), M; et (M; + M,)/M; sont artiniens (resp. noethériens) ; il
en est donc de méme de M, + M, (prop. 3).

Sous I'hypothese b), M/M, et M, /(M; NM,) sont artiniens (resp. noethériens) ;
il en est donc de méme de M/(M; N M,) (loc. cit.).

Exemple 5. — Soit (M;),¢; une famille finie de A-modules. Si les modules M; sont

artiniens (resp. noethériens), il en est de méme de leur somme directe @;c; M.

Remarque. — Les définitions et résultats de ce numéro s’étendent aux
groupes commutatifs & opérateurs quelconques en remplacant dans les énoncés
sous-modules par sous-groupes stables.

2. Anneaux artiniens et anneaux noethériens

DEFINITION 2. — On dit qu’un anneau A est artinien (resp. noethérien) a gauche
si le A-module d gauche A, est artinien (vesp. noethérien). De méme, on dit qu’un
anneau A est artinien (resp. noethérien) & droite si le A-module d droite A, est
artinien (resp. noethérien).

Un anneau A est artinien (resp. noethérien) a droite si et seulement si 'anneau
opposé A° est artinien (resp. noethérien) a gauche. Pour un anneau A commutatif, les
propriétés d’étre artinien a gauche et artinien a droite coincident, et lorsqu’elles sont
satisfaites, on dit que 'anneau A est artinien; on adopte une convention analogue
pour « noethérien ». Il existe des anneaux non commutatifs artiniens a gauche mais
non a droite, et des anneaux non commutatifs noethériens a gauche mais non a
droite (VIIL, p. 13, exerc. 3).

Soit A un anneau. Par définition, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’anneau A est artinien & gauche;
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(ii) Tout ensemble non vide d’idéaux & gauche de A, ordonné par inclusion,
possede un élément minimal ;
(iii) Toute suite décroissante d’idéaux & gauche de A est stationnaire.

Compte tenu de la prop. 2 de VIII, p. 3 les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) L’anneau A est noethérien a gauche;

(ii) Tout ensemble non vide d’idéaux a gauche de A, ordonné par inclusion,
posseéde un élément maximal ;

(iii) Toute suite croissante d’idéaux & gauche de A est stationnaire ;

(iv) Tout idéal & gauche de A est engendré par une partie finie de A.

Ezemples. — 1) Un corps est un anneau artinien et noethérien, a gauche et a droite.

2) Soient A un anneau et D un sous-anneau de A. On suppose que D est un
corps et que A est un espace vectoriel a gauche de dimension finie sur D. Comme
tout idéal a gauche de A est un sous-D-espace vectoriel de A, 'anneau A est artinien
et noethérien a gauche. En particulier, une algebre de dimension finie sur un corps

commutatif est un anneau artinien et noethérien, a gauche et a droite.

3) Un anneau principal (VIL, p. 1, déf. 1) est noethérien. Un anneau intégre A
qui n’est pas un corps n’est pas un anneau artinien : pour tout élément a de A,
non nul et non inversible, la suite des idéaux a™A (pour n € N) est strictement
décroissante. En particulier, 'anneau Z des entiers rationnels est noethérien, mais

n’est pas artinien.

4) Soit M un A-module, somme directe d’une famille infinie (M), de sous-
modules non nuls. Soit E 'anneau des endomorphismes de M. Pour tout i € I, soit
a; (vesp. b;) 'ensemble des éléments de E dont le noyau contient 3., M; (resp. dont
I'image est contenue dans M;). Alors (a;) est une famille infinie d’idéaux & gauche non
nuls de E dont la somme est directe, et (b;) est une famille infinie d’idéaux a droite
non nuls de E dont la somme est directe. Par suite 'anneau E n’est artinien (resp.
noethérien) ni & gauche, ni a droite (VIII, p. 2, exemple 2). En particulier, 'anneau
des endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension infinie n’est artinien (resp.

noethérien) ni a gauche, ni a droite.

THEOREME 1. — Soit A un anneau artinien d gauche. Le A-module A, est de lon-
gueur finie.

Nous utiliserons dans la démonstration le lemme suivant :
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Lemme 3. — Soient A un anneau et n un entier naturel. Un A-module artinien M
qui est somme d’une famille de sous-modules de longueur < n est de longueur finie.

Raisonnons par récurrence sur n. Supposons d’abord n = 1. Si M n’était pas
de longueur finie, nous pourrions construire une suite (M,,),,en de sous-modules
de longueur 1 de M, avec M,, ¢ (Zi<m Mi> pour tout m € N. Nous aurions alors
M,, N Y, M; = 0 pour tout m, et la somme de la famille (M

1) men serait directe.
Mais ceci contredirait le fait que le A-module M est artinien (VIII, p. 2, exemple 2).

Supposons maintenant n > 2. Soit (M,);c; une famille de sous-modules de
longueur < n de M, de somme M. Choisissons pour tout ¢ € I un sous-module M/ de
M, de longueur < n — 1, tel que M, /M, soit de longueur < 1. Posons M’ = 3~ M/, et
notons M/ I'image de M, dans M” = M/M’. Les modules M/ sont de longueur < 1
et leur somme est M”. Les modules M’ et M” sont artiniens (VIII, p. 3, prop. 3);
d’apres ’hypothese de récurrence, ils sont de longueur finie. Donc M est de longueur

finie (II, p. 21, prop. 16).

Démontrons maintenant le th. 1. Notons . ’ensemble des idéaux a gauche a
de A, tels que le module A,/a soit de longueur finie. Soit (a;);c; une famille finie
d’éléments de .. D’apres la prop. 1 de VIIL, p. 2, le A-module A, /a, est artinien et
noethérien pour tout ¢ € L. Par suite, A,/ N;c; a; est artinien et noethérien (VIII, p. 4,
cor. de la prop. 3), donc de longueur finie (VIII, p. 2, prop. 1). Cela démontre que .
est filtrant décroissant pour la relation d’inclusion. Comme 'anneau A est artinien
a gauche, 'ensemble . possede un plus petit élément b. Notons n la longueur du
A-module A,/b.

Soient « un élément de A, et a son annulateur (II, p. 28). Le A-module Az est
isomorphe & A, /a. Si Az est de longueur finie, a appartient & ., donc a contient b
et Az est de longueur < n. Ainsi, tout idéal a gauche monogene de A qui est de
longueur finie est de longueur < n. Soit ¢ la somme de ces idéaux ; c’est un idéal a
gauche de A, de longueur finie d’apres le lemme 3. Tout idéal a gauche de longueur
finie de A est somme d’idéaux a gauche monogenes de longueur finie, donc est
contenu dans ¢. Ainsi ¢ est le plus grand idéal a gauche de longueur finie de A.

Si ¢ était distinct de A, I'ensemble des idéaux a gauche de A contenant ¢ et
distincts de ¢ posséderait un élément minimal ¢’. Le A-module ¢’/c serait de lon-
gueur 1 et ¢ serait de longueur finie, ce qui contredirait la maximalité de ¢. On a
donc ¢ = A, le A-module A, est de longueur finie.

COROLLAIRE. — Tout anneau artinien da gauche est noethérien a gauche.
Soit A un anneau artinien a gauche. Par le théoréme 1, le A-module A, est de
longueur finie. On applique alors la prop. 1 de VIII, p. 2.
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Soit A un anneau artinien a gauche (resp. a droite) ; la longueur du A-module A
(resp. A,) (I, p. 42) est appelée la longueur d gauche (resp. d droite) de 'anneau A.
Lorsque A est un anneau commutatif et artinien, ces deux longueurs coincident et
sont appelées simplement la longueur de A. Lorsque A est artinien a droite et a
gauche mais n’est pas commutatif, les longueurs a gauche et a droite de A ne sont
pas nécessairement égales (VIII, p. 13, exerc. 3).

Exemple 5. — Les longueurs a gauche et a droite d'un corps sont égales a 1.

PROPOSITION 4. — a) Soient A un anneau noethérien d gauche et M un A-module
a gauche de type fini. Le module M est noethérien et tout sous-module de M est de
type fini.

b) Soient A un anneau artinien & gauche et M un A-module & gauche. Les
conditions suivantes sont équivalentes : le module M est de type fini; le module M
est artinien; le module M est de longueur finie; le module M est noethérien.

Démontrons a). Tout sous-module monogene de M est isomorphe & un quotient
de A,, donc est noethérien par la prop. 3 de VIII, p. 3. Le module M est une somme
finie de tels sous-modules, il est donc noethérien par le cor. (VIII, p. 4) de la prop. 3.
Tout sous-module de M est alors de type fini (VIII, p. 3, prop. 2).

Supposons maintenant 'anneau A artinien a gauche. On démontre comme dans
I’alinéa précédent que si le A-module M est de type fini, il est artinien. S’il est arti-
nien, il est de longueur finie : en effet ses sous-modules monogenes sont isomorphes a
des quotients de A, donc sont de longueur finie inférieure a celle de A, et 'assertion
résulte du lemme 3. Tout module de longueur finie est noethérien et tout module
noethérien est de type fini. Cela démontre b).

PROPOSITION 5. — a) Soit A un anneau artinien (resp. noethérien) a gauche et
soit ¢ : A — B un homomorphisme d’anneauz qui fasse de B un A-module a gauche
de type fini. L’anneau B est artinien (resp. noethérien) d gauche.

b) Soit A un anneau artinien (resp. noethérien) d gauche et soit a un idéal
bilatére de A; lanneau A/a est artinien (resp. noethérien) d gauche.

c) Soit (A;);er une famille finie d’anneauz artiniens (resp. noethériens) d
gauche. L’anneau [[;c1 A; est artinien (resp. noethérien) a gauche.

Nous traiterons le cas des anneaux artiniens, le cas des anneaux noethériens
étant analogue.

Démontrons a). D’apres la prop. 4, B, est un A-module & gauche artinien, et a
fortiori un B-module a gauche artinien.



A VIIL.8 MODULES ARTINIENS ET MODULES NOETHERIENS §1

L’assertion b) résulte de I’assertion a) appliquée a ’homomorphisme canonique
de A sur A/a.

Prouvons ¢). Posons A = [[,c A;. Par hypothese, (A;)
gauche artinien, et a fortiori un A-module a gauche artinien. D’apres I'exemple 5
de VIII, p. 4, le A-module A, est artinien.

s est un A;-module a

COROLLAIRE. — Les idéaux premiers d’'un anneau commutalif artinien sont ses
idéauxr marimaug.

Dans tout anneau commutatif, un idéal maximal est premier. Soit A un anneau
commutatif artinien. Soit p un idéal premier de A. L’anneau A/p est intégre et
artinien (prop. 5), donc est un corps (VIII, p. 5, exemple 3). Par conséquent, I’idéal
p est maximal.

Z L’anneau de polynomes Q[(X,)neN] est intégre ; il n’est pas noethérien (ni
artinien) (VIII, p. 14, exerc. 9). C’est un sous-anneau de son corps des fractions,
qui est, lui, un anneau artinien (et noethérien).

3. Contremodule

DEFINITION 3. — Soient A un anneau, M un A-module et E Uanneau des endomor-
phismes de M. On appelle contremodule de M le E-module a gauche ayant méme
groupe additif sous-jacent que M et pour loi d’action (c,x) — c(x).

Soit Z le centre de I’anneau A. Pour tout a € Z, ’homothétie a,; appartient a E.
Par suite, E est canoniquement muni d’une structure d’algebre sur Z. En particulier,
si M est un Z-module de type fini, le contremodule de M est de type fini.

Lemme 4. — Soient M un A-module a gauche dont le contremodule est de type
fini. 1l existe un entier naturel m et une application Ay;-linéaire injective de (Ay),
dans M™.

Posons E = End,(M). Soit (xy,...,x,,) une famille génératrice finie du E-
module M. L’application ¢ : a + (axy, ..., ax,,) de (Ay), dans M™ est Ay-linéaire.
Soit a un élément de A, tel que p(a) = 0. L’ensemble des éléments = de M tels
que ax = 0 est un sous-E-module de M contenant x,,...,x,,, donc égal a M, ce qui

entraine a = 0.

PROPOSITION 6. — Soit M un A-module a gauche artinien (resp. noethérien) dont
le contremodule est de type fini. L’anneau Ay; des homothéties de M est artinien

(resp. noethérien) d gauche.
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Cela résulte du lemme 4 et de la prop. 3 de VIII, p. 3.

COROLLAIRE. — Soit A un anneau commutatif.

a) Soit M un A-module noethérien. L’anneau Ay; est noethérien.

b) Soit M un A-module de longueur finie. L’anneau Ay est artinien.

Soit M un A-module. Sous les hypotheses de a) ou de b), le A-module M est
de type fini. Comme A est commutatif, Ay; est contenu dans 'anneau End, (M), de
sorte que le contremodule de M est de type fini. Il suffit alors d’appliquer la prop. 6.

Remarque. — Soit A un anneau. Un A-module a gauche artinien M dont
le contremodule est de type fini est de longueur finie : en effet, 'anneau Ay; des
homothéties de M est artinien & gauche (prop. 6) et M est un module artinien
sur Ayr; d’aprés VIIIL, p. 7, prop. 4, M est un module de longueur finie sur Ay,
et donc aussi sur A.

En particulier, tout module artinien de type fini sur un anneau commu-
tatif est de longueur finie. Par contre, un module artinien de type fini sur un
anneau non commutatif n’est pas nécessairement de longueur finie (VIII, p. 15,
exerc. 12).

4. Polyn6mes a coefficients dans un anneau noethérien

Soient A un anneau, o un endomorphisme de I’anneau A et d un endomorphisme
du groupe additif de A, satisfaisant la relation

(1) d(ab) = o(a)d(b) + d(a)b

pour tous a, b € A. Autrement dit, d est une dérivation de 'anneau A dans le (A, A)-
bimodule obtenu en munissant le groupe additif de A de la loi d’action a gauche
(a,z) — o(a)z, et de la loi d’action a droite (a,z) — xza. On a d(1) = 0 (III, p. 122,
prop. 3).

Rappelons (IV, p. 2) que A[X] désigne le Z-module A ®, Z[X] des polynomes
en une indéterminée a coefficients dans A. On le munit de sa structure naturelle de
A-module a gauche. La famille (X"), cn en est une base. On identifie A & son image
par application a — a ® 1.

PROPOSITION 7. — Soient A, o, d comme ci-dessus. Il existe sur le groupe A[X]
une unique structure d’anneau possédant les propriétés suivantes :
a) L’addition de cet anneau est Uaddition usuelle de A[X];

b) La multiplication de cet anneau prolonge celle de A ;
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¢) Le produit dans cet anneau d’une suite (a,X,...,X), formée d’un élément a
de A suivi de n termes égaux a X, est le polynome aX™ ;

d) On a dans cet anneau Xa = o(a)X + d(a) pour tout a € A.

Notons E 'anneau des endomorphismes du groupe additif A[X]. L’application
qui & a € A associe I'homothétie ay; du A-module a gauche M = A[X] est un
homomorphisme d’anneaux de A dans E. Considérons les éléments u, oy et dy; de
E définis par u(30,X") = S5, X" oy (X6,X") = S o(b,)X", dy(Xb,X") =
> d(b,)X™. On a, pour tout a € A

(2) way=ayu, on Ay = 0(a)y oy dyay = o(a)y dy +d(a)y -
Posons
(3) Xy =oyutdy.

Il résulte de (2) que l'on a, pour tout a € A,
(4) Xy ay = o(a)y Xy + d(a)y -

Considérons 'application ¢ : A[X] — E définie par

6 o(aX") = Lla (X"

C’est un homomorphisme de groupes. On démontre par récurrence que l'on a
(Xp)™(1) = X" pour tout n € N. On a donc ¢(P)(1) = P pour tout P € A[X], ce
qui prouve que I’homomorphisme ¢ est injectif. Notons B son image. L’ensemble B
est un sous-groupe de E; il contient 1, est stable par multiplication a gauche par
ay; pour a € A, et par Xy d’apres (4). Clest donc un sous-anneau de E. L'unique
structure d’anneau sur A[X] déduite de celle de B par transport de structure par ¢
possede les propriétés de la prop. 7, la propriété d) résultant de la formule (4).

Si A[X] est muni d’une structure d’anneau possédant les propriétés de la prop. 7,
I'homothétie & gauche vy de cet anneau (I, p. 92) applique nécessairement bX"™ sur
o (b)X"! + d(b)X" pour b € A et n € N, donc est égale a Xy;. L’homothétie v, est
nécessairement égale a ay; pour tout a € A. Il s’ensuit que l'on a yp = ¢(P) pour
tout P € A[X], d’ou I'assertion d’unicité de la prop. 7.

L’ensemble A[X], muni de I'unique structure d’anneau satisfaisant aux condi-
tions de la prop. 7, est noté A[X], , et appelé l'anneau de polynomes en X d coeffi-
cients dans A, relatif a o et d. On le note simplement A[X], lorsque d est ’application
nulle, et A[X] lorsque de plus o est application identique de A. Cette notation est
compatible avec celle introduite en IV, p. 1 pour un anneau A commutatif.
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Remarque. — L’anneau A[X], 4 posséde la propriété universelle suivante :
étant donnés un anneav A’, un homomorphisme d’anneauz f : A — A’ et un
élément x de A’ tels que xf(a) = f(o(a))z+ f(d(a)) pour touta € A, il existe un
unique homomorphisme d’anneauz g : A[X],q — A’ qui prolonge f et applique
X sur x.

L’assertion d’unicité est claire. Montrons que Papplication g : A[X],q —
A’ définie par (> a,X") = Y f(an)x™ posséde les propriétés requises. Elle
prolonge f, applique X sur z et est un homomorphisme de groupes. On a g(1) =
1. Pour a € A et Q = a, X" dans A[X],q4, on a

9(aQ) = (3" aa,X") = 3" flaan)a" = f(a) 3 f(an)rn = 9(a)g(Q)

ainsi que

9(XQ) = (3 (r(an) X + d(an)x"))
= Y (o @n)e™ + f(dlan))a") = 2 Y flan)s" = 9(X)g(Q).

On en déduit que l'on a g(P)g(Q) = ¢(PQ) pour P,Q dans A[X],4 et donc que
g est un homomorphisme d’anneaux.

THEOREME 2. — Soit A un anneau noethérien a gauche et soient o un automor-
phisme de A et d un endomorphisme du groupe additif de A satisfaisant la rela-
tion (1). L’anneau A[X], ; est noethérien d gauche.

Posons B = A[X], ;. Pour tout entier n > 0, notons B,, 'ensemble des éléments
de B de la forme ag + ;X + -+ - 4+ @,X". C’est un sous-A-module & gauche de B.
L’application ¢, : B, — A, définie par ¢, (aq+a,X+---+a,X") = a, est A-linéaire.

Soit b un idéal & gauche de B. Pour tout entier n > 0, 'ensemble a,, = ¢, (bNB,))
est un idéal & gauche de A. Comme on a Xa = o(a)X + d(a) pour tout a € A, on a

(6) Pni1(XQ) = (9, (Q))

pour tout Q € B,, d'ott o(a,) C a,,,. Par conséquent, la suite des idéaux a], =
07 "(a,) de A est croissante. Comme l'anneau A est noethérien a gauche, il existe
un entier m > 0 tel que 'on ait a), = a;,,; pour n > m. Comme o est surjectif, on

a la relation

(7) J(an) = an+1

pour tout entier n = m.

Soit ¢ l'idéal a gauche de B engendré par b N B,,; comme le A-module a
gauche B,, est de type fini et que 'anneau A est noethérien a gauche, le A-module
a gauche b N B,, est de type fini (VIII, p. 7, prop. 4 a)). L’idéal & gauche ¢ est donc
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engendré par une partie finie de B. Il est clair qu’il est contenu dans b. Démontrons

qu’il est égal a b en démontrant par récurrence que l'on a, pour tout entier n > 0,
(8) bNB, Cc.

La relation (8) est vraie par construction pour n < m. Supposons désormais que
n soit un entier > m tel que b N B, C ¢. Soit P un élément de b N B,,,,. Alors
©n41(P) appartient & a, ; = o(a,,) et il existe donc un élément Q de b N B, tel que
On1(P) = 0(¢,(Q)). Posons R = P — XQ. Compte tenu de la relation (6), on a
©n1(R) =0, c'est-a-dire R € B,,. Comme P et Q appartiennent & I'idéal a gauche b
de B, il en est de méme de R ; ainsi, R et Q appartiennent & b N B,,, qui est contenu
dans l'idéal ¢ d’apres 'hypothese de récurrence. Par suite, P appartient a ¢. Cela
prouve que 'ona bN B, ; Cc.

Ainsi, b est égal a ¢; c’est donc un idéal de type fini de B. Cela démontre que
I’anneau B est noethérien a gauche.

Si 'endomorphisme o de "anneau A n’est pas un automorphisme, 'anneau
A[X]sq n'est pas nécessairement noethérien & gauche, méme lorsque A est un
anneau commutatif noethérien (VIII, p. 21, exerc. 26).

COROLLAIRE 1 (Hilbert). — Soit A un anneau commutatif et noethérien. Pour tout
entier n > 0, Ualgébre de polynomes A[X,,...,X,] est un anneau noethérien.

Cela résulte par récurrence du théoreme 2, compte tenu de la prop. 8 de III,
p. 26.

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau commutatif et noethérien. Une A-algébre com-
mutative engendrée par un nombre fini d’éléments est un anneau noethérien.

Une telle algebre est isomorphe & une algebre de la forme A[X;,...,X,]/a ou
n >0 et a un idéal de A[X,,...,X,]. On applique alors le corollaire 1 et la prop. 5
de VIII, p. 7

COROLLAIRE 3. — Tout anneau commutalif est réunion d’une famille filtrante
croissante de sous-anneaux noethériens.

Soit en effet A un anneau commutatif. Les sous-anneaux de A qui sont engendrés
(en tant que Z-algébres) par un nombre fini d’éléments sont noethériens d’apres le
cor. 2. Ils forment une famille filtrante croissante de sous-anneaux de A, dont la

réunion est A.
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EXERCICES

1) Soient A un anneau principal qui n’est pas un corps et P un systéme représentatif
d’éléments extrémaux de A. Pour qu'un A-module M soit artinien, il faut et il suffit qu’il
soit de torsion et qu’il existe une partie finie S de P telle que les deux conditions suivantes
soient satisfaites :
(i) Pour tout 7 € P=S, le composant m-primaire M, de M (VII, p. 8) est réduit 4 0;
(ii) Pour tout 7 € S, Pensemble des éléments de M annulés par , considéré comme
espace vectoriel sur le corps A/mA, est de dimension finie.

9 2) Soient A un anneau, M un A-module de longueur finie n et R un ensemble d’endo-
morphismes nilpotents de M, stable par composition.

a) Sin = 1, tout élément de R est nul. Sin > 1, démontrer qu’il existe un sous-module
N de M, distinct de 0 et de M, stable par tous les éléments de R. (On peut supposer que
R posséde un élément s # 0; en choisir un pour lequel s(M) ait la plus petite longueur
possible, et démontrer que 'on a srs = 0 pour tout » € R. En déduire que l'on peut
prendre N = s(M) si Rs = {0}, et N = 3, g r(s(M)) si Rs # {0}.)D

b) Déduire de a) qu’il existe une suite de Jordan-Holder (M;)o<i<n de M telle que
Pon ait 7(M;) C M;41 pour tout r € Ret 0 < i < n— 1. En déduire que'onary...r, =0
pour toute suite (7;)1<i<n de n éléments de R.

3) a) Donner un exemple de corps commutatif K et d’isomorphisme ¢ de K sur I'un de ses
sous-corps K, tel que K soit de dimension infinie sur K’. On définit sur le groupe additif
A = K x K une structure d’anneau en posant (z,y)(z’,y’) = (za’, 2y’ + yp(a’)) (1L, p. 179,
exerc. 7). Les seuls idéaux a gauche de A sont {(0,0)}, {0} x K et A, mais, pour tout
sous-K’-espace vectoriel E de K, {0} x E est un idéal a droite de A. En déduire que A est
artinien et noethérien a gauche, mais ni artinien ni noethérien a droite.

b) Donner un exemple de module de longueur finie dont anneau d’endomorphismes
n’est ni artinien ni noethérien a gauche.

¢) A laide de la méme méthode qu’en a), donner un exemple d’anneau artinien a
gauche et a droite, dont la longueur a gauche est distincte de la longueur a droite.

4) Soit p: A — B un homomorphisme d’anneaux.
a) Si, en tant que A-module & droite, B est libre et non nul, et si anneau B est
artinien (resp. noethérien) & gauche, 'anneau A est artinien (resp. noethérien) a gauche.
b) Donner un exemple ot A est un corps commutatif, ot B, considéré comme espace
vectoriel a droite sur A est de dimension finie, et o B n’est ni artinien ni noethérien a
gauche (utiliser lexerc. 3).

() Cette démonstration nous a été communiquée par A. Rosenberg.
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5) Soit » un entier > 1. Pour qu'un anneau A soit artinien (resp. noethérien) & gauche,
il faut et il suffit que anneau de matrices M, (A) le soit. Si A est artinien a gauche, la
longueur a gauche de M,,(A) est égale a n fois celle de A.

6) Soient A un anneau et e un élément idempotent de A.

a) Soient a; un idéal & gauche de 'anneau eAe et a l'idéal & gauche de A engendré
par a;. On a a1 = eae = aNeAe.

b) Pour tout idéal & gauche a de A, on a aNeAe C eae; donner un exemple ou cette
inclusion est stricte (prendre pour A un anneau de matrices).

¢) On a aNeAe = eae pour tout idéal bilateére a de A.

d) Si Panneau A est artinien (resp. noethérien) & gauche, il en est de méme des
anneaux eAe et (1 —e)A(l —e).

e) Donner un exemple ot eAe et (1 —e)A(1 — e) sont des corps commutatifs et ou il
existe dans A des suites infinies strictement croissantes et des suites infinies strictement
décroissantes d’idéaux bilatéres. (On pourra choisir un espace vectoriel V de dimension
infinie sur un corps commutatif K, munir le groupe additif A = K x V x K de la structure
d’anneau définie par (A, z, u) (N, 2, 1) = (AN, A\’ + (&, pyt’) et poser e = (1,0,0).)

7) a) Soient A un anneau et .# I'ensemble des idéaux & gauche de A de la forme Ae, ol e
est un élément idempotent de A. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Toute partie non vide de .# posséde un élément minimal;

(ii) Toute partie non vide de .# posséde un élément maximal ;

(iii) Il n’existe pas de famille infinie d’idéaux non nuls appartenant & .# dont la
somme soit directe ;

(iv) Il n’existe pas de famille infinie (e;) d’éléments idempotents non nuls de A telle
que e;ej = 0 pour i # j.

b) Donner un exemple d’anneau A dans lequel tout ensemble non vide d’idéaux a
gauche monogénes posséde un élément maximal et un élément minimal (de sorte que les
conditions de a) sont satisfaites), bien que A ne soit ni artinien ni noethérien a gauche
(utiliser lexerc. 3).

¢) Soit M un module. Si tout ensemble non vide de sous-modules de type fini de M
possede un élément maximal, M est noethérien.

d) Donner un exemple de module non artinien dans lequel tout ensemble non vide
de sous-modules de type fini posséde un élément minimal.

8) Soient A un anneau, B et D deux sous-anneaux de A. Démontrer que si D est un corps
et que 'anneau B est artinien a gauche, BN D est un corps.

9) Soit A un anneau commutatif non nul et soit I un ensemble infini. Les anneaux A[(X;);e1]
et A[[(X;)ie1]] ne sont ni artiniens ni noethériens.
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10) Soient A un anneau, a et b deux idéaux bilatéres de A. Si les anneaux A/a et A/b sont
artiniens (resp. noethériens) a gauche, il en est de méme de 'anneau A/aNb; par contre,
lanneau A/ab n’est pas nécessairement artinien (resp. noethérien) a gauche.

11) Soient A,B des anneaux, M un A-module & gauche de type fini, P un A-module &
droite de type fini et N un (A, B)-bimodule. Si le B-module & droite N est artinien (resp.
noethérien), il en est de méme des B-modules & droite Homa (M, N) et P ®5 N.

12) Soit K un corps commutatif. Notons (e, )nen la base canonique de 'espace vectoriel
V = KN, On définit une suite (un)nen d’endomorphismes de V en posant :

up(eg) =0 up(er) =0 uo(ent1) = en pour n > 1
um(e0) = em Um(en) =0 pour m > 1etn > 1.

Soit A la sous-K-algebre unifere de Endk (V) engendrée par la suite (uy)nen. Démontrer
que le A-module & gauche V est artinien, de type fini (et méme monogeéne), mais n’est pas
noethérien.

13) @) Soit p : A — B un homomorphisme d’anneaux. Supposons que A soit noethérien &
gauche et qu’il existe une partie finie S de B, dont les éléments commutent entre eux et a
ceux de p(A), telle que anneau B soit engendré par p(A) et S. Alors B est noethérien a
gauche.

b) Soit A un anneau commutatif non nul. Donner un exemple de A-algebre associative
et unifére, engendrée par un nombre fini d’éléments, qui n’est un anneau noethérien ni a
gauche, ni & droite (on pourra considérer 'algebre associative libre Libasy (I) (IIL, p. 21,
déf. 2), ot I est un ensemble de cardinal > 2).

14) Soit V un espace vectoriel de dimension infinie dénombrable sur un corps K. L’ensemble
% des endomorphismes de rang fini de V est un idéal bilatére de Panneau B = Endk (V).
Démontrer que les seuls idéaux bilatéres de 'anneau A = B/.# sont {0} et A, mais que A
n’est noethérien ni a gauche ni a droite.

€ 15) Soient A un anneau commutatif et M un A-module de type fini.

a) On suppose que pour toute suite croissante (ay)nen d’idéaux de A la suite
(apM)pen est stationnaire. Démontrer que le A-module M est noethérien. (Se ramener
au cas ou le A-module M est fidéle et oti, pour tout idéal a # 0 de A, le A-module M/aM
est noethérien ; il existe alors un sous-module Ny de M maximal parmi les sous-modules
N C M tels que M/N soit fidéle; prouver que le A-module M/N est noethérien, puis que
l’anneau A est noethérien et conclure.)

b) *On suppose que pour toute suite décroissante (a,)nen d’idéaux de A la suite
(apM)pen est stationnaire. Démontrer que le A-module M est artinien. (Se ramener au
cas ou le A-module M est fidele; démontrer qu’alors A n’a qu’un nombre fini d’idéaux
maximaux, puis, en s’inspirant de la preuve de la prop. 1 de VIII, p. 169, que le radical de A



A VIIIL.16 MODULES ARTINIENS ET MODULES NOETHERIENS §1

est nilpotent ; en déduire qu’il existe une suite finie (my, my,..., m,) d’idéaux maximaux
de A dont le produit annule M ; conclure en raisonnant par récurrence sur n.).

16) a) Soient A un anneau commutatif et p : A — B un homomorphisme injectif d’anneaux
qui fait de B un A-module & gauche de type fini. Supposons que pour toute suite croissante
(resp. décroissante) (a,)nen d’idéaux de A, la suite (a,B)nen soit stationnaire (ce qui est
le cas si Panneau B est noethérien (resp. artinien) & droite). Démontrer que I'anneau A
est noethérien (resp. artinien) (utiliser 'exerc. 15).

b) Donner un exemple d’anneau B, artinien et noethérien & droite et & gauche, et de
sous-anneau A de B tel que B soit de type fini en tant que A-module a droite et a gauche,
et que anneau A ne soit ni noethérien ni artinien a droite ou a gauche (on pourra choisir
un anneau intégre convenable C, de corps des fractions K, prendre pour B l'anneau des
matrices M3(K) et pour A le sous-anneau de B formé des matrices (a;j)1<i,j<3 telles que
a;j =0pour 1 <i<j<3etaypeC.)

17) Soient E un monoide, e son élément neutre, S une partie de E et S’ le sous-monoide
de E engendré par S. On dit que S permet un calcul des fractions a gauche sur E si les
deux conditions suivantes (tautologiques lorsque E est commutatif) sont satisfaites :

(i) Pour tout a € E et tout s € S, il existe b € E et ¢ € S tels que ta = bs.

(ii) Quels que soient a € E, b € E et s € S tels que as = bs, il existe t € S tel que
ta = tb.

a) Supposons qu’il existe un homomorphisme u de E dans un monoide E’ tel que
tout élément de u(S) soit inversible dans E' et que, quels que soient a,b dans E tels que
u(a) = u(b), il existe s € S’ tel que sa = sb. Alors S permet un calcul des fractions &
gauche sur E.

b) Supposons que S permette un calcul des fractions & gauche sur E. Dans E x S/,
on note (a,s) ~ (b,t) la relation : « il existe ¢ et d dans E tels que 'on ait ca = db et
cs = dt € S’ ». Clest une relation d’équivalence. On pose ST'E = (E x §')/ ~ et I'on
note ¢ : E — S™!E l'application qui & a € E associe la classe de (a, e). Il existe sur ST'E
une unique structure de monoide telle que ¢ soit un homomorphisme unifere, que £(s) soit
inversible pour tout s € S et que, pour (a,s) € E x ', 1a classe dans S™'E de (a, s) soit
égale & e(s)"'e(a). On dit que ST'E est le monoide des fractions a gauche de E associé
a S. 1l coincide avec celui défini en I, p. 17 lorsque le monoide E est commutatif.

¢) Soient a, b dans E. Pour que l'on ait €(a) = (b), il faut et il suffit qu’il existe s € S’
tel que sa = sb. Pour que ¢ soit injectif (resp. bijectif), il faut et il suffit que tout élément
de S soit simplifiable & droite (resp. inversible).

d) Soit f un homomorphisme unifére de E dans un monoide F tel que tout élément
de f(S) soit inversible dans F. Il existe un homomorphisme f : ST'E — F et un seul tel
que f = fos. Sif estinjectif, f est injectif.
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e) On dit que S permet un calcul des fractions a droite sur E s'il permet un calcul
des fractions a gauche sur le monoide E° opposé de E. Définir dans ce cas le monoide
des fractions d droite ES™' de E associé a S, observer que 'on a (ES™1)° = S™1(E°), et
réécrire b) pour les monoides de fractions & droite. Si S permet un calcul des fractions a
gauche et & droite sur E, les monoides S™'E et ES™! sont canoniquement isomorphes.

18) a) Soient A un anneau, S une partie de A et S’ la plus petite partie de A, contenant 1
et S, stable par multiplication. On dit que S permet un calcul des fractions a gauche sur A
si les deux conditions suivantes (tautologiques lorsque A est commutatif) sont satisfaites :

(i) Pour tout a € A et tout s € S, il existe b € A et t € S’ tels que ta = bs.

(ii) Quels que soient a € A et s € S tels que as = 0, il existe ¢ € S’ tel que ta = 0.

1l revient au méme de dire que S permet un calcul des fractions & gauche sur le mo-
noide obtenu en munissant ’ensemble A de la seule multiplication (exerc. 17). Démontrer
qu'il existe alors sur le monoide multiplicatif S™'A une unique addition telle que S™1'A,
muni de cette addition et de sa multiplication, soit un anneau et que I’application cano-
nique € : A — S7'A (loc. cit.) soit un homomorphisme d’anneaux. On dit que S™'A est
lanneau des fractions a gauche de A associé a S. Lorsque A est commutatif, il coincide
avec celui défini en I, p. 108.

b) Pour que S permette un calcul des fractions & gauche sur A, il faut et il suffit qu’il
existe un anneau B et un homomorphisme d’anneaux u : A — B tel que tout élément de
u(S) soit inversible dans B et que, quel que soit a € u~1(0), il existe s € S tel que sa = 0.

¢) Supposons que S permette un calcul des fractions a gauche sur A. Le noyau de
I’homomorphisme canonique € : A — S™A est 'ensemble des a € A tels qu'il existe s € S,
avec sa = 0.

Soit f un homomorphisme de A dans un anneau B tel que tout élément de f(S) soit
inversible dans B. Il existe un homomorphisme f : ST'A — F et un seul tel que f = fo s.
Si f est injectif, f est injectif.

d) Formuler les énoncés analogues a a), b), ¢), relatifs au calcul des fractions & droite ;
si S permet un calcul des fractions & droite sur A, on note AS™! I'anneau des fractions a
droite de A. On a dans ce cas (AS™!)° = STI1(A°). Si S permet un calcul des fractions &
gauche et & droite sur A, les anneaux S™'A et AS™! sont canoniquement isomorphes.

e) Soit A un anneau non nul sans diviseur de zéro. Pour que A admette un corps des
fractions & gauche (I, p. 155, exerc. 15), il faut et il suffit que 'ensemble S des éléments
non nuls de A permette un calcul des fractions & gauche sur A, et dans ce cas S™'A est le
corps des fractions a gauche de A.

19) Soient A un anneau, S une partie de A qui permet un calcul des fractions a gauche
sur A (exerc. 18) et ' la plus petite partie de A contenant 1 et S, stable par multiplica-
tion. On note S™'A 'anneau des fractions & gauche de A associé & S et e : A — S71A
I’homomorphisme canonique.



A VIIIL.18 MODULES ARTINIENS ET MODULES NOETHERIENS §1

a) Soit M un A-module. On note S™'M le S™'A-module S™'A ®4 M, et on I'appelle
le module des fractions d gauche de M associé & S. Démontrer que tout élément de S™1M
peut s’écrire e(s)”! @ x avec z € M et s € S/, et que, pour x,y dans M et s, dans &, la
relation £(s) ™' @ x = e(t)”! ® y équivaut & I'existence d’un couple (c,d) d’éléments de A
tels que l'on ait cx = dy et cs = dt € S'.

b) On note ) application A-linéaire canonique z +— 1® x de M dans S™'M. Son
image engendre le S™'A-module S™'M ; son noyau est formé des éléments = € M tels qu’il
existe s € S’ vérifiant sz = 0. Pour que l'application e); soit injective (resp. bijective),
il faut et il suffit que, pour tout s € S, 'homothétie  — sz de M soit injective (resp.
bijective).

¢) Pour que l'on ait ST'M = 0, il faut et il suffit que, pour tout 2 € M, il existe s € S
tel que sz = 0.

d) Soit N un sous-module de M. L’application S~!A-linéaire canonique de S™'N dans
S~IM est injective. (*Autrement dit, le A module & droite ST'A est plat.,) On identifiera
S~IN & son image dans S™!M par cette application. Le sous-module 51\14(8*1N) de M se
compose des éléments x € M tels qu'il existe s € S’, avec sx € N. On dit que c’est le saturé
a gauche de N pour S.

e) L’application N' — 51\14(N’ ) est un isomorphisme de ’ensemble ordonné des sous-
S~'A-modules de S™'M sur I’ensemble ordonné des sous-A-modules de M qui sont saturés
(i.e. égaux & leur saturé) a gauche pour S. L’isomorphisme réciproque est N — S™IN.

f) Si le A-module M est noethérien, le S™'A-module S™'M est noethérien. Si le A-
module M est artinien, le S™'A-module S™'M est artinien et I'application ey : M — S™IM
est surjective.

g) Sil’anneau A est noethérien (resp. artinien) & gauche, il en est de méme de 'anneau
STTA.

h) Formuler les énoncés analogues & ceux de cet exercice pour les modules de fractions
a droite des modules a droite.

20) Prouver qu’un anneau noethérien & gauche A sans diviseur de zéro admet un corps
des fractions a gauche (exerc. 18) (si a et s sont des éléments non nuls de A, utiliser le
fait que la suite des idéaux (As+ Asa+---+ Asa™)pen est stationnaire pour prouver que
Aa N As n’est pas réduit a 0).

21) Soient A un anneau, o un endomorphisme de 'anneau A et d un endomorphisme
nilpotent du groupe additif de A satisfaisant la relation d(ab) = o(a)d(b) + d(a)b.

a) Montrer que 'ensemble S = {X} permet un calcul des fractions & gauche (exerc. 18)
sur Panneau B = A[X], 4 (VIIL p. 10). Si o est injectif, 'homomorphisme canonique de
B dans S™'B est injectif et on identifie B & un sous-anneau de S™'B. Si ¢ est bijectif, S
permet aussi un calcul des fractions & droite sur B, et tout élément de S™'B s’écrit de fagon



EXERCICES A VIIL19

unique sous la forme >, cz an X", ot (an)nez est une famille & support fini d’éléments
de A. Ecrire, pour a € A, 'élément X~ ta de S™!B sous cette forme.

b) Démontrer que la multiplication de 'anneau A[X], 4 se prolonge par continuité en
une multiplication sur ensemble A[[X]] des séries formelles en X & coefficients dans A. Le
groupe additif A[[X]], muni de cette multiplication, est un anneau que 'on note A[[X]]y 4
(ou simplement A[[X]], si d = 0). Donner un exemple ot une série formelle v € A[[X]]
de terme constant égal & 1 ne possede dans 'anneau A[[X]],q d’inverse ni & droite ni &
gauche.

¢) Montrer que les éléments inversibles de A[[X]], sont ceux dont le terme constant
est inversible dans A.

d) Formuler et démontrer 'analogue de a) en remplagant Panneau A[X], 4 par Pan-
neau A[[X]]y.q4-

e) On suppose que A est un corps et o un automorphisme de A. Alors ST'A[[X]],
(o S = {X}) est un corps, dont tout élément s’écrit de facon unique Y, oz an X", oll
(an)nez est une famille d’éléments de A n’ayant qu'un nombre fini de termes d’indice < 0
non nuls. On note ce corps A((X)),-

f) On suppose que A est un corps commutatif. Décrire le centre du corps A((X)),.
En déduire un exemple de corps de degré infini sur son centre.

22) Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G tel que le groupe quotient G/H
soit isomorphe a Z. Soit g un élément de G dont 'image canonique dans G/H engendre
G/H. Soient C un anneau commutatif, A l'algébre C[H] de H sur C (IIL, p. 19), (ep)ren
sa base canonique et ¢ 'automorphisme de A qui applique e, sur egpg-1.

a) Démontrer qu’il existe un homomorphisme u et un seul de I'anneau B = A[X],
dans 'anneau C[G] qui prolonge I'injection canonique de A = C[H] dans C[G] et applique
X sur I'élément ¢4 de la base canonique de C[G].

b) Posons S = {X}. Démontrer que u se prolonge en un isomorphisme de lan-
neau S™!'B (cf exerc. 21) sur C[G]. En déduire que si 'anneau C[H] est noethérien &
gauche, anneau C[G] est noethérien a gauche.

23) Soient A un anneau, I un ensemble, & = (0;);c1 une famille d’endomorphismes de
lanneau A et d = (d;);er une famille d’endomorphismes du groupe additif de A, satisfaisant
les relations

;005 =0j00; o;od; =djoo; diodj =djod;
pouriel, jel,i#jet
di(ab) = (Ti(a)di(b) + di(a)b

pouriel,ae A beA.
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a) Prouver qu’il existe un unique anneau B dont le groupe additif est le groupe additif
A[X] des polyndmes a coefficients dans A en la famille d’indéterminées X = (X;);er, et
dont le produit satisfait aux conditions suivantes :

(i) Les éléments X; (i € I) de B sont deux a deux permutables ;

(ii) Pour tout a € A et tout multiindice v = (v;);e1 € N, le produit dans B, dans
cet ordre, de a par une suite finie formée de v; éléments égaux a X; pour tout ¢ € I, est le
polynome aX" ;

(iii) Pour tout a € A et tout ¢ € I, on a dans Panneau B la relation X;a = 04(a)X; +
d;i(a).

b) L’anneau B est noté A[X]y 4. Il possede la propriété universelle suivante : étant
donnés un anneau C, un homomorphisme d’anneaux f : A — C et une famille (z;);er
d’éléments de C deux & deux permutables tels que z;f(a) = f(oi(a))z; + f(di(a)) pour
tout @ € A et tout ¢ € I, il existe un unique homomorphisme d’anneaux g : B — C
prolongeant f tel que g(X;) = x; pour i € L.

¢) Soit J une partie de I. Notons B’ 'anneau A[(X:)ici](6,)ey,(di)ie, - POUr tout i € I=1J,
il existe un unique endomorphisme o} de anneau B’ et un unique endomorphisme d; du
groupe additif de B’ tel que :

ai(a) = o4(a) d(a) = d;(a) pour a € A,

oi(X;) =X, d(X;)=0 pour j € J,

d;(PQ) = 0j(P)d;(Q) + d;(P)Q pour PEB, Q€ B.
Posons o/ = (0})icr-y et d = (d)ici-;. La bijection canonique de A[(X;);e1] sur
A[(X;)je5][(Xi)ict-1] est un isomorphisme de lannecau B = A[(X;)ict]o,q sur anneau

B[(Xi)ict-slgrar-

d) Si anneau A est noethérien a gauche, que ’ensemble I est fini et que, pour tout
i € I, Pendomorphisme o; de A est bijectif, 'anneau B = A[X], 4 est noethérien a gauche.

e) Supposons que, pour tout i € I, o; soit application identique de A. Notons E
lanneau des endomorphismes du groupe additif de A. Montrer qu’il existe un unique
homomorphisme d’anneaux ¢ de B = A[X], 4 dans E tel que ¥(X;) = d; pour ¢ € I et
que, pour tout a € A, ¢(a) soit 'homothétie & gauche b+ ab de A.

f) Conservons les hypotheses de e). Supposons de plus que A soit un anneau de
polynomes C[(T;);e1] & coefficients dans un anneau C (non nécessairement commutatif),
et que, pour tout i € I, d; soit la dérivation P % de A. Démontrer que, si C est non
nul et sans torsion sur Z, 'homomorphisme v : B — E est injectif. Démontrer que, si C
est un anneau de caractéristique p > 0 (V, p. 2), le noyau de v est I'idéal & gauche de B
engendré par les éléments X (i € I).

9 24) Soient G un groupe, e son élément neutre et A un anneau commutatif non nul.
Notons A[G] l'algebre du groupe G sur A (III, p. 19).
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a) Soient I un ensemble fini, (G;);cr une famille de sous-groupes de G et (g;)ier une
famille d’éléments de G. Démontrer que si G est réunion de la famille (¢;G;)ier, I'un des
sous-groupes G; est d’indice fini dans G.

b) Supposons que toute classe de conjugaison dans G distincte de {e} soit infinie et
que 'anneau A soit intégre. Démontrer que si a et b sont deux idéaux bilatéres non nuls
de 'anneau A[G], on a ab # 0. (Choisir des éléments a = > agg et b = > byg de a et b
avec a. # 0 et be # 0. En utilisant @), démontrer que, quitte & remplacer a par hah™! avec
h € G convenable, on peut supposer que ayb,—1 = 0 pour tout g # e dans G.)

*¢) Démontrer que, pour que 'anneau A[G] soit artinien & gauche (resp. & droite),
il faut et il suffit que 'anneau A soit artinien et que le groupe G soit fini. (Si A[G] est
artinien a gauche, déduire du th. 1 de VIII, p. 5 que le groupe G est de longueur finie;
pour prouver qu’il est fini, se ramener au cas ou A est un corps et G un groupe simple,
puis utiliser b) et la prop. 1 de VIIL, p. 169) %

25) On conserve les notations de 'exerc. 24.

a) Pour tout sous-groupe H de G, soit Iy le noyau de la surjection canonique
Z[G] — Z(G/M | Alors 'application H + Ig est une injection croissante de I'ensemble
des sous-groupes de G dans celui des idéaux a gauche de Z[G]; si H est un sous-groupe
distingué de G, I'idéal Iy est bilatére.

b) Supposons que l'anneau A[G] soit noethérien & gauche. Il est alors aussi noethé-
rien & droite. Pour tout sous-groupe H de G, 'anneau A[H] est noethérien & gauche; en
particulier 'anneau A est noethérien. Si H est distingué dans G, I'anneau A[G/H] est
noethérien a gauche. Tout sous-groupe de G admet un systéme générateur fini.

¢) Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le groupe G posséde une suite de composition dont les quotients sont finis ou
isomorphes a Z ;

(ii) Le groupe G posseéde une suite de composition (G;)o<i<n telle que Gy soit d’indice
fini dans G et que G;/Gjy1 soit isomorphe & Z pour 0 < i < n — 1.

Lorsqu’elles sont satisfaites et que 'anneau A est noethérien, 'anneau A[G] est noe-

thérien & gauche (utiliser 'exerc. 22).

26) Soient K un corps commutatif, A anneau des polynémes K[T] et o 'endomorphisme
P(T) +~ P(T?) de 'anneau A. L’anneau A[X], n’est pas noethérien & gauche, bien que
l’anneau A soit noethérien.

27) Soient D un corps, o un automorphisme de D, d un endomorphisme du groupe additif
de D satisfaisant a la relation (1) de VIII, p. 9, A Panneau D[X], 4 (VIII, p. 10). Etant
donné un élément non nul P = > a,X" de A, le plus grand entier n tel que a, # 0 est
appelé le degré de P et noté deg(P). On pose deg(0) = —oc.
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a) Soient F,G des éléments de A, avec G # 0; montrer qu'il existe des éléments
bien déterminés Q,R (resp. Q',R’) de A tel que F = QG + R et deg(R) < deg(G) (resp.
F =GQ + R’ et deg(R’) < deg(G)).

b) En déduire que tout idéal a gauche (resp. a droite) de A est monogene. Si F, G, H, K
sont des éléments de A satisfaisant & AF + AG = AH et AF N AG = AK, on a deg(F) +
deg(G) = deg(H) + deg(K) (observer que le D-espace vectoriel A/AF est de dimension
deg(F)).

¢) Pour que l'idéal AF de A soit maximal, il faut et il suffit que F soit irréductible,
c’est-a-dire ne soit pas le produit de deux polynémes non constants.

28) Soient B un anneau, A un sous-anneau de B, z un élément de B tel qu'on ait A+ Az =
A + zA, et que 'anneau B soit engendré par A U {z}.

a) Soit M un A-module & gauche noethérien ; prouver que le B-module Mp) =B®aM
est noethérien. En particulier, si 'anneau A est noethérien a gauche, il en est de méme
de B.

b) On suppose que le A-module M est de longueur finie n; prouver que tout sous-B-
module de Mgy possede une partie génératrice de cardinal < n (adapter la démonstration
du th. 1).



§2. STRUCTURE DES MODULES DE LONGUEUR FINIE

1. Anneaux locaux

PROPOSITION 1. — Soit A un anneau non nul et soit v l'ensemble des éléments non
inversibles de A. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L’ensemble v est un idéal bilatére de A ;

(ii) L’ensemble v est stable par addition;

(iii) L’anneau A posséde un unique idéal a gauche mazimal;

(iv) Quel que soit a € A, 'un des éléments a ou 1 — a est inversible;

(V) Quel que soit a € A, l'un des éléments a ou 1 — a est inversible d gauche.

L’implication (i) = (ii) résulte de la définition d’un idéal. Comme 1 n’appar-
tient pas a t, on a (i) = (iv).

On a vt # A, et 'ensemble ¢ contient tout idéal & gauche de A distinct de A. Si
t est un idéal a gauche de A, c’est donc I'unique idéal a gauche maximal de A. Cela
prouve que (i) entraine (iii).

Supposons que A possede un unique idéal & gauche maximal m. Soit b € A=—m.
L’idéal & gauche Ab n’est contenu dans aucun idéal & gauche maximal de A, donc
est égal a A (I, p. 99, th. 1) et b est inversible & gauche. Quel que soit a € A, 'un
des éléments a ou 1 — a appartient & A =—m, car m est un idéal qui ne contient pas
1. Ainsi (iii) implique (v).

Supposons la propriété (v) satisfaite. Soit b un élément de A inversible & gauche.
Soit ¢ € A tel que ¢b = 1. Ona (1 —be)b = 0 et b # 0, donc 1 — be n'est pas
inversible a gauche. D’aprés la propriété (v), be est inversible & gauche et, a fortiori,
c est inversible a gauche. Mais alors ¢ est inversible, b est son inverse, de sorte que
b est inversible. Il en résulte que (v) entraine (iv).

Il reste & prouver que (iv) implique (i). Supposons (iv) satisfaite. Alors v est un
idéal bilatere de A d’apres les assertions a) & d) suivantes :
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a) On a 0 € v puisque 'anneau A n’est pas nul.

b) Le produit de deux éléments de A dont I'un appartient a v et Vautre & A=t
appartient a t.

¢) L’ensemble v est stable par addition.

Soient en effet a et b des éléments de v tels que s = a + b soit inversible.
D’apres b), les éléments s~ *a et s71b de A appartiennent  t; comme s~1b = 1—s7ta,
cela contredit 'hypothese (iv).

d) L’ensemble v est stable par multiplication.

Soient en effet a et b deux éléments de v. L’élément ' = —a(1—b) appartient & v
d’apres b) de sorte que I’élément ab, qui est égal & a + o, appartient & v d’apres c),
d’ou d).

DEFINITION 1. — On appelle anneau local un anneau non nul satisfaisant auz
conditions équivalentes de la proposition 1.

Un anneau A est local si et seulement si ’anneau opposé A° est local.

Si A est un anneau local, I’ensemble v des éléments de A non inversibles est
un idéal bilatere de A; il contient tout idéal a gauche ou a droite de A distinct
de A. L’anneau A/t est donc un corps qu’on appelle corps résiduel de A. L’ensemble
v est 'unique idéal & gauche (resp. & droite, resp. bilatére) maximal de A ; on dit

simplement que t est [idéal mazximal de A.

Ezemples. — 1) Tout corps est un anneau local.

2) Soit A un anneau non nul dans lequel tout élément est inversible ou nilpotent.
Alors A est un anneau local. En effet, si @ € A n’est pas inversible, il existe par

n+1

hypothese un entier n > 0 tel que "' = 0, et 1—a admet pour inverse 1+a+- - -+a".

*3) Soient X une variété de classe C" (VAR, R, 5.1.5) et x un point de X.
Soit 0, 'anneau des germes en z de fonctions de classe C” a valeurs dans le corps
des scalaires K. Alors &, est un anneau local commutatif et son idéal maximal se

compose des germes des fonctions s’annulant en x. 4

4) Soient A un anneau local commutatif et B = A[[X,]],¢; une algebre de séries
formelles & coefficients dans A (III, p. 28). D’aprés la prop. 6 de IV, p. 28, anneau B
est local et son idéal maximal se compose des séries formelles dont le terme constant
appartient a I'idéal maximal de A. En particulier, si A est un corps, I'idéal maximal
de A[[X;]];er se compose des séries formelles de terme constant nul.

5) Soit p un nombre premier. Notons Z,) le sous-anneau du corps Q des nombres
rationnels constitué par les fractions a/b avec a € Z, b € Z et b non divisible par
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p *(cf- AC, 11, p. 79)4. Alors Z,) est un anneau local commutatif, d’idéal maximal
pZ,. L'anneau Z, des entiers p-adiques (V, p. 92) est un anneau local commutatif,
d’idéal maximal pZ, (VIII, p. 37, exerc. 9).

6) Soient K un corps commutatif de caractéristique p > 0 et G un p-groupe (I,
p. 72, déf. 9). L’algebre K[G] du groupe G sur K (III, p. 19) est un anneau local;
son idéal maximal est 'ensemble des éléments (a,),eq de K[G] tels que 3 cq a, =0
(VIIL, p. 38, exerc. 10).

2. Décomposition de Weyr-Fitting

Soient A un anneau, M un A-module et u un endomorphisme de M. Pour tout
entier p > 0, on note N, le noyau de u”. La suite des sous-modules N, est croissante
et sa réunion est un sous-module N de M stable par u. Pour tout entier p > 0, on
aN,, = E}(Np) et la relation N, = N ., entraine donc N,,; = N, ,,. Par suite, ou
bien la suite (Np) est strictement croissante, ou bien il existe un entier p > 0 tel que
N, ..., N, soient distincts et N, = N_.

Pour tout entier ¢ > 0, notons I, I'image de u?. La suite des sous-modules I, est
décroissante et son intersection est un sous-module I de M stable par u. Pour tout
entier ¢ > 0, on a u(I,) = I, et la relation I, = I, entraine donc I, =1 ,,. Par
suite, ou bien la suite (I,) est strictement décroissante, ou bien il existe un entier
q = 0 tel que Iy, ..., I, soient distincts et I, = I,.

PROPOSITION 2. — a) Supposons que la suite (N,
No NIy =0, la restriction de u a 1 est injective et w induit un endomorphisme

) est stationnaire. Alors on a

nilpotent de N .

b) Supposons la suite (1,) stationnaire. Alors on a M = N +1 etu(l,) =1I.

¢) (« Décomposition de Weyr-Fitting ») Supposons que les suites (N,) et (I,)
soient stationnaires. Alors M est somme directe des sous-modules N et 1 qui sont
stables par w et u induit un endomorphisme nilpotent de N et un automorphisme
deI.

Soit p un entier positif tel que N, = N et soit v = uP. Par construction, v
et v* ont le méme noyau N et I est 'image de v. Pour & dans N, NI, il existe
y € M tel que x = v(y), d’ott v*(y) = v(x) = 0; on a donc y € N, dott & = 0.
On a en particulier N, NI = 0. Comme le noyau N; de u est contenu dans N, la
restriction de u & I est injective; d’autre part, on a u”(N,,) = 0. Ceci prouve a).
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Soit ¢ un entier positif tel que I, = I, et soit w = u?. Alors w et w? ont la
méme image I, et N, est le noyau de w. Soit € M. On a w(x) € I, donc il existe
y € M tel que w(z) = w?(y); on a alors z —w(y) € N, dou M =N, + 1, et a
fortiori M =N_ + 1. Onau(l,)=u(,)=1,, =1, Ceci prouve b).

L’assertion c¢) est conséquence immédiate de a) et b).

Remarques. — 1) Soit p un entier tel que N, = N, ; la démonstration ci-dessus
montre que N, N1, = 0, et la restriction de u a I, est injective. De méme, soit ¢
un entier tel que I, =1 ,,; alors on a N, + 1 = M et I'endomorphisme de M/N,
déduit de u par passage aux quotients est surjectif.

2) Supposons que M soit somme directe de deux sous-modules N et I, stables
par u, et que v induise un endomorphisme nilpotent uy de N et un automorphisme
de I. On a alors N, = N et I, =T et les suites (N,) et (I,) sont stationnaires. De
plus, les entiers suivants sont égaux :

@) le plus petit entier p > 0 tel que N, = N__;

) le plus petit entier ¢ > 0 tel que I, =1_;

) le plus petit entier r > 0 tel que (uy)” = 0.

3) L’hypothése de lassertion a) est vérifiée si le A-module M est noethérien,
I'hypothese de Passertion b) est vérifiée si M est artinien ; d’apres la prop. 1 de VIII,
p. 2, 'hypotheése de 'assertion c) est vérifiée si M est de longueur finie.

COROLLAIRE 1. — Soit A un anneau et soit M un A-module.

a) Si le module M est noethérien, tout endomorphisme surjectif de M est bijectif.

b) Si le module M est artinien, tout endomorphisme injectif de M est bijectif.

¢) Si le module M est de longueur finie, tout endomorphisme injectif ou surjectif
de M est bijectif.

d) Si Uanneau A est commutatif et le A-module M de type fini, tout endomor-
phisme surjectif de M est bijectif.

Soit © un endomorphisme du A-module M. Adoptons les notations introduites
au début de ce numéro. Si 'endomorphisme u est surjectif, on a I, = M. L’assertion
a) résulte alors de la prop. 2, a) et de la remarque 3. De méme si 'endomorphisme
u est injectif, on a N, = 0. L’assertion b) résulte donc de la prop. 2, b) et de la
remarque 3. L’assertion c) découle aussitot de a) et b).

Supposons maintenant 'anneau A commutatif, le A-module M de type fini et
I’endomorphisme u surjectif. Démontrons que u est injectif. Soit x un élément de M
tel que u(z) = 0. Choisissons une famille génératrice finie (z;);c; du A-module M et,
pour tout ¢ € I, un élément y; de M tel que u(y;) = x,. Il existe des familles (a;);cr,
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(bij)ijyerxt €t (€ij) i jeixs d’éléments de A telles que I'on ait
x = Z a;;, y; = Zbijxi, u(z;) = Z%’in

i€l i€l iel
pour tout j € I. Soit A’ un sous-anneau noethérien de A contenant les éléments a;,
b;; et c;; (VIIL, p. 12, cor. 3). Soit M’ le sous-A’-module de M engendré par la famille
(%)ie1- On a u(x;) € M, y; € M/, et u(y;) = x; pour tout j € I, donc u définit
par restriction un endomorphisme surjectif u’ du A’-module M’. Comme I’anneau A’
est noethérien, le A’-module de type fini M’ est noethérien (VIII, p. 7, prop. 4 a)).
D’aprés a), 'endomorphisme «’ de M’ est bijectif. Par construction, @ appartient a
M, et I'on a «/(z) = u(z) = 0. On a donc x = 0, ce qui prouve d).

COROLLAIRE 2. — Dans un anneau noethérien a gauche, tout élément inversible a
droite ou a gauche est inversible.

Considérons en effet des éléments z,y d'un anneau noethérien a gauche A tels
que 2y = 1. Notons §(z) et d(y) les endomorphismes a — az et a — ay du A-module
A,. On a d§(y) o 6(x) = 1, , donc d(y) est surjectif. D’apres le cor. 1, a), d(y) est
bijectif. L’endomorphisme &(z) est alors la bijection réciproque de d(y), et on a
yx = (6(x) 0 d(y))(1) = 1, d’on le corollaire.

3. Modules indécomposables et modules primordiaux

Soit A un anneau. Rappelons la définition suivante (VII, p. 23, déf. 3) :

DEFINITION 2. — On dit qu’un A-module M est indécomposable s’il n’est pas
somme directe d’une famille de sous-modules distincts de 0 et de M.

Compte tenu du corollaire de II, p. 19, les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) Le A-module M est indécomposable ;

b) Le A-module M n’est pas nul et tout sous-module facteur direct de M est
égal a 0 ou M ;

¢) Le A-module M n’est pas nul et 'anneau End , (M) ne contient pas d’élément
idempotent distinct de 0 et 1y

En particulier, comme I'anneau des endomorphismes du A-module A, est iso-
morphe & 'anneau opposé de A, on voit que le A-module A, est indécomposable si
et seulement si 'anneau A n’est pas nul, et que ses seuls éléments idempotents sont
0et 1.
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Exemple. — Supposons 'anneau A principal. Les A-modules de type fini indécom-
posables sont les A-modules isomorphes soit & A, soit & A/p"A, ol p est un élément
extrémal de A et n un entier > 0 (VII, p. 23, prop. 8).

PROPOSITION 3. — Un A-module M noethérien ou artinien est somme directe
d’une famille finie de sous-modules indécomposables.

Démontrons d’abord que tout sous-module non nul P de M posséde un facteur
direct indécomposable. Dans le cas contraire, tout sous-module facteur direct de P
serait décomposable ; procédant par récurrence, on construirait pour tout n € N des
sous-modules non nuls N/, et N de P tels que P = Nj & N{j et N/ _; = N/ & N”
pour n > 1. Mais alors la suite des sous-modules Ny + - - - + N/ serait strictement
croissante, et celle des sous-modules N/, serait strictement décroissante. Le module
M ne serait ni noethérien, ni artinien, contrairement a 1’hypothese faite.

Supposons maintenant que M ne soit pas somme directe d’une famille finie de
sous-modules indécomposables. On peut construire par récurrence des sous-modules
indécomposables P? de M et des sous-modules non nuls P;, de M pour tout n € N
tels que M = P @ P{ et P/, = P/, & P/ pour n > 1. En effet, M n’est pas nul
et la premiére partie de la démonstration fournit Pf et Pg. Les modules P}, et P}
étant définis pour k < n, il existe d’apres la premiere partie de la démonstration
des sous-modules P/, et P! tels que P/, _, = P/ @& P! avec P/ indécomposable. La
relation M = P/, @ P{ & --- & P entraine alors que P, # 0, car M n’est pas somme
directe d’une famille finie de modules indécomposables.

La suite de sous-modules Py + ... P/ est strictement croissante et la suite de
sous-modules P/, strictement décroissante. Ceci contredit I’hypothese que M est noe-
thérien ou artinien.

La question de 'unicité de la décomposition d’un module en somme directe de

sous-modules indécomposables sera étudiée au numéro suivant.

DEFINITION 3. — On dit qu’un module est primordial si I'anneau de ses endomor-

phismes est local.

Par définition, un anneau local n’est pas réduit a 0; par suite, un module
primordial n’est pas nul. De plus, le A-module A, est primordial si et seulement si
I’anneau A est local.

PROPOSITION 4. — a) Un module primordial est indécomposable.

b) Un module indécomposable de longueur finie est primordial.
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Soit M un A-module. Supposons M primordial ; soit e un idempotent de I’anneau
local End, (M). Comme €% = ¢, ou bien e est inversible et 'on a ¢ = 1, ou bien 1 —e
est inversible et 'on a e = 0. Ceci prouve que M est indécomposable (VIII, p. 27).

Supposons maintenant que M soit indécomposable et de longueur finie. D’apres
la prop. 2, ¢) de VIII, p. 25, tout endomorphisme de M est inversible ou nilpotent ;
lanneau End, (M) est donc local d’apreés Uexemple 2 de VIII, p. 24.

Le Z-module Z est indécomposable, noethérien, mais non artinien. L’an-
neau de ses endomorphismes est isomorphe a Z, donc n’est pas local. Par suite,
Z n’est pas un Z-module primordial.

* Soit p un nombre premier. L’anneau des endomorphismes du Z-module
Qp/Z,, est isomorphe & Panneau local Z,, (cf. VI, p. 62, exercice 13); c’est donc
un Z-module primordial.

Un module injectif est indécomposable si et seulement s’il est primordial
(X, p. 21, prop. 14).x

4. Modules semi-primordiaux

DEFINITION 4. — On dit qu’un module est semi-primordial s’il est somme directe
d’une famille de sous-modules primordiauz.

* Exemples. — 1) Tout module simple est primordial (VIII, p. 41) ; tout module
semi-simple est donc semi-primordial (VIII, p. 51, déf 1).

2) Si A est un anneau noethérien a gauche, tout A-module injectif est semi-
primordial (X, p. 21, prop. 14 et p. 22, th. 3, b)). «

THEOREME 1 (Azumaya). — Soient A un anneau, L un A-module primordial et M
un A-module semi-primordial. Il existe un unique cardinal, noté [M : L], possédant
la propriété suivante :

Pour toute décomposition M = @, M; de M en somme directe de modules
primordiauz, 'ensemble des indices i € 1 tels que M, soit isomorphe a L a pour
cardinal [M : L].

La démonstration repose sur les quatre lemmes suivants.

Lemme 1. — Soient M un A-module, M’ un sous-module primordial de M et M" un
sous-module de M supplémentaire de M'. Soit w un endomorphisme de M. Alors u

ou 1y — u induit un isomorphisme de M’ sur un sous-module de M supplémentaire
de M".
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Soit p la projection de M sur M’ de noyau M” et soit v la restriction de powu a
M. Supposons d’abord que v soit un automorphisme de M’. Comme v est injectif,
la restriction de u & M’ est injective et Pon a u(M’)NM” = 0. Comme v est surjectif,
on a uw(M') @ M” = M. Par suite, v induit un isomorphisme de M’ sur un sous-
module supplémentaire de M” dans M. Supposons maintenant que v ne soit pas
un automorphisme de M’. Alors 1,;, — v est un automorphisme de M’, puisque M’
est primordial. Or 1y, — v est la restriction & M’ de p o (1y; — u). Le raisonnement
précédent démontre que 1y; — u induit un isomorphisme de M’ sur un sous-module
de M supplémentaire de M”.

Lemme 2. — Soit M un A-module, somme directe d’une famille (M;),c; de sous-
modules primordiauz, et soit u un endomorphisme de M. Posons v = 1y — u et
Mj = @iy M; pour toute partie J de 1. Alors l'une des deux propriétés suivantes est
satisfaite :

a) Il existe un indice i € 1 tel que u induise un isomorphisme de M, sur un
sous-module facteur direct de M.

b) Pour toute partie finie J de 1, v induit un isomorphisme de Mj sur un sous-
module supplémentaire de M_;.

Si la propriété b) est satisfaite, v est injectif.

Supposons que la propriété a) soit fausse et établissons la propriété b) par ré-
currence sur le cardinal de J. Il n’y a rien a prouver si J = @. Supposons donc J non
vide, choisissons un élément i de J et posons J' = J=1{i}. Par I'hypotheése de récur-
rence, v induit un isomorphisme de M, sur un sous-module de M supplémentaire de
My = M_;®M; ; par suite, le sous-module M” = v(M;,) ®M,_; est supplémentaire
de M;. D’apres le lemme 1 et I'hypothese faite sur u, I'endomorphisme v induit un
isomorphisme de M; sur un sous-module de M supplémentaire de M"; par suite, v
induit un isomorphisme de M; = M, & My, sur un sous-module supplémentaire de
M.

La derniere assertion résulte de ce que M est réunion des sous-modules M;, ou

J parcourt ’ensemble des parties finies de I.

Lemme 3. — Soient M un A-module, somme directe d’une famille (M;),¢; de sous-
modules primordiauzx, et p un projecteur non nul de M. Il existe un indice i € 1 tel
que p induise un isomorphisme de M; sur un sous-module facteur direct de p(M).
Comme p n’est pas nul, 1y, — p n’est pas injectif. D’apres le lemme 2, il existe
un indice ¢ € I tel que p induise un isomorphisme de M; sur un sous-module facteur
direct de M. Tout projecteur de M d’image p(M

/1.
1

) définit par restriction un projecteur
de p(M) d’image p(M,), donc p(M,) est un sous-module facteur direct de p(M).
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Lemme 4. — Soient M un A-module, somme directe d’une famille (M,;);o; de sous-
modules primordiauz, L un A-module primordial et N un sous-module facteur direct
de M. On suppose que N est somme directe d’une famille (N;);cy de sous-modules
isomorphes a L et l’on note I}, l'ensemble des indices i € 1 tels que M, soit isomorphe
a L. On a alors

(1) Card(J) < Card(I;).

Soit N, un sous-module de M supplémentaire de N. Le module M est somme
directe de Ny et de la famille (N;);c;. Pour tout j € J, notons p; le projecteur de
M d’image N; associé & cette décomposition (II, p. 18, prop. 12). Pour tout i € 1,
notons J(7) I'ensemble des indices j € J tels que p; induise un isomorphisme de M;
sur N;. Cet ensemble est fini : en effet, si z est un élément non nul de M; et K
une partie finie de J telle que = appartienne a Ny + 3y Ny, on a p;(x) = 0 pour
j € J=K, de sorte que J(7) est contenu dans K.

Soit j € J. D’apres le lemme 3, il existe un indice ¢ € I tel que p; induise
un isomorphisme de M; sur un sous-module facteur direct de N;. Comme M; n’est
pas nul et que N; est primordial, donc indécomposable (VIII, p. 28, prop. 4), on
a p]’(Mi) = va
donc a L, 'indice i appartient & I;,. Cela démontre que J est réunion de la famille
d’ensembles finis (J(7))
a (E, III, p. 49, cor. 3)

et j appartient & J(7). Comme le module M; est isomorphe & N,

iery, - Si ensemble J est infini, 'ensemble Iy, est infini, et 'on

Card(J) < ) Card(J(i)) < Card(Iy).
i€y,

Supposons maintenant I’ensemble J fini, et démontrons le lemme par récurrence
sur le cardinal de J. Si J est vide, il n’y a rien a prouver. Supposons donc J non vide
et choisissons un élément j de J. D’apres ce qui précede, il existe un indice i € I, tel
que p; induise un isomorphisme de M; sur N;. Posons I' = I={i} et J' = J={j}. Le
module M est somme directe de M; et du noyau de p;. Il est aussi somme directe de
M; et du sous-module M' = @, M. Il existe donc (IL, p. 20, cor. de la prop. 13) un
isomorphisme ¢ de Ker p; = Ny@ ;5 N, sur M. Posons N’ = cp(Zj/EJ/ N]-/). Le sous-
module N’ est facteur direct de M’ et est somme directe de la famille (¢(N,/));cy de
sous-modules primordiaux isomorphes a L. Appliquons 'hypothese de récurrence a
M’ et N’ : on a Card(J’') < Card(I, = {i}), d’ou 'inégalité (1).

Prouvons le théoreme 1. Soient (M;),cy et (N;),¢; deux familles de sous-modules
primordiaux dont M soit la somme directe. Soit I;, (resp. J;) 'ensemble des i € 1
(resp. j € J) tels que M; (resp. N;) soit isomorphe & L. On a Card(Jy,) < Card(Iy)
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d’apres le lemme 4. En échangeant les roles de I et J on obtient I'inégalité opposée,
d’ou le théoreme.

Le cardinal [M : L] défini dans la théoréme 1 est appelé multiplicité primordiale
de L dans M.

COROLLAIRE 1. — Soient M et N des modules semi-primordiauz. Pour que M et N
soient isomorphes, il faut et il suffit que U'on ait [M : L] = [N : L] pour tout module
primordial L.

COROLLAIRE 2. — Soit M un module semi-primordial. Soient (M,);cr et (M});c;
des familles de sous-modules primordiaux de M telles que
M=@M, =M,
iel jel

1l eziste alors un automorphisme u de M et une bijection ¢ de 1 sur J tels que l'on
ait u(M;) = M{;) pour tout i € L.

Pour tout module primordial L, soit I;, (resp. J;) ensemble des indices i € 1
(resp. j € J) tels que M; (resp. M’) soit isomorphe a L. Les ensembles non vides de
la forme I, (resp. Jy,) forment une partition de I (resp. J) et on a, pour tout L

Card(I}) = Card(J;) = [M : L],
d’ou le cor. 2.

COROLLAIRE 3. — Soient M, N et P des modules semi-primordiauz. On suppose
que M@®P est isomorphe a N®P, et que [P : L] est fini pour tout module primordial L.
Alors M et N sont isomorphes.

On a par hypothese

M:L]+[P:L]=[N:L]+[P:L]

pour tout module primordial L. Comme [P : L] est fini, il résulte par récurrence de
(E, III, p. 28, prop. 8) qu'on a [M : L] = [N : L] pour tout module primordial L. Les
modules M et N sont donc isomorphes d’apres le corollaire 1.

COROLLAIRE 4. — Soient M et N des modules semi-primordiauz. On suppose qu’il
existe un entier d > 0 tel que M? soit isomorphe a N%. Alors les modules M et N
sont isomorphes.

Soit L un module primordial. Par hypothese, on a

dM: L] =d[N: LJ].
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On en déduit 1'égalité [M : L] = [N : L] : en effet, on a da = a pour tout cardinal
infini a (E, III, p. 49, cor. 4). Les modules M et N sont alors isomorphes d’apres le
cor. 1.

COROLLAIRE 5. — Soit M un module semi-primordial, somme directe d’une famille
finie (M;);er de sous-modules primordiaux. Pour toute partie J de 1, notons My =
@iy M;. Soit N un sous-module facteur direct de M.

a) Il existe une partie J de I telle que My soit un sous-module supplémentaire
de N.

b) Soit J une partie de 1. Si My est un supplémentaire de N, alors le module N
est isomorphe a M—; et est semi-primordial.

Notons K I’ensemble des indices i € I tels que NN M, = 0 et raisonnons par
récurrence sur le cardinal de K. Le corollaire est clair si M = N . Supposons M # N.
Soit p un projecteur de M de noyau N. Notons P son image. Elle n’est pas nulle,
et d’apres le lemme 3, il existe j € I tel que p induise un isomorphisme de M; sur
un sous-module facteur direct de P. On a NN M; = 0. Posons N' = N & M,.
On a N' = N @ p(M;). Un sous-module supplémentaire de p(M;
supplémentaire de N’ dans M, de sorte que N’ est un sous-module facteur direct
de M. L’ensemble des indices ¢ € I tels que N’ N M, = 0 est contenu dans K= {j}.
D’apres hypotheése de récurrence, il existe une partie J' de I telle que M, soit un

) dans P est aussi

sous-module supplémentaire de N’ dans M. Posons J = J' U {j}. Alors M; est un
sous-module supplémentaire de N dans M.

Soit J une partie de I telle que M; soit un sous-module supplémentaire de M
dans N. Comme M; est également supplémentaire de My_j, les modules N et M_;

sont isomorphes et N est semi-primordial.

COROLLAIRE 6. — Tout module projectif de type fini sur un anneau local est libre(V).

Soit A un anneau local. Le A-module A, est primordial (VIIL, p. 28). Si M est
un A-module projectif de type fini, il existe un A-module N et un entier positif n
tel que M@ N soit isomorphe & A” (II, p. 40, cor. 1). Il résulte du corollaire 5 que le
module M est lui-méme isomorphe & A pour un entier m tel que 0 < m < n, donc
est libre.

Remarque. — Soient M et M’ des A-modules semi-primordiaux. Il résulte aussitot
du lemme 4 de VIII, p. 31 que M’ est isomorphe & un sous-module facteur direct
de M si et seulement sil’'on a [M’ : L] < [M : L] pour tout A-module primordial L. En

() On peut démontrer que tout module projectif sur un anneau local est libre (VIIL, p. 39, exerc. 18).
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particulier, si L est un A-module primordial, [M : L] est le plus grand des cardinaux
a pour lesquels il existe un sous-module facteur direct de M isomorphe a L),

La relation [M : L] = 0 signifie donc qu'’il n’existe aucun sous-module facteur
direct de M isomorphe a L. Ceci n’exclut pas qu’il existe un sous-module de M
isomorphe & L; il suffit de considérer 'exemple ou A = Z, L = Z/2Z et M = Z/4Z :
les Z-modules L et M sont primordiaux, non isomorphes, d’ott [M : L] = 0 et L est
isomorphe au sous-module 2Z/4Z de M.

5. Structure des modules de longueur finie

THEOREME 2 (Krull-Remak-Schmidt). — Soient A un anneau et M un A-module
de longueur finie.

a) Il existe une famille finie (M,;);c; de sous-modules indécomposables de M telle
que M = @, M; et le module M est semi-primordial.

b) Soient (M,);er et (Mf);c; deux familles finies de sous-modules indécompo-
sables de M telles que M = @, M; = @,;¢; M. 11 existe une bijection o de 1 sur J
et un automorphisme u de M tels que Uon ait uw(M,) = M’U(i) pour tout 1 € 1.

c) Soit N un sous-module facteur direct de M et soit (M,);c; une famille finie de
sous-modules indécomposables de M dont M soit somme directe. Il existe une partie J
de I telle que @;c1—5 M; soit un supplémentaire de N. Le module N est isomorphe d
@Dy M.

d) Soit N un A-module. S’il existe un entier d > 0 tel que les modules M? et N¢
soient isomorphes, alors les modules M et N sont isomorphes.

e) Soient N et P des A-modules de longueur finie. Si les modules M@&P et NGP
sont isomorphes, alors M et N sont isomorphes.

Un module de longueur finie est a la fois artinien et noethérien (VIII, p. 2,
prop. 1). De plus, pour un module de longueur finie, il revient au méme d’étre
indécomposable ou primordial (VIII, p. 28, prop. 4). L’assertion a) résulte alors de
la prop. 3 de VIII, p. 28. Les assertions b), ¢) et e) découlent respectivement des
corollaires 2, 5 et 3 du th. 1 de VIII, p. 29. Enfin, 'assertion d) résulte du cor. 4 de
VIII, p. 32, puisque sous les hypothéses de d) le module N est de longueur finie et
donc semi-primordial par a).

THEOREME 3. — Soient K un corps commutatif, A une K-algébre, M et N des A-
modules de longueur finie. Soit K' une K-algébre commutative non nulle telle que
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les Ak -modules My et Ny soient isomorphes. Alors les A-modules M et N sont
isomorphes.

a) Supposons d’abord que Ialgebre K’ soit de degré fini d sur K. Alors le A-
module My est isomorphe a M? et le A-module Ny a N9, de sorte que les A-
modules M? et N? sont isomorphes. D’aprés le th. 2, d) , les A-modules M et N sont
isomorphes.

b) Supposons maintenant que la K-algebre K’ soit engendrée par un nombre fini
d’éléments. Choisissons un idéal maximal m de K’ et posons K” = K’/m. En vertu du
théoréme des zéros de Hilbert (VIII, p. 451, cor. 1 du th. 1), K” est une extension de
degré fini de K. Par extension des scalaires de K’ & K”, on déduit de I’isomorphisme
Aey-linéaire Mgy — Ng/) un isomorphisme A n-linéaire My — Nny. D’apres
la partie a) de la démonstration, les A-modules M et N sont isomorphes.

c) Traitons enfin le cas général. Soient u : Mg,y — Ny un isomorphisme de
Ay-modules et v : Ny — Mg,y I'isomorphisme réciproque. Notons & 1'ensemble
des sous-K-algebres de K’ qui sont engendrées par un nombre fini d’éléments. Si E
est une telle sous-algebre, A ) s’identifie & un sous-anneau de A,y et M), Ng
a des sous-A)-modules de M/ et N (IT, p. 108); de plus, Mk et N/ sont
réunions des familles filtrantes croissantes (M g))pes et (N(g))pes respectivement.
Les A-modules M et N sont de longueur finie, donc de type fini; soient S une partie
génératrice finie du A-module M et T une partie génératrice finie du A-module N.
Il existe une K-algebre E € & telle que 'on ait u(1 ®@ s) € N(g) pour tout s € S et
v(1 ®t) € M) pour tout ¢ € T. Il en résulte par linéarité que 'on a u(M)) C N,
et v(N(g)) C Mg,. Les applications u et v induisent alors des bijections réciproques
I'une de l'autre de My dans Ny, et de Ny dans M. Ces bijections sont claire-
ment A gy-linéaires. Ainsi les A gy-modules Mg, et Ny sont isomorphes. D’apres la
partie b) de la démonstration, les A-modules M et N sont isomorphes.

Remarque. — Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie sur un corps
commutatif K et soit K une extension de K. Soient v un endomorphisme de E, v
un endomorphisme de F, u . et vk, les endomorphismes de E .y et F iy qu'on en
déduit par extension des scalaires. Il résulte des corollaires 1 et 2 de VII, p. 32 que
les endomorphismes u et v sont semblables si et seulement si les endomorphismes
ukny et vy le sont. Cela résulte aussi du théoreme 3 ci-dessus, appliqué a P'algebre
A =K[X] et aux A-modules M =E, et N=F, (VII, p. 28).
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EXERCICES

1) a) Donner un exemple de module noethérien M tel que tout endomorphisme non nul
de M soit injectif et qu’il existe des endomorphismes de M non bijectifs et non nuls.

b) Donner un exemple de module artinien M tel que tout endomorphisme non nul de
M soit surjectif et qu’il existe des endomorphismes de M non bijectifs et non nuls.

2) Soit A un anneau dans lequel toute suite croissante (a,)pen d’idéaux bilatéres est
stationnaire (par exemple un anneau noethérien a gauche ou a droite). Démontrer que
tout endomorphisme surjectif de 'anneau A est bijectif.

3) Donner un exemple d’anneau possédant deux éléments u, v tels que uv = 1 et vu # 1.
Démontrer qu'un tel anneau n’est pas réunion d’une famille filtrante de sous-anneaux
noethériens.

4) Soient M un A-module, p et ¢ deux projecteurs de M.

a) Pour que p(M) C ¢(M), il faut et il suffit que l'on ait gp = p; pour que Ker(p) soit
contenu dans Ker(q), il faut et il suffit que l'on ait gp = q.

b) Pour que p + ¢ soit un projecteur, il faut et il suffit que 'on ait pg = —gp. Si p+¢
est un projecteur et si dans M la relation 2z = 0 entraine z = 0, on a pg = 0 et gp = 0.

¢) Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Onapg = qp;

(ii) On a q(p(M)) C p(M) et q(Ker(p)) C Ker(p);

(iii) Il existe une suite (p1,p2, ps,pa) de projecteurs de M deux & deux orthogonaux
telle que p =p1 +p2, ¢ =p1 +p3 et Im = p1 +p2 +p3 + pa.
Une telle suite, lorsqu’elle existe, est unique : on a p; = pq.

5) Soit A un anneau.

a) Pour qu'un élément e de A soit idempotent, il faut et il suffit que I'application
x + ze soit un projecteur du A-module & gauche Ay (resp. que 'application z +— ex soit
un projecteur du A-module a gauche Ay).

b) Soient ej, ez des éléments idempotents de I'anneau A. Démontrer que le groupe
Homa (Aeq, Aeg) est isomorphe & e;A N Aey = ejAey et que lanneau Enda(Aep) est
isomorphe a 'anneau ejAe;.

¢) Soient ey, ez des éléments idempotents de A. Démontrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) A€1 = A€2 ;

(ii) erea = ey et eze; = ey

(iif) (1 —e1)A = (1 —e2)A.

Lorsqu’elles sont satisfaites, il existe un élément inversible a € A tel que ez = aeja™ .

d) Soient eq, ey deux éléments idempotents de A. Démontrer que les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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(i) Les A-modules a gauche Aej et Aey sont isomorphes ;

(ii) Les A-modules a droite e A et eaA sont isomorphes ;

(iii) Il existe des éléments z,y de A tels que zy = e; et yx = es.
Lorsqu’elles sont satisfaites, on dit que e; et es sont des éléments idempotents équivalents.

e) Si des éléments idempotents de A sont équivalents et appartiennent au centre de A,
ils sont égaux.

f) Soient (e;)icr et (fi)ier des familles finies d’éléments idempotents de A, telles que
eiej =0et fiff=0pouriel, jel i#j, et quee; soit équivalent a f; pour tout i € I.
Alors e = Y ;crei et f =31 fi sont des éléments idempotents équivalents de A.

9 6) Soient A un anneau, u et v deux éléments de A tels que uv = 1 et vu # 1. Pour i > 1
et j > 1, on pose ¢;; = vl T — g,

a) Démontrer que I'on a e;; # 0 et e;jepr, = djne, pour 4, j, k entiers > 1.

b) Démontrer que les idéaux a gauche Ae;; de A (pour 4 > 1) sont non nuls, deux
a deux isomorphes en tant que A-modules (utiliser 'exerc. 5 d)) et que leur somme est
directe.

¢) Prouver que l'on a u(v + e1;) = 1 pour tout i > 1 et ey; # ey pour i > 1, j > 1,
1.

d) Soit B un anneau satisfaisant aux conditions de l'exerc. 7 de VIIL, p. 14 a). Déduire
de ce qui précede que tout élément de B inversible a droite ou a gauche est inversible.

7) Notons A (resp. a) 'ensemble des fractions rationnelles de la forme P/(X2 + 1), ou n
est un entier > 0 et P € Q[X] un polynome de degré < 2n (resp. < 2n —1).

a) Démontrer que A est un sous-anneau du corps Q(X) et que a est un idéal de
Panneau A.

b) Les A-modules a ® a et A @ A sont isomorphes. Le A-module a est projectif de
type fini, mais n’est pas isomorphe a A.

¢) 11 existe une extension quadratique K du corps Q telle que les Ay-modules a(k)
et Ay soient isomorphes.

8) Soit A un anneau artinien a gauche, et soient M et N deux sous-modules supplémentaires
dans le A-module A?. Si M est un A-module libre, N est un A-module libre.

9) Soient A un anneau topologique complet et m un idéal bilatére de A. On suppose que
lanneau A/m est un corps, que tout élément de m est topologiquement nilpotent (TG III,
p. 80, exerc. 9) et qu’il existe un systéme fondamental de voisinages de 0 dans A formé de
sous-groupes du groupe additif de A. Alors 'anneau A est local et m est son idéal maximal.
En particulier, pour tout nombre premier p, Panneau Z, des entiers p-adiques (V, p. 92)
est local et son idéal maximal est pZ,.
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€ 10) Soient p un nombre premier, ¢ une puissance de p, G un groupe fini d’ordre ¢ et A
un anneau commutatif. Soit (eg) la base canonique de I'algebre A[G] du groupe G sur A.

a) L'ensemble a des éléments Y- ageqy de A[G] tels que Y ay = 0 est un idéal bilatere
de A[G]. Si l'anneau A est de caractéristique p (V, p. 2), on a 29 = 0 pour tout = € a
(raisonner par récurrence sur ¢; si ¢ # 1, choisir un élément h d’ordre p du centre de G
(I, p. 73, cor. de la prop. 11) et déduire de 'hypothese de récurrence qu'il existe y € A[G]
tel que 29/P = (1 — ez)y).

b) Supposons que A soit un anneau local, d’idéal maximal m, et que le corps A/m
soit de caractéristique p. Démontrer que anneau A[G] est local et que son idéal maximal
est I'ensemble des éléments Y agey € A[G] tels que Y a, € m.

(Soit S un A[G]-module simple ; démontrer que S est annulé par m, puis, en appliquant
la prop. 11 de I, p. 73 au sous-Z|[G]-module engendré par un élément non nul de S, que S
contient un élément invariant par G.)

11) Soient p un nombre premier, G un groupe ne contenant aucun élément d’ordre p, A
un anneau commutatif de caractéristique p, ne contenant pas d’élément nilpotent non nul,
A[G] TI'algebre de G sur A et (¢4) la base canonique de A[G] sur A. Prouver que I'anneau
A[G] ne possede aucun nilidéal non nul (observer que si un élément Y age, € A[G] est
nilpotent, on a a; = 0).

9 12) Soient K un corps commutatif, E et F des extensions de K et A I'anneau E ®k F.

a) Si E et F sont des extensions transcendantes de K, 'anneau A n’est pas un anneau
local.

b) Supposons que E soit une extension algébrique de K et notons E, et Fy les ferme-
tures algébriques séparables de K dans E et F respectivement. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’anneau A est local ;

(ii) L’anneau E ®k F; est integre;

(iii) L’anneau E @k F, est un corps;

(iv) L’anneau E; @k Fs est un corps.

Lorsqu’elles sont satisfaites, I'idéal maximal m de A est I’ensemble des éléments nilpotents
de A, et toute extension composée de E et F est isomorphe & A/m.

13) Soit A un anneau local intégre qui n’est pas un corps (par exemple Z,), ¢f. VIIL, p. 24,
exemple 5) et soit a un élément non nul et non inversible de A. Notons M le A-module
AM) ot (en)nen sa base canonique. Démontrer que la suite (fn)neN, O fo, = eam et
fom+1 = €am+1 + aegmy2 pour tout m > 0, est une base de M sur A. Démontrer que
N=>0 A(eam + aeam+1) est un sous-module facteur direct de M, mais qu'il n’existe
aucune partie J de N telle que >, .; Af; soit un supplémentaire de N. En déduire que

I'on ne peut, dans le cor. 5 de VIII, p. 33, supprimer 'hypothése que I est fini.
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14) Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-module facteur direct de M, qui
est primordial. Soit M = @;c;M; une décomposition de M en somme directe et soit
(pi)ier la famille de projecteurs associée. Démontrer qu’il existe ¢ € I tel que p; induise un
isomorphisme de N sur un sous-module facteur direct de M;.

15) Soient A un anneau et M, N, P des A-modules. Si les modules M & P et N @ P sont
isomorphes et que le module P est primordial, les modules M et N sont isomorphes.

16) Soient A un anneau, M un A-module de longueur finie et (M;);er une famille de
sous-modules indécomposables de M dont M est somme directe. Soient L un A-module in-
décomposable de longueur finie et I, 'ensemble des indices i € I tels que M; soit isomorphe
a L. Montrer par un exemple que le sous-module 7,y M; de M n’est pas nécessairement
stable par les automorphismes de M.

17) Soient A un anneau, n un entier, X € GL,(A).

a) On suppose l'anneau A local. Démontrer qu’il existe des matrices P, @ dans
GL,(A), produits de matrices de la forme B;j(\) (IL, p. 161), et un élément inversible
0 de A, telles qu’on ait PXQ = diag(1,...,1,0) (raisonner comme dans la démonstration
de la prop. 14 de loc. cit.).

b) On suppose 'anneau A euclidien (VII, p. 49, exerc. 7). Démontrer le méme résultat.

¢) Si A est un anneau commutatif local ou euclidien, le groupe SL,,(A) est engendré
par les matrices Bjj(\).

d) On suppose que A est local et on note m son idéal maximal. Prouver que toute
matrice de M, (A) dont 'image dans M, (A/m) est inversible est elleeméme inversible
(utiliser le lemme 1 de II, p. 161).

18) Soient A un anneau local, E un A-module libre et « un élément non nul de E. Soit
(e;)ier une base de E dans laquelle le nombre de coordonnées non nulles de z est le plus
petit possible. Soit © = 3 a;e; 'écriture de = dans cette base; on désigne par J 'ensemble
des indices i € I tels que a; # 0.

a) Démontrer qu’aucun des a; n’appartient a l'idéal a droite de A engendré par les
autres.

b) Soient F et G des sous-modules supplémentaires de E tels que 2 € F; pour i € I,
écrivons e; = f; + gi, avec f; € F et g; € G. Prouver que la famille formée des f; pour
j € J et des ¢; pour ¢ € I—J est une base de E (si g; = >,y bjrek, observer que
les coordonnées bj;, pour j,k dans J appartiennent a l'idéal maximal de A, et appliquer
Iexerc. 17 d)). En déduire qu’il existe un sous-module libre de F qui contient z et qui est
facteur direct de F.

¢) Prouver que tout A-module projectif est libre (se ramener a l'aide du th. de Ka-
plansky (II, p. 183, exerc. 2) au cas d’un module admettant une famille dénombrable de
générateurs, et appliquer b)).
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19) Soient A un anneau commutatif, M un A-module de type fini, u un automorphisme
de M et N un sous-module de M, stable par u. Démontrer que 'on a u(N) = N (utiliser le
cor. 1, d) de VIII, p. 26).



§3. MODULES SIMPLES

1. Modules simples
Rappelons la définition suivante (II, p. 21) :

DEFINITION 1. — Soit A un anneau. Un A-module M est dit simple s’il n’est pas
nul et ne contient pas d’autre sous-module que 0 et M.

Pour qu'un A-module M soit simple, il faut et il suffit que M soit un module
simple sur 'anneau A,; de ses homothéties. Tout module simple est indécomposable,
de longueur 1, donc primordial (VIII, p. 28, prop. 4 b)).

Ezemples. — 1) Pour que A, soit un A-module simple, il faut et il suffit que A soit
un corps (I, p. 109, th. 1). Les A-modules simples sont alors les espaces vectoriels
de dimension 1 sur le corps A.

2) Soit A un anneau principal (VII, p. 1, déf. 1) qui n’est pas un corps. Pour
tout élément extrémal 7 de A, le A-module A /(7) est simple, et tout A-module
simple est isomorphe & un tel module (VII, p. 25, remarque 4). Pour n > 2, le
A-module A,/(7") est indécomposable (VII, p. 23, prop. 8), mais n’est pas simple.

3) Soient K un corps, V un espace vectoriel a droite non nul sur le corps K et
A un sous-anneau de 'anneau Endy (V) qui contient les endomorphismes de rang
fini de V (par exemple A = Endg(V)). Démontrons que V est un A-module simple :
soient W un sous-A-module non nul de V et x un élément non nul de W ; il existe
une forme linéaire o sur V telle que ¢(z) # 0 (II, p. 103, th. 6). Pour tout y dans V,
lapplication z +— yp(z), linéaire de rang < 1, appartient & A ; on a donc Az =V,
d’ou a fortiori W =V, ce qui prouve que V est un A-module simple.
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PROPOSITION 1. — Soit A un anneau.

a) Soit m un idéal & gauche de A. Pour que le A-module A /m soit simple, il
faut et il suffit que m soit un idéal a4 gauche maximal.

b) Soit M un A-module simple et soit x un élément non nul de M. On a I’égalité
M = Az, Uannulateur m de x est un idéal d gauche mazimal de A, et lapplication
a — ax définit par passage au quotient un isomorphisme de A,/m sur M.

¢) Soit M un A-module non nul. Si l'on a M = Az pour tout élément non nul x
de M, alors M est simple.

Les sous-modules de A,/m sont de la forme n/m, ol n est un idéal a gauche
de A contenant m (I, p. 39, th. 4); par suite le A-module A /m est simple si et
seulement si 'on a m # A et tout idéal a gauche n de A contenant m satisfait a
n/m=0oun/m=A_/m, cest-a-dire & n = m ou n = A. Ceci prouve a).

Sous les hypotheses de b), Az est un sous-module non nul de M, donc égal & M.
Par suite, 'application a — ax définit par passage au quotient un isomorphisme de
A /m sur M; le A-module A,/m est donc simple et I'idéal & gauche m est maximal
d’apres a). Ceci prouve b).

Sous les hypotheses de c¢), soit N un sous-module non nul de M. Si x est un
élément non nul de N, on a Az C N et Az =M, d’'ou M = N. Donc M est simple.

COROLLAIRE 1. — Si lanneau A n’est pas réduit a 0, il existe des A-modules
simples.
En effet, il existe d’aprés le théoréme de Krull (I, p. 99, th. 1) des idéaux a

gauche maximaux de A.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau local (VIII, p. 24, déf. 1) et v son idéal

mazimal. Le A-module A, /v est simple et tout A-module simple est isomorphe d

A/

Remarques. — 1) Soient A un anneau commutatif, et m un idéal de A. Alors m est
lannulateur (II, p. 28, déf. 11) du A-module A, /m. Ainsi, si m et m’ sont des idéaux
de A distincts, les A-modules A;/m et A /m’ ne sont pas isomorphes. Pour qu’il
existe un A-module simple et fidele (II, p. 28), il faut et il suffit que (0) soit un idéal
maximal de A, c’est-a-dire que A soit un corps.

2) On peut donner un exemple d’anneau non commutatif A et de deux idéaux
a gauche maximaux distincts m et m’ de A tels que les A-modules A /m et A /m’
soient isomorphes (VIII, p. 48, exerc. 3).
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2. Le lemme de Schur

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau, M et N deux A-modules et f un homo-
morphisme non nul de M dans N.

a) St M est simple, [ est injectif.

b) Si N est simple, [ est surjectif.

¢) SiM et N sont simples, f est un isomorphisme.

Le noyau de f est un sous-module de M distinct de M, et 'image de f est un
sous-module non nul de N.

a) Si M est simple, on a Ker(f) = 0, donc f est injectif.

b) Si N est simple, on a Im(f) = N, donc f est surjectif.

¢) Si M et N sont simples, f est a la fois injectif et surjectif.

COROLLAIRE (Lemme de Schur). — L’anneau des endomorphismes d’un module
simple est un corps.

Si M est un A-module simple, tout élément non nul de 'anneau non nul
End, (M) est inversible (prop. 2, ¢)), donc End, (M) est un corps.

THEOREME 1. — Soient K un corps commutatif algébriquement clos, A une K-
algebre et M un A-module simple. On suppose que la dimension de M comme espace
vectoriel sur K est finie, ou plus généralement strictement inférieure au cardinal
de K. Alors l'anneau des endomorphismes du A-module M se compose des homothé-
ties ay avec o € K.

Soit E I'anneau des endomorphismes du A-module M ; c’est un corps d’apres
le cor. de la prop. 2, et une algebre sur le corps K. Si I'on considere M comme un
espace vectoriel & gauche sur le corps E, on a dimg M = (dimp M)[E : K] d’apres
la prop. 25 de II, p. 31, donc dimg M > [E : K]. Comme dim; M < Card(K) par
hypothese, I’égalité E = K - 1y, résulte alors du lemme suivant :

Lemme 1. — Soient E un corps et K un sous-corps du centre de E, distinct de E.
Si le corps K est algébriqguement clos, on a [E : K] > Card(K).

Soient 2 un élément de E=K et L le sous-corps (commutatif) de E engendré par
KuU{z}. Comme K est algébriquement clos, x est transcendant sur K. D’apres VII,
p. 10, th. 2 et p. 11, les éléments (z — a)~* de L, olt o parcourt K, sont linéairement
indépendants sur K. On a donc [E : K] > [L : K] > Card(K).

Ezemple. — *Soit A une C-algébre engendrée par une famille dénombrable d’élé-
ments ; elle est de dimension dénombrable sur C. Soit M un A-module simple; il est
monogene, donc admet une base dénombrable sur C. Puisque le corps C n’est pas
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dénombrable (TG, IV, p. 44), on a [M : C] < Card(C). Donc les endomorphismes
du A-module M sont les homothéties oy, avec o € C. Ceci s’applique en particulier
lorsque A est 1'algebre enveloppante d’une algebre de Lie de dimension finie sur C
(LIE, I, corollaire 3, p. 33).x

COROLLAIRE 1. — Conservons les hypotheses du théoréme 1, et supposons de plus
Ualgebre A commutative. Alors M est de dimension 1 sur K.

Comme lanneau A est commutatif, ay; est un endomorphisme du A-module M
pour tout a € A. D’apres le th. 1, on a donc Ay; = K- 1y; et M est un K-module
simple, c’est-a-dire un espace vectoriel de dimension 1 sur le corps K.

COROLLAIRE 2. — Soient K un corps commutatif, A une K-algébre et M un
A-module. On suppose que pour toute extension L de K, le A(L)—module My, est
simple. Alors lanneau des endomorphismes de M se compose des homothéties oy,
avec o € K.

Soit I un ensemble de cardinal strictement supérieur a la dimension de M sur
K (par exemple I'ensemble des parties de M). Soit L une cloture algébrique du
corps K((X;);er) (V, p. 22, th. 2). Choisissons une forme K-linéaire ¢ sur L telle
que (1) = 1 et notons v : My, — M l'application K-linéaire caractérisée par
v(a ® m) = p(a)m. Soit u un endomorphisme de M. La dimension de M, sur L
est égale a celle de M sur K et est strictement inférieure au cardinal de L. D’apres
le th. 1, "endomorphisme 1; ® u du A )-module M, est de la forme A ® 1y, avec
A € L. Pour tout x € M, on a

u(z)

v(l ® u(x)) = v((lL @u)(l® z))
=v(A L)1) =vh o) = e\,

de sorte que u est 'homothétie @(A)y.

3. Sous-modules maximaux

DEFINITION 2. — Soient A un anneau et M un A-module. On appelle sous-module
maximal de M un élément maximal, pour la relation d’inclusion, de ’ensemble des
sous-modules de M distincts de M.

Un sous-module maximal de A, n’est autre qu'un idéal maximal & gauche de A.
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Soit N un sous-module de M. Les sous-modules de M/N sont de la forme P/N
ou P est un sous-module de M contenant N (I, p. 39, th. 4). Par suite, N est un
sous-module maximal de M si et seulement si le module M/N est simple.

PROPOSITION 3. — Soit M un A-module de type fini. Tout sous-module de M dis-
tinct de M est contenu dans un sous-module maximal.

Soit N un sous-module de M, distinct de M. Notons . I’ensemble des sous-
modules de M distincts de M et contenant N ordonné par la relation d’inclusion;
démontrons que . est inductif. Soit .% une partie totalement ordonnée de .. Si .#
est vide, N est un majorant de .% dans .. Dans le cas contraire, notons Q la réunion
des éléments de .#. Alors Q est un sous-module de M. Soit F une partie génératrice
finie de M. Si Q était égal & M, F serait contenue dans un sous-module P € % ce
qui entrainerait P = M, contrairement & la définition de .%. On a donc Q € ., ce
qui prouve que . est inductif. La prop. 3 résulte alors du cor. 1 de E, III, p. 21.

COROLLAIRE 1. — Soit M un A-module de type fini non nul. Il existe un idéal
bilatére a de A, annulateur d’un A-module simple, tel que aM soit distinct de M.

Soit N un sous-module maximal de M (prop. 3) et soit a I'annulateur du A-
module simple M/N; c’est un idéal bilatére de A et 'on a a(M/N) =0, d’otaM C N
et par suite aM # M.

COROLLAIRE 2. — Soient A un anneau commutatif et B une A-algébre. Soit M un
B-module simple qui est un A-module de type fini et soit m Uannulateur du A-module
M. Alors m est un idéal maximal de A et M est un espace vectoriel de dimension
finie sur le corps A/m.

Comme 'anneau A est commutatif, ’annulateur d’'un A-module simple est un
idéal maximal de A (VIII, p. 42, prop. 1). D’aprés le corollaire 1 appliqué au A-
module M, il existe un idéal maximal a de A tel que aM # M. Mais aM est un
sous-module du B-module simple M; on a donc aM = 0, d’out a C m. Comme
I'idéal m est distinct de A, il est égal a a, de sorte que m est maximal. Le module
M est un module de type fini sur le corps A/m, d’ott la derniére assertion.
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4. Modules simples sur un anneau artinien

Soit A un anneau. On dit par abus de langage qu'un idéal a gauche a est un
idéal a gauche minimal de A si ¢’est un élément minimal de I'ensemble des idéaux
a gauche non nuls de A, ordonné par la relation d’inclusion. On définit de maniere
analogue les idéaux a droite minimaux et les idéaux bilateres minimaux.

Soit a un idéal a gauche de A. Pour que a soit un A-module simple, il faut et
il suffit que ce soit un idéal & gauche minimal de A.

Tout idéal & gauche non nul d’un anneau artinien a gauche (VIII, p. 1, déf. 1)

contient un idéal a gauche minimal.

PROPOSITION 4. — Soit A un anneau possédant un idéal a gauche minimal a. Tout
A-module simple et fidéle est isomorphe au A-module a.

Soit M un A-module simple et fidéle. Soit a un élément non nul de a. Comme le
A-module M est fidele, il existe un élément x de M tel que ar # 0. L’homomorphisme
a — ax de a dans M est alors non nul; ¢’est donc un isomorphisme d’apres la prop. 2
de VIII, p. 43.

PROPOSITION 5. — Soient A un anneau artinien d gauche et M un A-module fidéle.
a) Il existe un entier naturel m et un isomorphisme de A, sur un sous-module
de M™.
b) Si M posséde une suite de Jordan-Hoélder (M

1;)ocicn, tout A-module simple
est isomorphe a l'un des quotients M;/M, ;.

D’apres VIII p. 2 appliqué au A-module A, et aux annulateurs des éléments
de M, il existe des éléments z4,...,z,, de M tels que 'annulateur de M soit I'in-
tersection des annulateurs des x;. Comme le A-module M est fidele, 'application
A-linéaire a — (azy, ..., ax,,) de A, dans M™ est injective, d’ou a).

Sous les hypotheéses de b), tout quotient simple de A, est isomorphe a un quo-
tient d’une suite de Jordan-Holder de M™ (I, p. 41, cor.), donc & I'un des modules
M; /M, (I, p. 41, th. 6). Enfin, tout A-module simple est isomorphe & un quotient

de A,.

Remarque. — La proposition 5 s’applique en particulier dans les deux cas suivants :

a) Soit A une algebre sur un corps commutatif K et soit M un module fidele de
dimension finie sur K. Alors M est un A-module de longueur finie et le contremodule
de M est de type fini. L’anneau A est artinien a gauche (VIIL, p. 8, prop. 6). Il existe
une suite de Jordan-Holder (M

/1.
1

Jo<ic<n du A-module M, et tout A-module simple est
isomorphe a I'un des modules M, /M, , pour 0 <i < n — 1.
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b) Soit A un anneau artinien & gauche. Le module A est de longueur finie
(VIIIL, p. 5, th. 1). Comme le A-module A, est de longueur finie, il existe une suite
décroissante (6;)o<c, d'idéaux & gauche de A, telle que ay = A, a, = 0 et que les
A-modules S; = a;_,/a; soient simples pour 1 < < n. Alors tout A-module simple

est isomorphe a I'un des modules S, ...,S,,.

5. Classes de modules simples

Notons Is,$X, Y§ la relation
« A est un anneau et X, Y sont des A-modules isomorphes ».

C’est une relation d’équivalence par rapport a X et Y. Si X est un A-module, on

note cl(X), et on appelle classe du A-module X, la classe d’objets équivalents a X

pour Is, (E, II, p. 47). Par définition, cl(X) est un A-module isomorphe & X; de

plus, deux A-modules X et Y sont isomorphes si et seulement si 'on a c1(X) = cl(Y).
Soit A un anneau. La relation

« X est une classe de A-modules de type fini »

est collectivisante en A (E, II, p. 3). En effet, tout A-module de type fini est iso-
morphe & un A-module de la forme A”/R, ol n est un entier naturel et R un
sous-module de A”, de sorte que notre assertion résulte de E, II, p. 47.

On notera .#(A) lensemble des classes de A-modules de type fini. Tout
A-module simple est monogene (VIIL, p. 42, prop. 1), et par suite les classes des
A-modules simples forment un sous-ensemble de .#(A), noté dans la suite .7(A)
(ou simplement .¥’). Lorsque 'anneau A est commutatif, application m + cl(A/m)
est une bijection de Iensemble des idéaux maximaux de A sur I'ensemble .7(A)
(loc. cit. et VIII, p. 42, remarque 1). Lorsque A est artinien a gauche, ’ensemble
& (A) est fini (VIII, p. 47, remarque b)).
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EXERCICES

1) Soient A un anneau, m un idéal & gauche maximal de A. Soit B I’ensemble des éléments b
de A tels que mb C m. Prouver que B est le plus grand sous-anneau de A contenant m
et dans lequel m soit un idéal bilatere. Soient S le A-module Ag/m, D son commutant,
Papplication canonique de Ag sur S; prouver que, étant donné b € B, il existe un unique
élément up de Enda (S) tel que up(m(a)) = w(ab) pour tout a € A. L’application b — up
induit un isomorphisme de B/m sur End (S).

2) Soient D un corps, V un D-espace vectoriel a droite, A un sous-anneau de Endp (V) qui
contient les endomorphismes de rang fini (par exemple A = Endp(V)). Démontrer que le
dual V* = Homp(V, D) est simple en tant que A-module a droite.

3) Soient D un corps, V un D-espace vectoriel & droite, A 'anneau des endomorphismes
de V. Pour toute droite L de V, on note my, I'ensemble des éléments u de A tels que
u(L) = 0. Prouver que my, est un idéal maximal de A, qu'on a mp, # mp, pour L # L/,
mais que les A-modules simples A/my, sont tous isomorphes au A-module V.

4) Prouver que le Z-module Q n’admet ni sous-module simple, ni module quotient simple.

5) Soit A un anneau.

a) Soient M, N des A-modules monogénes. Prouver que les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Les A-modules M et N sont isomorphes;

(ii) Pour tout générateur m de M, il existe un générateur n de N ayant le méme
annulateur que m;

(iii) 11 existe un générateur de M et un générateur de N ayant le méme annulateur.

b) Soient a, b des idéaux (& gauche) de A. Pour que les A-modules A/a et A/b soient
isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe un élément a de A tel que Aa+b = A et que a
soit 'ensemble des éléments = de A tels que za € b (utiliser a)).

¢) Soient m et n des idéaux a gauche maximaux de A. Pour que les A-modules simples
A/m et A/n soient isomorphes, il faut et il suffit qu’il existe un élément a de A=n tel que
ma C n.

d) Déduire de b) que 'ensemble des A-modules quotients du A-module A4 isomorphes
a un module donné a un cardinal inférieur & Card(A).

6) Soit M un A-module, tel que pour tout x # 0 dans M le module Az soit simple.
Démontrer que, ou bien M est simple, ou bien 'anneau des homothéties Ay est un corps
(si M n’est pas simple, considérer deux éléments non nuls z,y de M tels que y ¢ Az, et
lannulateur de = + y).

7) Soit S un A-module simple, dont le dual S* et le bidual S** sont simples. Prouver que
I'application u +— ‘u est un isomorphisme de Enda (S) sur le corps opposé de Endya (S*).
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€ 8) Soit A un anneau tel que les A-modules Ag et Ay soient de longueur finie. On
identifie Ay au dual de A,. Pour tout idéal a gauche s de A, 'orthogonal s° de s est
I'annulateur & droite de s dans A ; de méme, pour tout idéal & droite d, 'orthogonal 2° est
Pannulateur a gauche de 9. Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Tout A-module simple (& gauche ou & droite) est réflexif;

(ii) Le dual de tout A-module simple (& gauche ou a droite) est simple ;

(iii) Pour tout idéal & gauche minimal s et tout idéal & droite minimal d, on a 5%
et 990 =9;

(iv) L’application s + s° est une bijection de I’ensemble des idéaux & gauche de A

=5

sur 'ensemble des idéaux a droite.

Lorsque ces propriétés sont satisfaites, on dit que anneau A est auto-injectif (cf. X,
p. 171, exerc. 26).

b) On suppose que A est auto-injectif; soit M un A-module (& gauche ou & droite)
de type fini. Démontrer les propriétés suivantes :

(i) Le A-module M est réflexif ;

(i’) La longueur de M* est égale & celle de M;

(iii") Pour tout sous-module N de M, on a N% = N;

(iv’) L’application N + N est une bijection de I'ensemble des sous-modules de M
sur ’ensemble des sous-modules de M*.

9) On appelle colongueur d'un A-module simple S la dimension du contremodule de S (sur
le corps Enda (S)). On dit qu'un A-module M de longueur finie est de colongueur finie s’il
admet une suite de Jordan-Holder dont les quotients successifs sont de colongueur finie ;
la somme de ces colongueurs est appelée la colongueur de M, et notée A(M). Si N est un
sous-module de M, on a A(M) = A(N) + A(M/N).

Soit A un anneau auto-injectif (exerc. 8), tel que les modules Ay et Ay soient de
colongueur finie. On dit que A est un anneau frobeniusien si pour tout A-module simple S
on a A(S) = A(S%).

a) Soit M un A-module de longueur finie. Si A est un anneau frobeniusien, on a
A(M) = A(M*). Si en outre A est une algebre de rang fini sur un corps commutatif K, on
a dimg (M) = dimg (M*) (utiliser I'exerc. 7).

b) Soit K un corps commutatif et soit A la sous-algébre de Mg(K) ayant pour base
les éléments E11 + Ess, E12 + Es6, Eo1 + Ees, Eo2 + Eee, Ess + Eaa, E13, Eo3, Eg5 et Egg
(E;; désignant les unités matricielles de Mg (K)). Démontrer que A est une algebre auto-
injective mais non frobeniusienne (remarquer que les idéaux & gauche minimaux de A sont
KE;3+KEg3, KEy5 et KEyg, et les idéaux a droite minimaux KE3, KEg3 et KE45 +KE44).

10) Soient p : A — B un homomorphisme d’anneaux, a I’aide duquel on considére B comme
un A-module & droite. On suppose que le B-module & gauche Homy (B, A) est isomorphe
a Bs.
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a) Soit M un B-module; soit ¢ : B — Homa (B, A) un isomorphisme. Prouver que
lapplication u + (1) o u de Homp(M, B) dans Homp (M, A) est bijective.

b) On suppose en outre que le A-module B est de type fini. Pour que 'anneau B soit
auto-injectif (exerc. 8), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de A.

¢) Soit G un groupe fini; montrer que les conditions précédentes sont satisfaites
lorsqu’on prend pour B le A-module A[G] muni de la structure d’anneau telle que
(aeg)(d'eq) = ad’ egq pour a,a’ dans A et g, ¢’ dans G. En particulier, si K est un corps
commutatif, I'algébre K[G] est auto-injective.



§4. MODULES SEMI-SIMPLES

1. Modules semi-simples

DEFINITION 1. — On dit qu’un module est semi-simple s’il est somme directe d’une

famille de modules simples™.

On dit qu’un multimodule est semi-simple s’il est somme directe d’une famille
de multimodules simples (¢f. I, p. 36, déf. 7).

Un A-module M est semi-simple si et seulement s’il est semi-simple lorsqu’on
le considére comme module sur 'anneau Ay, de ses homothéties.

Ezemples. — 1) Un module réduit & 0, un module simple, sont des modules semi-

simples.

2) Si A est un corps, tout A-module est semi-simple d’apres le th. 1 de II,
p. 95. Cela montre qu’en général un module semi-simple se décompose de plusieurs
maniéres comme somme directe de sous-modules simples (voir cependant le cor. 2
de VIII, p. 63).

3) Soit A un anneau principal et soit P un systéme représentatif d’éléments
extrémaux de A (VII, p. 3). Soit M un A-module et, pour tout 7 € P, soit M(m)
I’ensemble des © € M tels que mx = 0. D’apres VII, p. 9, le A-module M est semi-
simple si et seulement s'il est somme des sous-modules M(7); il est alors somme
directe de ces sous-modules. Cet exemple sera généralisé plus loin (VIII, p. 61).

Soient A; et A, des algebres sur un anneau commutatif K. On a défini en III,
p. 38, la notion de bimodule & gauche sur les algebres A; et A,, et montré que cette
notion équivaut a celle de module a gauche sur anneau A; ®k A,. On dira que M

M Dapres le cor. 2 de VIIL, p. 52, cette définition coincide avec celle donnée en VII, p. 9.
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est un bimodule simple (resp. semi-simple, de type fini) si ¢’est un module simple
(resp. semi-simple, de type fini) sur 'anneau A; @k A,.

THEOREME 1. — Soit M un module somme (non nécessairement directe) d’une fa-
mille (S;);er de sous-modules simples et soit N un sous-module de M. Il existe une
partie J de 1 telle que M soit somme directe de la famille formée de N et des modules
S; pour j parcourant J.

Soit . I'ensemble des parties I’ de 1 telles que la somme de la famille formée
des modules N et S;, pour i dans I, soit directe. L’ensemble .# est de caractére fini :
pour qu’une partie J de I appartienne a ., il faut et il suffit qu’il en soit de méme
de toute partie finie de J. Donc I'ensemble . posséde un élément maximal J (E, III,
p. 35). Posons N = N + 3., S,. Soit i dans I=1J; comme J est maximal dans .7,
I'ensemble JU {i} n’appartient pas & .7, de sorte que S, NN’ 2 0 ; comme S; est un
module simple, on a S; NN’ = S,. On a donc S; C N’ pour tout ¢ € I, d’ou N’ = M.
Cela acheve la démonstration.

COROLLAIRE 1. — Tout module somme d’une famille de modules simples est semi-
simple.
11 suffit d’appliquer le th. 1 au cas ou N est nul.

COROLLAIRE 2. — Pour qu’un module M soit semi-simple, il faut et il suffit que
tout sous-module de M soit facteur direct.

La condition est nécessaire d’apres le th. 1.

Réciproquement, supposons que tout sous-module de M admette un supplémen-
taire. Soit M’ la somme des sous-modules simples de M et soit M” un supplémentaire
de M’ dans M. Supposons qu’on ait M’ £ M, d’ott M” # 0. Soit N un sous-module
monogene non nul de M”. D’apres la prop. 3 de VIII, p. 45, il existe un sous-module
maximal P de N. Soit Q un sous-module supplémentaire de P dans M. Alors NN Q
est un sous-module de N, supplémentaire de P dans N, donc isomorphe & N/P (11,
p. 20, prop. 13). Par suite NN Q est un sous-module simple de M”| contrairement a
la définition de M'.

On a donc M' = M et le module M est semi-simple d’apres le cor. 1.

COROLLAIRE 3. — Soient M un module semi-simple et N un sous-module de M.
Les modules N et M /N sont semi-simples. Plus précisément, si M est somme directe
dune famille (S;);c; de modules simples, il existe une partie J de I telle que M/N
soit isomorphe @ ey S; et N d ;13 S;-
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Choisissons J comme dans le th. 1. Le module N = @;¢; S; est un supplémen-
taire de N dans M, il est donc isomorphe & M/N. De plus, les sous-modules N et
Bici—y S; de M sont tous deux supplémentaires de N’ et donc isomorphes a M/N’.

COROLLAIRE 4. — Soit M un module semi-simple. Pour que M soit simple, il faut
et il suffit que l'anneau E des endomorphismes de M soit un corps.

Si M est simple, E est un corps d’apres le cor. de la prop. 2 de VIII, p. 43.

Si E est un corps, le module M est indécomposable (VIII, p. 28, prop. 4, a)).
Comme il est en outre semi-simple, il est simple.

Remarque. — Soient K un corps commutatif algébriquement clos et A une
K-algebre. Soit M un A-module semi-simple qui est un espace vectoriel de di-
mension finie sur le corps K. Pour que M soit simple, il faut et il suffit que tout
endomorphisme du A-module M soit de la forme z +— ax avec o dans K : c’est
nécessaire d’apres le th. 1 de VIII, p. 43, et suffisant d’apres le cor. 4 ci-dessus.

2. L’homomorphisme @; Hom, (M, N;) — Hom, (M, &@; N;)

Soient A un anneau, M un A-module et (N;),c; une famille de A-modules.
A tout élément (u;) de @, Hom,(M,N,), associons 'élément m > (u,(m)) de
Hom , (M, @, N,). On définit ainsi un homomorphisme canonique

¢ : @ Hom, (M, N;) — Hom, (M, @NZ>

Il est clair que ¢ est injectif. Soit u un élément de Hom, (M, ; N,;). Pour que
u appartienne a l'image de ¢, il faut et il suffit que ’ensemble des indices 7 tels
que pr; ou # 0 soit fini. Cette condition est automatiquement satisfaite lorsque le
module M est de type fini.

Par conséquent, si le module M est de type fini, '’homomorphisme ¢ est bijectif.

3. Quelques opérations sur les modules

Soient A et B des anneaux et soit P un (A, B)-bimodule (II, p. 33). On va
définir deux procédés dont I'un fait passer d'un B-module a gauche & un A-module
a gauche et 'autre d'un A-module & gauche a un B-module a gauche.
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3.1. L’opération 7. — Soit V un B-module a gauche. Notons .7 (V) le A-module
a gauche P @5 V (II, p. 54). Sa loi d’action est donnée par la formule

(1) a(p®@v) = (ap) ®@v

poura € A, pePetveV.

Soit V' un B-module & gauche. Pour toute application B-linéaire g de V dans V,
Papplication 1p ® g de 7 (V) dans .7 (V') est A-linéaire ; on la notera .7 (g). L’appli-
cation ¢ — 7 (g) de Homg(V, V') dans Hom, (7 (V), .7 (V') est Z-linéaire et 'on
a

(2) T(y) =1zt  T(g0g)=T(g) o T(9),

si V, V', V" sont des B-modules a gaucheet g : V.— V', ¢’ : V' — V" des applications
B-linéaires. Le produit tensoriel commutant aux sommes directes, si V est la somme
directe d’une famille de sous-modules (V;);c1, on peut identifier le A-module .7 (V)
avec @, 7 (V;).

3.2. L’opération 7. — Soit M un A-module & gauche. Notons .7’ (M) le B-module
a gauche Hom, (P, M) (II, p. 34). Sa loi d’action est donnée par la formule

(3) (bf)(p) = f(pb)

pour b € B, f € Hom, (P,M) et p € P.

Soit M’ un A-module a gauche. Pour toute application A-linéaire g de M
dans M, l'application Hom, (1p, g) de (M) dans 52 (M’) est B-linéaire ; on la no-
tera 7 (g). L’application g — J#(g) de Hom, (M, M’) dans Hompg (52 (M), 52 (M))
est Z-linéaire et l'on a

(4) H(ly) = L@y H(g'og)=H(g)o H(g),

si M, M’; M” sont des A-modules & gauche et g : M — M, ¢’ : M’ — M” des
applications A-linéaires. Supposons en outre que P soit un A-module de type fini;
si M est la somme directe d’une famille de sous-modules (M;), alors on peut identifier
J(M) a @, #(M,;) d’apres VIII, p. 53.

3.83. Relations entre T et . — D’aprés la prop. 1 de II, p. 74, pour tout A-
module a gauche M et tout B-module a gauche V, il existe un unique isomorphisme
de groupes

(5) ~ : Hom, (7 (V), M) — Homg(V, 2(M))
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caractérisé par la relation

(6) (W) () (p) = h(p @ v)

pour h € Hom, (7 (V),M), v € V et p € P. L’isomorphisme v est appelé isomor-
phime d’adjonction.

Soit M un A-module & gauche. Le A-module .7 (¢ (M)) n’est autre que le
A-module P ®z Hom, (P, M). En appliquant ce qui précéde au B-module 52°(M),
I’application

ay =7 (Id o) : T (A (M) — M

est I'unique application satisfaisant a
(7) an(p® f) = f(p)

pour p € P et f € Hom,(P,M). Nous dirons que ay, est 'application A-linéaire
canonique de .7 (°(M)) dans M. Pour toute application A-linéaire g : M — M’, on

a un diagramme commutatif
T(A M) 5 M
@ Jﬂ((%"(g)) Jg
T (A M) 2\,
L’inverse
7yt Homg (V, 22 (M)) — Hom, (7 (V), M)

de I'isomorphisme d’adjonction coincide avec application f +— a0 7 (f). En effet,
d’apres (6) et (7) on a les relations

T H AP ev) = (f()p) = aw(p® f(v) = ay o T(f)(p©v)

pour tous f € Homg(V, 2 (M)), v € Vet p € P.

Soit V un B-module. Le B-module J#(.7(V)) n’est autre que le B-module
Hom, (P, P ®p V). En appliquant (5) au A-module .77 (V), Iapplication B-linéaire
By =v(Id 7)) de V dans (7 (V)) est caractérisée par la relation

®) Sy(v)(p) =p®v

pour p € P et v € V. Nous dirons que fy est 'application B-linéaire canonique de V
dans (7 (V)). Pour tout B-module V' et toute application B-linéaire g : V.— V',
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on a un diagramme commutatif

v -2 e (V)

(D) g l%(f/(g))
Byr
V= (T (V).
Notons que le morphisme d’adjonction (5) coincide avec l'application qui envoie u
sur J(u) o fy. En effet, des relations (6) et (8), on déduit les égalités

(v(w) () (p) = u(p ®v) = uo (By(v))(p)
pour tous u € Hom, (Z(V),M),v € Vet p€P.

Remarques. — 1) Soient V et V' des B-modules. L’isomorphisme d’adjonction
v+ Homy (F(V), 7 (V') — Homg(V, (7 (V)))
vérifie la relation (.7 (f)) = By, o f pour tout f € Homg(V, V'), puisque
(VT (N@)p) =T (flpev)=p f(v) = By o f)(©)(D).

Soient M et M’ des A-modules ; 'inverse de I'isomorphisme d’adjonction
vt Homg (S2(M), (M) — Hom, (T (52(M)), M)

vérifie la relation v (5 (u)) = u o ay, pour tout u € Hompg (M, M'). En effet, on a
les relations

VA (W) (p @) = (H(u)(v))(p) = u(v(p) = uo an(p®v)
pour tous u € Homg (M, M'), v € (M) et p € P.

2) Soit M un A-module & gauche. Les applications B-linéaires
Bapny : A M) = A(T (A M) et H(oy): H(T(H(M))) = H(M)

satisfont la relation 72 (ay) 0 801y = Liyuy- Elles ne sont pas bijectives en général.
Soit V un B-module a gauche. Les applications A-linéaires

T(by): TN) = T(AH(T(V)) et azyy: T(A(T(V)) = T(V)
satisfont la relation a () 0 7 (By) = 15y,). Elles ne sont pas bijectives en général.
3) Supposons que P soit de type fini en tant que A-module. Soit M la
somme directe d'une famille (M;);c; de A-modules. Les A-modules .7 (7 (M)) et
@, 7 (o (M,;)) sont canoniquement isomorphes. Lorsqu’on les identifie, oy s’identi-
fie & @, ayy,- De méme, soit V la somme directe d'une famille (V;);.; de B-modules.
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Le B-module (.7 (V)) s'identifie & @; (.7 (V;)) et application linéaire 3 a
®, Ay,

4. Modules isotypiques

Soient A un anneau et S un A-module & gauche simple. Notons D 'anneau
opposé de I'anneau des endomorphismes de S; ¢’est un corps. Muni des actions de
A et de D, S est un (A, D)-bimodule.

PROPOSITION 1. — Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) II emiste un ensemble 1 tel que M soit isomorphe a SV ;

(ii) Le module M est somme directe d’une famille de sous-modules isomorphes
asS;

(iii) Le module M est somme d’une famille de sous-modules isomorphes d S ;

(iv) Il existe un espace vectoriel 4 gauche V sur le corps D tel que le A-module
M soit isomorphe a S ®p V.

L’équivalence de (i) et (ii) est immédiate et celle de (ii) et (iii) résulte du th. 1
de VIII, p. 52 appliqué au cas ou N = 0. Tout espace vectoriel a gauche sur D est
isomorphe & un espace vectoriel de la forme D", ot T est un ensemble (IT, p. 95,

th. 1). Comme le produit tensoriel commute aux sommes directes, (i) équivaut a
(iv).

DEFINITION 2. — On dit qu’un A-module M est isotypique de type S sl satisfait
auz conditions équivalentes de la prop. 1. On dit que M est isotypique s’il existe un
A-module simple T tel que M soit isotypique de type T.

Tout module isotypique est semi-simple.

PROPOSITION 2. — Si un module est somme de sous-modules isotypiques de type
S, il est isotypique de type S. Les sous-modules et les modules quotients d’un module
isotypique de type S sont isotypiques de type S.

La premiére assertion résulte des définitions, la seconde du cor. 3 de VIII, p. 52.

Remarque. — Tout module isotypique non nul de type S posséde un module quotient
et un sous-module isomorphes & S ; par conséquent, si M et M’ sont des A-modules
isotypiques non nuls de type S, le groupe Hom, (M, M’) n’est pas réduit a 0.
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PROPOSITION 3. — a) Soit M un A-module isotypique de type S. L’application A-
linéaire aryp = S ®@p Homy (S, M) — M caractérisée par ay(s® f) = f(s) (VI p. 55)
est bijective.

b) Soit V un espace vectoriel a gauche sur le corps D. L’application D-linéaire
By : V= Homy (S,S ®p V) définie par By (v)(s) = s @wv (VIIL, p. 55) est bijective.

Notons .7(M) le D-espace vectoriel a gauche Hom, (S, M). Le A-module M est
par hypothése somme directe d’une famille de sous-modules isomorphes a S. Le A-
module S est monogene ; pour démontrer que 'application «,; est bijective, il suffit
donc de considérer le cas ot M = S (VIIL, p. 56, remarque 3). Or JZ(S) n’est autre
que le D-espace vectoriel D, et ag n’est autre que 'isomorphisme ¢ : S®p D, — S
défini par ¢(s ® d) = sd.

I suffit de méme, pour démontrer b), de considérer le cas ou V = D,. Or,
comme l'application ag est bijective, 'application Bp = 8, l'est aussi (VIII,
p. 56, remarque 2).

5. Description d’un module isotypique

Comme dans le numéro précédent, A désigne un anneau, S un A-module &

gauche simple et D le corps End, (S)°. On considére S comme un (A, D)-bimodule.

DEFINITION 3. — Soit M un A-module isotypique de type S. Une description de M
relative & S est un couple (V, ), o0 'V est un espace vectoriel a gauche sur le corps D
et a:S®pV — M un isomorphisme de A-modules.

Tout A-module M isotypique de type S possede une description canonique : ¢’est
le couple (Homy (S, M), ;) ot g = S ®p Homy (S, M) — M est 'isomorphisme de
A-modules caractérisée par oy (s ® f) = f(s) (VIIL, p. 58, prop. 3 a)).

THEOREME 2. — Soient M un A-module isotypique de type S et (V,a) une des-
cription de M. Notons 2, (V) Uensemble, ordonné par inclusion, des sous-D-espaces
vectoriels de V et Py (M) celui des sous-A-modules de M. Identifions pour tout
W e 2 (V) le A-module S®@p W d son image canonique dans S ®p V.

a) L’application W +— (S ®@p W) est un isomorphisme d’ensembles ordonnés
de P (V) sur 25 (M).

b) L’isomorphisme réciproque fait correspondre d un sous-module N de M le
sous-espace vectoriel de V- formé des éléments v tels que a(s ® v) appartienne ¢ N
pour tout s € S.
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Pour tout W € 2,(V), posons ¢(W) = a(S ®p W). Pour tout N € 2, (M),
notons ¥ (N) I'ensemble des éléments v € V tels que a(s ® v) € N pour tout s € S.
On définit ainsi deux applications ¢ : Zp(V) = 25 (M) et ¢ : Z,(M) = Z(V).
Elles sont clairement croissantes.

Soit N un sous-module de M. Il est isotypique de type S (VIII, p. 57, prop. 2).
Posons W = 9(N). D’apres la prop. 3, b) de VIII, p. 58, les applications A-linéaires
h :'S — M ne sont autres que les applications s — a(s ® v), ot v parcourt V. Celles
dont I'image est contenue dans N sont les applications s — «(s ® w), ou w parcourt
W leurs images engendrent N, puisque N est isotypique de type S. On a donc
a(S ®p W) = N, c’est-a-dire ¢(¢»(N)) = N. Cela prouve que ¢ o 9 est 'application
identique de Z,(M). En particulier ¢ est surjective et ¢ injective.

Pour terminer la démonstration, il suffit de prouver que l'application ¢ est
injective. Soient W et W’ des sous-espaces vectoriels de V tels que p(W) = o(W’).
Les espaces vectoriels S®@p, W et S®p W’ vus comme sous-espaces vectoriels de S®p V
coincident. Choisissons une forme linéaire non nulle f sur le D-espace vectoriel S et
notons ¢ : S®p V — V 'homomorphisme de groupes défini par g(s ® v) = f(s)v.
OnaW=yg(S®pW)=g(S®, W)=W dou I'injectivité de .

Remarque 1. — Soit M un A-module isotypique de type S et (V, ) une description
de M. Alors M est de longueur finie si et seulement si V est de dimension finie et on
a dans ce cas la relation

long, (M) = dimp (V).

COROLLAIRE 1. — Soit M un A-module isotypique de type S. Pour tout sous-A-
module N de M, identifions Hom, (S,N) au sous-D-espace vectoriel de Homy (S, M)
formé des applications dont Iimage est contenue dans N.

a) L’application N — Hom, (S, N) est un isomorphisme d’ensembles ordonnés
de P, (M) sur Dp(Hom, (S, M)).

b) La bijection réciproque associe d tout sous-espace vectoriel W de Hom, (S, M)
le sous-module Y ,cw h(S) de M.

C’est une traduction du th. 2, lorsqu’on prend pour (V,a) la description cano-
nique de M.

COROLLAIRE 2. — Soient V un espace vectoriel a gauche sur D et .% un ensemble
d’endomorphismes de V. Pour qu’un sous-A-module de S ®p, V soit stable par tous
les endomorphismes 1g @ u, ot u parcourt F , il faut et il suffit qu’il soit de la forme
S®p W, ot W est un sous-espace vectoriel de V stable par tous les endomorphismes
appartenant a F .
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En effet, d’apres le th. 2, tout sous-A-module N de S ®p, V est égal a S ®@p W,
ou W est le sous-espace vectoriel de V formé des éléments v tels que s®v appartienne
a N pour tout s € S.

THEOREME 3. — Soient M et M’ des A-modules isotypiques de type S. Soient (V, a)
et (V', ) des descriptions de M et M’ respectivement. Pour toute application D-
linéaire f : V. — V', Notons f M — M’ ['unique application A-linéaire rendant
commutatif le diagramme

S@pV —"=M

(9) [wor |7

S ®p V!~ M.
L application f — [ de Homp (V, V') dans Hom, (M, M) est un isomorphisme de
groupes.
Il nous suffit de démontrer que l'application Z-linéaire u — 13 ® u de
Homp,(V, V') dans Hom, (S ®p V,S @, V') est bijective. En reprenant les notations
du n° 3 appliqué au (A, D)-bimodule S, cela revient & montrer que l'application

7+ Homp(V, V') —s Hom, (7 (V), 7 (V"))

est bijective. Mais d’apres la remarque 1 de VIII, p. 56, comme l’isomorphisme
d’adjonction (VIIIL, p. 54) est bijectif, cela revient a montrer que I'application qui
envoie u sur fy, o u est bijective, ce qui résulte du fait que I'application D-linéaire
By est bijective (VIIL, p. 58, prop. 3 b)).

Conservons les notations du th. 3. Soit M” un A-module isotypique de type S
et soit (V”, ) une description de M”. Pour tout f € Homp(V, V') et tout ¢ appar-
tenant & Homp(V/, V"), on a g/37 = go f. En particulier, pour M = M’, V = V/
et a = o, Dapplication f — f de Endp (V) dans End, (M) est un isomorphisme
d’anneaux.

Remarque 2. — Soit M un A-module isotypique de type S et soit (V,a) une des-
cription de M. Soit B un sous-anneau de 'anneau End, (M)°. L’isomorphisme d’an-
neaux de Endp(V)° sur End, (M)° munit V d’une structure de (D, B)-bimodule de
sorte que « est un isomorphisme de (A, B)-bimodules. Il existe un isomorphisme de
I'ensemble des sous-(D, B)-bimodules de V, ordonnés par l'inclusion sur celui des
sous-(A, B)-bimodules de M (VIII, p. 58, th. 2 et VIIL, p. 59, cor. 2).

COROLLAIRE. — Soient M, M" des A-modules isotypiques de type S. L’application
u — Hom(1g,u) de Homy(M,M’) dans Homp(Hom, (S, M), Hom, (S, M) est un
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isomorphisme de groupes. Lorsque M est égal a M', ¢’est un isomorphisme d’anneaux
de End, (M) sur Endp(Hom, (S, M)).

Compte tenu de la commutativité du diagramme (I) de VIII, p. 55 ce corollaire
résulte du th. 3, appliqué aux descriptions canoniques de M et M'.

6. Composants isotypiques d’un module

DEFINITION 4. — Soient A un anneau, M un A-module et S un A-module simple.
On appelle composant isotypique de type S de M, et l'on note Mg, la somme des

sous-modules de M isomorphes a S.

Il est clair que Mg est le plus grand sous-module de M qui soit isotypique de type
S. Comme tout sous-module de Mg est isotypique de type S (VIIL, p. 57, prop. 2),
on a Ng = Mg N N pour tout sous-module N de M.

Si S est un A-module simple isomorphe a S, on a évidemment Mg = Mg/, donc
Mg ne dépend que de la classe de S (VIII, p. 47).

Soit M un A-module. Il existe un plus grand sous-module semi-simple de M,
qu’on appelle le socle de M ; ¢’est la somme des sous-modules simples de M, et aussi
la somme des composants isotypiques de M. En particulier, M est semi-simple si et

seulement s’il est égal a son socle.

PROPOSITION 4. — Soit A un anneau. Désignons par & l’ensemble des classes de
A-modules simples. Soit M un A-module semi-simple.

a) Le module M est somme directe de la famille (My)ycr de ses composants
150typiques.

b) Supposons que M soit somme directe d’une famille (N;);e; de sous-modules
simples. Pour tout A € ., soit I(\) Uensemble des indices i € 1 tels que N; soit de
classe A. On a M, = @;¢r») N;-

¢) Si M est de type fini, l'ensemble des A\ € & tels que M, # 0 est fini.

d) Pour tout sous-module N de M, et tout A\ € ¥, on a Ny = NNM, et
(M/N), = (M, + N)/N.

Comme M est semi-simple, il est somme de la famille (M,),c, prouvons que
cette somme est directe. Soit A € 7. Notons M} la somme de la famille (M) e —(1}-
Le module M) est somme directe d’une famille de modules simples non isomorphes
a A (VII, p. 52, th. 1). D’aprés le cor. 3 du th. 1 de VIII, p. 52, M} ne contient
aucun sous-module simple de classe A. On a donc M, N M) = 0. L’assertion a) est
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donc démontrée. Par construction, on a My D @;¢(y) N;, Uassertion b) résulte alors
de II, p. 18, remarque 1.

L’assertion c¢) résulte de a) et de (I, p. 29, prop. 23).

Soit N un sous-module de M et A € .. Le composant isotypique N, de N est
contenu dans M, et M, NN C N,. L’intersection N N M, est donc le composant
isotypique de type A de N.

Pour tout A € S, le module M, +N/N est isomorphe & M, /(M, NN). Il est donc
isotypique de type A et contenu dans (M/N),. La derniére assertion résulte alors de
a) et de I, p. 18, remarque 1.

COROLLAIRE. — Soit A un anneau et ¥ lensemble des classes de A-modules
simples. Soit M un A-module semi-simple et N un sous-module de M. Alors on a
N=@,co NN M, et M/N = P, (M, +N)/N.

Comme N et M/N sont semi-simple (VIII, p. 52, cor. 3), le corollaire résulte de
la prop. 4 d).

On appelle support d'un A-module semi-simple M I'ensemble des classes A de
A-modules simples telles que le composant isotypique de M de type A soit non nul.
Le support d’'un A-module semi-simple de type fini est fini.

PROPOSITION 5. — Soit A un anneau et soit . l'ensemble des classes de A-
modules simples. Soient M et N des A-modules.

a) Soit f : M — N un homomorphisme. Pour tout A € ., f induit un ho-
momorphisme f, de M, dans Ny ; si M est semi-simple et f surjectif, chacun des
homomorphismes fy est surjectif.

b) Supposons M semi-simple. L’application f v+ (fy)resr €St un isomorphisme
de groupes de Homy (M, N) sur [T, Homy (My, Ny). Lorsque M est égal a N, ¢’est
un isomorphisme d’anneaus de Endy (M) sur [Tye.» Endy (M,).

Pour tout A € ., le sous-module f(M,) de N est isomorphe & un quotient d’un
module isotypique de type A; il est donc isotypique de type A, et par suite, contenu
dans Nj,.

Supposons que M soit semi-simple et f surjectif. Alors f induit un isomorphisme
de M/ Ker(f) sur N qui envoie (M, +Ker(f))/ Ker(f) sur f(M,). D’apres la prop. 4
de VIIIL, p. 61, N, = f(M,) ce qui termine la démonstration de a).

L’application considérée dans b) est clairement un homomorphisme de groupes
et c’est un homomorphisme d’anneaux lorsque M est égal a N. Soit (fy)ycs un
élément de [y Hom(M,,N,). Son unique antécédent par 'application de b) est



N° 6 COMPOSANTS ISOTYPIQUES D’UN MODULE A VIIIL.63

I’homomorphisme f : M — N défini par

f(Z zx) = Z N@y)

Aes res
pour tout (zy)ycs € B M,.

Remarque. — Soient A et B des anneaux. Soit M un (A, B)-bimodule. Il résulte de
la prop. 5 que les composants isotypiques du A-module M sont des sous-bimodules
de M. Cela s’applique en particulier lorsque M est un A-module et B 'anneau opposé
de End, (M).

Ezemple. — Examinons le cas ot 'anneau A est commutatif. L’application qui en-
voie un idéal maximal m sur cl(A/m) est une bijection de ensemble des idéaux
maximaux de A sur I'ensemble . des classes de A-modules simples (VIII, p. 47).
La bijection réciproque associe a A son annulateur m,.

Soit N un A-module. Pour tout A € ., le composant isotypique M, de M
est formé des éléments annulés par m, et l'on peut considérer M, comme un
espace vectoriel sur le corps A/m,. Si M est semi-simple et si N est un autre
A-module, on déduit de la prop. 5 un isomorphisme de groupes de Hom, (M, N) sur
[Thesr Homy /o, (My, Ny).

COROLLAIRE 1. — Soient M un A-module semi-simple et N un sous-module de M.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un unique sous-module supplémentaire de N dans M ;

(ii) On a Hom, (M/N,N) =0;

(iii) 1l ewiste une partie A de 7 telle que N = @ycp M.

Choisissons un sous-module N’ supplémentaire de N dans M (VIII, p. 52, cor. 2) ;
si lon identifie M & N’ x N, les sous-modules de M supplémentaires de N sont les
graphes des applications A-linéaires de N’ dans N ; comme N’ est isomorphe & M /N,
on a prouvé 'équivalence des propriétés (i) et (ii). D’apres la prop. 5, b), le groupe
Hom, (N, N) est isomorphe au groupe [],c» Hom, (N), Ny ). I est nul si et seulement
si, pour tout A € %, on a N, = 0 ou Ny = 0 (VIII, p. 57, remarque), c¢’est-a-dire
N, =0 ou N, = M,. Cela prouve I'équivalence des conditions (ii) et (iii).

COROLLAIRE 2. — Soit M un A-module. Les deuzx conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Tout sous-module de M admet un unique sous-module supplémentaire.

(ii) M est somme directe d’une famille (S;);c; de modules simples, deuz d deux
non isomorphes.
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Supposons que M wvérifie ces conditions. Alors, pour tout sous-module N de M, il
existe une unique partie J de 1 telle qu'on ait N = @,¢;5; et tout sous-module
simple de M est égal a l'un des S,.

Chacune des propriétés (i) et (ii) entraine que M est semi-simple.

Supposons la condition (i) satisfaite. Soit A € .. D’aprés I’équivalence de (i) et
(iii) dans le cor. 1, tout sous-module de M, est nul ou égal & M,. Par suite, M, est
nul ou simple et (ii) résulte de ce que M est somme directe de la famille (M) .o

Inversement, si la condition (ii) est satisfaite, M, est nul ou simple pour tout
A€ ;81 N est un sous-module de M, alors NN M, est égal & 0 ou M, pour tout
A€ commeonaN =@, (NNM,) (VI p. 62, cor.), le sous-module N satisfait
a la condition (iii) du cor. 1, donc admet un unique sous-module supplémentaire
dans M. Cela prouve que (ii) implique (i), ainsi que les derniéres assertions du

corollaire.

Soient M un A-module et S un A-module simple. Notons D I'anneau opposé du
corps End, (S) et considérons S comme un (A, D)-bimodule. Alors Hom, (S, M) est
un espace vectoriel a gauche sur D et Hom , (M, S) un espace vectoriel & droite sur D.
Le dual du D-espace vectoriel a gauche Hom (S, M) est un espace vectoriel a droite
sur D (IL, p. 40, déf. 2). Pour tout u € Hom, (M, S), application h(u) : v — uowv de
Hom, (S, M) dans Hom, (S, S) = D est une forme linéaire sur le D-espace vectoriel
a gauche Hom, (S, M).

PROPOSITION 6. — Conservons les notations ci-dessus et supposons le A-module

M semi-simple. L’application w — h(u) du D-espace vectoriel a droite Hom, (M, S)

dans le dual du D-espace vectoriel d gauche Hom (S, M) est D-linéaire et bijective.
Soient u € Homy (M, S), v € Hom, (S, M) et d € D. On a

h(ud)(v) = h(dou)(v) =douowv =do (h(u)(v)) = h(u)(v)d.
Cela prouve que I'application h est D-linéaire. Elle n’est autre que ’application
donnée par u — Hom(1g,u) de Hom, (M, S) dans Homp(Hom, (S, M), Hom, (S, S)).
Pour démontrer qu’elle est bijective, il suffit d’apreés la prop. 5, b) de VIII, p. 62, de

traiter le cas ou le A-module M est isotypique de type S et on peut alors appliquer
le cor. de VIII, p. 60.
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7. Description d’un module semi-simple

Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on note A un anneau et . l'ensemble des
classes de A-modules simples. Pour tout A € ., on choisit un module simple S,
de classe A (par exemple S, = \) et 'on note D, I'anneau opposé du corps des
endomorphismes de S, ; on considére S, comme un (A, D,)-bimodule.

Soit M un A-module. Pour tout A € ., Hom, (S,, M) est un espace vectoriel a
gauche sur le corps D,. D’apres VIII, p. 55 et 11, p. 12, prop. 6, il existe une unique
application A-linéaire, dite canonique,

o P <S/\ ®p, HomA(SA,M)> - M

res

satisfaisant a la relation

(10) an(s® f) = f(s),

pour A € .7, s € Sy, et f € Hom, (Sy, M). Si 'on munit @, (S)®p, Homy (S, M))
et M de leur structure de End, (M)-module naturelle, Papplication a; est End , (M)-
linéaire.

PROPOSITION 7. — Soit M un A-module. L’application canonique v est injective.
Pour tout A\ € &7, l'image par ayy de Sy®p,, Hom, (Sy, M) est le composant isotypique
de M de type X. L’image de oy est le socle de M. Le A-module M est semi-simple
si et seulement si Uapplication oy est bijective.

Soit A € .. Notons M, le composant isotypique de M de type A. Toute ap-
plication A-linéaire de S, dans M prend ses valeurs dans M, (VIII, p. 62, prop. 5).
Par suite, d’apres la prop. 3, a) de VIII, p. 58, I'application «y; induit une bijection
de S, ®p, Hom, (S,, M) sur M,. La proposition en résulte, puisque le socle de M
est somme directe de la famille (M,),c, et que le module M est semi-simple si et
seulement s’il est égal & son socle.

DEFINITION 5. — Soit M un A-module semi-simple. Une description de M (relative
a la famille (S)),co) est un couple ((Vy)reys @), ot V, est un espace vectoriel d
gauche sur le corps Dy pour chaque X € . et ot o : @ye(Sy ®p, Vi) = M est un
isomorphisme de A-modules.

Tout A-module semi-simple M possede d’apres la prop. 7 une description ca-
nonique : c’est le couple ((Homy (Sy, M))\c.o, p) OU ay est Papplication A-linéaire
définie par la formule (10).
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PROPOSITION 8. — Soient M un A-module semi-simple et ((Vy)yer, @) une des-
cription de M.

a) Pour tout A\ € 7, o induit un isomorphisme du A-module Sy ®p, V sur le
composant isotypique de M de type \.

b) Pour tout N\ € .7, lapplication B, : V, — Hom,(S,,M) définie par
By(v)(s) = a(s ® v) est D,-linéaire et bijective.

c) Soit N un sous-module de M. Il existe une unique famille (W),co véri-
fiant : W, est un sous-D,-espace vectoriel de V, pour tout A € . et N est l'image
par o du module @y o (Sy ®p, W) identifié a son image canonique dans le module
Drer(Sy ®p, V). Pour tout A € 7, W, est l'ensemble des éléments v € V, tels
que as ® v) appartienne a N pour tout s € Sy.

Le A-module Sy ®p,, V, est isotypique de type A pour tout A € .. L’assertion
a) résulte alors du fait que « est un isomorphisme et du fait que M est la somme
directe de la famille (M}),c» (VIII, p. 61, prop. 4 a)).

Soit A € . Notons a, : Sy ®p, V) — M la restriction de o a Sy ®p, V. Avec
les notations du n° 3 appliquées au (A, D, )-bimodule S,,

By = () = H(ay) 0 5VA

ot la derniere égalité résulte de VIII, p. 56. Donc 3, est la composée de I’homomor-
phisme D,-linéaire () et de Py,. L'assertion b) résulte alors de la prop. 3, b)
de VIII, p. 58.

Soit N un sous-module de M. On a N = @, (NNM,) (VIIL p. 62, cor.), donc
¢) résulte du th. 2 de VIII, p. 58.

COROLLAIRE. — Soit M un A-module semi-simple. Pour tout sous-module N de M
et tout élément X de ., identifions Hom, (Sy,N) au sous-Dy-espace vectoriel de
Hom, (S, M) formé des applications dont l’image est contenue dans N.

a) L’application N — (Hom, (Sy,N))yer est une bijection de l'ensemble des
sous-A-modules de M sur Uensemble des familles (W) e telles que, pour tout
A€ S, Wy soit un sous-Dy-espace vectoriel de Homy (Sy, M).

b) La bijection réciproque associe & une famille (W) ey le sous-A-module
Yaer Lwew, w(S,) de M.

C’est une traduction de la prop. 8 ¢) appliquée a la description canonique de M.

PROPOSITION 9. — Soient M et M' des A-modules semi-simples et soient
((Va)reswsa) et (Vi)res, @) des descriptions de M et M’ respectivement. Pour
toute famille f = (f\)res de Ilyes Homp, (Vy, V1), il existe une unique application
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A-linéaire o(f) € Homy (M, M’) rendant commutatif le diagramme

@ (Sy®p, V)) —— M
\e.s

b (1s, ®fx) o(f)

AeS

& (S, ®p, Vi) —2 s M

Aes
Leapplication ¢ : [Iye s Homp, (V,, V4) = Homy (M, M) ainsi définie est un isomor-
phisme de groupes. Lorsque l'on a M = M, V, =V} pour tout A € . et a = o,
Papplication ¢ est un isomorphisme d’anneaus de [ e » Endp, (V) sur End, (M).

Compte tenu de la description des composants isotypiques de M et M’ donnée

dans la prop. 8 a), cela résulte du th. 3 de VIII, p. 60 et de la prop. 5, b) de VIII,
p. 62.

COROLLAIRE. — Soient M un A-module semi-simple et M' un A-module. L’appli-
cation v — (Hom(1g, ,u))yes de Homy (M, M) dans

11 Homy,, (Hom, (S, M), Hom, (Sy, M'))

Aes
est un isomorphisme de groupes. Lorsque M’ est égal a M, ¢’est un isomorphisme de
Panneau End, (M) sur Uanneau []ye » Endp, (Hom, (Sy, M)).

C’est une traduction de la proposition 9 appliquée aux descriptions canoniques

de M et du socle de M.

8. Multiplicités et longueurs dans les modules semi-simples

PROPOSITION 10. — Soit M un A-module semi-simple. Soit (M,;);c; une famille
de sous-modules simples dont M est somme directe. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) M est de longueur finie;

ii) M est artinien;

iv) M est de type fini;

v) I est fini.
Si M satisfait a ces propriétés, la longueur de M est égale au cardinal de 1.

(
(iii) M est noethérien;
(
(

Si I’ensemble I est fini, M posséde les propriétés (i) , (ii) , (iii) et (iv). Supposons
I’ensemble I infini. D’apres 'exemple 2 de VIII, p. 2, le module M n’est ni artinien,
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ni noethérien ; comme tout module de longueur finie est artinien et noethérien (VIII,
p. 2, prop. 1), M n’est pas davantage de longueur finie. Enfin, tout élément de M
appartient a la somme d'un nombre fini de sous-modules M;, donc M n’est pas
de type fini. Cela prouve léquivalence des conditions (i) a (v). Si celles-ci sont
satisfaites, on a long(M) = >, long(M,;) = Card(I) (II, p.23, cor. 5).

PROPOSITION 11. — Soit M un A-module semi-simple, somme directe d’'une famille
(M,);er de sous-modules simples. Pour tout X € .7, on note I(\) l'ensemble des
indices i € 1 tels que M, soit de classe \. Le cardinal de 1()\) est égal d la dimension
du Dy-espace vectoriel & gauche Hom,y (Sy, M).

Le composant isotypique de type A de A est isomorphe a S(AI(’\)) (VII, p. 61,
prop. 4 b)). Le D,-espace vectoriel Hom, (S,, M) s’identifie & Hom, (S,, M, ), donc
est isomorphe a D&I(A)) (VIIL, p. 53). Cela prouve la proposition.

Tout module simple est primordial (VIII, p. 41), donc tout module semi-simple
est semi-primordial. Soit M un A-module semi-simple et soit A € .. On appelle
multiplicité de A dans M la multiplicité primordiale [M : A\] de A dans M définie en
VIII, p. 32. La prop. 11 se traduit par 1'égalité

(11) [M : \] = dimy,, (Hom, (S,, M)).

Plus généralement, si ((Vy)yecv, @) est une description de M, alors [M : A] est égal &
dimp, (V). D’apres la prop. 6 de VIII, p. 64, on a aussi

(12) [M : A] = dimy, (Hom, (M, S,))

lorsque la multiplicité [M : A] est finie. Pour que des A-modules semi-simples M et
M’ soient isomorphes, il faut et il suffit qu’on ait [M : A\] = [M’ : A] pour tout A € ..

Soit M un A-module semi-simple. Il existe un cardinal I possédant la propriété
suivante : pour toute décomposition M = @,<; M; de M en somme directe de modules
simples, le cardinal de T est égal a I (VIIL, p. 32, cor. 2). Ce cardinal est appelé la
longueur du A-module semi-simple M, et noté long, (M) ou long(M). Lorsque M est
de longueur finie cette définition est compatible avec celle de II, p. 21, d’apres la
prop. 10.

Les A-modules simples sont les A-modules semi-simples de longueur 1, et I'on
a la formule

(13) long, (@ Mj> =3 long, (M,)

Jjed jel
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pour toute famille (M,);c; de A-modules semi-simples. D’apres la prop. 11, on a
(14) long, (M) = Y dimp,, Hom, (S, M).
Aes
En appliquant cette formule a M, on obtient [M : A] = long, (M, ) pour tout A € ..
Lorsque A est un corps, les A-modules simples sont les espaces vectoriels de
dimension 1; tout A-module est alors semi-simple (I, p. 95, th. 1) et sa longueur
n’est autre que sa dimension en tant qu’espace vectoriel sur A (II, p. 97) .
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EXERCICES

1) a) Soient M un A-module, z un élément de M dont I'annulateur est intersection d’une
famille finie d’idéaux maximaux. Prouver que le module Az est semi-simple (le plonger
dans un produit fini de modules simples).

b) En déduire que pour qu'un module M soit semi-simple, il faut et il suffit que l’an-
nulateur de tout élément non nul soit intersection d’une famille finie d’idéaux maximaux.

2) Soit M un module. Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
«) M est semi-simple de longueur finie;
B) M est noethérien et tout sous-module maximal de M admet un supplémentaire ;
~) M est artinien et tout sous-module simple de M admet un supplémentaire.

3) Soient K un corps, I un ensemble infini, A Panneau K!. Prouver que le A-module A n’est
pas semi-simple, bien que tout idéal monogeéne admette un supplémentaire (déterminer
tous les sous-modules simples de A,).

4) Soit M un module, somme directe d’une famille (Mg )aer de sous-modules. Prouver que
pour que les sous-modules M,, soient stables par tous les automorphismes de M, il faut et
il suffit que tout homomorphisme M, — Mg avec o # /3 soit nul.

5) Soit M un module de longueur finie, et soit M = @;,;M; une décomposition de M en
somme directe de sous-modules indécomposables. Soit J C I une classe d’équivalence pour
la relation « les modules M; et M; sont isomorphes » entre 4 et j; on pose My = @, yM;.
Montrer par un exemple que Mj n’est pas nécessairement stable par tout automorphisme
de M (utiliser I'exerc. 4, en prenant pour M un Z-module de longueur finie).

6) On dit quun module M est semi-artinien si tout quotient non nul de M contient un
sous-module simple. Tout module artinien, tout espace vectoriel sur un corps sont semi-
artiniens.

a) Soit 0 — M’ — M — M” — 0 une suite exacte. Pour que M soit semi-artinien,
il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de M’ et M” (si M est semi-artinien, considérer un
élément maximal dans I'ensemble des sous-modules N de M tels que N N M = 0).

b) La somme directe d’une famille de modules semi-artiniens est un module semi-
artinien.

¢) Soit K un corps, A I'anneau produit KN. Prouver que le A-module Ag n’est pas
semi-artinien, bien qu'’il soit produit de A-modules simples (si s est le socle de Ay, prouver
que le A-module Ag/s ne contient pas de module simple).

d) Soient A un anneau noethérien a gauche, M un A-module semi-artinien ; prouver
que M est somme de ses sous-modules artiniens (soit S la somme des sous-modules artiniens
de M ; si N est un sous-module de type fini de M dont I'image dans M/S est simple, observer
que N NS est artinien). En particulier, si M est de type fini, il est artinien.
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e) Soient D un corps, V un D-espace vectoriel de dimension infinie, A le sous-anneau
de Endp(V) engendré par le centre de D et les endomorphismes de rang fini. Prouver que
A est semi-artinien (utiliser a) et b)), mais n’est pas somme de ses sous-modules artiniens.

7) Soient A un anneau, M un A-module. On dit qu'un sous-module N de M est essentiel
si pour tout sous-module non nul P de M, on a NN P # 0.

a) Démontrer que tout sous-module N de M est facteur direct d’un sous-module essen-
tiel (considérer un sous-module P maximal parmi les sous-modules de A dont I'intersection
avec N est nulle).

b) Prouver que le socle de M est l'intersection des sous-modules essentiels de M
(déduire de a) que cette intersection est semi-simple). En particulier, pour que M soit
semi-simple, il faut et il suffit qu’il ne contienne pas de sous-module essentiel autre que

lui-méme.

€ 8) Soit A un anneau noethérien a gauche.

a) Soit z un élément non nul de A. Prouver que l'annulateur & gauche Annz de
x n'est pas essentiel (considérer parmi les éléments ne possédant pas cette propriété un
élément z tel que Annx soit maximal, et considérer Az N Annz).

b) Soit z un élément de A simplifiable & droite. Prouver que 'idéal Az est essentiel
(si a est un idéal de A tel que a N Az = 0, considérer 'idéal a + az + az? +...).

¢) Déduire de a) et b) que tout élément de A simplifiable & droite est simplifiable.

d) Soit a un idéal & gauche essentiel de A, contenant un élément non nilpotent.
Démontrer que a contient un élément simplifiable (soit (z1,...,z,) une suite d’éléments
non nuls de a satisfaisant & Ann xf = Annz;et ;41 € Annz;N---NAnnx; pour tout i > 1;
observer que a contient la somme directe des Az;. En déduire qu’on peut trouver une telle
suite avec (); Anna; = 0; prouver que I'élément 32 est alors simplifiable & droite, et
utiliser ¢)).



§5. COMMUTATION

1. Commutant et bicommutant d’un module

Soient E un anneau et B une partie de E. On appelle commutant de B dans E
le sous-anneau B’ de E formé des éléments qui commutent a tout élément de B. Le
commutant B” de B’ est appelé le bicommutant de B. On a B C B” et B’ coincide
avec son bicommutant (III, p. 3). Le centre d’un sous-anneau B de E est BN B/, le
centre commun de B’ et B” est B’ N B”. Si B est un sous-anneau commutatif de E,
ona B C B et B” est le centre de B’ (IIL, p. 4).

Soient A un anneau et M un A-module & gauche (resp. & droite). Appliquons
ces définitions au cas ou E est 'anneau des endomorphismes du groupe additif
de M et B l'anneau Ay; des homothéties de M. Le commutant Ay, de Ay dans E
s'appelle le commutant de M ; ¢’est 'anneau des endomorphismes du A-module M.
Le bicommutant A}, de A,; dans E s’appelle le bicommutant de M ; ¢’est I'anneau
des endomorphismes du contremodule de M (VIIL, p. 8, déf. 3). On a Ay C A}y,
Panneau Ay N A} est le centre de Ay et A} N AY; est le centre commun de A}, et
Al

DEFINITION 1. — On dit que le A-module M est équilibré si U'on a Ay = Af).

Si le A-module M est équilibré, les anneaux A,; et A}, ont le méme centre
Ay AL Pour que M soit un A-module équilibré, il faut et il suffit qu’il soit un
Ayp-module équilibré. Pour tout A-module M, le contremodule de M est fidele et
équilibré.

Lorsque 'anneau A est commutatif, le bicommutant Af; de M est le centre de
Al = End, (M) ; dire que M est équilibré signifie que le centre de End, (M) est
réduit aux homothéties.
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Pour tout élément a de A, notons §, 'homothétie a droite v — za de A dans A
et v, 'homothétie & gauche z — az (I, p. 92). L’application a — &, est un isomor-
phisme d’anneaux de A° sur le commutant du A-module A, (I, p. 150). L’applica-
tion a — =, est un isomorphisme d’anneaux de A sur le commutant du A-module a
droite A, (loc. cit.). Si l’'on identifie A au commutant de A, par cette application,
le contremodule de A, s’identifie & A, et par suite le A-module A, est équilibré. De
méme le A-module A, est équilibré.

Soit n un entier > 1. Considérons A™ comme un M, (A)-module & gauche (loc.
cit.). L’application qui a m € M, (A) associe 'endomorphisme z — ma du A-module
A% est un isomorphisme d’anneaux de M, (A) sur le commutant du A-module a
droite Al (loc. cit.).

PROPOSITION 1. — Soit (A;);c; une famille d’anneauz et, pour tout i € I, soit M,
un A;-module. Posons A = [TA;,, M = [IM, et N = @M,. Munissons M de la
structure de A-module dont la loi d’action est ((q;), (z;)) — (a;z;). L’ensemble N
est un sous-A-module de M.

a) L’application (u;) + [Tu; de [IEndgz(M,;) dans Endz(M) (II, p. 10) définit
par passage aux sous-ensembles des isomorphismes d’anneaux de [1(A;)y,, TI(A;)y,
et TI(A Ny, sur Ay, Ay et Afy respectivement.

b) L’application (u;) — @u; de [IEndz(M,;) dans End,(N) (11, p. 13) définit
par passage aux sous-ensembles des isomorphismes d’anneaus de TT(A;)y,, TT(A;)\,
et TI(Ay, sur Ay, AN et AL respectivement.

L’application ¢ : (u;) — [Tu; de IIEndyz(M,) dans Endz(M) est un homomor-
phisme injectif d’anneaux. Par définition de la structure de A-module de M, on a
©(TT(A)y,) = Ay Soit u € Ay Pour tout 4 € I, notons h; I'élément de A dont
toutes les composantes sont égales a 1 sauf celle d’indice 7 qui est égale a 0 . Si x
est un élément de M dont la composante d’indice i est nulle, on a x = h,x, d’out
pr;(u(z)) = pr;(u(h;z)) = pr;(hu(z)) = 0. Il existe par suite un unique homomor-
phisme de groupes u; : M; — M, telle que pr;(u(y)) = u,;(pr;(y)) pour tout y € M.
On a u = [Tu,;. Comme l'application u est A-linéaire, 'application u, est A,-linéaire
pour tout 4 € I. Cela prouve que Ay, est contenu dans I'image de [T(A;)y;, par ¢;
I’inclusion opposée est évidente. En appliquant cela au contremodule de M, on en
déduit que ¢ induit un isomorphisme de Ay, sur [T;(A;)y;,. Cela prouve l'assertion
a).

La démonstration de b) est la méme que celle de a) mutatis mutandis.

Les isomorphismes d’anneaux définis dans la prop. 1 sont dits canoniques. On
identifie souvent [T(A; )y, a Ayg, [T(A;)y, & Ay, etc. au moyen de ces isomorphismes.
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PROPOSITION 2. — Soit A un anneau et soit M un A-module. Soit T un ensemble.
Alors le bicommutant du A-module MY coincide avec anneaw des homothéties du
AY-module M.
Pour tout 7 € I, on note 7, : (;153-)]-eI — z; ’homomorphisme de projection de
M® dans M et ¢; : M — M® I'injection canonique correspondante (A, I, p. 45).
Soit u un élément de End, (M®). Pour tous i,j € I, I'application composée

u; ; = m; ou o, appartient au commutant A}; de M. Pour tout élément b de Ay, et

1,7 J
tout (z;) € M on a les relations
bu ((7)e1) = b(Z “i,j(%’)) = <Z Uzg(bxz)> = u (0(x)er) -
iel Jjel iel Jjel
L’homothétie by;ay appartient donc au bicommutant du A-module MO,
Inversement soit b un élément du bicommutant de M®. Pour tous i,j € I,

notons b; ; = m; 0 bo ;. Soient i,j € I avec i # j. Comme ¢; o 7; appartient au
commutant du A-module M@, on a

b

i =Tjotjomjoboy, =m;o0bor; om0t =0.
De méme, on a
bjj=mjoboy;=moyom;oboy;=moboy om0 =0,

En outre, b, ; appartient a Ay;. Il en résulte que b coincide avec une homothétie du
AY-module M®,

2. Modules générateurs

Soit A un anneau.

DEFINITION 2. — On dit qu’'un A-module M est générateur si tout A-module N est

engendré par les images des applications A-linéaires de M dans N.
Soit M un A-module & gauche. On note M* le dual de M et
(z,27) = (z,27) = 2" (x)

la forme bilinéaire canonique sur M x M* (IL. p. 41). On note 7(M) I’ensemble des

éléments de A de la forme Y1 | (x;, 2¥), ol xy,...,x, sont des éléments de M, et
xy, ...,z des éléments de M*. C’est un idéal bilateére de A, qu’on appelle I'idéal trace

de M. L’idéal trace du A-module A, est A. L’idéal trace du module somme directe
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d’une famille (M,;);o; de A-modules est I'idéal >;o; 7(M;). Si M est un A-module
projectif, il résulte de la prop. 12 de II, p. 46 que I'on a M = 7(M)M.

THEOREME 1. — Soit M un A-module & gauche. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Le A-module M est générateur;

(ii) Pour tout A-module N, il existe un ensemble 1 et une application A-linéaire
surjective de MW dans N ;

(iii) I existe un entier n > 0 et une application A-linéaire surjective de M"
dans A,;

(iv) Il existe un entiern > 0 tel que A soit isomorphe d un sous-module facteur
direct de M"™;

(v) L’idéal trace (M) est égal d A ;

(vi) 1l existe un entier n > 0, des éléments x,...,x, de M et des éléments
i, .., xk de M* satisfaisant d Y0 (@, xf) = 1.

(i) = (ii) : Supposons que M soit générateur et soit N un A-module & gauche.
Il existe une famille (u;);o; d’applications A-linéaires de M dans N telle que 'on ait
N = ¥, cp u;(M). L'application (7;) = ;cpu;(7;) de MW dans N est A-linéaire et
surjective.

(ii) = (iii) : Appliquons 'hypothese (ii) au module N = A_. Soit I un ensemble
et soit u : M® — A_ une application linéaire surjective. Comme A, est engendré
par I’élément 1, il existe une partie finie J de T telle que u(MY) = A, d’ot (iii).

(ili) = (iv) : Cela résulte de la prop. 21 de II, p. 27.

(iv) = (v) : Soit n > 1 un entier tel que A, soit isomorphe a un sous-module
facteur direct de M. On a A = 7(A,) C 7(M") = 7(M), d’ott 7(M) = A.

(v) = (vi) : Clest clair.

(vi) = (i) : Soient n un entier > 0, xq,...,x, des éléments de M et z7,... ¥
des éléments de M* satisfaisant & Y1 (x;, 2F) = 1. Soit N un A-module & gauche et
y un élément de N. Les applications u; : z — (z,2})y de M dans N sont A-linéaires,
et 'onay=>3Y",u/(z;). Cela démontre que M est un A-module générateur.

COROLLAIRE. — Un A-module générateur est fidéle.
Soit @ € A tel que aM = 0. En utilisant 'implication (i) = (iv) du th. 1, on
obtient aA,; = 0, d’ott a = 0. Le corollaire en résulte (II, p. 28).

Ezemples. — 1) Le A-module A, est générateur.

2) Tout A-module libre non nul est générateur. Plus généralement, tout module

dont un quotient est générateur est lui-méme générateur.
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3) Soit M un A-module semi-simple, dont le contremodule est de type fini. Alors
M est un Ay-module générateur. En effet, d’apres le lemme 4 de VIII, p. 8, il existe
un entier naturel m tel que (Ay), soit isomorphe & un sous-module de M™. Comme
M™ est un Ay;-module semi-simple, (Ay;), est isomorphe & un sous-module facteur
direct de M™ et M est un Ay;-module générateur (VIIL, p. 76, th. 1).

4) Soit A un anneau principal et soit P un A-module de type fini. Il existe un
entier n > 1 et une suite croissante d’idéaux (a;);<;<, de A telle que P soit isomorphe
a la somme directe des A/a; (VII, p. 19, th. 2); Pannulateur a de P est égal a a;.
Alors P est un module générateur sur 'anneau A/a. Si P n’est pas un module de
torsion, on a a = 0 et P est un A-module générateur.

Lemme 1. — Soient A un anneau commutatif, M un A-module de type fini et
Ann(M) son annulateur. Soit a un idéal de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) aM =M;

(i) Ann(M) +a=A;

(iii) 1l ewiste un élément a de a tel que am = m pour tout m € M.

(i) = (ii) : Soit (ay,...,x,) une famille génératrice du A-module M. Si
aM = M, chacun des z; peut s’écrire sous la forme X7, c;;z;, ou les ¢;; appar-
tiennent a a. Notons C' la matrice (c;;) et X la matrice colonne de composantes
Zyy..x,. On a (I, — €)X = 0. Soient d le déterminant et V la matrice des
cofacteurs de la matrice [, — C. D’apres la formule (26) de III, p. 99, on a
dX ="'V(I, = C)X = 0, d'ott d € Ann(M). D’autre part comme les c;; appar-
tiennent & a on a d = 1(mod a) (III, p. 96, (18)), d’ott 1 € Ann(M) + a.

(i) = (iii) : Sous I'hypothese (ii), il existe a € a et b € Ann(M) tels que
a+b=1. On a alors am = m pour tout m € M.

(i) = (i) : C’est clair.

PROPOSITION 3. — Soit A un anneauw commutatif. Tout A-module projectif de type
fini et fidéle est générateur. Plus généralement, un A-module projectif P de type fini
est un Ap-module générateur.

Soit P un A-module projectif de type fini. On a 7(P)P = P (VIII, p. 75). Si
le A-module P est fidele, I'idéal 7(P) est égal & A (lemme 1) et le A-module P est
générateur (th. 1), d’ou la premiére assertion. La seconde s’en déduit par le lemme
suivant :

Lemme 2. — Soient A un anneau et M un A-module projectif. Le Ay;-module M est
projectif.
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Soit (z;);; une famille génératrice du A-module M. I existe une famille (z7);
de formes linéaires sur le A-module M telles que, pour tout z € M, la famille
({z, ));er ait un support fini et que on ait z = 3, (z, x7)x; (11, p. 46, prop. 12).
Pour tout ¢ € I, 'application = + (z,2})y est une forme linéaire sur le Ay-
module M, et 'on a z = >, (x, 2 )yx; pour tout x € M. D’aprés loc. cit., M
est un A,;-module projectif.

3. Bicommutant d’un module générateur

THEOREME 2. — Un module générateur est équilibré.

Soit A un anneau et soit M un A-module générateur ; par définition, il existe
un entier n > 0, des éléments z,,...,x, de M et des éléments 27, ..., z; du dual
M* de M satisfaisant & > | (x;, ) = 1. Rappelons (II, p. 77) que l'on définit un
homomorphisme de groupes 6 : M* @, M + End, (M) par la formule 0(z* @ y)(x) =
(@, 2*)y. Si u est un élément du bicommutant de M, il commute avec End, (M) ; on
a donc pour tout y € M

n n

uly) = w3 (el ) = S ulbla; ©)(a)

i=1 i=1

Par suite u appartient a Ay, et M est équilibré.

COROLLAIRE 1. — Un module libre est équilibré.
C’est clair si le module est nul, et un module libre non nul est générateur (VIII,
p. 76, exemple 2).

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau et soit n un entier > 0. Le centre de M, (A)
est formé des matrices scalaires a éléments dans le centre de A. Considérons A"
comme un M, (A)-module & gauche (II, p. 150). Les endomorphismes de ce module
sont les applications x v+ xa, ou a parcourt A.

Soit M le A-module a droite AZ. Il est équilibré par le corollaire 1. Par suite,
les centres de Ay, A}, et A}, coincident. Le corollaire 2 résulte alors de ce que Ay
s’identifie a A et A}; a M, (A).

Remarque. — Soit M un A-module. Si le Ay-module M est générateur, on a Ay =
A, d’aprés le th. 2 appliqué au Ay;-module M, de sorte que M est un A-module
équilibré.
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COROLLAIRE 3. — Tout module projectif de type fini sur un anneau commutatif est
équilibreé.

En effet, un module projectif de type fini M est un Ay;-module générateur par
la prop. 3 de VIII, p. 77. Le corollaire résulte donc de la remarque ci-dessus.

COROLLAIRE 4. — Tout module de type fini sur un anneau principal est équilibré.
En effet, un module de type fini M sur un anneau principal A est un Ay-module
générateur (VIII, p. 77, exemple 4).

COROLLAIRE 5. — Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur K, u et v des endomorphismes de V. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) 1l existe un polynome P dans K[X] tel que v = P(u);

(ii) L’endomorphisme v commute a tout endomorphisme de V qui commute d u.

Prenons pour A I'anneau K[X] et pour M le K[X]-module déduit de V et de
w (VII, p. 28). L’assertion (i) signifie que v € K[X]y et (ii) que v € K[X]y;. Le
corollaire 5 est donc un cas particulier du corollaire 4.

PROPOSITION 4. — Un module semi-simple dont le contremodule est de type fini
est équilibreé.

Cela résulte de I'exemple 3 de VIII, p. 77 et de la remarque.

COROLLAIRE 1. — Soit (S;);er une famille finie de A-modules simples deuz & deux
non isomorphes. Pour i € 1, notons D, l'anneau opposé du corps des endomor-
phismes de S;. Supposons que, pour tout i € 1, le D;-espace vectoriel S; soit de
dimension finie. Alors Uapplication a — (ag,);c; de A dans T;c; Endp, (S;) est sur-
jective.

Considérons le A-module M = [];;S,;. Comme I est fini, on a aussi M = @, S;
et I'image de S, dans M est le composant isotypique de type S, de M. Par suite,
les endomorphismes du A-module M sont les applications (s;) — (s;d;), ot (d;);e
parcourt [[;c; D; (VIIL, p. 62, prop. 5). Comme I est fini et que, pour tout ¢ € I, le D;-
espace vectoriel a droite S; est de dimension finie, le contremodule de M est de type
fini. D’apres la prop. 4, le A-module M est équilibré. Or le bicommutant du A-module
M se compose des éléments de End, (M) de la forme [];; u;, ot (u;) € [[i; Endp, (S;)
(VIL, p. 74, prop. 1) puisque Endp (S;) est le bicommutant de S;. Le corollaire
résulte de la.

Ce corollaire s’applique en particulier lorsque A est une algebre sur un corps
commutatif K et que chacun des S; est un A-module simple, de dimension finie
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comme K-espace vectoriel : en effet, D, contient alors les homothéties ag , ot a
parcourt K, et S; est de dimension finie sur D, puisqu’il 'est sur K.

COROLLAIRE 2 (Théoréme de Burnside). — Soit A une algébre sur un corps com-
mutatif algébriquement clos K, et soit S un A-module simple, de dimension finie
comme espace vectoriel sur K. Alors Uapplication a — ag de A dans End(S) est
surjective.

En effet, le corps des endomorphismes du A-module S se compose des homothé-
ties ag, avec av € K (VIII, p. 43, th. 1). On applique alors le corollaire 1 au A-module
simple S.

4. Contremodule d’un module semi-simple

Soit A un anneau. On note . 'ensemble des classes de A-modules simples.
Pour tout A € .7, on choisit un A-module simple S, de classe A et on note D,
I’anneau opposé du corps des endomorphismes de S,. On considere S, comme un
(A, D,)-bimodule.

Soit M un A-module semi-simple et soit B I'anneau des endomorphismes de M.
On note C le bicommutant de M. Pour tout A € ., on note V, le (D,, B)-bimodule
a gauche Hom, (S,, M). Enfin, on note .#; le support du A-module M (VIII, p. 62);
c’est aussi 'ensemble des éléments A de .7 tels que V), soit non nul.

Remarque 1. — La description canonique ay; du A-module M est un isomorphisme
de (A, B)-bimodules a gauche. D’aprés VIII, p. 67, cor. de la prop. 9, 'application
f = (Hom(lg,, )

neaux.

de B dans [[ ., Endp (V) est un isomorphisme d’an-
eFu M N

PROPOSITION 5. — a) Le contre-module de M est semi-simple.

b) Pour tout A € %y, le B-module V, est simple et son commutant est égal
(D,

¢) Lapplication X — cl(Vy) est une bijection du support du A-module M sur le
support de son contremodule.

d) Pour tout X\ € Ay, le sous-B-module M, est le composant isotypique de type
V, du B-module M et la multiplicité de V, dans M est égale a dimyp, (S,).

e) Pour s € S, notons s lapplication ¢ — ¢(s) de V, = Hom, (S,, M) dans M.
Elle est B-linéaire. L’application s — § de S, dans Homg(V,, M) ainsi définie est

un isomorphisme de (A, D, )-bimodules.
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Soit A € .#);. Notons By 'anneau Endp, (V,); comme V), est un Dy-espace
vectoriel non nul, ¢’est un E,-module simple (VIII, p. 41, exemple 3) et son com-
mutant est égal & (Dy)y, (VIII, p. 78, cor. 1 du th. 2). Comme E, est I'anneau des
homothéties du B-module V, (VIII, p. 67, cor. de la prop. 9), cela prouve b).

La description canonique ay; de M définit un isomorphisme «, de V, ®pg Sy
sur M,. Comme V, est un B-module simple, le B-module V, ®pg S, est isotypique
de type V, (VIII, p. 57, prop. 1); il en est donc de méme du B-module M,, ce qui
prouve a).

D’apres la remarque 1 ci-dessus, il existe des éléments e, de B, pour A parcou-
rant .y, tels que (ey)y, = Ly, et (e))y, = 0 pour p € Fy, pp # A. Les B-modules
simples V, sont donc deux a deux non isomorphes, ce qui prouve c) et la premiere
assertion de d). Le B-module M, est isomorphe & Vy @pe Sy, donc dimy,, (S 4) est la
multiplicité de V, dans M (II, p. 62, cor. 1).

L’application > c 5 @) de @y cn, Va ®pg S, dans M fournit une description
(VIII, p. 65, définition 5) du B-module semi-simple M. D’aprées VIII, p. 66, prop. 8
b), pour tout A € ., I'application de S, dans Homg(V,, M) décrite en e) est
bijective et D,-linéaire. Comme elle est manifestement A-linéaire, cela prouve e).

Remarque 2. — 1l résulte de la démonstration que 'application induite

Y Vi®pg Sy = M
PSSZY

par la description canonique de M est une description du contre-module de M.

PROPOSITION 6. — a) Considéré comme (A, B°)-bimodule, M est semi-simple.

b) Pour tout X\ € Ay, M, est un sous-(A, B®)-bimodule simple de M.

¢) Pour tout sous-(A,B°)-bimodule N de M, il existe une unique partie A de
S tel que N soit égal @ @y M,.

Soit A dans .#};. Le A-module a gauche S, et le B-module a droite V, sont
simples et D, est 'anneau opposé du corps des endomorphismes de S,. D’apres le
cor. 2 de VIII, p. 59, le (A, B®)-bimodule Sy ®p, V), est simple et il en est de méme
de M,, qui lui est isomorphe. Cela démontre b) et a) en résulte.

Si A et p sont distincts dans ), M, et M, ne sont pas isomorphes en tant
que A-modules, ni a fortiori en tant que (A, B®)-bimodules. L’assertion c¢) en résulte
d’apres le cor. 2 de VIII, p. 63.

PROPOSITION 7. — a) Pour tout élément ¢ du bicommutant C de M et pour
tout A € Fyyp, il ewiste un unique élément ¢y de Endp,(S,) tel que, pour tout
¢ € Homy (Sy, M) et tout s € Sy, on ait cp(s) = p(cys).
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b) Munissons les Sy, pour A parcourant %y, de la structure de C-module dé-
finie par a). Alors Uapplication canonique ayy de @ye s, Sy ®p, Vy dans M est un
isomorphisme de (C,B°)-bimodules.

c) L’application c — (cy)yes, €st un isomorphisme de C sur [T e s, Endp, (Sy).

Les assertions a) et ¢) résultent de VIII, p. 66, prop. 9, puisque lapplication
canonique oy de @y (Sy ®p, V) dans M fournit une description du B-module
M (remarque 2). En outre ay; est (C, B°)-linéaire, ce qui prouve b).

Remarque 3. — Munissons Sy, pour A € %, de la structure de C-module donnée
par la proposition 7, a). Si 'on remplace A par B et B par C dans la proposition 5
(VIIIL, p. 80), on voit que, pour tout A € %, le C-module & gauche S, est simple,
de commutant D,, que le composant isotypique de type Sy du C-module M est égal
a M, et que 'application A — cl(S,) est une bijection du support du A-module M
sur le support du C-module M. Notons enfin qu’il y a identité entre applications
A-linéaires et applications C-linéaires de S, dans M, entre sous-A-modules et sous-
C-modules de M, et que les anneaux End, (M) et End(M) sont égaux.

Soit M un module semi-simple. Notons Z le centre du bicommutant C du A-
module M ; c’est aussi le centre du commutant B de M. On munit M et les S, pour
A € Sy des structures de Z-modules déduites par restriction des scalaires de celles
de C-modules. Pour tout A € .}, on note Z, le centre du corps D,.

PROPOSITION 8. — a) L’application z — (zg, )yesn, €5t un isomorphisme de 7 sur
le produit des corps Z,.

b) Pour que le A-module M soit isotypique et non nul, il faut et il suffit que Z
soit un corps.

c) Soit A une partie de #\;. Notons ey Uunique élément de 7 tel que (ey)s, = 1g,
pour A € A et (ey)s, = 0 pour X € A=A On a (ey)y, = ly, pour A € A et
(ea)u, = 0 pour A € Sy =—A.

d) Si le support Ay de M est fini, Uapplication A — e, Z est une bijection de
lensemble des parties de %y sur l'ensemble des idéaux de Z et Uapplication a — aM
est une bijection de U'ensemble des idéaux de 7 sur l'ensemble des sous-(A,B°)-
bimodules de M. Ces bijections sont des isomorphismes d’ensembles ordonnés. La
bijection réciproque associe d un sous (A,B°)-bimodule N de M lidéal formé des
éléments z de 7 qui appliquent N dans M.

Pour A\ € A, Z, est le centre commun du commutant D, et du bicommutant
Cy du A-module S,. D’aprés la prop. 7 c) ci-dessus, I'application ¢ +— (cy)yesn,
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est un isomorphisme de C sur [] ¢4, C,. Par restriction aux centres, on obtient
Iisomorphisme 2z — (25, )xe.n, de Z sur [Tyes, Zy, d'ol a).

Pour que 'anneau [[¢ 5, Zy soit un corps, il faut et il suffit que I'ensemble 7y,
ait un seul élément, d’ott b).

L’assertion ¢) résulte de la prop. 7 a). Supposons .%y; fini. On déduit de a) et de
la prop. 8 de I, p. 104, que I'application A — e,Z est un isomorphisme d’ensembles
ordonnés de P(.#;) sur Pensemble des idéaux de Z. Soit A une partie de .7,
D’apres ¢), on a la relation eyZM = ey M = @, M, ; Compte tenu de la prop. 6,
¢) de VIII, p. 81, il ne reste plus qu'a décrire la bijection réciproque. Mais pour que
z € 7 applique M dans @, My, il faut et il suffit que 'on ait z = e, 2, c’est-a-dire
z € epl.

COROLLAIRE. — Supposons que A soit une algébre sur un corps commutatif al-
gébriguement clos K et que M soit un A-module semi-simple de dimension finie
comme espace vectoriel sur K. Pour tout A dans %y, notons e, le projecteur dans M
d’'image M, et de noyau ©,_,M,,. Alors (e,)\cs, est une base de l'espace vectoriel
Z sur K.

Comme M est un espace vectoriel de dimension finie sur K, somme directe de
la famille de sous-modules non nuls (M, )¢ ,, 'ensemble .#; est fini et chacun des
espaces S, pour A € %) est de dimension finie sur K. Le corps K étant algébrique-
ment clos, on a Dy = Z, = K (VIIL, p. 43, th. 1) et 'application z — (25, )yc.s, st
un isomorphisme de Z sur K“M (prop. 8, a)). Le corollaire résulte alors de la partie
¢) de la prop. 8.

5. Théoréme de densité

THEOREME 3 (Jacobson). — Soit M un A-module semi-simple et soit ¢ un endo-
morphisme du groupe additif de M. Pour que ¢ appartienne au bicommutant Af; de
M, il faut et il suffit qu’il satisfasse a la condition suivante :

(D) Pour toute partie finie F de M, il existe un élément a de A tel que ¢ coincide
avec ay; sur F.

Supposons d’abord que ¢ satisfasse a la condition (D). Soit © un élément de Aj;.
Soit = un élément de M et appliquons la condition (D) & la partie F = {z, u(z)}.
Il existe un élément a de A tel que c¢(z) = az et c(u(z)) = au(z), ot u(c(x)) =
u(az) = au(x) = c(u(z)). Comme z est arbitraire, on a cu = wuc; ceci valant pour
tout u, on a ¢ € Ay
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Pour la réciproque, nous allons utiliser le lemme suivant.

Lemme 3. — Soit M un A-module semi-simple. Soit B le bicommutant du A-
module M. Alors tout sous-A-module de M est un sous-B-module de M.

Soit N un sous-A-module de M. Par le cor. 2 de VIII, p. 52 il existe un projec-
teur p du A-module M d’image N. Comme on a la relation pb = bp pour tout b € B,
on obtient que N est un sous-B-module de M.

Terminons la preuve du théoréme 3. Supposons que ¢ appartienne & A} et soit
F = {z,,...,z,} une partie finie de M. Notons x I'élément (z,,...,z,) de M". Le
A-module M" est semi-simple et, par la prop. 2 de VIII, p. 75, son bicommutant
coincide avec les homothéties du Ay;-module M". Par le lemme 3, le sous-A-module
Az de M™ est un sous-Af-module de M". Soit a € A tel que (cay, ..., cx,) soit égal

a az. Alors ¢ coincide avec ay; sur {xy,...,z,}, ce qui entraine la condition (D).

Remarque. — Notons E 'anneau des endomorphismes du groupe additif de M. Mu-
nissons M de la topologie discrete ; 'anneau E se compose d’applications de M dans
M et on peut le munir de la topologie induite par la topologie produit de MM (« to-
pologie de la convergence simple dans M », TG, I, p. 14). La topologie de E est
séparée et compatible avec la structure de groupe additif de E. Pour tout f dans E,
les applications g — foget g+— go f de E dans E sont continues. Par suite, le
commutant de toute partie de E est fermé dans E. Le théoreme 3 entraine donc que
AY; est 'adhérence de A,; dans E.

6. Application a la théorie des corps

PROPOSITION 9. — Soient L un corps et E un sous-anneau de Endy (L) qui contient
Uapplication v, : x — ax pour tout a € L. Notons K l’ensemble des éléments a de L
tels que u(ra) = u(x)a pour tout x dans L et tout w dans E; c’est un sous-corps
de L.

Soit V. un sous-espace vectoriel de dimension finie du K-espace vectoriel a
droite L, et soit h une application K-linéaire de V dans L. Il existe un élément
de E qui coincide avec h sur V.

Considérons L comme un E-module a gauche. Comme E contient les multipli-
cations a gauche «,, tout sous-E-module de L est un idéal a gauche du corps L;
le E-module L est donc simple. Tout endomorphisme du groupe additif de L qui
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commute aux v, est de la forme 9, : © — xb avec b dans L. Par suite, b — J, est un
isomorphisme de K sur 'anneau opposé de Endg(L), qui est un corps.

Le bicommutant E” du E-module L se compose donc des endomorphismes du
K-espace vectoriel a droite L. Soit v un endomorphisme du K-espace vectoriel L
dont la restriction a V coincide avec h; c¢’est un élément de E”. Soit (x;);c; une
base de V sur K; d’aprés le th. 3 (VIII, p. 83), il existe un élément u de E tel que
u(x;) = v(x;) = h(z;) pour ¢ € L. Par linéarité, on en déduit u(x) = h(z) pour tout
x dans V.

COROLLAIRE. — Soit L un corps. Soit T' un sous-groupe du groupe des automor-
phismes du corps L et soit K le corps des invariants de I'. Soit V un sous-K-espace
vectoriel a droite de L, de dimension finie n sur K. Il existe alors des éléments
O1,...,0, de D possédant la propriété suivante : pour toute application K-linéaire u
de V dans L, il existe des éléments ay, . .., a, de L tels qu’on ait u(z) = 37 a;0,(x)
pour tout x dans V.

Notons E I’ensemble des applications de L dans L de la forme x — ¥, cra,0(x),
ol (a,),er est une famille & support fini d’éléments de L. On a v, € E pour tout a
dans L et E est un sous-anneau de I'anneau des endomorphismes du groupe additif
de L. De plus, le corps K se compose des éléments a de L tels que u(za) = u(z)a
pour tout x dans L et tout u dans E.

Soit H le L-espace vectoriel a gauche Homy (V, L) ; il est de dimension n. D’apres
la prop. 9, il est engendré par les restrictions a V des éléments de I'. Il existe n
éléments o4, ...,0, de I' dont les restrictions a V forment une base de H sur L. Le
corollaire résulte de la.

Remarque. — Lorsque le corps L est commutatif, ce corollaire se réduit au théoreme
d’Artin (V, p. 63).
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EXERCICES

1) Soient M un A-module, N un sous-module facteur direct de M.

a) Prouver que N est stable par le bicommutant Ay, de M.

b) Démontrer que toute application A-linéaire de N dans M est A};-linéaire.

¢) Prouver que la restriction & N définit un homomorphisme d’anneaux Af; — AJ.

d) On suppose que M/N est somme de sous-modules isomorphes a des quotients de N.
Prouver que 'homomorphisme canonique AY; — A} est injectif. Si N est équilibré, il en
est de méme de M.

2) Soient K un corps commutatif, et A le sous-anneau de M3(K) formé des matrices de la
forme

= [eolEES U~
o o O
* O O

pour a,b, ¢ dans K. Soit M le A-module K?; il est somme directe des sous-modules N =
Kei 4+ Keg et P = Kes.

a) Prouver que M est équilibré, que P'application canonique AY; — A{ (exerc. 1) est
injective mais non surjective, et que I'application canonique Ay; — A% est surjective mais
non injective.

b) En déduire un exemple d’un module Q sur un anneau B et d’un sous-module

facteur direct R tel que I'application canonique Ba — B, ne soit ni injective ni surjective
(prendre B=A x A et Q =M x M).

3) Soient B un anneau, I un idéal bilateére de B; soit A le sous-anneau de B x B formé
des couples (z,y) tels que  —y € 1. Soit By (resp. Ba) le groupe additif B muni de la
structure de A-module déduite de la premieére (resp. seconde) projection. Démontrer que
les A-modules Bj et Bs sont équilibrés. A quelle condition sur I le A-module By ¢ Bo
est-il équilibré 7

4) Soient A, B des anneaux, P un (A, B)-bimodule.

a) On suppose que le B-module P est générateur et que le A-module P est équilibré.
Montrer que pour tout B-module équilibré M, le A-module P @ M est équilibré.

b) On suppose que le A-module P est générateur et que lapplication b + bp de B
sur Endy (P) est bijective. Démontrer que pour tout B-module générateur M, le A-module
P ®p M est générateur.

5) Soient A un anneau, M un A-module et N un sous-module de M. Démontrer que si le
A-module M/N est générateur, il en va de méme pour le A-module M. Démontrer par un
exemple que N peut étre générateur sans que M le soit.
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6) Soit (A;)ier une famille d’anneaux, et A son produit. Démontrer que le A-module @ A;
est projectif et fidele. Est-il toujours générateur ?

7) Soient A un anneau et M un A-module. Démontrer que si M est générateur, le A-module
a droite M* = Hompa (M, Ay) est générateur. Démontrer par un exemple que M* peut étre
générateur sans que M le soit (cf. exerc. 6).

8) Soient A un anneau principal et M un A-module. Démontrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le A-module M est générateur ;

(ii) Le dual de M n’est pas nul;

(iii) M contient un sous-module facteur direct isomorphe & As.

9) Soient D un corps et V un espace vectoriel & droite sur D. On considére V comme un
module & gauche sur anneau A = Endp(V).

a) Démontrer que le A-module V est projectif, de type fini, fidéle et équilibré. Dé-
montrer que les (D, A)-bimodules Homy (V, As) et V¥ = Homp(V, Dy) sont canoniquement
isomorphes.

b) Prouver que le A-module V est générateur si et seulement si la dimension du
D-espace vectoriel V est finie.

¢) Quel est 'idéal trace du A-module V?

10) Soit M un A-module. Démontrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module M est de type fini;

(ii) Pour tout A-module générateur P, il existe un nombre entier positif n et un
homomorphisme surjectif f de P™ dans M.

11) Soit P un A-module projectif de type fini; notons 7(P) son idéal trace.
a) Démontrer qu'on a 7(P)? = 7(P) et 7(P)P = P.
b) Démontrer que l'application canonique 7(P) ®A P — P est un isomorphisme.

€ 12) Soient A un anneau et P un A-module de type fini. Démontrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module P est projectif et générateur ;

(ii) Les A-modules P(N) et AN sont isomorphes.

(Pour établir I'implication (i)=-(ii) on pourra construire par récurrence des suites
strictement croissantes (ng) et (my) d’entiers et des homomorphismes de A-modules sur-
jectifs fi, : Ak — P gg : PR — ATk tels que gr—1 0 fi et fi o gk soient les projections
canoniques).

13) Soient k& un anneau et n un nombre entier > 2; notons A le sous-anneau de M, (k)
formé des matrices triangulaires supérieures et M le A-module & droite k™. Prouver que
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M est projectif de type fini, mais que ’anneau des homothéties de M n’est pas dense dans
son bicommutant (¢f. VIII, p. 83, th. 3 et VIIIL, p. 84, remarque). En particulier M n’est
pas équilibré.

14) Quel est le bicommutant du Z-module Q? Démontrer que Q est un module simple
sur son bicommutant, mais que 'anneau des homothéties du Z-module Q n’est pas dense
dans son bicommutant.

9 15) Soit M un module de torsion sur un anneau principal. Prouver que anneau des
homothéties de M est dense dans son bicommutant.

(Se ramener au cas ot M est 7-primaire pour un élément extrémal 7= de A. Prouver
ensuite que toute partie finie S de M est contenue dans un sous-module facteur direct
qui est somme directe d'un module de type fini et d’un nombre fini de modules divisibles
indécomposables, en raisonnant par récurrence sur le cardinal de S & l'aide des exerc. 3 de
VII, p. 53 et 8 de VII, p. 55.)

16) Soient D un corps, V un espace vectoriel de dimension > 2 sur D, A un sous-anneau
de Endp (V).

a) On suppose que pour tout systéme de 4 éléments (z,2’,y,y’), ot = et 2’ sont
linéairement indépendants, il existe un élément u de A tel que u(z) = y, u(z’) = y'.
Démontrer que le commutant du A-module V est D (identifié & anneau des homothéties
de V), et que I'anneau des homothéties de ce module est dense dans son bicommutant.

b) Donner un exemple d’anneau A C Endp(V) tel que V soit un A-module simple,
mais que son commutant soit distinct de D (considérer un corps E contenant D, un espace
vectoriel V sur E et I'anneau A = Endg(V)).

17) Soient K un corps commutatif algébriquement clos, V un espace vectoriel de dimen-
sion finie sur K, G un sous-monoide de Aut(V) tel que le K[G]-module V soit simple. Si
I'ensemble des scalaires Tr(g), pour g € G, est fini, prouver que G est fini (déduire du théo-
réme de Burnside que G contient une base (g;)ic1 de End(V) et considérer I'application
g+ (Tr(gg:)) de G dans K1).

€ 18) On dit qu'un groupe G est localement fini si tout sous-groupe de G admettant une
famille génératrice finie est fini.

a) Soient G un groupe, H un sous-groupe distingué de G. Si H et G/H sont localement
finis, prouver qu’il en est de méme de G.

b) Déduire de a) quun groupe résoluble dont tout élément est d’ordre fini est locale-
ment fini.

¢) Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie sur K,
G un sous-groupe de Aut(V) admettant une famille génératrice finie et formé d’éléments
d’ordre fini. Prouver que l'ordre des éléments de G est borné.
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(Se ramener au cas ou K est une extension transcendante pure d’un corps premier P,
en considérant le sous-corps de K engendré par les coefficients d’une famille génératrice
finie de G. Prouver alors que pour tout élément d’ordre s fini de GL,(K), on a ¢(s) < n
siP=Q,et s<p"—1siP=F).)

d) Prouver que tout sous-groupe H de Aut(V) dont tout élément est d’ordre fini est
localement fini(!),

(Se ramener au cas ou K est algébriquement clos et raisonner par récurrence sur
dim(V). Soit G un sous-groupe de H admettant une famille génératrice finie. Si V est
un K[G]-module simple, appliquer l'exerc. 17; si V contient un sous-espace W non trivial
stable par G, considérer I'image de G dans Aut(V) x Aut(V/W), et appliquer a) et b)).

€ 19) Soit A un anneau, tel que le A-module A soit somme directe d’une famille finie
d’idéaux & gauche (J;)1<i<n isomorphes en tant que A-modules.

a) Démontrer qu'il existe dans A une famille d’éléments e; ; (1<i<n, 1<j<n)
tels que ejjepr = 0jneik, ot 0; désigne I'indice de Kronecker, et J; = Ae;; (cf. VIIL,
p. 36, exerc. 5 et I, p. 152, exerc. 12). Réciproquement, s’il existe dans A une famille
de n? éléments e;; tels que e;jep, = Sjpeik et 1 = 3% e, les idéaux & gauche Ae;;
sont isomorphes en tant que A-modules (¢f. VIII, p. 36, exerc. 5). En outre, si B est le
sous-anneau de A formé des éléments qui commutent avec tous les e; j, A est isomorphe a
l’anneau de matrices M, (B) et B est isomorphe a 'opposé du commutant de chacun des
A-modules Ae;; (utiliser VIII, p. 74 et VIII, p. 60, cor.).

b) Soit M un A-module. Démontrer que les N; = ¢; ;M sont des B-modules et que M,
considéré comme B-module, est somme directe des N;; en outre, les B-modules N; sont
deux & deux isomorphes (considérer les applications x — e; 12 et y — eq,;y) et Pannulateur
des N; est l'intersection de B et de 'annulateur de M dans A. Réciproquement, pour tout
B-module N, définir une structure de A-module sur la somme directe M de n B-modules
isomorphes a N, de sorte que e1,1 M soit isomorphe a N.

¢) A tout sous-B-module P de Ny, on fait correspondre le sous-A-module 37, ¢; 1P
de M. Démontrer qu’on définit ainsi une application bijective de ’ensemble des sous-B-
modules de Nj sur I'ensemble des sous-A-modules de M, strictement croissante pour la
relation d’inclusion.

() Pour tout entier n impair > 665, il existe un groupe dans lequel ordre de tout élément divise n,
mais qui n’est pas localement fini; ¢f. S. I. Adian, The Burnside problem and identities in groups,
Ergebnisse der Math. 95, Springer-Verlag (1979). Un résultat analogue vaut lorsque n > 248 et 29
divise n (¢f. S. V. Ivanov, On the Burnside problem for groups of even exponent, Proceedings of
the International Congress of Mathematicians, Vol. IT (Berlin, 1998). Doc. Math. 1998, Extra Vol.
11, 67-75).



§6. EQUIVALENCE DE MORITA
DES MODULES ET DES ALGEBRES

Dans ce paragraphe, k désigne un anneau commutatif.

1. Commutant et dualité

Soient A et B des k-algebres. Rappelons (III, p. 38) qu’on appelle bimodule
sur les algebres A et B un (A, B)-bimodule P pour lequel les deux structures de
k-module déduites des structures de module sur A et sur B coincident. Pour éviter
toute ambiguité, nous dirons alors que P est un (A, B),-bimodule. Soit P un (A, B),-
bimodule. On note P* le dual Hom, (P, A) du A-module & gauche sous-jacent a P.
C’est un (B, A),-bimodule (II, p. 35); poura € A, b€ B,z € P, 2* € P*, on a

(1) (x,bx*a) = (xb, z")a.

On note également (A, l'algébre A considérée comme (A, A),-bimodule (loc. cit.) et
A :P®gP* — (A, Phomomorphisme de (A, A),-bimodules caractérisé par

(2) Mz @a®) = (z,27)

pour z € P et 2* € P*. On note P le dual Homg(P, B) du B-module a droite sous-
jacent & P; ¢’est un (B, A),-bimodule. On note A : P @ P — B, ’homomorphisme
de (B, B);-bimodules caractérisé par
3) A@ @) = (T,)
pourzePetief’.

Supposons maintenant que [’application b — bp soit une bijection de B sur
End, (P); c’est alors un isomorphisme de B sur I’algébre opposée de End, (P). L’ho-
momorphisme canonique de Z-modules de P* ®, P dans End, (P) (II, p. 77) définit
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alors un homomorphisme de Z-modules © : P* ® , P — B caractérisé par

(4) 20(z" ®@y) = (z,2")y

pour z,y € P et 2* € P*. Compte tenu de (1), cet homomorphisme est (B, B)-linéaire
et I'on a

(5) " ®@y)y" =2y, y")

pour y € P et 2* y* € P*. On déduit de (4) et (5) les égalités dans le (B, B),-
bimodule P* @, P

(" ®@2)0(" ®y) =y @ (r,27)y =y (z,27) @y =O(y ®z)(z" ®y)
pour xz,y € P, z* y* € P* d’ou
(6) sO(t) = O(s)t
pour s,t € P*®, P. De méme, pour z,y dans P et z*, y* dans P*, on déduit de (4)
et (5) les égalités suivantes dans le (A, A),-bimodule P @ P*

(@2 y,y") =20z Ry)y =20(r" @y)y* = (v,2")(y ®y*),
d’on
(7) ul(v) = A(u)v
pour u,v € P ®p P*.

Pour tout élément * de P*, notons o(z*) I'application B-linéaire z — O (z* @)

de P dans B. On définit ainsi une application o de P* dans P qui est (B, A)-linéaire
et satisfait par définition a

(8) O(z" @y) = (0(27),y)
pour z* € P* et y € P. Par définition de 1~\, on a donc
(9) O=Ao(c®1p).

Supposons que Uapplication a — ap de A dans Endg(P) soit bijective, ¢’est alors
un isomorphisme d’algebres. De maniére analogue, on définit un homomorphisme de
(A, A),-bimodules © : P @ P — A, caractérisé par la relation

(10) Oz @ §)y = (7, y)

pour z,y € P et § € P. On définit aussi un homomorphisme de (B, A),-bimodules
0 : P — P* caractérisé par la formule

(11) Oz ®y) = (z,5(y))
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pourmGP,ngfX On a
(12) O=Ao(lp®35).

PROPOSITION 1. — Supposons que les applications b — bp de B dans End, (P) et
a+— ap de A dans Endg(P) soient bijectives. Alors o et & sont des isomorphismes

réciproques 'un de 'autre et l'on a les formules
(13) A=0Oo(lp®0)

(14) A=00(®1p).
Pour x € P, 2* € P* et y € P, on a, d’apres les formules (4), (8), (10) et (11),

(15)  (z,2")y=20(2" ®y) = 2(o(z"),y) = Oz ® o(a"))y = (z,5(o(2")))y.

De méme, pour x € P, y € P et y€eP,ona

(16)  2(7.y) = O @Yy = (£.5H))y =20 (3(7) ®y) = 2(s(5(7)).v).

Vu les hypotheses faites, P est fidele en tant que A-module et en tant que B-module.
Des formules (15) et (16) respectivement, on déduit ¢ o 0 = 1p. et 00 = 15. Les
formules (13) et (14) découlent alors de (12) et (9) respectivement.

Remarques. — 1) Supposons que 'application b — bp de B dans End, (P) soit
bijective. Alors

a) Le B-module P s’identifie au contremodule de P ; il est donc fidéle et équili-
bré;

b) Pour que 'application a — ap de A dans Endg(P) soit bijective, il faut et il
suffit que le A-module P soit fidele et équilibré.

2) Sous les hypotheéses de la prop. 1, le A-module P est équilibré; comme les
anneaux Ap et Ap ont méme centre (VIII, p. 73), il existe un isomorphisme ¢ du
centre Z(A) de 'anneau A sur le centre Z(B) de 'anneau B caractérisé par la relation
©(2)p = zp pour z € Z(A). De plus, les endomorphismes du (A, B),-bimodule P sont
les homothéties zp ol z parcourt Z(A) ; les automorphismes du (A, B),-bimodule P
sont les homothéties zp oll z est inversible dans Z(A).
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2. Modules générateurs et modules projectifs de type fini

PROPOSITION 2. — Soient A et B des algébres sur k et soit P un (A, B),-bimodule.
On suppose que application b+ bp de B dans End, (P) est bijective. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(i) Le A-module P est projectif de type fini;

(i) L’application © (VIIL, p. 92) est un isomorphisme de (B, B),-bimodules de
P*®, P sur By;

(iii) L’mage de © contient I’élément unité de B.
Si de plus Uapplication a + ap de A dans Endg(P) est bijective, les assertions
précédentes équivalent da la condition suivante :

(iv) Il existe un (B, A),-bimodule Q et un homomorphisme surjectif de (B, B),-
bimodules de Q @, P sur B,.

Par le corollaire de II, p. 77, lassertion (i) implique (ii). De plus, (iii) résulte
de (ii). Soit t € E* ® E tel que O(¢) = 1. Soit n un entier et soient (z4,...,z,) € P"

et (z7,...,2%) € P*" tels que t = Y1y 27 ® x;. Pour tout = appartenant a P, la

»n

relation x©(t) = x s’écrit

S <woal>z =1

i=1
Il en résulte que le A-module P est de type fini engendré par la famille (2;),;c, et
on conclut la preuve de I'implication (iii) = (i) par la prop. 12 de II, p. 46.

De plus, on a évidemment (ii) = (iv). Soient Q un (B, A),-bimodule et 6 un
homomorphisme surjectif de (B, B),-bimodules de Q®, P sur ;B,. Avec les notations
du numéro précédent, il existe un homomorphisme de (B, A),-bimodules ¢ : Q — P
tel que O(y @ x) = (C(y),z) pour z € P, y € Q, et 'on a § = Ao (¢ ® 1p). Comme 0
est surjectif, il en est de méme de A. Si lapplication a + ap de A dans Endy(P) est
bijective, © est surjective d’aprés la relation (14) de la prop. 1 de VIII, p. 93, d’ou
I'implication (iv) = (iii).

PROPOSITION 3. — Soient A et B des algébres sur k et P un (A, B),-bimodule. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module P est générateur;

(i) L%mage de Uapplication A de P ®g P* dans (A, (VII, p. 91) contient
[’élément unité;

(iii) Il existe un (B, A),-bimodule Q et un homomorphisme surjectif de (A, A),,-
bimodules de P @5 Q dans ;A,.
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Si de plus Uapplication b — bp de B dans End, (P) est bijective, elles sont équiva-
lentes d la condition suivante :

(iv) L’application A est un isomorphisme de P ®g P* sur A,
(i) <= (ii) : I'image de A est I'idéal trace 7(P) (VIII, p. 75). L’équivalence de (i) et
(i) résulte donc du théoréme 1 de VIIL, p. 76.
(if) = (iii) : il suffit de poser Q = P*.
(iii) = (ii) : soient Q un (B, A),-bimodule et ¢» un homomorphisme de (A, A),-
bimodules de P®p Q dans jA,. Il existe un homomorphisme de (B, A),-bimodules ¥
de Q dans P* tel que ¥(z ®y) = (z,V(y)) pour 2 € P et y € Q, et 'on a 1'égalité
v =~Ao(1lp ® V). Si ¢ est surjectif, il en est de méme de A.

Il est clair que (iv) implique (ii). Inversement, supposons que la condition (ii)
soit satisfaite et que I'application b — bp de B dans End, (P) soit bijective. Soit e
un élément de P ®p P* tel que A(e) = 1. D’apres la formule (7) de VIII, p. 92, on a
u = A(u)e pour tout u dans P @5 P*, d’ou U'injectivité de A.

PROPOSITION 4. — Soient A et B des algébres sur k et P un (A, B),-bimodule. On
suppose que application b — bp de B dans End, (P) est bijective.

a) St le A-module P est générateur, le B-module a droite P est projectif de type

b) Si le A-module P est projectif de type fini, le B-module a droite P est géné-
rateur.

Supposons le A-module P générateur. Il est alors fidele et équilibré (VIIL, p. 78,
th. 2) et par suite 'application a — ap de A dans Endg(P) est bijective (VIII, p. 93,
remarque 1). De plus, Papplication A : P ®z P* — (A, est bijective (VIIL, p. 94,
prop. 3). Considérons P comme un (B, A°),-bimodule. L’application A induit une
application bijective P* ®g, P — A°; par la prop. 2 de VIIL, p. 94, (iv) = (i), le
B-module a droite P est projectif de type fini.

Supposons maintenant le A-module P projectif et de type fini. Alors I'appli-
cation © : P* ®, P — B, est bijective (loc. cit. (i) = (ii)). D’aprés implication
(iii) => (i) de la prop. 3 ci-dessus appliquée au (B°, A°),-bimodule P, le B-module
a droite P est générateur.

COROLLAIRE 1. — Le contremodule d’un module générateur est projectif de type
fini. Le contremodule d’un module projectif de type fini est générateur.

Soit A une k-algébre et soit M un A-module. On note B la k-algébre opposée
de I'algébre End, (M). Le corollaire résulte de la proposition 4 appliquée au (A, B),-
bimodule M.
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COROLLAIRE 2. — Soient A et B des k-algébres et P un (A, B),-bimodule. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module P est générateur et application b — bp de B dans End, (P)
est bijective.

(ii) Le B-module d droite P est projectif de type fini, fidéle et équilibré et Uap-
plication a — ap de A dans Endg(P) est bijective.

L’implication (i) = (ii) résulte de la proposition 4 a) et de la remarque 1
(VIIL, p. 93). Sous les hypotheses de (ii), le A-module P est générateur (prop. 4, b)
appliquée au (B°, A°),-bimodule P). Comme le B-module P est fidéle et équilibré,
la seconde assertion de (i) est aussi vérifiée (VIII, p. 93, remarque 1).

3. Bimodules inversibles et équivalence de Morita

DEFINITION 1. — Soient A et B des k-algébres et P un (A, B),.-bimodule. On dit
que P est inversible sl existe un (B, A),-bimodule Q tel que P @5 Q soit isomorphe
a A,y et Q®, P a B, Un tel bimodule Q s’appelle un inverse de P.

Soient A et B des k-algébres. Soit P un (A, B),-bimodule inversible. Soit C
une k-algébre et P’ un (B, C),-bimodule inversible. Soient Q et Q' des bimodules
inverses de P et P’ respectivement. D’aprés Iassociativité du produit tensoriel (II,
p. 64, prop. 8) et la prop. 4 de II, p. 55, le (C, A),-bimodule Q' ®5Q est un inverse du
(A, C),-bimodule P @ P/, de sorte que P @ P’ est un (A, C),-bimodule inversible.

Ainsi la relation

« A et B sont des k-algébres et il existe un (A, B),-bimodule inversible »

est une relation d’équivalence.

DEFINITION 2. — On dit que des k-algébres A et B sont équivalentes au sens de
Morita sil existe un (A, B),-bimodule inversible. On dit que des anneauz A et B
sont équivalents au sens de Morita si les Zi-algébres A et B sont équivalentes au sens
de Morita.

Deux k-algebres isomorphes sont équivalentes au sens de Morita. Si deux k-
algebres sont équivalentes au sens de Morita, leurs algebres opposées sont équiva-
lentes au sens de Morita.

Soient P un (A, B),-bimodule inversible et Q un inverse de P. Alors Q est un
(B, A),-bimodule inversible et admet P comme inverse. De plus, vu comme (B°, A°),-
bimodule, P est inversible et admet pour inverse le (A°, B®),-bimodule Q.
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Lemme 1. — Soient A et B des k-algébres, P un (A, B),-bimodule inversible, M et
N des B-modules et w: M — N une application B-linéaire. Si l'application 1p ® u :
P®yM — P®gN est nulle (vesp. bijective), il en est de méme de u.

Soient 3 un bimodule inverse de P et 6 : Q ®, P — B, un isomorphisme de
(B, B),-bimodules. Le lemme résulte de la commutativité du diagramme

1q®1pQ@u
QR, POy M —— Q®, PeyN

J/9®1M J'0®1M

M N.

THEOREME 1. — Soient A et B des k-algébres et P un (A, B),-bimodule. Notons P*
le (B, A),-bimodule Homy (P, A,). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le (A, B),-bimodule P est inversible;

(ii) Le A-module P est projectif, de type fini et générateur, et lapplication
b— bp de B dans End, (P)° est un isomorphisme de k-algébres;

(i) Le B-module a droite P est projectif, de type fini et générateur et lappli-
cation a — ap de A dans Endg(P) est un isomorphisme de k-algébres.

Si ces conditions sont vérifiées, les homomorphismes
0: PP — B, et A:PoP"— A,

sont des isomorphismes de sorte que le (B, A),-bimodule P* est un inverse de P.

Si la condition (ii) est vérifiée, P est un (A, B),-bimodule inversible d’inverse
P* (VIII, p. 94, prop. 2 et p. 94, prop. 3). Cela démontre que (ii) implique (i) et la
derniere assertion.

Supposons le (A, B),-bimodule P inversible. Alors le A-module P est générateur
(VIII, p. 94, prop. 3, (iil) = (i)). Il est donc fidele et équilibré (VIIL, p. 78, th. 2)
et, par suite, I'application a + a, de A dans Endg(P) est bijective.

Prouvons ensuite que I'application b — bp de B dans End, (P) est bijective.
Soit Q un (B, A),-bimodule inverse de P. Soit u € End,(P); alors 1 ® u est un
endomorphisme du B-module a gauche Q ® , P. Comme le (B, B),-bimodule Q®, P
est isomorphe a (B, il existe un unique élément b de B tel que 1o®u soit I'homothétie
de rapport b du B-module & droite Q ®, P. Par suite, on a 1q ® (v —bp) = 0. D’olt
u = bp d’apres le lemme 1; cela prouve que 'application b — bp de B dans End, (P)
est bijective.

D’apres la prop. 2 de VIII, p. 94, le A-module P est alors projectif de type fini.
On a donc prouvé Péquivalence de (i) et (ii).
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En échangeant les roles de A et B, on obtient I'équivalence de (i) et (iii), ce qui
acheve la preuve de la proposition.

COROLLAIRE 1. — Soient A et B des k-algebres équivalentes au sens de Morita et
soit P un (A, B)g-bimodule inversible. Il existe un isomorphisme ¢ du centre Z(A) de
A sur le centre de B caractérisé par la relation ¢(z)p = zp pour tout z € Z(A). Les
automorphismes du (A, B),-bimodule P sont les homothéties zp ot z est un élément
inversible de Z(A).

Compte tenu du th. 1, cela résulte de la remarque 2 de VIII, p. 93.

COROLLAIRE 2. — Soient A et B des k-algébres équivalentes au sens de Mo-
rita et soit P un (A, B),-bimodule inversible. Tout (B, A),-bimodule inverse de P
est isomorphe au dual P* = Hom,(P,A) de P. Plus précisément, soit Q un

(B, A),-bimodule inverse de P et soit A\:P®gQ— A, un isomorphisme de
(A, A),-bimodules, il existe une unique application T : Q — P* caractérisée par la
relation (p,7(q)) = Mp ® q) pour p € P et ¢ € Q, et T est un isomorphisme de
(B, A),-bimodules.

L’existence et 'unicité de 'application 7 sont claires. C’est un homomorphisme
de (B, A),-bimodules et 'on a A = Ao(1p®7). Comme A et A sont des isomorphismes
de (A, A),-bimodules (VIII, p. 97, th. 1), il en est de méme de 1p ® 7. D’apres le
lemme 1 (VIII, p. 97), I'application 7 est bijective.

Remarque. — Sous les hypothéses du corollaire, soit ¢ un élément de Q tel qu’on
ait AM(p ® ¢) = 0 pour tout p € P. On a alors 7(¢) = 0, c’est-a-dire ¢ = 0. De méme,
si p est un élément de P tel qu'on ait A(p ® ¢) = 0 pour tout ¢ € Q, alors p = 0.

Exemples. — 1) Soient B une k-algebre, n un entier > 1 et A la k-algebre M,,(B).
Le B-module a droite P = B} est projectif, de type fini et générateur, et A s’identifie
a l'algébre des endomorphismes de P (II, p. 150). D’apres le théoreme 1, le (A, B),-
bimodule P est inversible. Les algébres B et M, (B) sont donc équivalentes au sens
de Morita.

2) *Soient A une k-algébre commutative et P un A-module. Considérons P
comme un (A, A),-bimodule dont les deux lois d’action sont égales. Si le (A, A),-
bimodule P est inversible, le A-module P est de type fini (th. 1). Compte tenu du
th. 3 de AC, II, p. 143, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le (A, A),-bimodule P est inversible;

(ii) 11 existe un A-module Q tel que P ®, Q soit isomorphe a A ;

(iii) Le A-module P est projectif, de type fini et de rang 1. 4
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4. Correspondance de Morita des modules

Dans ce numéro, les lettres A et B désignent des k-algébres équivalentes au sens
de Morita et P un (A, B),-bimodule inversible. Choisissons un (B, A),-bimodule Q
inverse de P et des isomorphismes

APy Q— A, et 0:Q®, P — By

Pour tout B-module a gauche V, nous noterons 6y, I'isomorphisme de B-modules
0®1y : QR,P®V — V. De méme, pour tout A-module a gauche M, nous noterons
Aum l'isomorphisme de A-modules A® 1y : P @5 Q®@, M — M.

THEOREME 2 (Morita). — a) Soient V et W des B-modules d gauche. L’application
g — 1p ® g est une bijection de Homp(V, W) sur Hom, (P @5 V,P @5 W). La
bijection réciproque associe a tout élément h de Homy (P @5 V,P @5 W) l’élément
Owo(lg®h)o 0y de Homg(V, W).

b) Pour tout A-module & gauche M Uapplication Ay : P@g Q®, M — M est un
isomorphisme. En particulier, tout A-module a gauche est isomorphe d un module
de la forme P ®@p V, ou V est un B-module a gauche.

Soient V et W des B-modules a gauche. D’apres le lemme 1 de VIII, p. 97,
Papplication ¢ : g — 1p ® g de Homg(V, W) dans Hom, (P ®5 V,P @5 W) est
injective. En échangeant les rdles de P et Q (et de A et B), on voit que I'application
Y :h= 1g®h de Homy (P®p V, P @ W) dans Hom, (Q®@, PR V,Q®, P2 W)
est aussi injective. Or le composé ¥ o ¢ est 'application g +— 0\7\,1 0 g o by. Elle est
bijective, donc il en de méme de 1. Par suite, ¢ est bijective et son application
réciproque est 'application h — Oy o (1g ® h) o 07" .

L’assertion b) a déja été vue.

Soient V un B-module & gauche et W un sous-module de V. Puisque le B-
module P est projectif (VIII, p. 97, th. 1), Papplication canonique de P @3 W dans
P ®p V est injective. Nous identifierons P @z W a son image dans P ®p V par cette
application. On adopte des conventions analogues lorsque P et B sont remplacés par
Q et A.

PROPOSITION 5. — Soit V un B-module a gauche. L’application W — P @z W est
un isomorphisme de l’ensemble, ordonné par inclusion, des sous-B-modules de V sur
lensemble, ordonné par inclusion, des sous-A-modules de P ®p V. L’isomorphisme

réciproque associe & un sous-A-module N de P®@yV limage par 0y du sous-B-module
Q®yNdeQ®,P®gV.
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Désignons par Dg(V) l'ensemble des sous-B-modules de V, ordonné par in-
clusion, et définissons de méme les ensembles D, (P ®5 V) et Dg(Q ®, P ®5 V).
Notons ¢ : Dg(V) — D, (P ®g V) lapplication W — P @3 W et ¢ 'application de
Do (P®g V) dans Dy (Q®4 P ®p V) donnée par N — Q®, N. Ces applications sont
croissantes, et I'application composée 9 o ¢ est 'application W+ 65" (W), qui est
bijective. Par suite ¢ est injective et 1) surjective. En remplagant B par A et V par
P®y V, on voit que 9 est aussi injective. Donc ¢ et ¢ sont bijectives et I'application
réciproque de ¢ est bien celle décrite dans ’énoncé.

Ezemples. — 1) Appliquons la proposition 5 de VIII, p. 99 au cas particulier V = B,.

a) L’application J — PJ est un isomorphisme de I’ensemble ordonné D(B,)
des idéaux a gauche de B sur l'ensemble ordonné D(P) des sous-A-modules de P.
L’application réciproque associe a un sous-A-module M de P l'idéal & gauche J(M)
de B formé des éléments b de B tels que M contienne Pb.

b) L’application K — KP est un isomorphisme de ’ensemble ordonné D(A,)
des idéaux a droite de A sur I’ensemble ordonné D(P) des sous-B-modules de P.
L’application réciproque associe & un sous-B-module V de P l'idéal a gauche K(V)
de A formé des éléments a de A tels que V contienne aP.

En effet, le A-module P ®y B, s’identifie canoniquement a P. Si J est un idéal
a gauche de B, I'image canonique de P ®p J dans P ®p B, correspond a PJ par
cette identification. Par suite 'application J — PJ est un isomorphisme d’ensembles
ordonnés de D(B,) sur D(P). Soit J € D(B,). Notons J’ I'ensemble des éléments b
de B tels que PJ contienne Pb. C’est un idéal a gauche de B qui contient J, et on a

s

PJ' C PJ. Comme l'application J — PJ est un isomorphisme d’ensembles ordonnés,
on a forcément PJ' = PJ et J = J. Cela prouve a).

L’assertion b) résulte de 'assertion a) appliquée au (B°, A°),-bimodule inver-
sible P.

Notons que 'anneau A est un corps si et seulement si le B-module P est simple.

2) Notons B, By et Bp les ensembles ordonnés formés des idéaux bilatéres
de A, des idéaux bilateres de B, et des sous-(A, B),-bimodules de P respectivement.

a) L’application b — Pb est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de Ay sur
Py ; isomorphisme réciproque associe a un sous-(A, B),-bimodule P’ de P 'idéal
bilatére de B formé des éléments b tels que Pb C P'.

b) L’application a — aP est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de %, sur
Py ; isomorphisme réciproque associe a un sous-(A, B),-bimodule P’ de P I'idéal
bilatere de A formé des éléments a tels que aP C P’.
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En effet, soient J un idéal & gauche de B et P’ = PJ. Alors P’ est un sous-A-
module de P et, par 'exemple 1, J se compose des éléments b de B tels que Pb C P/
De plus P’ est un sous-(A, B),-bimodule de P si et seulement si J est un idéal bilatere
de B. Ainsi a) résulte de loc. cit.

L’assertion b) résulte de a) appliquée au (B°, A°),-bimodule inversible P.

PROPOSITION 6. — Notons B, By les ensembles ordonnés formés des idéaux bi-
latéres de A et des idéaux bilatéres de B.

a) Il existe un isomorphisme d’ensembles ordonnés [ de B, sur By caractérisé
par la propriété suivante : si a est un idéal bilatére de A et b un idéal bilatére de B,
la relation f(a) = b égquivaut a aP = Pb.

b) Supposons lanneau A commutatif, de sorte que A s’identifie au centre de B
(VIIL, p. 98, cor. 1). L’isomorphisme [ : B — By associe d un idéal a de A l'idéal
bilatére Ba de B, et l'on a a = A N Ba.

L’assertion a) résulte de I'exemple 2.

Supposons enfin A commutatif, et identifions A au centre de B. Soit a un idéal
de A. Alors Ba est un idéal bilatére de B; on a PBa = aP, d’ou f(a) = Ba. Soit o
Iidéal A N Ba de A il est contenu dans Ba et contient a, donc Ba’ est égal a Ba.
Comme f est bijectif, on en déduit @’ = a.

Ezemples. — 3) Soit V un B-module & gauche. Alors la correspondance précédente
envoie 'annulateur du B-module V sur 'annulateur du A-module P ®p V. En effet,
notons a l'annulateur du A-module P ®5 V et b celui du B-module V. Soit W le
(A, B);-sous-bimodule de P formé des éléments tels que p ® v = 0 pour tout v de V.
On a l'inclusion Pb C W ; inversement, pour tout p € W et ¢ € Q, on a que 6(¢®p)
appartient a b. Donc 'élément b de D(B,) correspond a I’élément W de D(P). De
méme, a € D(A,) correspond a W.

4) Pour tout idéal bilatére a de A, notons M, (a) le sous-ensemble de M, (A)
formé des matrices & éléments dans a. C’est un idéal bilatére de M,,(A). On a
M, (a)A™ = a™ = A"a. Il résulte de la prop. 6 que tout idéal bilatere de M, (A) est
de la forme M, (a), ol a est un idéal bilatere de A.

Remarque. — Conservons les hypotheses et notations précédentes et supposons que
le (B, A),-bimodule Q soit le dual P* du A-module P et que les isomorphismes A et
6 soient les applications canoniques A : P @z P* — A et © : P*®, P — B, (VIII,
p. 97, th. 1). Comme le A-module P est projectif de type fini, on dispose, pour tout
A-module M, d’un isomorphisme canonique ¥ : P*®, M — Hom, (P, M) (II, p. 77,
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cor.). Nous laissons au lecteur le soin de traduire les résultats du présent numéro en
remplagant la construction M — Q ®, M par la construction M — Hom, (P, M).

5. Ensembles ordonnés de sous-modules

Dans ce numéro, on note A et B des k-algebres, M un A-module a gauche, V un
B-module & gauche. On note D(M) (resp. D(V)) ’ensemble ordonné par inclusion des
sous-modules de M (resp. de V). On suppose donné un isomorphisme d’ensembles
ordonnés ¢ : D(V) — D(M).

D’aprés le théoreme de Morita (VIIL, p. 99, th. 2), on obtient un tel isomor-
phisme dans la situation suivante : P est un (A, B),-bimodule inversible, M est le
A-module P ®5 V et pour tout sous-module W de V, ¢(W) est 'image canonique
de P ®5 W dans M.

Un certain nombre de propriétés du module M, ou de ses sous-modules, s’ex-
priment en termes de ensemble ordonné D(M) : elles sont présentées dans les tables
TetII

TABLE I
Sous-modules de M Ensemble ordonné D(M)
Sous-module nul Plus petit élément de D(M)
Sous-module M Plus grand élément de D(M)
Micr M; Borne inférieure inf;cr M;
it M; Borne supérieure sup;er M;
Sous-modules supplémentaires inf(M’, M") =0, sup(M’,M") =M
Sous-module simple de M Elément minimal de D(M)— {0}
Sous-module maximal de M Elément maximal de D(M)—{M}
Socle (M) de M Borne supérieure dans D(M) de I'ensemble
des éléments minimaux de D(M) — {0}
* Radical R(M) de M (VIII, p. 147) 4 | Borne inférieure dans D(M) de I'ensemble
des éléments maximaux de D(M) —{M}
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TABLE II
Propriétés du module M Propriétés de D, (M)
M est noethérien L’ensemble ordonné D(M) est noethérien (E, III,
p. 51)
M est artinien L’ensemble D(M), ordonné par D, est noethérien
M est indécomposable On a M # 0 et il n’existe pas deux éléments M’ et

M"” de D(M), distincts de 0, vérifiant

inf(M’,M") =0, sup(M’',M") =M.
M est de type fini Pour toute famille (M;),,; dans D(M) de borne
supérieure M, il existe une partie finie J de I telle
que M = sup;¢; M;
M est simple Card(D(M)) =2
M est semi-simple M est la borne supérieure, dans D(M), de len-
semble des éléments minimaux de D(M) = {0}

Le module M est somme directe d'une famille (M,);o; de sous-modules si et
seulement si 'on a M = 3,4 M; et M; N3, M; = 0 pour tout i € L Cette
remarque et 'examen de la table I donnent le résultat suivant.

PROPOSITION 7. — a) On a ¢(0) =0 et (V) = M.
b) Soit (V;);cr une famille de sous-modules de V. On a

@(sz') = Z‘P(Vi)v @(ﬂ Vi> = ﬁ@(Vi)

i€l i€l i€l i€l

¢) Le B-module V est somme directe de la famille (V;);c; de sous-modules si et
seulement si M est somme directe de la famille (o(V;));cr-

Soient V' et V" des sous-modules de V tels que V' soit contenu dans V”; po-
sons M = (V') et M” = ¢(V”), de sorte que M” contient M’. Notons [V’, V"]
I'intervalle de D(V) formé des sous-modules W de V tels que l'on ait V. ¢ W C V",
et définissons de méme lintervalle [M’, M”] de D(M). L’application W +— W/V’
est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de [V, V"] sur D(V”/V'); on définit de
méme un isomorphisme d’ensembles ordonnés de [M’, M”] sur D(M”/M’). Comme ¢
applique Uintervalle [V', V"] sur [M’, M"], il définit un isomorphisme ¢ d’ensembles
ordonnés de D(V”/V’) sur D(M”/M’). On déduit de cela et des tables I et II la
proposition suivante :
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PROPOSITION 8. — a) Soient V' et V" des sous-modules de V tels que V"
contienne V'. Le B-module V"/V' est simple si et seulement si le A-module
(V") (V') est simple.

b) Si V' est un sous-module simple (vesp. mazimal, resp. facteur direct) de V,
alors (V') est un sous-module simple (resp. maximal, resp. facteur direct) de M.

¢) ¢ transforme le socle # (V) de V en le socle (M) de M *et le radical (VIII,
p. 147, définition 1) R(V) de V en le radical R(M) de M.,

d) Soit (V;)ocicn une suite finie de sous-modules de V. C’est une suite de
Jordan-Hélder de V si et seulement si ((V;)ocicn) €5t une suite de Jordan-Holder
de M.

Lemme 2. — Soient H et H' des sous-modules de V tels que HNH' = 0. Pour que
les B-modules H et H' soient isomorphes, il faut et il suffit que les A-modules p(H)
et o(H') soient isomorphes.

Identifions H + H" au produit H x H'. Le graphe d’un isomorphisme de H sur
H’ est un sous-module H” de V satisfaisant &

(17) HNH =H NH" =0 H+H =H+H' =H +H";

inversement, tout sous-module possédant ces propriétés est le graphe d’un isomor-
phisme de H sur H'. D’apres la proposition 7, la relation H N H' = 0 équivaut a
»(H) N e(H") =0 et les relations (17) aux relations

PH)Np(H") = p(H)NpH") =0, p(H)+¢(H') = p(H)+oH") = o(H) +p(H");
le lemme en résulte.

PROPOSITION 9. — Soient S un sous-module simple de V et T le sous-module
simple p(S) de M. Si Vg désigne le composant isotypique de type S dans V et My
le composant isotypique de type T dans M, on a o(Vg) = M.

Tout sous-module simple S’ de V, distinct de S, satisfait a S’ NS = 0. 1l est
donc isomorphe & S si et seulement si ¢(S') est isomorphe & T (lemme 2). Or Vg
est somme des sous-modules simples de V isomorphes a S et My est somme des
sous-modules simples de M isomorphes a T. La prop. 9 résulte aussitot des prop. 7
et 8.

PROPOSITION 10. — a) Pour que le B-module V soit artinien, ou noethérien, ou
indécomposable, ou simple, ou de type fini, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de M.

b) Pour que le B-module V soit de longueur finie, il faut et il suffit que le
A-module M soit de longueur finie, et l'on a alors longg (V) = long, (M).
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¢) Pour que le B-module V soit semi-simple (resp. isotypique), il faut et il
suffit que le A-module M soit semi-simple (vesp. isotypique). S’il en est ainsi, on a
longg (V) = long, (M).

L’assertion a) résulte de Iinspection de la table II.

L’assertion b) résulte de la prop. 8, d) (VIII, p. 104).

Le module V est semi-simple si et seulement s’il est égal a son socle . (V);
il est isotypique si et seulement s’il existe un sous-module simple S de V tel que
V = V. L’assertion ¢) résulte donc des prop. 7 ¢), 8 ¢) et 9 (VIIL, p. 103 et 104).

6. Autres propriétés préservées par la correspondance de Morita

Soient A et B des k-algébres équivalentes au sens de Morita et P un (A, B),-
bimodule inversible.

PROPOSITION 11. — Soit
(&) NERA VN v
un diagramme de B-modules et d’applications B-linéaires, et soit
P® &) PosV 22 Pe, V2% pe, V!
le diagramme correspondant de A-modules. Pour que (&) soit une suite exacte, il
faut et il suffit que (P ® &) le soit.

Supposons la suite (&) exacte. Comme le B-module a droite P est projectif, la
suite (P ® &) est exacte (II, p. 58, prop. 5 et p. 63, cor. 6).

Réciproquement, supposons la suite (P ® &) exacte. Soient Q un (B, A),-
bimodule inverse de P, et 6 : Q ®, P — B, un isomorphisme. Considérons le
diagramme commutatif

1aR1p&f 1q®1p®g
Qe PRV 5 Q@, PO Vo Q@ P&y V"

9®1"¢ leguv le@v,,

vl I V 9 V/I

Puisque Q est un A-module projectif et que la suite (P ® &) est exacte, la premiére
ligne de ce diagramme est une suite exacte; comme les fleches verticales sont des
isomorphismes, la seconde ligne est également exacte.

COROLLAIRE. — Soit f : V. — W une application B-linéaire. Pour que f soit
injective (vesp. surjective), il faut et il suffit que 1p ® f le soit.
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PROPOSITION 12. — Soit V un B-module a gauche. Pour que le B-module V soit
projectif (vesp. générateur, resp. fidéle, *resp. injectif, resp. de présentation finiey),
il faut et il suffit que le A-module P @5 V le soit.

a) Supposons V projectif. Il existe un ensemble I tel que V soit isomorphe & un
sous-module facteur direct de B!. Le A-module P ® V est alors isomorphe & un
sous-module facteur direct de P® ; comme P est un A-module projectif, il en est de
méme de P ®g V.

b) Supposons que le B-module V soit générateur. Soit M un A-module. Il existe
un B-module W tel que M soit isomorphe & P @5 W. Par le th. 1 de VIII, p. 76, il
existe un ensemble I et une surjection ¢ : V(U — W. Par le corollaire, application
Ip ® ¢ de P ® (V) dans P ®, W est surjective, ce qui fournit une surjection de
(P®V)® — M. Par le th. 1 de VIII, p. 76, P ® V est un A-module générateur.

¢) Le B-module V est fidele si et seulement si son annulateur est réduit a 0.
L’assertion c) résulte donc de I'exemple 3 de VIII, p. 101.

*d) Supposons V injectif. D’aprés la remarque de VIII, p. 101 le A-module
P ®p V est isomorphe & Homg(Q, V), ot Q est un (B, A),-bimodule inverse de A.
Comme le A-module Q est projectif, donc plat (X, p. 9, exemple 1), le A-module
Homp(Q, V) est injectif en vertu de X, p. 18, prop. 11.

e) Supposons que V admette une présentation finie L, — L, — V — 0 (X,
p. 10). Par produit tensoriel avec P on en déduit une suite exacte de A-modules
N} % Ny = P®g V — 0, ot N} et Njj sont projectifs de type fini (prop. 11 et a)).
Soit Nij un A-module de type fini tel que le module Ny = N{; & N, soit libre de type
fini, et soit u' : Ni & Ni — N 'homomorphisme (u, 1yy); alors P @p V s’identifie
au conoyau de «’. Soit Ny un A-module libre de type fini et p : N; — N{ & Njj un
homomorphisme surjectif ; la suite N, ﬂ Ny = P ®pg V — 0 est une présentation
finie du A-module P @5 V.4

f) Supposons le A-module P®g V projectif (resp. générateur, resp. fidele, *resp.
injectif, resp. de présentation finiey). En appliquant ce qui précede (en échangeant
les roles de A et B, P et Q), on voit que le B-module Q ®, P ®p V posséde aussi
cette propriété. Il en est donc de méme du B-module V, qui lui est isomorphe.

COROLLAIRE. — Pour que l'anneau A soit artinien d gauche (resp. noethérien d
gauche) il faut et il suffit que 'anneau B le soit.

Compte tenu de l'isomorphisme entre 'ensemble ordonné des idéaux a gauche
de B et I'ensemble des sous-A-modules de P, pour que 'anneau B soit artinien &
gauche (resp. noethérien a gauche), il faut et il suffit que le A-module P soit artinien
(resp. noethérien). Mais par le th. 1 de VIIIL, p. 97, le A-module P est générateur
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et de type fini; en particulier, A, est isomorphe a un facteur direct de P, pour un
entier n > 1. Par suite P est artinien (resp. noethérien) si et seulement si A est
artinien a gauche (resp. noethérien a gauche).

7. Equivalence de Morita des algébres

PROPOSITION 13. — a) Si deuzx k-algébres sont équivalentes au sens de Morita,
leurs centres sont des k-algébres isomorphes.

b) Pour que deuzx k-algébres commutatives soient équivalentes au sens de Mo-
rita, il faut et il suffit qu’elles soient isomorphes.

¢) Pour que deuz k-algébres qui sont des corps soient équivalentes au sens de
Morita, il faut et il suffit qu’elles soient isomorphes.

d) Pouri=1,2, soient A, et B, des k-algébres équivalentes au sens de Morita,
et P, un (A;,B,),-bimodule inversible. Posons A = A, ®, Ay, B = B, ®, B, et
P =P, ®, P,y. Les k-algébres A et B sont équivalentes au sens de Morita et P est
un (A, B),-bimodule inversible.

e) Si A et B sont des k-algébres équivalentes au sens de Morita et si k' est une
k-algebre commutative, alors les k'-algebres Ay et By sont équivalentes au sens
de Morita.

L’assertion a) résulte du cor. 1 de VIIL p. 98 et b) en découle.

Soient K et L des k-algebres qui sont des corps et soit P un (K, L),-bimodule
inversible. Le L-espace vectoriel a droite P est un module simple (VIIL, p. 100), donc
de dimension 1, de sorte que les k-algébres End; (P) et L sont isomorphes. D’apres
VIIL, p. 97, th. 1, Papplication @ — ap de K dans End (P) est un isomorphisme.
Donc les corps K et L sont isomorphes au-dessus de k, d’ou ¢).

Sous les hypotheses de d), soient Q, (i = 1,2) un (B;, A;),-bimodule inverse
de P;; notons Q le (B, A),-bimodule Q, ®,Q,. Considérons I'isomorphisme k-linéaire
canonique (P; ®, Py) @, (Q; ®;, Q,) — (P, ®, Q) ®, (Py ®, Q,); il définit par
passage aux quotients un isomorphisme

(P, ®, Py) @5 (Q, @, Qy) — (P4 ®p, Q1) @4 (Py ®p, Qa)

qui est (A, A)-linéaire. Comme le (A;, A;)-bimodule P; ®5, Q; est isomorphe a A,
on obtient un isomorphisme (A, A)-linéaire P ®5; Q — A. On obtient de méme un
isomorphisme (B, B)-linéaire Q ®, P — B, ce qui achéve de prouver d).

Sous les hypotheses de e), soit P un (A, B),-bimodule inversible, alors P, est
un (A), B))p-bimodule inversible.
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Soit A une k-algebre et soit e un idempotent de A. L’ensemble eAe, muni de
I’addition, de la multiplication et de I'action de k induites par celles de A, est une
k-algebre, d’élément unité e.

PROPOSITION 14. — Soient A et B des k-algebres. Pour que A et B soient équi-
valentes au sens de Morita, il faut et il suffit qu’il existe un entier n > 1 et une
matrice carrée e = (e;;) dans M, (B) satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) Onae®=e;

(ii) L’idéal bilatére de B engendré par les éléments e,; est égal a B;

(iii) La k-algébre A est isomorphe d eM,,(B)e.

Si les conditions (1) et (ii) sont satisfaites, le (eM,,(B)e, B),-bimodule eB!} est in-
versible.

Compte tenu du th. 1 (VIII, p. 97), la k-algebre A est équivalente & B au sens
de Morita si et seulement si elle est isomorphe a ’algebre des endomorphismes d’un
B-module a droite projectif, de type fini et générateur. La proposition résulte donc
des deux lemmes suivants.

Lemme 3. — Pour qu’un B-module a droite P soit projectif, de type fini et généra-
teur, il faut et il suffit qu’il existe un entier n > 0 et un idempotent e = (eij) dans
M, (B) satisfaisant aux propriétés suivantes :

(i) Le B-module P est isomorphe d eB%;

(ii) L'déal bilatére de B engendré par les éléments e;; est égal a B.

Soit P un B-module a droite. Pour que P soit projectif et de type fini, il faut
et il suffit qu’il soit isomorphe & un sous-module facteur direct d’'un B-module de
la forme B ol n est un entier > 0 (IL, p. 40, cor. 1). Si lon identifie les k-algébres
M, (B) et End(B%), cela signifie qu’il existe un idempotent e de M, (B) tel que P
soit isomorphe a eBj.

Le B-module P est générateur si et seulement si son idéal trace 7(P) est égal &
B, c’est-a-dire 7(eB}) = B (VIII, p. 76, th. 1). Soient z,, ..., z, les éléments de B?
correspondant aux colonnes de la matrice e, et soit =} (pour 1 < i < n) la forme

linéaire (by,...,b,) — b; sur eBY. La famille (x4, ..., z,) engendre le B-module eB}
et la famille (27, ...,2}) engendre son dual. Or on a (¥}, z;) = ¢;;, donc 7(eBj) est

I'idéal bilatere de B engendré par les ¢;;. Cela prouve le lemme 3.

Lemme 4. — Soient V. un B-module et E la k-algébre des endomorphismes de V.
Soit e un projecteur de V et P l'image de e. L’application qui a v € eEe associe
Uendomorphisme x — v(z) du B-module P est un isomorphisme de k-algébres de
eEe sur Endg(P).
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Notons ¢ : eEe — Endg(P) l'application décrite dans I’énoncé; ¢’est un homo-
morphisme de k-algebres. Soit u € Endg(P). Notons v 'endomorphisme de V défini
par v(z) = u(e(z)) pour x € V. On a (eve)(x) = u(x) pour x € P, cest-a-dire
p(eve) = u. Par suite, ¢ est surjective. Soit w un élément du noyau de ¢; les res-
trictions de w au noyau et a I'image de e sont nulles, donc w est nul, ce qui prouve

que ¢ est injective.

Ezemples. — 1) Soient A une k-algeébre et e un idempotent de A tel que AeA = A.
La k-algebre eAe s’identifie a la k-algebre des endomorphismes du sous-module eA
de A, (lemme 4). Comme AeA = A, il résulte de la prop. 14 que eA, est un (eAe, A),-
bimodule inversible, donc que les k-algebres eAe et A sont équivalentes au sens de
Morita. De plus, le théoréme de Morita (VIII, p. 99) entraine les résultats suivants :

a) Soient M et N des A-modules & gauche. Toute application eAe-linéaire de eM
dans eN se prolonge de maniére unique en une application A-linéaire de M dans N.

b) Tout module & gauche sur la k-algébre eAe est isomorphe & un module de la
forme eM, ou M est un A-module & gauche.

2) Soit A une k-algébre et n > 1 un entier. Identifions lalgébre de matrices
M, (A) a l'algebre des endomorphismes du A-module & droite Aj. On a vu que A
et M, (A) sont équivalentes au sens de Morita. Pour tout A-module & gauche M,
identifions A ®, M a M™. L’algebre M, (A) opére alors & gauche sur M", et 1'on a

n

(a-m); = Z ;5 15
j=1

pour a = (a;;) dans M, (A) et m = (m;) dans M". Le théoreéme de Morita entraine
les résultats suivants :

a) Tout module a gauche sur 'algebre M,,(A) est isomorphe a un module de la
forme M™, ou M est un A-module & gauche.

b) Soit M un A-module & gauche. L’application N — N™ est une bijection de
I’ensemble des sous-A-modules de M sur I’ensemble des sous-M,,(A)-modules de M™.

¢) Soient M et N des A-modules a gauche. Pour toute application A-linéaire
g : M — N, soit g, application (m;) — (g(m;)) de M™ dans N™. Alors I'application
g — ¢, est une bijection de Hom, (M, N) sur Homyy,, (4)(M™, N?).

d) Soit M un A-module & gauche. Pour que le module M™ sur 'anneau M, (A)
soit indécomposable, ou semi-simple, ou simple, ou artinien, ou noethérien, ou de

type fini, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi du A-module M.
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3) Soient A un anneau principal et L un A-module libre de type fini non nul. Soit
B lanneau des endomorphismes de L; alors L est un (A, B),-bimodule inversible
et les anneaux A et B sont équivalents au sens de Morita. D’apres le théoreme de
Morita, la prop. 10, a) (VIIIL, p. 104) et le théoréme de structure des A-modules de
type fini (VIL, p. 19, th. 2), tout B-module de type fini est isomorphe & &, (L/a,L),
ol m est un entier positif et les a, des idéaux de A vérifiant a; C a, C --- C a,,
et a, # A; 'entier m et les idéaux a; sont déterminés de fagon unique. D’apres la
proposition 6 de VIII, p. 101, tout idéal bilatere de B est de la forme dB ou d est
un élément de A.
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EXERCICES

1) Soient A et B des anneaux, P un (A, B)-bimodule et Q un (B, A)-bimodule. Soient
¢ : P®s Q — A un homomorphisme de (A, A)-bimodules et ¢ : Q ® P — B un
homomorphisme de (B, B)-bimodules, satisfaisant & p(z @ u)y = 29 (uQy) et up(r Q@) =
Y(u® x)v pour x,y dans P et u,v dans Q. On suppose que ¢ est surjectif.

a) Démontrer que le A-module P est générateur.

b) Prouver que ¢ est un isomorphisme.

¢) Construire un isomorphisme de (B, A)-bimodules entre Q et Homp(P, B).

2) Soient M, N des A-modules, m, n des nombres entiers > 1. On suppose que M est facteur
direct dans N™ et que N est facteur direct dans M™ ; prouver que les anneaux Endy (M)
et Enda(N) sont équivalents au sens de Morita.

3) Soient A un anneau, G un groupe abélien, qu’on note additivement. On dit qu’une
application T : A — G est traciale si ¢’est un homomorphisme de groupes additifs et que
l'on a T(ab) = T(ba) quels que soient a,b dans A.

a) Soit T : A — G une application traciale et soit P un A-module & droite, projectif de
type fini. Démontrer qu’il existe une unique application traciale Tp : Enda (P ® Ay) — G
dont la restriction & A = Enda(Ay) est T.

b) Soient A et B des anneaux équivalents au sens de Morita et G un groupe abé-
lien. Construire une correspondance bijective entre applications traciales de A dans G et
applications traciales de B dans G.

4) Soient A et B des anneaux, P un (A, B)-bimodule inversible. On note % (resp. %p)
I'ensemble des idéaux bilatéres de A (resp. B), et f : Ba — PBp l'isomorphisme d’ensembles
ordonnés défini dans la prop. 6 (VIII, p. 101).

a) Soit a un idéal de A. Montrer que les anneaux A/a et B/ f(a) sont équivalents au
sens de Morita.

b) Soient a et a’ des idéaux de A. Montrer que f(aa’) = f(a)f(a’).

¢) Montrer que l'idéal a de A est nilpotent si et seulement si l'idéal f(a) de B est
nilpotent.

d) Soit M un B-module. Prouver que I'idéal trace de M (VIII, p. 75) est 'image par f
de celui de P ®p M.

9 5) Pour tout anneau R, on note M (R) le pseudo-anneau des matrices de type N x N
a éléments dans R n’ayant quun nombre fini d’éléments non nuls. Prouver que pour
que les anneaux A et B soient équivalents au sens de Morita, il faut et il suffit que les
pseudo-anneaux My (A) et My (B) soient isomorphes (si P est un (A, B)-module in-
versible, considérer 'image de My (A) par l'isomorphisme EndA(AgN)) — Endy (PM)
construit dans I'exercice 12 de VIIL, p. 87. Etant donné un isomorphisme de Moo (A) sur
M (B), considérer I'image dans My (B) de I'idempotent Eq; de Moo (A)).
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6) Soient A et B des anneaux. On suppose donnés :

— pour tout A-module M, un B-module F(M);

— pour tout homomorphisme de A-modules v : M — N, un homomorphisme B-
linéaire F(u) : F(M) — F(N),
de fagon a ce que les propriétés suivantes soient satisfaites :

(i) On a F(1um) = 1par) pour tout A-module M;

(i) Siu € Homa(M,N) et v € Homa(N,P), on a F(vou) =F(v) o F(u);

(iii) Si u,v appartiennent & Homa (M, N), on a F(u +v) = F(u) + F(v).

a) Démontrer que pour tout A-module M, l'application u +— F(u) de Enda (M)
dans Endg(F(M)) est un homomorphisme d’anneaux. En déduire une structure de (B, A)-
bimodule sur F(Ag).

b) Soit M un A-module; pour m € M, on note hy,, : Ay — M I’homomorphisme
a — am. Prouver qu'il existe un unique homomorphisme B-linéaire 6y de F(A;) @4 M
dans F(M) tel que Oyi(z @ m) = F(hp)(z) quels que soient z € F(Ag), m € M. Pour tout
homomorphisme de A-modules u: M — N, on a F(u) o 6y = On o (Ipa,) ® u).

7) On conserve les hypothéses précédentes. On suppose en outre donnés :

— pour tout B-module N, un A-module G(N);

— pour tout homomorphisme de B-modules v : N — N’ un homomorphisme A-
linéaire G(v) : G(N) — G(N');

— pour tout A-module M, un isomorphisme ay : M — G(F(M)) ;

— pour tout B-module N, un isomorphisme Sy : N — F(G(N)).
On suppose que la construction G vérifie 'analogue des propriétés (i) & (iii) ci-dessus, que
pour tout homomorphisme de A-modules u : M — M’ on a G(F(u)) oay = anprou , et
que pour tout homomorphisme de B-modules v : N — N’ on a F(G(v)) o By = B o v.

a) Soient M, M’ des A-modules; prouver que ’homomorphisme u — F(u) est un
isomorphisme de Homa (M, M) sur Homp(F(M), F(M')).

b) Soit f € Hompa(M,M'); pour que F(f) soit injectif (resp. surjectif), il faut et
il suffit qu’il en soit ainsi de f (observer que f est injectif si et seulement si pour tout
A-module E et tout homomorphisme non nul g : E — M, on a f o g # 0).

¢) Soit 0 — M’ M & M” = 0 une suite exacte de A-modules ; prouver que la suite
0= FM) W r) % PV S 0 est exacte.

d) Soit (My)aer une famille de A-modules, et soit M sa somme directe. Construire
un isomorphisme canonique de ®F (M,) sur F(M).

e) Soit M un A-module. Montrer que F(M) est projectif (resp. générateur, resp. de
type fini) si et seulement si M 'est (utiliser 'exercice 9 de VIII, p. 87).

f) Démontrer que le (B, A)-bimodule F(A,) est inversible, et que le (A, B)-bimodule
G(Bs) en est un inverse.
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g) Prouver que pour tout A-module M I'homomorphisme Oy : F(As) @4 M — F(M)
défini dans lexerc. 5 b) est bijectif (utiliser ¢) et d), en considérant une suite exacte
A 5 AD M = 0).

8) Soient k un anneau commutatif, A une k-algebre.

a) Prouver que l'ensemble des classes d’isomorphisme de (A, A)g-bimodules inver-
sibles (n°8), muni de la loi de multiplication [P][Q] = [P ®4 QJ, est un groupe; on le note
ZL(A).

b) Soit G le groupe des automorphismes de la k-algebre A ; pour g € G, on note Ay le
A-module & gauche Ay muni de la structure de A-module & droite définie par z.a = x g(a).
Montrer que I'application g — [A4] est un homomorphisme de groupes de G dans & (A),
dont le noyau est le sous-groupe des automorphismes intérieurs.

¢) Soit Z le centre de A ; définir une suite exacte

1= P4(A) = Z,(A) = G.

Silalgebre A est commutative, le groupe & (A) est produit semi-direct de G par 5 (A).



§7. ANNEAUX SIMPLES

1. Anneaux simples

PROPOSITION 1. — Soit A un anneau non nul. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Le A-module A, est isotypique;

(ii) L’anneau A est artinien d gauche et tout idéal bilatére de A est égal ¢ 0 ou
aA;

(i) L’anneau A est artinien a gauche et il existe un A-module @ gauche S qui
est simple et fidéle.

Si ces conditions sont satisfaites, le A-module A, est de longueur finie et isotypique
de type S, et tout A-module simple est isomorphe a S.

Démontrons que (i) entraine (ii). Sous les hypothéses de (i), le A-module de type
fini A, est semi-simple, donc de longueur finie et artinien (VIIL, p. 67, prop. 10) ; par
suite, 'anneau A est artinien a gauche. Les endomorphismes du A-module a gauche
A, sont les multiplications a droite par les éléments de A. Comme le A-module a
gauche A, est isotypique, il résulte de la prop. 6, b) de VIII, p. 81, que le (A, A)-
bimodule ;A est simple. Les sous-bimodules de (A, sont les idéaux bilateres de A,
donc (i) implique (ii).

Démontrons que (ii) entraine (iii). L’anneau A n’est pas réduit a 0; par suite, il
existe un A-module simple S. L’annulateur de S est un idéal bilatere de A, distinct
de A. Sous les hypotheses de (ii), il est égal & 0. Le A-module S est alors fidéle et
(ii) entraine (iii).

Démontrons que (iii) entraine (i). Sous les hypotheses de (iii), il existe un entier
m =1 tel que A, soit isomorphe & un sous-module de S™ (VIII, p. 46, prop. 5, a)).
Puisque S™ est un A-module isotypique de type S, il en est de méme de A, (VIII,
p. 57, prop. 2); donc (iii) implique (i).
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Supposons les conditions (i) a (iii) satisfaites. Nous avons vu au cours de la
démonstration que le A-module A, est de longueur finie et isotypique de type S.
Tout A-module a gauche simple est isomorphe a un quotient de A,, donc a S.

DEFINITION 1. — On dit que Uanneau A est simple sil satisfait aux conditions
équivalentes (i), (ii) et (iii) de la proposition 1. Soit K un corps commutatif; une
K-algébre est dite simple si son anneau sous-jacent est simple.

Remarques. — 1) Rappelons que d’aprés le th. 1 de I, p. 109, les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le A-module A, est simple;

(ii) L’anneau A n’est pas réduit a 0, et il n’existe aucun idéal a gauche de A
distinct de 0 et de A

(iii) L’anneau A est un corps.

Par conséquent, compte tenu de la condition (ii) de la prop. 1, les anneaux simples
commutatifs ne sont autres que les corps commutatifs.

2) On dit parfois qu'un anneau A est quasi-simple 8’il n’est pas réduit & 0 et
si ses seuls idéaux bilateres sont 0 et A. On dit que A est primitif s’il possede un
module simple et fidele. D’apres la prop. 1, tout anneau simple est quasi-simple.
Comme tout anneau non réduit a 0 possede un module simple et que I'annulateur
d’un module simple est un idéal bilatere, on voit que tout anneau quasi-simple est
primitif. Cependant, il existe des anneaux quasi-simples qui ne sont pas simples, et
des anneaux primitifs qui ne sont pas quasi-simples (VIIL, p. 124, exerc. 2); de tels

anneaux ne sont pas artiniens a gauche.

THEOREME 1 (Wedderburn). — Pour qu’un anneau soit simple, il faut et il suffit
qu’il soit isomorphe @ un anneau de matrices M, (D), ot r > 1 est un entier et D

un corps.

Lemme 1. — Soient A un anneau simple, S un A-module a gauche simple et D
Uanneau opposé du corps End, (S). Alors S est un (A, D)-bimodule inversible. Cest
aussi un espace vectoriel a droite de dimension finie sur D et Uapplication a — ag
est un isomorphisme d’anneaux de A sur Endp(S).

D’aprés la prop. 1 de VIII, p. 115, le A-module A, est de longueur finie, et
isotypique de type S. Il existe donc un entier m > 1 tel que les A-modules A, et S™
soient isomorphes. Alors le A-module S est projectif et de type fini. Il est générateur
(VIII, p. 76, th. 1) et le lemme 1 résulte du th. 1 de VIII, p. 97, (ii)=-(i) et (ii)=-(iii)
appliqué au (A, D)z-bimodule S.
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Lemme 2. — Soient D un corps et V un espace vectoriel a droite de dimension finie
r = 1 sur le corps D. Alors V est un module simple sur Uanneau E = Endp (V) et
son commutant est égal & Dy. L’anneau E est simple et sa longueur a gauche est
égale a r.

On sait que V est un E-module simple (VIII, p. 41, exemple 3) et que son
commutant est égal a Dy, (VIIL p. 78, cor. 1). Soit (#;),;<, une base de V sur
le corps D. L’application u +— (u(%;));<;<, est un isomorphisme du E-module E,
sur le E-module V"; par suite, le E-module E; est isotypique de longueur r, donc
Ianneau E est simple.

Démontrons maintenant le théoréme 1. Rappelons (II, p. 150) que I'anneau

M, (D) s’identifie & l'anneau des endomorphismes du D-espace vectoriel a droite

%5 de plus, tout espace vectoriel a droite de dimension finie r sur un corps D est
isomorphe & D, (I, p. 97). Le théoréme 1 résulte donc des lemmes 1 et 2.

Remarque 3. — Soit A un anneau simple, soient S un A-module simple et D I'anneau
opposé du corps End, (S). Alors le A-module A, est de longueur finie et dimp(S) est
égal & long(A). En effet, par le lemme 1, 'anneau A est isomorphe & End(S) et on
applique le lemme 2.

COROLLAIRE 1. — a) Le centre d’un anneau simple est un corps.

b) L’anneau opposé d’un anneau simple est simple.

¢) La longueur a gauche d’un anneau simple est égale a sa longueur a droite.

Soient D un corps, Z son centre et V un espace vectoriel & droite sur le corps D,
de dimension finie > 1. On note E 'anneau des endomorphismes de V.

L’application z — zy est un isomorphisme de Z sur le centre de E d’apres le
corollaire 2 de VIII, p. 78. L’assertion a) résulte de la. Le dual V* de V est un
espace vectoriel a droite sur le corps D° opposé de D et sa dimension est égale a 7.
L’application u + ' est un isomorphisme de I'anneau E° opposé de E sur I'anneau
Endp.(V*). Par suite, 'anneau E° est simple et les anneaux E et E° ont la méme
longueur & gauche, égale a r (lemme 2).

COROLLAIRE 2. — Soient r et r' des entiers strictement positifs et soient D et D/
des corps. Pour que les anneauz M. (D) et M,..(D’) soient isomorphes, il faut et il
suffit que Uon ait r =1 et que les corps D et D' soient isomorphes.

La condition est évidemment suffisante.

Réciproquement, supposons que les anneaux B = M, (D) et B = M, (D’) soient
isomorphes. Comme 7 est la longueur de B, et 7’ celle de B, (lemme 2), on a r = r’.
De plus, B est équivalent & D au sens de Morita et B’ a D’ (VIIL, p. 98, exemple 1).
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Par suite, les corps D et D’ sont équivalents au sens de Morita, donc isomorphes
(VIII, p. 107, prop. 13, ¢)).

COROLLAIRE 3. — Soit K un corps commutatif et soit A une K-algébre de degré
fini dont 'anneau sous-jacent est simple. 1l existe un entier r et une K-algébre D de
degré fini sur K qui est un corps tels que A soit isomorphe a M,.(D). En particulier,
st K est algébriquement clos, A est isomorphe a une algébre de matrices sur K.

Soit S un A-module & gauche simple ; ¢’est un K-espace vectoriel de dimension
finie sur K. Son commutant est donc une algebre de degré fini sur K. La premiere
assertion résulte alors du lemme 1. Si K est algébriquement clos, alors D = K par le
th. 1 de VIII, p. 43.

Remarque 4. — Soit K un corps commutatif algébriquement clos et soit A une al-
gebre de degré fini sur K. L’algebre A est simple si et seulement s’il existe un entier
n > 1 tel que A soit isomorphe a M, (K). Son centre est alors isomorphe a K.

2. Modules sur un anneau simple

Lemme 3. — Soit A un anneau simple et soit S un A-module simple. Notons D le
corps opposé du commutant de S. Tout A-module est isomorphe d un A-module de
la forme S®p V, ou V est un espace vectoriel a gauche sur le corps D.

Cela résulte du lemme 1 de VIII, p. 116 et du théoréme de Morita (VIIL, p. 99).

PROPOSITION 2. — Soient A un anneau simple et S un A-module simple.

a) Tout A-module est projectif et isotypique de type S, donc semi-simple. Si a
est sa longueur, il est isomorphe d S©.

b) Tout A-module non nul est générateur.

¢) Deuz A-modules sont isomorphes si et seulement s’ils ont méme longueur.

Notons D le corps opposé du commutant de S. D’apres le lemme 1 de VIII,
p. 116, S est un (A, D)-bimodule inversible. Soit M un A-module ; d’apreés le lemme 3,
il est isomorphe & un module de la forme S ®p V, ou V est un espace vectoriel a
gauche sur le corps D.

Le D-module V est projectif et isotypique de type D, ; il est générateur si et
seulement s’il n'est pas réduit a 0. Enfin, la longueur de S ®p V est égale a la
dimension du D-espace vectoriel V, et deux espaces vectoriels sont isomorphes si
et seulement s’ils ont méme dimension. La prop. 2 résulte de la, compte tenu de la
prop. 10 de VIII, p. 104 et de la prop. 12 de VIII, p. 106.
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Soit r > 1 un entier. Nous dirons qu'un cardinal a est divisible par r s’il existe
un cardinal b tel que a = rb. Il en est ainsi si a est infini, puisqu’on a ra = a (E,
III, p. 49, cor. 3); il résulte de cette remarque que si le cardinal a est divisible par
r, il existe un unique cardinal b tel que a = rb.

COROLLAIRE. — Soit k un corps commutalif et soit A une k-algebre simple de degré
fini sur k. Tout A-module simple est de dimension finie sur k; pour que deux A-
modules soient isomorphes, il faut et il suffit que leur dimension sur k soient égales.
Tout A-module simple sur A est isomorphe & un quotient de A, donc de di-
mension finie sur k. Le corollaire résulte alors de la prop. 2, ¢) de VIII, p. 118.

PROPOSITION 3. — Soit A un anneau simple. Pour qu’un A-module M soit libre, il
faut et il suffit que sa longueur soit divisible par la longueur de A. S’il en est ainsi,
toutes les bases de M ont le méme cardinal, noté dim, (M) (IL, p. 98, remarque 2),
et caractérisé par la relation

(1) long, (M) = long(A) - dim, (M).

Supposons que M soit libre et soit (e;);c; une base de M. Le A-module M
est somme directe des A-modules Ae;, eux-mémes isomorphes a A,. Posons
r =long,(A,); cest un entier supérieur ou égal a 1 (VIII, p. 115, prop. 1). On a
long, (M) = r Card(I) d’apres la formule (13) de VIII, p. 68.

Réciproquement, supposons que le cardinal long, (M) soit divisible par r. Soit
a le cardinal tel que long, (M) = ra. Alors le A-module M a méme longueur que
A®  donc lui est isomorphe d’aprés la prop. 2. Ceci prouve que M est libre.

PROPOSITION 4. — Soient A un anneau simple et M un A-module non nul. No-
tons B l'anneau des endomorphismes du A-module M, et considérons M comme un
B-module a gauche.

a) L’application a — ay; est un isomorphisme de A sur lanneau des endomor-
phismes du B-module M.

b) Supposons que M soit de longueur finie comme A-module. Alors l'anneau B

est simple et 'on a

(2) long, (M) = long(B) et longg(M) = long(A).

Le A-module M est générateur d’apres la prop. 2 de VIII, p. 118; on a par
définition B = Aj; et I'assertion a) résulte donc du th. 2 de VIII, p. 78.

Supposons que M soit un A-module de longueur finie. Choisissons un A-module
simple S et notons D le corps opposé de I’'anneau des endomorphismes de S. D’apres
le lemme 3 le A-module M est isomorphe & un module de la forme S ®p V ou V est
un espace vectoriel & gauche sur le corps D. L’espace vectoriel V est de dimension
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finie. D’apres le th. 3 de VIII, p. 60, 'anneau B est isomorphe a End, (V) ; d’apres le
lemme 2 (VIII, p. 117) 'anneau B est donc simple et, compte tenu de la remarque 1
de VIII, p. 59, on obtient les égalités

long(B) = dimp (V) = long, (M).
Par la remarque 1 de VIII, p. 59 et la remarque 3 de VIII, p. 117, on a les relations
longg (M) = longEndD(V)(S ®p V) = dimp(S) = long(A)

ce qui démontre la derniere formule.

3. Degrés

Considérons un anneau B et un sous-anneau A de B. On munit B de la structure
de (A, A)-bimodule déduite par restriction des scalaires de la structure de (B, B)-
bimodule de ,B,.

PROPOSITION 5. — Soit B un anneau, soit A un sous-anneau simple de B et soit S
un A-module a gauche simple. Alors B est un A-module a gauche libre de dimension
long, (B ®, S).

Soit r la longueur de A ; le A-module A, est isomorphe & S”. Or le A-module a
gauche B est isomorphe & B®, A, (II, p. 56), donc & (B®, S)" (II, p. 61, prop. 7).
On a donc long, (B) = r long, (B ®, S), et la prop. 5 résulte de la prop. 3 de VIII,
p. 119.

DEFINITION 2. — Soient B un anneau, A un sous-anneau simple de B. On appelle
degré (a gauche) de B sur A, et l'on note V) [B : A, la dimension du A-module d
gauche libre B.

En remplacant A et B par les anneaux opposés, on déduit de ce qui précede
que B est un A-module & droite libre; on notera [B : A]g sa dimension, et on
Pappellera le degré a droite de B sur A.
On peut donner un exemple d'un corps B et d’un sous-corps A tels que les
Z degrés [B : A], et [B : A]y soient distincts®).

(D Si A et B sont des corps commutatifs, on prendra soin de ne pas confondre le degré qui est égal
a [B: A] avec le degré séparable de extension B de A, défini en V, p. 30, et noté aussi [B : Al,.
@) ¢f. A. H. Schofield, Artin’s problem for skew field extensions, Math. Proc. Cambridge Philos.
Soc. 97 (1985), p. 1-6.
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Soit B un anneau, soit A un sous-anneau simple de B et soit S un A-module a
gauche simple. Soient M un A-module & gauche et a sa longueur. Les A-modules M et
S® sont isomorphes (VIIL, p. 118, prop. 2), donc les B-modules B, M et (B®,S)®
sont isomorphes. De la prop. 5 et de la définition 2, on déduit la relation

(3) long, (B ®, M) = [B : A], long, (M).

PROPOSITION 6. — Soient C un anneau, B un sous-anneau simple de C, et A un
sous-anneau simple de B. On a alors [C: A], =[C: B, [B: Al,.

Introduisons une base (¢;);c; de C considéré comme B-module a gauche, et une
base (f;);c; de B considéré comme A-module a gauche. Alors la famille (f;e;);cye1
est une base de C considéré comme A-module & gauche (I, p. 31, prop. 25), d’ot la
prop. 6.

Remarques. — 1) Supposons que A soit un sous-anneau simple d’un anneau
simple B et que le degré & droite [B : A], soit fini. Soit C I'anneau des endomor-
phismes de B considéré comme A-module & droite; ¢’est un anneau simple d’apres
la prop. 4, b) de VIII, p. 119. Pour tout b dans B, soit v(b) application = — bz
de B dans B; alors vy : b+ 7(b) est un isomorphisme de B sur un sous-anneau de
C. De plus, si (z4,...,,,) est une base du A-module a droite B, le morphisme qui
applique ¢ sur (¢(z,),...,c(z,,)) est un isomorphisme de B-modules & gauche de C
sur B, d’ou la relation

(4) [C:y(B)]s = [B: Al

Compte tenu de la formule (2) de VIII, p. 119 appliquée au A-module a droite B,
ona

(5) long(C) = [B : A, long(A).

2) Soit K un corps commutatif. Si A est une sous-algebre simple d’une algebre B, de

degré fini sur K, le degré a gauche de B sur A satisfait a la relation [B : A|,[A : K] =
[B : K] d’aprés la prop. 6 de VIIL, p. 121. On a de méme [B : A],[A : K] = [B: K],
d’ou Pégalité [B: A], = [B: Al,.
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4. Idéaux des anneaux simples

Soient D un corps et V un espace vectoriel a droite sur le corps D, de dimension
finie n > 1. On considére 'anneau simple A = End (V). Pour tout sous-espace vec-
toriel W de V, on note a(W) (resp. b(W)) ensemble des éléments a de A satisfaisant
aW =0 (resp. aV C W).

PROPOSITION 7. — a) L’application W — a(W) est une bijection de l’ensemble des
sous-espaces vectoriels de V sur l'ensemble des idéauzr a gauche de A.

b) Lapplication W +— b(W) est une bijection de l’ensemble des sous-espaces
vectoriels de V sur l'ensemble des idéaux a droite de A.

c) Soient W, et W, des sous-espaces vectoriels de V. Les relations W, C W,
a(W;) D a(W,) et 6(W,) C b(W,) sont équivalentes.

L’assertion b) résulte de I'exemple 1, b) de VIII, p. 100 appliquée au (D°, A°)-
bimodule inversible V, de méme que I’équivalence des relations W; € W, et b(W;) C
b(W,).

Soit V* le dual de V, considéré comme espace vectoriel a droite sur le corps
D° opposé de D. Pour tout sous-espace W de V, notons W’ 'orthogonal de W dans
V*. L’application W — W’ est une bijection de ’ensemble des sous-espaces de V
sur I’ensemble des sous-espaces de V*. Si W, et W, sont deux sous-espaces de V,
les relations W, C W, et W] D W), sont équivalentes. Or, l’application u — ‘u est
un isomorphisme de A sur anneau opposé de Endp. (V*); elle transforme idéaux
a gauche de A en idéaux & droite de Endp. (V*), et a(W) en Uensemble b(W') des
endomorphismes i de V* tels que h(V*) C W'. L’assertion a), ainsi que I’équivalence
des relations W; € W, et a(W;) D a(W,), résultent alors de I'assertion analogue &
b) pour le dual V* de V.

COROLLAIRE. — a) Les idéauz a gauche minimauz de A sont les idéauz a(H), ou H
est un hyperplan de V; les idéaux d gauche mazimauz de A sont les idéauzr a(L),
ou L est une droite de V ;

b) Les idéaux d droite minimauz de A sont les idéaux b(L), ot L est une droite

de V; les idéaux a droite maximaux de A sont les idéaux b(H), ot H est un hyperplan
de V.

Soit (L;);er une famille de droites dont V soit somme directe. Soit (g;);¢; la
famille de projecteurs associée a la décomposition V. = @;L;. Les ¢; sont des
idempotents dans A, on a ¢;6; = 0 pour i # j et 3,1 ¢; = 1. Notons H; 'hyperplan
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;i Lj; c’est le noyau de ;. On a alors
a(H;) = Ag;, b(L;) =¢; A

Le A-module A, est somme directe de la famille (a(H,)),o; d’idéaux & gauche mini-
maux, et A, est somme directe de la famille (b(L;));e; d’idéaux a droite minimaux.

Considérons le cas particulier V = (D,)" et identifions A a 'anneau de matrices
M, (D). Notons I l'intervalle [1,n] de N et (v;); la base canonique de V ; posons
L; = v;D, et notons E;; les unités matricielles (II, p. 142). On a alors &; = E;;. L'idéal
a gauche AE;; est égal a DE,; +--- + DE_; et se compose des matrices dont toutes
les colonnes a l'exception de la i-eme sont nulles. L’idéal a droite E;;A est égal a
DE,; + -+ DE,, et se compose des matrices dont toutes les lignes a 1’exception de
la 7-éme sont nulles. On a aussi la relation

E,AE; =E,ANAE,, =DE

17

pour ¢ et 5 compris entre 1 et n.
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EXERCICES

1) Soient D un corps, V un espace vectoriel a droite sur D et A 'anneau Endp (V). Pour
tout sous-espace vectoriel W de V, on note a(W) (resp. b(W)) I'ensemble des éléments a
de A satisfaisant & aW = 0 (resp. aV C W).

a) Prouver que lapplication W — a(W) (resp. W — b(W)) est une bijection décrois-
sante (resp. croissante) de Pensemble des sous-espaces vectoriels de V sur 'ensemble des
idéaux & gauche (resp. a droite) de A engendrés par un élément idempotent.

b) Les idéaux & gauche minimaux de A sont les idéaux a(H), ot H est un hyperplan
de V; les idéaux & droite minimaux sont les idéaux b(D), ot D est une droite de V. En
déduire la forme des idéaux a gauche (resp. & droite) de longueur finie de A.

¢) Soient W, W’ deux sous-espaces de V tels que W # 0 et W’ # V. Démontrer que
l'intersection a(W) N b(W’) n’est pas réduite a 0.

d) L’application u — ‘u définit un isomorphisme de I'anneau A sur un sous-anneau B
de Endpe(V*). Montrer que I'image de a(W) (resp. b(W)) par cet isomorphisme est la
trace sur B de I'idéal b(W°) (resp. a(W?°)), ot W° désigne 'orthogonal de W dans V*.

e) Soit § I'ensemble des sous-espaces vectoriels de V. Pour tout idéal & gauche a
de A, on note F(a) le sous-ensemble de § formé des sous-espaces Keru ol u parcourt a.
L’ensemble §(a) est stable par intersection, et tout sous-espace vectoriel de V contenant
un élément de F(a) appartient a §(a) ; prouver que application a — F(a) est une bijection
de I'ensemble des idéaux & gauche de A sur I'ensemble des parties de § satisfaisant a ces
deux propriétés.

f) On suppose que la dimension de V est infinie, et on la note c¢. Soit m un idéal
a gauche maximal de A qui n’est pas de la forme a(D). Prouver que lintersection des
sous-espaces W € §(m) est réduite a 0, que chacun de ces sous-espaces est de dimension
infinie, et qu’il en existe de codimension ¢.

€ 2) Soient D un corps, V un espace vectoriel & droite de dimension infinie ¢ sur D, et A
lanneau Endp (V).

a) Soient u, v des endomorphismes de V tels que rg(u) < rg(v). Démontrer qu’il
existe des éléments a, b de A tels que u = avb.

b) Pour tout cardinal infini n < ¢, on désigne par 2, 'ensemble des endomorphismes
de V de rang < n. Prouver que 2, est un idéal bilatere de A, et que tout idéal bilatére
de A, distinct de {0} et de A, est I'un des 2, (utiliser a)). En particulier, I'idéal des
endomorphismes de rang fini est le plus petit idéal bilatere non nul de A, et I'idéal 2, =T
des endomorphismes de rang < ¢ est le plus grand idéal bilatere de A distinct de A.

¢) Soient B une base de V, 4 un ultrafiltre sur B, plus fin que le filtre & des com-
plémentaires des parties de B de cardinal < ¢. Pour tout ensemble U de i, notons ey
le projecteur de V dont le noyau est engendré par les vecteurs de U et 'image par les
vecteurs de B =—U. Soit ag l'idéal a gauche de A engendré par les ey, ou U parcourt i;
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démontrer que l'idéal T + ag est distinct de A. Soit U un autre ultrafiltre sur B contenant
& et distinct de L; prouver qu’on a ag + ay = A.

d) Démontrer que le cardinal de Pensemble des ultrafiltres sur B contenant & est 22
(utiliser les arguments des exerc. 6 de TG, I, p. 101 et 5 de TG, I, p. 95; dans ce dernier
exercice, on observera que la trace sur F de tout ouvert non vide de X est équipotente
aF).

e) On suppose Card(D) < 2¢. Déduire de d) que I'ensemble des classes de (A/%)-
modules simples est de cardinal 22° (cf. VIII, p. 48, exerc 5 d)).

f) Déduire de ce qui précéde que 'anneau A est primitif mais pas quasi-simple, et
que Panneau A /T est quasi-simple mais pas simple (VIII, p. 116, remarque 2).

3) Soient D un corps, V un espace vectoriel & droite sur D et A un sous-anneau de I'anneau
Endp (V).

a) Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout endomorphisme u de V et toute suite finie z1,...,x, de vecteurs de V,
il existe un élément a de A satisfaisant & u(z;) = a(x;) pour 1 <i < n;

(ii) Pour tout couple d’éléments x,y de V avec = # 0, il existe a € A tel que a(z) = y.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dit que le sous-anneau A de Endp(V) est
dense. On suppose désormais que A est dense.

b) Démontrer que A est primitif (VIII, p. 116, remarque 2). Inversement, tout anneau
primitif est isomorphe & un sous-anneau dense de I’anneau des endomorphismes d’un espace
vectoriel.

¢) Prouver que les éléments non nuls du centre de A sont des endomorphismes injec-
tifs. En particulier, le centre d’un anneau primitif est un anneau inteégre.

d) On suppose que V est de dimension infinie. Pour tout entier n > 0, prouver qu’il
existe un sous-anneau A, de A et un homomorphisme surjectif A, — M, (D).

4) Soit A un anneau primitif.

a) Si anneau A est commutatif (resp. artinien a gauche), c’est un corps (resp. un
anneau simple).

b) Soient a, b des idéaux & gauche non nuls de A ; démontrer que I'idéal ab n’est pas
nul®. En déduire que l'intersection d’un nombre fini d’idéaux bilatéres non nuls de A
n’est pas réduite a 0.

¢) Démontrer que si ’élément 1+ a? est inversible dans A pour tout a € A, A est un
corps (utiliser I'exerc. 3 b)).

() Dans cet exercice et les suivants, si a et b sont des idéaux & gauche de A, on note ab I'idéal &
gauche engendré par les produits ab pour a € a, b € b.
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5) Soit A un anneau.

a) Soit e un élément idempotent de A. Démontrer que si A est primitif (resp. quasi-
simple), il en est de méme de l'anneau eAe (utiliser I'exerc. 3 b) ci-dessus, le lemme 4 de
VIII, p. 108, et exerc. 6, a) de VIIL, p. 14).

b) Soit n un entier > 1. Démontrer que pour que 'anneau de matrices M, (A) soit
primitif (resp. quasi-simple), il faut et il suffit que A soit primitif (resp. quasi-simple) (cf.
VIII, p. 109, exemple 2).

¢) Soit B un anneau équivalent & A au sens de Morita ; pour que B soit primitif (resp.
quasi-simple), il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de A.

6) Soit A un anneau quasi-simple.

a) Pour qu'un A-module soit générateur, il faut et il suffit que son dual ne soit pas
nul.

b) Soit a un idéal a gauche de A et soit D 'anneau Enda (a). Prouver que a est un
D-module & droite projectif de type fini et que 'application a + a4 de A dans Endp(a)
est bijective. Pour que 'anneau D soit quasi-simple, il faut et il suffit que le A-module a
soit projectif de type fini.

¢) Démontrer qu'un anneau quasi-simple qui contient un idéal & gauche minimal est
simple.

7) Soit A un anneau.

a) Soit a un idéal & gauche minimal de A. Démontrer que l'on a a? = 0 ou a?

=a.
Dans le second cas, montrer qu’il existe un élément idempotent e de a tel que a = Ae (si
a € A est tel que aa = a, considérer 'automorphisme z — za de a).

b) Soit e un élément idempotent de A. Pour que I'idéal Ae soit minimal, il faut et il
suffit que 'anneau eAe soit un corps.

¢) Soient a, b deux idéaux & gauche isomorphes de A. Démontrer qu’on a ab = b si

a>=a,et ab=0sia®=0.

€ 8) Soit A un anneau. On appelle socle gauche (ou simplement socle) s de A le socle du
A-module Ag, c’est-a-dire (VIII, p. 61) la somme des idéaux a gauche minimaux de A.
C’est un A-module semi-simple, dont les composants isotypiques sont appelés les pieds.
Soit a un pied de s.

a) Démontrer que a est un idéal bilatére et que la somme des idéaux minimaux de
carré nul (exerc. 7) contenus dans a est un idéal bilatere, intersection de a et de son
annulateur.

b) On suppose que a contient un idéal minimal de carré # 0. Prouver qu’il n’existe
pas d’élément non nul x de a tel que az = 0 (utiliser Uexerc. 7 ¢)).

¢) Sous 'hypothése de b), démontrer que tout idéal a gauche du pseudo-anneau a est
un idéal de A (remarquer que les idéaux minimaux de a sont les idéaux minimaux de A

contenus dans a).
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d) On suppose que le socle s de A ne contient pas d’idéal a gauche minimal de carré
nul. Démontrer que tout idéal a gauche b de A qui est de longueur finie en tant que A-
module est contenu dans s (raisonner par récurrence sur la longueur de b, en remarquant
que si e est un élément idempotent de b, be est facteur direct dans b).

9 9) Soient D un corps, V un espace vectoriel & droite sur D, A un sous-anneau dense de
lanneau Endp (V) (exerc. 3).

a) Pour que A contienne un endomorphisme non nul de rang fini, il faut et il suffit
que le socle s de A ne soit pas nul (démontrer a laide des exerc. 4 a) et 7 b) qu’un idéal
minimal de A est engendré par un élément idempotent, puis que celui-ci est de rang un).
Le socle de A a alors un seul pied (exerc. 4 a)).

b) On suppose désormais s # 0. Soit a un idéal & gauche minimal de A. Démontrer
qu’il existe un élément ¢ du dual V* de V tel que a soit formé des endomorphismes z —
v{(z) pour v € V. Soit V' Pensemble des formes linéaires £ € V* telles que 'endomorphisme
2+ v{(2) appartienne & A pour tout v € V ; prouver que V’ est un sous-(D, A)-bimodule
de V* et que s est I'ensemble des endomorphismes de rang fini de V dont le noyau peut
s’écrire Ker /1N ---NKer £, avec {1, ..., ¢, dans V'. On ne peut avoir s = A que si 'espace
vectoriel V est de dimension finie et A = Endp (V).

¢) Soit b un idéal a droite minimal de A ; démontrer qu’il existe un vecteur v € V
tel que b soit formé des endomorphismes z + v £(z) pour £ € V'. En déduire que le socle
droit de A est égal a son socle gauche s.

d) Démontrer que s est le plus petit idéal bilatére non nul de A.

e) Déduire de b) qu'un anneau primitif noethérien (&4 gauche ou & droite) dont le
socle n’est pas nul est simple (démontrer que V est nécessairement de dimension finie, en
considérant les idéaux contenus dans s).

f) Soit M un sous-espace de dimension finie de V. Démontrer que s contient un
projecteur ey de V d’image M (soit N’ C V’ un supplémentaire de l'orthogonal de M;
démontrer qu’il existe des bases (vj)i1<j<k de M et (£;)1<i<r de N’ telles que £;(v;) = 5,
et considérer 'endomorphisme z — >, v;;(z)). Soit N le noyau de e);; démontrer que
tout endomorphisme u de V tel que u(M) C M et u(N) = 0 appartient & s.

g) Soit J une partie finie de A. Démontrer qu’il existe une décomposition V.= M®N,
ott M est un sous-espace de dimension finie et N est I'orthogonal d’une partie finie de V’,
telle que I'anneau des endomorphismes u de V tels que u(M) C M et u(N) = 0 soit
contenu dans A et contienne J (soient My = > c;Imu, Ny = Nyey Keru; appliquer f) a
un sous-espace M contenant M; et tel que M+ Ny =V, puis prendre N contenu dans Ny ).

10) Soient A un anneau primitif dont le socle s n’est pas réduit & 0 et M un A-module.
Pour que M soit fidele et isotypique, il faut et il suffit qu’on ait sM = M (utiliser la prop. 4
de VIII, p. 46). En déduire que si 0 — M’ — M — M” — 0 est une suite exacte de
A-modules et que M’ et M” sont fideles et isotypiques, il en est de méme de M.
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11) Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel sur K admettant une base (e )n>1-
Soient u,v les endomorphismes de V définis par u(e1) = 0, u(ep) = ep—1 pour p > 1,
v(ep) = epy1 pour p > 1, et soit A la sousK-algebre de Endk (V) engendrée par 1,u et v.
On a uv = 1y et vu # 1ly.

a) Prouver que les éléments v'u? (i > 0, j > 0) forment une base de A sur K.

b) Démontrer que anneau A est primitif et que son socle s est I’ensemble des endo-
morphismes w de V tels que la suite (w(ep))p>1 soit & support fini (on pourra observer
que s est le plus petit idéal bilatére de A contenant 1y — vu). Démontrer que la K-algébre
A/s est isomorphe a K[X, X1

€ 12) Soient A un anneau et d une dérivation de A. On notera simplement A[D] lanneau
A[D]y 4 (VIII, p. 10). Tout élément P # 0 de A[D] s’écrit d’une seule maniére Y7 azD¥,
avec ap, € A et a,, # 0; on dit que m est le degré de P et a,, son coefficient dominant.

a) Soit b un idéal bilatére de A[D] et soit n le minimum des degrés des éléments non
nuls de b. Démontrer que I’ensemble formé de 0 et des coefficients dominants des éléments
de b de degré n est un idéal bilatere de A.

b) On suppose que I'anneau A est quasi-simple, que A est une Q-algébre, et que la
dérivation d n’est pas intérieure (III, p. 125). Prouver que 'anneau A[D] est quasi-simple.

¢) On suppose que A est un corps commutatif de caractéristique nulle et que d # 0.
Démontrer que tout idéal (& gauche ou & droite) de A[D] est monogeéne (considérer dans
un tel idéal un élément de degré minimum). En déduire que A[D] est noethérien a gauche
et a droite, quasi-simple, sans diviseur de 0, mais ne contient pas d’idéaux minimaux a
gauche ou a droite.

13) Soient K un corps commutatif de caractéristique nulle, A I’'anneau K[T] ; on prend pour
d la dérivation %. Démontrer que Panneau A[D] (exerc. 12) est quasi-simple (calculer les
dérivations ad(D) et ad(T), et en déduire que tout idéal bilatére non nul contient un
élément inversible).

€ 14) Soit K un corps commutatif. Soit M le monoide libre engendré par deux éléments
x,y et soit A l'algebre du monoide M sur K. Soit V un espace vectoriel sur K, admettant
une base (en)n>1-

a) On définit une structure de A-module sur V en posant ze; = 0, xe, = e,_1 pour
p > 1, yep, = egp pour p > 1. Démontrer que V est un A-module simple.

b) Prouver que le A-module V est fidele (soit z € M; pour n € N, notons P.(n)
Ientier s tel que e; = ze,. Observer qu’'on a P,; = P, o Py pour z,t dans M ; en déduire
par récurrence sur la longueur de z et t que si z # t, ’ensemble des entiers n tels que
P.(n) = Py(n) est fini).

c¢) Pour tout entier r > 2, démontrer de méme qu’on définit une structure de A-
module simple et fidele sur V en posant ze; = 0, xe, = e,—1 pour p > 1, ye, = e,» pour
p > 1. Démontrer que ces structures sont deux a deux non isomorphes.
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15) Soit A un anneau. On dit qu’un idéal bilatére p de A est premier si, quels que soient
les idéaux bilateres a et b de A, la relation ab C p implique a C p ou b C p.

a) Démontrer que lorsque A est commutatif, cette définition coincide avec celle donnée
en I, p. 111.

b) Pour qu'un idéal bilateére p de A soit premier, il faut et il suffit que, quels que
soient les éléments a et b de A — p, il existe = € A tel que azb ¢ p.

16) Soit A un anneau. On dit qu’un idéal bilatere p de A est primitif si 'anneau quotient
A/p est primitif.

a) Démontrer que les idéaux primitifs sont les annulateurs des A-modules simples.
En particulier, les idéaux primitifs d’'un anneau commutatif sont ses idéaux maximaux.

b) Un idéal bilatére maximal est primitif ; un idéal primitif est premier (exerc. 15).

¢) Pour qu’'un élément = de A soit inversible, il faut et il suffit que son image dans
tout quotient de A par un idéal primitif soit inversible (démontrer que s’il en est ainsi,
n’est contenu dans aucun idéal & gauche maximal).

d) Soit a un idéal & gauche de A. Si a+p = A pour tout idéal primitif p de A,
démontrer qu’on a a = A.

e) Soit M un A-module de type fini tel que pM = M pour tout idéal primitif p de A.
Prouver que M est nul (raisonner par récurrence sur le plus petit nombre de générateurs
de M, en utilisant d)).

f) Soit M un A-module noethérien. Prouver que l'intersection des sous-modules aM,
ot a parcourt 'ensemble des produits finis d’idéaux primitifs, est réduite & 0 (utiliser e)).



§8. ANNEAUX SEMI-SIMPLES

1. Anneaux semi-simples

THEOREME 1 (Wedderburn). — Soit A un anneau. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Le A-module A, est semi-simple;

(ii) Pour tout idéal d gauche a de A, il existe un idéal @ gauche b de A tel
que A, soit somme directe de a et b;

(iii) L’anneau A est artinien a gauche et le (A, A)-bimodule A, est semi-
simple;

(iv) L’anneau A est isomorphe au produit d’une famille finie d’anneauz simples;

(v) I existe un entier s > 0, des corps Dy,...,D, et des entiers r; > 1,...,
ry =1 tels que Uanneau A soit isomorphe au produit des anneaur de matrices
Mn(Di) 5

(vi) L’anneau A est artinien a gauche et il existe un A-module d gauche semi-
simple et fidéle.

L’équivalence de (i) et (ii) résulte du cor. 2 de VIII, p. 52, et celle de (iv) et (v)
résulte du th. 1 de VIII, p. 116.

Le A-module A, est de type fini. S’il est semi-simple, il est artinien a gauche
(VIIL, p. 67, prop. 10). Comme le A-module A, est fidele, cela prouve que (i) en-
traine (vi). Réciproquement, supposons la condition (vi) satisfaite; soit M un A-
module semi-simple fideéle. 11 existe un entier m > 1 tel que A, soit isomorphe & un
sous-module de M™ (VIII, p. 46, prop. 5 a)) ; comme M est semi-simple, il en est de
méme de A,. On a donc prouvé I'équivalence de (i) et (vi).

Démontrons que (i) entraine (iii). Supposons que l'anneau A satisfasse a la
propriété (i) ; on a déja remarqué que A est alors artinien a gauche. Or les endomor-
phismes du A-module & gauche A, sont les multiplications a droite par les éléments
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de A. Que le (A, A)-bimodule (A, soit semi-simple résulte alors de la prop. 6 de
VIIIL, p. 81.

Montrons que (iii) entraine (iv). Supposons que le (A, A)-bimodule (A, soit
semi-simple. Il est de type fini, donc il existe une famille finie (a;);; de sous-(A, A)-
bimodules simples, dont (A, soit la somme directe. Autrement dit, les a; sont des
idéaux bilateéres non nuls de A, le groupe additif de A est la somme directe des a;
et, pour tout i € I, tout idéal bilatere de A contenu dans a; est égal a 0 ou a,.
Posons b; = 3,; a; pour tout i € I; c’est un idéal bilatere de A. L’application
a — (a+b;),c; est un isomorphisme de anneau A sur le produit des anneaux A/b;.
Les (A, A)-bimodules a; et A/b, sont isomorphes, donc tout idéal bilatére de A/b,
est égal & 0 ou A/b;. Si 'anneau A est artinien & gauche, il en est de méme des
anneaux A/b;, qui sont donc simples (VIII, p. 116, déf. 1).

Démontrons enfin que (iv) entraine (i). Supposons que A soit le produit d'une
famille finie (A,;);c; d’anneaux simples ; notons m; la projection d’indice ¢ de A dans

A

(a,z) = m;(a)z. Comme I'anneau A, est simple, le A,-module (A,), est semi-simple,

5» et M; le A-module ayant A, pour groupe additif sous-jacent et la loi d’action
donc le A-module M, est semi-simple. Comme le A-module A, n’est autre que le
produit [T;c; M, il est semi-simple.

DEFINITION 1. — On dit que l'anneau A est semi-simple sl satisfait aux conditions
équivalentes (1) a (vi) du théoréme 1. Une algébre A sur un anneau commutatif k
est une algébre semi-simple si 'anneau sous-jacent a A est semi-simple.

PROPOSITION 1. — Soit A un anneau semi-simple. Il existe une famille finie (m;); ¢y
d’idéaur a gauche minimaur de A telle que A, = @;gm,. Si (M), est une telle
famille, tout A-module simple est isomorphe d l'un des m,;. L’ensemble des classes
de A-modules simples est fini.

La premiere assertion résulte du fait que le A-module A, est semi-simple et
de type fini. Tout module simple est isomorphe & un quotient de A, (VIII, p. 42,
prop. 1); la deuxiéme assertion résulte alors du cor. 3 de VIII, p. 52, et la troisieme
s’en déduit aussitot.

Evemple. — Soient G un groupe fini et K un corps commutatif. *Nous verrons plus
loin (VIIL, p. 391, cor. 1) que l'algébre K[G] du groupe G sur le corps K est un
anneau semi-simple si et seulement si ’exposant caractéristique de K est étranger a
lordre de G. 4



N° 1 ANNEAUX SEMI-SIMPLES A VIIL.133

Remarques. — 1) Soit K un corps commutatif et soit A une algébre semi-simple
sur K. Alors il existe des K-algebres Dy,...,D, qui sont des corps et des entiers
rp 21,7, > 1 tels que la K-algebre A soit isomorphe au produit [T;_; M, (D,).

2) Soit K un corps algébriquement clos et soit A une algebre de degré fini sur K.
Compte tenu de la remarque 4 de VIII, p. 118, pour que 'algébre A soit semi-simple,
il faut et il suffit qu’il existe des entiers n; > 1,...,n, > 1 tels que A soit isomorphe
a lalgebre B=M, (K) x --- x M, (K).

PROPOSITION 2. — a) Le centre d’un anneau semi-simple est semi-simple.

b) L’anneau opposé d’un anneau semi-simple est semi-simple.

¢) Le quotient d’un anneau semi-simple par un idéal bilatére est un anneau
semi-simple.

d) Le produit d’une famille finie d’anneaux semi-simples est un anneau semi-
simple.

Soit A un anneau semi-simple. Il est isomorphe au produit d’'une famille finie
(A;);er d’anneaux simples. Le centre de A est isomorphe au produit des centres des
A,;, et A° est isomorphe a 'anneau produit des AS. Les assertions a) et b) résultent
donc du cor. 1 de VIII, p. 117.

Soit a un idéal bilatere de A. Le A-module A, /a, quotient du A-module semi-
simple A, est semi-simple. Le (A/a)-module A /a est donc semi-simple, d’ot c).

Pour qu'un anneau soit semi-simple, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe au
produit d’une famille finie d’anneaux simples ; 'assertion d) en résulte.

PROPOSITION 3. — Soit A un anneau commutatif. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) L’anneau A est semi-simple;

(ii) L’anneau A est artinien et réduit (V, p. 33);

(iii) L’anneau A est isomorphe au produit d’une famille finie de corps commu-
tatifs.

Les anneaux simples commutatifs sont les corps commutatifs (VIII, p. 116,
remarque 1). Donc (i) équivaut a (iii).

Il est clair que (iii) entraine (ii). Réciproquement, supposons 'anneau A artinien
et réduit. L'intersection de I'ensemble des idéaux premiers de A se compose des
éléments nilpotents de A (V, p. 113, prop. 2), donc est réduite & zéro puisque A
est réduit ; compte tenu de VIII, p. 2, il existe alors des idéaux premiers distincts
Py, P, de A, tels que l'on ait p;N---Np,. = 0. D’apres le cor. de VIII, p. 8, chacun
des idéaux premiers p; de 'anneau artinien A est maximal; on a donc p; +p; = A
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lorsque i et j sont distincts. D’apres la prop. 9 de I, p. 104, 'homomorphisme
canonique de A dans l'anneau [[}_;(A/p;) est un isomorphisme. Pour chaque i,
lanneau A/p, est un corps et (ii) entraine donc (iii).

Une algébre commutative de degré fini sur un corps est un anneau commu-
tatif artinien. La proposition 3 généralise donc la prop. 5 de V, p. 33.

2. Modules sur un anneau semi-simple

PROPOSITION 4. — Soit A un anneau. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L’anneau A est semi-simple;

(ii) Tout A-module est semi-simple;

(iil) Il existe un A-module semi-simple et générateur;

(iv) Il existe un A-module semi-simple et fidéle dont le contremodule est de type
Jini;

(v) Tout A-module est projectif;

(vi) Tout A-module monogéne est projectif.

*Pour d’autres caractérisations des anneaux semi-simples, voir la prop. 6
de X, p. 140.4

Démontrons d’abord que (i) entraine (ii) et (v). Supposons 'anneau A semi-
simple et considérons un A-module a gauche M. Par hypothese, le A-module A,
est semi-simple, donc tout A-module libre est semi-simple. D’apres la prop. 20 de
II, p. 27, il existe un A-module libre L et une application A-linéaire surjective u
de L sur M. Soit N le noyau de u; comme le A-module L est semi-simple, il existe
un sous-module N’ semi-simple supplémentaire de N dans L (VIIL, p. 52, th. 1); le
A-module N’ est projectif et u induit un isomorphisme de N’ sur M. Par suite, M
est semi-simple et projectif.

(ii) = (iii) : si tout A-module est semi-simple, le A-module A est semi-simple;
d’autre part il est générateur.

(iii) = (iv) : en effet, si M est un A-module générateur, il est fidele (VIII,
p. 76, cor. du th. 1) et son contremodule est de type fini (VIII, p. 95, cor. 1).

(iv) = (i) : soit M un A-module semi-simple et fidele dont le contremodule
soit de type fini. D’apres le lemme 4 de VIII, p. 8 il existe un entier positif m tel
que A, soit isomorphe a un sous-module de M™; le A-module M est semi-simple,
et il en est donc de méme de A,.

L’implication (v) = (vi) est immédiate.
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(vi) = (i) : supposons que tout A-module monogene soit projectif. Soit a un
idéal & gauche de A; comme le A-module A /a est projectif, il existe un idéal a
gauche b de A tel que A, soit somme directe de a et b (II, p. 39, prop. 4). Par suite
l'anneau A est semi-simple (VIIL, p. 131, th. 1).

Lemme 1. — Soit A un anneau artinien a gauche et soit M un A-module simple,
alors lanneau Ay est simple.

Comme 'anneau A est artinien & gauche, il en est de méme de 'anneau A,
d’apres la prop. 5 de VIII, p. 7. Or M est un Ay;-module simple et fidele, donc
lanneau Ay; est simple (VIII, p. 115, prop. 1).

PROPOSITION 5. — Supposons l'anneau A semi-simple. Soit M un A-module a
gauche. Le contremodule de M est de type fini et U'on a Ay = AY;.

Considérons d’abord le cas ou M est un A-module simple. Par le lemme 1,
l’anneau A,; est simple. La prop. 5 résulte alors du lemme 1 de VIII, p. 116.

Passons au cas général. L’ensemble . des classes de A-modules simples est fini
(VIIIL, p. 132, prop. 1). Choisissons pour tout A € . un A-module S, de classe A,
et notons D, le corps opposé du commutant de S,. D’apres le lemme 1 appliqué a
I'anneau simple Ag, , S, est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps D, ; no-
tons m(A) cette dimension. Soit B anneau opposé de 'anneau des endomorphismes
de M. On a vu en VIII, p. 80 qu’il existe des (D,, B)-bimodules V,, simples comme
B-modules, et un isomorphisme de (A, B)-bimodules de M sur @, S, ®p, V,. En
tant que B-module, M est isomorphe a @Aey\/;qm. Comme .7 et les m(\) sont
finis, M est un B-module de type fini.

Le A-module M est semi-simple et son contremodule est de type fini. On a donc
Ay = Af; d’apres la prop. 4 de VIII, p. 79.

PROPOSITION 6. — Soit M un A-module semi-simple de type fini. On note %y son
support (VIIL, p. 62) et B lanneau de ses endomorphismes. Pour tout A € %, on
choisit un A-module simple S, de classe X\, et l'on note V, le B-module a gauche
Hom, (S,, M).

a) L’anneau B est semi-simple.

b) Lapplication X — cl(Vy) est une bijection du support Sy de M sur len-
semble des classes de B-modules simples.

¢) Pour tout N € %, le composant isotypique de type A du A-module M est
égal au composant isotypique de type V, du B-module M.

Considéré comme B-module, M est semi-simple (VIII, p. 80, prop. 5) et fidele;
son contremodule est de type fini puisque 'on a Ay; C Endg(M). Done anneau B
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est semi-simple (VIIL, p. 134, prop. 4). Si (24, ..., z,) est une suite génératrice du A-
module M, I'application b — (bx, ..., bzx,) de B, dans M" est B-linéaire et injective.
Tout B-module simple est isomorphe & un sous-module de B, (VIII, p. 132, prop. 1),
donc & un sous-B-module de M. La proposition résulte alors aussitdt de la prop. 5
de VIII, p. 80.

PROPOSITION 7. — Soit A un anneau semi-simple.

a) Tout A-module de type fini est réflexif (11, p. 47).

b) Pour tout A-module d gauche simple S, le A-module d droite S* dual de S
est simple, et Uapplication X — cl(\*) définit une bijection de l’ensemble des classes
de A-modules simples sur celui des classes de A-modules a droite simples.

¢) Soit M un A-module a gauche de type fini, le A-module a droite M* dual de
M est de type fini et a méme longueur que M. En outre, on a [M : S| = [M* : S*]
pour tout A-module simple S.

Soit M un A-module de type fini.

D’apres la prop. 4 de VIII, p. 134, le A-module M est projectif de type fini; il
est donc réflexif d’apres le cor. 4 de II, p. 47. En particulier, tout A-module simple
est réflexif. I en résulte également que deux modules a gauche de type fini sont
isomorphes si et seulement si leurs duaux le sont.

Soit S un A-module a gauche simple. Soit (T;);c; une famille de A-modules a
droite simples, dont le dual S* de S soit somme directe. Comme S est réflexif, il est
isomorphe & (S*)* donc a [[;¢; T;. Chacun des modules T; est réflexif ; en particulier,
on a T ## 0 pour tout ¢ € I. Comme le module simple S est isomorphe a [[;; T},
I’ensemble I a un seul élément, donc S* est simple.

Comme M est semi-simple et de type fini, il est somme directe de sous-modules
simples Sy, ..., S,. Alors M* est isomorphe a la somme directe de la famille S, ..., S¥

s Do

et I’on vient de voir que les modules S} sont simples. L’assertion ¢) en résulte aussitot.

3. Facteurs d’un anneau semi-simple

Dans ce numéro, on consideére un anneau semi-simple A.

On note .7 'ensemble des classes de A-modules & gauche simples (VIII, p. 47);
il est fini (VIIL, p. 132, prop. 1). Pour tout A € ., on choisit un A-module simple
S, de classe A; on note by son annulateur et D, le corps opposé de son commutant
End,(S,).
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PROPOSITION 8. — a) Pour tout A € ., S, est un espace vectoriel a droite de
dimension finie sur le corps Dy. L application a — ag, définit par passage au quotient
un isomorphisme d’anneaus de A/by sur Endp, (Sy).

b) Pour tout A € .7, l'anneau A/b, est simple et I’homomorphisme canonique
¢ de A sur [T ey A/by est un isomorphisme d’anneaus.

L’anneau A/b, est isomorphe a Ag . Par le lemme 1 de VIII, p. 135, cet anneau
est simple. L’application considérée de A/by dans Endyp, (S,) s’identifie & applica-
tion de Ag, dans Ag . Par la prop. 5 de VIIL, p. 135, c’est un isomorphisme.

Le A-module A, est semi-simple, fidele et équilibré. L’homomorphisme v s’iden-
tifie au morphisme du bicommutant de A sur [Tyc» Endp (S,) qui est un isomor-
phisme (VIIL, p. 81, prop. 7, ¢)).

L’anneau simple A /b, est appelé le facteur simple de type A de A.

Exemple. — Soit K un corps commutatif algébriquement clos et soit A une algébre
semi-simple de degré fini sur K. Soit (V,),; une famille de A-modules simples telle
que tout A-module simple soit isomorphe a I'un des V; et un seul. Alors I est un
ensemble fini (VIII, p. 132, prop. 1), les espaces vectoriels V; sont de dimension
finie sur le corps K, le commutant de V; est égal & K- 1y, (VIIIL, p. 43, th. 1), et
l'application a — (av, ) est un isomorphisme d’algebres de A sur [];o; Endy (V)
(prop. 8).

On a défini (VIIL, p. 46) un idéal bilatére minimal comme un élément minimal
de 'ensemble des idéaux bilateres non nuls, ordonné par inclusion. Autrement dit, un
idéal bilatere minimal a de A est un sous-(A, A)-bimodule simple de ;A ;. De maniére
analogue, on définit un idéal bilatére mazximal de A comme un élément maximal de
I’ensemble des idéaux bilateres distincts de A ; un idéal bilatére maximal a de A
n’est autre qu'un sous-(A, A)-bimodule maximal de ,A, (VIIL, p. 44, définition 2).
Si anneau A est simple, I'idéal 0 en est un idéal bilatére maximal et A un idéal
bilatére minimal.

Pour tout A € ., on note a, le composant isotypique de type A du A-module
A,. Pour toute partie A de ./, posons a, = Yy a,.

PROPOSITION 9. — a) Ordonnons par inclusion l’ensemble P(.) des parties de ./
et l’ensemble B, des idéaux bilatéres de A. L’application N — a, est un isomor-
phisme d’ensembles ordonnés de P(.7) sur By.

b) Les idéauz bilatéres minimauz de A sont les idéauz a,.

c) Pour tout A\ € 7, on a by = a gy, et les idéauz by sont les idéauz bilateéres

maximaux de A.
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d) Pour tout X\ € 7, Uapplication canonique de A sur A/b, induit un isomor-
phisme de A-modules de ay sur A/b,.

L’assertion a) résulte de la prop. 8, d) de VIII, p. 82 appliquée au A-module A,.
Il en résulte que les idéaux bilateres minimaux de A sont les a, et que les idéaux
bilatéres maximaux sont les idéaux ¢, = a 4, (pour A € 7).

Il reste & établir, pour tout A € ., I’égalité de b, et c,. Soient A et p distincts
dans .. Le sous-A-module a,S, de S, est réunion des images des applications
linéaires @ — ax de a, dans S,, pour z € S,. Par suite il est nul et I'on a a, C b,.
On en déduit ¢y, C b, et finalement ¢, = b, puisque ¢, est un idéal bilatere maximal
de A et que b, est distinct de A.

COROLLAIRE. — Soient (A;);c; une famille finie d’anneaux simples et f un isomor-
phisme de A sur [l;e; A;. Pour tout i € 1, il existe un unique élément (i) de & tel
que le noyau de pr;of soit b,;. L application ¢ est une bijection de 1 sur . ; pour
tout i € 1, lapplication pr;of induit un isomorphisme f; de A/b@(i) sur A,;.

Ainsi f est composé de Iisomorphisme canonique de A sur [[yc A/by et de
I'isomorphisme de [T ¢ » A/by sur [[;o; A; déduit des f; (« unicité de la décomposition
d’un anneau semi-simple en produit d’anneauz simples »).

Démontrons le corollaire. Soit ¢ € I; notons b) le noyau de pr;of. Comme
l'anneau simple A; est isomorphe a A/b}, I'idéal bilatére b de A est maximal. D’apres
la prop. 8, ¢), il existe donc un unique élément (i) de . tel que l'on ait b; = b,
Alors pr; o f définit par passage au quotient un isomorphisme f; de A/b@(i) sur A,;.
Par ailleurs, on a b; + b = A sii # j et N;b; = 0 (¢f. I, p. 105, prop. 10). Il résulte

de la et de la prop. 8, que ¢ est une bijection de I sur ..

PROPOSITION 10. — Notons Z le centre de A ; pour tout A € .7, soit Z, le centre
du corps D,.

a) L’application z — (zg, )xer €st un isomorphisme de l'anneau Z sur le produit
[es Zy-

b) Ordonnons par inclusion l'ensemble 7, des idéauzr de Z et l’ensemble B,
des idéaux bilatéeres de A. L’application a — aA est un isomorphisme d’ensembles
ordonnés de I, sur By. L’isomorphisme réciproque associe d un idéal bilatére b
de A l’idéal bN7Z de Z.

Cette proposition résulte de la prop. 8 de VIII, p. 82 appliquée au A-module
A,, dont le bicommutant est A.

COROLLAIRE. — Soit B un anneau. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’anneau B est simple;
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(ii) L’anneau B est semi-simple et son centre est un corps;
(i) L’anneau B est semi-simple et il existe une seule classe de B-modules

simples.

PROPOSITION 11. — Soit A € .. Le composant isotypique a, de A est da la fois le
composant isotypique de type S, de A, et le composant isotypique de type S} de A,.
De plus, on a

(1) [As : S,\] = [Ad : Sﬁ = dika Sy

et

(2) long(A) = long(A°) = ) dimy, S,.
res

La premiere assertion est le cas particulier M = A, de la prop. 6, ¢) de VIII,
p. 135. Légalité [A, : S,] = [A, : S3] résulte de la prop. 7 de VIII, p. 136, puisque
le dual du A-module a gauche A est isomorphe au A-module & droite A,. D’apres
les prop. 8, a) de VIIL, p. 137 et 9, c) de VIIL, p. 137, 'application a + ag, définit
un isomorphisme de A-modules & gauche de ay sur Endp_ (S,). Comme [A, : S,] est,
par définition, la longueur du A-module & gauche a,, la relation [A, : S\] = dimy, S,
résulte du lemme 2 de VIIL, p. 117. Enfin, la formule (2) s'obtient & partir de (1)

par sommation sur \.

Scholie. — Soient A un anneau semi-simple et Z son centre. Il existe des bijections
canoniques entre les ensembles suivants :

a) lensemble S (A) des classes de A-modules d gauche simples:;

b) lensemble 7 (A°) des classes de A-modules d droite simples;

¢) lensemble des idéauz bilatéres minimaux de A ;

d) lensemble des idéaux bilatéres mazimaux de A;

e) Uensemble .7 (Z) des classes de Z-modules simples;

f) l'ensemble des idéaux minimauz de 7

g) Uensemble des idéaur mazimaux de 7.

A tout élément A de .#(A) correspondent ainsi la classe A* du A-module &
droite simple S} dual de S,, I'idéal bilatére minimal a, (composant isotypique de
type A de A,), I'idéal bilatére maximal b, de A (annulateur du module simple Sy),
la classe du Z-module simple Z N a,, I'idéal minimal Z N a, de Z et 'idéal maximal
ZNb, de Z.

PROPOSITION 12. — Soient M un module sur l'anneau semi-simple A et A C &
le support de M. Alors lannulateur Ann(M) de M est l'idéal bilatére Yyc oy, @y €t
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Vidéal trace T(M) de M est lidéal bilatére Yo, ay. En particulier, A est somme
directe de Ann(M) et 7(M).

Par définition (VIII, p. 80), ) se compose des classes des sous-modules simples
de M. Comme le module M est semi-simple, 'annulateur de M est l'intersection des
annulateurs b, des modules de classe A, pour A parcourant .#};. Orona b, =3, ., a,
pour tout A € . (VIII, p. 137, prop. 9). Comme A est somme directe de la famille
(ay)es» Vannulateur de M est bien égal & Y\ c pmsn, 0y

Par définition (VIIL, p. 75), 'idéal trace 7(M) est le sous-A-module de A, engen-
dré par les images des applications A-linéaires de M dans A. Il revient au méme,
puisque M est semi-simple, de dire que 7(M) est engendré par les sous-modules
simples de A, dont la classe appartient & ;. On a donc 7(M) = Yy, 0y

COROLLAIRE. — Soit M un module sur l’anneau semi-simple A. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Le A-module M est fidéle;

(ii) Le support de M est égal a & ;

(iii) Le A-module M est générateur.

En effet, dire que M est fidele signifie que son annulateur est réduit a 0, et M
est générateur si et seulement si sa trace est égale a A (VIIL, p. 76, th. 1).

4. Idempotents et anneaux semi-simples

Soit A un anneau. Rappelons qu’un élément e de A est dit idempotent (I, p. 7)
sil’on a e = e; c’est alors également un élément idempotent de I'anneau A° opposé

de A.

PROPOSITION 13. — a) Pour qu’un idéal a gauche a de A admette un supplémen-
taire dans A,, il faut et il suffit qu’il existe un élément idempotent e de A tel que
a = Ae. Ldéal a se compose alors des éléments © de A tels que x = xe.

b) Soient e et f des éléments idempotents de A. On a Ae C Af si et seulement
si l'on a la relation ef = e.

c¢) Soit M un A-module. Pour que M soit projectif et monogéne, il faut et il
suffit qu’il existe un élément idempotent e de A tel que M soit isomorphe da Ae.

Les endomorphismes du A-module A, sont les multiplications & droite par les
éléments de A; les projecteurs dans le A-module A, sont donc les applications
x — xe ou e est idempotent dans A. De plus, les sous-modules de A, sont les idéaux
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a gauche, et un tel sous-module admet un supplémentaire si et seulement s’il est
I'image d'un projecteur (II, p. 20, prop. 14). L’assertion a) résulte de la.

Larelation Ae C Af équivaut & e € Af; d’apreés a), elle équivaut donc a e = ef,
d’ou b).

Si le A-module M est monogene, il existe une application A-linéaire surjective
u: Ay — M; si de plus M est projectif, il existe un sous-module a de A, supplémen-
taire du noyau de u. Alors u induit un isomorphisme de a sur M. Inversement, si M
est isomorphe & un sous-module facteur direct de A, il est monogene et projectif.
L’assertion c¢) résulte donc de a).

Remarques. — 1) Soit a un idéal a gauche de A. D’aprés la démonstration ci-dessus
et le corollaire de II, p. 19, 'application e — A(1 — e) définit une bijection de Ien-
semble des éléments idempotents e de A tels que a = Ae sur 'ensemble des idéaux
a gauche b de A tels que A, =a & b.

2) Soient e et f des éléments idempotents de A. D’apres la prop. 13 b), on a
Ae = Af si et seulement si 'on a ef = e et fe = f. Par conséquent, si 'anneau A
est commutatif, la relation Ae = Af équivaut a e = f. Il n’en est pas de méme en
général, comme le montre Uexemple A = My(Z), e = ({3) et f=(19).

On dit que des éléments idempotents e et € de 'anneau A sont orthogonauz si
l'on a ee’ = ¢’e = 0. Soit (¢;);c; une famille finie d’éléments idempotents de A, deux
a deux orthogonaux. Comme on a

2
<Z€i> =D e+ eie; =D e,
i i i#] i
Iélément Y, re; de A est idempotent.

On appelle partition d’un élément idempotent e de A toute famille finie (e;);;
d’éléments idempotents de A, deux & deux orthogonaux, telle que e = Y-, e;. On
dit qu'un élément idempotent e de A est décomposable s’il existe une partition de e
formée d’éléments idempotents distincts de 0 et de lui-méme, deux a deux orthogo-
naux ; dans le cas contraire, on dit qu’il est indécomposable. On observera que 0 est

un élément idempotent décomposable.

PROPOSITION 14. — Soit e un élément idempotent de A.

a) Si (e;);er est une partition de e, le A-module Ae est somme directe de la
famille (Ae;);er.
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b) Soit (a;);c; une famille finie d’idéauzx @ gauche de A, dont Ae soit somme
directe; pouri € 1, notons e; le composant de e dans a;. Alors (e;);c1 est une partition
de e et l'on a a, = Ae; pour tout i € 1.

¢) Le A-module Ae est indécomposable si et seulement si l’élément idempotent
e est indécomposable.

Soit (e;);e; une partition de e. Pour tout ¢ € I, on a

e;e = Zeiej = ef + Zeiej =¢;
J J#i
d’ou Ae; C Ae. Pour tout ¢ € I, on définit un projecteur A-linéaire p; dans Ae en
posant p,(x) = xe;. On a p;p; = 0si i # j, et pour tout  dans Ae

r=uxe= eri = sz@)

Par suite (I, p. 18, prop. 12), Ae est somme directe des images des p;. Or on a
ee; = e;e = ¢;, donc 'image de p; est Ae;. Cela prouve a).

Prenons les notations et hypothéses de b). Soit i € I; comme e; appartient a Ae,
onae; =ee =73 ee;;comme Ae est somme directe des a; et que e;e; appartient
a a; pour tout j, on a e; = e;e; et e;e; = 0 pour i # j. Autrement dit, (e;);c; est une
partition de 1’élément idempotent e. D’aprés a), Ae est somme directe des Ae; ; par
hypothese, on a Ae; C a; et Ae est somme directe des a;,. On a donc Ae; = a, pour
tout ¢ € I, d’ott b).

Enfin, ¢) résulte aussitot de a) et b).

Remarque 3. — En appliquant les résultats précédents a l’anneau opposé de A, on
voit en particulier qu'un A-module a droite monogene M est projectif si et seulement
s'il existe un élément idempotent ¢ dans A tel que M soit isomorphe a eA ; de plus,
eA est un module a droite indécomposable si et seulement si e est indécomposable.

Supposons maintenant l’anneau A semi-simple et notons . l’ensemble des
classes de A-modules a gauche simples. Le A-module A, est semi-simple et tout
sous-module de A est facteur direct. Soit a un idéal a gauche de A ; d’apres ce qui
précede, il existe un élément idempotent e de A tel que a = Ae, et le A-module a
est simple si et seulement s’il est indécomposable, c¢’est-a-dire si et seulement si e
est indécomposable.

Soit (m;);e; une famille d’idéaux & gauche minimaux de A, telle que 'on ait
A, = ®;cm;. D’apres la prop. 14 (VIII, p. 141), il existe une partition (g;);c; de 1,
formée d’éléments idempotents indécomposables et telle que m; = Ag; pour tout
iel
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Pour tout A € ., notons S, un A-module de classe A et a, le composant
isotypique de type A du A-module A,. Comme A est somme directe de la famille
(ay) e 1l existe une partition (ey),cs de 1 telle que ay, = Aey pour tout A € ..
Pour A € ., notons I()\) I'ensemble des indices i € I tels que le A-module simple
m; soit de type \; d’aprés la prop. 4, b) de VIII, p. 61, on a
(3) Gy = @ m;.

i€I(N)

L’élément idempotent e, est la composante de 1 dans a,, donc ey = 3,1y &;-

PROPOSITION 15. — Supposons l'anneau A semi-simple.

a) Pour tout A € ., ey est l'unique élément du centre Z de A satisfaisant d la
relation (ey)s, = 1g, et (e))s, =0 pour p# A.

b) Les idempotents indécomposables de l'anneau Z sont les ey, et les idéauz
minimaux de 7 sont les Zey pour \ € 7.

¢) Soient M un A-module et (My)ye.» la famille de ses composants isotypiques.
La famille de projecteurs associée a la décomposition de M en somme directe des M,
(VIIL, p. 61) est ((ex)m)res €t Uon a My = ayM pour tout X € ..

Soient A et p distincts dans .. On a e, € ay et a, est contenu dans 'annula-
teur b, du A-module S, (VIIL, p. 137, prop. 9); on a donc (e,)s, = 0. La relation
(ey)s, = 1g, résulte de la puisqu’on a 1 =3, ¢, e,. L'assertion a) découle alors de
la prop. 8 de VIII, p. 137.

Soit A dans .. L’idéal bilatere a, de A se compose des éléments x tels que
x =ze,; on a donc ZNay, = Ze,, dout b) d’apres la prop. 10, b) de VIII, p. 138.

Prouvons ¢). Soit # un élément de M. Pour tout A € ., on a ¢, € a, ; comme
Papplication a — az de A, dans M est A-linéaire, on a ayz C M, (VIIL, p. 62,
prop. 5) et en particulier ez € My. On a 1 = Y c o€y, dolt 2 = Y ,cp € 2 ; par
suite, eyx est la composante de x dans M.

Remarque 4. — Supposons 'anneau A semi-simple. Soit (e;);¢; une partition de 1,
formée d’éléments idempotents non nuls du centre Z de A ; si Card(I) = Card(),
les e; sont les idempotents indécomposables de Z.
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EXERCICES

1) Soient A un anneau semi-simple, M un A-module de type fini. Pour tout sous-module
N de M, on note N’ 'orthogonal de N dans M*. Démontrer que I'orthogonal de N’ dans
M est égal a N, et qu’on a long, (N) + long, (N’) = long, (M). L’application N + N’ est
une bijection de l’ensemble des sous-modules de M sur ceux de M*. Si L est un autre
sous-module de M, 'orthogonal de L NN est L’ + N'.

2) Soit A un anneau. Démontrer que pour que le (A,A)-bimodule sA4 soit semi-simple, il
faut et il suffit que A soit isomorphe a un produit fini d’anneaux quasi-simples.

3) On dit qu'un idéal (& gauche ou & droite) a d’un anneau est nilpotent s’il existe un
entier n tel que tout produit de n éléments de a soit nul.

a) Soit a un idéal a gauche nilpotent de A. Démontrer que l'idéal bilatére aA engendré
par a est nilpotent.

b) On dit qu'un anneau A est semi-premier s’il ne contient pas d’idéal bilatere nil-
potent non nul; on dit qu'un idéal bilateére a de A est semi-premier si 'anneau quotient
A/a est semi-premier. Démontrer que l'intersection d’une famille d’idéaux (bilatéres) semi-
premiers est un idéal semi-premier et qu’un idéal semi-premier contient tout idéal nilpotent
de A.

¢) Un idéal (bilatére) premier (VIIL, p. 129, exerc. 15) est semi-premier ; pour qu’un
idéal bilatere a soit semi-premier, il faut et il suffit qu’il soit l'intersection des idéaux
premiers qui le contiennent (sia ¢ a, considérer un idéal maximal parmi les idéaux bilatéres
contenant a et ne contenant aucune puissance de a).

9 4) Soit A un anneau noethérien & gauche semi-premier (exerc. 3), S 'ensemble de ses
éléments simplifiables (¢f. VIIL, p. 71, exerc. 8).

a) Démontrer que tout idéal non nul (& gauche ou & droite) de A contient un élément
non nilpotent (soit a un idéal & droite de A formé d’éléments nilpotents ; soit « un élément
non nul de a dont 'annulateur & gauche est maximal. Pour tout élément a de A et tout
entier n > 1 tel que (za)™ # 0, observer que 'annulateur a gauche de (za)™ est égal a
celui de z, et en déduire qu’on a xax = 0).

b) Démontrer que S permet un calcul des fractions & gauche sur A (VIIL, p. 17,
exerc. 18) : sia € A, s € S, prouver que I'ensemble des éléments z de A tels que za € As
est un idéal & gauche essentiel de A (VIII, p. 71, exerc. 7), et conclure a 'aide de a) et de
Vexerc. 8, d) de VIII, p. 71.

¢) Démontrer que 'anneau S~'A est semi-simple (« théoréme de Goldie »V) : soit b
un idéal & gauche essentiel de ST'A ; montrer que A N b est un idéal & gauche essentiel

() Pour d’autres approches de ce résultat, voir X, p. 171, exerc. 25 et AC, II, p. 165, exerc. 26.
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de A, puis & I'aide de Vexerc. 8, d) de VIIIL, p. 71, que b = ST'A, et conclure a l'aide de
lexerc. 7, b) de VIII, p. 71).

5) a) Soit A un anneau semi-premier tel que tout ensemble d’idéaux & gauche monogenes
admette un élément minimal. Démontrer que A est semi-simple (& l'aide de 'exerc. 7 de
VIII, p. 126, construire des suites (e,) et (f,) d'idempotents de A telles que les idéaux
Ae,, soient minimaux et qu’on ait A f,_; = Ae, ® Af,, et montrer que f,, est nul pour n
assez grand).

b) Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel & droite de dimension infinie
sur K et A la sous-K-algébre de Endk (V) engendrée par 1y et les endomorphismes de rang
fini. Démontrer que tout idéal & gauche de A contient un idéal minimal.

6) Soit A une algébre commutative semi-simple de rang fini sur un corps commutatif K,
et soient K; (i € I) ses facteurs simples, qui sont des extensions finies de K. Soient B une
sous-algebre de A et E; (j € J) ses facteurs simples. Démontrer qu’il existe des parties
non vides (Aj)jey de I, deux a deux sans élément commun, telles que E; s’injecte dans
HieA] K; pour j € J; pour tout 7 € Aj, pr; induit un isomorphisme de E; sur un sous-corps
E;j de K;. Etudier la réciproque. En déduire que si chacun des K; est séparable sur K, A
ne contient qu'un nombre fini de sous-algebres (cf. V, p. 29, prop. 3).



§9. RADICAL

1. Radical d’un module

DEFINITION 1. — Soit A un anneau. On appelle radical d’un A-module M le sous-
module intersection des sous-modules mazimauz de M (VIIL, p. 44, déf. 2) ou, ce qui
revient au méme, ’ensemble des éléments de M annulés par tout homomorphisme
de M dans un A-module simple.

Dans la suite de ce chapitre, on notera %, (M), ou simplement R(M), le radical
d’'un A-module M.

Soit A un anneau. Pour que le radical d’'un A-module M soit réduit a 0 (auquel
cas on dit, par abus de langage, que M est sans radical), il faut et il suffit qu’il
existe une famille (S;);o; de A-modules simples et une famille (f;),o; d’applications
A-linéaires f; : M — S;, telles que l'on ait N, Ker(f;) = 0. Il revient au méme de
dire que M est isomorphe & un sous-module d'un produit de A-modules simples.

Exemples. — 1) Soit a un idéal a gauche de A. Le radical du A-module A,/a est
égal & d//a ot a’ est I'intersection des idéaux & gauche maximaux de A contenant a.
En particulier, le radical du Z-module Z est réduit & 0, et celui du Z-module Z/p"Z
est égal & pZ/p"Z pour tout nombre premier p et tout nombre entier n > 1.

2) Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps et soit K son corps des
fractions. Comme K-module, K est sans radical. Démontrons que le radical de K,
considéré comme A-module, est égal a K, ou, ce qui revient au méme, que toute
application A-linéaire f de K dans un A-module simple S est nulle. D’apres VII,
p. 25, on peut supposer S égal & A/(7), ot 7 est un élément extrémal de A ; pour
tout z € K, on a f(z) = ,f(ﬁf) = ﬂ'f(%> = 0 puisque 7S = 0, d’otut le résultat.
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PROPOSITION 1. — Soient M et N des A-modules et f un homomorphisme de M
dans N. On a f(R(M)) C R(N), et l'on a méme éqgalité si [ est surjectif et que le
noyau de f est contenu dans le radical de M.

Soit g un homomorphisme de N dans un A-module simple; alors RR(M) est
contenu dans le noyau de g o f, de sorte que f(9R(M)) est contenu dans le noyau
de g. On a donc f(R(M)) C PR(N). Supposons maintenant que f soit surjectif, et
que son noyau soit contenu dans 5(M). Soit y un élément de R(N) et soit & un
antécédent de y. Si ¢ est un homomorphisme de M dans un A-module simple S,
son noyau contient le radical de M, donc le noyau de f; ’homomorphisme f étant
surjectif, il existe un homomorphisme h de N dans S tel que ¢ = h o f. Comme
y = f(x) appartient & R(N), on a h(f(z)) = 0, cest-a-dire g(z) = 0; ainsi z
appartient a 93(M), ce qui prouve l'inclusion R(N) C f(R(M)).

COROLLAIRE 1. — Soient M un A-module et N un sous-module de M.

a) On a R(N) C ®R(M)NN.

b) On a (R(M)+N)/N C R(M/N). Si N est contenu dans R(M), on a I’égalité
R(M/N) = R(M)/N.

¢) Le module M/R(M) est sans radical. Si le module M/N est sans radical, on
a R(M) C N.

L’assertion a) résulte de la prop. 1 appliquée a I'injection canonique de N dans
M, et lassertion b) de la prop. 1 appliquée a I’application canonique de M sur M/N.
De b), on déduit que M/N est sans radical si N = R(M) et que 'on a R(M) C N si
M/N est sans radical.

Z Il résulte de 'exemple 1 de VIII, p. 147 qu’il peut exister des sous-modules
N contenant SR(M) et tels que le radical de M/N ne soit pas nul.

COROLLAIRE 2. — Soient (M,);c; une famille de A-modules, P son produit et S sa
somme directe. On a R(P) C [ R(M;) et R(S) = B, R(M,).

Pour tout ¢ € I, soit 7; la projection d’indice i de P dans M, ; d’apres la prop. 1,
on a m;(MR(P)) C R(M,) pour tout ¢ € I, d’ou la premiére assertion. On a S C P,
d’ou

R(S) C SNR(P) c SN[[RM,) = PR(M,);
iel iel

par ailleurs, pour tout ¢ € I, on a M; C S, d’ott R(M;) C R(S), et finalement
B, R(M,;) C R(S).

Il existe des familles de modules dont le radical du produit n’est pas iso-
morphe au produit des radicaux (exerc. 3 de VIII, p. 161).
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PROPOSITION 2. — Soit M un A-module de type fini.

a) Si M n’est pas réduit a 0, on a R(M) # M.

b) Si N est un sous-module de M tel que N+ 9R(M) =M, on a N =M.

Soit N un sous-module de M, distinct de M. D’apres la prop. 3 de VIII, p. 45,
il existe un sous-module maximal L de M contenant N. On a N +R(M) C L, et a
fortiori N+93(M) # M. Cela prouve b); le cas particulier N = 0 établit assertion a).

COROLLAIRE. — Soient M un A-module, (x;);c; une famille génératrice de M et
un élément de M. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) On ax € R(M);

(ii) Tout sous-module N de M tel que N+ Az = M est égal a M ;

(iii) Pour toute famille (a;);c; d’éléments de A, la famille (x; + a;x);; engendre
le A-module M.

(i) = (ii) : Supposons que x appartienne & R(M). Soit N un sous-module de
M tel que N+ Az = M. On a N+R(M) = M, de sorte que le A-module M/N est égal
a son radical (cor. 1, b) de la prop. 1). Comme il est monogene, il est nul (prop. 2)
et 'ona M = N.

(if) = (iii) : Soit (a;);e; une famille d’éléments de A. Notons N le sous-module
de M engendré par la famille (z; + a;2);c1- On a 2; € N+ Az pour tout ¢ € I, d’olt
N + Az = M. Si la condition (ii) est satisfaite, N est égal a M.

(ili) = (i) : Supposons que 2 n’appartienne pas a 93(M). Il existe alors un
sous-module maximal N de M qui ne contient pas z. Comme N est maximal, on a
N+ Az = M; chacun des éléments x; peut donc s’écrire sous la forme y;, — a,z, avec
y; € N et a; € A. La famille (z; + a,x),; est contenue dans N, donc n’engendre
pas M.

PROPOSITION 3. — a) Un module semi-simple est sans radical.

b) Pour qu’un module soit semi-simple et de type fini, il faut et il suffit qu’il
soit sans radical et artinien.

Par définition, le radical d’'un module simple est réduit a 0. Si le module M est
semi-simple, il est somme directe d’une famille (S;);c; de sous-modules simples, et
lon a |M(M) = @, R(S;) d’apres le cor. 2 ci-dessus, d’ott ’R(M) = 0.

Si de plus M est de type fini, il est artinien d’apres la prop. 10 de VIII, p. 67.

Réciproquement, supposons que M soit sans radical et artinien. D’apres VIII,
p. 2, appliqué a I'ensemble des sous-modules maximaux de M, il existe une famille
finie (N;);e; de sous-modules maximaux de M dont Uintersection est réduite a 0.
Alors M est isomorphe & un sous-module de @,.;(M/N;); il est donc semi-simple et
de longueur finie, et a fortiori de type fini.
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2. Radical d’un anneau

DEFINITION 2. — On appelle radical de Jacobson (ou simplement radical) d’un
anneau A, et l'on note R(A), le radical du A-module A, c¢’est-a-dire lintersection
des idéauz a gauche mazimaux de A.

On dit, par abus de langage, que 'anneau A est sans radical si l'on a R(A) = 0.

PROPOSITION 4. — Pour qu’un anneau A soit semi-simple, il faut et il suffit qu’il
soit artinien @ gauche et sans radical.
Cela résulte de la prop. 3, b) appliquée au A-module A,.

Ezemples. — 1) Si A est un anneau local, il posséde un unique idéal & gauche
maximal t, formé des éléments non inversibles de A (VIIIL, p. 23, prop. 1); donc t
est le radical de A. En particulier, un corps est sans radical.

2) Soient K un corps commutatif et E Palgebre K[[X;]];er des séries formelles
par rapport aux indéterminées X; & coefficients dans K. D’apres I'exemple précé-
dent et 'exemple 4 de VIII, p. 24, le radical de E se compose des séries formelles
de terme constant nul. On notera que l'anneau E est intégre et que son radical

Z n’est pas réduit a 0, bien que E soit un sous-anneau de son corps des fractions
qui est sans radical.

3) Supposons que A soit un anneau principal et soit P un systéme représentatif
d’éléments extrémaux (VIL, p. 3). Si A est un corps, il est sans radical d’apres
I’exemple 1; si ’ensemble P est infini, I'intersection des idéaux maximaux Ap de A
est réduite a 0, donc A est sans radical ; mais si P est fini et non vide, et si I'on pose
x = [l ep p, le radical de A est égal a N,cpAp = Az (VII, p. 3, prop. 4), donc n’est
pas réduit a zéro.

Soit  un élément non nul de A ; écrivons-le sous la forme y = up'® . .. pir, ol
u est inversible dans A, py,...,p, sont des éléments de P deux a deux distincts et
iy, ...,1, des entiers strictement positifs. Les idéaux maximaux de 'anneau A/Ay
sont les idéaux Ap, /Ay, ..., Ap,/Ay; le radical de 'anneau A/Ay est donc I'idéal
Ap, ...p,/Ay. En particulier, 'anneau A/Ay est sans radical si et seulement si I'on
ai, =--- =1, = 1;on dit dans ce cas que y est sans facteur multiple.

PROPOSITION 5. — a) Le radical d’un anneau A est lintersection des annulateurs
des A-modules simples, et aussi le plus petit des annulateurs des A-modules semi-
simples. C’est en particulier un idéal bilatére de A. Si A n'est pas réduit a 0, le
radical de A est distinct de A.
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b) Soit a un idéal bilatére de A. On a (R(A)+a)/a C R(A/a). Sia est contenu
dans R(A), on a R(A/a) = R(A)/a.

¢) L’anneau A/R(A) est sans radical; réciproquement, tout idéal bilatére a de
A tel que A/a soit sans radical contient R(A).

d) Le radical de A est contenu dans lintersection des idéauz bilatéres mazimauzx
de A.

Soit x € A. Dire que x appartient a 'annulateur de tout A-module simple
revient a dire que x appartient a annulateur de tout élément de tout A-module
simple, autrement dit (VIIL, p. 42, prop. 1) & tout idéal & gauche maximal de A.

Soit M un A-module semi-simple. Son annulateur est I'intersection des annula-
teurs des sous-modules simples de M, donc il contient PR(A). Par ailleurs, si .7 est
I'ensemble des classes de A-modules simples (VIII, p. 47), la somme directe @, oA
est un A-module semi-simple, dont I'annulateur est R(A). Supposons A non réduit
a 0; la relation R(A) # A résulte de la prop. 2, a) de VIII, p. 149, appliquée au
A-module A,. On a prouvé a).

Soit a un idéal bilatére de A. Les idéaux a gauche maximaux de A/a sont les
idéaux de la forme m/a, ot m est un idéal & gauche maximal de A contenant a.
Par suite, le radical de 'anneau A/a est égal au radical du A-module A /a. Les
assertions b) et ¢) résultent donc du cor. 1 de VIII, p. 148.

Soit a un idéal bilatere maximal de A. Dans l'anneau A/a, les seuls idéaux
bilateres sont 0 et A/a. Comme I'anneau A/a n’est pas réduit a 0, son radical n’est
pas égal & A/a. L’anneau A/a est donc sans radical, et 'on a R(A) C a d’apres ¢).
Cela prouve d).

On dit qu'un idéal & gauche (ou & droite) de A est un nilidéal s'il se compose
d’éléments nilpotents. On dit qu’un idéal bilatere a de A est nilpotent s’il existe un
entier n > 1 tel que a” = 0, c’est-a-dire (I, p. 102) tel que lon ait z, ...z, = 0 pour
toute suite (2, ..., x,) d’éléments de a. Tout idéal bilatere nilpotent est un nilidéal,
mais il peut exister des nilidéaux qui ne sont pas contenus dans un idéal bilatere
nilpotent (VIII, p. 162, exerc. 9).

THEOREME 1 (Jacobson). — Le radical d'un anneau A se compose des élé-
ments x € A tels que 1 + ax soit inversible a gauche (I, p. 15) pour tout a € A.
C’est aussi le plus grand des idéaux bilatéres a tels que 1+ x soit inversible pour
tout x € a. Le radical de A contient tout nilidéal a gauche de A.

L’élément 1 engendre le A-module A,, et 1 + az est inversible a gauche si et
seulement s’il engendre le A-module A,. La premiére assertion du théoreme 1 est
donc un cas particulier du corollaire de la prop. 2 (VIII, p. 149).
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Soit & € R(A). D’apres ce qui précede, 1+ x est inversible a gauche ; soit y un
élément de A tel que y(1 + ) = 1. On a alors 1 — y = yz, donc 1 — y appartient a
M(A); par suite y est inversible & gauche. Comme y est aussi inversible a droite, il
est inversible (I, p. 16, prop. 3) et il en est de méme de son inverse & droite 1 + .

Soit a un idéal a gauche de A tel que 1 + x soit inversible pour tout x € a;
ceci a lieu par exemple si a est un nilidéal, puisque la relation z™ = 0 entraine que
1—a+-+ (=2)" ! est I'inverse de 1 + 2. Soit x € a; pour tout a € A, on a
ax € a, donc 1 + ax est inversible, de sorte qu'on a € $R(A). On en déduit que a
est contenu dans SR(A), d’ou le théoreme 1.

COROLLAIRE 1. — Le radical de A est égal au radical de l'anneau opposé A°, c’est-
a-dire a l'intersection des idéaux a droite maximaux de A.

Pour tout x € M(A), 1+ = est inversible dans 'anneau A, donc dans 'anneau
A°; comme 91(A) est un idéal bilatere de A°, on a R(A) C R(A°), d’ou I'égalité en
échangeant les roles de A et A°.

COROLLAIRE 2. — Pour qu’un élément de A soit inversible, il faut et il suffit que
son image canonique dans l'anneau A/R(A) soit inversible.

La condition est évidemment nécessaire. Démontrons qu’elle est suffisante. Soit
x un élément de A dont I'image canonique dans 'anneau A/ (A) soit inversible. 11
existe alors un élément y de A tel que zy appartienne a 1 4+ 9R(A). D’apreés le th. 1,
xy est inversible, de sorte que x est inversible a droite. On démontre de méme que
x est inversible a gauche.

COROLLAIRE 3. — Le radical du produit d’une famille (A;);c; d’anneaux est le pro-
duit des R(A;).

Soit z = (x;);cr un élément de [[;¢; A;. Pour tout élément a = (a;);c; de [T;er Ass
I’élément 1 + ax est inversible a gauche si et seulement si 1 4 a,x; est inversible a
gauche dans A; pour tout i € I, d’ou le corollaire 3.

COROLLAIRE 4. — Pour que l'anneau A soit local, il faut et il suffit que l'anneau
A/R(A) soit un corps. Dans ce cas, R(A) est l'ensemble des éléments non inversibles
de A.

Notons t I’ensemble des éléments non inversibles de A. Si 'anneau A est local,
son radical est égal a v (VIII, p. 150, exemple 1) et 'anneau A/t est un corps
(VIIL, p. 24). Inversement, supposons que 'anneau A/9R(A) soit un corps. D’apres
le corollaire 2, on a v = PR(A), donc v est un idéal bilatére de A. Il en résulte que
lanneau A est local (VIIL, p. 24, déf. 1).
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Exzemples. — 4) Soient K un anneau intégre, I un ensemble non vide et A Panneau de
polyndmes K[X;];c;. Démontrons que I'anneau A est sans radical. Les seuls éléments
inversibles de A sont ceux de K (IV, p. 9, cor. 2). Soit f € 2%(A). Choisissons un
élément 7 € 1. Alors 1+ fX; est inversible (th. 1), ce qui implique f = 0.
Z Remarquons que lorsque K est un corps commutatif, 'anneau A = K[X;];e1
est un sous-anneau de B = K[[X;]];e1, et qu’on a R(A) = 0 et ANR(B) #£ 0 (cf.
VIII, p. 150, exemple 2).

5) Soit a un idéal bilatére de A. La topologie sur A, compatible avec la struc-
ture d’anneau de A, pour laquelle les idéaux a” (pour n > 1) forment un systéme
fondamental de voisinages de 0 (TG, III, p. 49, exemple 3) s’appelle la topologie
a-adique. Supposons que 'anneau A soit séparé et complet (TG, III, p. 50) pour
cette topologie : c’est le cas par exemple lorsque I'idéal a est nilpotent. Pour tout
x € a, la série >0° (—x)™ est alors convergente (TG, III, p. 44, remarque). Soit y
sa somme. Onay—1 =" (—2)" = —zy, dout (1 +a)y =1 et on a de méme
y(14+x) =1, de sorte que 1+ est inversible. Il en résulte d’apres le th. 1 que I'idéal
a est contenu dans le radical de A.

Remarques. — 1) D’aprés le théoreme 1, tout nilidéal & gauche d’un anneau A est
contenu dans son radical. Soit z un élément nilpotent et central de A ; alors Az
est un nilidéal de A, donc z appartient au radical de A. Il se peut cependant qu’sl

Z existe dans A des éléments nilpotents non nuls, mais que A soit sans radical :
par exemple, pour tout entier n > 2, anneau de matrices M, (K) sur un corps
K est simple, donc sans radical (VIII, p. 150, prop. 4) et il contient des éléments
nilpotents, par exemple les unités matricielles E;; avec i # j.

2) Soit A un anneau commutatif. L’ensemble des éléments nilpotents de A
est un idéal DM(A) de A, qu'on appelle le nilradical de A; c’est Uintersection des
idéaux premiers de A (V, p. 113, prop. 2). On a MN(A) C R(A); *il y a égalité
si A est un anneau artinien (VIII, p. 169, cor. 2), ou bien une algébre commutative
de type fini sur un corps commutatif (AC, V, §3, n°4, th. 3),. On peut fort bien
avoir DM(A) # R(A) : cest le cas lorsque A est 'anneau K[[X]], ot K est un corps
commutatif : on a 9(A) =0 et R(A) = AX (VIII, p. 150, exemple 2).
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3. Lemme de Nakayama

PROPOSITION 6. — Pour tout A-module M, on a R(A)M C R(M) et on a égalité
si le A-module M est projectif.

Soit P un sous-module maximal de M ; le A-module M /P est simple, donc il est
annulé par R(A) d’apres la prop. 5 de VIII, p. 150. On a donc R(A)M C P pour
tout sous-module maximal P de M, d’ott R(A)M C R(M).

On a évidemment 2(A,) = R(A)A,. Sile A-module M est projectif, il existe un
A-module N tel que M@ N soit libre, c’est-a-dire somme directe d'une famille (L;);;
de modules isomorphes & A,. D’apres le cor. 2 de VIII, p. 148, on a R(M @ N) =
R(M) © R(N) et R(Der L) = Drer R(Ly) 5 de Tégalité R(L,) = R(A)L,, on déduit
alors I'égalité R/(M) = R(A)M.

THEOREME 2 (« lemme de Nakayama »). — Soient M un A-module et a un idéal
bilatére de A. Supposons satisfaite l'une des deux hypothéses suivantes :

(i) Le A-module M est de type fini et a est contenu dans le radical de A ;

(i) L%déal a est nilpotent.

Si N est un sous-module de M tel que M = N+ aM, on a N =M. En particulier, si
le module M n’est pas nul, on a M # aM.

Supposons que M soit de type fini et qu’on ait a C R(A). Soit N un sous-module
de M tel que M = N + aM. D’aprés la prop. 6, on a M = N + R(M), d'ou M = N
d’apres la prop. 2, b) de VIII, p. 149.

Supposons maintenant que a soit nilpotent, et soit N un sous-module de M
tel que M = N + aM. Par récurrence sur U'entier n > 0, on établit la relation
M = N+ a"M ; par hypothese, il existe un entier n > 0 tel que a” = 0, d’'ou M = N.

La derniere assertion du théoreme se déduit de ce qui précede en prenant N
égal a 0.

COROLLAIRE 1. — Conservons les hypothéses du théoréme 2. Soit (x;);c; une fa-
mille d’éléments de M, et soit T; l'image canonique de x; dans M/aM. Si la famille
(T;);e1 engendre le (A/a)-module M/aM, la famille (x;);c; engendre le A-module M.

Cela résulte du th. 2 appliqué au sous-module N de M engendré par la famille

(T3)ier-

COROLLAIRE 2. — Conservons les hypothéses du théoréme 2. Soient par ailleurs M’
un A-module et u : M' — M un homomorphisme. Si l’homomorphisme @ de M'/aM'
dans M/aM déduit de u par passage aux quotients est surjectif, ’lhomomorphisme u
est surjectif.
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11 suffit d’appliquer le th. 2 a I'image N de u : en effet, I'image de w est
(N + aM)/aM, donc @ est surjectif si et seulement si on a N+ aM = M.

4. Relevements d’idempotents

Lemme 1. — Soit a un élément d’un anneau A tel que a— a? soit nilpotent. Il existe
un polynome P appartenant a X + (X — X*)Z[X] tel que P(a) soit idempotent dans
A.

Soit m un entier strictement positif tel que (@ — a?)® = 0. Posons P(X) =
1 — (1 — X™)" Le polynéme P(X) est multiple de X" et le polynéme 1 — P(X)
est multiple de (1 — X)", donc P(X) — P(X)? est multiple de (X — X?)" et 1'on a
P(a) = P(a)?. Par ailleurs X — P(X) est multiple de X et de 1 — X, donc de X — X2.

PROPOSITION 7. — Soit a un nilidéal bilatére de A et soit e un élément idempotent
de Uanneau A/a. Il existe un élément idempotent e de A dont limage canonique
dans A/a est égale d e.

Soit @ un représentant quelconque de @ dans A. L’élément a — a? de A est
nilpotent puisqu’il appartient a a. Choisissons un polynéme P € Z[X] satisfaisant
aux conditions du lemme 1. On a que a — P(a) € A(a — a®) et 'élément e = P(a)
de A convient.

Supposons que € appartienne au centre de 'anneau A/a. 11 n’existe pas
Z nécessairement d’idempotent e dans le centre Z de A, relevant € (VIII, p. 167,
exerc. 31); cependant, si € appartient & 'image de Z dans A/a, il se reléve en

un idempotent de Z puisque Z N a est un nilidéal de Z.

COROLLAIRE 1. — Soient M et P des A-modules et u une application A-linéaire
surjective de P dans M. On suppose que P est projectif et qu’il existe un idéal bilatére
nilpotent a de A tel que le noyau N de u soit contenu dans aP. Soient M’ et M” des
sous-modules de M, tels que M soit somme directe de M’ et M”. Alors P est somme
directe de sous-modules P’ et P" tels que w(P’) = M’ et u(P"”) = M".

Notons B le sous-anneau de End  (P) formé des endomorphismes f de P tels que
f(N) € N. Soit B 'anneau des endomorphismes de M. Pour tout f € B, notons f
I'unique endomorphisme de M tel que f ou = uo f. L’application f — f est un
homomorphisme d’anneaux de B dans B. Comme le module P est projectif, cet
homomorphisme est surjectif ; son noyau b se compose des endomorphismes f € B
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tels que f(P) C N. Soit n un entier positif tel que a” = 0. On a
P=aPodaP>---D>a"'P>a"P =0,
et, pour tout f € b et tout entier j > 0,
f(a’P) = a? f(P) C /N C o/T'P,

puisque N C aP par hypothése. Pour tout entier naturel j et tout f € b?, on a donc
f(P) C &/P. En particulier, on a b" = 0.

Soit €’ le projecteur de M d’image M’ et de noyau M”. D’apres la prop. 7 appli-
quée a l'anneau B et a l'idéal bilatere nilpotent b, il existe un élément idempotent
e de B tel que ¢/ = ¢, c’est-a-dire €’ ou = uoe¢'. Posons ¢/ =1 —¢, " = ¢,
P’ =¢/(P), P” = ¢"(P). Alors P est somme directe des sous-modules de P’ et P” et
l'on a

w(P') = u(€(P)) = ' (u(P)) = (M) =M ;

Iégalité u(P”) = M” se démontre de maniére analogue.

COROLLAIRE 2. — Soit A un anneau et soit a un idéal bilatére nilpotent de A. Si P
est un A-module projectif, alors P/aP est un module projectif sur A/a et pour que le
A-module P soit indécomposable il faut et il suffit que le A/a-module P/aP le soit.

Soit P un A-module projectif et soit P le A/a-module P/aP. Le A-module P
est nul si et seulement si P l'est (th. 2 de VIII, p. 154). On suppose maintenant
P # 0. Comme le A/a-module P est isomorphe & A ®, P, il est projectif (II, p. 84,
cor.). Si P est indécomposable, il en est de méme de P d’aprés le cor. 1. Inversement,
supposons que P soit décomposable et non nul, et soient P’ et P” deux sous-modules
non nuls de P tels que P = P’ @ P”. D’aprés le lemme de Nakayama (VIII, p. 154,
th. 2),ona P/ +aP # P et P’ + aP # P; si P’ et P’ sont les images canoniques
de P’ et P” dans P, on a P’ £ P, P’ £PetP = P @ P". Cela prouve que P est
décomposable.

5. Couverture projective d’un module

DEFINITION 3. — Soit A un anneau et soit M un A-module. On appelle couverture
projective de M un couple (P,u), ot P est un A-module projectif et u un homomor-
phisme surjectif de P dans M, tel que l'on ait u(P’) # M pour tout sous-A-module
P’ de P distinct de P.



N° 5 COUVERTURE PROJECTIVE D’UN MODULE A VIIL.157

Remarques. — 1) Pour tout A-module projectif M, le couple (M, 1,;) est une cou-
verture projective de M.

2) Supposons que (P, u) soit une couverture projective du A-module M. Soit
(2;);er une famille d’éléments de P et soit P’ le sous-module de P qu’elle engendre;
alors u(P’) est engendré par la famille (u(x;));c. Par conséquent, la famille (z;);o; en-
gendre le A-module P si et seulement si la famille (u(x;));o; engendre le A-module M.
En particulier, P est de type fini si et seulement si M est de type fini.

PROPOSITION 8. — Soient M et M’ des A-modules, (P, u) et (P’ u') des couvertures
projectives de M et M respectivement et g : M — M’ une application A-linéaire.

a) Il existe une application A-linéaire f : P — P’ telle que v’ o f = gou.

b) Soit f une telle application. Si g est surjective (resp. bijective), alors f est
surjective (resp. bijective). Si g est injective et que son image est un facteur direct
de M, f est injective et son image est un facteur direct de P'.

Par hypothese, le A-module P est projectif et application u’ est surjective. Par
suite, il existe une application A-linéaire f : P — P’ telle que gou = v’ o f (II, p. 39,
prop. 4), d’out a).

Soit f une telle application. Supposons g surjective. Comme u est surjective,
on a M = g(u(P)) = «(f(P)). Comme (P’,«') est une couverture projective de
M’; on a f(P) =P/, donc f est surjective. D’apreés loc. cit., le noyau de f admet un
sous-module supplémentaire P,, d’ou f(P,;) = P’. Supposons maintenant g bijective.
On a g(u(Py)) = W' (f(Py)) = /'(P") =M, d’ott u(P;) = M. Comme (P, u) est une
couverture projective de M, on a P; = P, d’ott Ker(f) = 0. Donc f est injective;
comme on sait déja que f est surjective, f est bijective.

Pour finir, supposons que ¢ soit injective et que son image soit un facteur direct
de M'. 1l existe alors une application A-linéaire ¢’ : M’ — M telle que ¢’ 0 g = 1.
D’apreés a), il existe une application A-linéaire f': P’ — P telle que uo f' = ¢ o /.
Onawuo(fof)=gou of=(g og)ou;dapres alinéa précédent, Papplication
1" o f est bijective. Notons h la bijection réciproque; on a (ho f’)o f = 1p, donc f
est injective et son image est un facteur direct de P’ (II, p. 21, cor. 2).

COROLLAIRE 1. — Soit M un A-module. Soient (P,u) et (P',u) des couvertures
projectives de M. Il existe un isomorphisme f de P sur P’ tel que u =u'o f.

Z On notera que f n’est pas nécessairement déterminé de maniére unique par
la relation w =« o f (VIII, p. 165, exerc. 21).
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COROLLAIRE 2. — Soit (P,u) une couverture projective du A-module M. Si Q) est
un A-module projectif et g : Q — M une application linéaire surjective, il existe une
application linéaire surjective f : Q — P telle que g =wuo f.

PROPOSITION 9. — Soient M un A-module et (P, u) une couverture projective de M.
Notons ¢ le radical de Uanneau A. L’homomorphisme u : P/tP — M/tM déduit de
u par passage aur quotients est un isomorphisme.

L’homomorphisme u est surjectif par définition, donc 7 est surjectif. Notons N le
noyau de . On a v~ (tM) = N+tP. Démontrons que 'on a N C tP, ce qui entrainera
I'injectivité de @. Pour tout sous-module maximal P’ de P, on a u(P’) # M, d’on
P’ + N # P; comme P’ est maximal, on a N C P’. Le sous-module N de P est donc
contenu dans le radical de P ; or celui-ci est égal a vP d’apres la prop. 6 de VIII,
p. 154.

COROLLAIRE. — Pour qu’un A-module M posséde une couverture projective, il faut
que le A/t-module M/tM soit projectif.

En effet, si (P, u) est une couverture projective de M, le (A/tr)-module M/tM
est isomorphe & P/tP (prop. 9) ; comme le A-module P est projectif, le (A /t)-module
P/tP est aussi projectif.

Remarques. — 3) Supposons que I'anneau A soit sans radical. D’aprés la prop. 9,
(P, u) est une couverture projective d’un A-module M si et seulement si v est un
isomorphisme. Ainsi seuls les A-modules projectifs ont une couverture projective.
L’anneau Z est sans radical (VIIL, p. 150, exemple 3). Soit n > 2 un entier. Le
Z-module Z/nZ n’est pas projectif et il n’admet donc pas de couverture projective.

4) Supposons que tout A-module de type fini posséde une couverture projective ;
alors le quotient A’ de A par son radical est semi-simple. En effet, tout module de
type fini sur anneau A’ est projectif d’apreés le corollaire. En particulier, pour tout
idéal & gauche a de A’, le A’-module A’ /a est projectif. Notre assertion résulte alors
de la prop. 4 de VIII, p. 134.

On peut donner un exemple d’un anneau commutatif A pour lequel A/t est
semi-simple et d'un A-module M de type fini qui n’admet pas de couverture projec-
tive (VIII, p. 165, exerc. 22).

PROPOSITION 10. — Soient M un A-module, P un A-module projectif etu : P — M
une application linéaire. Soit a un idéal bilatére de A . On suppose que Uapplication
linéaire w : P/aP — M/aM déduite de u par passage aux quotients est bijective et
que l'une des deuz hypothéses suivantes est satisfaite :

(i) Les A-modules M et P sont de type fini et a est contenu dans le radical de A ;
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(i) L’déal a est nilpotent.
Alors (P,u) est une couverture projective de M.

Sous les hypotheses faites, "homomorphisme u est surjectif (VIII, p. 154, cor. 2),
et son noyau N est contenu dans aP. Soit P’ un sous-module de P, distinct de P.
D’apres le lemme de Nakayama (VIIL, p. 154, th. 2), on a P’ + aP # P et donc
u(P") # M. Donc (P, u) est une couverture projective de M.

COROLLAIRE 1. — Soit P un A-module projectif. On suppose que P est de type
fini ou que le radical v de A est un idéal bilatére nilpotent. Notons u l'application
canonique de P sur P/cP. Alors (P,u) est une couverture projective de P /tP.

COROLLAIRE 2. — Soient a un idéal bilatére de A et M un A-module tel que le
(A/a)-module M/aM soit libre. Supposons satisfaite l'une des deux conditions sui-
vantes :

(i) Le module M est de type fini et a est contenu dans le radical de A ;

(i) L’idéal a est nilpotent.

Alors M posséde une couverture projective.

Plus précisément, soient P un A-module libre, (e;);c; une base de P etu : P — M
un homomorphisme tel que les images canoniques des éléments u(e;) dans M/aM
forment une base du (A/a)-module M/aM. Alors (P, u) est une couverture projective
de M.

En effet, le (A/a)-module P/aP est libre et 'homomorphisme @ de P/aP dans
M/aM déduit de u par passage aux quotients transforme une base de P/aP en une
base de M/aM, donc est bijectif.

Si a est nilpotent, il suffit alors d’appliquer la prop. 10. Supposons maintenant
que 'anneau A est non nul et que le A-module M est de type fini; il en est alors de
méme du (A/a)-module M/aM, et par conséquent du (A/a)-module P/aP. Toute
base de P/aP est alors finie. Il en résulte que 'ensemble I est fini et que le A-module P
est de type fini. On applique alors a nouveau la prop. 10.

COROLLAIRE 3. — Tout module de type fini sur un anneau local posséde une cou-
verture projective.

Soient A un anneau local et t son radical. C’est un idéal bilatere de A (VIII,
p. 150, prop. 5, a)) et 'anneau A /v est un corps (VIII, p. 152, cor. 4). Si M est un
A-module, M/tM est un espace vectoriel sur le corps A/t, donc un (A/t)-module
libre. 11 suffit alors d’appliquer le cor. 2.

Remarque 5. — Soient A un anneau local et v son radical. Soient M un A-module

de type fini, P un A-module projectif de type fini et v : P — M un homomorphisme.
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D’apres le cor. 6 de VIII, p. 33, le A-module P est libre. Choisissons-en une base
(€;);e1- Posons x; = u(e;) et notons T; I'image canonique de z; dans M/tM. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le couple (P, u) est une couverture projective de M ;

(ii) La famille (), est une famille génératrice minimale du A-module M ;

(iii) La famille (7;);c; est une base de l'espace vectoriel M/tM sur le corps A/t.
On a en effet (i) = (ii) d’aprés la remarque 2 de VIIL, p. 157 et (iii) = (i) d’apres
le cor. 2. Par ailleurs, si la famille (z;) est une famille génératrice minimale du A-
module M, la famille (Z;) est une famille génératrice minimale, ¢’est-a-dire une base,
de Vespace vectoriel M/tM sur A/¢ (VIIL, p. 154, cor. 1).

PROPOSITION 11. — Soient A un anneau et a un idéal bilatére nilpotent de A.
Soit M un A/a-module projectif. Il existe un A-module projectif P et une application
A-linéaire surjective u : P — M, de noyau aP.

Un tel couple (P,u) est une couverture projective de M considéré comme A-
module.

Il existe un A/a-module M’ tel que M@M' soit un A/a-module libre. Choisissons
un A-module libre L et une application A-linéaire surjective v : L — M & M’ de
noyau aL. D’apres le cor. 1 de la prop. 7 (VIII, p. 155), il existe une décomposition
en somme directe L = P & P’ telle que v(P) = M et v(P’) = M'. Le A-module P
est projectif et 'application A-linéaire u de P dans M qui coincide avec v sur P est
surjective, de noyau aP. La premiere assertion en résulte.

Soient P un A-module projectif, et « un homomorphisme de P sur M, de noyau
aP. D’apres la prop. 10, (P, u) est une couverture projective de M.

COROLLAIRE. — Soient P et P’ des A-modules projectifs. Si les modules P/aP et
P’/aP’ sont isomorphes, alors P et P' sont isomorphes.

Comme P/aP et P’'/aP’ sont projectifs, le corollaire résulte de la prop. 11 et de
l'unicité de la couverture projective (VIII, p. 157, cor. 1).
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EXERCICES

1) Soient K un corps commutatif de caractéristique p, M un Z-module p-primaire, A
I'algebre du groupe M sur K, m ’ensemble des éléments Y, amen, de A tels que 'on ait
> @m = 0.

a) Démontrer que A est un anneau local, d’idéal maximal m, et que m est un nilidéal
(¢f. VIII, p. 38, exerc. 10).

b) On suppose de plus que ’homothétie pyy est surjective. Démontrer qu’on a m = m?.

2) Soient A un anneau et M un A-module sans radical. Démontrer que l'anneau des
homothéties Ayy est sans radical (identifier Ag & un sous-module de MM).

3) a) Soit A un anneau tel que Panneau quotient A/9R(A) soit semi-simple. Démontrer
qu'on a R(M) = R(A)M pour tout A-module M (observer que M/R(A)M est un A/R(A)-
module).

b) En déduire un exemple d’un anneau A et d'une famille (M;);er de A-modules tels
que R(JTM;) # [TR(M;) (utiliser a) pour un anneau dont le radical n’est pas de type
fini).

4) Soient A une algeébre sur un corps commutatif K, et a un idéal bilatére de A. Soit B la
sous-algeébre de A engendrée par 1 et a. Démontrer que le radical de B est contenu dans
celui de A (remarquer que si S est un A-module simple, on a ou bien ax = 0 pour tout
x € S, ou bien ax = S pour tout z # 0 dans S).

5) Soit A une algebre sur un corps commutatif K.

a) Prouver qu’un élément du radical de A qui est algébrique sur K est nilpotent.

b) On suppose que K est un corps infini et que Card(K) > [A : K]. Prouver que le
radical de A est un nilidéal (raisonner comme dans le lemme 1 de VIII, p. 43).

6) Soit A un anneau.

a) Soient a, b des idéaux bilatéres de A. Si a et b sont nilpotents (resp. des nilidéaux),
il en est de méme de a + b.

b) Démontrer que la somme & de tous les nilidéaux bilateéres est un nilidéal bilatére et
que la somme 91 de tous les idéaux bilateres nilpotents est un nilidéal bilatere qui contient
tous les idéaux nilpotents (VIII, p. 144, exerc. 3).

¢) Prouver que & est le plus grand nilidéal semi-premier (loc. cit.) de A; on dit que
& est le nilradical de A. Si A est commutatif, & et D sont tous deux égaux a I'ensemble
des éléments nilpotents de A.

9 7) Soit A un anneau, et soit I 'ensemble des ordinaux a tels que Card(a) < Card(A)
(E, III, p. 87, exerc. 10). Pour tout o € I, on définit par récurrence transfinie dans I
l'idéal bilatére M, de la fagon suivante. On prend 9y = N (exerc. 6 b)); si a admet un
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prédécesseur o — 1, 9, est l'idéal bilatere tel que My /M—1 soit la somme des idéaux
bilateres nilpotents de A/94—_1; dans le cas contraire, M, est la réunion des 91g pour
B < a. Soit 7 le plus petit ordinal tel que 9,1 = N, ; I'idéal P = N est appelé le radical
premier de A.

a) Démontrer qu'on a M C P C &, et que P est le plus petit nilidéal semi-premier
de A.()

b) Démontrer que P est l'intersection des idéaux bilatéres semi-premiers de A (cf.
VIII, p. 144, exerc. 3).

¢) Démontrer que ‘P est 'intersection des idéaux bilateéres premiers de A (loc. cit.,
c)).

d) Prouver que ‘P est 'ensemble des éléments a de A possédant la propriété suivante :
toute suite (an)n>0 d’éléments de A telle que ap = a et ant1 € apAay, pour tout n est &
support fini (méme méthode que dans loc. cit.).

8) On conserve les notations de l'exerc. 7. Soit A un anneau noethérien a gauche.

a) Prouver que 91 est le plus grand idéal bilatére nilpotent de A et qu’il est égal au
radical premier 3 de A.

b) Démontrer que tout nilidéal & gauche ou & droite de A est nilpotent (appliquer
lexerc. 5, a) de VIII, p. 145 & 'anneau A/91). On a donc 91 =P = &.

9) Soient K un corps commutatif, B 'anneau K[(X;,)n>1], J l'idéal de B engendré par la
suite (X7), A 'anneau B/J. Démontrer que le radical de A est un nilidéal, mais qu’il n’est

pas nilpotent.

10) Soit A un anneau.

a) Soit Z le centre de A. Démontrer qu'on a Z N R(A) C R(Z) (cf. exerc. 15, b)
ci-dessous pour un exemple ou l'inclusion est stricte).

b) Démontrer que R(A) ne contient aucun élément idempotent non nul.

¢) Prouver que l'intersection de R(A) et du socle gauche s de A (VIII, p. 126, exerc. 8)
est un idéal bilatere de carré nul, intersection de s et de son annulateur a gauche (utiliser
les exercices 7 et 8, a) de VIII, p. 126).

d) Soit e un élément idempotent de A. Démontrer que le radical de 'anneau eAe est
eR(A)e (remarquer que pour a € eAe,ona (1 —a)(l—e)=(1—e)(1—a)=1—¢).

e) Démontrer que le radical de 'anneau M, (A) est I'idéal M, (R(A)) (VIII, p. 109,

exemple 2).

11) Soient A un anneau commutatif, B 'anneau A[X].

() Pour un exemple d’anneau tel que 9 # &, voir R. BAER, Radical ideals, Amer. J. of Math. 65
(1943), p. 540.
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a) On suppose d’abord que A n’a pas d’élément nilpotent non nul. Soient f = 3, a; X",
g =, b;X! deux éléments de B. Démontrer qu’on a apb, = 0 pour p + ¢ > deg(fg).

b) Soit 91 le nilradical de A (exerc. 6). Prouver que, pour qu'un polynéme f € B soit
inversible dans B, il faut et il suffit que son terme constant soit inversible dans A et que
ses autres coefficients appartiennent & 91 (appliquer a) & 'image de f dans (A/91)[X]).

¢) En déduire que le radical de B est 'idéal M[X], et qu’il est égal au nilradical de B.

12) a) Pour qu'un anneau A soit sans radical, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe & un
sous-anneau C d’un produit [];c; B; d’anneaux primitifs, tel que pr;(C) = B; pour tout
i € I (considérer I’ensemble des classes de A-modules simples).

b) Soient V un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps D, B Panneau
Endp(V), s son socle (¢f. VIII, p. 126, exerc. 8). Soit C le sous-anneau de B x B engendré
par s X s et par I’élément unité. Démontrer que C est sans radical, mais n’est pas isomorphe
a un produit d’anneaux primitifs.

13) Soient G un groupe commutatif sans torsion et K un corps commutatif. Prouver que
l'algebre K[G] est sans radical (on pourra munir G d’une structure d’ordre total compatible
avec sa structure de groupe, c¢f. VI, p. 31, exerc. 20).

14) Soient K un corps commutatif ordonné, G un groupe. Démontrer que l'algebre du
groupe G sur K n’admet pas de nilidéal (& gauche ou & droite) non nul (pour = Y agey,
on pose t(z) = a1 et 3* = 3 age,-1 5 remarquer que si x est non nul on a t((zz*)%*) > 0
pour tout k > 0). Démontrer la méme propriété pour l'algebre de G sur le corps K(i), avec
i?=-1.

15) Soient V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps D et B un sous-anneau
de Panneau Endp(Vp). On pose Vi, = Vo pour k > 1, et V = @p>0Vy. On considere
I’ensemble A des endomorphismes u de V pour lesquels il existe un entier m (dépendant
de u) tel quon ait u(Vyg) C @i<mVi pour k < m, u(Vy) C Vi pour k > m, et que
I’endomorphisme de Vj obtenu par restriction pour & > m soit indépendant de k et
appartienne a B.

a) Démontrer que A est un anneau primitif, et que son socle est formé des éléments
u de A tels que u(Vy) = 0 sauf pour un nombre fini d’indices k (VIIL, p. 126, exerc. 8).

b) En choisissant convenablement D, n et B, donner un exemple d’anneau primitif
dont un anneau quotient ait un radical non nul et nilpotent, et un exemple d’anneau
primitif dont le centre ait un radical non nul.

16) Soient A un anneau, a un idéal bilatére contenu dans le radical de A, M et N des A-
modules, © : M — N un homomorphisme. On note @ : M/aM — N/aN I'homomorphisme
de A/a-modules déduit de u.

a) On suppose M et N de type fini et N projectif. Si @ est bijectif, u est bijectif.
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b) Donner un exemple avec M et N libres de rang un, @ injectif mais Ker(u) # 0.

¢) On suppose M et N projectifs. Si @ induit un isomorphisme sur un facteur direct,
u est injectif (se ramener au cas oi M et N sont libres et égaux et ot @ est 'identité, puis
utiliser a)). Si de plus M est de type fini, I'image de u est un facteur direct de N.

d) On suppose M de type fini et N projectif. Si @ est bijectif, u est bijectif (appliquer
¢) & un homomorphisme v : N — M tel que 7 = 7! pour conclure que N est de type fini).

e) Si M est projectif et M/aM est nul, M est nul.

17) Soient K un corps commutatif, L un ensemble.
a) Démontrer qu’il existe une K-algebre A admettant une base formée de 1'élément
unité, d'une famille (cx)er, et d'une famille (7x,)(x pyerxr, avec la table de multiplication

2 o _
¢y = ¢y, CACu =TAp SIAF# p, AT = OApT s
TAuCv = 5;;1/7’)#7 TaxuTvp = 0,

ou d,, désigne le symbole de Kronecker. Démontrer que JR(A) est la sous-algebre de A
engendrée par les 7, ; on a R(A)% = 0.

b) On suppose Card(L) > 2. Démontrer que le centre Z de A est le K-espace vectoriel
engendré par 1, les 7y pour A € L, et, si L est fini, I’élément >, cx 72#7&1/ 7w En déduire
que pour A € L, il n’existe pas d’élément idempotent dans Z congru & ¢y (mod 2R(A)).

9 18) a) Soient A un anneau, a un nilidéal bilatére de A, (€,),>1 une suite orthogonale
d’idempotents de A/a. Démontrer qu'il existe une suite orthogonale (e, )n>1 d’idempotents
de A telle que €, soit la classe de e,, dans A/a pour tout n (soient €, € deux idempotents
orthogonaux de A/a, ¢/ un idempotent de A relevant €, a un représentant de e dans A;
observer qu’on peut modifier a de fagon que ae¢’ = €’a, puis comme dans la prop. 7 de
VIIL, p. 155 que a? = a).

b) Soient K un corps commutatif, L un ensemble non dénombrable, A la K-algebre dé-
finie dans Pexercice précédent. Démontrer qu’il n’existe pas de famille orthogonale (e )xer,
d’idempotents de A satisfaisant & ey = ¢y (mod 2(A)) pour tout A € L (considérer Ien-
semble H des éléments (A, i) de Lx L tels que ey (e, —¢yu) = 0, et observer que les ensembles
HN ({\} x L) pour tout A € L et CHN (L x {x}) pour tout p € L sont finis).

19) Soient A un anneau, a un idéal bilatére de A contenu dans R(A), e et ¢’ des éléments
idempotents de A, € et & leurs classes dans 'anneau A = A/a. Démontrer que si les
idempotents € et € sont équivalents (VIII, p. 36, exerc. 5), il en est de méme de e et €’
(observer que Ae est une couverture projective du A-module Ae).

20) Soit A une algebre sur un corps commutatif K, telle que R(A) soit un nilidéal et que
lalgébre A /PR (A) soit isomorphe & un produit fini d’algebres de matrices sur K. Démontrer
qu’il existe une sous-algebre S de A telle que le K-espace vectoriel A soit somme directe
de S et de R(A) (utiliser les exerc. 18 et 19 ci-dessus, ainsi que l'exerc. 19 de VIII, p. 89).
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21) Soient A un anneau, u : P — M un homomorphisme surjectif de A-modules, N son
noyau. On note Enda (P;N) (resp. Auta(P;N)) l'anneau des endomorphismes (resp. le
groupe des automorphismes) u de P tels que u(N) C N.

a) Définir une suite exacte
0 — Homa (P,N) - Enda (P; N) & Enda (M) |

ol I'image de i est un idéal bilatére J de 'anneau Enda (P;N).

b) On suppose que (P, u) est une couverture projective de M. Alors p est surjectif, et
induit un homomorphisme surjectif p’ : Auta (P;N) — Auta(M). On a une suite exacte
de groupes

0 1p+7 —> Auta(P;N) % Auta (M) =0 ;

si P est libre et N non réduit & 0, ’lhomomorphisme p’ n’est pas injectif.

22) Soit A un anneau commutatif intégre, n’admettant qu'un nombre fini s > 1 d’idéaux
maximaux my, ..., Mg.

a) Démontrer que Panneau A/9R(A) est isomorphe au produit des corps A/m;.

b) Prouver que les A-modules A/m; n’admettent pas de couverture projective, bien
qu'’ils soient projectifs de type fini en tant que A/9R(A)-module (observer que A est une
couverture projective de A/9R(A)).

¢) Soit K un corps commutatif; démontrer que le sous-anneau A du corps K(T)
formé des fractions rationnelles qui peuvent s’écrire P(T)/Q(T) avec Q(0) #0, Q(1) #0
possede les propriétés précédentes.

23) Soient A un anneau, a un idéal (& gauche) de A. On suppose que pour toute suite
(an)n>1 d’éléments de a, il existe un entier m tel que aj ...ay, = 0. Démontrer qu'on a
aM # M pour tout A-module non nul M (dans le cas contraire, construire par récurrence
des suites (a,)n>1 dans a et (zy)n,>1 dans M telles qu’on ait a; ... apx, # 0 pour tout p).

24) Soient A un anneau, v son radical. Démontrer que les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) Tout A-module & gauche de type fini admet une couverture projective ;

(i) Tout A-module & droite de type fini admet une couverture projective ;

(ii) L’anneau A/t est semi-simple et tout élément idempotent de A/t est la classe
d’un idempotent de A.
(Pour prouver (i)=-(ii), remarquer que toute décomposition A/t = a; @ az en somme
directe d’idéaux se releve en une décomposition A = P & Ps, ou P; est une couverture
projective de a;. Montrer d’autre part que (ii) entraine que tout A/v-module est de la
forme (A/t) ® P, ot P est un A-module projectif.)
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€ 25) Soient A un anneau, v son radical. Démontrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Tout A-module & gauche admet une couverture projective ;

(i’) Tout A-module & droite admet une couverture projective ;

(ii) L'anneau A/t est semi-simple, et pour toute suite (an)p>1 d’éléments de v, il
existe un entier m tel que aj ...a, = 0.
(Démontrer (ii)=(i) comme l'implication correspondante de l'exerc. 24, en utilisant
lexerc. 23. Sous 'hypotheése (i), considérer le sous-module M de AMN) engendré par
el —ajez , ez — ages, ... ; déduire de I'exerc. 16 e) appliqué & une couverture projective
de AM /M qu'on a M = AN ce qui entraine a1 ... a, = 0 pour n assez grand.)

26) On dit qu’un anneau A est un anneau de Zorn si tout idéal & gauche de A qui n’est
pas un nilidéal contient un élément idempotent non nul.

a) Démontrer que dans un anneau de Zorn, tout idéal a droite qui n’est pas un nilidéal
contient un élément idempotent non nul (remarquer que pour tout élément non nilpotent a
de A il existe z € A tel que zaza = xza # 0).

b) Démontrer que le radical d'un anneau de Zorn est un nilidéal et qu’un anneau de
Zorn sans diviseur de 0 est un corps.

¢) Démontrer qu'un anneau primitif dont le socle n’est pas nul est un anneau de Zorn
(¢f. VIII, p. 125, exerc. 4, b) et p. 126, exerc. 7 a)). Donner un exemple d’anneau primitif
qui n’est pas un anneau de Zorn (¢f. VIIL, p. 128, exerc. 13), et un exemple d’anneau
primitif dont le socle n’est pas nul, mais dont le centre n’est pas un anneau de Zorn
(utiliser la méthode de I’exerc. 12).

d) Soient K un corps commutatif et A le sous-anncau de K(X)N formé des suites
s = (fn) pour lesquelles il existe un polynéme ¢(s) € K[X] tel que f, soit égal & ¢(s)
pour n asez grand. Démontrer que A est un anneau de Zorn commutatif, sans radical,
contenant des éléments non inversibles et non diviseurs de 0, mais que son image @(A)
n’est pas un anneau de Zorn.

€ 27) On dit qu'un anneau A est absolument plat, ou régulier au sens de von Neumann,
si pour tout élément a de A, il existe x € A tel que axa = a.

a) Pour que A soit absolument plat, il faut et il suffit que tout idéal a gauche (resp.
a droite) monogeéne de A admette un supplémentaire dans A, (c’est-a-dire soit engendré
par un idempotent).

b) Montrer que tout idéal de type fini d’un anneau absolument plat est engendré par
un idempotent (se ramener au cas d’un idéal Ae + Af, ol e et f sont des idempotents,
puis, en remplacant Ae par Ae(1— f), au cas ot ef = 0, et considérer 1'élément e+ f — fe).
Un anneau absolument plat noethérien (a gauche ou a droite) est semi-simple.

¢) Déduire de b) que l'intersection de deux idéaux & gauche (resp. & droite) monogenes
d’un anneau absolument plat est monogene (considérer les annulateurs a droite).
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d) Tout anneau quotient d’un anneau absolument plat est absolument plat, ainsi que
tout produit d’anneaux absolument plats.

e) Démontrer que le radical d’'un anneau absolument plat est réduit a 0; en dé-
duire que tout idéal bilatere de A est intersection des idéaux a gauche maximaux qui le
contiennent.

f) Le centre d'un anneau absolument plat est absolument plat (si @ € Z, € A
satisfont & a®x = a, prouver qu'on a a®2™ € Z pour tout n > 0 et a(a’z3)a = a).

g) Démontrer que I'anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel est un anneau
absolument plat.

€ 28) Soient A un anneau absolument plat (exerc. 27), n un entier.

a) Démontrer que tout sous-module de type fini de A™ admet un supplémentaire
(raisonner par récurrence sur n, en montrant que MNA™ ! est de type fini et en choisissant
des supplémentaires de M N A"~! dans A"~! et de I'image de M dans Ae,,).

b) En déduire que anneau M, (A) est absolument plat (¢f. VIII, p. 109, exemple 2).

29) Soit V un espace vectoriel de dimension dénombrable sur un corps commutatif K et
soit A = Endg (V). Démontrer quil y a un seul idéal bilatére maximal qui est End(V),
I’ensemble des endomorphismes de rang fini (cf. exerc. 2 de VIII, p. 124), mais que le
radical de A est 0.

30) a) Soit A un anneau ne contenant aucun élément nilpotent autre que 0. Prouver que
tout élément idempotent e de A appartient au centre de A (considérer les éléments (1—e)ze
et ex(1 —e)).

b) Soit A un anneau absolument plat ne contenant aucun élément nilpotent autre
que 0 et soit @ un élément non nul de A. Démontrer qu’il existe un élément x de A tel que
e = ax = xa soit idempotent et que ea = ae = a; en déduire que pour tout y € A, il existe
z € A tel que ya = az, et par suite que tout idéal a gauche ou a droite de A est bilatere.

¢) Démontrer que tout anneau quotient de A ne contient pas d’élément nilpotent
non nul (utiliser b)). En déduire que A est isomorphe & un sous-anneau C d’un produit
[T,c1 D, de corps, tel que pr,(C) = D, pour tout ¢ € I (déduire de b) et de l'exerc. 4 de
VIII, p. 125 qu’un anneau primitif absolument plat sans élément nilpotent est un corps,
et utiliser exerc. 12 ci-dessus).

d) Soient (D,),er une famille infinie de corps, B 'anneau [],¢; D,. Pour toute partie
H de I, on désigne par By l'idéal bilatere de B formé des familles (b,),e1 telles que b, = 0
pour ¢ ¢ H. Soit § un ensemble filtrant croissant de parties de I formant un recouvrement
de T et soit A le sous-anneau de B engendré par 1 et par les By pour H € §; démontrer
que A est absolument plat et ne contient pas d’élément nilpotent non nul.

31) Soit K un corps commutatif et soit A I'ensemble des matrices de la forme (§2) avec
a,b,c € K. Vérifier que A est un sous-anneau de 'anneau des matrices dont le radical
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est donné par a = ¢ = 0. Démontrer que I'image de (§J) dans A/9R(A) est un élément
idempotent du centre de A/R(A).



§10. MODULES SUR UN ANNEAU ARTINIEN

1. Radical d’un anneau artinien

PROPOSITION 1. — Soit A un anneau artinien a gauche. Le radical v de A est le
plus grand idéal bilatére nilpotent de A et 'anneau A/t est semi-simple.

On sait (VIII, p. 151, th. 1) que tout idéal bilatére nilpotent de A est contenu
dans t. Prouvons que t est nilpotent. Comme "anneau A est artinien a gauche et que
la suite des idéaux bilateres t™ est décroissante, il existe un entier p > 0 tel qu’on
ait v* = v**1. Comme A est artinien, le A-module A, est de longueur finie (VIIL,
p. 5, th. 1) et donc noethérien. L’idéal & gauche t* est donc de type fini. D’apres le
lemme de Nakayama (th. 2 de VIII, p. 154), il en résulte que t* = 0.

L’anneau A/t est sans radical (VIII, p. 150, prop. 5); comme il est artinien a
gauche, il est semi-simple (VIII, p. 150, prop. 4).

COROLLAIRE 1. — Pour qu’un anneau soit semi-simple, il faut et il suffit qu’il soit
artinien a gauche et ne posséde aucun idéal bilatére nilpotent autre que 0.

Un anneau semi-simple est artinien & gauche et sans radical (VIII, p. 150,
prop. 4) ; il ne posséde donc aucun idéal bilatére nilpotent autre que 0. La réciproque
résulte de la prop. 1.

COROLLAIRE 2. — Dans un anneau artinien a gauche A, le radical se compose des
éléments x tels que ax soit nilpotent pour tout a dans A.

Si A est artinien a gauche, le radical est un idéal bilatére nilpotent (prop. 1);
tout nilidéal a gauche est contenu dans le radical d’apres le théoreme de Jacobson
(VIIL, p. 151, th. 1). Le corollaire 2 en résulte.
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2. Modules sur un anneau artinien

PROPOSITION 2. — Soit A un anneau artinien a gauche. Pour tout A-module M,
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) M est semi-simple;

(ii) M est sans radical;

(iii) M est annulé par le radical v de A.

On sait que (i) implique (ii) (VIIL, p. 149, prop. 3). D’autre part, tM est contenu
dans le radical de M (VIIL, p. 154, prop. 6) ; donc (ii) implique (iii).

Supposons que le A-module M soit annulé par v. On peut le considérer comme
un module sur Panneau A/t. Or Panneau A/t est semi-simple (VIIL, p. 169, prop. 1)
et tout module sur un anneau semi-simple est semi-simple (VIII, p. 134, prop. 4).
Par suite, M est un module semi-simple sur 'anneau A /v et a fortiori sur 'anneau A.
Donc (iii) implique (i).

COROLLAIRE. — Soit A un anneau artinien a gauche. Pour tout A-module M, le
radical de M est égal a tM.

Le radical )R(M) de M contient tM (VIII, p. 154, prop. 6). Par ailleurs, le
A-module M/tM est annulé par t; d’aprés la prop. 2, il est donc sans radical, et cela
entraine R(M) C tM (VIII, p. 148, cor. 1, ¢)).

PROPOSITION 3. — Soient A et B des annecauz et f un homomorphisme de A
dans B, tel que B soit engendré par la réunion de f(A) et du commutant f(A)
de f(A) dans B. Soit M un B-module d gauche. On suppose que l'anneau A est ar-
tinien d gauche, ou que le A-module f,(M) déduit de M par restriction des scalaires
(IL, p. 30) est de type fini. On a alors R (f.(M)) C Rg(M).

Soit S un B-module simple. Supposons que A soit artinien a gauche ou que le
A-module f,(S) soit de type fini. Nous allons démontrer que f,(S) est sans radical.
Pour tout b € f(A), 'homothétie by est un endomorphisme du A-module f,(S),
donc laisse stable R, (f,(S)) (VIIIL, p. 148, prop. 1). Comme B est engendré par
F(A)U f(AY, le radical R, (f,(S)) est un sous-B-module de S, donc égal & 0 ou S. Si
£.(S) est un A-module de type fini, on a R, (f.(S)) # f.(S) (VIII, p. 149, prop. 2).
Si 'anneau A est artinien & gauche, on a R, (f,(S)) = f(¢)S, ot t est le radical de A
(VIII, p. 170, cor. de la prop. 2) et comme t est un idéal bilatére nilpotent de A
(VIIL, p. 169, prop. 1), on ne peut avoir S = f(r)S. Dans les deux cas, on a donc
Ra(£.(5)) =0.

Soit u une application B-linéaire non nulle de M dans un B-module simple S.
L’application u est surjective; par conséquent si f,(M) est de type fini, il en est
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de méme de f,(S). Sous les hypotheses de la prop. 3, le A-module f,(S) est sans
radical et u est une application A-linéaire de f,(M) dans f,(S). Donc le noyau de u
contient R, (f,(M)) d’apres la prop. 1 de VIII, p. 148. Comme u est arbitraire, on
a Ry (f.(M)) C Rp(M).

COROLLAIRE. — Soient A un anneau commutatif et B une algebre sur A. On sup-
pose que lanneau A est artinien ou que B est un A-module de type fini. On a alors
R(A)B C R(B).

D’aprés la prop. 3, le radical 93, (B,) est contenu dans RRy(B,), qui n’est autre
que le radical de Panneau B. Par ailleurs, on a R(A)B C R, (B,) d’aprés la prop. 6
de VIII, p. 154, d’ou le corollaire.

3. Modules projectifs sur un anneau artinien

PROPOSITION 4. — Tout module sur un anneau artinien & gauche possede une cou-
verture projective.

Soit A un anneau artinien a gauche et soit M un module sur A. Le radical ¢
de A est un idéal bilateére nilpotent et 'anneau A/t est semi-simple (VIII, p. 169,
prop. 1). Il s’ensuit que le A/t-module M/tM est projectif ; ’assertion résulte alors
de la prop. 11 de VIII, p. 160.

PROPOSITION 5. — Soient A un anneau artinien d gauche et v son radical.

a) Soit P un A-module projectif. Notons w Uapplication canonique de P sur
P/tP. Alors (P, u) est une couverture projective de P /tP. En particulier, le A-module
P est de type fini si et seulement si P/tP lest.

b) Soit M un module sur 'anneau A/t. Alors M, considéré comme A-module,
posséde une couverture projective. Si (P,u) est une telle couverture projective, u
induit par passage au quotient un isomorphisme de P/tP sur M. De plus, P est
indécomposable si et seulement si M est simple.

¢) Soient M et M' des modules sur Uanneau A/t . Soient (P,u) et (P’ u') des
couwvertures projectives des A-modules M et M'. Alors M et M’ sont isomorphes si
et seulement si P et P’ le sont.

Le radical v de A est un idéal bilatere nilpotent (VIII, p. 169, prop. 1). L’asser-
tion a) résulte donc du cor. 1 de VIII, p. 159 et de la remarque 2 de VIII, p. 157.

Démontrons 'assertion b). L’existence d’une couverture projective (P, u) de M
résulte de la prop. 4 et I'isomorphisme de P/tP avec M de la prop. 9 de VIII, p. 158.
Comme 'anneau A/t est semi-simple, un module sur cet anneau est indécomposable
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si et seulement §’il est simple. La derniere assertion découle alors du cor. 2 de VIII,
p. 156.

Prouvons c). Soit f un isomorphisme de P sur P’; il induit un isomorphisme f
de P/tP sur P'/tP’, qui sont respectivement isomorphes & M et M’ d’apres b). Donc
M est isomorphe & M’. Réciproquement, tout isomorphisme f de M sur M’ se reléve
en un isomorphisme f de P sur P’ tel que fou=1u'o f d’apres la prop. 8 de VIII,
p. 157.

COROLLAIRE. — A toute classe P de A-modules projectifs, associons la classe »(P)
du module P /tP sur Uanneau A/v. Toute classe de modules (resp. de modules de type
fing) sur Uanneau A/v est de la forme ¢(P) pour une unique classe P de A-modules
projectifs (resp. de A-modules projectifs de type fini).

Soient A un anneau artinien a gauche et t son radical. Notons . I’ensemble
des classes de A-modules simples ; il est fini (VIII, p. 47). D’apres la prop. 2 de VIII,
p. 170, il s’identifie canoniquement a ’ensemble des classes de modules simples
sur I'anneau semi-simple A/t . Pour tout A € ., notons S, un A-module simple
de classe A\ et choisissons une couverture projective (P,,u,) de S, (VIII, p. 171,
prop. 4). D’apreés la prop. 5, le A-module P, est projectif et indécomposable et wu,
définit un isomorphisme de P, /tP, sur S,. De plus, si P est un A-module projectif
et indécomposable, il existe un unique A € . tel que P soit isomorphe a P, : c’est
l'unique X € .7 tel que P/tP soit isomorphe a S,.

PROPOSITION 6. — Soient A un anneau artinien a gauche et v son radical. Soit P
un A-module projectif.

a) Le A-module P = P/tP est semi-simple et le A-module P est isomorphe a
Dresr PITY.

b) Soit (Q;);er une famille de sous-modules projectifs indécomposables de P
dont P est la somme directe. Alors pour tout X\ € ., le cardinal de ’ensemble

I(\) desi €1 tels que Q; soit isomorphe a P, est égal a [P : M.
Le fait que P soit semi-simple résulte de la prop. 2 (VIIL, p. 170). Le A-module

Q= @AeyPE\[ﬁM) est projectif, et comme P,/tP, est isomorphe a S,, Q/tQ est

isomorphe a @Aeysg[”“, c’est-a-dire & P = P/tP. D’aprés la prop. 5, les A-modules
P et Q sont isomorphes.

Supposons donnée une famille (Q;),c; de sous-modules projectifs et indécompo-
sables, dont P soit somme directe. Pour tout ¢ € I, le A-module Q,;/tQ; est simple
d’apres la prop. 5. Pour A € ., notons I(\) I'ensemble des i € I tels que Q,/tQ;
soit isomorphe & Sy, donc a P, /tP, ; ¢’est aussi 'ensemble des i € I tels que Q; soit
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isomorphe & Py. Comme P = P/tP est somme directe de la famille (Q;/tQ;);c1, on

a Card(I(\)) = [P : A] d’aprés le th. 1 de VIII, p. 29.

Exzemple. — Prenons P égal a A,. Pour tout A € ., notons D, le corps opposé du
commutant du A-module simple S, et m()\) la dimension de S, considéré comme
espace vectoriel a droite sur le corps D,. On sait que m(\) est égale a la multiplicité
[A,/tA, : A] (VIIL, p. 139, prop. 11). Par conséquent, le A-module A, est isomorphe

m(\)

a DyerPy
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EXERCICES

1) Démontrer qu'un anneau A qui est artinien & gauche et noethérien & droite est aussi
artinien & droite (considérer les A-modules & droite 9(A)* /R(A)*+! comme des (A/9R(A))-
modules).

2) Soient A un anneau artinien (& gauche), v son radical.
a) Démontrer que tout idéal a droite b de A contient un idéal a droite minimal
(considérer les idéaux b N tP, en observant que si bt = 0, b est un A/v-module & droite).
b) Prouver que le socle gauche (resp. droit) de A est 'annulateur & droite (resp. &
gauche) de t. En déduire que tout idéal bilatére minimal de A est contenu dans l'intersec-
tion du socle droit et du socle gauche de A.

3) Soit A un anneau artinien, tel que 'anneau A/9R(A) soit simple. Démontrer que A est
isomorphe & un anneau de matrices M, (B) sur un anneau local artinien B (utiliser les
exerc. 19 et 20 du §9, ainsi que l'exerc. 19 de VIII, p. 89).

€ 4) On dit quun anneau A est pseudo-régulier si pour tout élément a de A il existe un
entier n et un élément x de A tel que a"za"™ = a". Un anneau absolument plat (VIII,
p. 166, exerc. 27) est pseudo-régulier.

a) Démontrer qu’un anneau pseudo-régulier est un anneau de Zorn (VIII, p. 166,
exerc. 26), dans lequel tout élément non inversible est diviseur de 0 & gauche et & droite.

b) Prouver que tout anneau quotient d’un anneau pseudo-régulier est pseudo-régulier
(¢f. VIIL, p. 166, exerc. 27 d)).

¢) Démontrer que le centre Z d’un anneau pseudo-régulier A est pseudo-régulier (si
a €7 et x e A vérifient a"za™ = a”, prouver que a®*z* appartient 4 Z pour tout k > 1).

d) Soient p un nombre premier, U, le composant p-primaire du groupe Q/Z, A
l'algebre (commutative) du groupe U, sur le corps F;,. Prouver que 'anneau A est pseudo-
régulier, mais qu’il n’en est pas de méme de AN,

€ 5) Soit n un entier. On dit qu'un anneau A est n-régulier si pour tout élément a de A,
il existe z € A tel que za™t! = a™.

a) Démontrer qu’on a alors r™ = 0 pour tout élément r de J3(A).

b) Démontrer qu'un anneau primitif n-régulier est isomorphe & un anneau de ma-
trices M,.(D) sur un corps, avec r < n (observer que si V est un D-espace vectoriel de
dimension > n et e un vecteur non nul de V, tout sous-anneau dense de Endp(V) contient
un élément u tel que u™(e) # 0, u"*1(e) = 0).

¢) Démontrer qu'un anneau n-régulier est un anneau de Zorn (VIII, p. 166, exerc. 26;
remarquer d’abord que la relation za™*! = a" entraine z"a®® = a”; a l'aide de b), de
Pexerc. 12, a) de VIII, p. 163, et de la prop. 2 de VIII, p. 25, en déduire a”2"a"—a" € R(A).

Enfin, en utilisant le lemme 1 de VIII, p. 155, démontrer que si deux éléments z,y de A



EXERCICES A VIIL.175

vérifient y = zy? et yzy —y € N(A), il existe t € A tel que y = ty? et (ty)? = ty). Si en
outre 'anneau A est sans radical, il est pseudo-régulier (exerc. 4).

d) Soit A un anneau sans élément nilpotent autre que 0. Pour que A soit n-régulier,
il faut et il suffit qu’il soit absolument plat.

(Si A est absolument plat, utiliser ’exerc. 27, b) de VIII, p. 166. Si A est n-régulier,
observer d’abord, avec les notations précédentes, que e = z"a" est idempotent, donc
central (exerc. 30, a) de VIII, p. 167), et qu'on a ea = a, de sorte que A est 1-régulier.
Démontrer ensuite a laide de a) et b) que A est isomorphe & un sous-anneau d’un produit
+1

de corps et en déduire que la relation za™™ = ™ implique aza = a).

9 6) Soient A un anneau artinien, n = long, (As).

a) Démontrer que Panneau A est n-régulier (exerc. 5).

b) Prouver que Panneau A est pseudo-régulier. (Soient r un entier tel que R(A)" = 0,
et m la longueur de l'anneau B = A/R(A). En se ramenant au cas ot I'anneau B est
simple, démontrer que pour tout b € B il existe un élément y de B commutant avec b tel
que b™Fly = b™. En déduire que pour tout a € A il existe x € A tel que a™ za™ = a™".)

¢) Soit J l'ensemble des idéaux & gauche non nilpotents de A. Démontrer que les
éléments minimaux de J sont les idéaux Ae engendrés par un idempotent indécomposable
(utiliser a) et exerc. 5 ¢)). Démontrer que tout idéal & gauche de A est somme directe
d’un nombre fini d’idéaux de ce type et d’'un idéal a gauche contenu dans le radical.

d) Pour qu’un idéal & gauche a de A soit engendré par un élément idempotent, il faut
et il suffit qu'il soit somme directe d’une famille finie d’idéaux & gauche (Ae;);er, ou les ¢;
sont des idempotents orthogonaux indécomposables.

€ 7) Soient A un anneau artinien, t son radical, A anneau A/r. Soit [ un idéal & gauche
non nilpotent et indécomposable; on a [ = Ae, ou e est un élément idempotent de A.

a) Démontrer que I'idéal n = [Nt est 'unique sous-module maximal de [. Le A-module
[/n est simple et isomorphe & A€, ot € est I'image de e dans A.

b) Soit M un A-module. Alors (Ae)M est un sous-module de M et e((Ae)M) = eM est
un eAe-module; si N est un sous-A-module de M, les eAe-modules e(M/N) et eM/eN sont
isomorphes. Si le A-module M est simple, ou bien 'on a eM = 0, ou bien M est isomorphe
a Ag et eM est un eAe-module simple.

¢) Démontrer que la longueur du eAe-module eM est égale au nombre des quotients
d’une suite de Jordan-Holder du A-module M isomorphes & Ae.

d) On suppose que M est de longueur finie et admet un unique sous-module maxi-
mal N, et que M/N est isomorphe a [/n. Démontrer que M est isomorphe & un module
quotient de Ae (observer qu'un élément = de eM qui n’appartient pas & N engendre M).
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9 8) Soit A un anneau artinien. Le A-module A, est somme directe d’une famille finie
d’idéaux a gauche indécomposables (Ae;);er, ou les e; sont des idempotents orthogonaux
(exerc. 6 d)).

a) On dit que des A-modules de longueur finie M et N sont liés si un module quotient
d’une suite de Jordan-Holder de M est isomorphe a un module quotient d’une suite de
Jordan-Holder de N. Soit R la relation d’équivalence la plus fine dans ’ensemble des idéaux
Ae; pour laquelle deux idéaux liés sont équivalents. Les classes d’équivalence %; (I € L)
suivant R sont appelées blocs; on note b; la somme des idéaux du bloc ;. Démontrer que
les idéaux b; sont les seuls idéaux bilatéres indécomposables de A.

(Pour voir que b; est bilatére, remarquer qu'on a Ae;ze; C Aej et que la relation
eiAej # 0 entraine d’apres Uexerc. 7 ¢) Ae; = Aej (mod. R). D’autre part, soit (b],)mem
une famille finie d’idéaux bilatéres dont A est somme directe ; prouver que chacun des b/,
est une somme d’idéaux Ae;, puis que deux idéaux Ae, et Aeg liés appartiennent au méme
idéal b, en observant que d’apres 'exerc. 7 il existe un indice h tel que epAe, et epAes
soient # 0.)

b) Démontrer que les idéaux & droite e;A sont indécomposables (considérer leurs
images dans A/R(A)).

¢) On suppose que A est une algebre de degré fini sur un corps commutatif K. On
désigne par ¢;; (resp. d;;) le nombre de quotients d'une suite de Jordan-Holder de Ae;j (resp.
e;A) isomorphes a Ag; (resp. a &A), et par 7; le degré sur K du corps e;Ae;/e;R(A)e;.
Démontrer I'égalité c;jr; = d;jr; (calculer la dimension sur K de e;Ae;, et utiliser 'exerc. 7

c)).

9) Soit A un anneau artinien dont le radical v est contenu dans le centre.

a) Prouver que tout idempotent central de A/t se reléve en un idempotent central
de A (si e est un idempotent de A dont la classe dans A/t est centrale, exprimer que e
commute avec ze — ex pour tout x € A).

b) Si v n’est pas nul, prouver que A/t est commutatif (remarquer qu’on a la relation
(zy—yx)z=0pourz € A, y € A, z € 1).

¢) Déduire de a) et b) que A est isomorphe au produit d’un anneau semi-simple et
d’une famille finie d’anneaux locaux A; tels que le corps A;/9R(A;) soit commutatif.

d) Démontrer que tout A-module simple est isomorphe & un idéal & gauche minimal
de A.

€ 10) Pour tout anneau A, on note .4 (A) Pensemble des sous-pseudo-anneaux de A dont
tous les éléments sont nilpotents et Amax(A) Pensemble des éléments maximaux de .4 (A).
a) Soient D un corps et n un entier. Démontrer que Amax(M, (D)) est formé des

1

pseudo-anneaux gTg~ ', olt ¢ est un élément inversible de M, (D) et T lensemble des

matrices (a;;) € M,(D) telles que a;; = 0 pour i > j (utiliser Pexerc. 2 de VIII, p. 13).
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b) Soit A un anneau artinien, 7 : A — A/9R(A) Papplication canonique. Montrer que
lapplication P+ m(P) définit une bijection de Apax(A) sur Anax(A/R(A)). Déduire de
a) que lintersection des éléments de Aax(A) est égale & R(A), et que deux éléments
quelconques de Aax(A) sont transformés I'un de lautre par un automorphisme intérieur
de A.

11) Soient A un anneau commutatif, B une A-algebre, M un B-module artinien ; on suppose
que le A-module M est de type fini.

a) Prouver que 'anneau By est artinien & gauche (utiliser la prop. 6 de VIII, p. 8),
puis que le B-module M est de longueur finie.

b) Si M est un B-module simple, démontrer que le A-module M est isotypique (déduire
du lemme 1 de VIII, p. 77 que le noyau de 'homomorphisme A — Endg(M) est un idéal
maximal).

¢) Conclure que M est un A-module de longueur finie.



§11. GROUPES DE GROTHENDIECK

1. Fonctions additives de modules

Soit A un anneau et soit ¢ un ensemble de classes de A-modules (VIII, p. 47);
on dit qu'un A-module est de type € si sa classe appartient a €.

DEFINITION 1. — On dit que l’ensemble € de classes de A-modules est additif si
tout module nul est de type € et que la somme directe de deux modules de type €
est de type €. On dit que € est héréditaire s’il est additif et que les sous-modules
et les modules quotients d’un module de type € sont de type €.

Ezemples. — 1) L’ensemble des classes des A-modules de longueur finie est
héréditaire (I, p. 21, prop. 16).

2) L’ensemble des classes de A-modules de type fini est additif. Si anneau
A est noethérien, il est héréditaire (VIII, p. 3, prop. 3 et VIIL, p. 7, prop. 4).

3) L’ensemble des classes de A-modules projectifs de type fini est additif
mais n’est pas héréditaire en général.

DEFINITION 2. — Soit p une application de € dans un groupe commutatif G (noté
additivement) ; posons ¢(E) = @(cl(E)) pour tout A-module E de type €. On dit
que o est une fonction additive de modules (resp. une fonction faiblement additive
de modules) si l'on a o(E) = o(E') 4+ @(E") pour toute suite exacte (vesp. pour toute
suite exacte scindée)

0—FE —E-—E—0
de modules de type € .

FEzemple 4. — Soit € 'ensemble des classes des A-modules de longueur
finie. L’application long, : ¥ — Z qui associe a toute classe de A-modules de
longueur finie sa longueur, est une fonction additive de modules (II, p. 22, cor. 3).
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Les résultats de ce numéro sont une généralisation des résultats sur les modules
de longueur finie établis dans II, p. 21 a 23.
Dans toute la suite de ce numéro, on considere une ensemble additif € de A-
modules et une application additice ¢ de € dans un groupe abélien G.

Soient E et E' des modules de type € ; alors E @ E’ est de type €, et il existe
une suite exacte scindée (II, p. 20)

0—E-—E®oFE —E —0;
on en déduit
1) PpESE) = o(E) + o(E).
En particulier, on a ¢(0) = 0.

PROPOSITION 1. — On suppose que € est héréditaire. Soient E et F des A-modules
et u: E — F une application linéaire.

a) St E ou F est de type €, il en est de méme de limage de u.

b) Si E est de type €, il en est de méme du noyau de u et l'on a

(2) p(E) = p(Ker u) + ¢(Im u).

c) Si F est de type €, il en est de méme du conoyau de u, et l'on a
(3) o(F) = ¢(Im u) + ¢(Coker u).

La proposition résulte de I'existence de suites exactes

0—Keru—FE-—Imu—0

0 — Im u — F — Coker u — 0.

COROLLAIRE. — Soit (E;)oc;c,, une suite finie de modules de type €. S’il existe une
suite exacte
0—— By — B, — E,_ —%E, —0,
on a
(4) 2 (=1)'e(E;) =0.

i=0
Prouvons le corollaire par récurrence sur n, les casn = 0 et n = 1 étant triviaux.

Soit donc n > 1 et soit

Un—1 Un

ug ul
0—E —E —...—E,_, —E, —E,, —0
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une suite exacte de modules de type €. D’apres la prop. 1, le noyau F de u,, est un
module de type € et I'on a

(5) o(F) = @(E,) = o(E, ).
Par ailleurs, on a une suite exacte
0 —E —E —E —...—E,_, —F—0,

et I'hypothese de récurrence fournit la relation

n—1

(6) Do (=1)'e(E) + (=1)"¢(F) = 0.

i=0
De (5) et (6), on tire aussitot S0 (—1)'p(E;) = 0 et le corollaire en résulte.
PROPOSITION 2. — Supposons que [l'ensemble € soit héréditaire. Soit E un
A-module et soient M et N des sous-modules de E.

a) Si les modules M et N sont de type €, il en est de méme des modules MNN
et M+ N, et l’on a

(M +N) +o(MNN) = (M) + ¢(N).
b) Si les modules E/M et E/N sont de type €, il en est de méme des modules
E/(MNN) et E/(M+N) et l'on a
P(E/M+N)) + ¢(E/(MAN)) = ¢(E/M) + ¢(E/N).
Les assertions a) et b) résultent de l'existence des suites exactes (I, p. 17,
prop. 10)
0—->MNN—->M&N—-M+N-—=0,
et
0—-E/MNN)— (E/M)® (E/N) - E/(M+N) — 0.

PROPOSITION 3. — Supposons € héréditaire. Soient E un module de type € et
(Ei)ocicn une suite de composition de E (I, p. 39). Pour 1 < i < n, le module
E,_1/E; est de type € et l'on a

e(E) = Z e(E;i_1/E;).
i—1
Comme % est héréditaire, les modules E,/E; et E; sont de type € et l'on a
0(E) = ¢(Ey/E;)+¢(E;). Comme la suite (E; ;)ocic,_1 est une suite de composition

de E,, la prop. 3 se démontre par récurrence sur n.
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2. Groupe de Grothendieck d’un ensemble additif de modules

Soit A un anneau. Dans ce numéro, on considére un ensemble additif € de
classes de A-modules; on identifie & a la base canonique du groupe commutatif
libre Z(®). Pour toute suite exacte

(&) 0—FE —E-—E—0

de modules de type %, on note 7, I'élément cl(E) — cl(E') — cl(E”) de Z). Soit R
le sous-groupe de Z(*) engendré par les éléments de la forme 7, ; le groupe quotient
Z®) /R s’appelle le groupe de Grothendieck de € et se note K(%). Pour tout module
E de type €, on note [E], (ou parfois [E] lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur &)
I'image de cl(E) dans K(%). On a alors la propriété universelle suivante :

PROPOSITION 4. — a) L’application E — [E], de € dans K(%) est additive.

b) Soit G un groupe commutatif et soit p: € — G une fonction additive de
modules. Il existe un homomorphisme u : K(€) — G et un seul, tel que l'on ait
»(E) = u([Ely) pour tout module E de type €.

L’assertion a) est évidente. Prouvons b). Il existe un homomorphisme
v Z) — G qui prolonge . Comme ¢ est additive, on a u/(ry) = 0 pour
toute suite exacte (&) de modules de type %, donc R est contenu dans le noyau
de u'. Par suite v’ définit par passage au quotient un homomorphisme u de K(€)
dans G et il est clair qu'on a ¢(E) = u([E],) pour tout A-module de type €. Le
groupe K(%) est engendré par l’ensemble des éléments [E], pour E parcourant €,
d’ott I'unicité de w.

Soient € et Z des ensembles additifs de classes de A-modules tels que € C 2.
L’application E — [E],, de € dans le groupe de Grothendieck K(2) étant additive,
il existe un homomorphisme 7,4 : K(%) — K(2), dit canonique, caractérisé par
la formule v, »([Ely) = [E], pour tout module E de type €. Il n’est pas toujours
injectif (VIIL, p. 205, exerc. 13).

Exemple. — *Soient A un anneau commutatif noethérien et ¥ son spectre. Pour
tout entier n > 0, notons =" I'ensemble des classes de A-modules de type fini
dont le support est de codimension > n dans X. Posons K(n,A) = K(€>") et

Yo = Vgzn g=n+1. On a donc une suite d’homomorphismes
Yot K(n+1,A) — K(n, A).

On peut démontrer (AC, VIIL, p. 13, prop. 10) que dans K(n,A), les éléments
[A/ply, , ot p parcourt I'ensemble des éléments de ¥ de hauteur n, forment une base
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d’'un Z-module supplémentaire de I'image de 7,,. Plus précisément, pour tout module
E de type 2", on a
Blon= > longy (8)-[A/plon  (mod.Imoy).,
{pexiht(p)=n}

Le groupe K(%) est engendré par les éléments de la forme [E], (avec E € €)
et on a [E® E, = [E]y + [E'], d’aprés la formule (1) (VIII, p. 180) ; tout élément
de K(%) est donc de la forme [E], — [F],, ot E et F appartiennent & €.

Un élément de K(%) est dit effectif s’il est de la forme [E], pour un A-module E
de type €. L’ensemble des éléments effectifs de K(%') se note K(€)"; ¢’est un sous-
monoide de K(%) et K(%) s'identifie au groupe des différences de K(%)* (I, p. 19).

PROPOSITION 5. — Soient E et F des modules de type €. Pour que l'on ait I’égalité
[Ely = [Flg, il faut et il suffit qu’il existe des suites exactes de modules de type €

(&) 0—L—P—M-—70

(F) 0—L—Q—M—70

telles que E @ Q soit isomorphe a F @ P.

La condition énoncée est suffisante, car elle entraine les relations

[Ply = [Lly + M]g, (Qly = Ll + M]y, [Ely + [Qly = [Flg + [Ple,
d’ou [E]y = [Flg-
Supposons maintenant que l'on ait [E], = [F],. D’aprés la construction du

groupe K(%), il existe deux familles finies de suites exactes de modules de type €
(%)) 0—G —G, —G/—0
pour i € I et

(o) 0 —H; —H; — H —0

pour j € J, telles que I'on ait dans Z(*)
A(E) = cl(F) =3 1y — > 1y
jeJ i€l
Plus explicitement, cette relation s’écrit
(7) cl(B) + D> cl(G,) + > cl(H)) + > cl(H))
i€l jeJ jeJ

=c(F) + > cl(G)) 4+ D> cl(G)) + > cl(H,).

i€l i€l j€eJ



A VIIL.184 GROUPES DE GROTHENDIECK § 11

Posons G = @, G;, G = @, G, etc. Par passage aux sommes directes, on
construit des suites exactes

(@) 0 o Ltsa—ar 0

() 0 H ——H-—5H 0

formées de modules de type €.

Par ailleurs, soient M, ..., M, ;Ny,... N, des A-modules de type %. Si l'on
a ity cl(M;) = Y5 cl(N;) dans le groupe Z@ onam = n et il existe une
permutation o € &,, telle que cl(M;) = cl(N,) pour tout 1 < i < m (I, p. 90,
prop. 11); par suite, les modules &7, M, et @®7_;N; sont isomorphes. En particulier,
on déduit de (7) l'existence d'un isomorphisme de E @ Q sur F @ P, ot l'on a posé

P=GaG"aH, Q=GaoeHaoH".

On pose aussi
L=GoH, M=G"®oH.
Les modules L, M, P, Q sont de type € et la suite

(&) 0 L2sp-—tsMm 0,
ou l'on définit A et p par
Mg, W) =(g,0,r(h),  wg,g" k) = (g" s(h)),
est exacte. On construit de maniere analogue une suite exacte
(Z) 0—L—Q—M-—70,
ce qui conclut la démonstration.

Pour la loi de composition (E,E') — cl(E & E'), I'ensemble ¢ est un monoide
commutatif. On note parfois K'(%) le groupe des différences du monoide commutatif
% (1, p. 19), et on lappelle le groupe de Grothendieck de € pour les sommes directes.
Pour tout module E de type €, on note [E], I'image de cl(E) dans K'(€).

PROPOSITION 6. — a) L’application E — [E]), de € dans K'(€) est une fonction
faiblement additive de modules.

b) Soit G un groupe commutatif et soit ¢ : € — G une fonction faiblement
additive de modules. 1l existe un homomorphisme de groupes u : K'(¢) — G, et un
seul, tel que l'on ait (E) = u([E]y) pour tout module E de type € .

¢) Soient E et F des modules de type €. Pour que l'on ait [E]l, = [F), il faut et
il suffit qu’il existe un module M de type € tel que E & M soit isomorphe a F @& M.
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L’assertion a) est évidente. L’assertion b) résulte de (I, p. 18, th. 1) et 'assertion
¢) de (I, p. 18, prop. 6).

Comme l'application E — [El], de ¥ dans K(%) est une fonction faiblement
additive de modules, on en déduit un homomorphisme u : K'(¢) — K(%). Cet
homomorphisme est surjectif mais n’est pas toujours un isomorphisme (VIII, p. 187,
remarque 2).

Soit R’ le sous-groupe de Z%) engendré par les éléments de la forme 7., ot &
est une suite exacte scindée de A-modules de type €, c’est-a-dire par les éléments
de la forme cl(E' @ E”) — cl(E') — cl(E”), ou E' et E” sont des modules de type
€. L’application canonique de € dans le groupe quotient Z(*) /R’ se prolonge en
un homomorphisme de groupes v : K'(¢) — Z(*)/R’. C’est un isomorphisme. En
effet, 'application canonique de ¢ dans K’'(€) se prolonge en un homomorphisme de
groupes de Z(*) dans K'(%') dont le noyau contient R/, d’oll par passage au quotient
un homomorphisme v’ : Z(¥) /R’ — K'(%) ; il est clair que v et v sont des bijections
réciproques l'une de l'autre.

Un élément de K'(€) est dit effectif s'il est de la forme [E]f, pour un A-module
E de type €. L’ensemble des éléments effectifs de K'(%) se note K'(¢)*.

3. Utilisation des suites de composition

Soit A un anneau. Soient E un A-module de longueur finie et S un A-module
simple. D’apres le théoréme de Jordan-Holder (I, p. 41, th. 6), le nombre des quo-
tients d’une suite de Jordan-Hélder de E qui sont isomorphes & S est indépendant
de la suite. On le note ¢4(E) et on lappelle la multiplicité de S dans E. On appelle
support du A-module E l'ensemble des classes de A-modules simples S telles que
l4(E) # 0. Lorsque E est semi-simple de longueur finie, 'entier {¢(E) est la longueur
[E : S] du composant isotypique de type S de E (VIII, p. 68), et la notion de support
coincide avec celle introduite en VIII, p. 62.

Lemme 1. — Soient E, E' et E” des A-modules de longueur finie et

i p

E E” 0

0 E
une suite ezacte. On a lg(E) = (4(E') + (4(E").
Soient X' et X" des suites de Jordan-Hoélder de i(E') et de E/i(E") respecti-
vement ; il existe une suite de Jordan-Hoélder ¥ de E dont la suite des quotients
s’obtient en juxtaposant la suite des quotients de 3 et celle de X (I, p. 42).
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PROPOSITION 7. — Soit € un ensemble héréditaire de classes de modules tel que
tout module de type € soit de longueur finie. Soit & [’ensemble des classes de
modules simples appartenant & €. Alors la famille ([S]y)ges est une base du Z-
module K(€) et l'on a
(8) [Ely = > 5(E)[Sle

Ses
pour tout module E de type € .

La formule (8) résulte de la prop. 3 appliquée a une suite de Jordan-Hélder de E.
D’apres le lemme 1, il existe pour tout élément S de . une application Z-linéaire
g de K(%) dans Z telle que pg([E],) = ¢5(E) pour tout module E de type €. En
particulier, on a ¢4([S]4) = 1 et pg([S']) = 0 pour tout S’ # S dans .. 1l en résulte
que les éléments de la forme [S], (pour S € %) sont linéairement indépendants sur
Z; ces éléments engendrent K(%€') d’apres la formule (8).

COROLLAIRE. — Soient E et F des modules semi-simples de type €. Pour que E
soit isomorphe a F, il faut et il suffit que Uon ait [El, = [F], dans K(F).

En effet, on a [E], = Yges l5(E)[S]4 et une formule analogue pour F, et E est
isomorphe a F si et seulement si 'on a (g(E) = (g(F) pour tout S € . (VIII, p. 68).

Remarque. — L’ensemble K(%')" est le sous-monoide de K(%) engendré par la fa-

mille ([Sl¢)se-

4. Le groupe de Grothendieck R(A)

Soit A un anneau. Soit % (A) I'ensemble des classes de A-modules de type fini
(VIIL, p. 47) ; les classes des A-modules de longueur finie forment un sous-ensemble
LF(A) de F(A); on a vu que ZF(A) est un ensemble héréditaire de classes de
modules. On note R(A) le groupe de Grothendieck associé a .£Z (A), et [E] 'image
dans R(A) de la classe d'un A-module E de longueur finie.

Les résultats du numéro 3 entrainent ce qui suit :

a) Soit .#(A) lensemble des classes de A-modules simples. La famille
([SDses(a) est une base du Z-module R(A).

b) Soient E et F des A-modules semi-simples de longueur finie. Pour que E et
F soient isomorphes, il faut et il suffit que 'on ait [E] = [F] dans R(A).

c) Soient E un A-module de longueur finie, et (E;)qc;c, une suite de Jordan-
Holder de E. Posons F = @' ,(E,_,/E,). Alors F est un A-module semi-simple de
longueur finie, et Uon a [E] = [F] dans R(A).
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d) Soit £ : R(A) — Z ’homomorphisme caractérisé par ¢([S]) = 1 pour tout A-
module simple S. On a alors £([E]) = Ygc 5 (a) £5(E) = long, (E) pour tout A-module
E de longueur finie.

Si D est un corps, 'homomorphisme ¢ : R(D) — Z est un isomorphisme.

Remarques. — 1) Soit .#.%(A) l'ensemble héréditaire des classes de A-modules
semi-simples de longueur finie. D’apres la prop. 7 de VIII, p. 186, le groupe de
Grothendieck K(.#.%(A)) est un Z-module libre dont les éléments [S] (5, pour
S € J(A), forment une base. L’homomorphisme canonique vz (a) 27y (VII,
p. 182) est donc un isomorphisme.

2) Soit K'(ZZ (A)) le groupe de Grothendieck de .Z%(A) pour les sommes
directes (VIIL, p. 184). Le théoréme de Krull-Remak-Schmidt (VIII, p. 34) entraine
que K'(Z%(A)) est un Z-module libre ayant pour base I’ensemble des classes de A-
modules indécomposables de longueur finie, alors que K(£%(A)) admet pour base
I’ensemble des classes de A-modules simples.

3) Soit E un A module de longueur finie. Il existe un A-module semi-simple
de longueur finie E’ tel que [E] = [E'] d’aprés ¢) et un tel module est défini & un
isomorphisme preés d’apres b); on I'appelle parfois un semi-simplifié de E.

PROPOSITION 8. — Soit A un anneau principal qui n’est pas un corps et soit L son
corps des fractions. Il existe un isomorphisme ¢ : R(A) — L*/A* tel que l'on ait

9) p([A/aA]) = aA”

pour tout a # 0 dans A.

Soit P un systéme représentatif d’éléments extrémaux de A (VIL, p. 3). Les
idéaux maximaux de A sont les idéaux pA pour p € P; tout A-module simple est
donc isomorphe & un module A/pA et un seul. De plus (VII, p. 3, th. 2), le groupe
commutatif L*/A* est libre et admet pour base la famille (pA*),cp. 11 existe donc
un isomorphisme ¢ de R(A) sur L*/A* caractérisé par ¢([A/pA]) = pA* pour tout
p € P.

Soit @ # 0 dans A. Il existe un entier r > 0, des éléments p,,...,p, de P et un
élément u de A* tels qu'on ait @ = up, ...p,. Le module A/aA admet la suite de
composition définie par

Ey = A/aA, E, = (p;...p;A)/aA

(3

=
N
N
"y
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et le module E;, ;/E, = (p;...p;,_1A)/(p; ... p;A) est isomorphe & A/p,A ; on a donc
(VIII, p. 181, prop. 3)

A1 /aA]) = 3 oA /pA]) = py. A" = A

Remarques. — 4) Conservons les hypothéses et les notations de la prop. 8. Soient E
un A-module de longueur finie et a,A, ..., a,A ses facteurs invariants (VII, p.20).
Comme E est isomorphe a @}_; A/a;A, on a

(10) o([E]) = ﬁ;mA/aiAD — ;.. .a,A"

5) *Soit A un anneau de Dedekind qui n’est pas un corps (AC, VII, §2, n° 1).
En raisonnant comme dans la prop. 8, on prouve l'existence d’un isomorphisme ¢
de R(A) sur le groupe des idéaux fractionnaires de A, caractérisé par p([A/a]) = a
pour tout idéal non nul a de A.,

La prop. 8 sera utilisée par exemple dans les deux cas suivants :

a) Supposons qu’on ait A = Z. Les Z-modules de longueur finie ne sont autres
que les groupes commutatifs finis. Comme Q* est produit direct de Z* = {1, —1} et
de Q*, on déduit de la prop. 8 un isomorphisme ¢’ de R(Z) sur Q7. caractérisé par

¢'([G]) = Card(G)

pour tout groupe commutatif fini G.

b) Supposons que A soit 'anneau K[T] des polyndmes en une indéterminée
T & coefficients dans un corps commutatif K. Soient E un espace vectoriel de di-
mension finie sur K, et v un endomorphisme de E. Comme en VII, p. 28, notons
E, le A-module ayant E comme groupe additif sous-jacent, et pour loi d’action
(p,z) — p(u)z. Le A-module E, est de longueur finie. Inversement, tout A-module
simple est de dimension finie sur K (VII, p. 25, remarque 4). Par conséquent, tout
A-module de longueur finie est de dimension finie sur K, donc de la forme E,. De
plus (VII, p. 33, cor. 1), le produit des facteurs invariants de E,, est égal au polynome
caractéristique x, de u. Par suite, la prop. 8 fournit un isomorphisme

v : R(K[T]) — K(T)*/K*
caractérisé par o([E,]) = x, K* (¢f. formule (10)).
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5. Changement d’anneaux

Soient A et B des anneaux et soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux.
Soient ¥ un ensemble additif de A-modules et 2 un ensemble additif de B-modules.

Supposons tout d’abord que pour tout B-module M de type &, le A-module
f.(M) obtenu par restriction a A de l'anneau des scalaires soit de type €. Alors
l'application de 2 dans K(%) qui a M associe [f,(M)], est une fonction additive de
modules ; on en déduit un homomorphisme de groupes

[ K(2) — K(9).

On définit de méme un homomorphisme de groupes f, : K'(2) — K'(¥).

On suppose maintenant que, pour tout A-module E de type %, le B-module
1*(E) déduit de E par extension des scalaires au moyen de f (II, p. 82) est de type 2.
L’application de € dans K'(Z) qui envoie un élément E de & sur [f*(E)], est une
fonction faiblement additive de modules, elle induit donc un homomorphisme de
groupes f*: K'(¢) — K'(2).

Supposons en outre que, pour toute suite exacte

0—EFE —E-—E —0
de A-modules de type %, la suite de B-modules de type &
0*}B®AEIHB®AE*}B®AE”HO

soit exacte. C’est en particulier vérifié dans les cas suivants :

a) L’homomorphisme f fait de B un A-module projectif (II, p. 58, prop. 5 et
I1, p. 63, cor. 6) *ou, plus généralement, plat (X, p. 8, définition 1), ;

b) *L’ensemble € est un ensemble de classes de A-modules projectifs ou, plus
généralement, plats (X, p. 72, cor. 2)4.
L’application de € dans K(Z) qui a E associe [f*(E)], est alors additive. On en
déduit donc un homomorphisme de groupes f* : K(¢) — K(2).

6. Le groupe de Grothendieck Ry (A)

Soient K un corps commutatif et A une K-algebre. I’ensemble des classes des
A-modules qui sont des espaces vectoriels de dimension finie sur K est héréditaire.
Le groupe de Grothendieck correspondant se note Rk (A). C’est un Z-module libre
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ayant pour base la famille ([S])gc, ol . est I'ensemble des classes des A-modules
simples qui sont de dimension finie sur K. Il existe un homomorphisme

dim : Rg(A) — Z

caractérisé par dim([E]) = [E : K] pour tout A-module E de dimension finie sur K.
Lorsque A = K, c’est un isomorphisme. Le sous-monoide des éléments effectifs est
noté Ry (A)*.

Lemme 2. — Soient M, M’ des A-modules qui sont des espaces vectoriels de dimen-
sion finie sur K. Pour que les supports (VIIL, p. 185) de M et M’ soient disjoints, il
faut et il suffit qu’il existe a € A tel que apy =0 et aypy = 1.

Supposons qu’il existe a € A tel que ay; = 0 et ayp = 1. Soit S un A-module
simple. Si cl(S) appartient au support #}; de M, le A-module S est isomorphe a 1'un
des quotients d’une suite de Jordan-Holder de M et I'on a ag = 0. De méme, si cl(S)
appartient au support . de M/, on a ag = 1. Il en résulte que .} et # sont
disjoints.

Inversement, supposons que les ensembles .#); et % soient disjoints. I sont
finis car M et M’ sont de dimension finie sur K. Tout A-module simple S dont la
classe appartient a . U . est de dimension finie sur K et a fortiori sur le corps
End, (S). D’apres le cor. 1 de la prop. 4 (VIII, p. 79), il existe un élément b € A tel
que l'on ait by = 0 pour tout A-module simple S dont la classe appartient a . et
bg = 1 pour tout A-module simple S dont la classe appartient a .#\p. Soit (M;)ocicn
une suite de Jordan-Holder de M. On a d’apres ce qui précede bM; C M,,, pour
0<i<n,dou (b")y = 0. On démontre de méme existence d’un entier naturel m
tel que ((1 — b))y = 0. Posons P(X) =1 — (1 — X")™ et a = P(b). Le polynome
P(X) est multiple de X", donc on a ay; = 0; le polynoéme 1 — P(X) est multiple de
(1 —X)™, donc on a app = 1. Cela termine la démonstration.

Soit L une extension de K. Si M est un A-module qui est de dimension finie
sur K, M ;) est un A;)-module qui est de dimension finie sur L. De plus pour toute
suite exacte

0—M-—M-—>M —0
de A-modules, la suite de A,-modules

qui s’en déduit par extension des scalaires est exacte (II, p. 108, prop. 14). 1l existe
donc un unique homomorphisme u : Rg(A) — Ry (Aq,) tel que u([M]) = [M,]
pour tout A-module M qui est de dimension finie sur K (VIII, p. 189).
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THEOREME 1. — L’homomorphisme u : Ri(A) — Ry(Ay,)) défini ci-dessus est
injectif. Soit & un élément de R (A). Pour que & soit effectif il faut et il suffit que
u(&) le soit.

Lemme 3. — Soient S et T deux A-modules simples, de dimension finie sur K, non
isomorphes. Les supports des A(L)—modules Sy et Ty sont disjoints.

D’apres le lemme 2, il existe un élément a € A tel que ag = 0 et ap = 1.
L’élément 1 ® a de A, opere comme 0 sur S, et comme 1 sur T(p,. D’apres le
lemme 2, les supports des A(L)—modules S et Ty, sont disjoints.

Démontrons le th. 1. Soit . I'ensemble des classes de A-modules simples qui
sont de dimension finie sur K. La famille ([S])gc» est une base du Z-module R (A).
Soit S € . Le Aqy-module S n’est pas nul, donc son support n’est pas vide.
Soit S" un élément de ce support. D’apreés le lemme 1 de VIII, p. 185, il existe
un homomorphisme fg : Ry (Ar,)) — Z tel que fy([E]) = ls(E) pour tout Aq)-
module E qui est de dimension finie sur L. On a fq ([S,]) # 0 par construction et
J([T@y]) = 0 pour tout T € ¥ ={S} d’aprés le lemme 3. Nous avons ainsi prouvé
que les éléments de Ry (Aq,) de la forme [Sy )], pour S € ., sont linéairement
indépendants sur Z. Il en résulte que ’homomorphisme u est injectif.

Soit S € & et soit S un élément du support de Sp). Pour tout £ € Rk (A),
la coordonnée de ¢ d'indice [S] dans la base ([S])ses est fo(u(€))/[S, : S']. Il en
résulte que si u(&) est effectif, £ 1'est également.

7. Structure multiplicative dans K(%)

Soient K un anneau commutatif et A une bigébre sur anneau K (III, p. 148),
de coproduit ¢ et de cotinité . Sauf mention du contraire, les produits tensoriels
sont relatifs & K. Soient E et F des A-modules (& gauche). Le produit tensoriel EQ F
est muni d’une structure de (A ® A)-module caractérisée par la formule

(11) (a®b)(zr®y)=arby.

pour a,b € A, z € E et y € F. Au moyen de 'homomorphisme ¢: A -+ A® A, on
déduit de ce (A ® A)-module un A-module ¢, (E®F) (II, p. 30). Plus explicitement,
soit @ € A sicla) =Y,;a,®b;, on a

(12) alr @y) = Z a;r ® by
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pour z € E et y € F. Par abus, on notera encore EQ F le A-module ainsi obtenu. On
déduit aussitot de la coassociativité de ¢ que 'isomorphisme canonique de K-modules

v (E®F)9G—E® (F®G)

est A-linéaire, quels que soient les A-modules E, F et G. De méme, si la bigebre A
est cocommutative, I'isomorphisme canonique de E ® F sur F ® E est A-linéaire.
Enfin, soit K, le A-module ayant K pour groupe sous-jacent, avec la loi externe
(a,z) — ~y(a)x; isomophisme canonique de K @ E (resp. E ® K) sur E est un
isomorphisme de A-modules de K, @ E (resp. E® K.) sur E.

PROPOSITION 9. — Soient K un anneau commutatif, A une bigébre sur K de coti-
nité vy, et € un ensemble additif de classes de A-modules possédant les propriétés
suivantes :

(i) Tout A-module de type € est un K-module projectif (*ou plus généralement
plat*) ;

(ii) Si les A-modules E et F sont de type €, il en est de méme du A-module
E®F;

(iii) Le A-module K., défini ci-dessus est de type € .
Il existe alors sur le groupe additif K(€) une unique structure d’anneau dont la
multiplication satisfait a

[El¢[Fle = [E®Flg

quels que soient les A-modules B et ' de type €. L'élément unité de K(%) est [K, ]
Si la bigébre A est cocommutative, U'anneau K(€) est commutatif.

Muni de la loi de composition définie par (E, F) — cl(EQF), 'ensemble € est un
monoide admettant cl(K.) comme élément unité. Par suite Z(“) est canoniquement

muni d’une structure d’anneau dont la multiplication est caractérisée par la formule
(13) A(E)cl(F) =c(E®F)

et dont I'élément unité est cl(K,) (III, p. 19).
Etant donnés un A-module F de type € et une suite exacte

(&) 0—E —E-—E—0
de A-modules de type €, la suite
(&®F) 0—FE®F—E®F—E'®F—0

déduite de (&) est exacte car F est projectif (*ou plus généralement platy) sur K
(IL, p. 58, prop. 5 et p. 63, cor. 6). On a alors, avec les notations du n°2

(14) Tegp = Te Cl(F).
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1l en résulte que le sous-groupe R de Z*) engendré par les éléments de la forme
re est un idéal & droite de 'anneau Z(“), et on démontre de méme que c’est un
idéal & gauche de Z(“). Par définition, K(%') est le groupe quotient Z(“)/R ; il existe
donc sur K(%) une unique structure d’anneau dont la multiplication satisfait &
[El4[Fls = [E ® Fly quels que soient les A-modules E et F de type €. Son élément
unité est [K,].

Lorsque la bigebre A est cocommutative, le monoide 4" est commutatif; il en
résulte que I'anneau Z() et 'anneau quotient K(%) sont commutatifs.

Remarque. — Sous les seules hypotheses (i) et (ii) de la prop. 9, le groupe de Gro-
thendieck K'(%) pour les sommes directes (VIII, p. 184) posséde une unique struc-
ture d’anneau dont la multiplication satisfait a [E][F], = [E ® F],. Son élément
unité est [K_Ji. L'anneau K'(%) est commutatif si la bigebre A est cocommutative.
La démonstration est analogue a celle de la prop. 9, compte tenu du fait que le
groupe K'(%) s'identifie & Z) /R, ot R est le sous-groupe de Z(*) engendré par
les éléments de la forme cl(E' @ E”) — cl(E’) — cl(E”) (loc. cit.).

Sous les hypotheses (i), (ii) et (iii) de la prop. 9, I'anneau K(%) est appelé
lUanneau de Grothendieck de €. Ces hypotheses sont vérifiées en particulier lorsque
K est un corps et € l'ensemble des classes des A-modules qui sont de dimension
finie sur K. Par conséquent :

COROLLAIRE. — Soit A une bigébre de coiinité vy sur un corps commutatif K. Il
existe alors sur le groupe additif R (A) une unique structure d’anneau dont la mul-
tiplication satisfait a

quels que soient les A-modules E et F de dimension finie sur K. L’élément unité de
Ri(A) est [K, ], Sila bigebre A est cocommutative, Uanneau Ry (A) est commutatif.

Ezemples. — 1) Soit K un corps commutatif. Soit G un groupe et soit K[G] I'algébre

du groupe G. Nous identifierons G & son image canonique dans K[G] (III, p. 19).
On munit K[G] de la structure de bigébre dont le coproduit ¢ et la coiinité v

sont donnés par

(15) cg)=9®g, g=1 (9€G).

Soient E et F des K[G]-modules ; d’apreés la formule (12), la structure de K[G]-module

sur E ® F est donc donnée par

(16) gr®y)=gr®gy (9€G, v€E, yeF)
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Le K[G]-module K., est I'espace vectoriel K, muni de I'action de G définie par gA = A
pour g € Get A € K.

L’anneau Ry (K[G]) est aussi noté Ry (G). Il est commutatif; sa multiplication
est donnée par [E] [F] = [E ® F] et 'élément unité de Rg(G) est [K,].

*2) Soient g une algebre de Lie sur un corps commutatif K, et U(g) son algébre
enveloppante ; on identifie g & son image canonique dans U(g) (LIE, I, p. 33, cor. 2).
On munit U(g) de la structure de bigébre pour laquelle le coproduit ¢ et la cotinité
sont donnés par

(17) ) =¢@l+ies, (=0
pour ¢ € g (LIE, II, p. 11).

Soient E et F des U(g)-modules ; d’apres la formule (17), la structure de U(g)-
module sur E ® F est caractérisée par

(18) frey)=CrRy+r®ly

pour(é €eg,x € EetyekF.
L’anneau de Grothendieck Ry (U(g)) est aussi noté %(g) dans LIE, VIII,
p- 133.«

Soit A un anneau commutatif. On peut considérer A comme une bigebre co-
commutative sur lui-méme dont le coproduit est I'isomorphisme naturel de A sur
A ®, A et la cotinité est Id, (III, p. 149). D’aprés la prop. 9, on obtient le résultat
suivant :

PROPOSITION 10. — Soit A un anneau commutatif et soit € un ensemble additif
de classes de A-modules satisfaisant aux trois hypothéses suivantes :

(i) Tout A-module de type € est projectif (*ou plus généralement platy) ;

(ii) Si E et F sont des A-modules de type €, le A-module E ®, F est aussi de
type 6 ;

(iii) Le A-module A est de type € .
Il eziste alors sur le groupe additif K(€') une unique structure d’anneau satisfaisant
a [Elg [Fly = [E ®4 Fly pour tout couple de A-modules E, F de type €. L’élément
unité de K(€) est [A],.



N° 8 LE GROUPE DE GROTHENDIECK Ko(A) A VIIL195

8. Le groupe de Grothendieck K (A)

Soit A un anneau. L’ensemble Z2(A) des classes de A-modules projectifs de
type fini est additif; on note K,(A) le groupe de Grothendieck K(Z2(A)).

Pour la loi de composition (E, E') — cl(E®E’), 'ensemble Z2(A) est un monoide
commutatif. De plus, toute suite exacte de A-modules projectifs

0—FE —E-—E—0

est scindée (II, p. 39, prop. 4), de sorte que E est isomorphe a E' & E”. L’appli-
cation E — [E] de £(A) dans Kj(A) définit donc un isomorphisme du groupe des
différences du monoide Z2(A) sur Ky(A) (VIIL p. 184).

Pour tout module P projectif de type fini, il existe un module P’ projectif de
type fini tel que P & P’ soit libre (II, p. 40, cor.1). Soient E et F des A-modules
projectifs de type fini; d’apres I, p. 18, prop. 6 on a [E] = [F] dans K (A) si et
seulement s’il existe un A-module libre de type fini L tel que les A-modules E® L et
F @ L soient isomorphes. On dit alors que E et F sont stablement isomorphes; cela
n’entraine pas nécessairement que E et F soient isomorphes (VIII, p. 202, exerc. 2
et VIII, p. 205, exerc. 14).

Lorsque I'anneau A est commutatif, il existe sur le groupe additif K,(A) une
structure d’anneau commutatif, dont la multiplication est caractérisée par la formule
[E] 5a) [Fl p(a) = [E @4 Fl 4y (VIIL p. 194, prop. 10).

Remarque. — Soit A un anneau semi-simple. Tout A-module est alors semi-simple
et projectif (VIII, p. 134, prop. 4), d’ott I'égalité

LF(A) =SS (A) = P(A)
(cf. le n° 4 pour la définition de L% (A) et .7 (A)). On a donc Ky (A) = R(A)
d’apres la définition de ces groupes de Grothendieck.

Exemple. — Si tout A-module projectif de type fini est libre, alors le rang définit
un isomorphisme de Kj(A) sur Z. C’est en particulier le cas si A est un anneau
principal (VIL, p. 14, cor. 3) ou si A est un anneau local (VIII, p. 33, cor. 6).
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9. Le groupe de Grothendieck K;(A) d’un anneau artinien

Soit A un anneau artinien a gauche. Soit t son radical ; ¢’est un idéal bilatere
nilpotent de A et anneau A/t est semi-simple (VIII, p. 169, prop. 1). D’apres
le corollaire de VIII, p. 172, 'application P — cl(P/tP) est un isomorphisme du
monoide Z(A) sur le monoide Z(A/t); on en déduit un isomorphisme de groupes
de Ky(A) sur Ky(A/x), caractérisé par la relation ([P],4)) = [P/tP]sa /) pour
tout A-module projectif de type fini P.

Comme Panneau A/t est semi-simple, la remarque ci-dessus entraine ’égalité
R(A/r) = Ky(A/r). Les modules de longueur finie sur anneau A/t ne sont autres
que les modules semi-simples de longueur finie sur anneau A (VIIL, p. 170, prop 2);
par suite, on peut identifier Z.% (A/r) & L7 (A), et R(A/v) A K(7(A)). On note §
I’homomorphisme 7gz(a) 77 (a) de R(A/t) = K(FF(A)) sur R(A) = K(LF(A))
(VIIL, p. 187, remarque 1), ¢’est un isomorphisme. Enfin, on a 2(A) C Z.F(A) et
l'on pose € = 74z (p), #(a)- On a donc défini un diagramme

Ko(A) = K (A/x) = R(A/r)

N

Notons .7 I'ensemble (fini) des classes de A-modules simples ; pour tout A € .7,
choisissons un module S, de classe A et une couverture projective (P,,u,) de S,
(VIII, p. 171, prop. 4). 1l résulte de la prop. 6 de VIII, p. 172 que K (A) est un
Z-module libre ayant pour base la famille ([P)]z(a))res- De plus, comme S, est
isomorphe a P, /tP, (VIII, p. 172), v transforme la base ([P,]z4))rer de Ko(A)
en la base ([S,]) e» de R(A/t). L'isomorphisme 0 transforme la base ([S,]) e de
R(A/x) en la base ([Sy])re» de R(A).

On appelle matrice de Cartan de A la matrice (a,,) de I'homomorphisme de
Z-modules ¢ : Ky(A) — R(A) par rapport aux bases ([Py]ya))resr de Ky(A) et
([SAD)res de R(A). Par définition, on a
(19) [P =2 a8  (pour ne )

e
dans le groupe R(A). Autrement dit, a,, est le nombre de quotients isomorphes a
S, dans une suite de Jordan Hélder du A-module P,.

Posons m = e oy 1 o671, c’est un endomorphlame du groupe R(A). Si M est

un A-module semi-simple de type fini et (P, u) une couverture projective de M, on a
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7([M]) = [P]. D’aprés la formule (19), la matrice de 7 par rapport a la base ([S,]) c.»
de R(A) n’est autre que la matrice de Cartan de A.

10. Changement d’anneau pour K;(A)

Soient A et B des anneaux. Soit f : A — B un homomorphisme d’anneaux. Si
P est un A-module projectif de type fini, le B-module f*(P) = B®, P est projectif
de type fini (II, p. 84, cor.); 'application P+ cl(f*(P)) est un homomorphisme
du monoide Z(A) dans le monoide & (B), et définit donc un homomorphisme f* :
Ko(A) — Ky(B) caractérisé par la relation f*([P]zs)) = [f*(P)]»m) pour tout
A-module projectif de type fini P. Si g : B — C est un second homomorphlsme
d’anneaux;, il résulte de la transitivité de 'extension des scalaires (II, p. 83, prop. 2)
que les homomorphismes (g o f)* et g* o f* de Ky(A) dans K,(C) sont égaux.

Supposons que f fasse de B un A-module & gauche projectif de type fini. Soit Q
un B-module & gauche projectif de type fini. Alors Q est facteur direct d’'un B-module
libre de type fini, qui est lui-méme projectif de type fini sur A. Par conséquent, le
A-module f,(Q) déduit de Q par restriction des scalaires est projectif de type fini.
On en déduit comme ci-dessus un homomorphisme f, : Kq(B) — Ky(A) caractérisé
par la relation f,([Q] »m)) = [f.(Q)]»(a) pour tout B-module projectif de type fini
Q. Sig:B — Cestun homomorphmme d’anneaux qui fait de C un B-module
projectif de type fini, les homomorphismes (g o f), et f, o g, de K,(C) dans K,(A)
sont égaux.

11. Réciprocité de Frobenius

Soit A un anneau semi-simple. Soit f un homomorphisme de A dans un anneau
semi-simple B. Soient S un A-module simple, T un B-module simple, D et E les
commutants de S et T respectivement. D’apres le lemme de Schur (VIII, p. 43,
cor.), D et E sont des corps. Soit H 'ensemble des homomorphismes A-linéaires de
S dans f,(T). On munit H de la structure de (E, D)-bimodule dont les lois d’action
sont (e,u) — eouet (d,u) — uod (poure € E, ueH, deD).

PROPOSITION 11. — a) La multiplicité [f,(T) : S] du A-module simple S dans le
A-module semi-simple f,(T) est égale d la dimension de H considéré comme espace
vectoriel a droite sur D.
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b) La multiplicité [f*(S) : T] est finie et est égale d la dimension de H considéré
comme espace vectoriel a gauche sur E.

L’assertion a) résulte de la formule (11) de VIIL, p. 68.

Le B-module f*(S) est semi-simple et de type fini, donc de longueur finie.
D’apres la formule (12) de loc. cit., on a

(20) [f*(S) : T] = dimy Homg(f*(S),T).

Or, on a défini en II, p. 82 (formule 2 et remarque 2) une bijection E-linéaire de
Hom, (S, f,.(T)) sur Homg(f*(S), T). L’assertion b) résulte alors de la formule (20).

COROLLAIRE (Réciprocité de Frobenius). — Supposons que A et B soient des al-
gebres semi-simples de dimension finie sur un corps commutatif K et que f soit
K-linéaire. Alors les K-espaces vectoriels S, T, D, E et H sont de dimension finie,
et l'on a les égalités

(21) [f(T) : S][D : K] = [f*(S) : T[E : K] = [H : K].
En particulier, lorsque K est algébriquement clos, on a D = E =K et

(22) [£.(T) =S} = [f*(S) : T] = [H: K]

Le A-module S est simple, donc monogene, et D est un sous-espace vectoriel de
Homy (S, S); donc S et D sont de dimension finie sur K. Pour une raison analogue,
T et E sont de dimension finie sur K. Enfin, H est un sous-espace vectoriel de
Homy (S, T); il est donc aussi de dimension finie. La formule (21) résulte alors de la
prop. 11 puisque la dimension de H sur K est égale & [H: D][D : K] et & [H : E][E : K]
(I1, p. 31, prop. 25). D’apres le th. 1 de VIII, p. 43, si K est algébriquement clos, on
a D = E = K. La deuxiéme partie du corollaire résulte alors de la premiere.

Soient A et B des algebres semi-simples de dimension finie sur un corps com-
mutatif K et que f soit un homomorphisme de K-algébres de A dans B.

Soit .#’(A) 'ensemble des classes de A-modules simples ; pour tout A € .¥(A),
soit S, un module de classe A, et Dy son commutant ; alors D, est une algebre de
degré fini sur K, et I'on note d, ce degré. On définit de manieére analogue .7 (B),
T,, E, et e, pour u dans .#(B). Le groupe de Grothendieck K,(A) a pour base la
famille ([Sy])yex(a) et Ko(B) a pour base ([T,]),com)- Soient (a,,) la matrice de
[ Ko(A) = Ky(B) et (by,) la matrice de f, : Ko(B) — Kg(A) par rapport a ces
bases. On a par définition

(23) Aux = [f7(Sy) : T,¢]> bxu = [f*(T,L) 1Sy
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pour A dans (A) et p dans .#(B). Notons h,, la dimension sur le corps K de
I'espace vectoriel Homy (S,, f,(T,)). D’apres le corollaire ci-dessus, on a

(24) Pay = €,a,, = dyby,.

Lorsque le corps K est algébriquement clos, on a d, = e, = 1; par conséquent, on a
(25) a/l,/\ = b)\/l, = h/\;z‘

Autrement dit, les matrices de f, et f* par rapport aux bases données de Ky(A) et
K,(B) sont transposées l'une de l'autre.

12. Cas des anneaux simples

Soient A et B des anneaux simples et f un homomorphisme de A dans B. Soient
S un A-module simple et T un B-module simple. On pose

(26) i(f) = [f7(S) - T] = longg(f*(S)) ;

on dit que le cardinal i(f) est 1'indice de f. Lorsque A est un sous-anneau de B, et
f Vinjection canonique de A dans B, on écrit (B, A) au lieu de i(f), et 'on dit que
ce cardinal est I'indice de A dans B. On définit de maniére analogue la hauteur h(f)
de f :

(27) h(f) = [f.(T) : S] = long, (f.(T)) ;

lorsque A est un sous-anneau de B et f l'injection canonique de A dans B, on écrit
h(B, A) pour h(f) et l'on dit que c’est la hauteur de A dans B.

Le A-module S est monogene, donc le B-module f*(S) = B®, S est monogeéne;
il en résulte que i(f) est fini, donc que c’est un entier. Soit M un A-module. Notons a
sa longueur, alors M est isomorphe & S(. Donc le B-module f,(M) est isomorphe &
£.(S)®. Par définition de i(f), on a donc

(28) longp (f*(M)) = i(f) long, (M).

Les Z-modules K,(A) et Ky(B) sont libres de dimension 1, de bases respectives [S]
et [T], et 'on a

(29) F(8]) = a(HIT.
Prenons en particulier M = A_; alors f*(A,) = B®,4 A, est isomorphe & B, (II,
p. 56), d’ou

(30) i(f) = long(B)/ long(A).
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D’aprés le théoréme de Wedderburn (VIII, p. 116, th. 1), il existe des entiers m > 1
et n > 1 et des corps D et E tels que A soit isomorphe & M, (D) et B & M, (E);
d’apres la formule (30), on a i(f) = 2 et en particulier m divise n.

Soit N un B-module ; notons a sa longueur. Alors N est isomorphe & T® donc
le A-module f,(N) est isomorphe & f,(T)® ; par définition de h(f), on a

(31) long, (f.(N)) = h(f)longg(N).

On a vu (VIIL, p. 120, prop. 5) que f fait de B un A-module libre et que toutes les
bases de ce module ont le méme cardinal, noté [B : A], et appelé le degré (a gauche)
de B sur A. Le A-module f,(B,) est isomorphe & APl donc il est de longueur
égale a [B : A], long(A). D’apres la formule (30), et la formule (31) appliquée au cas
particulier N = B,, on a donc

(32) [B: Alg = i(£)h(f)-

Supposons maintenant que B soit un A-module de type fini, ¢’est-a-dire que [B : A],
soit fini. Alors h(f) est fini d’aprés la formule précédente. On a défini (VIIL, p. 197)
un homomorphisme de groupes f, de Ky(B) dans K,(A); on a

(33) FA[T]) = h(f)IS]-

Supposons que A et B soient des algebres de dimension finie sur un corps com-
mutatif K et que f soit K-linéaire. Comme plus haut, il existe des entiers m > 1 et
n > 1, des K-algebres D et E qui sont de corps et des isomorphismes de K-algebres
de A sur M,,(D) et de B sur M,,(E). Posons d = [D : K] et e = [E : K]. On a alors
les relations

TL2€

[A: K] = m?d, [B: K] = n’e, [B:A]s:@

et, d’apres les formules (30) et (32), les relations

) n ne

= wf)=_
Lorsque le corps K est algébriquement clos, on a d = e = 1, d’out i(f) = h(f) et
[B: Al =i(f)*

Soient A, B et C des anneaux simples et soient f : A — Bet g : B — C des

homomorphismes. Soit S un A-module simple. Les C-modules (go f)*(S) et g*(f*(S))
sont isomorphes; on a donc, d’apres les formules (26) et (28),

i(g o f) =longa(g"(f(S))) = i(g) longg (f(S)) = i(g)i(f)-
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On démontre de méme I'égalité h(g o f) = h(g)h(f). Lorsque A est un sous-anneau
de B, que B est un sous-anneau de C et que f et g sont les injections canoniques,

ces égalités s’écrivent encore
(34) i(C,A) =i(C,B)i(B, A), h(C,A) = h(C,B)h(B, A).

PROPOSITION 12. — Soit B un anneau simple et soit A un sous-anneau simple de
B. On suppose que B est un A-module a gauche de type fini. Soit M un B-module
a gauche de type fini non nul. Posons A’ = End, (M) et B = Endg(M). Alors B’
est un sous-anneau de A’, les anneauz A’ et B’ sont simples, A’ est un B'-module a
gauche de type fini et l'on a les égalités

i(A,B) =h(B,A), h(A,B)=i(B,A), [A:B],=[B:AL
D’apres la prop. 4 de VIII, p. 119, Panneau A’ est simple, M est un A’-module
de longueur finie et I'on a

long, (M) = long(A”), long,, (M) = long(A).
Pour les mémes raisons, 'anneau B’ est simple et 'on a
longp (M) = long(B’), longy (M) = long(B).
D’apres les formules (31) et (30), on a donc
h(B,A) = long, (M)/longg(M) = long(A’)/long(B’) = i(A’, B),
et la formule h(A',B’) = i(B, A) s’établit de maniére analogue. De 1a on déduit
[A": B, =4(A,B)h(A,B') = h(B,A)i(B,A) = [B: A],

par la formule (32). En particulier, A’ est un B’-module & gauche de type fini.
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EXERCICES

1) Soit p un nombre premier. Notons € 'ensemble des classes des Z-modules de la forme
(Z/p*Z)" © (Z/p>Z)™ pour n,m € N.

a) Démontrer que € est additif mais qu’il n’est pas héréditaire. Quel est le plus petit
ensemble héréditaire 5 contenant ¢ 7

b) Démontrer que toute suite exacte courte de modules de type € est scindée. Décrire
le groupe K(%).

¢) Construire une suite exacte

0— My —M; - My — Mg —My—0

de modules de type % telle que les classes de M @ My @ My et My @ M3 dans K(%) soient
distinctes.
d) L’homomorphisme naturel de K(¢) dans K(J) est il injectif ?

2) Soient A un anneau, a et b deux éléments de A tels que ab = 1 et ba # 1. Démontrer
que le A-module A(1 — ba) est projectif et qu'il est stablement isomorphe au A-module
nul. Plus précisément, démontrer que les A-modules A et A(1—ba) D A sont isomorphes.

3) Soient A et B des anneaux. Calculer les groupes de Grothendieck R(A x B) et Ko(A xB)
en fonction de ceux de A et de B.

4) Soient A et B des anneaux équivalents au sens de Morita. Démontrer que les groupes
R(A) et R(B) (resp. Ko(A) et Ko(B)) sont isomorphes.

5) Soit A un anneau. Notons .#(A) 'ensemble des couples (n,p) olt n est un entier et
p un élément idempotent de M, (A). On définit une loi d’addition sur .#(A) en posant
(m,p) + (n,0) = (m +n, (7))

a) Soit Z(A°) le monoide des classes de A-modules & droite projectifs de type fini;
soit ¢ : F(A) — P2(A°) lapplication définie par ¢(n,p) = cl(Im p). Démontrer que ¢ est
un homomorphisme surjectif et que des éléments (m, p) et (n,q) de #(A) ont méme image
par ¢ si et seulement s'il existe a € My, n(A) et b € My, 1, (A) tels que ab = p et ba = q.

b) En déduire que les groupes Ko(A) et Ko(A°) sont isomorphes.

6) Soient A un anneau, G un groupe abélien, T : A — G une application traciale (VIII,
p. 111, exerc. 3). Pour tout A-module & droite projectif de type fini P, on note
Tp: EndA(P D Ad) — G

I'unique application traciale qui prolonge T (loc. cit.) et 7p le projecteur de Enda (P @& Ay)
d’image P et noyau Ag. Construire un homomorphisme de groupes T : K (A) — G tel que
T([P]) = Tp(mp) pour tout A-module & droite projectif de type fini P.
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7) Soient I un ensemble ordonné filtrant & droite, (A;, f;;) un systéme inductif d’anneaux, et
A salimite. Démontrer que Ko(A) est la limite du systeme inductif de groupes (Ko(A;), f5;)-

9 8) Soient A,B et C des anneaux, f : A — C et g : B — C des homomorphismes
d’anneaux ; on suppose que f est surjectif. On considere le sous-anneau D de A x B formé
des couples (a,b) tels que f(a) = g(b). Soient M un A-module, N un B-module et « un
C-isomorphisme de C®a M sur C ®g N. On note P le sous-D-module de M x N formé des
couples (m,n) tels que u(1®@m) =1®@n.

a) On suppose que les modules M et N admettent des bases finies (e;)ier et (fj)jes, et
que la matrice de u dans les bases (1®e¢;) et (1® f;) est 'image d’une matrice inversible (a;;)
& éléments dans A. Prouver que le D-module P est libre; plus précisément, les éléments
(ei, 225 ajifj)ier forment une base de P.

b) Soient p,q des entiers, X € M, ,(C) et ¥ € M,,(C) des matrices telles que
XY =1, et YX =1, Prouver que la matrice carrée (¥ §) est I'image d'une matrice
inversible a éléments dans A en utilisant 'identité

)G 66 )

¢) On suppose que les modules M et N sont libres de type fini; déduire de a) et b)
que le D-module P est projectif de type fini.

d) On suppose que M et N sont projectifs de type fini. Construire un A-module M’ et
un B-module N’ tels que M @ M’ et N @ N’ soient libres de type fini, et que les C-modules
C®aM et C®pN soient isomorphes. En déduire que le D-module P est projectif de type
fini.

e) Prouver que les homomorphismes canoniques A®@p P — M et B&p P — N déduits
des deux projections sont bijectifs (se ramener comme ci-dessus au cas ot les hypothéses
de a) sont satisfaites).

/) Inversement, soit P’ un D-module projectif de type fini; on pose M’ = A @p P’ et
N =B®pP’, et 'on note v’ : C®x M’ — C®p N’ I'isomorphisme canonique. Prouver que
I’homomorphisme canonique de P’ dans M’ x N’ induit un isomorphisme D-linéaire de P’
sur le D-module associé¢ & (M',N',«/).

g) Notons ¢q : Ko(D) — Ko(A) X Ko(B) et ¥ : Ko(A) X Ko(B) — Ko(c) les
homomorphismes tels que

@o([P]) = ([A ®p P, [B ®p P]) et Po(M],[N]) = [C®a M] — [C @B N].
Prouver que la suite
Ko(D) % Ko(A) x Ko(B) % Ko(C)

est exacte. Si de plus il existe un homomorphisme d’anneaux s : C — A tel que fos = Idc,
démontrer que g est injectif et que g est surjectif.
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9) Soient A un pseudo-anneau, c’est-a-dire une Z-algébre associative non nécessairement
unifere, Ala Z-algebre déduite de A par adjonction d’un élément unité (III, p. 5); l'en-
semble A est égal & Z x A. On note ¢ : A — Z 'homomorphisme (n,a) — n. On désigne
par Ko(A) le noyau de 'homomorphisme * : Ko(A) — Ko(Z) associé  «.

a) Si A est unifere, démontrer que A est isomorphe a ’anneau produit Z x A et que
la, définition de Ko(A) est compatible avec celle donnée au n° 8.

b) Soient A et B des pseudo-anneaux et f : A — B un homomorphisme. Soit f (Ao
B I'homomorphisme d’anneaux défini par f((n,a)) = (n, f(a)). Prouver que f* applique
Ko(A) dans Ko(B). On note f*: Ko(A) — Ko(B) 'homomorphisme déduit de .

¢) On suppose que f est surjectif ; on note a son noyau, et ¢ 'injection canonique de a
dans A. Montrer que la suite

Ko(a) ~ Ko(A) L5 Ko(B)

est exacte. Si de plus il existe un homomorphisme de pseudo-anneaux s : B — A tel que
fos=1Idg, i* est injectif et f* est surjectif (appliquer l'exerc. 8 en prenant pour triplet
(A, B, C) d’abord (A, A,B), puis (D,Z,A)).

d) Démontrer que les conclusions des exercices 7 et 8 s’étendent au cas des pseudo-
anneaux.

¢) On note M (A) le pseudo-anneau des matrices de type N x N & éléments dans A,
nuls sauf un nombre fini. Soit f : A — My (A) application qui associe & a € A la matrice
(bsj) telle que boo = a et by; = 0 si (¢,7) # (0,0). Prouver que f* est un isomorphisme de
Ko(A) sur Ko(Moo(A)) (utiliser les exerc. 4 et 7).

10) Soit A un anneau. On note GLy(A) le sous-groupe de GL(AM)) formé des matrices
X telles que X — I n’ait qu’un nombre fini d’éléments non nuls, et E(A) le sous-groupe
de GLy(A) engendré par les matrices I + AE;; pour ¢,j dans N, i # j, A € A; clest le
groupe dérivé de GLoo(A) (II, p. 208, exerc. 15). On désigne par K;(A) le groupe quotient
GL(A)/E(A); sa loi de groupe est notée additivement. Tout homomorphisme d’anneaux
f A — B induit un homomorphisme de groupes f*: Kj(A) — K;1(B).

a) Pour tout entier n > 1, soit ¢, : GL,(A) — K;(A) 'homomorphisme qui associe
a X € GLy(A) la classe de la matrice (¥ 9). Si l'anneau A est local, prouver que ¢, est
surjectif pour tout n (utiliser 'exerc. 17 de VIII, p. 39).

b) On suppose Panneau A commutatif. Construire un homomorphisme surjectif dy :
Ki(A) — A* tel que da o, = det pour tout n. Si de plus A est local ou euclidien, les
homomorphismes da et ¢; sont des bijections réciproques I'une de l'autre.

¢) Soient I un ensemble ordonné filtrant a droite, (A;, f;;) un systéme inductif d’an-
neaux et A sa limite. Prouver que Kj(A) est la limite du systéme inductif de groupes

(K1 (Ad), £:)-
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9 11) On reprend les hypothéses et notations de l'exerc. 8. On note f' : D — B et
g : D — A les homomorphismes déduits des deux projections,

p1: Ky (D) — K1 (A) X Kl(B) et Pyt Kl(A) x K1 (B) — Kl(C)
les applications définies par 1(2) = (¢"*(2), f*(2)) et ¥1(z,y) = f*(z) — g*(v).
a) Démontrer que la suite
K (D) 25 Ky (A) x Ky (B) 25 K, (C)
est exacte (on remarquera que f(E(A)) = E(C)). Si de plus il existe un homomorphisme
d’anneaux s : C — A tel que f os = Idc, démontrer que 11 est surjectif.

b) Pour tout entier n et tout élément g de GL,(C), on note P, le D-module projectif
associé aux modules A", B™ et a 'isomorphisme de C @ A" sur C @ B" de matrice g
(exerc. 8). Construire un homomorphisme 0 : K;(C) — Ko(D) tel que doun(g) = [Py]—[D¥]
pour tout entier n et tout élément g de GL,,(C).

¢) Prouver que la suite

Ki (D) 25 Ky (A) x Ki(B) -2 K, (C) -2 Ko (D) £% Ko(A) x Ko(B) 2% Ko(C)

est exacte.

12) Soit f : A — B un homomorphisme surjectif d’anneaux, a son noyau, i U'injection
canonique de a dans A. Construire un homomorphisme 9 : K;(B) — Ko(a) tel que la suite

Ki(A) L5 K (B) -2 Kola) -5 Ko(A) L5 Ko(B)
soit exacte (raisonner comme dans l'exerc. 11 ¢)).

13) Notons € (resp. 2) lensemble des classes des Z-modules de longueur finie (resp. de

type fini). Montrer que ’homomorphisme de groupes v« de K(%) dans K(2) est nul.

14) Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2, on note
A=K[XY,Z]/(X2+Y?+ 7% -1).

Soit M le A-module A%/A(X,Y,Z), ot X, Y et Z désignent les images respectives de X, Y

et Z dans A. Montrer que M @& A est un A-module libre mais que M n’est pas un module
libre.



§12. PRODUIT TENSORIEL DE MODULES SEMI-SIMPLES

Dans ce paragraphe, la lettre K désigne un corps commutatif. Si E et F sont
des espaces vectoriels sur K, on note E® F le produit tensoriel E @y F.

1. Modules semi-simples sur un produit tensoriel d’algébres

Dans ce numéro, on considere des K-algebres A; et A,; on note A l'algebre
A, ® A,

PROPOSITION 1. — Soient M, un A,-module et My un Ay-module, tous deuz non
réduits a 0. Si le module M = M; ® My sur l'anneau A = A, ® A, est simple
(resp. isotypique, resp. semi-simple), le A,-module M, et le Ay-module M, sont
simples (resp. isotypiques, resp. semi-simples).

Supposons que M soit un A-module semi-simple. Soit N; un sous-A;-module
de M,. Notons N l'image canonique de N; ® M, dans le A-module M. D’apres le
cor. 2 de VIII, p. 52, il existe un projecteur A-linéaire p dans M, d’image N. On
a par hypotheése M, # 0; on peut donc choisir un élément m de M, et une forme
lindaire ¢ sur le K-espace vectoriel M,, tels que ¢(m) = 1 (I, p. 105, cor. 2). Soit
u Papplication de M; dans M définie par u(m,) = m; ® m et soit v 'application K-
linéaire de M dans M, caractérisée par v(m, ® m,) = ¢(my)m,. Posons ¢ = vopou.
L’application ¢ : M; — M, est A;-linéaire, son image est contenue dans N; et on a
¢(n) = n pour tout n € N;. Par suite ¢ est un projecteur dans M; d’image N;. On
a prouvé que M, est un A -module semi-simple (VIIL, p. 52, cor. 2).

Supposons que M soit simple et que M; soit somme directe de deux sous-A;-
modules M) et M. Posons M’ = M} ® M, et M” = M} ® M, ; alors M est somme
directe des sous-A-modules M’ et M”. Comme M est simple, M’ ou M” est réduit
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a 0; comme on a M, # 0 par hypothése, on a M} = 0 ou M} = 0 (II, p. 62, cor. 2).
Cela prouve que M; est un A;-module simple.

Supposons maintenant que M soit un A-module isotypique. Soient S et T des
sous-A,-modules simples de M;. Les A-modules S ® M, et T ® M, s’identifient a
des sous-modules non nuls de M. Ils sont donc isotypiques de méme type que M.
D’apres la remarque de VIII, p. 57, il existe une application A-linéaire non nulle
f:S®M, = T®M,. L’application f est en particulier A,-linéaire. Comme les A -
modules S®M, et T®M, sont non nuls et isotypiques de type S et T respectivement,
S et T sont isomorphes. Cela prouve que M; est un A;-module isotypique.

PROPOSITION 2. — Soit S un module simple sur l'anneau A = A; ® A, et de di-
mension finie sur K. Pour i € {1,2}, il existe un A;-module simple S, tel que le
A,;-module S soit isotypique de type S;. Le A-module S est isomorphe d un quotient
du A-module S; ® S,.

Comme S est un A;-module de dimension finie non nulle sur K, il est de longueur
finie sur A; et il existe un A;-module a gauche simple S; et une application A;-
linéaire non nulle de S; dans S. Munissons M, = Hom, (S;,S) de la structure de
Ay-module & gauche définie par la loi d’action (a,, u) — (ay)g o u. On a M, # 0 par
construction et M, est de dimension finie sur K. On peut donc trouver un A,-module
a gauche simple S, et une application A,-linéaire non nulle ¢ : S, — M,. On définit
une application A-linéaire non nulle ¢ de S; ® S, dans S telle que I'on ait

P(s1 ® 83) = p(52)(51)

pour tout s; € S; et tout s, € S,. Comme S est un A-module simple et que ¥
n’est pas nulle, 1 est surjective et S est isomorphe a un quotient de S; ® S,. Pour
i € {1,2}, le A,-module S; ® S, est isotypique de type S;, et il en est donc de méme
du A;-module S (VIII, p. 57, prop. 2).

Pour toute K-algebre B, on note . (B) I'ensemble des classes de B-modules a
gauche simples (VIII, p. 47) qui sont de dimension finie sur K.

THEOREME 1. — Supposons le corps K algébriquement clos.

a) Soit My un Aj-module et My un Ay-module tous deux simples (resp. semi-
simples) et de dimension finie sur K. Alors M, ® M, est un module simple
(resp. semi-simple) sur Uanneau Ay ® A, et de dimension finie sur K.

b) Llapplication de F(Ay) X Fx(Ay) sur Fx(Ay @ Ay) qui applique
(cl(Sy), cl(Sy)) sur cl(S; ® S,) lorsque S, (resp. Sy) est un A,-module (resp. A,-
module) simple de dimension finie sur K est bijective.
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Pour démontrer a), il suffit de considérer le cas ot M; et M, sont simples. Soit M’
un sous-A-module de M = M; ® M,, c’est un sous-A;-module de M; ® M,, stable
par I'ensemble des endomorphismes de la forme 1y, ® u, ot u parcourt I’ensemble
des homothéties du A,-module M,. Comme le corps K est algébriquement clos, le
lemme de Schur (VIIL, p. 43, th. 1) entraine que le commutant End,, (M;) de M,
est égal & K. D’apres le cor. 2 de VIII, p. 59, le sous-A-module M’ de M; ® M,, est
de la forme M; ® M), ot M), est un sous-A,-module de M,. On a supposé que M,
est simple ; on a donc M5 = 0 ou M = M,, c’est-a-dire M’ = 0 ou M’ = M. Donc M
est simple.

Si S est un module simple sur A; ® A,, de dimension finie sur K, il résulte de
la prop. 2 et de a) que S est isomorphe & un module de la forme S; ® S,, ou S,
(resp. S,y) est un A;-module (resp. Ay-module) simple. De plus, en tant que A;-
module, S est isotypique de type S;, donc la classe de S, ne dépend que de celle de S.
Cela prouve b).

Remarques. — 1) L’assertion a) du th. 1 n’est plus vraie lorsque le corps K n’est pas
supposé algébriquement clos. On peut donner des exemples (VIII, p. 221, exerc. 4)
ou M; est un A,-module simple, de dimension finie sur K pour ¢ € {1,2} et ou le
A-module M; ® M, n’est pas semi-simple, ou est semi-simple mais non simple.

2) Il existe un homomorphisme ¢ de Rg(A;) ®7 Rk (A,) dans Ry (A) caractérisé
par la relation p([M;] ® [M,]) = [M; ® M,]. Cela se démontre comme la prop. 9
de VIII, p. 192. Si le corps K est algébriquement clos, ¢ est un isomorphisme de
Rk (A)) ®; Rk(A,) sur Rk (A) d’apres le th. 1, b), puisque pour toute K-algébre B,
le Z-module Ry (B) est libre de base la famille ([S])se 5, m) (VIII, p. 191).

2. Produit tensoriel de modules simples

Soient A; et A, des algebres sur le corps commutatif K. On note A la K-algebre
Ay @A,

Lemme 1. — Soient My et Ny des A;-modules et soient M, et N, des A,-modules.
On fait les hypothéses suivantes :

(i) Le A,-module M, est de type fini,

(ii) Le Ay-module M, est de type fini ou Ny est de dimension finie sur K.
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Posons M = M, ® My, et N = N; ® Ny, et considérons-les comme modules sur

UVanneau A = A} ® A,. L’homomorphisme canonique (I1, p.57)

A : Homg (M, N;) ® Homy (M,, Ny) — Homy (M, N)

induit alors un isomorphisme de K-espaces vectoriels

¢ : Homy (M;,N;) ® Homy,, (M, N,) — Hom, (M, N).

L’application A est injective (II, p. 110, prop. 16) et applique le sous-espace
vectoriel Homy, (M, N;) @ Homy, (M,, Ny) dans Homy (M, N). 11 suffit donc de
prouver que toute application A-linéaire de M dans N appartient a 'image de
Hom,, (M;,N;) ® Hom,, (M,,N,) par A. Soit v : M = N une application A-linéaire.
Soit x € M,. Notons u, l'application A,-linéaire y — u(z ® y) de M, dans N; ® N,.
Posons P = Homy, (M,, N, ). Notons v I'homomorphisme canonique de N; ® P dans
Homy, (My, Ny @N,) (IL, p. 75). Cette application est injective, (II, p. 75, prop. 2, (i)
appliquée au K-espace vectoriel Ny). D’aprés Uhypothese (ii), il existe un sous-espace
vectoriel V,, de Ny, de dimension finie sur K, tel que u, prenne ses valeurs dans
V, ® N,. Il en résulte que u, est I'image par v d'un unique élément v, de N; ® P.
L’application @ :  +— v, de M; dans N; ® P est A;-linéaire. D’apres ’hypothese (i),
le A;-module M, est de type fini et un raisonnement analogue au précédent montre
que % appartient a I'image de Hom, (M;,N;) ® P dans Hom, (M;,N; ® P), d’ou
le lemme 1.

THEOREME 2. — Soient A, et A, des algébres sur le corps commutatif K ; soit S; un
A -module simple et soit Sy un Ay-module simple. Soient D, et Dy les commutants
respectifs de Sy et Sy. Posons M = S, ® S,, A = A, ®A, e¢eD =D, ® D,. On
considére M comme un (A, D)-bimodule & gauche.

a) Le commutant du A-module M est égal a Dy;.

b) Lapplication a — aM est un isomorphisme de Uensemble des idéauz d droite
de D, ordonné par inclusion, sur 'ensemble des sous-A-modules de M, ordonné par
inclusion; Uapplication réciproque associe a un sous-module N de M [’idéal de D
formé des éléments d tels que dM C N

L’assertion a) résulte du lemme 1 puisqu'un module simple est monogene.

Soit T le (A, Dy)-bimodule S; ® (D,),;. On identifie M = S, ® S, a T®p, S, (1L,
p. 64) ; cette identification est compatible avec les structures de modules & gauche
sur 'anneau A = A; ® A,.

Soit N un sous-A-module de M; c’est un sous-Ay,-module de T ®p, S,, stable
par les endomorphismes de la forme (a,)p ® lg, pour a; parcourant A;. Il résulte du
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cor. 2 de VIII, p. 59, qu’il existe un unique sous-(A;, D,)-bimodule V de T, tel que
N =V ®&p, S,.

L’isomorphisme u de T = S; ® (D,), dans ((Dy); ® (Dy)y) ®p, Sy caractérisé
par u(s ® d) = 1 ® d ® s est (A, D,)-linéaire. Identifions ces (A;, D,)-bimodules.
Un raisonnement analogue a celui qui précede démontre I'existence et 'unicité d’un
sous-(D; ® D,)-module & droite a de D; @ D, tel que V = a®p, S;. Compte tenu des
identifications faites, a est 'unique idéal a droite de D = D; ® D, tel que N = aM.

On vient de prouver que l'application a — aM est bijective ; la derniere assertion
en résulte.

COROLLAIRE 1. — Le module S; ® S, sur lanneau A, ® A, est semi-simple
(resp. isotypique, resp. simple) si et seulement si l'anneau D = D; ® D, est
semi-simple (resp. simple, resp. un corps). En particulier, S; ® Sy est simple si le
commutant de S; ou de Sy est égal a K.

Compte tenu du théoréme 2, pour que le module S; ® S, sur 'anneau D; ® D,
soit semi-simple (resp. isotypique, resp. simple), il faut et il suffit que le D-module
a droite (D; ® D,), le soit (VIII, p. 104, prop. 10). Or le D-module & droite D, est
simple si et seulement si D est un corps; il est isotypique (resp. semi-simple) si et
seulement si anneau D est simple (resp. semi-simple) (VIIL, p. 116, déf 1, VIII,
p. 117, cor. 1 et VIII, p. 133, prop. 2).

COROLLAIRE 2. — On a 3, (M) = R(D)M. Pour que le A-module M soit sans
radical, il faut et il suffit que 'anneau D soit sans radical.
Cela résulte de la prop. 8 de VIII, p. 104 et du th. 2, b).

3. Produit tensoriel d’algébres commutatives semi-simples

THEOREME 3. — Soient Z, et Z, des algébres commutatives semi-simples sur K.
Le radical de l'anneau Z, ® Z, est égal a U'ensemble des éléments nilpotents de cet
anneau.

Traitons d’abord le cas ol Z; et Z, sont des extensions L; et L, du corps K.
Quitte a échanger L; et L,, on se ramene au cas ou le degré de transcendance de
L, sur K est majoré par celui de L, sur K. Choisissons une cléture algébrique €2
de L,; d’apres le cor. 1 du th. 5 de V, p. 112, on peut supposer que L; est une
sous-extension de €.

A) Prouvons d’abord que le radical de 1, ® Ly, est contenu dans celui de L, @ Q).
Posons a = R(L; ® L,)(L; ® Q) ; ¢’est un idéal de 'anneau commutatif L; ® Q2 et I'on
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doit prouver que a est contenu dans le radical de L; ® Q. Autrement dit (VIII, p. 151,
th. 1), il s’agit de prouver que, pour x € a, 'élément 1+ x est inversible dans L; ® €.
Or, comme €2 est une extension algébrique de Ly, il existe une extension Lj de Ly,
de degré fini, telle que = appartienne & R(L; ® L,)(L; ® Ly). 11 suffit évidemment de
prouver que 14z est inversible dans L; ® Ly. Or C = L; ® L; est un module de type
fini sur 'anneau B = L; ® L, ; d’aprés le cor. de VIIL, p. 171, on a R(B)C C R(C),
donc z appartient au radical de C et 1 + x est inversible dans C.

B) Prouvons que le radical de L; @) se compose d’éléments nilpotents. Notons p
lexposant caractéristique de K et P la fermeture radicielle de K dans Q (V, p. 24);
c’est un corps parfait. Comme P est une extension algébrique de K, on a L;(P) =
L,[P] (V, p.18, cor. 1). Soit b le noyau de ’homomorphisme canonique de L; ® P

sur le corps Py = L;[P]. Soit = € b; il existe des éléments y,,...,y, de Ly, et des
éléments z;,...,2, de P tels que x = Y7y, ® z; et X7 y;2, = 0. Comme P est
radiciel sur K, il existe une puissance q de p telle que 27, ..., 2¢ appartiennent a K.
On a alors

n n n q

i=1 i=1 i=1
Donc b se compose d’éléments nilpotents.

Posons ¢ = b ®p ; c’est le noyau de I'homomorphisme canonique de
(L @ P) ®@p Q sur P; ®p Q, et il se compose d’éléments nilpotents d’apres ce
qui précede. Or ) est une extension algébriquement close de P, et P, est une
sous-extension de 2. Comme le corps P est parfait, P; est une extension séparable
de P (V, p. 119, th. 3); d’aprés le th. 4 de V, p. 120, lintersection des idéaux
maximaux de 'anneau commutatif P; ®p €2 est réduite a 0. Autrement dit, 'anneau
P, ®p Q, qui est isomorphe a ((L; ® P) ®p ) /¢, est sans radical. Ceci prouve (VIII,
p. 150, prop. 5) que ¢ contient le radical de anneau (L; ® P) ®p ; or cet anneau
est isomorphe a L; ® Q, et ¢ se compose d’éléments nilpotents. Donc le radical de
L; ® € se compose d’éléments nilpotents.

C) Fin de la démonstration du cas particulier. D’apres A) et B), le radical v
de L; ® L, est contenu dans I'ensemble n des éléments nilpotents de cet anneau
commutatif ; on sait par ailleurs que n est contenu dans v (VIIL, p. 153, remarque 2).

Passons au cas général. Comme une K-algebre commutative semi-simple est le
produit d’un nombre fini d’extensions du corps K (VIII, p. 133, prop. 3) et que le
radical d’'un produit d’anneaux est le produit des radicaux (VIII, p. 152, cor. 3), le
radical de Z; ® Z, est 'ensemble des éléments nilpotents de cet anneau.
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4. Radical d’un produit tensoriel d’algebres

Soient A, et A, des K-algebres.

PROPOSITION 3. — On suppose que les algébres A, et A, sont semi-simples, de
centres respectifs Z, et Zy. Posons Z =7, ® Z,.

a) L’application a — aA est un isomorphisme de ensemble des idéauz de 7Z,
ordonné par inclusion, sur ’ensemble des idéauz bilatéres de A, ordonné par inclu-
Ston.

b) Le radical de A est égal d lintersection des idéaux bilatéres mazimauz de A
et est égal a R(Z)A.

¢) Si l'une des K-algébres Z, ou Z, est séparable, en particulier si le corps K
est parfait, les radicaux des anneaux Z et A sont réduits a 0.

Chacune des algebres A; est produit d’un nombre fini d’algebres simples. Or
le centre d’un produit d’anneaux est le produit des centres, et 'on a des assertions
analogues pour les radicaux (VIII, p. 152, cor. 3) et pour les idéaux bilateéres (I,
p. 104, prop. 8). Il suffit donc de prouver la proposition 3 sous 'hypothése que A,
et A, sont des algebres simples.

Pour i € {1,2}, posons B, = A; ® A? et considérons A; comme un B;-module,
les homothéties étant caractérisées par la formule

(x®y)z =22y

pour z,y et z dans A;. Le commutant du B;-module A; est (Z;),,, I'ensemble des
homothéties par les éléments de Z;, que l'on identifie a Z,. De plus, les sous-B,-
modules de A; sont les idéaux bilateres de A;, et comme l'anneau A, est simple, il
n’a pas d’autre idéal bilatére que 0 et A,. Donc A; est un B,-module simple. Par
ailleurs, les sous-(B; ® By)-modules de A} ® A, sont les idéaux bilatéres de 'anneau
A ®A,.

L’assertion a) résulte donc de VIII, p. 210, th. 2, b) appliqué au By-module
simple A;, de commutant Z; et au By,-module simple A, de commutant Z,.

Démontrons l’assertion b). L’intersection des idéaux bilatéres maximaux de A
est le radical du (B; ® B,)-module A; ® A, ; d’apres le cor. 2 de VIII, p. 211, cette
intersection coincide avec R(Z)A. Les algebres Z; et Z, sont commutatives et semi-
simples. Le radical de Panneau Z est donc formé d’éléments nilpotents (VIIL, p. 211,
th. 3) et I'idéal bilatere 2R(Z)A de l'anneau A est contenu dans le radical 93(A)
(VIII, p. 153, remarque 1). Mais l'intersection des idéaux bilatéres maximaux de A
contient RR(A) (VIIL, p. 150, prop. 5, d)). Cela prouve I’assertion b).
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Le produit tensoriel d’une algebre commutative séparable et d’une algebre com-
mutative réduite est un anneau réduit (V, p. 115, prop. 5); les algébres Z, et Z,
sont commutatives et semi-simples, donc réduites. Si 'une des algebres Z,; ou Z, est
séparable, I'algebre Z est réduite ; elle est donc sans radical d’apres le th. 3 de VIII,
p. 211 et I'on a R(A) = R(Z)A = 0. Ceci a lieu en particulier si le corps K est
parfait, car toute algebre commutative et réduite sur un corps parfait est séparable
(V, p. 119, th. 3).

COROLLAIRE. — Supposons que les algébres A, et A, soient simples et que le centre
Z, de Ay soit réduit a K. Alors l'anneau Ay ® Ay n’a pas d’idéal bilatére distinct de
0 et de lui-méme.

Par hypothese, on a Z; = K, et comme A, est simple, son centre Z, est un corps
(VIIL, p. 117, cor. 1, a)). L’anneau Z = Z; ® Z, est donc un corps, et le corollaire
résulte de la prop. 3, a).

5. Produit tensoriel de modules semi-simples

PROPOSITION 4. — Pour i € {1,2}, soient A; une K-algébre, M, un A;-module
semi-simple et Z; le centre du commutant de M;. Posons A = A, ®A,, M =M, ®M,
et Z =7, ®%Zy. On a Ry(M) = R(Z)M. Si l'une des algébres Zy ou Z, est séparable
sur K, en particulier si le corps K est parfait, alors le A-module M est sans radical.

Pour i € {1,2}, soit S; un A,-module simple, D, son commutant et I(i) un
ensemble. Commencons par traiter le cas ot M; est le A;-module Sgl(i)). Le centre Z;
de son commutant s’identifie au centre de D,. Posons D = D; ® D,. On a R(D) =
R(Z)D (prop. 3 de VIIL, p. 213), et R, (S, ® S,) = R(D)(S; ® S,) (VIIL, p. 211,
cor. 2), d’ott R, (S; ®S,) = R(Z)(S; ®S,). Le A-module M est somme directe d’une
famille de A-modules isomorphes a S; ® S, et le radical de la somme directe d'une
famille de modules est la somme directe des radicaux (VIII, p. 148, cor. 2). On a
donc R, (M) = R(Z)M.

Passons au cas général. Pour ¢ € {1,2}, notons #;, le support du A;-module
M;. Pour A € .%},, notons M, , le composant isotypique de type A de M;, et Z,
le centre de son commutant. L’anneau Z,; s’identifie au produit des anneaux Z.,
pour A € F,. Solent A € H, et p € Hy,. Notons iy : Z;,, — Z; I'unique
application K-linéaire telle que pr, o7, soit I'application identique de Z,., et pr,, oiy
soit I'application nulle pour X' € .y, = {A}. Définissons de méme i, : Zy,, — Z,.
Posons Z, ,, = Zy;\ ® Zoy,, iy, = i) @i, et notons 7, , I'application pry @ pr, de Z



N° 5 PRODUIT TENSORIEL DE MODULES SEMI-SIMPLES A VIIIL.215

dans Z, . L’application 7, , est un homomorphisme surjectif d’anneaux ; on a donc
T u(PR(Z)) C R(Zy,) (VII, p. 150, prop. 5 b)). Démontrons I'inclusion opposée.
Soit z un élément de R(Z, ,) ; comme Z, . et Z,,, sont des corps, z est nilpotent (th. 3
de VI, p. 211). On a iy ,(vy) =iy ,(2) - iy ,(y) pour z,y dans Z, ,, par conséquent
iyu(2) est nilpotent donc appartient & R(Z). Comme 7, , o4, , est application
identique de Z, ,, I'élément z appartient a m, ,(9(Z)). Nous avons ainsi prouvé
légalité m, ,(R(Z)) = R(Z, ,,)-

Posons M, , = My, ® M,,,; c’est un sous-module de M, stable par Z; pour
z€ZetmeM, , onazm=m, (2)m. Parsuite R(Z)M, , est égal & R(Z, , )M, ,,
et donc & 9, (M, ,) d’apres le cas isotypique. Comme le radical d'une somme directe
est la somme directe des radicaux (VIII, p. 148, cor. 2) et que M est somme directe
des sous-modules M, ,, pour (\, p) € Hy, X Ay, égalité Ry (M) = R(Z)M est
démontrée. La derniére assertion résulte alors de la prop. 3 de VIII, p. 213.

Lemme 2. — Soient A, et A, des algébres sur le corps commutatif K. Soient M,
un Ay -module de dimension finie sur K et My un Ay-module de longueur finie. Le
A, ® Ay-module M; ® M, est de longueur finie.

Posons M = M, ® M,. Soit (ey,...,e,) une base de M, sur le corps K. L’ap-
plication (z4,...,z,) — Y1, e, ® x; est un isomorphisme du Ay-module M} sur le
A,-module M. Comme M, est un A,-module de longueur finie, il en est de méme de
M. De plus, tout sous-A-module de M est un sous-A,-module ; par suite, M est un

A-module de longueur finie.

PROPOSITION 5. — Soient A, et A, des algébres sur le corps commutatif K.
Sotent M; un A;-module semi-simple, de dimension finie sur K, et My un A,-
module semi-simple. Pour i = 1,2, notons D, le commutant du A;-module M; et Z,
le centre de D;. Posons A=A, @Ay, M=M, ®M,, D=D, ®D, et Z =17, ® Z,.
a) Le commutant du A-module M s’identifie a D et son centre est Z. Si le A,-
module My est de longueur finie, le A-module M est de longueur finie, I'anneau D
est artinien a droite et a gauche et l'anneau 7 est artinien.
b) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le A-module M est semi-simple;
(ii) L’anneau Z est isomorphe au produit d’une famille de corps commuta-
tifs;
(ili) L’anneau Z est réduit.
¢) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Le A-module M est isotypique et non réduit a 0;
(ii) L’anneau Z est un corps;
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(iii) L’anneau Z est intégre.

Par hypothese M; est de dimension finie sur K. Le commutant de M s’identifie
alors & D (VIII, p. 209, lemme 1) et son centre est Z (III, p. 41, cor.). Supposons
le A,-module M, de longueur finie. Le A-module M est de longueur finie d’apres le
lemme 2. Comme M, est semi-simple et de type fini, I'anneau D, est semi-simple
(VIII, p. 135, prop. 6) et son centre Z, est le produit d’une famille finie de corps
commutatifs. Par suite, le Dy-module (D,); et le Zy-module (Z,), sont de longueur
finie. D’autre part, comme M; est de dimension finie sur K, il en est de méme de D,
et Z,. D’apres le lemme 2, le module (D, ® D,), est de longueur finie, donc I'anneau
D, ®D, est artinien a gauche. On prouve de méme que 'anneau D; ® D, est artinien
a droite et que 'anneau Z; ® Z, est artinien, d’out a).

Démontrons b). Le centre du commutant d’'un module semi-simple est iso-
morphe au produit d’une famille de corps commutatifs (VIII, p. 82, prop. 8, a));
cela prouve que (i) entraine (ii). L'implication (ii) = (iii) est claire.

Supposons Panneau Z réduit. On a alors R(Z) = 0 (VIIL, p. 211, th. 3) et, par
la prop. 4 de VIII, p. 214, 5, (M) = 0. Comme le A,-module M, est semi-simple,
il existe une famille (S;);c; de Ay-modules simples et un isomorphisme de M, sur
@ S,. Par conséquent, le A-module M est isomorphe & @ M; ® S,. Pour tout i € I,
le A-module M; ® S, est donc sans radical ; par a) il est de longueur finie et donc
semi-simple (VIIL, p. 149, prop. 3, b)). Le A-module M est alors somme directe
d’une famille de modules semi-simples, donc est semi-simple. Cela prouve que (iii)
implique (i), et termine la démonstration de b).

Pour qu’un A-module soit isotypique et non nul, il faut et il suffit qu’il soit semi-
simple et que le centre de son commutant soit un corps (VIIL, p. 82, prop. 8, b)).
Ainsi ¢) résulte de b).

COROLLAIRE. — Si Z, ou Zy est une algébre séparable sur le corps K (ce qui a lieu
par exemple si K est parfait), le A-module M; @ M, est semi-simple.

Les anneaux Z, et Z, sont isomorphes a des produits de corps, donc sont des
anneaux réduits. En particulier, si K est parfait, ce sont des algebres séparables sur
K (V, p. 119, th. 3). D’apres la prop. 5 de V, p. 115, le produit tensoriel d’une
algebre séparable et d’une algebre réduite est réduit. Donc Z est un anneau réduit,
et le corollaire résulte de la prop. 5, b)
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6. Produit tensoriel d’algebres semi-simples

PROPOSITION 6. — Soient A, et A, des K-algébres non nulles. Si l'anneau A; ® A,
est simple (resp. semi-simple), alors les anneaux A, et A, sont simples (resp. semi-
simples).

Pour qu’un anneau B soit semi-simple (resp. simple), il faut et il suffit que le
B-module B, soit semi-simple (resp. isotypique et non nul). La proposition résulte
alors de la prop. 1 (VIIL, p. 207).

PROPOSITION 7. — Soient A, et A, des K-algébres semi-simples, de centres res-
pectifs Z, et Z,. On suppose que Ay est de degré fini sur K. Alors U'anneau Ay @ A,y
est artinien a gauche, ainsi que son centre Z, @ Zo. Pour que l'anneau A; @ A, soit
simple (vesp. semi-simple), il faut et il suffit que l'anneau Z, ®Zy soit un corps (resp.
un anneaw réduit).

C’est le cas particulier M; = (A,),, My = (A,), de la prop. 5 de VIII, p. 215.

COROLLAIRE 1. — Soient Ay et A, des K-algébres semi-simples; on suppose que
A, est de dimension finie sur K. Supposons que le centre de A ou celui de A, soit
une algébre séparable sur K, ce qui a lieu, par exemple, si K est parfait, alors A @A,
est semi-simple.

C’est le cas particulier M; = (A,),, My = (A,), du corollaire de VIII, p. 216.

COROLLAIRE 2. — Soient A, et A, des K-algébres simples; on suppose que A, est
de dimension finie sur K. Si le centre de Ay ou celui de A, est égal a K, alors
Ualgébre A, @ A, est simple. C’est en particulier le cas si K est algébriquement clos.
Les centres Z; et Z, de A; et A, respectivement sont des corps; si 'un des
anneaux Z; ou Z, est égal a K, 'anneau 7, ®Z, est un corps. Il suffit donc d’appliquer
la prop. 7.
Si le corps K est algébriquement clos, le centre de A; est égal a K.

7. Extension des scalaires dans les modules semi-simples

PROPOSITION 8. — Soient A une K-algébre, M un A-module et L une extension du
corps K. Notons D le commutant de M et Z le centre de D.

a) Supposons que le A(L)—module My, soit simple (resp. isotypique, resp. semi-
simple). Alors le A-module M est simple (resp. isotypique, resp. semi-simple).



A VIII.218 PRODUIT TENSORIEL DE MODULES SEMI-SIMPLES §12

b) Supposons que le A-module M soit semi-simple et que M ou L soit de dimen-
siton finie sur K. Pour que le A(L)—module My, soit semi-simple, il faut et il suffit
que lanneau Zyy soit réduit. Pour que le Ay)-module My soit isotypique et non
nul, il faut et il suffit que 'anneau Z,y soit intégre.

¢) Supposons que le A-module M soit simple. Pour que le A(L)—module M, soit
semi-simple (resp. isotypique, resp. simple), il faut et il suffit que l'anneau Dy, soit
semi-simple (resp. simple, resp. un corps).

L’assertion a) est un cas particulier de la prop. 1 (VIII, p. 207), lassertion b)
un cas particulier de la prop. 5 (VIII, p. 215), et I'assertion ¢) un cas particulier du
cor. 1 de VIII, p. 211.

COROLLAIRE 1. — a) Supposons que le A-module M soit semi-simple, que l'exten-
sion L de K soit séparable et que M ou L soit de dimension finie sur K. Alors le
A)-module My, est semi-simple.

b) Supposons que le A-module M soit simple et que son commutant soit égal
a K. Alors le A-module My, est simple.

L’assertion a) résulte du cor., VIII, p. 216. L’assertion b) est un cas particulier
de la prop. 8, ¢).

COROLLAIRE 2. — Soit L une extension du corps K. Notons Z le centre de la K-
algebre A.

a) Si la L-algébre A(L) est semi-simple, la K-algébre A est semi-simple.

b) Supposons que la K-algébre A soit semi-simple et que L ou A soit de dimen-
siton finie sur K. Pour que la L-algébre A(L) soit semi-simple, il faut et il suffit que
Uanneau Zy,y soit réduit; c’est le cas en particulier si L est une extension séparable
de K. Pour que A, soit une L-algébre simple, il faut et il suffit que 'anneau Zy,
soit intégre; c’est en particulier le cas si le centre de A est égal a K.

Les assertions a) et b) résultent de la prop. 8, a) et b) appliquée au A-module A,.

PROPOSITION 9. — Soient A une K-algébre et L une extension séparable de K.

a) Si M est un A-module sans radical, le A,-module My, est sans radical.

b) Si la K-algébre A est sans radical, la L-algébre A(L) est sans radical.

Démontrons 'assertion a). Soit M un A-module sans radical. On identifie M a
son image canonique dans M. Soit N un sous-module maximal de M. Comme le
A-module M/N est simple, il résulte de la prop. 4 de VIII, p. 214 que le A )-module
(M/N) 1,y = M, /N, est sans radical, d’ot %A(L)(M(L)) C N, d’apres le cor. 1, c)
de VIII, p. 148. Or il résulte du cor. de la prop. 14 de II, p. 109 que l'intersection
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des N(g), ot N parcourt I'ensemble des sous-modules maximaux de M, est réduite a
0. Par conséquent, le Ay-module M, est sans radical.
L’assertion b) découle de 'assertion a) appliquée au A-module A,.

PROPOSITION 10. — Soient A une K-algebre et L une extension de K. Soit M un
A-module.
a) On fait une des deux hypothéses suivantes :
(i) Le A-module M est de type fini et L est algébrique sur K;
(ii) L’anneau A est artinien d gauche.
Alors on a linclusion
RaM)) C Ry, (M)

b) Si L est une extension séparable de K, alors on a Uinclusion
R, M) € Ra(M) ).

Démontrons tout d’abord 'assertion a). Plagons-nous dans le cas (i). Supposons
d’abord L de degré fini sur K. Alors le A-module My est de type fini. Notons f
I’homomorphisme canonique de A dans A, ; 'anneau A, est engendré par la
réunion de son centre et de f(A). On peut donc appliquer la prop. 3 de VIIL, p. 170
au Ay-module M;,). On en déduit I'inclusion R (M) C Rag, (M), et a fortiori
RaM), C Q{A(L)(M(L)) (VIIL, p. 148, cor. 1).

Traitons le cas général. Soient z, ..., z, des éléments engendrant le A-module
M et z un élément de R, (M). Soient ay,...,a, des éléments de A, ; comme L
est algébrique sur K, il existe une extension finie L' de K, contenue dans L, telle
que les a; appartiennent & A,). D’apres ce qui précede, x appartient au radical
du A-module My ; il résulte du cor. de VIIL, p. 149, que les éléments z; + a;x
(1 < < n) engendrent le Aj,y-module My, donc le Ay -module M. D’apreés ce
méme corollaire, x appartient au radical du A(L)—module M-

Plagons-nous dans le cas (ii). Soit t le radical de A, de sorte que le radical du
A-module M est égal a tM (VIIL, p. 170, cor.). Le radical v de A est un idéal bilatere
nilpotent de A (VIIL, p. 169, prop. 1), donc t, est un idéal bilatere nilpotent de
Ay On en déduit vy, C R(A ) (VIL, p. 151, th. 1) et la prop. 6 de VIII, p. 154
entraine R(A ) )My C Ry (Mr)). On a done Ry (M) =M C Ry | (M), ce qui
achéve la démonstration de lassertion a).

Le A-module M/9R, (M) est sans radical. Si L est une extension séparable de K,
il résulte de la prop. 9 de VIII, p. 218 que le A -module (M/9,(M))q, est sans

radical. Par conséquent on a 'inclusion

%A(L) (1\/{[(L)) C %A(M)(L)
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COROLLAIRE. — Soit L une extension séparable de K. On a R(Aq,) = R(A)q, si
L est algébrique sur K ou si l'anneau A est artinien d gauche.
C’est le cas particulier M = A de la prop. 10.
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EXERCICES

1) Soient A, B des K-algeébres, M un A-module; on considére M ® B comme un module
sur 'algebre C = A ® B. On identifie M a un sous-A-module de M ® B.

a) Démontrer I'inclusion MNRc(M ® B) C 934 (M) (considérer un homomorphisme
A-linéaire de M dans un A-module simple).

b) Prouver qu'on a égalité dans chacun des cas suivants :

(i) A est de dimension finie sur K;

(i) le A-module M est de type fini, et A est réunion d’une famille filtrante croissante
de sous-algebres de dimension finie sur K;

(ifi) M = Ag, et le radical de A est nilpotent.
(Dans le cas (i), on prouvera que tout homomorphisme de M ® B dans un C-module

simple S s’annule sur R, (M), en observant que R¢(S) est nul.)

2) Soient A une K-algébre intégre et L son corps des fractions. Démontrer que L est un
A ® L-module simple, mais que son radical en tant que A-module est égal & L.

3) Donner un exemple de K-algebres (non nulles) Aj, As telles que (A1) # 0 et
R(A1 ® Ag) =0 (c¢f. VIIL p. 162, exerc. 11).

4) Donner un exemple d’un corps commutatif K et de deux extensions E et F de K tels
que 'anneau A = E ®x F soit semi-simple mais ne soit pas un corps (resp. ne soit pas
semi-simple). En déduire que le A-module A; = E; ®k Fs est semi-simple mais pas simple

(resp. n’est pas semi-simple).

9 5) Soit A une K-algébre quasi-simple (VIII, p. 116, remarque 2).

a) Démontrer que le (A, A)-bimodule A4 est simple ; en déduire que le centre Z de A
est un corps, isomorphe au commutant de ce bimodule.

b) Soit B une K-algébre. Démontrer que tout idéal bilatére de A ® B est de la forme
A ®z b, o b est un idéal bilateére de B (se ramener au cas Z = K, et utiliser le cor. 2 de
VIII, p. 59).

¢) En déduire que si A et B sont des K-algebres quasi-simples dont 'une a pour centre
K, l'algebre A ® B est quasi-simple.

d) Soient B une K-algeébre et A une sous-algébre quasi-simple de B dont le centre Z
contient K. Prouver que A et son commutant A’ dans B sont linéairement disjoints sur Z
(utiliser b)).

e) Soient A une K-algébre quasi-simple et Z son centre. Soit ¢ : A ® A° — Endz(A)
I’homomorphisme qui associe a a ® b 'endomorphisme = — axb. Démontrer que ¢ est
injectif et que son image H est une algébre quasi-simple (utiliser ¢) et d)). Démontrer de
plus que H est dense dans Endz(A) (VIIL, p. 125, exerc. 3); pour que H = Endz(A), il
faut et il suffit que A soit de dimension finie sur Z (¢f. VIII, p. 124, exerc. 2).
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f) Soit A une algebre semi-simple de centre K. Déduire de e) que pour que la K-
algebre A ® A° soit semi-simple, il faut et il suffit que A soit de rang fini sur K (¢f. VIII,
p. 233, th. 2).

6) Soit A une K-algebre dont le radical est non nul et nilpotent. Démontrer que ’homo-
morphisme ¢ : A ®@ A° — Endg(A) (exerc. 5) n’est pas injectif.

7) Soient A; et Ay des K-algebres semi-simples, Z; et Zs leurs centres. On suppose que Aq
est de degré fini sur K et que 'anneau 7 ® Zo est réduit. Soit f un homomorphisme de
K-algebres de Ag dans Aj ; prouver que le commutant de f(As) dans A; est une K-algébre
semi-simple (considérer A; comme un (As ® A9)-module et utiliser la prop. 7 de VIII,
p. 217).

8) Soient K un corps commutatif, L une extension radicielle de K, de degré fini > 1. Soit V
un espace vectoriel de dimension infinie sur L, et soit A la sous-K-algébre de Endy,(V)
engendrée par les endomorphismes de rang fini et par 'application identique. Démontrer
que la L-algebre Ay admet un radical non nul, bien que son centre soit égal a L (utiliser
lexerc. 7).

9) Soient A et B des K-algébres, M un A-module libre, N un B-module.

a) Démontrer que I'image de ’homomorphisme canonique ¥ de Enda (M) ® Endg(N)
dans Endagp(M ® N) est un sous-anneau dense de I'anneau Endagp(M ® N).

b) Si 'anneau des homothéties du B-module N est dense dans son bicommutant, il
en est de méme de I'anneau des homothéties du (A ® B)-module M ® N.

¢) On suppose qu’il existe un élément y de N et une suite (v,) d’endomorphismes
de N telle que les éléments v, (y) engendrent un espace vectoriel de dimension infinie sur K.
Démontrer que I'application ¥ n’est pas surjective.

10) On garde les hypothéses de 'exerc. 9, et on suppose en outre que le B-module N est
simple; on note D son commutant.

a) Pour que I'application ¥ soit surjective, il faut et il suffit que M admette une base
finie sur A, ou que D soit de dimension finie sur K (utiliser 'exerc. 9 ¢)).

b) Démontrer que pour que le (A ® B)-module M ® N soit semi-simple, il faut et il
suffit que 'anneau A ® D° soit semi-simple (se ramener au cas M = A;; remarquer que
M®N est un A®D® module libre et utiliser la prop. 5 de VIII, p. 80 ainsi que 'exerc. 9 a)).

€ 11) Soient A et B des K-algebres ; on suppose que les anneaux A et B sont primitifs et
que leurs socles respectifs s et t (VIIL, p. 126, exerc. 8) ne sont pas réduits a 0. Soit D
(resp. E) le commutant d’un idéal a gauche minimal a de A (resp. b de B); on suppose
que 'algebre D ® E est simple. Prouver que A ® B est un anneau primitif de socle s ® t
(observer que le (A ® B)-module a ® b est isotypique de longueur finie; utiliser I'exerc. 9,
a) de VIII, p. 127).
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12) Soient A; la K-algebre K(X)[U]l,ﬁ (VIIL, p. 10), A la K-algébre K[[T]], et A la
K-algebre A; ®k Az. On identifie A et A a des sous-algebres de A.

a) Démontrer que Ay est le centre de A, que A ne contient pas de diviseurs de zéro,
et que les éléments inversibles de A sont ceux de As.

b) Prouver que les idéaux bilateéres de A sont les idéaux AT™, pour n > 0.

¢) Prouver que l'anneau A est primitif, bien que son centre ait un radical non nul
(observer qu’un idéal & gauche maximal de A contenant 1 — TU ne contient aucun idéal
bilatére autre que 0).

13) Soient D, E des corps dont le centre contient K, V (resp. W) un espace vectoriel sur D
(resp. E). Démontrer que le (D ®k E)-module V @k W est libre.

€ 14) Soit V un espace vectoriel sur un corps D. On note  'anneau des endomorphismes
du groupe abélien V et on identifie D a un sous-anneau de 2. On pose A = Endp (V).

a) Démontrer que A et D sont linéairement disjoints sur leur centre commun Z (cf.
exerc. 5 d)).

b) Pour que I'image de D ®7 A dans Q soit égale & Endy(V), il faut et il suffit que D
soit de rang fini sur Z (pour voir que la condition est nécessaire, déduire d’abord le cas
V =D de l'exerc. 5 e), puis fixer un élément z # 0 de V et considérer la sous-algébre B
de Endz (V) formée des Z-endomorphismes u de V tels que u(Dz) C Dz ; observer que
I'égalité Endyz (V) = DA implique B = D(B N A)).

15) a) Soient K un corps commutatif, A une K-algebre et B = K[X,],c1 une algebre de
polynémes sur K. Démontrer que si tout élément non nul de A est simplifiable, il en est
de méme pour l'algebre A ®k B.

b) En déduire que si D est un corps de rang fini sur K et E une extension transcendante
pure de K, 'anneau D ®k E est un corps.

€ 16) Soient D un corps, V un espace vectoriel & droite de dimension infinie sur D et A un
sous-anneau dense de 'anneau Endp (V), dont le socle s n’est pas nul (VIII, p. 126, exerc. 8
et p. 127 exerc. 9). Soient K un sous-corps du centre de D et B une K-algebre. Démontrer
que si la K-algébre D° ® B a son radical non nul, il en est de méme de A ® B (soit a
Iensemble des éléments > u; @ b; de s ® B satisfaisant & > (u;(z),2*) @ b; € R(D° ® B)
quels que soient © € V, x* € V*; démontrer que a est un idéal bilatére de A @ B, puis en
utilisant les exerc. 10, e) de VIII, p. 162 et 9 de VIII, p. 127 qu'’il n’est pas nul et qu’il est
contenu dans le radical de A ® B).

17) Soient K un corps commutatif, D et E des corps dont le centre contient K. On suppose
que [E : K] = m est fini, et que le centre de 'un des deux corps D ou E est égal & K.
La K-algebre D ®k E est alors isomorphe a 'algebre des endomorphismes d’un espace
vectoriel de dimension finie h sur un corps C (VIII, p. 217, cor. 2).



A VIIIL.224 PRODUIT TENSORIEL DE MODULES SEMI-SIMPLES §12

a) Prouver que h divise m (c¢f. VIIIL, p. 200, formule (32)).

b) Soit W un espace vectoriel sur D ; pour que E soit isomorphe a une sous-K-algebre
de Endp (W), il faut et il suffit que la dimension de W soit infinie ou multiple de m/h
(remarquer que W est alors un (D ®k E)-module).

¢) Si [D : K] est fini et étranger a m, démontrer que D ®k E est un corps (appliquer

a)).



§13. ALGEBRES ABSOLUMENT SEMI-SIMPLES

1. Modules absolument semi-simples

DEFINITION 1. — Soient K un corps commutatif et A une K-algébre. On dit qu’un
A-module M est absolument semi-simple si le A(L)—module My est semi-simple pour
toute extension L de K.

Tout module absolument semi-simple est semi-simple. Réciproquement, si le
corps K est parfait, tout A-module semi-simple qui est de dimension finie sur K
est absolument semi-simple (VIII, p. 218, cor. 1 a)), car toute extension d’un corps
parfait est séparable (V, p. 35, prop. 2).

PROPOSITION 1. — Soit K un corps commutatif et soit A une K-algébre.

a) Toute somme directe de A-modules absolument semi-simples est un A-module
absolument semi-simple. Tout sous-module et tout module quotient d’un module ab-
solument semi-simple est un module absolument semi-simple.

b) Soient M un A-module et L une extension du corps K. Pour que le A-module
M soit absolument semi-simple, il faut et il suffit que le A,y-module My, soit abso-
lument semi-simple.

L’assertion a) résulte de l'assertion analogue pour les modules semi-simples
(VIII, p. 52, cor. 1 et 3).

Supposons que le A-module M soit absolument semi-simple et soit L’ une ex-
tension de L. En tant que A y,-module, I @y, M, est isomorphe a My, (I, p. 83,
prop. 2); c’est donc un module semi-simple. Ceci prouve que M, est absolument
semi-simple.

Réciproquement, supposons que My soit absolument semi-simple. Soit L/ une
extension de K. Il existe une extension composée (2, u,v) de L et L' (V, p. 12, cor.);
identifions L et 1" & des sous-extensions de 2. Le A q)-module Mg, est isomorphe a
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(M) (o), donc il est semi-simple. Mais Mg, est aussi isomorphe & (My,))q), et la
prop. 8, a) de VIII, p. 217 entraine que M,y est semi-simple. Donc M est absolument
L)

semi-simple.

PROPOSITION 2. — Soient K un corps commutatif, A une K-algébre et M un
A-module de dimension finie sur K. Les conditions swivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module M est absolument semi-simple;

(ii) Il existe une extension P de K, qui est un corps parfait, telle que le A(P)—
module M py soit semi-simple;

(iii) Le A-module M est semi-simple et le centre de son commutant est une
algébre étale sur le corps K.

Il est clair que (i) entraine (ii). Par ailleurs, sous les hypotheses de (i), le A p)-
module M py est absolument semi-simple d’aprés le cor. 1, a) de VIII, p. 218. D’aprés
la prop. 1, b), M est alors absolument semi-simple. Donc (ii) entraine (i).

Supposons M semi-simple. Soit Z le centre du commutant de M; c’est une
algebre commutative de degré fini sur le corps K. Si L est une extension de K, il
résulte de la prop. 8, b) de VIII, p. 217. que le A(L)—module My, est semi-simple si
et seulement si 'anneau Z;, est réduit. L’équivalence de (i) et (iii) résulte donc du
th. 4 de V, p. 34.

2. Algébres sur un corps séparablement clos

Lemme 1. — Soit D un corps et soit Z son centre. Notons p l'exposant caractéris-
tique de Z. On suppose que pour tout élément a de D, il existe un entier m > 0 tel
que a®" appartienne o Z. Alors le corps D est commutatif.

Sip =1, alors D = Z. Nous supposons donc p > 1.

Raisonnons par I’absurde en supposant D non commutatif. Soient ¢ un élément
de D —Z, et ¢ une puissance de p telle que a? appartienne a Z. Notons I 'application
identique de D et ¢ automorphisme intérieur # +— aza™' de D dans D associé a a;
on a 0? = I, car a? appartient & Z. On a ¢ — I # 0 car a n’appartient pas a Z, et
(0 — 1)1 =07 —1 =0 car Z est de caractéristique p. Soit f le plus grand entier
positif tel qu’on ait (0 —1)f # 0; on a f > 1. Choisissons un élément ¢ de D tel que
(o —T)f(e) # 0 et posons

z=(-D"e),  y=(0-D)=(0-D(0).
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Par construction, on a y # 0 et o(y) = y; si Uon pose z = y~lz, on en déduit
o(z)=0c(y)o@)=y (y+z)=1+z,

d’'ott o(2”) = 1+ ¥ pour tout entier positif j. Choisissons un entier m > 0 tel que
2" appartienne au centre Z de D ; on a

= = () = 1+ "
et cette contradiction établit le lemme 1.

PROPOSITION 3. — Soit K un corps séparablement clos (V, p. 43, déf. 4) et soit D
une algébre de degré fini sur K qui est un corps. Alors D est commutative.

Notons p l'exposant caractéristique de K. Soit a un élément de D. L’anneau
Kla] est une extension algébrique de K (V, p. 16, cor. 1). Comme le corps K est
séparablement clos, il résulte de V, p. 42, prop. 13 que l'algebre KJa] est une extension
radicielle de K. Il existe donc un entier m > 0 tel que a?” appartienne & K. Compte

tenu du lemme 1, le corps D est commutatif.

COROLLAIRE. — Soient K un corps séparablement clos et A une algébre semi-simple
de degré fini sur K. Il existe alors un entier r > 0, des entiers strictement positifs
Ny,...,n, et des extensions Ky, ..., K, de degré fini de K, tels que A soit isomorphe
a Ualgebre TTi_; M, (K;).

D’aprés le théoréme de structure des algébres semi-simples (VIIL, p. 131, th. 1),
(D
des entiers strictement positifs, Dy, ..., D, des K-algebres de degré fini qui sont des

A est isomorphe a une algebre [T;_; M,, (D;) olt r est un entier > 0, ny,...,n,

corps. Comme le corps K est séparablement clos, chaque corps D; est commutatif
d’apres la prop. 3, d’ou le corollaire.

3. Algebres absolument semi-simples

DEFINITION 2. — Soit K un corps commutatif. On dit qu’une K-algébre A est ab-

solument semi-simple si [’anneau A(L) est semi-simple pour toute extension L de K.

Une algebre absolument semi-simple est semi-simple. La K-algebre A est abso-
lument semi-simple si et seulement si le A-module A, est absolument semi-simple.
Compte tenu de la prop. 1 de VIII, p. 225, on obtient donc le résultat suivant : si L
est une extension de K, la L-algebre A(L) est absolument semi-simple si et seulement
si la K-algebre A est absolument semi-simple.
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THEOREME 1. — Soient K un corps commutatif et A une K-algébre. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) La K-algébre A est absolument semi-simple;

(ii) L’algébre A est de degré fini sur K et il existe une extension P de K qui est
un corps parfait et telle que la P-algébre Apy soit semi-simple;

(iii) La K-algébre A est semi-simple, de degré fini sur K, et son centre est une
K-algebre étale;

(iv) Il existe une famille finie (n;,D;);cr, 0t n; est un entier strictement positif,
et D, une K-algébre de degré fini qui est un corps, telle que le centre Z; de D, soit
une extension séparable de K, et que A soit isomorphe au produit des anneaux de
matrices M, (D;);

(v) Il existe une extension L de K et une famille finie d’entiers (n;);c; telle que
la L-algebre A,y soit isomorphe d l'algebre [1;e; M,,, (L) ;

(vi) 1l existe une extension L de K, galoisienne et de degré fini et une famille
finie d’entiers (n;) telle que Ay soit isomorphe au produit des algébres de matrices
Mn(L)

Nous prouverons d’abord les implications (v) = (iv) = (iii) = (ii) = (i).
Notons Z le centre de A.

Si la propriété (v) est satisfaite, la L-algebre Ay, est semi-simple, de degré
fini sur L, et son centre (isomorphe & Z,, I1I, p. 41, cor.) est isomorphe a L’
pour un certain entier > 0. D’aprés le cor. 2, a) de VIII, p. 218, l'algebre A
est semi-simple et de degré fini sur K. Elle est donc isomorphe & un produit fini
d’anneaux [];c; M, (D;) avec n; > 1 pour tout ¢ € I, le corps D; étant une algebre
de degré fini sur K. Le centre Z; de D, est un corps commutatif extension de K et
Z est isomorphe a [];¢; Z;. Donc Z,y est isomorphe d'une part a [];e1(Z;) 1, d’autre
part a L”. Autrement dit, algebre [],c;Z; est étale sur le corps K et chacune des
extensions Z; est séparable sur K (V, p. 30, cor.). Donc (v) entraine (iv).

Si la propriété (iv) est satisfaite, il est clair que A est une algébre semi-simple
et de degré fini sur K. Son centre Z est isomorphe au produit [];; Z; d’extensions
séparables de degré fini de K; c’est donc une algébre étale. Donce (iv) entraine (iii).

Les implications (iii) = (ii) = (i) résultent de la prop. 2 de VIII, p. 226
appliquée au A-module M = A_.

Lemme 2. — Soient L un corps algébriquement clos et D un corps contenant L dans
son centre. Si D est distinct de L, il existe une extension L' de L telle que l'anneau
D &y L' ne soit pas artinien a gauche.
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Soit x un élément de D = L; comme L est algébriquement clos, 'extension
L' = L(z) de L n’est pas algébrique et x est transcendant sur L. L’anneau B = L'®; L/
est alors integre d’apres la prop. 5 de V, p. 135.

L’élément y = 2 ® 1 —1® x de B n’est pas nul; mais si ¢ est 'homomorphisme
de B dans I/ qui transforme £ ® n en £n, on a ¢(y) = 0, donc y n’est pas inversible
dans B. Considérons 'anneau C = D ®;, I comme module & droite sur son sous-
anneau B; c’est un module libre puisque D est un espace vectoriel a droite sur son
sous-corps L. Comme g est un élément non nul et non inversible de I'anneau integre
B, la multiplication a droite par y dans C est une application R, qui est injective,
mais non bijective. Or R, est un endomorphisme du C-module a gauche C,; par
suite (VIII, p. 26, cor. 1), 'anneau C n’est pas artinien a gauche.

Prouvons maintenant que (i) entraine (v). Cela résulte du lemme suivant :

Lemme 3. — Soient A une K-algébre absolument semi-simple et L une extension
algébriquement close de K. Alors lalgébre A, est isomorphe d un produit d’un
nombre fini d’algébres de matrices sur L.

La L-algebre A, est semi-simple; elle est donc isomorphe au produit d'un
nombre fini d’algebres de la forme M, (D;), ott D; est un corps contenant L dans
son centre et n, un entier > 1 (VIII, p. 133, remarque 1).

Soit L' une extension de L. Comme la K-algébre A est absolument semi-simple,
I'anneau A,y est semi-simple, donc artinien a gauche. Or, 'anneau A, est iso-
morphe & L' ®;, A, donc a [[;e; M, (L' ®;, D) ; d’apres la prop. 5 de VIII, p. 7,
chacun des anneaux M,, (L' ®;, D;) est donc artinien & gauche.

Soient n > 1 un entier et B un anneau; soit (b,),5o une suite décroissante
d’idéaux a gauche de B; notons ¢, I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a élé-
ments dans b,.. Alors (c,),, est une suite décroissante d’idéaux a gauche de M, (B).
En particulier, si 'anneau M,,(B) est artinien a gauche, il en est de méme de B.

D’apres ce qui précede, pour tout i € I, et toute extension L’ de L, anneau
D, ®;, L’ est artinien a gauche. D’apres le lemme 2, on a D, = L pour tout ¢ € I, ce

qui entraine le lemme 3.
Pour démontrer I'implication (i)=-(vi) nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 4. — Soient A et B des algebres sur le corps K, possédant des systémes
générateurs finis; soit K' une extension de K. Si les K'-algébres Ay et By sont
isomorphes, il existe une sous-extension L de K', de type fini sur K, telle que les
L-algebres Ay, et By, soient isomorphes.
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Soient (e;);er et (f;);ey des systemes générateurs finis des algebres A et B res-
pectivement. Soit u un isomorphisme de A(K/) sur Bg/) et v I'isomorphisme réci-
proque; il existe une sous-extension L de K’; de type fini sur K, telle que 'on ait
u(l ®¢;) € By pour tout i € L et v(l® f;) € Ay, pour tout j € J. Par suite
u applique A,y dans By et v applique B, dans A. Les applications induites
u't Agy — B, et v': By — Ay, sont des homomorphismes d’anneaux, et ce sont
des bijections réciproques 1'une de I'autre.

Terminons la démonstration de I'implication (i)=-(vi) Notons K’ une cloture
séparable de K (V, p. 44). Alors A /) est une algebre absolument semi-simple sur K'.
Par l'implication (i)=(iv), la K'-algebre A /) est isomorphe a un produit M,, (D;)x

- x M, (D,), ou D; est une K'-algebre de degré fini qui est un corps et dont le
centre Z; est une extension séparable de K’. Comme K’ est séparablement clos, on a
Z;, = K. D’apres la prop. 3 de VIII, p. 227, le corps D; est commutatif. On a donc
D, = K'. Notons B la K-algebre M, (K) x --- x M, (K). Les K'-algebres A et
Bk sont isomorphes d’apres ce qui précéde. Toute sous-extension de K’, de type fini
sur K, est séparable et de degré fini sur K, donc contenue dans une sous-extension
L de K, galoisienne et de degré fini sur K (V, p. 55, prop. 2). L’implication résulte
donc du lemme 4 de VIII, p. 229.

L’implication (vi)=(v) est immédiate.

COROLLAIRE 1. — Soient K un corps commutatif, A, et A, des K-algébres. On
suppose que A, est absolument semi-simple.

a) Si A, est semi-simple, il en est de méme de A @k A,.

b) Si A, est absolument semi-simple, il en est de méme de Ay @k A,.

Notons Z, le centre de A; et Z, celui de A,. Le centre Z de A; ®x A, est égal a
7, ®k Zy d’apres le corollaire de III, p. 41. Supposons A, semi-simple ; alors Z, est
une algebre réduite (VIII, p. 133, prop. 2 et 3). D’apres le th. 1, Z; est une K-algebre
étale, donc séparable. D’apres la prop. 5 de V, p. 115, 'anneau Z = 7Z; ®y Z, est
réduit ; comme A, est de degré fini sur K (th. 1), il résulte de la prop. 7 de VIII,
p. 217, que 'anneau A; ®k A, est semi-simple.

Supposons maintenant que A, soit absolument semi-simple. Soit L une extension
de K. Alors I'algebre A, est absolument semi-simple et I'algebre A, ;) est semi-
simple. Done, par a), 'algebre A; @ Ay(r, est semi-simple.

COROLLAIRE 2. — Soit K un corps séparablement clos et soit A une K-algébre
absolument semi-simple. Il existe alors un entier r > 0 et des entiers strictement
positifs ny,...,n, tels que l'algebre A soit isomorphe da l'algeébre TTi_; M, (K).
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D’apres le th. 1, A est isomorphe & une algebre de la forme [[;_; M,, (D;), pour
un entier r > 0, des entiers ny,...,n, et des K-algebres de degré fini D,,...,D, qui
sont, des corps et dont les centres sont des extensions séparables de K et donc égales
a K. Par la prop. 3 de VIII, p. 227, on a D, = K pour i € [1,r].

Exemple. — Pour qu’une K-algebre commutative soit absolument semi-simple, il
faut et il suffit qu’elle soit étale (V, p. 28, déf. 1) : cela résulte de la définition et de
I'équivalence des conditions (i) et (v) du th. 1.

4. Caractérisation des modules absolument semi-simples

PROPOSITION 4. — Soient K un corps commutatif et A une K-algébre.

a) Soit M un A-module semi-simple. Pour que le A-module M soit absolument
semi-simple, il faut et il suffit que tout module simple appartenant auw support de M
le soit.

b) Soit S un A-module simple et soit D son commutant. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le A-module S est absolument semi-simple;
(ii) La K-algébre D est absolument semi-simple;
(iii) La K-algébre D est un corps, de degré fini sur K et son centre est une

extension séparable de K.

L’assertion a) résulte de la prop. 1, a) de VIII, p. 225. Plagons-nous sous les
hypothéses de b) ; soit L une extension de K. Pour que le Ay-module Sy soit semi-
simple, il faut et il suffit que I'anneau Dy, soit semi-simple (VIIL, p. 217, prop. 8, c)).
Cela prouve I’équivalence de (i) et (ii), et celle de (ii) et (iii) résulte du théoréme 1
puisque D est un corps.

COROLLAIRE. — Soient K un corps commutatif, A, et A, des K-algebres, M; un
A, -module absolument semi-simple, My un Ay-module semi-simple. Alors M, @k My
est un module semi-simple sur Uanneau A, @y A,.

Le module M; est somme directe de A;-modules simples absolument semi-
simples (prop. 4). 11 suffit donc de démontrer la proposition dans le cas ot les mo-
dules M, et M, sont simples. Notons D, et D, leurs commutants. La K-algebre D,
est absolument semi-simple (loc. cit.); d’apres le cor. 1 de VIII, p. 230, la K-algebre
D, ®k D, est semi-simple. Il résulte alors du cor. 1 de VIIL, p. 211, que le (A; ®k A,)-
module M; ®y M, est semi-simple.
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5. Dérivations des algébres semi-simples

Dans ce numéro et les suivants, on note K un anneau commutatif, A une
K-algebre, B la K-algébre A ®y A° et ¢ 'application K-linéaire de B dans A telle
que l'on ait e(x ® y) = 2y pour z,y dans A.

Rappelons (111, p. 39) que tout (A, A)-bimodule P peut étre considéré comme
un B-module & gauche, dont la loi d’action est caractérisée par (a®a')p = apa’ pour
a,a’ dans A et p dans P ; réciproquement, tout B-module peut &tre considéré comme
un (A, A)-bimodule. On munit A de sa structure canonique de (A, A)-bimodule et
de la structure de B-module correspondante ; on munit B de la structure de (A, A)-
bimodule correspondant au B-module B,. On a donc

alz@y)d = (a®d)(z®y) =ar Qyd

pour a,d’, z,y dans A, le produit ya’ étant calculé dans l'algebre A.
L’application K-linéaire ¢ est un homomorphisme de (A, A)-bimodules.

PROPOSITION 5. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Le B-module A est projectif;

(ii) 1l eziste un élément e du (A, A)-bimodule B satisfaisant aux deux conditions
suivantes : £(e) =1 et ae = ea pour tout a € A.

L’application € : B — A est surjective car on a £(a ® 1) = a pour tout a € A;
c’est un homomorphisme de (A, A)-bimodules, donc une application B-linéaire. Si
le B-module A est projectif, il existe une section s de e (II, p. 39, prop. 4); c’est
un homomorphisme de (A, A)-bimodules de A dans B. Si l'on pose e = s(1), on a
e(e) =e(s(1)) =1 et ae = s(a) = ea pour tout a € A. Donc (i) implique (ii).

Inversement, soit e un élément de B satisfaisant aux conditions de (ii). Définis-

sons une application s de A dans B par la formule
(1) s(a) = ae = ea.

C’est un homomorphisme de (A, A)-bimodules et I'on a eos = 1, ; autrement dit, s
est une section B-linéaire de I'application surjective . Par suite le B-module A est
isomorphe au sous-module facteur direct s(A) de B, (II, p. 20, prop. 15), donc est
projectif (II, p. 39, prop. 4). Cela prouve que (ii) entraine (i).

Remarques. — 1) Soit e = Y>_7_; a; ® a; un élément de B. Les conditions (ii) de la

prop. 5 se traduisent par les formules

(2) > a;al=1.
i=1
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T T
(3) > aa; ®ad; =) a; ®adja pour tout a € A.
i=1 i=1

Lorsqu’elles sont satisfaites, e est un élément idempotent de B. En effet, on a alors
les relations :

T T
/! !/
e? = > aea; = eaa; =e.
i=1 i=1

2) Soit K un anneau commutatif, soit A une K-algebre et soit M un A-module. Le
groupe Endy (M) est muni d’une structure de (A, A)-bimodule définie par

aud' (x) = au(d'r)

pour tous a,a’ € A, tout u € Endi (M) et tout 2 € M. Munissons-la de la structure
de B-module associée. Soit e = >°7_; a;, ® a} un élément de B satisfaisant aux condi-
tions (ii) de la prop. 5, donc aussi aux relations (2) et (3). Si p € Endg(M) est un
projecteur dont I'image N est un sous-A-module de M, alors ep est un projecteur
A-linéaire de méme image.

En effet I'image de ep est contenu dans N. Si z appartient a N, il en est de

méme de ajz, d'ou p(ajz) = ax, et
T
ep(z) =D adx =z
i=1

d’apres la formule (2). De la formule (3), on déduit que aep(z) = ep(azx) pour tout
a € A et tout x € M, ce qui démontre que ep est A-linéaire.

THEOREME 2. — Soient K un corps commutatif, A une K-algébre. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) La K-algébre A est absolument semi-simple;

(ii) La K-algébre B = A @y A° est semi-simple;

(iii) Le B-module A est projectif;

(iv) 1l existe un élément e du (A, A)-bimodule B satisfaisant d €(e) = 1 et
ae = ea pour tout a € A.

Supposons l'algebre A absolument semi-simple, donc semi-simple. Alors ’al-
gebre A° est semi-simple (VIII, p. 133, prop. 2) et il résulte du cor. 1 de VIIL, p. 230
que B = A ®, A° est une K-algébre semi-simple. Donc (i) entraine (ii).

Comme tout module sur un anneau semi-simple est projectif (VIIL, p. 134,
prop. 4), (ii) entraine (iii).

L’équivalence de (iii) et (iv) résulte de la prop. 5. Pour achever la démonstration,
prouvons que (iv) implique (i). Soit e = YI_; a; ® a; un élément de B satisfaisant
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aux conditions (ii) de la prop. 5. Soit L une extension du corps K; il s’agit de
prouver que ’anneau A(L) est semi-simple ou encore que tout A(L)—module est semi-
simple (VIII, p. 134, prop. 4). Soit M un Ap)-module et soit N un sous-module
de M; considérons M comme un (A, L)-bimodule & gauche et N comme un sous-
bimodule (III, p. 39). Comme L est un corps, il existe un projecteur L-linéaire u
dans M, d’image N. Comme les homothéties ay; associées aux éléments a de A sont
L-linéaires, il existe un unique homomorphisme de groupes de A®, A° dans End;, (M)
qui associe & un élément a®a’ 'application L-linéaire x — au(a’z). Notons v I'image
de e par cet homomorphisme; il résulte de la remarque 2 que v est un projecteur
Ay-linéaire d’image N. Le noyau de v est un sous-A qy-module de M, supplémentaire
de N. D’apreés le cor. 2 de VIII, p. 52, le Ay -module M est semi-simple.

Remarque 3. — On sait (VIII, p. 230, cor. 1) que le produit tensoriel de deux
algebres absolument semi-simples sur un corps commutatif est absolument semi-
simple. Par suite, si I'algebre A est absolument semi-simple, il en est de méme de
lalgebre B = A @y A°.

6. Cohomologie des algébres

Dans ce numéro, on note K un anneau commutatif, A une K-algebre, B la K-
algebre A®y A° et ¢ Papplication K-linéaire de B dans A telle que l'on ait e(z®y) =
xy pour z,y dans A. Pour n € N, on note B,, le produit tensoriel sur K de (n + 2)
copies du K-module A. On le considére comme un (A, A)-bimodule (et aussi comme
B-module) en le munissant de la structure de A-module & gauche déduite de la
structure de A-module a gauche du premier facteur du produit tensoriel, et de la
structure de A-module a droite déduite de la structure de A-module a droite du
dernier facteur. En particulier, B, n’est autre que le (A, A)-bimodule B.

Pour tout entier n > 1, on définit des homomorphismes de bimodules d} pour
i €[0,n] et d, de B,, dans B

.—1, bar les formules

(4) dTiL(%@"'@mnH):%@"'@zi%‘ﬂ@'”@znﬂ
pour ¢ € [0, n].
(5) d, =3 (-1)d,.

i=0

On note dy, = df I'application ¢ : By — A.
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Soit » un entier > 1. Pour 0 <i < j < n,ona
(6) di_jodl=dl"{od}

et I'on en déduit

dpyod,= > (=1)"d, yodi+ 3 (-1)Vd,  od]
0<i<j<n O<jsisn—1
= > (DMdTedy+ 3 (-)Mdyod),
0<i<j<n O<jsisn—1
d’ou
(7) d,_,od,=0.

Soit P un (A, A)-bimodule. Pour tout entier n > 0, on note C"(A,P)
le K-module des applications K-multilinéaires de A™ dans P. L’application
a" : C"(A,P) — Homg(B,,P) qui & f € C"(A,P) associe 'homomorphisme
a"(f) caractérisé par

(8) an(f) (1‘0 ®-® zn+1) = Ty .f<x17 s 7I7l)zn+l

est un isomorphisme de K-modules.
On note 0" (pour n > 0) l'unique application K-linéaire de C"(A,P) dans
C"t1(A, P) rendant commutatif le diagramme

C"(A,P) —— 2, CI(A,P)

- -
Hom(dp+1,1
Homp(B,,, P) —— "% Homy (B, . P)

on a donc par définition

(9) (@0 d")(f) = a"(f) 0 dyyy
pour tout f € C"(A,P). Autrement dit, on a

8n<f) (1‘0, .. '7xn) - a"(f) (dn+1<1 TR - Qx,® 1))
pour z,...,x, dans A et f dans C*(A,P), c’est-a-dire
an(f)(x[b R mn) :x[) f(xh s >xn)

n—1

(10) + Z(_l)iﬂf(zo: o L il g, Ligy - s )
i=0

+ (=D (g, ..., 1),
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D’apres (7) et (9), on a
(11) "Moo =0 pour tout n > 0.
On note H°(A, P) le K-module Ker 8° et, pour n > 1, H*(A, P) le K-module

Ker 9"/Im 0"7'. Le K-module C°(A,P) s’identifie & P et on a C'(A,P) =
Homy (A, P). Les applications 0" pour n < 2 sont données par les formules

(12) 3 (p)(a) = ap — pa pour tout p € P;

(13) 0'(f)(a,a') = af(a’) = f(ad') + f(a)a"  pour f € C'(A,P);

(14) A(f)a,d,d") =af(d,d") — flad',a") + f(a,d'a") — f(a,a’)a”

pour f € C2(A,P).

Ainsi H2(A, P) est le sous-K-module de P formé des éléments p tels que ap =
pa pour tout a € A, et H'(A,P) est le quotient du K-module Dery (A, P) des
K-dérivations de A dans P (III, p. 118) par le sous-K-module formé des dérivations

de la forme a — ap — pa avec p € P (appelées dérivations intérieures).

7. Cohomologie des algébres absolument semi-simples

PROPOSITION 6. — Soient K un anneau commutatif et A une K-algébre. Soit e =
Y, @a) un élément de B = A @ A° vérifiant les conditions (ii) de la prop. 5 de
VIII, p. 232. Pour tout entier n > 1 et tout élément f de C"(A,P), notons v"(f)
Uélément de C"=Y(A, P) défini par la formule

(15) P s ta) = ey )
On a alors
(16) 0 O = f

pour tout entier n > 1 et tout f € C"(A,P).

* Remarque 1. — Les morphismes 8, : C*(A,P) — C"*1(A,P) définissent
un complexe (C(A, P),d) de K-modules (X, p. 24). L’application v, définit donc
une homotopie reliant 0 & Idg(ap) de ce complexe dans lui-méme (X, p. 32,
déf. 4). x
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Reprenons les notations du n® 6. Définissons, pour tout entier n > 0, une appli-
cation h,, : B, — B, ., par la formule

T

hy(z) =d}s(e®@z) = Za ® az.

C’est un homomorphisme de (A, A)-bimodules (formule (3)).
Lemme 5. — On a la relation
(17) dy iy ohy +hy oy od, =1p
pour tout n > 1.
Soit x € B, ; on a
(dng1 © 1) (2) = (dyy © dipyn) (e © )
— (B0 dhle @)~ S 0 dhes)ew )
d’on, par la formule (6),

n+2

(dn+1 ° hn)( )= (d0+1 © dn+2)(€ ® x) Z(*l)i(d}zﬂ © dTiL+2)(e ® ).

=2

Mais on a
(dnprodns)(e®a) =c(e)r =
par la condition (ii) de la prop. 5 de VIII, p. 232 et, pour i > 2,
dyyp(e® x) = e ® d7%(2),
ce qui donne
(1 0 ) (@) = 2 = dpyy (e @ dy (2) = 2 = hyy_y 0 dy (2),
d’ott la formule (17).

Avec le lemme 5, nous pouvons terminer la preuve de la proposition 6. Soient
n un entier > 1 et f un élément de C"(A, P). On a par construction

(18) " ("(f) = a"(f) o hyy
et par suite, d’apres les formules (9) et (18)
a"(@" (" () + ") = a" T (3" (S) o dyy + " THO(f) 0 B,
=a"(f)ohy_yod, +a"(f)od, 0h,
=a"(f)



A VIIL238 ALGEBRES ABSOLUMENT SEMI-SIMPLES § 13

ou la derniere égalité résulte de (17). Comme o™ est bijective, la proposition en
résulte.

THEOREME 3. — Soient K un anneau commutatif, A une K-algébre et P un
(A, A)-bimodule. On suppose que le (A @y A°)-module A est projectif. On a alors
H"(A,P) =0 pour tout entier n > 1.

Il s’agit de prouver que pour tout entier n > 1, tout élément f de C*(A,P) tel
que 9"(f) = 0 est de la forme 0" 1(g) pour un élément g de C**(A,P). Compte
tenu de la prop. 5 (VIII, p. 232), c’est une conséquence immédiate de la prop. 6 de
VIIL p. 236.

COROLLAIRE. — Toute K-dérivation de A dans P est intérieure.
C’est une traduction de 'égalité H' (A, P) = 0.

Remarques. — 2) Les hypotheéses du th. 3 sont notamment vérifiées lorsque K est
un corps et A une K-algébre absolument semi-simple (VIII, p. 233, th. 2).

*3) Supposons que le K-module A soit projectif. Le théoréme 3 peut aussi se
démontrer de la facon suivante. Le complexe (@,-(B,,d) et I'homomorphisme
€:By — A définissent une résolution projective du B-module A; le K-module
H"(A,P) est donc isomorphe & Extfi(A, P) pour tout n > 0 (X, p. 100, th. 1). Si
le B-module A est projectif, les K-modules Ext}}(A, P) sont nuls pour n > 1 (X,
p. 88, cor. de la prop. 5), ce qui entraine la nullité de H"(A,P). Inversement, si
HY(A,P) est nul pour tout (A, A)-bimodule P, le B-module A est projectif (X,
p. 93, prop. 10).4

8. Scindage des algebres artiniennes

Dans ce numéro, K désigne un anneau commutatif et A une K-algebre. Soit ¢
le radical de A. Notons A l'algébre quotient A/t et 7 I'application canonique de A
sur A. On s’intéresse ici aux sous-algebres S de A telles que A =S @ .

Notons ¥ T'ensemble des sections K-lindaires s de m satisfaisant & s(af) =
s(a)s(B) pour a, 8 dans A. Observons qu’une telle section satisfait nécessairement
a s(1) = 1 (autrement dit, s est un homomorphisme d’anneaux) : on a en effet
s(1)% = s(1), et s(1) est inversible puisqu’il appartient a 1 + v (VIIL, p. 151, th. 1).
Si s est un élément de X, I'image S de s est une sous-algebre de A et 'ona A = S&@r.
Inversement, si S est une sous-algebre de A telle que A = S @ t, la restriction de 7
a S est bijective, et la bijection réciproque définit un élément de ¥ d’image S.
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D’aprés le théoréme de Jacobson (loc. cit.), tout élément de 1+ v est inversible
dans A ; on appelle automorphisme spécial de A tout automorphisme intérieur de la
forme a > zaz~! avec x € 1 + .

PROPOSITION 7. — Supposons que le (A @y A°)-module A soit projectif.

a) Soient S, et S, des sous-algébres de A satisfaisant a A =S, &v =S, Sr. Il
existe un automorphisme spécial de A transformant S, en S,.

b) Supposons que m posséde une section K-linéaire et que le radical v de A soit
nilpotent. Il existe alors une sous-algébre S de A satisfaisant a A =S @ .

Plagons-nous sous les hypothéses de a) et notons s; et s, les éléments de 1'en-
semble ¥ correspondant aux sous-algebres S; et S,. Soit € I'application K-linéaire
de A ®x A dans A telle que £(a ® b) = ab. D’aprés la prop. 5 de VIII, p. 232, et
la remarque 1 de VIII, p. 232, il existe un élément ¢ = 7, a; ® o) de A @k A
satisfaisant & S7_ oyal = 1 et 7 a0y ® of = S7, a; ® ol pour tout v € A.
Posons = 3>1_, s1(q;)s5(c). Onan(z) = Y1, ol =1, dott 2 € 1+ v. Soit @ un
élément de A. On a

(a)z:isl(aai)sz(a = (g0 (5 ® sy) <Zo¢o¢ ®a>
=(e0(s; ®5y)) <Zoz ®aa> Zsl V8o () = zsy(a).

Légalité 271S, o = S, en résulte, d’ou I'assertion a).

Prouvons l'assertion b) sous 'hypothése t? = 0. En ce cas, le (A, A)-bimodule v
est annulé par t et on le considére donc comme un (A, A)-bimodule. Choisissons une
section K-linéaire o de 7. On a

(19) azr =o(a)x et ra = zo(w)
pour a € A et x € t. Posons
(20) ola, B) = o(aB) — o(a)a(B).

pour o, 3 € A. On a la relation 7(¢(a, ) = aff — aff = 0 pour «, 3 € A. Donc ¢
défini un élément de C%(A, t). Soient «, 3, v des éléments de A ; compte tenu de (19),
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on a

Pola, B,7) = ap(B,7) — p(aB,7) + (e, By) — p(a, B)y
= o(a)e(B,7) —e(aB,y) + ela, By) — pla,
= o(a)(a(B7) = a(B)o(v)) — o(apy) + o

(@)a(By) = (o(aB) — a(@)a(B))a(y)

B)a(v)
aB)o(y) +o(afy)

=0.

D’aprés le th. 3 de VIII, p. 238, le K-module H2(A, t) est réduit & zéro. Il existe
donc un élément ¢ de C'(A,t) tel que 9'p = @, c’est-a-dire tel qu’on ait

(21) o(a, B) = ap(B) — v(aB) +(a)B pour a, 3 dans A.
On a ¥(a)y(B) = 0 puisque t2 est nul; on tire alors de (19) et (20)
(22) (0 + ) (ab) = (o + ) (a)(o +¥)(B),

de sorte que la section K-linéaire o + ¢ de 7 appartient a . Son image est une
sous-algebre S de A telle que A =S + .

Démontrons enfin I'existence de S dans le cas général. Raisonnons par récurrence
sur le plus petit entier p > 1 tel que v» = 0, le cas p = 1 étant trivial. Supposons
qu’on ait p > 2, et posons A’ = A/tP~1; le radical v/ de A’ est égal & t/vP~! (prop. 5 de
VIII, p. 150), donc satisfait & v»~* = 0, et I'algébre A/t est isomorphe & A = A/r,
donc est absolument semi-simple. D’apres I’hypothese de récurrence, il existe une
sous-algebre §" de A’ telle que A’ = S’ @ v'. Alors S’ est de la forme A”/tP~1 ot A”
est une sous-algébre de A contenant t?~!, et I'on a

(23) A=A"+r, vl =A"Ne.

L’algebre A” /tP~! est isomorphe & A’/v'; on a (P~1)? = 0 donc t?~! est le radical
de A”. D’apres le cas traité précédemment, il existe une sous-algebre S de A” telle
que A” =S @®P!; on déduit de (23) la relation A =S @ t.

COROLLAIRE 1 (théoréme de Wedderburn). — Soient K un corps commutatif, A
une K-algébre, v le radical de A. On suppose que la K-algébre A/t est absolument
semi-simple.

a) Soient S, et Sy des sous-algébres de A satisfaisant ¢ A =S, ®rv =S, Br. Il
existe un automorphisme spécial de A transformant S; en S,.

b) Sit est nilpotent, il existe une sous-algébre S de A satisfaisant @ A =S Pr.

Cela résulte de la prop. 7 et du th. 2 de VIII, p. 233.
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COROLLAIRE 2. — Soit A une algébre commutative de degré fini sur un corps par-
fait K et soit v son radical. Il existe une unique sous-algébre S de A telle que
A =S @r. De plus, S est isomorphe au produit d’un nombre fini d’extensions de
degré fini de K.

La K-algebre A /v est semi-simple (VIII, p. 169, prop. 1) et de degré fini ; le corps
K étant parfait, elle est absolument semi-simple (VIIL, p. 228, th. 1). Comme 'idéal
t est nilpotent, l'existence et I'unicité de S résultent alors du cor. 1. Comme S est
semi-simple, commutative et de degré fini, la derniére assertion est une conséquence
de la prop. 3 de VIII, p. 133.

Remarques. — 1) L’hypothese que A/t est absolument semi-simple est es-
sentielle dans le cor. 1 (VIII, p. 242, exerc. 4).

2) Supposons que A soit une algébre artinienne sur le corps K. Si A est
commutative, on peut montrer (VIII, p. 176, exerc. 9) que A est isomorphe & un
produit d’algébres Ay x -+ x A, telles que A;/PR(A;) soit un corps pour tout i.
Par contre, si A n’est pas commutative, il se peut que A ne soit pas isomorphe &
un produit d’algébres Ay x --- x A, telles que A;/R(A;) soit un anneau simple
pour tout ¢ (VIII, p. 243, exerc. 5).
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EXERCICES

1) Soient K un corps commutatif et A une K-algébre. On dit qu'un A-module M est abso-
lument sans radical si pour toute extension L de K, le A(p,)-module M1, est sans radical.
On dit que 'algebre A est absolument sans radical si le A-module A; est absolument sans
radical.

a) Une algebre commutative absolument sans radical est séparable (V, p. 114, déf. 1).

b) Tout sous-module d’un module absolument sans radical est absolument sans radi-
cal ; une somme directe de modules absolument sans radical est absolument sans radical.

¢) Soit M un A-module de type fini ; pour que M soit absolument sans radical, il faut et
il suffit qu'il existe un corps parfait P, extension algébrique de K, tel que Ry, (M(py) = 0.

d) Pour quun A-module semi-simple M soit absolument sans radical, il faut et il
suffit que tout module simple appartenant au support de M le soit.

e) Soient S un A-module simple, D son commutant. Démontrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Le A-module S est absolument sans radical ;

(ii) La K-algebre D est absolument sans radical ;

(iii) Le centre de D est une extension séparable de K.

f) Pour qu'une algébre semi-simple soit absolument sans radical, il faut et il suffit
que le centre de chacun de ses composants simples soit une extension séparable de K.

g) Prouver quun A-module absolument sans radical de dimension finie sur K est

absolument semi-simple.

2) Soient Ay et Az des K-algebres, A I'algebre A; ®k A, M; un A;-module (i = 1,2) et M
le A-module M; ®k Ms.

a) On suppose que le Aj-module M; est absolument sans radical ; démontrer l'inclu-
sion Rp (M) C My @k Ra,(Ma).

b) Si les modules M; et My sont absolument sans radical, il en est de méme du
A-module M.

3) Soit K un corps commutatif et soient A et B des K-algebres simples. On suppose que A
est de rang fini sur son centre Z, que Z est une extension algébrique de K et que la K-
algebre B est absolument sans radical (exerc. 1). Démontrer que l'anneau A @k B est
absolument plat (VIII, p. 166, exerc. 27 ; observer que tout élément de A ®k B appartient
& une sous-algebre de la forme A; ®k B, ot A; est une algebre simple de rang fini sur K).

4) Soit K un corps commutatif de caractéristique p > 0 et soit a un élément de K —KP.
On désigne par A la K-algébre (de dimension finie) K[X]/((XP — a)?). Démontrer que le
radical v de A est de carré nul, que la K-algébre A /v est isomorphe & l'extension radicielle
L = K[X]/(X? — a) de K et que A ne contient pas de sous-K-algebre isomorphe a L.
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5) Soient K un corps commutatif et L un ensemble fini. On désigne par B l'algébre
construite dans 'exerc. 17 de VIII, p. 164 par ¢ I’élément central 1 — 3"y c\ + Z/\#H Tap
de B et par A l'algebre B/Be. La K-algebre A est de dimension finie, son radical v est de
carré nul et A/t est isomorphe a K" ; prouver que A n’est pas isomorphe & un produit de
deux algebres non nulles.

9 6) Soient K un corps commutatif et E une extension de K. Démontrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute extension séparable L de K, 'anneau E(1) est semi-simple ;

(ii) E est une extension radicielle d’une extension séparable de degré fini de K.
(Sous I'hypothese (i), prouver a 'aide du cor. de V, p. 134 et de lexerc. 4 (§2) de V, p. 140
que E est une extension algébrique de K ; prouver ensuite que la fermeture séparable Eg
de K dans E est de degré fini, en remarquant que dans le cas contraire, 'anneau Ey,),
ou L est une cloture séparable de K, contiendrait des familles d’idempotents orthogonaux
(e1,...,en) avec n arbitrairement grand. Sous 'hypothese (ii), démontrer que si Eg(r) est
isomorphe a H;:l Cj, Eq) est isomorphe a H;:l Dj, ot D; est une extension radicielle
de Cj.)

9 7) Soit E une extension radicielle d'un corps commutatif K, de caractéristique p > 0.
On suppose que 'anneau E @k E est noethérien.
a) Prouver qu'il existe un entier k tel que E C Kr " (raisonner par Pabsurde en cons-
truisant une suite (z,,) dans E telle que (2, ®1—1 ®xn)p"71 £0, (2, @1 —-10z,)P" =0).
b) Soit F = K(EP) et soit (x;);er une p-base de E sur F (V, p. 93). On pose y; = z; @1
et zi=2; ®1—1®ux;. Soit A la partie de N formée des familles (cvi)ier telles que a; < p

pour tout i; démontrer que les éléments [];<; yfzf ¢

pour (o) , (B;) € A forment une base
du F-espace vectoriel E @p E. En déduire que I est fini (observer que anneau E ®p E est
noethérien).

¢) Conclure que E est de degré fini sur K (utiliser Uexerc. 1 b) de V, p. 160).

9 8) Soit E une extension algébrique d’un corps commutatif K. Démontrer que pour que
lanneau E @k E soit noethérien, il faut et il suffit que E soit de degré fini sur K (se
ramener au cas d'une extension radicielle par la méthode de ’exerc. 6, puis appliquer
lexercice précédent).

€ 9) Soient K un corps commutatif et A une K-algebre. On suppose que pour toute K-
algebre artinienne B, 'anneau A ®g B est artinien. Démontrer que A est de dimension
finie sur K (se ramener au cas ol A est semi-simple, en observant que les A /R(A)-modules
R(A)*/R(A)*+! sont de longueur finie ; puis utiliser les exerc. 6 et 7).

10) Soient K un anneau commutatif, A une K-algebre et P un (A, A)-bimodule. On ap-
pelle extension de A par P un triplet (B,i,p), ot B est une K-algébre, p : B — A un
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homomorphisme surjectif de K-algébres, i : P — B un homomorphisme K-linéaire injectif
d’image Ker p, satisfaisant a i(p(b) x) = bi(x) et i(x p(b)) = i(x) b pour x € P, b € B. On
appelle isomorphisme de 'extension (B, i,p) sur 'extension (B, p’) tout isomorphisme
de K-algebres u : B — B/ tel que p'ou=petuoi=71.

a) Soit (B, ,p) une extension de A par P; I'image de ¢ est un idéal bilatére de carré
nul de B. Inversement, si p : B — A est un homomorphisme surjectif de K-algébres dont
le noyau P est de carré nul et ¢ l'injection canonique de P dans B, le triplet (B,%,p) est
une extension de A par P.

b) Soient ig : P —+ A® P et po : A®P — A les applications canoniques. Il existe
une unique structure de K-algebre sur A @ P telle que (A @ P, i, pp) soit une extension
de A par P. Démontrer que le groupe des automorphismes de cette extension s’identifie
au groupe des K-dérivations de A dans P.

¢) Soit (B,i,p) une extension de A par P. Démontrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) L’extension (B,,p) est isomorphe & extension (A @ P,ig,po);

(ii) Il existe un homomorphisme de K-algebres s : A — B tel que po s =1Ida ;

(iii) Il existe une sous-algebre S de B telle que B = S @ i(P).

On dit alors que l'extension (B, 4,p) est triviale.

d) Soient (B,i,p), (B',#,p') des extensions de A par P. Soient C la sous-algébre de
B x B’ formée des éléments (b,b') tels que p(b) = p'(V'), ¢ l'idéal bilatére de C formé
des éléments (i(z), —i'(z)) pour z € P, B” l'algebre C/¢, 7 : C — B” 'homomorphisme
canonique. Soient i : P — B” et p” : B” — A les homomorphismes définis par i"(z) =
7(i(2),0), p" (7 (b,b')) = p(b) pour x € P, b € B, b’ € B'. Démontrer que (B”,i", p”) est une
extension de A par P, appelée extension somme de (B, 4, p) et (B',7',p’), et que 'on définit
ainsi une loi de groupe commutatif sur I'ensemble Exy (A, P) des classes d’isomorphisme
d’extensions de A par P, dont ’élément neutre est la classe de 'extension triviale. De plus
l'action de K sur Exy (A, P) telle que A\(B,4,p) = (B,A"'4,p) pour A € K, A\ # 0 définit
une structure de K-module sur Exg (A, P).

e) Soit u : P — P’ un homomorphisme de (A, A)-bimodules et soit (B,4,p) une
extension de A par P. Soit B’ la somme amalgamée B @p P’ (II, p. 179, exerc. 5); pour
b € B, 2’ € P/, on note [b,2'] la classe de (b,2') dans B'. Soient ¢/ : P’ — B’, p’ : B’ — A,
v : B — B’ les applications définies par

‘@) =021 pba])=pb), o) =0

Démontrer qu’il existe une unique structure d’algebre sur B’ telle que (B',4’,p’) soit une
extension de A par P’ et v un homomorphisme d’algebres. On dit que (B',4’,p’) est Pexten-
sion de A par P’ déduite de (B,7,p) au moyen de u; toute extension (C, j,q) de A par P’
pour laquelle il existe un homomorphisme d’algebres w : B — C satisfaisant & gow = p
et woi = jowv est isomorphe & (B,#,p).
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f) L’application Homa a)(P,P’) x Exgk (A, P) — Exg (A, P’) qui associe & un couple
(u, (B, ,p)) la classe de 'extension déduite de (B, 7, p) au moyen de u est K-bilinéaire.

g) Soit f : A’ = A un homomorphisme de K-algebres et soit (B,4,p) une extension
de A par P. Définir de méme une structure d’algeébre sur le produit fibré B” = B x4 A’ et
une extension (B”,4”,p”) de A’ par P, dite déduite de (B, i, p) au moyen de f.

h) On suppose en outre 'algébre A commutative. Démontrer que les classes d’exten-
sions (B, 7, p) de A par P telles que l'algébre B soit commutative forment un sous-K-module
Ex%(A,P) de Exk(A,P).

11) a) Soit f un élément de C2(A,P) (VIIL, p. 235). Démontrer qu’on définit une structure
d’algeébre sur le K-module A & P en posant (a,z)(d’,2') = (ad’,az’ + zd’ + f(a,d’));
I'injection canonique ¢ : P — A @ P et la surjection canonique p : A @ P — A sont
des homomorphismes d’anneaux, et le triplet (A @ P,i,p) est une extension de A par P
(observer qu'on a f(a,1) = af(1,1) et f(1,a) = f(1,1)a pour tout a € A).

b) Prouver que la classe d’isomorphisme de cette extension ne dépend que de la classe
de f dans H?(A,P) et qu'on définit ainsi un isomomorphisme de K-modules de H2(A, P)
sur le sous-K-module de Exy(A,P) formé des extensions de A par P qui sont triviales
comme extensions de K-modules.

¢) On suppose l'anneau A commutatif; on note C?(A,P)* le sous-K-module de
C2%(A,P) formé des éléments f tels que f(x,y) = f(y,) quels que soient z,y dans A,
et H2(A,P)® I'image de C%(A,P)* dans H?(A,P). Prouver que l'isomorphisme précédent
induit un isomorphisme de H?(A,P)® sur le sous-K-module de Ex§ (A, P) formé des ex-
tensions commutatives de A par P qui sont triviales comme extensions de K-modules.

12) Soient A un anneau commutatif, J un idéal de A, B I'anneau A/J et P un B-module.
a) Démontrer que la suite exacte 0 — J/J? — A/J?2 — B — 0 définit une extension
de la A-algebre B par P (exerc. 10).
b) Soit P un B-module. Prouver que ’lhomomorphisme Homg(J/J?, P) — Ex§ (B, P)
qui associe a u ’extension déduite de I’extension ci-dessus est un isomorphisme.



§14. ALGEBRES CENTRALES ET SIMPLES

Dans ce paragraphe, K désigne un corps commutatif.

1. Algebres centrales et simples

DEFINITION 1. — On dit qu'une algébre A sur le corps K est centrale si l'applica-

tion X\ — A1 est une bijection de K sur le centre de A.

Une algebre centrale n’est pas réduite a 0. Pour tout entier n > 1, la K-algebre
de matrices M, (K) est centrale (VIII, p. 78, cor. 2) et simple (VIIL, p. 116, th. 1).
Plus généralement, soit D une K-algebre centrale de degré fini, alors M, (D) est
également centrale. Soit A un anneau simple; son centre Z est un corps (VIII,
p. 117, cor. 1), et A est donc une algebre centrale et simple sur Z. Si le corps K
est algébriquement clos, une algebre simple de degré fini sur K est centrale (VIII,
p. 118, cor. 3). L’algébre opposée d’'une algebre centrale et simple est centrale et

simple.

Remarques. — 1) Soient A et B des K-algeébres. Si l'algébre A @y B est centrale et
simple, il en est de méme de A et B (III, p. 41, cor. de la prop. 6 et VIII, p. 217,
prop. 6). Réciproquement, si les algébres A et B sont centrales et simples et si I'une
d’elles est de degré fini sur K, alors algebre A @ B est centrale et simple (III, p. 41,
cor. de la prop. 6 et VIIL, p. 217, cor. 2).

2) Soit A une K-algebre et soit L une extension du corps K. Si la L-algébre A,
est centrale et simple, alors la K-algebre A est centrale et simple. Réciproquement,
si I'un des degrés [A : K] ou [L : K] est fini et si la K-algeébre A est centrale et simple,
la L-algebre A(L) est centrale et simple. Cela résulte du cor. 2 de VIII, p. 218.
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3) Soient A et B des K-algebres équivalentes au sens de Morita. L’algebre A
est centrale simple si et seulement s’il en est de méme de B (VIII, p. 101, prop. 6,
p. 106, cor. et p. 98, cor. 1).

4) En particulier, si A est une K-algébre centrale et simple et si n > 1, alors
M, (A) est une K-algebre centrale et simple (VIII, p. 98, exemple 1).

THEOREME 1. — Soit A une K-algébre de degré fini. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(i) L’algébre A est centrale et simple;

(ii) L’algébre A est centrale et sans radical;

(iii) L’homomorphisme canonique de la K-algébre A @y A° dans la K-algébre
Endgk(A) qui transforme a @ o' en Uapplication K-linéaire © + axa’ de A dans A
est bijectif;

(iv) Il existe une extension L du corps K et un entier n > 1 tels que les
L-algébres Ay, et M, (L) soient isomorphes;

(v) Pour toute cloture séparable K' de K, il existe un entier n > 1 tel que les
K'-algebres A,y et M, (K') soient isomorphes;

(vi) Il existe une extension L du corps K, galoisienne et de degré fini, et un
entier n > 1 tels que les L-algébres Ay et M, (L) soient isomorphes;

(vii) Il existe une K-algébre de degré fini D qui est un corps de centre K et un
entier n > 1 tel que lalgébre A soit isomorphe d 'algébre M, (D).

Pour qu’un anneau soit simple, il faut et il suffit qu’il soit semi-simple et que son
centre soit un corps (VIII, p. 138, cor. de la prop. 10). Comme A est une algebre de
degré fini sur le corps K, c¢’est un anneau artinien a gauche; il est donc semi-simple
si et seulement s’il est sans radical (VIII, p. 150, prop. 4). L’équivalence de (i) et
(i) résulte de la.

Posons E = A ®k A° et F = Endg(A); notons ¢ ’homomorphisme canonique
de E dans F défini par la relation p(a ® o')(z) = axzd’ pour z,a,a’ dans A. Si
lalgebre A est centrale et simple, il en est de méme de A° et donc de E (remarque 1),
et ¢ est donc injectif. Or on a [E: K] = [A:K]* = [F:K], donc ¢ est bijectif.
Réciproquement, supposons ¢ bijectif ; comme I'algébre F est centrale et simple (car
elle est isomorphe a une algébre de matrices M,,,(K)), il en est de méme de E, donc
aussi de A (remarque 1). On a donc prouvé I'équivalence de (i) et (iii).

Par la remarque 4, I’assertion (vii) entraine l'assertion (i). L’'implication réci-
proque résulte du cor. 3 de VIII, p. 118 et du cor. 2 de VIII, p. 78.

Il est clair que (vi) entraine (iv), et (iv) entraine (i) d’apres la remarque 2.
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Il reste & prouver les implications (i)=(v)=-(vi). Supposons que A soit centrale
et simple et notons K" une cloture séparable de K (V, p. 44). Alors A/ est une
algebre centrale, simple et de degré fini sur K’ (VIII, p. 247, remarque 2). D’apres le
corollaire de VIII, p. 227, il existe donc un entier n > 1 et un isomorphisme de K'-
algebres de A /) sur M,,(K’) ; remarquons que les K'-algebres M, (K') et M, (K)
sont isomorphes. D’apres le lemme 4 de VIII, p. 229, il existe une sous-extension L
de K', de type fini K telle que les L-algebres A, et Mn(K)(L) soient isomorphes.
Alors L est séparable et de degré fini sur K, donc contenue dans une sous-extension
L' de K', galoisienne et de degré fini sur K (V, p. 55, prop. 2). Les L'-algebres A p)
et M, (L') sont alors isomorphes.

COROLLAIRE 1. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur un corps
séparablement clos K. 1l existe un entier n > 1 tel que A soit isomorphe a ’algébre
de matrices M, (K).

En effet, toute extension galoisienne de K est égale a K; il suffit d’appliquer
I'équivalence des propriétés (i) et (v) du th. 1.

COROLLAIRE 2. — Soit A une algébre centrale, simple, et de degré fini sur K (par
exemple, un corps de centre K et de degré fini sur K). Il existe un entier n > 1 tel
que [A : K] = n?.

Soient L une extension de K et m un entier strictement positif tels que les
L-algebres A, et M,,(L) soient isomorphes. On a

[AK]=[Ag L] =[M,(L): L] = n?.

Avec les notations du corollaire 2, 'entier n s’appelle le degré réduit de A.

Remarque 5. — Soit A une algebre centrale, simple et de degré fini sur K, dont le
degré réduit est un nombre premier £. Alors A est un corps ou A est isomorphe a
M,(K). En effet, A est isomorphe a une algébre de la forme M, (D), ot D est un
corps de centre K et 'on a

P =[A K =n’D:K]

si A n’est pas un corps, alors n # 1, doncn =/ et D = K.
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2. Deux lemmes sur les bimodules

Soient A et B des anneaux. Pour tout homomorphisme f de B dans A, on note
A7 le (B, A)-bimodule dont le A-module & droite sous-jacent est A, et dont la loi
d’action de B-module & gauche est donnée par (b, a) — f(b)a.

Lemme 1. — Soient [ et g des homomorphismes de B dans A. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Les (B, A)-bimodules AT et A9 sont isomorphes;

(ii) Il existe un automorphisme intérieur (I, p. 97, exemple 2) 6 de A tel que

=0of.

Les automorphismes du A-module a droite A, sont les applications z — ax, ou
a est un élément inversible de A. Pour qu’un tel automorphisme soit une application
B-linéaire de A/ dans AY, il faut et il suffit que I'on ait

g(b)ar = af(b)x

pour tout z dans A et tout b dans B. Cette relation équivaut a g(b) = af(b)a™" pour
tout b dans B, c’est-a-dire & g = fo f, o1 0 est I'automorphisme intérieur x +— aza™!

de A.

Lemme 2. — Supposons que B soit un anneau semi-simple et un module de type fini
sur son centre Z. Soient M et N des (B, A)-bimodules. Supposons-les de longueur
finie (ce qui a lieu en particulier si ce sont des A-modules a droite de longueur finie).
Si M et N sont isomorphes comme (Z,A)-bimodules, ils sont isomorphes comme
(B, A)-bimodules.

A) Considérons d’abord le cas ot B est Uanneau des endomorphismes d’un
espace vectoriel S de dimension finie d sur un corps commutatif L. On a alors
Z = L; on considére S comme un (B,Z)-bimodule. L’anneau B est simple, S est
un B-module simple et Z est le commutant de S; tout B-module est isotypique
de type S (VIII, p. 118, prop. 2 a)). Soit (V,«) (resp. (W, 3)) une description du
B-module M (resp. N). L’ensemble V (resp. W) est muni d’une structure de (Z, A)-
bimodule de sorte que « (resp. ) soit un isomorphisme de (B, A)-bimodules (VIII,
p. 60, remarque 2). Comme (Z, A)-bimodule, M est isomorphe & V¢ et N a W4, et
il existe un isomorphisme de 'ensemble des sous-(Z, A)-bimodules de V, ordonné
par inclusion, sur celui des sous-(B, A)-bimodules de M (loc. cit.). Donc V est un
(Z, A)-bimodule de longueur finie et il en est de méme de W. Comme les (Z, A)-
bimodules V¢ et W¢ sont isomorphes, les (Z, A)-bimodules V et W sont isomorphes
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d’apres le th. 2, d) de VIII, p. 34 appliqué & l'anneau Z ®, A°. Finalement, les
(B, A)-bimodules M et N sont isomorphes.

B) Considérons maintenant le cas ou B est un anneau simple, de type fini en
tant que Z-module. Alors Z est un corps et B est une algebre centrale, simple, et de
degré fini sur le corps Z. D’apres le th. 1 de VIII, p. 248 il existe une extension Z’ de
Z, de degré fini sur Z, telle que la Z'-algebre B’ = By, soit isomorphe a 'algebre des
endomorphismes d’un espace vectoriel de dimension finie sur Z’. Posons M’ = M,
et N' = N(. Alors M" et N" sont des (B’, A)-bimodules de longueur finie ; considérés
comme (7', A)-bimodules, M’ et N’ sont isomorphes. D’apreés le cas traité en A), M’ et
N’ sont isomorphes comme (B’, A)-bimodules et a fortiori comme (B, A)-bimodules.
Posons r = [Z' : 7] ; le (B, A)-bimodule M' = Z'®, M est isomorphe a M" et, de méme,
le (B, A)-bimodule N’ est isomorphe & N" ; comme M et N sont des (B, A)-bimodules
de longueur finie, il résulte du th. 2, d) de VIIL, p. 34 que les (B, A)-bimodules M
et N sont isomorphes.

C) Considérons enfin le cas général, ou B est un anneau semi-simple, de type
fini en tant que Z-module. Soit . I'ensemble des classes de B-modules simples ; il
est fini (VIIL, p. 132, prop. 1). Pour tout A € ., notons M, (resp. N,) le composant
isotypique de type A du B-module M (resp. N); c’est un sous-(B, A)-bimodule de
M (resp. N) (remarque, VIII, p. 63). Pour A € ., notons b, I'annulateur du B-
module A et posons By, = B/b,; soit Z, le centre de B,. Pour A € .7, les (B,, A)-
bimodules M, et Ny sont de longueur finie. On peut alors identifier B au produit
des anneaux simples B,, et Z au produit des Z, (VIIL, p. 137, prop. 8). De plus,
on peut identifier M a [[yc» M, et N a [[yc» Ny, . Par hypothese, M et N sont
isomorphes comme (Z, A)-bimodules; il en résulte que pour A € ., M, et N, sont
des (Z,, A)-bimodules isomorphes. D’apres le cas traité en B), les (B,, A)-bimodules
M, et N, sont isomorphes, donc les (B, A)-bimodules M et N sont isomorphes.

Remarque. — Il résulte de la démonstration du lemme 2 que M et N sont des (Z, A)-
bimodules de longueur finie. Par conséquent, si B et A sont deux anneaux semi-
simples qui sont des modules de type fini sur leurs centres respectifs Z(B) et Z(A),
deux (B, A)-bimodules de longueur finie qui sont isomorphes comme (Z(B),Z(A))-

bimodules sont isomorphes.
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3. Théorémes de conjugaison

THEOREME 2. — Soient B un anneau semi-simple et Z son centre; on suppose que
B est un Z-module de type fini. Soit A un anneau artinien a droite et soient [ et g
des homomorphismes d’anneauz de B dans A'; notons f, et g, les restrictions de f
et g 4 Z. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe un automorphisme intérieur 6 de A tel que g =0o f;

(i) Il existe un automorphisme intérieur 0 de A tel que g, = 6o fy.

Comme l'anneau A est artinien a droite, A, est un A-module & droite de lon-
gueur finie (VIII, p. 5, th. 1). Ainsi A7 et A9 sont des (B, A)-bimodules de longueur
finie. D’apres le lemme 1 (VIII, p. 250), l'assertion (i) signifie que Af et A9 sont
des (B, A)-bimodules isomorphes et I'assertion (ii) que ce sont des (Z, A)-bimodules
isomorphes. L’équivalence de (i) et (ii) résulte donc du lemme 2 (VIII, p. 250).

COROLLAIRE. — Soient A et B des algébres sur le corps K. On suppose que B est
centrale, simple et de degré fini et que A est artinienne d droite. Soient f et g des
homomorphismes de K-algébres de B dans A. Il existe un automorphisme intérieur
0 de A tel que g=20o f.

Avec les notations du théoreme 2, on a en effet Z = K, d’ou f; = g4.

THEOREME 3 (Skolem-Noether). — Soient A et B des K-algébres simples, Z(A) et
Z(B) leurs centres. On suppose que lalgébre B est de degré fini sur K, et que algébre
Z(A)®k Z(B) est un corps (ce qui a lieu en particulier si A ou B est centrale). Soient
f et g des homomorphismes de K-algébres de B dans A. Il existe un automorphisme
intérieur 0 de A tel que g =00 f.

D’apres le lemme 1 de VIII, p. 250 il suffit de prouver que les (B, A)-bimodules
AS et A9 sont isomorphes. Or, on peut considérer Af et A9 comme des modules &
gauche sur l'algebre C = B ®y A°, et cette derniére est simple d’apreés la prop. 7 de
VIII, p. 217. Comme A-modules & droite, A/ et A9 sont isomorphes & A, donc de
longueur finie puisque 'anneau A est simple (VIIL, p. 117, cor. 1). A fortiori, AT et
A9 sont des C-modules de longueur finie. Soit S un C-module simple; il existe des
entiers strictement positifs m et n tels que AS soit isomorphe & S™ et A9 & S”. Le
A-module a droite S est donc de longueur finie non nulle. Comme les A-modules a
droite sous-jacents & Af et A9 sont isomorphes, ils ont méme longueur ; on a donc
m = n , de sorte que les C-modules A/ et A9 sont isomorphes.
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COROLLAIRE 1. — Soit A une algébre centrale et simple sur K, et soit L une ex-
tension de degré fini de K. Si f et g sont des homomorphismes de K-algébres de L
dans A, il existe un automorphisme intérieur 0 de A tel que g =6 o f.

COROLLAIRE 2. — Soit A une algébre centrale et simple sur K et soit L une sous-
algébre de A qui est un corps. Tout homomorphisme de K-algébre de L dans A se
prolonge en un automorphisme intérieur de A.

COROLLAIRE 3. — Soit D un corps, de centre K, et de degré fini sur K. Tout élé-
ment de D est algébrique sur K. Soient x et y des éléments de D ; pour qu’il existe

un élément a de D* tel que y = ava™!

, il faut et il suffit que x et y aient méme
polynome minimal sur K.
La premiere assertion résulte du cor. 1 de V, p. 16.

Supposons qu’il existe un élément a de D* tel que y = aza™"

; pour tout po-
lynéme P de K[X], on a P(y) = aP(z)a™?!, et en particulier on a P(z) = 0 si et
seulement si P(y) = 0. Par suite x et y ont le méme polyndéme minimal sur K (V,
p. 15, th. 1).

Réciproquement, supposons que z et y aient le méme polynéme minimal.
D’apres loc. cit., il existe un K-isomorphisme u de K[z] sur K[y] tel que u(z) = vy,
et K[z] est un corps. D’apres le cor. 2, u se prolonge en un automorphisme intérieur

0: 2w aza™t de D, et 'on a donc y = 0(x) = axa™L.

PROPOSITION 1. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K. Soit
B une K-algébre, soient f et g des homomorphismes d’algébres de B dans A. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un automorphisme intérieur 6 de A tel que g =60 f;

(ii) En tant que B-modules a gauche, A et A9 sont isomorphes.

D’apres le lemme 1 (VIIL, p. 250), la propriété (i) équivaut au fait que Af et A9
sont isomorphes comme (B, A)-bimodules. Comme A est de dimension finie sur K,
AS et A9 sont des B-modules de longueur finie. Comme le centre de A est égal
a K, I'équivalence de (i) et (ii) résulte du lemme 2 de VIII, p. 250, appliqué au
(A°, B°)-bimodules Af et A9,
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4. Automorphismes des algébres semi-simples

THEOREME 4. — Soient A un anneau semi-simple, 7. son centre et u un automor-
phisme de A. On suppose que A est un Z-module de type fini et que U'on a u(z) = z
pour tout z dans 7. Alors u est un automorphisme intérieur.

Cela résulte du th. 2 de VIII, p. 252 appliquée avec f =1Id, et g = u.

Ezemple. — Le th. 4 s’applique dans les deux cas particuliers suivants :

a) Soient D un corps et Z son centre. Si D est de degré fini sur Z, tout auto-
morphisme de D qui laisse fixes les éléments de Z est intérieur. L’hypothese que D
est de degré fini sur Z est essentielle (VIII, p. 265, exerc. 4).

b) Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K. Tout automor-
phisme de la K-algebre Endy (V) est intérieur ; ce résultat s’étend au cas ou l'espace
V n’est pas de dimension finie sur K (VIII, p. 268, exerc. 13).

En particulier, tout automorphisme d’une algébre de matrices M, (K) (avec
n > 1) est intérieur. Ce résultat admet la généralisation suivante :

PROPOSITION 2. — Soient L un anneau commutatif et V un L-module libre de di-
mension finie m. On suppose que tout L-module M tel que M™ soit isomorphe a L™
est isomorphe a L. Alors tout automorphisme de la L-algébre End; (V) est intérieur.

Posons B = Endy (V). Soit u un automorphisme de la L-algébre B. Considé-
rons V comme un B-module & gauche; soit u,(V) le B-module & gauche associé &
u, dont la loi d’action est (b,v) — wu(b)(v) (II, p. 30). Soit (eq,...,e,,) une base
du L-module V; étant donnés des éléments v,,...,v,, de V, il existe un unique
élément b de B tel que l'on ait b(e;) = v; pour 1 < i < m. Autrement dit, 1’é1é-
ment e = (ey,...,€,) de V™ fournit une base du B-module V. Comme u est un
automorphisme, e donne aussi une base du B-module u, (V™) = u, (V)™, qui est
donc isomorphe & V™. Le (B, L)-bimodule V est inversible (VIII, p. 98, exemple 1)
D’aprés le th. 2, b) de VIII, p. 99, il existe donc un L-module M tel que le B-module
u, (V) soit isomorphe & V®@; M. Les B-modules V®; L™ et V®; M™, respectivement
isomorphes & V™ et & u, (V)™ sont donc isomorphes. D’apres loc. cit., les L-modules
L™ et M™ sont isomorphes. Vu 'hypothese faite, M est isomorphe a L; par suite
le B-module u,(V), qui est isomorphe & V ®; M, est isomorphe & V. Soit h un iso-
morphisme de B-modules de V sur u, (V) ; ¢’est en particulier un automorphisme du
L-module V, c¢’est-a-dire un élément inversible de B. Pour b dans B et v dans V, on

a h(b(v)) = u(b)(h(v)), d’ott u(b) = hbh~1.
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Les hypotheses de la prop. 2 sont satisfaites notamment lorsque ’anneau com-
mutatif L est principal (VII, p. 14, cor. 3), ou artinien (VIII, p. 34, th. 2 d)), ou
local (VIIL, p. 33, cor. 6).

5. Sous-algebres simples des algébres simples

THEOREME 5. — Soit A une K-algébre centrale et simple et soit B une sous-algébre
de A, semi-simple et de degré fini sur K.

a) Le commutant B' de B dans A est une sous-algébre semi-simple et B est
le commutant de B' dans A. De plus l'algébre B N B’ est une algébre commutative
semi-simple de degré fini sur K et c¢’est le centre commun de B et de B'.

b) Supposons que B soit simple. Alors B’ est simple et l'on a les égalités
[A:B],=[B:K], [A:B],=[B : K], [A:K]=[B:K]B : K]

(voir VIII, p. 120, déf. 2 pour la définition du degré [A : B],).

La K-algebre A° est centrale et simple et la K-algébre B est semi-simple et de
degré fini. D’apres le cor. 1 de VIII, p. 217, I'algebre C = B ®y A° est semi-simple.
Soit M le C-module ayant méme groupe additif que A, avec la loi d’action caractérisée
par la formule (b ® a)a’ = ba'a, pour a,a’ dans A et b dans B. Soit u un élément de
Endg(A). Alors u appartient au commutant Cj; du C-module M si et seulement si u
est A-linéaire a droite et B-linéaire a gauche, ce qui revient a dire que u apprtient
au commutant de By; dans 'anneau des homothéties du A-module A,. On définit
donc un isomorphisme v de B’ sur C}; par la relation y(b')(z) = b’z pour ¥ dans
B’ et & dans M. Or I'anneau C est semi-simple et le C-module M est engendré par
Iélément 1 de A. D’aprés la prop. 6 de VIII, p. 135 Panneau Cj}; est semi-simple,
donc Palgebre B’ est semi-simple.

Soit ¢ ’homomorphisme de K-algébres de A @ A° dans Endg (M) qui associe
a a ® a’' Uapplication K-linéaire z — axa’ de M dans M. Comme les K-algebres A et
A° sont centrales et simples, les seuls idéaux bilateres de A ® A° sont 0 et A ®y A°
(VIII, p. 214, cor.). On a Cy; = p(B® A°) et Cy = ¢(B’ ® K). L’homomorphisme
© n'est pas nul; il est donc injectif. L’anneau C étant semi-simple, on a Cy; = Cy
d’apres la prop 5 de VIII, p. 135. Il en résulte que la sous-algebre By A° de A®y A°
est le commutant de la sous-algebre B’ @ K. Le commutant de B’ @y K dans A @, K
est donc égal & (B®gk A°) N (A @ K), cest-a-dire & B® K d’apres la prop. 19 de II,
p. 113. Donc le commutant de B’ dans A est égal a B. L’algebre L = BN B’ est le
centre de B. Comme B est une algebre semi-simple de degré fini sur K, l'algebre L
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est commutative, semi-simple et de degré fini sur K. Comme B est le commutant
de B dans A, le centre de B’ est aussi égal a L = BN B’ (VIII, p. 73). On a prouvé

Supposons maintenant que 'algebre B soit simple. D’apres le cor. 2 de VIII,
p- 217, Panneau C est simple. D’apres la prop. 4 de VIII, p. 119 appliquée au C-
module M, dont le commutant est isomorphe & B, 'anneau B’ est simple et M est un
B’-module de longueur finie. Autrement dit, B’ est un sous-anneau simple de Panneau
simple A et le degré a gauche [A : B'|; est un entier m > 1. Considéré comme
B’-module a gauche, A posséde une base finie (ay,...,aq,,). De plus (loc. cit.), ¢
induit par restriction un isomorphisme de C sur C}; = Endg (A), et Papplication
¢+ (cay,. .., ca,,) de C sur A™ est donc bijective. Par suite, C est un A-module a
droite libre de dimension m. Or on a C = B® A°, donc C est un A-module a droite
libre de dimension [B : K], d’ou [A : B'];, = m = [B : K]. De la prop. 6 de VIII,
p. 121, on déduit

[A:K]=[A: BB :K]=[B:K]B :K];
comme on a aussi
[A:K]=[A:BL[B:K]
et que [B: K] est fini et non nul, on conclut a I'égalité [A : B], = [B' : K] (E, III, p.
49). On a prouvé b).

Z Soit A une K-algebre simple, centrale, de degré fini. Il peut exister des
sous-algeébres commutatives semi-simples B de A satisfaisant a [A : K| #
B : K][B': K] (exerc. 1 de VIII, p. 265).

THEOREME 6. — Soient A une K-algébre centrale et simple, B une sous-algébre de
degré fini de A et B’ son commutant dans A.

a) Supposons que B soil centrale et simple. Alors B' est centrale et simple et
U’homomorphisme de K-algebres 0 : B®yg B’ — A qui transforme b b’ en bb' est un
isomorphisme.

b) Supposons que B soit semi-simple et soit L = BNB'. Alors B’ est une algébre
semi-simple. Le commutant L' de L dans A est un anneau semi-simple de centre L,
et ’homomorphisme d’anneaux v : B®, B’ — L' qui transforme b b' en b’ est un
isomorphisme.

Prouvons a). Si B est centrale et simple, B’ est centrale et simple d’apres le
th. 5 de VIII, p. 255. Alors la K-algébre B @ B’ est simple (VIII, p. 217, cor. 2)
et ’homomorphisme 6 : B ®x B’ — A est injectif. Or, d’apres 1'égalité de [A : B'],
et [B: K] (VIII, p. 255, th. 5), les B-modules & gauche B ®, B’ et A sont libres de
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méme dimension finie; ce sont donc des B'-modules ayant la méme longueur finie.
D’apres le corollaire 2 de II, p. 22, 0 est bijectif.

Prouvons b). D’apres le th. 5 de VIII, p. 255, lalgébre L est commutative, de
degré fini sur K et semi-simple. D’apres loc. cit. appliqué a L, son commutant L/
dans A est une algebre semi-simple et L est le commutant de I/ dans A, donc L est
le centre de L’. Comme L est le centre des anneaux semi-simples L', B et B/, on peut
identifier L' & un produit fini d’anneaux simples L] (i € I), de sorte que 'on ait

L:HLir B:HBiv BI:HB;
iel iel iel
ou L, est le centre de L}, et ou B, et B} sont des sous-algebres de L;, de centre L;,
commutante I'une de l'autre dans L]. Considérons L comme une algebre centrale
et simple sur le corps commutatif L;, et B, comme une L;-algebre centrale, simple
et de degré fini. D’apres 'assertion a), I'application canonique v; : B; ®y, Bj — L]
qui transforme b, ® b} en b;b; est un isomorphisme d’anneaux. Or on peut identifier
B ®y, B a [1;;(B; ®;, Bj) de sorte que ¢ soit le produit de la famille d’applications

:c1- Donc 1) est un isomorphisme d’anneaux.
(11}1)261 1/} b

COROLLAIRE. — Supposons que le corps K soit algébriquement clos et que A soit
une algebre simple et de degré fini sur K. Soit B une sous-algébre simple de A et
soit B' le commutant de B dans A. Alors B’ est une K-algébre simple, B est le
commutant de B, on a [A : K] = [B: K]|[B': K] et 'homomorphisme canonique de
B ®g B’ dans A est un isomorphisme de K-algébres.

Comme toute algebre simple de degré fini sur K est centrale, le corollaire résulte
des théoremes 5 et 6.

6. Sous-algébres commutatives maximales

On dit qu’'une sous-algebre d’une K-algebre A est une sous-algébre commuta-
tive maximale de A si c’est un élément maximal de I'ensemble des sous-algebres

commutatives de A.

Lemme 3. — Soient A une K-algébre et L une sous-algébre de A.

a) Pour que L soit une sous-algébre commutative mazimale de A, il faut et il
suffit que L soit égale a son commutant L dans A.

b) Soit K' une K-algébre commutative non nulle. Pour que L soit une sous-
algébre commutative maximale de A, il faut et il suffit que Ly soit une sous-algebre

commutative mazimale de Ay
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Prouvons a). Supposons d’abord que L soit égale a L. Alors L est commutative ;
si M est une sous-algébre commutative de A contenant L, on a xy = yx pour x dans
L et y dans M, dot M C L/ et donc M = L. Par suite, L est une sous-algebre
commutative maximale de A.

Réciproquement, supposons que L soit une sous-algebre commutative maximale
de A et soit « un élément de L'. La sous-algebre M de A engendrée par LU {z} est
alors commutative et contient L. Vu le caractere maximal de L, on a M = L, d’ou
x € L et finalement L =L/, d’ot a).

D’apres la prop. 6 de III, p. 40, le commutant de L dans A(K/) est L/(K,).
Comme les égalités L = L' et L) = Liy, sont équivalentes (I, p. 113, prop. 19),
I'assertion b) résulte de a).

PRrROPOSITION 3. — Soit A une K-algébre centrale, simple et de degré fini et soit
L une sous-algébre commutative semi-simple de A. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’algébre L est une sous-algébre commutative mazimale de A ;

(ii) Le L-module d gauche A est libre, de dimension égale d [L : K] ;

(iii) Ona [A: K] =[L: K2
Supposons de plus que A soit Ualgébre Endg (V), ot V est un espace vectoriel de
dimension finie non nulle sur K. Alors les conditions précédentes équivalent aussi
la suivante :

(iv) V est un L-module libre de dimension 1.

A) Supposons que A soit de la forme Endg (V), ot V est un espace vectoriel de
dimension finie non nulle sur le corps K. Nous établirons I’équivalence des conditions
(i) & (iv) selon le schéma logique

(i) = (iv) = (ii) = (iii) = (i) .

Comme L est une algebre commutative, semi-simple, de degré fini sur K, on peut
l'identifier & un produit fini [];c; L; d’extensions de degré fini de K (VIII, p. 133,
prop. 3). Pour tout ¢ € I, soit V, le composant isotypique de type L; du L-module V,
c’est un espace vectoriel de dimension finie non nulle sur L; car V est un L-module
fidele (VIII, p. 140, cor.). On peut alors identifier V & [],; V;. Dans ces conditions,
le commutant L' de L dans A, qui n’est autre que 'algébre Endy (V), s’identifie au
produit [T;e; Endy, (V,).

Supposons que L soit une sous-algébre commutative maximale de Endg (V).
D’apres le lemme 3 a), on a L = L/, donc L est commutative et I'on a dimy, (V;) =1
pour tout ¢ € I. Ainsi (i) entraine (iv).
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Supposons que le L-module V soit libre de dimension 1. Soit (eq,...,e,) une
base de V sur K. L’application a — (ae, ..., ae,) est un isomorphisme de A-modules
a gauche de A sur V" et donc de L-modules. Par suite, A est un L-module a gauche
libre de dimension r, et 'on a r = dimy (V) = [L : K]. Donc (iv) entraine (ii).

Il est clair que (ii) entraine (iii).

Supposons enfin qu’on ait [A : K] = [L : K]?, autrement dit dimy (V) = [L : K].
On a donc ¥, dimy (V;)[L; : K] = 3,[L; : K], de sorte que pour tout 4, V; est de
dimension 1 sur L;. On a alors Endy, (V;) = L; pour tout 7, d'ott L' = L. D’apres le
lemme 3 a), L est une sous-algébre commutative maximale de A. Donc (iii) entraine
(i).

B) Passons au cas général. D’aprés le th. 1 de VIII, p. 248, il existe une exten-
sion K’ de K, séparable et de degré fini, telle que la K'-algébre A i/ soit isomorphe &
une algebre Endy, (V'), ot V/ est un espace vectoriel de dimension finie non nulle sur
K. Alors la K'-algebre L. est commutative et semi-simple (VIIL, p. 218, cor. 2).
D’aprés la premiere partie de la démonstration, les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(") L'algebre L est une sous-algebre commutative maximale de A, ;

(ii') Le Likn-module & gauche A/ est libre, de dimension [L : K'];

(iii') On a [Ag) : K] = [Ly - K%

D’apres le lemme 3 b), les conditions (i) et (i) sont équivalentes.

Posons n = [L : K], d'ott n = [Liky @ K']; la condition (ii) signifie que les
L-modules a gauche A et L™ sont isomorphes; d’apres le th. 3 de VIII, p. 34, ceci
équivaut a l'isomorphisme des L -modules A ) et (L))", d’ott U'équivalence de
(ii) et (it").

Enfin, on a [A : K] = [Ay : K et [L: K] = [L, : K], d’ott 'équivalence des
conditions (iii) et (iii’).

On a ainsi prouvé I'équivalence des conditions (i), (ii) et (iii).

COROLLAIRE. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K et soit L
une K-algébre commutative semi-simple telle que [A : K] soit égal a [L : K]? ; soient f

et g des homomorphismes injectifs de L dans A. Il existe un automorphisme intérieur
0 de A tel que g=16o f.

Posons n = [L : K]. Considéré comme un module & gauche sur le sous-anneau
f(L), A est libre de dimension n : cela résulte de 'équivalence des conditions (ii) et
(iii) de la prop. 3. Comme f est un isomorphisme de L sur f(L), le L-module & gauche
A7 (dont la loi d’action est donnée par (z,a) — f(x)a) est libre de dimension n.
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Il en est de méme de A9, qui est donc isomorphe & Af. On conclut en utilisant
I’équivalence des conditions (i) et (ii) de la prop. 1 (VIII, p. 253).
Z Supposons que A soit une algebre centrale, simple et de degré fini sur K.
Il peut exister des sous-algebres commutatives maximales L. de A, non semi-
simples, telles que [A : K] # [L : K]? (VIII, p. 266, exerc. 5).

7. Sous-algebres étales maximales

Lemme 4. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K, distincte
de K. Il existe une sous-algébre étale (V, p. 28, déf. 1) de A, distincte de K.

D’apres le théoréme de Wedderburn (VIIL, p. 116, th. 1), on peut supposer que
A est de la forme M, (D), ot n est un entier strictement positif et D un corps de
centre K.

Supposons n > 1. L’algebre des matrices diagonales a éléments dans K est une
sous-algebre étale de A distincte de K.

Supposons n = 1. Soit p 'exposant caractéristique de D. Par le lemme 1 de
VIII, p. 226, il existe un élément a de D tel que a?” n’appartienne & K pour aucun
entier positif m. Pour m assez grand, 1'élément z = @™ est séparable sur K (V,
p. 42, prop. 13), mais n’appartient pas a K; la sous-algébre K(z) de A est une
extension séparable de degré fini du corps K, donc une sous-algebre étale sur K ; elle
est distincte de K.

PROPOSITION 4. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K. Soit
L une sous-algébre de A et soit L le commutant de L dans A.

a) St L est mazximale parmi les sous-algébres commutatives semi-simples de A,
on a L=L" et L est une sous-algébre commutative mazimale de A.

b) Si L est mazimale parmi les sous-algébres étales de A, on a L =1/, et L est
une sous-algébre commutative mazimale de A.

On sait que la relation L = L/ signifie que L est une sous-algébre commutative
maximale de A (VIII, p. 257, lemme 3 a)). Supposons que L soit semi-simple, com-
mutative et distincte de L. D’aprés le th. 5 de VIII, p. 255, L’ est semi-simple, et L
est le commutant de L', donc le centre de L ; par suite, L' n’est pas commutative. I
nous suffit de prouver qu’il existe une sous-algebre semi-simple commutative M de
A, distincte de L et contenant L, et qui est étale si L est étale.

D’apres le théoréme de structure des anneaux semi-simples (VIII, p. 131,
et un isomorphisme ¢ de L/

th. 1), il existe des anneaux simples By,...,B,

sur By x---xB,. Pour 1 < ¢ < 7, notons E; le centre de B,; on a donc
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p(L) =E; x --- x E,. Comme L' n’est pas commutative, on peut supposer que By,
par exemple, n’est pas commutative; on a donc By # E;, et d’apres le lemme 4, il
existe une sous-algebre M; de B;, commutative, distincte de E,;, et étale sur E;.
Posons M = o 1(M; x E, x --- X E,); c’est une sous-algébre commutative semi-
simple de A, contenant L et distincte de L. Supposons que L soit étale sur K et
démontrons que M est étale. Les extensions E; de K sont séparables (V, p. 29,
prop. 3). De plus, comme la Ej-algébre M, et la K-algebre E; sont étales, la
K-algebre M, est étale (V, p. 32, cor. 2). Ainsi la K-algébre M; X Ey x -+ x E_ est
étale, donc M a la méme propriété.

Soit A une algebre simple centrale et de degré fini sur K. Une sous-algebre
de A maximale parmi les sous-algebres commutatives semi-simples de A est appelée
une sous-algebre semi-simple commutative maximale de A. D’apres la prop. 4, le
qualificatif « maximal » se rapporte donc au choix a la propriété d’étre commutative,
ou semi-simple et commutative. Une sous-algebre de A maximale parmi les sous-
algebres étales de A est appelée une sous-algébre semi-simple étale mazimale de A.

COROLLAIRE 1. — Soit A une K-algébre centrale, simple et de degré fini. Toute
sous-algébre semi-simple (resp. étale) commutative de A est contenue dans une sous-
algébre commutative maximale de A qui est semi-simple (resp. étale).

COROLLAIRE 2. — Soit D un corps de centre K et de degré fini sur K.

a) Les sous-corps commutalifs mazimauz de D sont les sous-algébres commu-
tatives maximales de D et aussi les sous-algébres semi-simples commutatives maxi-
males de D. Tout sous-corps commutatif L de D est contenu dans un sous-corps
commutatif mazimal.

b) Soit L un sous-corps commutatif de D qui est une extension séparable de K,
alors il est contenu dans un sous-corps commutatif maximal de D qui est une exten-
sion séparable de K.

¢) Soit L un sous-corps commutatif de D. Pour que L soit un sous-corps com-
mutatif mazimal de D, il faut et il suffit quon ait [D : K] = [L : K]2.

Une sous-algebre de D est un corps (V, p. 10, prop. 1) et donc semi-simple. De
plus, un sous-corps commutatif maximal de D contient K. Les assertions a) et b)
résultent alors du cor. 1 et I'assertion ¢) de la prop. 3 (VIII, p. 258).

PROPOSITION 5. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K. Soit B
une sous-algébre semi-simple de A et soit B’ le commutant de B.

a) Pour que B contienne une sous-algébre semi-simple commutative mazimale
de A, il faut et il suffit que B contienne B’.
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b) Supposons que B contienne B’ et soit g un homomorphisme de K-algébres de
B dans A. Il existe un automorphisme intérieur 0 de A qui coincide avec g sur B.

Soit L une sous-algebre commutative maximale de A ; d’apres le lemme 3 de
VIII, p. 257, L est égale & son commutant I/ dans A. Si B contient L, son commutant
B’ est contenu dans L et donc dans B.

Réciproquement, supposons que B’ soit contenu dans B. Alors B’ est le centre
de B et c’est une algébre semi-simple commutative (VIII, p. 133, prop. 2). D’apreés le
corollaire 1 ci-dessus, il existe une sous-algebre semi-simple commutative maximale
L de A, contenant B". Le commutant de L est L (VIII, p. 257, lemme 3 a)) et celui
de B est égal a B (VIIL, p. 255, th. 5). La relation L D B’ entraine donc L € B. On
a prouvé a).

Prouvons b). Supposons que B contienne B’ et choisissons, d’aprés a), une
sous-algebre semi-simple commutative maximale L de A, contenue dans B. Soit g
un homomorphisme de B dans A. D’aprés la prop. 3 de VIII, p. 258 on a ’égalité
[A: K] =[L:K]?; dapres le cor. de VIIL, p. 259, il existe un automorphisme inté-
rieur 0, de A, qui coincide avec g sur L. Si f est 'injection canonique de B dans
A, les homomorphismes ¢ et 6, o f ont méme restriction au centre B’ de B car B
est contenu dans L. D’apres le th. 2 de VIII, p. 252, il existe un automorphisme
intérieur ¢ de A tel que g = 0 o f; autrement dit, 6 prolonge g.

8. Sous-algébres diagonalisables des algébres simples

Soit D une K-algebre qui est un corps et soit V un espace vectoriel a droite de
dimension finie sur D. Soit L une sous-K-algébre de End (V) qui est une K-algebre
diagonalisable (V, p. 28). Par définition, L est de degré fini sur K, et il existe une
base (g;);e; de L sur K, avec les propriétés suivantes :

2 _ 0 i i _
P=¢, gg,=0si i #], de=1.

i€l

3

Posons V,; = ¢,(V) pour tout ¢ dans I; alors (V,);o; est une famille de sous-espaces
vectoriels de V non nuls, dont V est la somme directe (II, p. 18, prop. 12). Soit u
un endomorphisme de V; pour que u appartienne a L, il faut et il suffit que, pour
tout i € 1, il existe un élément \; de K tel que u(z) = Nz pour tout z € V,.
Réciproquement, supposons que V soit somme directe d'une famille (V;),¢; de
sous-espaces vectoriels non réduits & 0. Pour tout élément A = (),),; de K!, notons
uy l'endomorphisme du D-espace vectoriel V tel que uy(xz) = A\ pour x € V,.
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L’ensemble L des endomorphismes uy, pour A € K!, est une sous-algébre diago-
nalisable de Endp(V), admettant pour base la famille (g;);o, ou €; est le projec-
teur d’'image V;, de noyau 3, V;. On dit que L est la sous-algebre diagonali-
sable de Endp (V) associée a la décomposition en somme directe V = &, V;. On a
[L : K] = Card(I) < dimp (V).

PROPOSITION 6. — Soit L la sous-algébre diagonalisable de Endp (V) associée d une
décomposition en somme directe V.= ®;V;.

a) Pour que L soit mazimale parmi les sous-algébres diagonalisables de la K-
algébre Endp (V), il faut et il suffit que chacun des V; soit de dimension 1 sur D.

b) Pour que L soit une sous-algébre commutative mazimale de Endp(V), il faut
et il suffit que l'on ait D = K et que chaque V, soit de dimension 1 sur K.

Si chacun des espaces vectoriels V, est de dimension 1 sur D, on a

L : K] = Card(I) = dimp (V),

donc L est maximal parmi les sous-algebres diagonalisables de Endp (V). Dans le
cas contraire, il existe un indice j € I tel que dimp(V;) > 2. Choisissons deux sous-
espaces vectoriels non nuls Vi et VY de V, dont V; soit somme directe. La sous-
algebre diagonalisable de Endp(V) associée a la décomposition en somme directe
V = (@e-(;3 Vi) ® Vj @ V7 contient L et n'est pas égale a L, d’olt a).

Le commutant L' de L dans Endp(V) se compose des endomorphismes de la
forme (z;) — (u;(x;)), avec (u;) € [T;er Endp(V;). Pour que L soit une sous-algebre
commutative maximale de Endp(V), il faut et il suffit que 'on ait L = L’ (VIII,
p. 257, lemme 3 a)). Cette relation équivaut donc a « Endp(V;) = K pour tout
i € I», d’ou lassertion b).

PROPOSITION 7. — Soit L une algébre commutative de degré fini sur K. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algébre L est étale;

(ii) Il existe une extension séparable de degré fini de K qui diagonalise K.

L’implication (ii)=-(i) résulte de V, p. 29, prop. 2.

Démontrons I'implication (i)=(ii). Soit { une cloture séparable de K. D’apres
le th. 4 de V, p. 34, il existe des extensions de degré fini L, ..., L, de K, contenues
dans € telles que L soit isomorphe au produit L; x --- x L. Soit N une extension
galoisienne de K qui contient les L; (V, p. 56) et démontrons que Ay, est diagona-
lisable. Par le théoréme de I’élément primitif, (V, p. 39, th. 1), pour tout i € [1,n],
il existe un polynome séparable irréductible P, € K[X] tel que L; soit isomorphe
a K[X]/(P;). Comme N est une extension normale de K, dans laquelle P, admet
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une racine, le polynéme P, est scindé a racines simples dans N. Par conséquent, la
N-algebre L, ), qui est isomorphe a N[X]/(P,) est isomorphe a NIl Par suite,
Ay est diagonalisable.

THEOREME 7. — Soient A une K-algébre centrale, simple et de degré fini, et L une
sous-algébre de A. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algébre L est une sous-algébre étale maximale de A

(ii) 1l existe une extension K' de K, un entier n > 1 et un isomorphisme 6 de
Ay sur M, (K') qui transforme Ly, en Uensemble des matrices diagonales;

(iii) 1l ewiste K', n et 0 comme dans (ii), l'extension K' étant de plus supposée
galoisienne et de degré fini.

Il est clair que (iii) entraine (ii).

Si la condition (ii) est satisfaite, L est une sous-algébre commutative maxi-
male de A ) (prop. 6) et elle est diagonalisable. La K-algebre L est alors étale (V,
p. 28, déf. 1) et c’est une sous-algébre commutative maximale de A (VIII, p. 257,
lemme 3 b)). On a prouvé que (ii) entraine (i).

Supposons la condition (i) satisfaite. Comme L est étale sur K, d’apres la prop. 7
il existe une extension K; de K, galoisienne et de degré fini telle que la K;-algebre
Lk, soit diagonalisable. L’algebre A est centrale et simple; d’apres (VIIL, p. 248,
th. 1), il existe une extension galoisienne K,, un espace vectoriel V de dimension finie
n sur K, et un isomorphisme 6 de A, sur Endy, (V). Par la prop. 1 de V, p. 55,
on peut supposer que K; = K,. D’aprés la prop. 4, b) de VIII, p. 260 et le lemme 3,
b) (VIIL, p. 257), Ly est une sous-algebre commutative maximale de Ay, donc
(L)) en est une de Endy, (V'). Appliquons la prop. 6 a I'algebre diagonalisable
0(Lkry) @ il existe une base (ey, ..., e,) de V' sur K telle que (L) se compose
des endomorphismes de V' dont la matrice par rapport & cette base soit diagonale.
Donc (i) entraine (iii).
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EXERCICES

1) Soient K un corps commutatif, A une K-algebre centrale et simple, L une sous-algébre
commutative semi-simple de A, et L’ son commutant dans A.

a) On suppose que A est l'algebre des endomorphismes d'un espace vectoriel V de
dimension finie sur K. Prouver qu'on a [L : K][L/ : K] > [A : K] (¢f. VIIL, p. 74, prop. 1);
pour que ’égalité ait lieu il faut et il suffit que le L-module V soit libre. En déduire des
exemples ou l'inégalité est stricte.

b) Dans le cas général, prouver I'inégalité L : K][L' : K] > [A : K].

2) Soient K un corps commutatif, A la K-algebre Mj5(K), B la sous-algebre des matrices
de la forme

z 0 0
0 Y 0
0 0 Y

et C la sous-algebre des matrices de la forme

z 0 0 0
0z 0 O
00 2 O
00 0 Y

ot x parcourt K et ¥ I’algébre Ma(K). Prouver que B et C sont des algébres semi-simples
contenant le centre Z de A et qu’il existe un isomorphisme de K-algebres f : B — C laissant
invariants les éléments de Z, mais qu’il n’existe pas d’automorphisme de A prolongeant f
(remarquer qu’un tel automorphisme doit transformer un composant simple de B en un
composant simple de C).

9 3) a) Soient K un corps commutatif, A une K-algebre, B une sous-algebre de A simple,
centrale et de rang fini. Soit B’ le commutant de B dans A ; prouver que ’homomorphisme
canonique de Bk B’ dans A est bijectif (remarquer que B et B sont linéairement disjoints
sur K (VIII, p. 221, exerc. 5 d)) ; démontrer d’autre part que A est somme directe d’une
famille (M,),er de (B ®x B°)-modules isomorphes & B et observer que pour chaque ¢ € I
I’élément de M, correspondant & 1 € B par un tel isomorphisme appartient a B’).

b) Inversement, soit B une K-algebre telle que pour toute algébre A contenant B et
ayant méme élément unité, ’homomorphisme canonique de B ®k B’ dans A soit bijectif.
Démontrer que 'algébre B est centrale, simple et de rang fini (prendre A = Endk(B);
déduire de I'hypotheése que B est centrale et quasi-simple, puis utiliser Pexerc. 5, e) de
VIII, p. 221).

4) Soient K un corps commutatif, o un automorphisme de K distinct de l'identité, D le
corps K((X)), (VIIL, p. 18, exerc. 21 ¢)). Soit 7 un automorphisme de K permutable
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avec o ; démontrer qu’il existe un unique automorphisme de D prolongeant 7 et fixant X.
En déduire un exemple d’automorphisme non intérieur d’un corps fixant le centre.

5) Soient K un corps commutatif, V un espace vectoriel de dimension finie n sur K, W un
sous-espace de V, distinct de {0} et de V. On note a la partie de I'algébre A = Endg (V)
formée des endomorphismes u tels que Imu C W C Keru et B la sous-algebre K 4 a de
A. Prouver que B est une sous-algébre commutative maximale de A, non semi-simple, de

degré éventuellement > n sur K.

9 6) Soit D un corps de centre K, distinct de K, tel que tout élément de D soit algébrique
sur K.

a) Prouver que D contient une extension commutative séparable de degré > 1.

b) Soit m un entier; on suppose que tout élément de D est de degré < m sur K.
Démontrer qu’on a [D : K] < m? (prouver d’abord que D est de degré fini en utilisant a)
et le th. 5 de VIII, p. 255).

7) Soient A un anneau commutatif, M et N des A-modules, u : M — N une application A-
linéaire. Pour tout idéal maximal m de A, on note u(m) ’homomorphisme M/mM — N/mN
induit par u.

a) On suppose que N est de type fini et que u(m) est surjectif pour tout idéal maximal
m de A; prouver que u est surjectif (appliquer le lemme 1 de VIII, p. 77 au conoyau de

b) On suppose que M et N sont de type fini, que N est projectif et que u(m) est
bijectif pour tout idéal maximal m de A ; prouver que u est bijectif (méme méthode).

¢) On suppose que M et N sont projectifs de type fini, et que u(m) est injectif pour tout
idéal maximal m de A ; prouver que u induit un isomorphisme de M sur un sous-module
facteur direct de N (appliquer a) a I'homomorphisme ‘u).

d) Soit B une A-algébre; on suppose que le A-module B est fidéle et projectif de
type fini. Démontrer que A est facteur direct du A-module B. Si ’homomorphisme de B-
modules u(p) : Mgy — Np est bijectif, prouver qu’il en est de méme de u. Si le B-module
Mgy est projectif, il en est de méme du A-module M.

8) Soient A un anneau commutatif, S une A-algeébre; on suppose que S est un A-module
projectif, fidele et de type fini. On désigne par E la A-algébre S ®4 S°.

a) Démontrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le (E, A)-bimodule S est inversible ;

(ii) La A-algebre S est centrale et le E-module S est projectif ;

(iii) L’homomorphisme canonique E — Enda (S) est bijectif ;

(iv) Pour tout idéal maximal m de A, la A/m-algébre S/mS est centrale et simple.
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(Déduire 'équivalence de (i), (ii) et (iii) du th. 1 de VIII, p. 97 et du cor. 2 de VIII, p. 96
et celle de (iii) et (iv) du th. 1 de VIII, p. 248 et de 'exerc. 7). Lorsque ces conditions sont
satisfaites, on dit que S est une algébre d’Azumaya sur A.

b) Si S et T sont des algébres d’Azumaya sur A, il en est de méme de la A-algebre
S®a T.

¢) Soit B une A-algébre commutative ; si S est une algébre d’Azumaya sur A, la B-
algebre S(p) est une algebre d’Azumaya. Si la B-algebre S(p) est une algebre d’Azumaya
et que B est un A-module fidéle et projectif (*ou fidélement plat,), S est une A-algeébre
d’Azumaya (appliquer Uexerc. 7 d)).

9) Soient A un anneau commutatif et S une A-algébre d’Azumaya (exerc. 8).

a) Prouver que le centre de S (qui s’identifie & A) est facteur direct du A-module S
(utiliser lexerc. 7 d)).

b) Soit M un (S, S)-bimodule; on désigne par Z°(M) le sous-A-module de M formé
des éléments m tels que sm = ms pour tout s € S. Déduire de l'exerc. 8 a) que ’homo-
morphisme canonique S ®a Z (M) — M est bijectif.

¢) L’application N — Z(N) est une bijection croissante de I’ensemble des sous-(S, S)-
bimodules de M sur celui des sous-A-modules de 2 (M) ; la bijection réciproque associe a un
sous-A-module N de Z(M) le sous-(S, S)-bimodule SN de M. En particulier, application
5 — s N A est une bijection croissante de I'ensemble des idéaux bilateres de S sur celui des
idéaux de A.

d) Soit p: S — T un homomorphisme de A-algébres et soit S’ le commutant de p(S)
dans T; prouver que '’homomorphisme canonique S ®, S’ — T est bijectif (appliquer a)
au (S, S)-bimodule T).

e) On suppose que tout A-module projectif L tel que dimy jn(L/mL) = 1 pour tout
idéal maximal m de A est libre de rang un (ce qui a lieu par exemple si "anneau A est local
ou principal). Prouver que tout endomorphisme f de la A-algebre S est un automorphisme
intérieur (appliquer a) au (S, S)-bimodule S/, en observant & I’aide de l'exerc. 8 a) que le
A-module 2 (S/) est projectif).

10) Soient A un anneau commutatif, P un A-module fidéle et projectif de type fini.

a) Prouver que la A-algébre S = Enda (P) est une algébre d’Azumaya.

b) Prouver que le S-module & gauche P est projectif.

¢) Soit P’ un second A-module fidéle et projectif de type fini; prouver que le A-
module P@, P’ est fidele et projectif de type fini, et que I'algébre Ends (P®a P’) s’identifie
canoniquement & End (P) ® Enda (P7).

€ 11) Soient A un anneau commutatif integre, K son corps des fractions, S une A-algebre
d’Azumaya (exerc. 8).

a) Prouver que la K-algebre Sig) est centrale et simple. On identifie S & une sous-
algebre de Sx).
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b) On suppose désormais que A est la seule sous-A-algébre de K qui soit un A-module
de type fini *c’est-a-dire que I'anneau A est intégralement clos, c¢f. AC, V, §1, n° 1 et 24 ;
démontrer que S est maximale (pour la relation d’inclusion) parmi les sous-A-algebres de
S(k) qui sont de type fini en tant que A-module (appliquer lexerc. 9 d)).

¢) On suppose en outre que A est noethérien, et que la K-algebre Sy est isomorphe
a Endg (V), ot V est un espace vectoriel sur K. Prouver qu’il existe un A-module de type
fini sans torsion M tel que la A-algébre S soit isomorphe & Enda (M) (soit z un vecteur
non nul de V; prendre pour M l'ensemble des éléments s(x) lorsque s parcourt S).

*d) Démontrer que dans la construction précédente on peut supposer M réflexif
(remplacer M par son bidual). Si en outre 'anneau A est régulier (AC, X, p. 55, déf. 1),
le A-module M est alors projectif (appliquer AC, p. 164, exerc. 12).x

*q 12) Soit K un corps commutatif, complet pour une valuation discréte v (AC, VI), que
I'on suppose normée (c’est-a-dire v(K*) = Z) ; on désigne par A Panneau de v et par s son
corps résiduel. On rappelle (loc. cit.) que si L est une extension finie de K, la valuation v
admet un unique prolongement vp, & L; on dit que 'extension est non ramifiée si vy, est a
valeurs entiéres.

a) Soit D un corps de centre K; soit Nrd : D — K la norme réduite de D (VIII,
p. 334, déf. 2). Démontrer que lapplication wy = v o Nrd est une valuation sur D (pour
prouver l'inégalité wo(x +vy) = inf(wo(z),wo(y)), se ramener au cas y = 1, et observer que
la restriction de wp & K(z) est multiple de vi(,)). On note w la valuation normée sur D
équivalente a wy.

b) Pour qu'un élément z de L soit entier sur A, il faut et il suffit qu’on ait w(z) > 0;
I’ensemble de ces éléments forme un sous-anneau B de D.

¢) On suppose désormais le corps k parfait. Si D est distinct de K, prouver qu’il
contient une extension non ramifiée de K, distincte de K (dans le cas contraire, observer
qu'on a [ky, : k] = 1 pour toute extension L de K contenue dans D. Soit b € B, et soit
7 une uniformisante de D ; en appliquant la remarque précédente au corps K(b), prouver
que b est adhérent a A(r). Comme le sous-espace K(7) est fermé dans D (EVT, I, p. 14,
cor. 1), on obtient B C K() et finalement D = K(7)).

d) Prouver qu’il existe un sous-corps commutatif maximal de D qui est non ramifié
sur K (raisonner par récurrence sur le degré réduit de D, en considérant un sous-corps L
de D non ramifié sur K et en appliquant ’hypotheése de récurrence au commutant de L
dans D).x

13) Soient D un corps, V un espace vectoriel a gauche sur D, A I'anneau Endp (V) et f un
automorphisme de A. Prouver qu’il existe un automorphisme o de D et une application
bijective u : V. — V| semi-linéaire relativement a o (II, p. 32), telle qu'on ait f(a) =
woaou~' pour tout a € A (soit V/ le A-module dont le groupe additif est V et la
loi d’action est définie par (a,v) +— f(a)(v); déduire de la prop. 4 de VIII, p. 46 un
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A-isomorphisme u : V — V7. Observer ensuite que uDu~" est égal au bicommutant du
D-module V, c¢’est-a-dire & D).

14) Soient D un corps, Z son centre, V un espace vectoriel a gauche sur D et Q 'an-
neau des endomorphismes du groupe abélien V ; on le munit de sa structure naturelle de
(D, D)-bimodule. Soient I' le groupe des automorphismes de D et A le sous-groupe des
automorphismes intérieurs (isomorphe a D*/Z*).

Soient S un sous-ensemble de Q formé d’applications semi-linéaires (relativement &
un élément de T') et F le sous-D-espace vectoriel & gauche de 2 engendré par S; il coincide
avec le sous-D-espace vectoriel a droite engendré par S.

a) Pour § € T'/A, on note Sy I'ensemble des applications semi-linéaires de V dans
lui-méme relativement & un automorphisme de D appartenant a 6 et Fy le sous-D-espace
vectoriel de F engendré par Sy. Prouver que F est somme directe des sous-espaces Fy pour
0 eT/A.

b) Prouver que si Sy est une partie libre sur Z, elle est aussi libre (& gauche et a
droite) sur D (raisonner comme dans la démonstration du th. 1 de V, p. 26).

¢) Soit E un sous-(D, D)-bimodule de F. Prouver que E est engendré (sur D) par des
applications semi-linéaires appartenant aux Fy.

(Soit B une base de F contenue dans S; prouver que E est engendré par les vecteurs
u € E possédant la propriété suivante : si u = ;' \;b;, avec A; # 0 et b; € B pour tout 1,
U'intersection de E avec le sous-espace de F engendré par les b; est réduite & Du. Déduire

alors de a) que u est semi-linéaire.)

€ 15) On conserve les notations de l'exerc. 14 ; on note A I'anneau Endp (V). Soient G un
groupe d’automorphismes de A et G le sous-groupe des éléments de G qui sont des auto-
morphismes intérieurs de A. On désigne par U(G) le sous-D-espace vectoriel (& gauche et
a droite) de Q engendré par les bijections semi-linéaires s de V telles que I'automorphisme
a +— sas™! appartienne a G et par Ug(G) le sous-Z-espace vectoriel de A engendré par les
automorphismes v de V telles que ’automorphisme a — uau~! appartienne a Gg ; ce sont
des sous-Z-algebres de (2.

a) Soient (s,) une base de Ug(G) sur Z formée d’éléments de So(G) et (g95)gea/q, un
systéme de représentants des classes (mod. Go) dans G ; choisissons pour chaque 3 € G/Go
un élément ug de S(G) correspondant & gg. Prouver que les éléments squg forment une
base (& gauche et & droite) de U(G) sur D (utiliser I'exerc. 14 a)). Pour que [U(G) : D]
soit fini, il faut et il suffit que [Up(G) : Z] et (G : Gp) soient finis; si c’est le cas, on a
[U(G) : D] = [Uo(G) : Z] (G : Go).

b) Démontrer que Up(G) est égal & U(G)NA et que U(Gp) = DUp(G) est canonique-
ment isomorphe & Up(G) ®z D (utiliser 'exerc. 14 ainsi que l'exerc. 14 de VIII, p. 223).
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¢) Pour qu'un élément de U(G) soit une application semi-linéaire de V dans lui-méme,
il faut et il suffit qu’il soit de la forme Asug avec A € D, s € Ug(G), B € G/Go (utiliser a),
b) et l'exerc. 14 a)).

d) On note A% le commutant de U(G) dans Q; c’est le sous-anneau de A formé des
éléments invariants par G. On pose ZG = AS N Z; c’est le sous-corps des éléments de
7 invariants par G. Démontrer que Z et AS sont linéairement disjoints sur ZC (vérifier
qu'une base de A® sur Z& est une partie libre de A sur 7).

e) Si Up(G) est un anneau simple et qu'une des Z-algebres Up(G) ou D est de degré
fini, prouver que I'anneau U(G) est quasi-simple (déduire de ¢) que U(Gp) est un anneau
simple, puis appliquer l'exerc. 14 ¢) & un idéal bilatere de U(G) en utilisant c¢)).

f) On suppose que V et U(G) sont de dimension finie sur D et que 'anneau Up(G) est
simple. Prouver que 'anncau A® est simple et que on a [A : AS]; = [Ug(G) : Z] (G : Gg)
(appliquer la prop. 12 de VIII, p. 201). Démontrer que le commutant de AG dans Q (vesp.
dans A) est U(G) (resp. Up(G)) (utiliser la prop. 5 de VIII, p. 135).

g) En déduire que le groupe des automorphismes de A qui fixent AG est formé des

L, ol v parcourt 'ensemble des bijections semi-linéaires appar-

automorphismes a — vav™
tenant & U(G), et qu’il est engendré par G et par les automorphismes intérieurs associés
aux éléments inversibles de Up(G) (utiliser c)).

h) Si G = Gg, I'anneau A® contient Z; prouver la réciproque lorsque D est de

dimension finie sur Z (utiliser le th. 4 de VIII, p. 254).

€ 16) On conserve les notations de Pexerc. 15, en supposant de plus V de dimension finie
sur D. On dit qu'un sous-anneau B de A est faiblement galoisien (resp. galoisien) dans A
si son commutant B’ dans © est engendré en tant que D-espace vectoriel (& gauche ou &
droite) par des applications (resp. des bijections) semi-linéaires de V dans lui-méme. On
note DB le sous-anneau de 2 engendré par D et B.

a) Prouver que si B est simple et faiblement galoisien, V est un module semi-simple
de longueur finie sur DB (soient W un composant isotypique du B-module V et S un sous-
DB-module simple de W. Soit ¥ ’ensemble des applications semi-linéaires v appartenant
a B’; observer que v(S) est un DB-module pour v € ¥ et déduire du cor. 3 de VIII, p. 52
que W est contenu dans la somme des v(S) pour v € X).

b) On suppose que 'anneau B est simple et faiblement galoisien et que son commutant
Bj dans A est simple; prouver que V est un DB-module isotypique (remarquer que Bj
est le commutant de DB dans € et utiliser la prop. 5 de VIIIL, p. 80). En déduire que B
est galoisien (soient v un élément non nul de X, et V.= @j; V; une décomposition de V
en somme directe de DB-modules simples isomorphes, telle que W1 = (V) soit non nul;
observer qu’il existe des DB-modules simples W; (2 < 4 < n) isomorphes & W tels que
V =@}, W; et en déduire une bijection semi-linéaire w € B’ coincidant avec v dans V;
et telle que vw ™! appartienne a Bj. Conclure en observant que tout élément d'un anneau

simple est somme d’éléments inversibles).
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€ 17) On conserve les notations de 'exerc. 15, et on suppose V de dimension finie sur D.
On dit qu'un groupe G d’automorphismes de A est galoisien s’il satisfait aux conditions
suivantes :

(i) (G : Go) et [Up(G) : Z] sont finis;

(ii) L’anneau Up(G) est simple;

(ili) Pour tout élément inversible s de Ug(G), I'automorphisme a +— sas™! appartient
a Go.

Soit G un tel groupe.

a) Démontrer que lapplication H — AH est une bijection décroissante de 'ensemble
des sous-groupes galoisiens de G sur l’ensemble des sous-anneaux simples de A contenant
AS et dont le commutant B}y dans A est simple.

(Déduire de I'exerc. 15 f) et g) que cette application est bien définie et injective. Soit
B un sous-anneau simple de A satisfaisant aux conditions ci-dessus et soit H le groupe
des automorphismes de A fixant B; prouver en utilisant les exerc. 14 ¢) et 16 que B est
galoisien, puis & Paide de la prop 12 de VIII, p. 201 que I'on a B = AH et que H est
galoisien. )

b) Soient By, Ba des sous-anneaux simples de A contenant AG et dont les commutants
dans A sont simples, et ¢ un isomorphisme de By sur By fixant AS. Démontrer qu’il existe
un élément de G qui coincide avec ¢ sur Bj.

(Remarquer tout d’abord qu'on a longg (V) = longg,(V), en utilisant I'éga-
lité h(B1,AC) = h(Bz,A%). Soit W lensemble des éléments f de Q satisfaisant &
f(bz) = p(b)f(z) pour b € By, x € V; démontrer que W n’est pas réduit a zéro, puis
en lui appliquant 'exerc. 14 ¢) qu’il contient une application semi-linéaire non nulle
w; si S est un sous-DBj-module simple de V non contenu dans Ker w, montrer que w
induit une bijection de S sur son image et que I'on a longg, (S) = longg, (w(S)) (utiliser
Pexerc. 16 b)). En raisonnant comme dans loc. cit., conclure que W contient une bijection
semi-linéaire coincidant avec w dans S.)

¢) Particulariser les résultats de a) et b) aux cas suivants :

(i) G = Go (c¢f. VIII, p. 255, th. 5);

(if) Go = {1} ; démontrer que tout groupe fini d’automorphismes de A est galoisien,
et que tout sous-anneau simple de A contenant A® admet Z pour commutant dans A ;

(iii) V est de dimension 1, de sorte que A est un corps isomorphe a D°; 'anneau AG
est un corps et tous les sous-corps de A contenant AG ont pour commutant un corps. Cas
particulier ot D est commutatif (¢f. V, §10, n° 7).

18) Soient K un corps commutatif, Z une extension cyclique de K (V, p. 81) de degré
n > 3, o un générateur du groupe de Galois de Z sur K. On désigne par A 'anneau Mz (Z)
et par B le sous-anneau de A formé des matrices <§ 0&)) pour z € Z.

a) Avec les notations de l'exerc. 17, démontrer qu’il existe un groupe galoisien G
d’automorphismes de A tel qu'on ait A = K, (G : Gg) =n, Ug(G) = A.



A VIIL272 ALGEBRES CENTRALES ET SIMPLES § 14

b) Démontrer que B est un sous-anneau simple de A, mais que son commutant By
dans A est isomorphe a Z x Z.

¢) Soit H le groupe des d’automorphismes de A fixant B ; démontrer que AT est égal
a Bf. Construire un isomorphisme de B sur Z qui fixe K mais ne se prolonge pas en un
automorphisme de A (cf. exerc. 17 b)).

d) Prouver que le sous-anneau B de A est faiblement galoisien mais non galoisien
(exerc. 16; décrire le commutant de B dans Q).

9 19) Soient D un corps, Z son centre et V un espace vectoriel sur D ; on identifie D au
sous-corps des homothéties de V. Soit A un sous-anneau dense de Endp (V) (VIIL, p. 125,
exerc. 3) contenant Z. Soient E un sous-corps de D contenant Z et F son commutant dans D.
Démontrer que la Z-algébre A ®y E est isomorphe a une sous-algébre dense de Endp(V)
(utiliser I'exerc. 14 de VIII, p. 223 et considérer le commutant de AE dans Endy(V)). Cas

ou E est un sous-corps maximal de D.



§15. GROUPES DE BRAUER

Dans ce paragraphe, la lettre K désigne un corps commutatif.

1. Classes d’algebres

Notons IsogfA, B} la relation
« A et B sont des K-algebres de degré fini isomorphes. »

C’est une relation d’équivalence par rapport a A et B. Soit A une K-algebre de degré
fini; on appelle classe de A et 'on note cl(A) (ou parfois clg(A)), la classe d’objets
équivalents & A pour la relation Isog (E, II, p. 47). Par définition, cl(A) est une
K-algebre isomorphe & A ; pour que deux K-algébres de degré fini aient la méme
classe, il faut et il suffit qu’elles soient isomorphes.

Notons o/ I'ensemble des couples (W, i), ot W est un sous-espace vectoriel
de K™ de dimension finie sur K, et p une application K-bilinéaire de W x W
dans W, qui fait de W une K-algebre (associative et unifere). Toute K-algebre
de degré fini est isomorphe a une telle algebre. D’apres loc. cit., la relation

« a est une classe de K-algebres de degré fini »

est donc collectivisante en « (E, II, p. 3). On note %) l'ensemble des classes des
K-algebres de degré fini.

PROPOSITION 1. — L’ensemble 6%, muni de la loi de composition donnée par
(o, B) — c(a®k ), est un monoide commutatif. L’élément neutre de €k est la
classe € de la K-algébre K. De plus, si A et B sont des K-algébres de degré fini, on
a la relation

(1) cl(A ®k B) =cl(A) cl(B).
Soient A, B et C des K-algebres de degré fini, de classes respectives «a, [ et .
Les K-algebres A et a sont isomorphes, ainsi que B et 3 ; donc les K-algebres A @y B



A VIIL.274 GROUPES DE BRAUER §15

et a ®x [ sont isomorphes et 'on a cl(A @k B) = cl(a @k ), d’ou la formule (1).
11 en résulte que (af)y est la classe de la K-algébre (A @ B) ®k C, et a(87v) celle
de la K-algebre A @ (B®k C). Or ces K-algebres sont isomorphes (II1, p. 34), d’ont
Iégalité (af)y = a(fB7). De maniére analogue, la relation ae = eav = « résulte de
ce que les K-algebres A @ K, K®y A et A sont isomorphes, et la relation af = fa
de ce que les algebres A ®k B et B ®, A sont isomorphes.

Dans I'ensemble 6, la relation « « et /5 sont des algebres équivalentes au sens
de Morita » est une relation d’équivalence (VIIL, p. 96); elle est compatible avec
la loi de composition de € d’aprés la prop. 13, d) de VIII, p. 107. On note .#
le monoide quotient de 6y par cette relation d’équivalence et ¢ ’homomorphisme
canonique de € sur .#Zy. Pour toute K-algebre A de degré fini, on note [A] I'image
de cl(A) par . Si A et B sont des K-algebres de degré fini, on a [A] = [B] si et
seulement si les K-algebres A et B sont équivalentes au sens de Morita ; de plus, on
a la relation

(2) [A @k B] = [A][B]
dans le monoide .#Z.

Lemme 1. — Soient A une K-algébre de degré fini et D un corps de degré fini sur K.
Pour que Uon ait [A] = [D] dans My, il faut et il suffit qu’il existe un entier n > 1
tel que A soit isomorphe a M, (D).

Par définition, on a [A] = [D] si et seulement §’il existe un (A, D)-bimodule
inversible, ¢’est-a-dire (VIIL, p. 97, th. 1) un espace vectoriel a droite V de dimension
finie non nulle sur D muni d'un isomorphisme de K-algébres A — Endp(V). Le
lemme 1 résulte de la.

2. Définition du groupe de Brauer

On note Br(K) 'ensemble des éléments de .#y de la forme [A], ot A est une

algebre centrale, simple et de degré fini sur K.

PROPOSITION 2. — L’ensemble Br(K) est l'ensemble des éléments inversibles
de My, Uinverse dun élément [A] de Br(K) étant [A°]. Par suite, la loi de
composition du monoide My munit Br(K) d’une structure de groupe commutatif.
Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K. L’algebre A° est
centrale, simple et de degré fini sur K (VIIL, p. 247). L’algébre A®y A° est isomorphe
& une algebre de matrices M, (K) ou n? = dim(A) (VIIL, p. 248, th. 1). On a donc
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[A][A°] = [A ®g A°] = [K] (lemme 1), ce qui démontre que [A] est inversible,
d’inverse [A°].

Inversement, soit A une K-algebre de degré fini. Si [A] est inversible dans .#,
il existe une K-algebre B de degré fini telle que [A][B] = [K]; d’apres la formule (2)
et le lemme 1, cela signifie que la K-algébre A ®y B est isomorphe & une algebre de
matrices M, (K), avec n > 1. D’apres la remarque 1 de VIII, p. 247, Dalgébre A est
alors centrale et simple.

DEFINITION 1. — Le groupe commutatif Br(K) est appelé le groupe de Brauer du
corps K.
Lemme 2. — Soient 1 et J des ensembles finis, k un anneau commutatif, A et B des

k-algébres. Notons M(A) la k-algébre des matrices carrées de type (1,1) a éléments
dans A et définissons de maniére analogue les k-algébres Mj(B) et My, ;(A ®k B).
1l existe un unique isomorphisme de k-algébres

¢ Mi(A) ®, M(B) — M, (A ®, B)

tel que gp((aii/) ® (bjj,)> soit la matrice dont Uélément d’indice ((i,7), (i, 7)) est
Qi @ by

L’existence d'une bijection k-linéaire ¢ satisfaisant a la condition de 1’énoncé
résulte de la compatibilité du produit tensoriel aux sommes directes (I, p. 61, prop.
7) ; le fait que ¢ est un homomorphisme d’algebres résulte de la définition du produit
matriciel.

PROPOSITION 3. — Soient A et B des K-algébres centrales, simples et de degré fini.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) On a [A] = [B] dans le groupe de Brauer Br(K);

(ii) Il ewiste un entier t > 1 tel que la K-algébre A ®y B° soit isomorphe a
Ualgébre de matrices M,(K) ;

(iil) Il existe des entiers strictement positifs r et s tels que les K-algébres
A @k M, (K) et Bk M,(K) soient isomorphes;

(iv) Il existe un corps D contenant K et des entiers m > 1 et n > 1 tels que A
soit isomorphe ¢ M, (D) et B a M, (D).

Supposons que l'on ait [A] = [B]. Comme [B°] est I'inverse de [B] dans le groupe
de Brauer, on a [K] = [B][B°] = [A][B°] = [A ®k B°]. D’aprés le lemme 1, il existe
un entier ¢ > 1 tel que les algebres A @y B® et M, (K) soient isomorphes. Donc (i)
entraine (ii).

Supposons (ii) satisfaite. Comme B°® ®y B est isomorphe a une algébre de ma-
trices M, (K) avec s > 1 (VIII, p. 248, th. 1) l'algébre A @k B® ®x B est isomorphe
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d’'une part & A @y M, (K) et de 'autre & M, (K) @ B. Ainsi 'assertion (ii) entraine
lassertion (iii).

Supposons (iii) satisfaite. D’aprés le théoréme de Wedderburn (VIII, p. 116,
th. 1), il existe des entiers m > 1 et n > 1 et des corps D et D’ de centre K et de
degré fini sur K, tels que A soit isomorphe a M, (D) et B a M, (D’). Alors 'algébre
A ®x M, (K) est isomorphe & M, (D) et B ®x M,.(K) est isomorphe a M,,..(D’)
(lemme 2) ; d’apres le cor. 2 de VIII, p. 117, les K-algebres D et D’ sont isomorphes.

mr nr!

Donc (iii) entraine (iv).

Enfin, supposons (iv) satisfaite. Les algébres A et D d’une part, B et D de
lautre, sont équivalentes au sens de Morita (VIII, p. 109, exemple 2). On a donc
[A] = [B], de sorte que (iv) entraine (i).

Lorsque les conditions équivalentes de la proposition sont satisfaites, on dit que
les algebres A et B sont semblables.

COROLLAIRE. — Soient A et B des algébres centrales, simples et de degré fini sur
K. Pour que A et B soient isomorphes, il faut et il suffit qu’elles soient semblables
et de méme degré.

Cela résulte de I’équivalence des propriétés (i) et (iv) de la prop. 3 et du fait
que dimy (M, (D)) = dimg (D) x n?.

PROPOSITION 4. — Soit J#y l'ensemble des classes de K-algébres centrales de degré
fini qui sont des corps. L’application D — [D] de J# dans Br(K) est bijective.

Cela résulte du lemme 1 de VIII, p. 274 et du théoreme de Wedderburn (VIII,
p. 116, th. 1).

3. Changement de corps

Soit L une extension du corps K. Soient A et B des K-algebres de degré fini, les
L-algebres A,y et B(p, sont de degré fini. Les L-algebres Ay @1, By et (A®k B)q,)
sont isomorphes (I11, p. 35, prop. 3). La L-algebre K i est isomorphe a L. Il existe
donc un unique homomorphisme de monoides py i de ¢ dans €}, tel que

3) prx(cl(A)) = cl(A,)
pour toute K-algebre A de degré fini.

Si les K-algebres A et B sont équivalentes au sens de Morita, il en est de méme
des L-algebres Ay, et B, (VIIL, p. 107, prop. 13 e)). Si la K-algebre A est cen-
trale, simple et de degré fini, il en est de méme de la L-algebre A(L) (VIIL, p. 247,



N° 3 CHANGEMENT DE CORPS A VIIL.277

remarque 2). On déduit donc de py,/c un homomorphisme de groupes 7y, 5 de Br(K)
dans Br(L), tel que

(4) k(A = [Awy)

pour toute K-algeébre A centrale, simple et de degré fini.
Soit M une extension du corps L. Compte tenu de la transitivité de I'extension
des scalaires (III, p. 8), on a la relation

(5) M/k = "M/L © TL/K-

Soit A une K-algebre centrale, simple et de degré fini et soit L une extension
de K. On dit que L déploie A (ou neutralise A) si la L-algebre Ay est isomorphe a
une algebre de matrices M, (L), pour un entier n > 1. Avec les notations précédentes,
il revient au méme de dire que la classe de A dans Br(K) appartient au noyau de
I’homomorphisme 7y, i : Br(K) — Br(L).

Si B est semblable a A, alors A est déployée sur L si et seulement si B 'est.

Si A est déployée par L, elle est déployée par toute extension de L. D’apres
le th. 1 de VIII, p. 248, il existe une extension galoisienne de degré fini de K qui
déploie A et toute cloture séparable de K déploie A.

PROPOSITION 5. — Soit A une K-algébre centrale, simple et de degré fini et soit L
une extension de degré fini de K. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’extension L déploie A;

(i) Il existe une K-algébre centrale, simple, de degré fini, semblable a A, conte-
nant une sous-algebre commutative maximale isomorphe da L.

Prouvons que (ii) entraine (i); il suffit de traiter le cas ou L est une sous-
algebre commutative maximale de A. Soit ¢ : A ® A° — Endy(A) l'isomorphisme
canonique qui applique a ® o’ sur Papplication K-linéaire x +— aza’ (VIII, p. 248,
th. 1). Considérons A comme un espace vectoriel a droite sur L; alors ¢ applique
A ®g L dans le sous-espace End; (A) de Endg(A) et induit par restriction un ho-
momorphisme injectif de L-algébres ¢' : A ®, L — End; (A). Posons n = [L : K].
D’apres VIII, p. 258, prop. 3,ona [A: Ll =ndou [A®xL:L]=[A:K]=n?et
[End;,(A) : L] = n?. Par conséquent ¢’ est un isomorphisme, ce qui prouve (i).

La réciproque résulte du lemme suivant.

Lemme 3. — Soit A une K-algébre centrale, simple et de degré fini et soit L une
extension de degré fini de K qui déploie A. Soit V un A,y module simple, si bien
que le morphisme naturel ¢ : A,y — Endy (V) est un isomorphisme. Soit C l'anneau
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End, (V). Alors C est semblable a A° et l'image de L®1 C A, est une sous-algebre
commutative maximale de C.

Identifions A a un sous-anneau de A(,. Considérons V comme un K-espace
vectoriel. L’anneau C est le commutant de p(A) dans Endg (V). C’est une K-algebre
centrale, simple et de degré fini, et '’homomorphisme a¢ ® ¢ — ac de A @y C dans
Endg (V) est un isomorphisme (VIII, p. 256, th. 6 a)). Par suite les K-algébres A et
C° sont semblables (VIII, p. 275, prop. 3).

Soit Ly, 'anneau des homothéties du L-espace vectoriel V ; ¢’est le commutant de
End; (V) dans Endg (V) (VIII, p. 78, cor. 1). Or la K-algebre End;, (V) est engendrée
par p(A) et Ly ; on a done dans Endg (V)

Ly = End (V) = p(A) N1, = CN L,

ou pour toute partie B de Endg(V), le commutant de B dans Endi (V) est noté B'.
Ainsi Ly est une sous-algebre commutative maximale de C (VIII, p. 257, lemme 3),
et donc aussi de C°. L’application A — Ay, est un isomorphisme de K-algebres de L
sur Ly ; cela prouve le lemme.

COROLLAIRE 1. — Soient A une K-algébre centrale, simple et de degré fini, et L
une extension de degré fini de K. Supposons que [A : K] = [L : K|2. Pour que L
déploie A, il faut et il suffit que A contienne une sous-algébre isomorphe a L.

Supposons qu’il existe un morphisme ¢ de L dans A. Soit M une sous-algebre
commutative semi-simple maximale contenant ¢(L). Par la prop. 3 de VIII, p. 258,
onalA:K = [M: K domc [M: K =[L: K etM= ¢L). Dapres la
prop. 5, L déploie A. Inversement supposons que l'extension L déploie A, alors elle
est isomorphe a une sous-algebre commutative maximale d’une K-algebre B centrale,
simple et semblable & A (prop. 5). On a [B : K] = [L : K]? (VIII, p. 258, prop. 3),
d’ott [B : K] = [A : K]; par suite B est isomorphe & A (VIIL, p. 276, cor.), d’ou le
corollaire 1.

COROLLAIRE 2. — Soient D un corps de centre K et de degré fini sur K, et L une
extension de degré fini de K déployant D. Le degré réduit de D divise [L : K].

Notons 7 le degré réduit de D (VIIIL, p. 249); par définition, [D : K] = r2.
D’apres la prop. 5, il existe une K-algebre B centrale simple semblable a D dont L
est une sous-algebre commutative maximale. Comme B est isomorphe & une algebre
de matrices M, (D) (VIII, p. 274, lemme 1), on a [B : K] = n?r? et par suite
[L : K] =nr (VIII, p. 258, prop. 3).
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4. Exemples de groupes de Brauer

Le groupe de Brauer Br(K) est réduit a I’élément neutre dans les trois cas
suivants :

a) K est séparablement clos (VIII, p. 249, cor. 1).

*b) K est un corps fini (VIII, p. 349, cor. 2).

¢) K satisfait a la propriété (C,) (VIII, p. 349, remarque 2).

Supposons que K soit un corps ordonné maximal (VI, p. 24). Le groupe de
Brauer de K est alors cyclique d’ordre 2 ; ses éléments sont la classe de K et la classe
de la K-algebre de quaternions de type (—1,0,—1) (III, p. 18 et VIII, p. 359, th. 1).

Supposons que K soit un corps topologique localement compact, non discret
et commutatif. Si K n’est pas connexe c’est un corps complet pour une valuation
discrete, de corps résiduel fini (AC, VI, p. 154, th. 1), il existe un isomorphisme de
Br(K) sur Q/Z (VIIL, p. 327, exerc. 17). Si K est connexe, il est isomorphe & R ou
C. Le groupe de Brauer du corps R est cyclique d’ordre 2. Son élément non trivial
est la classe de lalgebre H des quaternions de Hamilton (TG VII, p. 4); le groupe
de Brauer de C est d’ordre 1.,
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EXERCICES

1) Soit D un corps de centre K. Pour qu'il existe un sous-corps de M, (K) isomorphe & D
et de centre K, il faut et il suffit que [D : K] divise n.

2) Soit D un corps de centre K et de rang fini sur K. Pour qu'il existe une sous-K-algébre
de M,,(D) isomorphe & M, (K), il faut et il suffit que r divise n (utiliser le th. 6 de VIII,
p. 256).



§16. AUTRES DESCRIPTIONS DU GROUPE DE BRAUER

Dans ce paragraphe, si F est un groupe abélien et g un automorphisme de F,
on note g.f pour g(f).

1. 7-extensions de groupes

Dans ce numéro, on fixe un groupe G, un groupe abélien F noté multiplicati-
vement et un homomorphisme de groupes 7 de G dans le groupe Aut(F) des auto-
morphismes du groupe F. On note e I’élément neutre de G et 1 1’élément neutre de
F.

Rappelons (I, p. 62) qu’une extension & de G par F est un triplet (I', ¢, ), ou I'
est un groupe, 7 : I' = G est un homomorphisme surjectif et ¢+ un homomorphisme
injectif de F dans I" tel que Im(¢) = Ker(w). Soit & = (T, ¢, 7) une telle extension.
Pour tout v € I', Papplication ¢, : ' — F définie par

W, () =y(f)v!

pour tout f € F est un automorphisme de F. Comme F est commutatif, pour tout
f € F, Pautomorphisme défini par ¢(f) est 'application identique de F. Par passage
au quotient, on obtient un homomorphisme Int, de G dans Aut(F) caractérisé par

()t = Intg(n(y))-f)

pour vy € 'et f €F.
On appelle T-extension de G par F une extension & = (I', ¢, 7) telle que Int,
soit égal a 7, c’est-a-dire vérifiant la relation

(1) W)y = (7 (7)).f)
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pour vy € et f € F. Si & = (I',¢,7) et & = (I',/,7’) sont des 7T-extensions,
un morphisme de T-extensions de & dans &' est un morphisme d’extensions de &
dans &” (I, p. 63), c’est-a-dire un homomorphisme de groupes u : I' — I tel que
7 ou=m et =wuor Notons que les T-extensions forment une espéce de structure
pour laquelle tout morphisme est un isomorphisme (E, IV, p. 6 et I, p. 63, prop. 1).
Notons Iso {&, .7 la relation

« & et .F sont des T-extensions isomorphes. »

C’est une relation d’équivalence ; on appelle classe de ’extension & la classe d’objets
équivalents & & pour Iso, (E, I, p. 47).

Lemme 1. — La relation
« o est la classe d’une T-extension pour Iso_ »

est collectivisante en .

Posons E, = F x G et considérons les applications ¢, : F — Ej et 7y : E; = G
définies par 1o(f) = (f,e) pour f € F et m(f,9) = g pour (f,g) € F x G. Soit
& = (T, ¢, ) une T-extension de G par F. L’application 7 est surjective, donc possede
une section o : G — I telle que o(e) = e. L’application u : (f,g) — ¢(f)o(g) de FxG
dans T' est bijective. Munissons F x G de la loi de groupe obtenue par transport de
structure. Le triplet (Ey, ¢, 7,) est alors une 7-extension isomorphe a &. Le lemme 1
résulte alors de E, II, p. 47.

On note Ex, (G, F) I'ensemble des classes de T-extensions pour la relation Iso, .

Ezemples. — 1) Le produit semi-direct externe (F x_ G, ,p) (I, p. 64, prop. 3) est
une 7T-extension qu’on notera .#_. On dira qu’une T-extension est semi-triviale si elle
est isomorphe a la T-extension .7,

2) Pour i € {1,2}, on se donne un groupe G;, un groupe abélien F, et un
homomorphisme de groupes 7; de G, dans le groupe des automorphismes de F,. On
note 7, X 75 : Gy X Gy = Aut(F; x F,) 'homomorphisme défini par

(71 X 72) (915 92)-(f1, f2) = (71(91)-f1, T2(92)- f2)

pour g; € Gy, g, € Gy, f; € Fy et f, € Fy. Soient & = (I'y, ¢4, m) une 7y-extension
de G, par F, et & = (I'y, 19, m) une 7y-extension de G, par F,. Alors le triplet
(Ty x Ty, 1y X 19, ™ X 74) est une 7, X Ty-extension de Gy x G, par F; x F, appelée

le produit extérieur des extensions & et &, et notée & X &.
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2. Image inverse d’une 7T-extension

Soient G et G’ des groupes. Soit F un groupe abélien, soit 7 : G — Aut(F)
un homomorphisme de groupes et soit u : G' — G un homomorphisme de groupes.
Considérons I'homomorphisme de groupes 7/ = 7 ou : G’ — Aut(F) et notons I le
produit fibré I' X G’ relativement & et u (I, p. 44). C’est le sous-groupe de I' x G’
formé des couples (7, ¢’) tels que m(y) = u(g’). Soit ¢/ : F — I 'homomorphisme
de groupes donné par /() = (¢(a), €) pour a € F et notons 7’ : I" — G’ la seconde
projection. Alors le morphisme ¢/ est injectif, le morphisme 7’ est surjectif puisque
7 lest et I'image de ¢/ coincide avec le noyau de 7’. En outre, pour tout o € F et
tout 7' = (y,9) € I, on a les relations

V(@)Y = (1.9) (@), e)(1,9) 7" = (Ur(r(7)-a),e) = /(7 (' (7)).).

Par conséquent, (I, ¢/, 7") est une 7’-extension de G’ par F qu’on appelle limage in-
verse par u de & et qu'on note u*(&’). La premiére projection est un homomorphisme
de groupes ¢ : I" — T" qui sera dit canonique.

PROPOSITION 1. — Le diagramme

[ N ¢
? | L

F——TI—"-G
est commutatif. En outre, si & = (I'|, 1}, m) est une 7’-extension et o, : I}, = T est
un homomorphisme de groupes tel que le diagramme

J

S Ve
.t
F——T-—-"-¢G
soit commutatif, alors il existe un unique morphisme v de T'-extensions de & dans
u*(&) tel qu'on ait o, = po .
La commutativité du premier diagramme découle de la définition de . L’exis-
tence et I'unicité de i résultent du lemme qui suit.

Lemme 2. — Soit F| un groupe abélien et soient w : F| — F et 7, : G’ — Aut(F))
des homomorphismes de groupes tels que

w(n(9)(f)) = 7(u(g)(w(f))
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pour tout f € F| et tout g € G'. Soit & = ('}, ¢}, 7)) une 1, -extension de G’ par F
et o, : Ty = T' un homomorphisme de groupes tel que le diagramme

! !
F, —T, — ¢
J'w Jfgl Jru
F——T—"5G
soit commutatif. Alors il existe un unique homomorphisme de groupes ¢ : I’} — T"
tel que le diagramme

L/ 7T/
1 1
B

O

F—Y—1r ¢
soit commutatif et tel que p; = @ o 1.
Si 'homomorphisme de groupes ¢ : I} — I" convient, alors il vérifie les relations

P(7) = (pot(7), 7 ot (y)) = (v (1), m(7))

pour tout v € I"|. Inversement, I'homomorphisme de groupes de I'} dans I' x G’
défini par v — (¢;(7), 71 (7)) est a valeurs dans le produit fibré I' X G’ puisque
7o py(y) = wuom(y) pour tout v € I'}.

COROLLAIRE 1. — Soient &, et &, des T-extensions de G par F et soit 1) un mor-
phisme de T-extensions de & dans &,. Notons ¢, (resp. ¢,) Uhomomorphisme
canonique pour u* (&) (resp. u*(&,)). Alors il existe un unique morphisme de 7'-
extensions de u*(&)) dans u*(&y), noté u*(v), tel que vy 0 u*(1) =1 o ;.

11 suffit d’appliquer la prop. 1 a v o ¢;.

La classe de la 7"-extension u*(&’) ne dépend donc que de la classe de &. On
note également v* : Ex_(G,F) — Ex.(G/, F) Papplication qui envoie la classe d’une
T-extension & sur la classe de la 7/-extension u*(&).

COROLLAIRE 2. — Soit u' : G” — G' un homomorphisme de groupes et soit & une
T-extension de G par F. Posons 7" = 7' o u’ et notons ¢ (resp. ¢', ¢") ’homomor-
phisme canonique associé d la 7'-extension u*(&) (resp. la 7"-extension u™* (u*(£)), la
7"-extension (uow')*(&)). Alors il existe un unique morphisme v de la "-extension
u*(u*(&)) dans la 7"-extension (u o u')*(&) telle que " o) = po .

Exemple. — Soit H un sous-groupe de G et j : H — G l'injection canonique. Alors
pour toute 7-extension & = (I',¢,7), la 7 o j-extension j*(&) est isomorphe a

((H),/,7") ot // : F — 7 (H) (resp. © : @ (H) — H) est I'homomorphisme de
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groupes f — «(f) (vesp. v + m(7)). Plus généralement, si 'homomorphisme de
groupes u : G’ — G est injectif, alors ’homomorphisme canonique ¢ est injectif
dimage 7 (u(G)).

3. Image directe d’une T-extension

Soit G un groupe, soient F et F/ des groupes abéliens, soit 7 (resp. 7') un
homomorphisme de groupes de G dans le groupe des automorphismes de F (resp. F)
et soit v : F — F/ un homomorphisme de groupes tel que

(3) o(r(9)-f) = 7'(g).v(f)

pour g € G et f € F. Soit & = (I',1,7) une 7-extension de G par F. Soit T

le produit semi-direct externe F’ x I'. On note 7 : F/ — T I’homomorphisme

f = (f.e) et p:T — T la premitre projection. Soit j : F — T’ Papplication définie
par f — (v(f),¢(f)7!). Comme l'image de ¢ est contenue dans le noyau de 7/ o 7,
I’application j est un homomorphisme de groupes ; il est injectif puisque ¢ est injectif.

On a les relations

i) =
(4) =

pour tout f € F, tout v € T et tout f' € F'. Par conséquent, 'image de j est
un sous-groupe distingué dans T. Notons I le quotient de r par I'image de j. On
note ¢/ la composée de la surjection canonique de [ dans I" et de 7. Le noyau de
I’homomorphisme 7 o p est le produit F’ x ¢(F) qui contient 'image de j. On définit
7 . I” — G comme I'homomorphisme de groupes déduit de 7 o p par passage
au quotient. Comme ¢ est injective, l'intersection de j(F) avec #(F’) est réduite a
I’élément neutre de I'; il en résulte que ¢/ est injective. L’application de F’ x F dans
F' x «(F) = Ker(w o p) donnée par

(' ) = (o), ()7

est un isomorphisme de groupes. L’image de ¢/ coincide donc avec le noyau de 7'
Comme 7 et p sont surjectifs, il en est de méme de #n’. Ceci démontre que & =

(I, ¢, 7") est une 7’-extension de G par F' qu’on appelle l’image directe de & par v
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et qu’on note v, (&'). La composée de la surjection canonique de [ dans I" et de I'ho-
momorphisme de groupes de I" dans I', donné par y — (1, ) est un homomorphisme
de groupes ¢ : I' — TV qui est dit canonique.

PROPOSITION 2. — Awec les notations qui précedent, le diagramme

F—>T-"5G

? O

s -5

est commutatif. Soit & = (I}, i}, 7)) une 7’-extension de G par ¥’ et soit o, : T' — T’

un homomorphisme de groupes tel que le diagramme

F——~T-—"53@

A

(N (¢
soit commutalif, alors il existe un unique morphisme v de T'-extensions de v (&)
dans & tel qu’on ait p; = o .
La commutativité du premier diagramme résulte des constructions. L’existence
et I'unicité de ¢ découlent du lemme qui suit.

Lemme 3. — Soit G} un groupe et soient w : G — G} et 7, : G} = Aut(F') des
homomorphismes de groupes tels que 7" = 1, o w. Soit & = (I'},i}, 7)) une -
extension de G| par F' et soit o, : ' — T'{ un homomorphisme de groupes tel que le
diagramme

F——1r—"5¢

A

I e

soit commutatif. Alors il existe un unique homomorphisme de groupes 1 : I'' — T"
tel que le diagramme

F’#F’LG

|, b L

FI 1’\/ G/

soit commutatif et tel que v, = 1) o .
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Pour tout (f,7) € F' x I, notons (f,v) la classe de (f,v) dans I". Si ’homo-
morphisme de groupes ¢ : IV — I"] convient, il vérifie les relations

V(7)) = v (F)e() = 4 )en()

pour tout f' € F" et tout v € I'. Inversement, 1’application ¥ de F/ x I' dans I

donnée par (f,v) — ¢i(f)pi(7) est un homomorphisme de groupes. En effet, on a

Tlom

les relations

(DM (V) = G (@il (M) -f e () = a(f 7' (m(9))- )1 (7)),

pour f, f' € F' et 7,4 € I'. Le noyau de ¢ contient I'image de j puisque ¢} (v(f)) =
©,(t(f)) pour f € F et le morphisme v déduit de 1) par passage au quotient convient.

Remarque. — Notons X l'espéce de structure de 7’-extension et définissons les a-
applications comme les applications de I" dans un groupe I" sous-jacent a une 7'-

extension qui sont des homomorphismes de groupes et qui rendent le diagramme
F——TI—"5G
o N
G ANl
commutatif. La prop. 2 exprime que v, (&) est une solution du probleme d’application
universelle correspondant (E, IV, p. 22).

COROLLAIRE 1. — Soient &, et &, des T-extensions de G par F et soit 1 un mor-
phisme de T-extensions de & dans &,. Notons ¢, (resp. ¢,) Uhomomorphisme
canonique pour v, (&) (resp. v,(&,)). Alors il existe un unique morphisme de 7’-
extensions de v,(&)) dans v,(&,), noté v, (V), tel que py 0 = v, (V) 0 .

11 suffit d’appliquer la prop. 2 a ¢, 0.

La classe de la 7’-extension v,(&) ne dépend donc que de la classe de &. On
note également v, : Ex_(G,F) — Ex_ (G, F') 'application qui envoie la classe d’une
T-extension & sur la classe de la 7/-extension v, (&).

COROLLAIRE 2. — On conserve les notations de la proposition. Soit F" un groupe
abélien et soient 7" : G — Aut(F") et v’ : ¥/ — F" des homomorphismes de groupes
tels que

(9)0'(f) = v'(7'(9)-1)
pour g € G et f € F'. Soit & une T-extension de G par F et notons ¢ (resp. ¢', ¢")
l’homomorphisme canonique associé d v, (&) (resp. vl (v, (&), (V' o), (&)). Alors
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il existe un unique morphisme 1 de la 7"-extension v, (v, (&) de G par F" dans la
T"-extension (v o v), (&) tel que " =1p o op.

Exemples. — 1) Soit j : {1} — F linjection canonique. L’extension semi-triviale
& est isomorphe & 7,((G,7,1dg)) ot i : {e} = G est l'injection canonique. Soit
¢ : F — F I'homomorphisme constant f + 1 et soit & une T-extension. La 7-
extension ¢, (&) est également isomorphe & .7,

2) Soit E un sous-groupe de F stable pour I'action de G. Notons F’ le quotient
de F par E, v : F — F’ 'homomorphisme canonique et 7/ : G — Aut(F’) Paction de
G sur F’ caractérisée par

m(g)-v(f) = v(7(9).f)
pour g € Get f € F. Soit & = (I', ¢, 7) une 7-extension de G par F. Alors ((E) est
un sous-groupe distingué de T' et la 7/-extension v, (&) de G par F’ est isomorphe &
Uextension (I'/(E),7,7) ot T et 7 sont les homomorphismes de groupes déduits de
¢ et 7 par passages aux quotients. L’homomorphisme canonique ¢ associé a v, (&)
correspond par cet isomorphisme & 'homomorphisme canonique de I' dans I'/.(E).

PROPOSITION 3. — Soient G et G' des groupes. Soient F et F/ des groupes abéliens.
Soient 7 : G = Auwt(F), 7 : G —» Auwt(F'), u : G = G etv : F = F des

homomorphismes de groupes tels que

m(g).v(f) = v(r(9)-f)

pour g € Get f € F. On note 7" = 7'ou. Soit & une T-extension de G par F. On note
©, (resp. v, ©l, ©.) Uhomomorphisme canonique correspondant d la Tou-extension
u*(&) (vesp. d la 7'-extension v, (&), auzx T7"-extensions u*(v,(&)) et v, (u*(£))).
Alors il existe un unique morphisme ¢ de T"-extensions de v, (u*(&)) dans u* (v, (&))
tel que p, 0, = @, 0P o .

On note (T, ¢,,m,) (resp. (I, 7)) la 7 o u-extension u*(&) (resp. la 7'-

extension u*(v,(£))). En appliquant le lemme 2 de VIII, p. 283 & ¢, 0 ¢,,, on obtient
qu'il existe un homomorphisme de groupes ¢, : I', — I", tel que le diagramme

FT, /o
o
i VN ¢l

soit commutatif et tel que ¢/, o1, = ¢, o p,. L'existence de 1) s’en déduit a laide
de la proposition 2 appliquée & ;. Inversement, si ¢’ convient également, on a
Y o ¢! = 1) par le lemme 2, donc ¢’ = ¢ (prop. 2).
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4. Loi de groupe sur les classes de T-extensions

Soit G un groupe, soit F un groupe abélien et soit 7 : G — Aut(F) un homomor-
phisme de groupes. On désigne par § : G — G x G Papplication diagonale g — (g, 9)
et par m : F X F — F 'homomorphisme de multiplication (f;, f5) — f /. On note
s : F — F 'homomorphisme de groupes donné par f — f~*. Soient & = (T';, ¢4, m;)
et & = (T'y, 1y, my) des T-extensions de G par F. Comme on a la relation

m(((T x 1) 0 0)(9)-(f1, f2)) = 7(9)-m(f1, f),

pour tout g € G et tous f;, f, € F, I'extension m, (6*(&; X &,)) est une T-extension
qu’on appelle le produit des T-extensions & et &, et qu’on note &,&,. La classe de
cette extension ne dépend que des classes des extensions &) et &, (VIIL, p. 284, cor. 1
et VIII, p. 287, cor. 1). On en déduit donc une loi de composition sur Ex_ (G, F).

Remarque. — Soient & = (I'}, 1y, m) et & = (Iy, 1y, m,) des T-extensions de G par
F. Soit &,&, = (I',t,7) le produit de ces extensions. Compte tenu de l'exemple
de VIII, p. 284, la construction fournit un homomorphisme de groupes surjectif du
produit fibré I'; xq I'y dans I' dont le noyau est l'image de 'homomorphisme de
groupes f — (11(f), to(f)7!) de F dans T'; x Ty.

PROPOSITION 4. — Le produit des T-extensions munit ’ensemble Ex_ (G, F) d’une

structure de groupe abélien. Son élément neutre est la classe de [’extension semi-

triviale 7. L’inverse de la classe d’une T-extension & est la classe de s, (&).
L’associativité de la loi résulte de la commutativité des diagrammes

G%GXG FxeFﬂFxF
Ls J’IdXE et Jldxm Jm
axG X axaxa FxF " LF

du cor. 2 de VIII, p. 284, du cor. 2 de VIII, p. 287 et de la prop. 3 de VIII, p. 288.

Soit A : F — F x F I'application diagonale f +— (f, f). Soit & = (I, ¢, 7) une 7-
extension. Soit A : T — I’ X, I' 'homomorphisme de groupes donné par v — (7,7).
Le diagramme

F r——a
oo s
FxF—TIxq[ — G

est commutatif. D’apres la prop. 2 de VIII, p. 286, il en résulte que la (7 X 7) 0 -
extension 6*(& x &) est isomorphe a A (&).
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Notons ¢ : F — F Tl’homomorphisme constant f +— 1. Compte tenu de
I’exemple 1 de VIII, p. 288, le fait que .#, soit un élément neutre pour cette loi de
composition résulte de I'isomorphisme de §*(& x &) sur A (&) et du diagramme

commutatif

(Idg xc)oA
F—FxF

(CXIdF)oAJ/ {A J{m

m
FxF——F.
La derniere assertion résulte du diagramme commutatif

(Idg x s)oA
F—FxF

(SXIdF)OAJ \ lm

FxF—= 3F.

Soient & = (I'y, ¢y, m) et & = (I'y, Ly, m) des T-extensions. L’isomorphisme de
groupes I'y x I'y = I'y x I'; donné par (7;,7,) = (72, 7;) induit par passage aux
sous-ensembles un isomorphisme de groupes o : I'; X I'y = I'y X I';. Compte tenu
des relations

ot (f),ea()7) = (a(f ) H7

pour f € F, 'homomorphisme de groupes o induit par passage aux quotients un
morphisme de T-extensions de &;&, sur &,&;. Donc la loi de composition est com-

mutative.

PROPOSITION 5. — a) Soient G et G’ des groupes. Soit F un groupe abélien. Soient
7: G = Aut(F) et u : G — G des homomorphismes de groupes. L’application
u*  Ex (G, F) = Ex,., (G, F) est un homomorphisme de groupes.

b) Soit G un groupe. Soient F et F' des groupes abéliens. Soient 7 : G — Aut(F),
7' G — Aut(F') etv: F — F' des homomorphismes de groupes tels que

7'(g)-0(f) = v(7(9)-f)

pour g € G et f € F. L'application v, : Ex (G, F) — Ex,(G,F’) est un homomor-
phisme de groupes.
Cela résulte de la commutativité des diagrammes

oL axa FxF-—"5F

Ju J’uxu et J,UXU lv

G—5GxG FxF 5 T
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5. Description cohomologique

Soit G un groupe, soit F un groupe abélien et soit 7 : G — Aut(F) un homo-
morphisme de groupes. Pour tout g € G et tout f € F on note également ¢ f pour
7(g).f. Un 2-cocycle de G a valeurs dans F est une application ¢ : G x G — F telle
que pour tout (g, gy, 95) € G X G x G, on ait

(7) 9c(ga, 93)c(91, 9293) = (g1, 92) (9192 G5)-

Comme F est commutatif, 'ensemble des 2-cocycles est un sous-groupe du groupe
des applications de G x G dans F, on le note Z*(G, F). Notons C}(G, F) le groupe
des applications de G dans F. Pour tout h € C(G,F) et tout (g,,9,) € G x G,

posons

(8) (0h)(g1, 92) = glh(g2)h(glgz)7lh(91)'

Un calcul simple démontre que 'application 0h : G X G — F est un 2-cocycle. L’ap-
plication @ : CY(G,F) — Z*(G,F) est un homomorphisme de groupes. Pour tout
h € CY{G,F), le 2-cocycle Oh est appelé un 2-cobord. Le groupe Z*(G, F) /0(CY(G, F))
est noté H2(G, F) et est appelé le deuziéme groupe de cohomologie de G a coefficients
dans F.

*Les notations qui précédent sont conforme a celles de X, p. 112 concernant la
cohomologie des groupes. 4

Soit & = (I',¢,7) une T-extension. Soit ¢ une section de l'application surjec-
tive 7 (E II, p. 18), c’est-a-dire une application de G dans I telle que (o (g)) = ¢
pour tout g dans G. On appelle 2-cocycle associé a o, application ¢, : G x G = F
définie par la formule

(9) Ucy(91:92)) = 0(91)0(92)0(9192) "

pour gy, g, € G. L’application ¢, est constante de valeur 1 si et seulement si o est

un homomorphisme de groupes.

PROPOSITION 6. — L’application c, est un élément du groupe Z?(G,F) et sa classe
dans le groupe de cohomologiec H?(G, F) ne dépend que de la classe de la T-extension
&. On lappelle la classe de cohomologie de la T-extension &.

Vérifions tout d’abord que c, satisfait a la condition de cocycle. Soient g;, g,
et g; des éléments de G. En utilisant la relation (1) de VIIL p. 281 et (9), on obtient
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les relations

U? ¢4 (92, 93)Co (915 9293))
= 0(91)0(92)0(93)0(9295) (1)~ 7(91)9(9295)7 (919295) "
= ‘7(91)‘7(92)‘7(93)‘7(919293)71
et
¢y (91 92)C5 (9192, 93))
= 0(91)U<92)U<9192)710(9192)0@3)0(919293)71

= 0(91)0(95)0(93)0(919295) "

L’application ¢, est donc un élément de Z?(G, F).

Démontrons maintenant que l'image de ¢, dans H*(G,F) est indépendante de
la section o choisie. Soient o et o’ de telles sections. Pour tout élément g de G,
il existe un unique élément a, de I tel que o'(g) = (a,)o(g). Soient g; et g, des
éléments de G. En utilisant la définition (9) on obtient les égalités suivantes :

t(co (g1, 92)) = ‘7,(91)‘71(92)‘71(9192)71
(10) = L(agl)U(gl)L(agz)0(92)0(9192)71“%]192)

L(agl)L(glagz)L(cn(gb 92))L(aglgz)7l‘

Le groupe F étant commutatif, on a les relations

-1

(11) Ca’(glv.QZ)Ca<gl792)7l = (glagg)agiﬁqzagl?

et les classes de ¢, et ¢, dans H?(G,F) coincident.

Enfin, soient & = (I',¢,7) et & = (I",/, ') des T-extensions isomorphes, soit
u: & — & un morphisme de T-extensions et soit o une section de I'application 7.
L’application u o o est une section de l'application 7’ et 'on a ¢, = ¢,,,. La classe
de ¢, dans H?(G, F) ne dépend donc que de la classe de & dans Ex, (G, F).

On note O, : Ex_(G,F) — H%(G,F) ou, plus simplement, © I'application qui
envoie la classe d’une 7T-extension (I, ¢, 7) sur la classe du 2-cocycle ¢, ol o est une

section de la surjection 7.

THEOREME 1. — L’application © est un isomorphisme de groupes de Ex (G, F) sur
H%(G,F).

Démontrons tout d’abord que © est un homomorphisme de groupes. Soient
& = (T,i,m) et & = (I",/,7') des T-extensions et soit o (resp. o’) une section de
lapplication 7 (resp. 7). Notons &&” = (I, ", 7”) le produit des 7-extensions &
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et &”. On notera [y,7'] 'image dans I d’un élément (v,7’) de I' x I par I’homo-
morphisme surjectif de la remarque de VIII, p. 289. L’application de G dans I qui
envoie un élément g sur [o(g),o’(g)] est une section o” de 'application 7. Soient
gy et gy des éléments de G. On a les relations

' (Con(915 92)) = 0" (91)0" (92)0" (9192) "

)
= [ules (915 92)), V' (cr (915 92)]
= LI/(CU(glv 92)60’(!]17 92))

On a done ¢,(gy, 93) = ¢; (91, 92)¢or (91 G2)-

Démontrons que Papplication © est injective. Soit donc & = (I',¢, ) une 7-
extension et soit o une section de 'application 7 telle que 'image de ¢, dans H*(G, F)
soit triviale. Il existe donc une application a : G — F telle que

(91, 92) = (" algy))al9195) " alg)

pour tous g, g, € G. On définit alors o’ : G — T par

pour g € G. En utilisant (11), on obtient que ¢,/ est constante de valeur 1; par
conséquent, o’ est un homomorphisme de groupes ce qui prouve que la T-extension
& est semi-triviale (I, p. 64, prop. 4).

Démontrons que 'application © est surjective. Soit ¢ un élément de Z%(G, F).
On munit 'ensemble I' = F x G de la loi de composition suivante :

(12) (f1:90)(f2: 92) = (f1("" f2)e(91, 92): 9192)
pour tous fi, f5 € F et tous g, 9, € G; on a les relations

(f1:90)((f2, 92)(f3, 95)) = (f1, 1) (f2(* f5)e(92, 93): 9295)
= (A" ) f5) (7 c(92, 93))( 91+ 9293): 919295)
et
((f1,90(f2: 92))(f3: 93) = (f1(" f2)e(g1, 92), 9192) (f3, 93)
= ([1(" [)(" f3)c(915 92) (91925 93) 5 919293)

pour tous fi, fs, f3 € F et tous ¢y, g4, g3 € G. Il en résulte que cette loi est associative
car ¢, est un 2-cocycle. Pour tout (f,g) € ', on a

(f7 g)(c(€> 6)717 6) = (f(gc(€> e)il)c(% e),g);
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or il résulte de la définition d’un 2-cocycle que ¢(g,e) = 9¢(e,e), d’ont Pon déduit
que (f,g)(c(e, €)1, e) = (f, g). De maniére analogue on démontre que

(cle;e)™e)(f,g) = (fele.e) " ele,g),9) = (f. 9).

La loi de composition définie par (12) admet donc (c(e,e)™t,e) comme élément
neutre et tout élément (f, g) de I' est inversible, d’inverse
o _ o

(© (fele,e)elg, g7 )T g7
On a donc muni I' d’une structure de groupe. Notons alors ¢ : F — G 'application
envoyant f sur (c(e,e)7tf,e), 7 : I' = G la deuxiéme projection et o application
g +— (1, g). Les applications ¢ et 7 sont des homomorphismes de groupes, le triplet
& = (T',1,m) est alors une 7-extension, o une section de application 7 et le cocycle

associé ¢, est égal a ¢, car
7(91)0(92)0(9192) ™" = (1, g1)(1, 92)(1, 91.95) ™" = (c(91, 92), 9192) (1, 9192) ™"
= (c(g1 g2)cle, 9192) " €) = (cle,e) 7 e(g1, 92), €)
pour ¢y, ¢, € G.

Remarque. — Soit G un groupe, soient F et F’ des groupes abéliens, soit 7 (resp. 7')
un homomorphisme de groupes de G dans le groupe des automorphismes de F
(resp. F') et soit v : F — F’ un morphisme de groupes tel que

(13) v(r(9)-f) = 7'(g).v(f)

pour g € G et f € F. Soit a un élément de Ex_(G,F). Si le cocycle ¢ représente
©(a), alors v o ¢ représente O(v, (o)) € H2(G, F’).

6. Restriction et corestriction

Soient G et G’ des groupes, soit F un groupe abélien et soit 7 un homomor-
phisme de G dans le groupe des automorphismes du groupe F. Soit v : G' — G un
homomorphisme de groupes. On note 7/ = 7 o u.

Si: G x G — F est un 2-cocycle de G a valeurs dans F, alors I'application
o (uxu)de G x G dans F donnée par (g,9,) — ¥(u(gy),u(gy)) est un 2-
cocycle de G’ & valeurs dans F et Papplication ¢ +— 1 o (u x u) de Z*(G,F) dans
7?(G',F) induit un homomorphisme de groupes u* : H3(G,F) — H?(G/, F). Pour
tout A € H2(G, F), 'élément u*()) est appelé I’image inverse de A par u. Lorsque G’
est un sous-groupe de G et u : G' — G est I'injection canonique, I’homomorphisme u*
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est appelée I’homomorphisme de restriction de G ¢ G’ et on le note Resg/. Lorsque G
est un quotient de G’ et u : G’ — G est la surjection canonique, ’homomorphisme u*
est appelée ’homomorphisme d’inflation de G a G'.

PROPOSITION 7. — Awec les notations qui précedent, le diagramme

Ex, (G, F) — Ex, (G, F)

e [e-

H*(G,F) —“— HX(G', F)
est commutatif.

Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Soit s une section de la surjection
canonique de G dans H\G. On note (g,z) — z.g l'action & droite de G sur H\G
induite par I’action a droite de G sur lui-méme par multiplication. Notons que pour
tout z € H\G et tout g € G, 'élément s(z)gs(z.g)~ appartient & H. Pour toute
application ¢ : H x H — F, on définit donc une application ¢, : G x G — F par la
relation

G090 = T *@ e(s@)gus(z.g1) 7" 5(2.9,)925(x.9195) ")

zeH\G
pour g;, g, € G. L’application ¢ + ¢, est un homomorphisme de groupes de F*H
dans FG*G,
Lemme 4. — Sic:HXxH — F est un 2-cocycle de H a valeurs dans F, alors ¢, est

un 2-cocycle de G a valeurs dans F.

Soient ¢, g, et g; des éléments de G. Pour tout ¢ € {1,2,3} on définit une
application h; : H\G — H par la relation

hi(z) = s(x.gy ... g;—1)9;5(w.9; - - ~g¢)71

pour z € H\G. Notons que

hy(z)ho(z) = 5(45)91925(”9192)71 et hy(z)hs(z) = 5(3191)92935(3&919293)71
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pour z € H\G. On a alors les relations
(92 93) €4(9192: 93) 7 Cs(91, 9295)C4 (91 92)
S $ -1 —
= IIT 2@ c(s(0)gp5(.9,) 7", 5(2.9)955(2.995) ")

zeH\G

x TT @ (clha(@)ho(@), hy(@)) " e(hy (), ho(w)hs (@) )e(hy (), ha(x)) )

zeH\G

= T seo ) Mm@ e (hy(2.g7), hy(e.g7h))

zeH\G

x [T @ "M @c(hy (@), hy(x) ™
zeH\G

:17

ou la deuxieme égalité résulte du fait que ¢ est un 2-cocycle.

Lemme 5. — Si ¢ est un 2-cobord, alors il en est de méme de c,.
Soit ¢ : H — F une application telle que ¢ = Ot. Soient ¢, : G — F P'application
définie par

t(g) = I *@ "t(s(x)gs(a.g)™)

zeH\G

pour g € G. Il suffit de démontrer que ¢, = 9t,, ce qui découle des relations

~ . —1g . -1 —_
Gl go) = [ W @00 (s(2.g,) g58(2.919,) ")

zeH\G
x T 7" (#s(2) g1 925(2.9190) ™) M (s(2) gy 5(2.9,) 7))
zeH\G
=i, 5(91,92)
pour ¢, g, € G.
Lemme 6. — Soit ¢ un 2-cocycle de H a valeurs dans F. L’image de ¢, dans le groupe

H%(G,F) ne dépend pas du choiz de la section s.
Soit s’ une section de la surjection canonique de G dans H\G. Soit h : H\G — H
I’application caractérisée par les relations

§'(x) = h(z)s(z)

pour z € H\G. Le 2-cocycle ¢, est alors donné par les relations

Cy (.917 92)

s(x)~th(z)~?! — _
= H s(@)7 k(=) c(h(m)s(m)gls’(xlgl) 175,(55491)925,(4549192) 1)
zeH\G
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= H S(I)ilC(S(x)gls(xlgl)ilh(xlgl) ! ,h(w. 91) (3? 91)929(5549192)71)

zeH\G

< T " (e(h(@) ™, 8 (2)91005 (2.9192) 1) e(hlx) 7 8 (2)g, (.9,) 7))
zeH\G

H guafe.g1)” c(h(w.g0) " h(2.91)8(2.91) 928 (2.9192) )

zeH\G

X H @ 2)gys(x.9,) 7" 5(2.91) 928 (2.9195) ")

zeH\G

x I (@ 2)gys(a.g,) " ha.g) ™)™

zeH\G

< JI =" 1( ()71, 5 (2)91925 (2.9,90) ™) T e(h(z) ™, 8 ()9, (.90) 7))
zeH\G

= [I @ els(@)gys(z.g) 7" 5(2.91)955 (2.9195) ")

zeH\G
x I "0 clsahgns(og) ™ b))

zeH\G
x II @ e(h(a) ™ hw)s(x)gss (2.9,)7")

zeH\G
x T @ (eh(2) ™8 (2)919:5 (-9102) ) elh(@) ™!, 5 (2)g,5 (2.9,) 7))
zeH\G

pour tous gy, g, € G; la premiére égalité provient de la relation de cocycle (VIII,
p. 291, relation (7)) appliquée aux éléments

h($)71> h(m)s(m)gls'(x.gl)’l et 5/(45‘91)925/(5549192)717

la seconde est obtenue en appliquant la relation de cocycle aux éléments

s(x)gis(x.g)", h(z.g)™" et h(z.g,)s(z.g,)gs8 (x.9195) "

la derniere utilise simplement le fait que 'application x +— z.g, est une permutation
de H\G.

Les deux dernieres lignes de ’expression obtenue correspondent a un 2-cobord.
On obtient que ¢, a la méme classe dans H?(G, F) que le cocycle dont la valeur en
(g1, 92) € G? est donnée par 1'expression

s.r’l — — —
H s(=) c(5(3'?)915(4591) 1>5(33~91)925($49192) 1h(3?~9192) 1)
zeH\G

X H @ x)g,8(x.9,)” ! h(x~gl)7l)7l

zeH\G
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s(x. -1 - - -
= I 2= c(s(2.9,)g25(2.9195) ", h(.g195) )"

zeH\G
X H s@)” 1 915<I 91) ! 5@-91)925@-9192)71)
zeH\G
< ]I s 1( (€)91925(2.9192) ™" h($‘9192)71)C(S(l‘)gls(l‘~gl)7l7h(l“gl)il)il)
zeH\G
IT @ e(s(@)gys(z.9,) 7", 5(.9,)g25(7.9,95) ")
zeH\G
X H 5@ ¢ (z)gys(x.95) " A(.g5) ") 7"
TEH\G
< II ° ( 2)9,955(7.9192) " h(w.9,9,) " )els(x)gy5(2.9,) " hlr.g,) )7,
zeH\G

ou la premiere égalité résulte de la relation de cocycle appliquée aux éléments

s(x)gis(r.g)",  s(x.91)g25(x.919) 7" et h(r.g195)7"

Les deux dernieres lignes de I'expression obtenue correspondent a un 2-cobord. On
obtient que la classe de ¢, coincide avec celle de ¢;.

Nous avons construit un homomorphisme du groupe H?(H, F) dans le groupe
H%(G,F), quon appelle I’homomorphisme de corestriction de H a G et qu’on note
Cor§.

PROPOSITION 8. — Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. L’endomorphisme
Cor$i oResi du groupe H*(G,F) coincide avec la multiplication par Uindice (G : H).

Soit o un élément de H2(G, F). Soit ¢ un élément de Z*(G, F) représentant .
L’élément Cor$ o Res'i(a) est la classe du cocycle dont la valeur en (g;, g,) € G2 est
donnée par 'expression

H S(I)ilc(s(x)gls(mgl)ia s(2.91)925(1.9192) ")

zeH\G
= H 0(915(45‘91)7175(55491)925(4549192)71)
zeH\G
< I ( ,5(2)91955(.9192)” 1)710(5(55)7175(45)915(3191)71))

zeH\G
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H Te(s(x.g)” ! 5(%91)925(”9192)71)

zeH\G

x [I elgr: 925(2.9195) " elgy, s(z.g,) ™)~
zeH\G

x IT (els(@)™, s(2)g1905(2.919,) ) els(@) ™ s(x)gy5(2.91) 7))
zeH\G

= II clor go5(2-9195) elgr, s(.g) ™)

zeH\G
[T “els(@)™, s(x)gos(xg2) ™)
zeH\G

< IT (es(@) 7, s()g1005(2-919) ) els(@) ™" s(2)grs(w.90) 7)) 5
zeH\G

la premiére égalité provient de la relation de cocycle (VIIL, p. 291, relation (7))
appliquée aux éléments

s(@)7 s(@)gis(rg) ™ et s(.91)g05(x.9190) 7"
la seconde est obtenue en appliquant la relation de cocycle aux éléments
g1o slag)™ et s(w.91)gx5(2.919,)

En 6tant un cobord, on obtient que Corfj o Res§ () est la classe du cocycle dont
la valeur en (g;, g,) € G? est donnée par 'expression

H (g1, 925(5549192)71)6(917 5(55491)71)71

zeH\G
H 910(9275(45‘9192)71) (9199 ¢ (3’“ 9192) )0(91792)
zeH\G
< 1 clgr,s(@g)™)
zeH\G
H glc(9275(55492)71)71@(919275(459192)71)@(9175(»”5‘91)71)71
zeH\G

X C(gh 92)(G:H)7

ce qui démontre le résultat.
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7. Algebres galoisiennes

Soit K un corps commutatif. Si E est une K-algebre, on note Auty (E) le groupe
de ses automorphismes; si E est une extension galoisienne du corps K, le groupe
Autg (E) n’est autre que le groupe de Galois Gal(E/K) (V, p. 56).

Soit G un groupe. On appelle (K, G)-algébre une K-algebre E munie d’un homo-
morphisme de groupes A : G — Autg(E). L’homomorphisme A munit alors E d’une
structure de groupe & opérateurs dans G ainsi que d’une structure de K[G]-module
a gauche dont la loi d’action est donnée par

(14) (Z ug.rJ)I =Y ug)x

9eG geG

pour tout 2 € L et tout élément (11,),cq de K[G]. Un morphisme de (K, G)-algebres
est un morphisme d’algebres qui est également un morphisme de groupes a opéra-
teurs.

Pour toute famille (E;);; de (K, G)-algebres, la K-algébre produit [];c; E; munie
de sa structure de groupe a opérateurs produit est une (K, G)-algebre.

Si E est une (K, G)-algebre, 'ensemble E des éléments de E invariants sous G
est une sous-algebre de E.

Soit E une (K, G)-algébre, ot G opére par A : G — Autg(E). Si K’ est une
extension de K, pour tout g € G, soit N(g) Pautomorphisme Idy, @ A(g) de la
K'-algebre Lk, Alors A" : g+ X'(g) munit Ly d’une structure de (K', G)-algebre.

Etant donné un groupe H et des H-ensembles X et Y, on note .Zy(X,Y) len-
semble des morphismes de H-ensembles de X dans Y. C’est donc ’ensemble des
applications f : X — Y telles que f(hx) = hf(x) pour tout h € H et tout = € X.

Soit G un groupe d’élément neutre e, soit H un sous-groupe de G et soit E une
(K, H)-algebre. On note Coind(E) et on appelle (K, G)-algébre déduite de E par
coinduction de H d G la K-algebre .#;(G, E) munie de Paction de G donnée par
I’homomorphisme A de G dans Auty (Coind§(E)) défini par

(15) (Ag)-Ng) = f(g'g)
pour f € Coindf(E) et g,¢ € C.

Lemme 7. — a) Soit S une partie de G telle que tout élément de G s’écrive de
maniére unique sous la forme hs avec h € H et s € S. Alors lapplication envoyant
f osur (f(s)),es est un isomorphisme de la K-algébre Comd§(E) sur la K-algébre
F(S,E) des applications de S dans E.
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b) L’algebre Coindgi (E) est de degré fini sur K si et seulement si E est de degré

fini sur K et lindice de H par rapport a G est fini. Dans ce cas, on a la formule
[Comnd$(E) : K] = (G : H)[E : K].

¢) Soient B Ualgébre des invariants du groupe H dans B et Coind§(E)S celle
du groupe G dans Coind§(E). L application f — f(e) de Coind§(E) dans E induit
par passage auz sous-ensembles un isomorphisme d’algébres de Coindg(E)G sur EH.

L’assertion a) résulte des définitions et b) en découle. Par (15), une application
de G dans E est un élément de Coind$(E) invariant sous G si et seulement si elle
est constante de valeur un élément de E invariant sous H.

Remarque 1. — Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe
de H. Soit E une (K, N)-algebre. Soit o un élément de .74 (G, F(H,E)). On a la
relation

(16) a(g)(nh) = n(a(g)(h))
pour tout g € G, tout h € H et tout n € N et les relations
(17) a(hg)(h') = (ha(g))(h') = alg)(h'h)

pour tous h, i’ € H et tout g € G. Par conséquent, a(ng)(e) = a(g)(n) = n(a(g)(e))
pour tout g € G et tout n € N. On peut donc considérer 'application

Y Fu(G, Fy(H,E)) — Zy(G,E)

définie par la relation ¢ (a)(g) = a(g)(e) pour tout élément o de (G, Fy(H, E))
et tout élément g de G. L’application ¢ est un isomorphisme d’algebres de I’al-
gebre Coind (Coindl (E)) sur Coind{(E) dont la réciproque envoie un élément 3 de
Fn(G, E) sur Papplication « définie par la relation a(g)(h) = S(hg) pour g € G et
h € H.

On suppose maintenant donnés un groupe fini G, une K-algebre L commutative,
de degré fini et réduite (V, p. 33), munie en outre d’une action de G donnée par un
homomorphisme A de G dans Auty(L). Pour 2 € L et ¢ € G, on note g.x le trans-
formé de x par 'automorphisme A(g) de L. Soit . I'ensemble des idéaux maximaux
de L; on note g.m le transformé d’un élément m de . par 'automorphisme A(g)
de L. C’est un élément de .. Pour tout m de ., le corps L/m est une extension
finie de K. On note 7, : L = L/m et G,, le stabilisateur de m dans G, c¢’est-a-dire
Iensemble des g € G tels que gm = m; la K-algébre L/m est munie d’une action
de G,, via 'homomorphisme A, de G, dans Auty(L/m) qui, & un élément h de G,
associe I'automorphisme de L/m déduit de A(h) par passage aux quotients.
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Soit @ l'ensemble des orbites de G dans .. Etant donnée une orbite o € @,
posons a, = Nneo M et L, = L/a,. Comme a, est invariant par G, l'action de G
sur L définit par passage aux quotients un homomorphisme A\, de G dans Autg (L, ).
Enfin, notons 7, 'application canonique de L sur L.

Lemme 8. — a) Pour tout g € G, tout 0 € O et tout m € o,
[L, : K] = Card(o)[L/m : K].

b) Lapplication 7 : © — (7,(2))yecp €st un isomorphisme de (K, G)-algébres
de L sur [1,eq Ly-

c) Notons LE (resp. LS) la sous-algebre de L (resp. L) des éléments invariants
sous l'action de G dans L (vesp. L,). Alors m induit un isomorphisme de LE sur
Hneé’ LS'

Comme l'algebre L est réduite et de degré fini, l'intersection des idéaux maxi-
maux de L est réduite a 0 (VIIL, p. 169, cor. 2). De plus si m et m’ sont deux
idéaux maximaux de L distincts, on a m +m’ = L. D’apres la prop. 10 de I, p. 105,
l'application canonique de L dans [[,c» L/m est un isomorphisme de méme que
I'application canonique de L/a, dans [, L/m, pour tout o € &. L’assertion a) en

résulte. Comme &' est une partition de .7, lassertion b) en découle et ¢) est une
conséquence immédiate de b).

Fixons maintenant une orbite ¢ € € et un élément m de o. Posons F
Coind§_(L/m) et notons A laction de G sur F,. Pour tout z € L, notons
l'application de G dans L/m qui envoie g sur 7, (gz). Compte tenu de la formule (15)
de VIII, p. 300 et de la définition de l'action de G, sur L/m, il est immédiat que T
appartient & F et application u :  +— 7 de L dans F,, vérifie \p_(g) ou = uoA(g)
pour g € G. Autrement dit, v est un morphisme de (K, G)-algebres.

Lemme 9. — Le morphime w est surjectif de noyau a,. L’application déduite de u
par passage au quotient est un isomorphisme de (K, G)-algébres de L, sur F,,.
Comme le noyau de 7, est égal a m, celui de u est égal & Nyeqg™'.m = a,.
Pour prouver que u est surjectif, il suffit de démontrer que les espaces vectoriels
L, = L/a, et F,, ont méme dimension sur K. Or tous les idéaux g.m ont la méme

codimension dans L et, par le lemme 8 a),
[L, : K] = Card(o).[L/m : K].
Par ailleurs, d’aprés le lemme 7, b) de VIII, p. 300, on a
[Fo: K] = (G2 Gy)[L/m : K]
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comme on a Card(c) = (G : G,,), on a prouvé égalité [L, : K] = [F,, : K].

On suppose maintenant en outre que 'lhomomorphisme A de G dans Auty (L) est
injectif. On identifie K a son image dans L par 'application £ +— £.1. Par ailleurs, soit
Q une extension algébriquement close de K. L’ensemble % (G, 2) des applications
de G dans € coincide avec la (€, G)-algébre coinduite Coind(,(©2). C'est un Q[G]-
module libre de rang 1. Soit .7 1'’ensemble des homomorphismes de K-algebres de
L dans €. On fait opérer G & droite sur S par la loi d’action (g, x) — x © A(g).
La Q-algebre .7 (J2,Q) est alors munie d’une structure de (€2, G)-algebre déduite
de l'action a droite de G sur 7.

Lemme 10. — Soit L une (K, G)-algébre qui est étale sur K. L’application i) de Lo
dans F(H,Q) caractérisée par la relation

(€@ w) = (Ex(2))yer

est un isomorphisme de (K, G)-algébres.
Comme L est étale, 'application ¥ est un isomorphisme de Q-algebres (V, p. 29,
prop. 2 et V, p. 28, prop. 1, ¢)). On a les relations

P(Id @ A(g))(§ @ x)) = (E(x ° M9))(@))yerr
pour £ € Q, x € L et g € G. Donc 4 est un morphisme de (€, G)-algebres.

THEOREME 2. — Soit G un groupe fini et soit L une K-algébre commutative, de de-
gré fini et réduite munie d’une action de G donnée par un homomorphisme injectif A
de G dans Auty(L). Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un sous-groupe H de G, une extension galoisienne E de degré fini
de K, un isomorphisme de H sur Gal(E/K) et un isomorphisme de (K, G)-algébres
de L sur Coind$(E) ;

(i) L’algébre L est étale et 7 est un G-ensemble principal homogéne (1, p. 58,
déf. 7);

(iii) 1l ewiste un isomorphisme de (S, G)-algébres 1 : Lig) — F(G, Q) autre-
ment dit, pour tout g € G, l'automorphisme 1) o )\(g)(Q) oy~ est égal a l'automor-
phisme

(@n)hec — (Thg)nea
de Q6 :
(iv) L’algébre L est réduite et L est un K[G]-module libre de rang 1;

(v) L’algébre L est réduite, on a Card(G) = [L : K] et K est le sous-anneau de
L des éléments invariants sous l'action de G
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(vi) L’algébre L est réduite, le groupe G opére transitivement sur l'ensemble des
idéaur mazimauz de L et, pour tout idéal mazimal m de L, le stabilisateur G,, de m
dans G agit fidélement dans L/m et admet K comme sous-corps des invariants.

(i)=-(ii) : Soient E une extension galoisienne de degré fini de K et 7 un isomor-
phisme de H sur Auty (E). Soit S un systéme de représentants des classes a droite
suivant H dans G. La K-algebre F = CoindS;(E) est isomorphe & .Z(S,E) (VIII,
p. 300, lemme 7 a)), elle est donc étale. Notons Ap 'action de G sur F. Par ailleurs,
soit 1 un homomorphisme de K-algebres de E dans 2 et soit x, ’homomorphisme
f = w(f(e)) de F dans Q. Soit g € G tel que l'on ait x, 0 Ap(g) = xo; Comme ¢
est injective, on a alors f(g) = f(e) pour tout f € F. Compte tenu du lemme 7, a)
de VIII, p. 300, g € H et par la formule

(18) f(h) =7(h)-f(e),

valide pour tout i € H, ceci ne peut avoir lieu que pour g = e. D’autre part, d’apres
le lemme 7, b) de VIII, p. 300 et le th. 3 de V, p. 64, on a

[F:K]=(G:H)E:K]=(G:H)Card(H) = Card(G).

L’ensemble # des K-homomorphismes de F dans Q est de cardinal [F : K] puisque
F est étale (V, p. 31, prop. 4), d’ott Card(.#") = Card(G). Comme le stabilisateur
de xo dans G est égal & {e} par ce qui précede, le G-ensemble % est principal
homogene.

(ii)=-(iii) : Supposons que L soit étale et que % soit un G-ensemble principal
homogene. Par le lemme 10, les (€2, G)-algebres Lo et 7 (7, ) sont isomorphes.
Comme J# est un G-ensemble principal homogene, les (€2, G)-algebres .7 (7, Q) et
F(G, Q) sont isomorphes.

(iii)=(iv) : Supposons la propriété (iii) satisfaite ; alors L, est un module libre
de rang 1 sur l'algebre Q[G] et cette derniére s’identifie canoniquement a K[G] q.
On applique alors le théoreme 3 de VIII, p. 34.

L’implication (iv)=(v) est immédiate.

Démontrons l'implication (v)=-(vi). L’algebre L est réduite. Par le lemme 8,
¢), G opére transitivement sur l’ensemble . des idéaux maximaux de L. Soit m un
élément de .. Par le lemme 9, comme N, n = {0}, lalgébre L est isomorphe
a l'algebre Coindg (L/m). L'algebre des invariants de G,, dans L/m coincide donc
avec K par le lemme 7, ¢). Donc 'homomorphisme A, de G,, sur Gal((L/m)/K) est

surjectif. Par la lemme 7, on a en outre

Card(G) = [L: K] = (G: G,)[L/m: K]
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Donc Card(G,,) = [L/m : K] et ’homomorphisme A, est injectif.

Il reste a démontrer I'implication (vi)=-(i). Soit m un idéal maximal de L.
Par le lemme 9, l'algébre L est isomorphe & I'algebre Coindg (L/m) en tant que
(K, G)-algebre. Comme G,, agit fidélement dans L/m et admet K comme sous-corps
des invariants, I'homomorphisme de groupes A, définit un isomorphisme de G,, sur

Gal((L/m)/K).

Remarques. — 2) Dans le théoréme 2, on peut remplacer Phypothése que Q est
algébriquement clos par ’hypothese que €2 est séparablement clos. En effet, si L est
étale, I'image de tout homomorphisme de K-algebres de L dans €2 est une extension
séparable de K.

3) Le théoreme de la base normale (V, p. 70, th. 6) est un cas particulier de
I'implication (i)=-(iv) dans le théoréme 2.

DEFINITION 1. — Soit G un groupe fini et soit L une algébre commutative, non
nulle, et de degré fini sur K, munie d’une structure de (K, G)-algébre, laction de
G étant donnée par un homomorphisme injectif de G dans le groupe Autk(L). On
dit que L est une algebre galoisienne de groupe G si elle satisfait aux propriétés
équivalentes (i) a (vi) du théoréme 2.

Remarques. — 4) Supposons que L soit une extension de K munie d’une action \ de
G. Alors L est une algebre galoisienne sur K si et seulement si L est une extension
galoisienne de K et A un isomorphisme de G sur le groupe de Galois de L sur K.

5) Supposons que le groupe G soit commutatif. Si G opére fidélement et transi-
tivement sur un ensemble X, le stabilisateur de tout point de X est réduit a l’identité
(car les stabilisateurs des points de X sont tous égaux et leur intersection est ré-
duite & 'élément neutre de G). Par suite, les propriétés (i) & (vi) énoncées dans le
théoreme 2 sont encore équivalentes a la suivante :

(vil) L’algebre L est étale et G opere fidélement et transitivement sur 2.

6) D’aprés V, p. 72, lemme 5, V, p. 73, prop. 12 et VIII, p. 133, prop. 3, une
algebre galoisienne est commutative et semi-simple.

Ezemples. — 1) Soit n un entier strictement positif, étranger a 'exposant caracté-
ristique de K. On suppose que le groupe p,, des racines n-emes de I'unité dans K
est d’ordre n. Pour tout diviseur d de n, le groupe p,; des racines d-emes de 1'unité
est alors d’ordre d. Soit @ un élément non nul de K, soit L Palgebre K[X]/(X" — a)
et soit x la classe de X dans L. La suite (1,,...,2""!) est une base de I'espace
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vectoriel L sur le corps K et 'on a 2™ = a. De plus, le polynome X" — a est étran-
ger & sa dérivée nX"~! donc I'algeébre L est étale (V, p. 36, prop. 3). Pour tout ¢
dans p,,, 'automorphisme P(X) + P((X) de 'anneau K[X] définit par passage aux
quotients un endomorphisme A(¢) de L, puisqu’on a ((X)” —a = X™ — a; c’est un
automorphisme. On a

(19) AQ)a' = et

pour 0 < ¢ < n. L’application A : ¢ — A(¢) est un homomorphisme injectif de p,,
dans Autyg (L) et 'anneau des invariants du groupe A(p,,) dans L est égal a K.1.
Comme le cardinal de p,, est égal & n = [L : K], l'algébre L munie de Paction A est
une algebre galoisienne (VIII, p. 303, th. 2, (v)).

Soit r le plus petit entier strictement positif tel que a” appartienne & K*™ ; c’est
un diviseur de n et il existe un élément b de K* tel que a = b™". Alors (V, p. 87,
remarque), le polynéme X" — b est irréductible et 'on a X" —a = [, /r_(XT —(Cb).
Soit E le corps K[Y]/(Y" — b) et soit y la classe de Y dans E. Il existe un iso-
morphisme 6 de p, . sur Gal(E/K), caractérisé par la relation 6(£)(y) = &y (V,
p. 86, exemple 3). On vérifie alors que 'algebre galoisienne L est isomorphe a la
(K, u,,)-algebre Coindj | (E).

2) Supposons maintenant que le corps K soit de caractéristique p # 0. Soit ¢
un élément de K. Le polynome f = XP — X — ¢ est étranger & sa dérivée [ = —1,
lalgebre L = K[X]/(f) est donc étale (V, p. 36, prop. 3). On note z 'image de X
dans L, et on a la relation 2? = x + ¢; la suite (1,z,...,2P7!) est une base de L
considéré comme espace vectoriel sur K.

Soit P le groupe additif du sous-corps premier de K; c’est un groupe cyclique
d’ordre p, engendré par 1’élément unité 1 de K. Pour tout j dans P, on a j# = j (V,
p. 4, (4)), don f(X+ j) = f(X). Il existe donc un automorphisme ~(j) de l'algébre
L caractérisé par la relation v(j)(xz) = = + j; de plus, I'application v ainsi définie
est un homomorphisme injectif de P dans Auty(L).

Soit 2 une extension algébriquement close de K et soit £ une racine du polynéme
fdans Q. On a & =€ + ¢, d’'ou

XP=—X—e=X =) - (X=)=X-9'-(X-9=[[X=-¢—)),

jEP
d’apres V, p. 89, formule (1). Pour tout j dans P, il existe un unique homomorphisme
d’algebres x; : L — € qui applique z sur § + j; de plus, tout homomorphisme de L
dans Q est I'un des x; et I'on a la relation x; = x, o y(j). D’apres la condition (ii)
du th. 2 de VIII, p. 303, l'algebre L munie de « est une algebre galoisienne sur K.
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Pour décrire la structure de L on doit distinguer deux cas :

a) On a £ ¢ K : alors le polynome f(X) est irréductible dans K[X] (V, p. 89,
exemple 3). Dans ce cas L est une extension cyclique de degré p de K et v est un
isomorphisme de P sur Gal(L/K).

b) On a ¢ € K : alors I'application 1 : y = (x;(9));ep est un isomorphisme de
l'algebre L sur 'algebre produit KT ; de plus, ¢ o v(k) o ¢! est P'automorphisme
(2;)jep — (xj41) jep de K¥ pour tout k € P.

8. Opérations sur les algebres galoisiennes

PROPOSITION 9. — Soit G un groupe fini, soit H un sous-groupe de G et soit E une
algébre galoisienne de groupe H sur le corps K. Alors la (K, G)-algébre Coindg(E)
déduite de E par coinduction de H a G est une algébre galoisienne de groupe G sur
le corps K.

Comme E est une algebre galoisienne sur K, l'algebre E est réduite, on a
Card(H) = [E : K] et K est ’anneau des invariants de H dans E (propriété (v) du th. 2
de VIII, p. 303). Mais d’aprés le lemme 7 de VIII, p. 300, I’algébre F = CoindS; (E)
est réduite, et on a

[F:K]=(G:H)E:K]=(G:H)Card(H) = Card(G),

et K est 'anneau des invariants de G dans F. Donc F est une algebre galoisienne
d’apres le critére donné par le th. 2, (v).

PROPOSITION 10. — Soit G un groupe fini. Soit L une algébre galoisienne de groupe
G sur le corps K et soit K une extension de K. Alors la (K', G)-algébre L, est
une algébre galoisienne sur K'.

On utilise le th. 2, (v) en remarquant que si la K-algébre L est étale, la K'-
algebre Lk, lest aussi (V, p. 32, cor. 2), que l'on a I'égalité [L,) : K'] = [L : K],
et que 'anneau des invariants de G dans Ly est (L9) ), ot LY est I'anneau des
invariants de G dans L.

PROPOSITION 11. — Soient G, et G, des groupes. Soient L, et L, des algebres
galoisiennes sur K d’actions respectives \; : Gy — Autk(Ly) et Ay : Gy — Auty(Ly).
Posons L =1L, ® Ly, G = Gy x Gy et \(g1, 92) = Ai1(91) ® A3(92) pour (g1, 90) € G-
Alors la K-algebre L munie de laction X\ est une algébre galoisienne sur K.
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On raisonne comme précédemment au moyen des remarques suivantes : si L; et
L, sont étales, il en est de méme de 'algebre L = L; ® L, (V, p. 31, cor. 1) et 'on
a les égalités

[L:K]=[L, : K][Ly: K] et Card(G)= Card(G,)Card(G,).

De plus si LY désigne I'anneau des invariants de G; dans L; alors il résulte du lemme
suivant que L' @y LS? est I'anneau des invariants de G, x G, dans L, @ Ly.

Lemme 11. — Soient G, et Gy des groupes et soient W, et W, des K-espaces vec-
toriels. On munit W, (resp. W,) d’une action de G, (resp. G,) donnée par un
homomorphisme de groupes p; : G; — Autg(W;) (resp. py : Gy — Autg(W,)). On
considere I’homomorphisme de groupes

p1® py: Gy X Gy —> Autg (W) @ W)

défini par la relation (py ® py)(91, 9o)(wy @ wy) = py(g1)(wy) ® py(gy)(wy), pour
tout g, € Gy tout g, € Gy, tout wy € Wy et tout wy, € W,. Alors Uapplication li-
néaire de W' @ W2 dans W, @i W, donnée par le produit tensoriel des injec-
tions canoniques induit un isomorphisme de K-espaces vectoriels de W?l Rk Wg}z
sur (W, @k Wy)G1xG2,

Cela résulte du lemme 1 de VIII, p. 209, appliqué aux K[G]-modules M; =
M, = K munis de I'action triviale de G, N; = W, et N, = W,

Remarque. — Soit L une extension galoisienne de degré fini du corps K et soit G
son groupe de Galois ; notons A I'application identique de G. Alors L muni de A est
une algebre galoisienne de groupe G sur K. Soit K’ une extension de K. D’apres la
proposition 10, Ly est une algebre galoisienne sur K’, mais ce n’est pas en général
une extension de K. De maniére analogue, d’aprés la prop. 11, le produit tensoriel
d’extensions galoisiennes E et F de degré fini de K peut étre considéré comme une
algebre galoisienne ; en général, ce n’est pas une extension galoisienne de K. C’est
néanmoins le cas si E et F sont en outre des sous-extensions linéairement disjointes
d’une extension de K (V, p. 13 et p. 55, prop. 1).
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9. Produits croisés

Soit K un corps et soit G un groupe dont on note e 1’élément neutre, soit L
une K-algebre commutative et soit A un homomorphisme de G dans le groupe des
automorphismes de la K-algebre L. Pour tout g de G, soit 7(g) 'automorphisme du
groupe multiplicatif L* de L qui est induit par A(g).

Soit & = (I',t,m) une 7-extension du groupe G par L*. Faisons opérer le
groupe L* & droite sur 'ensemble L x I" par la loi d’opération :

(20) (B,7)-a = (Ba, (@) ™y)

pour € L*, B € L et v € I'. Notons E I'ensemble des orbites de L* dans L x I" et
[8; 7] Vorbite du couple (8,~). On a donc par construction la relation

(21) [Ba; ] = [B; ()]

pouraeL*, felLetyel.
Etant donnés  dans L et 4 dans ', on note 73 le transformé de 3 par Pauto-
morphisme A o 7r(y) de L; on a les relations

(22) ) =""8, BB ="8+"8 et (BR)="B78
pour v,v" dans T et 3, 3 dans L. Il existe une loi de composition sur E caractérisée
par la relation
(23) (B: 718571 = [878377];
en effet, il suffit de vérifier que le membre de droite ne change pas si 'on remplace
respectivement 3, v, 3, 7' par Ba, t(a) "1y, B'd/, (o)1 avec o, o dans L* et cela
résulte aussitot de la formule (1) de VIII, p. 281 appliquée a & qui s’écrit également
~ye(a) = 1("a)y pour v € I' et a € L*. D’apres les formules (22), 'ensemble E muni
de cette loi est un monoide d’élément neutre [1;¢].

Comme 7 o ¢ est constante de valeur e, il existe une application 7 de E dans G
telle que l'on ait

(24) w([B;7) =7(7)
pour feLetyel.

Soit g un élément de G et soit E, = 77'(g). Si 7, est un élément fixé de
7~ !(g), Vapplication 3 — [3;7,] est une bijection de L sur E,, grace a laquelle
nous transporterons a E, la structure de K-espace vectoriel de L. Comme 7 1(g) se
compose des éléments de la forme ¢(a)y, ol a parcourt L* et que 1'on a

[B; (@) o] = [Be; ),
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la structure d’espace vectoriel de E; ne dépend pas du choix de 7.

Soient g et ¢’ des éléments de G; d’apres les formules (22) et (23), la loi de
composition de E induit par restriction une application K-bilinéaire de E, x E, dans
E,y - Par suite, Uespace vectoriel P = @ e E,; est muni d'une structure d’algebre
associative et unifére, dont la multiplication induit 'application bilinéaire précédente
de E, xE, dans E ,, quels que soient g et ¢’ dans G. L’algebre P s’appelle le produit
croisé de L par & et se note A[&;L]; son élément unité est I'élément [1; €] de E,.

Posons

(25) u(B) = [B; €]

pour § dans L. Alors u : L — A[&; L] est un homorphisme injectif de K-algebres.
Par (23), pour tout y € I', 'élément [1;~] est inversible dans A[&, L] et 'application
v: I — A[&,L]* qui envoie 7 sur [1; 7] est un homomorphisme injectif de groupes.

Les homomorphismes u et v sont dits canoniques. On a les relations

(26) u(a) = v(i(a)),
(27) u(’B) = v(y)u(B)v(),
(28) [8;7] = u(B)v(v),

pouraeL*, feLetyel.
Réciproquement, on a la propriété universelle suivante de I'algébre A[&; L] :

PROPOSITION 12. — Soient B une K-algébre, v’ : L — B un homomorphisme de
K-algébres et v' : T — B* un homomorphisme de groupes. On suppose vérifiées les
relations

(29) (@) =" (1()),

(30) u'(18) = ' (y)u (B)v' ()

pour o dans L*, B dans L et v dans T'. Il existe alors un homomorphisme d’algebres
f de A[&; L] dans B, et un seul, tel que 'on ait v’ = fou et v' = fou.

Pour démontrer 'unicité de f, remarquons que 1'espace vectoriel A[&; L] sur le
corps K est engendré par 'ensemble des éléments de la forme [3;7] = u(8)v(y); si
I'homomorphisme f’ : A[&;L] — B satisfait & f'ou = u' et f'owv = ¢/ il envoie
[8; 7] sur «/(8)v'(v), donc coincide avec f.

D’apres la formule (29), on a

(31) u'(Ba)v’ (e(a) ) = ' (B)v'(7)
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pour « dans L*; # dans L et v dans I'. Vu la définition de E, il existe donc une
application f, : E — B telle que f,([3;7]) = «/(8)v' (7). D’apreés les formules (23) et
(30), on a fy(xa') = fo(x)fy(2') pour x et 2’ dans E. La restriction de f, a E, est
K-linéaire pour tout élément g de G ; par suite, il existe une application K-linéaire
f de A[&; L] dans B et une seule, qui coincide avec f, sur E. L’application f est un
morphisme d’algebres qui vérifie v’ = fouet v = fow.

Remarque. — Soit 0 : G — T une section de I'application 7. Posons ¢, = v(c(g))
pour tout g de G et notons ¢, le 2-cocycle associé a o (VIII, p. 291). En particulier

(32) £g8y = u(cy(9,9))egy

pour tous ¢,¢ € G. Identifions par ailleurs L & une sous-algebre de A[&; L] par
I'homomorphisme u. Alors tout élément de A[&; L] s’écrit de maniére unique sous
la forme 3 cq a,e,,
tiplication dans A[&"; L] s’exprime par la formule

- (S0 (£) -

olt (a,) est une famille & support fini d’éléments de L. La mul-

(34) dy=>" ay(A(h).by ), (h, ).

hhi=g

Si extension & est semi-triviale, on peut choisir une section o de 7 qui est un
morphisme de groupes de G dans I'; le cocycle ¢, est donc constant de valeur 1 et
la formule (34) se simplifie alors en
(35) dy= > apA(h).by.

hhi=g

Soit K’ une extension du corps K. Notons L' la K'-algebre Lk, et pour tout g de
G, notons \'(g) 'automorphisme A(g) ) induit par A(g) sur L. Notons également
7/(g) automorphisme de L'* induit par X'(g). Enfin, soit 4 ’homomorphisme de L*
dans L'" qui envoie 2 sur x®1. Soit alors & = (I", ¢/, ') 'image directe de I'extension
& par h (VIII, p. 285). Soit A[&”,L'] la K'-algébre produit croisé de &' par L' et
soient v’ : I/ — A[&",L'] et v/ : T" — A[&’,L']* les homomorphismes canoniques.

PROPOSITION 13. — [l existe un isomorphisme de K'-algébres o de A[& L](K/) dans
A[& L], et un seul, qui satisfasse aux relations

(36) u'(h(B)) = ¢(1 ®u(B))
pour 5 € L et
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(37) V'(h(7)) = p(1 @ v (7).

pour y € I'.
La démonstration résulte aussitot des constructions.

L’isomorphisme ¢ sera dit canonique.

10. Application au groupe de Brauer

Dans ce numéro, on note K un corps, L une algebre galoisienne sur K d’action
A : G = Autg(L). On note n le degré de L sur K. On a n = Card(G).

THEOREME 3. — Soit & = (T, 1, ) une T-extension de G par L*. L’algébre A[&; L]
est simple, centrale et de rang n? sur K. De plus, I’homomorphisme canonique u de L
dans A[&; L] est un isomorphisme de L sur une sous-algébre commutative mazimale

de A[&; 1.

Lemme 12. — a) Il n’existe aucun idéal de L, autre que {0} et L, qui soit invariant
par G.

b) Soit g un élément de G distinct de I'élément neutre et soit a, lidéal de L
engendré par les éléments de la forme x — X(g)x ot x parcourt L. On a a, = L.

Soit . 'ensemble des idéaux maximaux de L ; pour toute partie S de ., posons
a(S) = Nuegm. Comme l'anneau L est commutatif et semi-simple (VIIL, p. 305,
remarque 6), Uapplication S — a(S) est une bijection de I’ensemble des parties de
& sur U'ensemble des idéaux de L (VIIL, p. 137, prop. 9). L’idéal a(S) est invariant
sous G si et seulement si S 'est. Comme G agit de maniére transitive sur .« (VIII,
p. 303, th. 2 vi)), les seules parties de . invariantes par G sont @ et .. Comme
a(@) =L et a(¥) = {0}, on a démontré 'assertion a).

Pour démontrer b), raisonnons par ’absurde en supposant qu’on ait a, # L.
Soit m un idéal maximal de L contenant a,. On a donc A(g)z = = mod. m pour tout
x de L. En particulier, m est invariant par g et A(g) induit I'identité sur le corps
L/m. Par le th. 2, (vi) de VIIL, p. 303, 'élément g de G,, est trivial ce qui contredit
I'hypothese de b).

Démontrons maintenant le théoréme 3. L'espace vectoriel A[&"; L] est de dimen-
sion finie Card(G)[L : K] = n? sur K, d’aprés VIIIL, p. 311 et I'égalité Card(G) =
[L : K] = n faite en hypothese.

Soit a un idéal bilatére non nul de l'algebre A[&’; L]. Reprenons les notations
de VIII, p. 311. Tout élément a de A[&; L] s’écrit de maniére unique sous la forme
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a =Y ,cq 048, avec a, € L pour tout g € G; on note ®(a) 'ensemble des éléments
g de G tels que a, # 0. D’apres la formule (32) de VIII, p. 311, on a la relation

(38) €s8g = Co(9:9 )0y
pour tous g,¢" € G et par suite
(39) P(ag,) = ®(a).g

pour tout g € G et tout a € A[&;1)].

Soit a un élément non nul de a, pour lequel ®(a) soit minimal pour l'inclusion ;
d’apres la formule (39), on peut supposer, quitte & remplacer a par un élément de
la forme ag,-1, ott g € ®(a), qu'on a e € ®(a). Soit s un élément de ®(a) distinct de
e. D’apres le lemme 12, b), il existe un élément z de L tel que a,(x — A\(s).z) # 0.
Mais on a la relation
(40) za—ax = a,(x— Ng).x)e,,

g9
la somme s’étendant sur les éléments g de ®(a) distincts de e. Vu le caractére minimal
de ®(a), on a donc za — ax = 0, mais ceci contredit 'hypothese faite sur 2. On a
donc prouvé par 'absurde que ®(a) contient seulement 1'unité e de G, d’ott a € L.

Donc L N a est un idéal de L non réduit & {0}. De plus, pour tout z de L, on
a 59455;1 = Mg).@, donc LN a est invariant par G. D’aprés le lemme 12, on a donc
LNna=L, cest-a-dire L C a. Comme L contient 'élément unité de A[&;L], on a
a=A[&;L].

Comme Dalgebre A[&; L] est de dimension finie non nulle sur K et qu’elle n’a
d’autre idéal bilatere que {0} et A[&"; L], elle est simple.

Démontrons que tout élément a de A[&;L] qui commute a L appartient a L.
Ecrivons a sous la forme Ygea a4€, avee des coefficients a, dans L. Pour tout x de L,

on a za — ax = 0 et la relation (40) montre qu’on a
(41) ag(x —Ag).x) =0
quels que soient g € G et z € L. D’apreés le lemme 12, on a donc a, = 0 pour g # e;
d'otta € L.

Déterminons enfin le centre de A[&;L]. Si z appartient au centre, il commute
a L, donc appartient a L. Mais on a alors

0=c¢,2— 26, =(Ag).z — 2)g,

pour tout g de G. Donc z est invariant par le groupe A(G) d’automorphismes de L.
On a donc z € K par hypothese.
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THEOREME 4. — Soit A une algébre simple et centrale, de rang fini sur K et soit L
une sous-algébre commutative maximale de A. Alors il existe une T-extension & de G
par L* telle que A soit isomorphe a A[&;1).

On ne restreint pas la généralité en supposant que L est une sous-algebre com-
mutative maximale de A. Soit I' le groupe multiplicatif formé des éléments inversibles
~v de A tels qu’il existe g appartenant a G avec

(42) ey~ = Ag).x

pour tout élément x de L. Si v € T est donné, 1'élément ¢ satisfaisant a cette
relation est unique, on le note 7(7); il est immédiat que 7 est un homomorphisme
de I dans G et que son noyau est égal a L*. Que 7 soit surjectif résulte du théoreme
de Skolem-Noether (VIII, p. 259, cor.).

Si 'on note ¢ 'injection canonique de L* dans I, il résulte des constructions

que & = (', ¢, ) est une 7-extension de G par L*. Soient
u:L — A& 1] et v:I' — A[&; 1]

les homomorphismes canoniques. D’apres la propriété universelle de A[&; L] (VIII,
p. 310, prop. 12), il existe un unique homomorphisme d’algebres f : A[&; L] — A tel
que fou(x) =z et fouv(y) =+ pour z € L et v € I'. Comme l'algebre A[&;L] est
simple, 'homomorphisme f est injectif. Or l'algébre A[&;1] est de rang n? sur K
et il en est de méme de A, puisque L est une sous-algebre semi-simple commutative
maximale de A et qu'on an = [L : K] (VIIL, p. 258, prop. 3, (ii)). Donc f est bijectif.

DEFINITION 2. — Soit . l'ensemble des idéaux mazimaux de L. On définit
Br(L/K) = ﬂ Ker(r(L/m)/K)a
mey

0l 71 myx ¢ Br(K) — Br(L/m) est I'homomorphisme d’extension des scalaires
(VIIL, p. 277).

THEOREME 5. — [l existe un isomorphisme de groupes
v : Ex,(G,L*) — Br(L/K)

qui d la classe de toute T-extension & de G par L* associe la classe dans Br(L/K)
de lalgébre A& 1.

Pour définir ¥ et vérifier que c’est une bijection, il s’agit d’établir les points
suivants :

a) Si & et & sont des T-extensions isomorphes de G par L*, les algébres A[&; L]
et A[&”; L] sont isomorphes;
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b) Réciproquement, si les algebres A[&; L] et A[&”; L] sont isomorphes, les 7-
extensions & et &’ de G par L* sont isomorphes ;

¢) Dans toute classe appartenant a Br(L/K), il y a une algebre E contenant L
comme sous-algebre commutative maximale ;

d) Si E est une algébre simple et centrale de rang fini sur K et contenant L
comme sous-algebre commutative maximale, alors il existe une 7-extension & de G
par L* telle que E soit isomorphe & A[&"; L.

La vérification de a) résulte de la construction du produit croisé; celle de b) résulte
de VIII, p. 259, cor. L’assertion c) résulte de la prop. 5 de VIII, p. 277 et 'assertion
d) n’est autre que le th. 4 ci-dessus.

1l reste a vérifier que ¥ est un homomorphisme de groupes; pour cela il suf-
fit de démontrer que si & = (I'y, ¢y, m) et & = (T'y, 1y, ™) sont des T-extensions
alors lalgebre A[&&,; L] est équivalente & lalgebre A[&);L] ® A[&,; L]. Notons
& = (I, ) Vextension produit &,&,. Le groupe I' est donc isomorphe au co-
noyau de I'homomorphisme p de L* dans le produit fibré I'y x5 I'y qui envoie p
sur (¢q(1), to(p)™1). Pour i € {1,2}, notons A; = A[&;L]. Soient u; : L — A, et
v; : I'; = Al les homomorphismes canoniques et identifions L avec ses images par
les homomorphismes u;, ce qui fait de L une sous-algebre commutative maximale
de A,. Notons V, le L-espace vectoriel défini par la multiplication a gauche dans A;.
L’anneau L ®y A? opere sur V,. Comme il est simple et de dimension n? sur L, on
obtient un isomorphisme de L ®y A? sur End; (V;). Donc 'anneau L @y A @y A3,
qu’on peut identifier & (L @k A9) @ (L ®k A3) est isomorphe a End; (V; ®;, V).
Posons C = Endpeg, a5(V; ®1, Vy). Par le lemme 3 de VIII, p. 277, C est semblable
aA ®cAyet L®1®1 est une sous-algebre commutative maximale de C. Pour
tout couple (y1,7,) € I'; x T'y vérifiant m,(v,) = my(7,), notons w(v;,7,) Punique
endomorphisme \(m; (7, ))-semi-linéaire (II, p. 32) tel que

w1, 72) (11 @ ) = 1 (1)1 @ Va(72) 72

pour z; € Vy et 2y € V,. On a w(vy,7,) € C* et w est un homomorphisme de
groupes du produit fibré I'; x4 I'y dans C*. Cet homomorphisme est trivial sur
I'image de p et induit un homomorphisme v de I" dans C*. Notons v : L — C le
morphisme donné par u : [ — [ ® 1 ® 1. On vérifie alors les relations

u(a) =v(u(a)) et u(B) =v(Nu(Bu(y)”

pour € L*, € L et v € I'. La proposition 12 de VIII, p. 310 fournit un ho-
momorphisme f de l'algebre A[&; L] dans C. Comme lalgébre A[&; L] est simple,
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I’homomorphisme f est injectif. Les algebres C et A[&’; L] ayant la méme dimension
sur K, f est un isomorphisme.

Remarques. — 1) Si L est une algebre étale sur K et G le groupe des automorphismes
de L, il n’est pas toujours vrai que l'algebre A[&;L] soit simple et centrale (par
exemple, on peut prendre L =K" et G =G,,).

2) On peut calculer comme suit un 2-cocycle ¢ associé & une algébre A dé-
ployée par une extension galoisienne finie L de groupe G. Tout d’abord, il existe
un K-homomorphisme ¢ : A — M, (L), ot [A : K] = m? Pour g € G, soit (9
I’homomorphisme de A dans M,,(L) donné par a — ¢(g~tag). D’apres le théoréme
de Skolem-Noether, il existe, pour tout g € G, un élément u, de GL,,(L) tels que

¢?(a) = ugp(ayu,’

pour a € A. On pose ensuite
-1
c(g9,9") = uguy gy

On peut également définir une extension de G par L* au moyen de ¢ : on considere
le groupe I' € GL,,,(L) formé des v pour lesquels il existe g € G avec

¢?(a) = yp(a)y™
pour tout a € A. La classe de cette extension est I'image inverse par ¥ de la classe
de A dans Br(L/K).

COROLLAIRE. — L application @y, x = O oWt définit un isomorphisme de groupes
de Br(L/K) sur H*(G,L*).

Soient K’ une extension de K et ¢ : K — L un morphisme de K-algebres.
L’ensemble H des éléments h de G tels que A\(h) o ¢ = ¢ est un sous-groupe de G et

la K'-algeébre-L munie de la restriction de A & H est une algebre galoisienne sur K'.

PROPOSITION 14. — Le diagramme

Pk
Br(L/K) —% H2(G, L*)
JTK//K J’Rcsg
q)L/K/

Br(L/K') —— H2(H, L")

est commutatif
Cela resulte de la prop. 7 de VIII, p. 295 et de la prop. 13 de VIII, p. 311.
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11. Indice et exposant

THEOREME 6. — Soit K un corps commutatif et soit A une algébre centrale, simple
et de degré fini sur K. Soit L une extension séparable de degré fini de K qui déploie
Valgébre A. Alors [L : K|[A] est nul dans Br(K).

I existe une extension M de L qui est une extension galoisienne de degré fini
de K (V, p. 55, prop. 2). La classe [A] de A dans le groupe de Brauer de K appartient
au sous-groupe Br(M/K). Soit G le groupe de Galois de M sur K et soit o I'image
de [A] dans H?(G, M*) (VIIL, p. 316, cor.). Soit H le groupe de Galois de M sur L.
Alors H est un sous-groupe d’indice [L : K] dans G (V, p. 66, cor. 5). Comme
Res$(a) = Py, (Aqry) (prop. 14), on a Res$ () = 0. Par la prop. 8 de VIII, p. 298,
on en déduit que [L : Kla = 0, puis [L : K][A] = 0.

Soit K un corps commutatif et soit A une algebre centrale, simple et de degré
fini sur K. Alors A est isomorphe & une algebre de la forme M, (D), ot D est un
corps de centre K et [A] = [D] dans Br(K). Le degré réduit de D ne dépend que
de A. On appelle indice de A ce degré réduit. L’indice de A divise donc le degré
réduit de A. On appelle exposant de A V'ordre de la classe de A dans le groupe de
Brauer de K.

COROLLAIRE 1. — L’exposant d’une algébre centrale simple et de degré fini sur un
corps commutatif divise son indice.

11 suffit de le démontrer pour un corps D de degré fini sur son centre K. Soit L
un sous-corps commutatif maximal de D qui est une extension séparable de K; on
a[D:K]=|L:K]? (VI p. 261, cor. 2, b) et c)). Alors I'extension L de K déploie
lalgebre D (VIIL, p. 277, prop. 5) et [L : K] coincide avec le degré réduit de D. On
applique alors le théoreme 6.

COROLLAIRE 2. — Soit K un corps commutatif et soit A une algébre centrale,
simple et de degré fini sur K. Soit p un nombre premier. Si p divise l'indice de A,
alors 1l divise l’exposant de A.

Supposons que le nombre premier p ne divise pas I'exposant de A et démontrons
qu’il ne divise pas son indice. Il suffit de démontrer ce résultat dans le cas ot A est
un corps. Soit L une extension galoisienne de degré fini de K qui déploie A. Soit G
le groupe de Galois de L sur K et soit H un p-sous-groupe de Sylow de G (I, p. 74).
On note L = L le sous-corps de L des invariants de H. L’exposant de Ay divise
celui de A donc est premier a p. Par le théoreme 6, on a que [L : L'[[A,)] = 0 dans
le groupe de Brauer de L'. I en résulte que [A ;)] = 0 et que le corps L déploie A.
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On applique alors le cor. 2 de VIII, p. 278; il en résulte que l'indice de A divise
[L : K] et n’est donc pas divisible par p.

COROLLAIRE 3. — Soit K un corps parfait de caractéristique p et soit A une algébre
centrale et simple de degré fini sur K, alors p ne divise pas l'indice de A.

I1 suffit de traiter le cas ou p est strictement positif.

Démontrons dans ce cas que le groupe de Brauer de K ne contient pas d’élément
d’ordre p. Pour toute extension M galoisienne de degré fini sur K, le corps M est
parfait (V, p. 35, prop. 2). Donc 1'élévation a la puissance p est un automorphisme
du groupe M*. Il en résulte que la multiplication par p est un automorphisme du
groupe H?(Gal(M/K), M*) qui est isomorphe a Br(M/K).

Par conséquent, I'ordre de [A] est premier & p et, par le corollaire 2, son indice
n’est pas divisible par p.

Remarque. — En considérant des produits tensoriels d’algebres de quaternions, il est
possible de construire des corps de centre K d’exposant 2 et d’indice arbitrairement
grand (c¢f. VIIL, p. 363, exercices 7 et 8).

*Par contre, si K est une extension finie d’un corps p-adique ou un corps de
série formelle sur un corps fini, alors I'exposant d’'une algebre centrale simple et de
degré fini sur K est égal a son indice (VIII, p. 327, exerc. 17, e)).x



EXERCICES A VIIL.319

EXERCICES

1) Soient G un groupe, Z|G| lalgébre de G sur Z; on identifie G & la base canonique
de Z[G]. Soit M un Z[G]-module, c¢’est-a-dire un groupe commutatif muni d’une action
de G respectant sa structure de groupe. Pour tout entier n > 0, on note C"(G,M) le
groupe des applications de G™ dans M ; on pose C"*(G,M) = 0 pour n < 0. On définit un
homomorphisme d"* : C*(G, M) — C"*1(G, M) par la formule

n—1

(dnc)(907 cee 7gn) =90 C(gh cee 7gn) + Z(fl)i+1c(go7 e Gigig 1, - - 7gn)
=0

+ (71)n+1c(go7 s 7gn71)~

Pour tout entier n, on pose Z"(G,M) = Kerd" et B"(G,M) = Im d".

a) Prouver que B"(G,M) est contenu dans Z"(G,M). On pose H"(G,M) =
7Z"(G,M)/B"(G,M). Le groupe H°(G,M) est 'ensemble des éléments de M fixes par
l'action de G ; le groupe Z'(G, M) est le groupe des applications f : G — M satisfaisant &
flgd) = f(g) + g f(g"), et BY(G,M) est le sous-groupe des applications f pour lesquelles
il existe m € M tel que f(g) = gm —m (cf. I, p. 135, exerc. 7).

b) Soient N un Z[G]-module et u : M — N une application Z[G]-linéaire. Pour tout
entier n, Vapplication ¢ — u o ¢ est un homomorphisme de C*(G,M) dans C*(G,N), qui
applique Z"(G,M) dans Z"(G,N) et B"(G,M) dans B"(G,N), et induit donc un homo-
morphisme de H*(G, M) dans H*(G, N), noté H"(G, u) ou simplement H"(u). Siv: N — P
est un homomorphisme de Z[G]-modules, on a H"(v o u) = H"(v) o H"(u).

¢)Soit 0 — M’ % M 5 M” — 0 une suite exacte de Z[G]-modules. Soient n un entier
et 2/ un élément de H"(G,M"), classe d'un élément ¢’ € Z™(G,M"). Soit ¢ € C"(G, M) tel
que 7o c = . Prouver qu'il existe un élément ¢ € Z"T1(G, M) tel que ¢t o ¢ = d*(c), et
que la classe de ¢’ dans H**!(G, M) ne dépend que de z”; on la note 9™ (2"). L’application
o™ H*(G,M") — H"1(G,M’) est un homomorphisme (« homomorphisme de liaison »);
prouver que la suite

o HYG, M) Y mr e, M) D pr e, My 2 B G M)

est exacte.

2) Soient ¢ : H — G un homomorphisme de groupes, M un Z[GJ]-module, N un Z[H]-
module et v : M — N un homomorphisme de groupes abéliens. On dit que ¢ et u sont
compatibles si l'on a u(p(h) ) = hu(x) quels que soient h € H,z € M.

a) Pour n > 0, soit ¢" : H” — G" lapplication déduite de ¢; si ¢ et u sont com-
patibles, 'homomorphisme ¢ — u o co ¢™ de C"(G, M) dans C"(H, N) applique Z"(G, M)
dans Z"(H,N) et B"(G,M) dans B"(H,N), et induit donc un homomorphisme H" (¢, u)
de H*(G, M) dans H"(H,N).
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b) Soient ¢ : K — H un autre homomorphisme de groupes, P un Z[K]-module,
v : N — P un homomorphisme de groupes abéliens. Si ¢ et u d’une part, ¥ et v d’autre
part sont compatibles, on a H*(¢ 0 v, v o u) = H"(3),v) o H* (¢, u).

¢) On considére un diagramme commutatif

0 M M M 0
J{u/ Ju J{u//
0 N N N 0,

ot la premiére ligne (resp. la seconde) est une suite exacte de Z[G]-modules (resp. de
Z[H]-modules), et ot v/, u,u” sont compatibles avec ¢. Démontrer que le diagramme

... — HY(G, M) — H*(G,M) — H*(G,M") —— H"*(G,M') —— ...

JH"(%u’) J’H"(%u) JH"(W«,u”) JH"“(go,u)

... —— H"(H,N') —— H"(H,N) —— H"(H,N") —— H"" (H,N') — ...

(dont les lignes horizontales sont les suites exactes longues définies dans l'exerc. 1 ¢)) est
commutatif.

d) Exemples : si H = G, l'application u est compatible avec Idg si et seulement
si elle est Z[G]-linéaire, et I'on a H"(Idg,u) = H"(G,u). Si N est égal & M muni de la
structure de Z[G]-module déduite de ¢, les homomorphismes ¢ et 1y sont compatibles;
on note Res? : H1(G, M) — H?(H, M) 'homomorphisme H?(p, 1n) (« homomorphisme de
restriction »).

e) Soit H un sous-groupe distingué de G, et soit M le sous-groupe de M formé des
éléments invariants par H, muni de laction de G/H déduite de celle de G par passage
au quotient. La surjection canonique p : G — G/H et Pinjection canonique j : M? — M
sont compatibles; on note Inf? : H?(G/H, M?) — HY(G,M) I’homomorphisme H(p, j)
(« homomorphisme d’inflation »). Prouver que la suite

0 — HY(G/H,MT) = 1L, M) R | (H, M)

est exacte. Si de plus H'(H, M) est nul, la suite

&)

0 — H2(G/H, M%) "5 12(G, M) B B2 (1, M)

est exacte.

€ 3) Soient G un groupe, M un Z[G]-module. On fait opérer G sur C'(G, M) en associant
a (g, f) € G x CY(G,M) la fonction h — gf(g~'h) sur G. On rappelle (I, p. 136, exerc. 8)
quune G-moyenne sur M est une application Z[G]-linéaire i : C'(G, M) — M satisfaisant
a pu(eg) = x, ol ¢ désigne la fonction constante de valeur z € M.

a) Si M admet une G-moyenne, prouver que H" (G, M) est nul pour n > 1 (pour ¢ > 1,
soit h? : CI(G,M) — C? (G, M) I'homomorphisme défini de la fagon suivante : pour
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gi,-..,9¢—1 dans G et ¢ € C1(G,M), h?(c)(g1,...,9¢—1) est I'image par p de la fonction
g c(g1y--eygq—1,(g1 .. gg—1)"1g). Démontrer I'égalité hi*!odd +di=t o hd = Leaga,m)-

b) Soit A un groupe commutatif; on note . (G, A) le groupe des applications de
G dans A, muni de laction de G définie par 9f(h) = f(hg) pour g,h dans G et f
dans Z (G, A). Pour toute application ¢ de G dans .Z (G, A), on note u(c) lapplication
g~ c(971)(g) de G dans A. Montrer que x est une G-moyenne sur .% (G, A); on a donc
HY(G,.Z(G,A)) =0 pour ¢ > 1.

¢) Soit j : M — #(G,M) l'application qui associe & un élément m de M la fonction
g — gm, et soit M’ son conoyau. Prouver que j est injective et Z[G]-linéaire. En déduire
que ’homomorphisme 97 : HY(G,M’) — HI+1(G, M) est bijectif pour ¢ > 1.

d) Soient L une extension galoisienne finie du corps commutatif K, G son groupe
de Galois. Déduire de b) et du théoréme de la base normale (V, p. 70) que les groupes
H"(G, L) sont nuls pour n > 1.

9 4) Soient G un groupe, H un sous-groupe de G. Pour tout Z[H]-module N, on note N
le groupe Homzg) (Z[G], N), muni de la structure de Z[G]-module déduite de la structure
de Z[G]-module & droite de Z[G].

a) Démontrer que N s’identifie au sous-Z[G]-module de .Z (G, N) (exerc. 3) formé des
applications f telles que f(hg) = hf(g) quels que soient h € H, g € G. Si A est un groupe
commutatif, le Z[G]-module ﬁf(f\l,/A) est canoniquement isomorphe & .# (G, A).

b) Soit 0 — N’ 2 N B N” =5 0 une suite exacte de Z[H]-modules ; la suite

, Hom(1,) N Hom(1,p)

0— N N —0

est exacte (observer que le Z[H]-module Z[G] est libre).
¢) Soit un : N — N lapplication f — f (1); elle est compatible avec l'injection
canonique i : H— G (exerc. 2). Prouver que ’homomorphisme

HY(i,ux) : HY(G,N) — H(H, N)

est bijectif pour tout ¢ > 0 (traiter d’abord le cas ¢ = 0, puis raisonner par récurrence sur
q en utilisant ce qui précede, 'exerc. 3 ¢) et 'exerc. 2 c¢)).

d) On suppose que H est d’indice fini n dans G. Soit M un Z[G]-module, que I’on consi-
dére comme un Z[H]-module par restriction des scalaires. Soit f € M; Délément g~ f (9)
ne dépend que de la classe & droite Hg de g. On pose 7(f) = 2 HgeH\G g f(g). Prouver
que 7 est un homomorphisme Z[G]-linéaire de M dans M. Pour tout entier q = 0, on note
Cor? : HY(H,M) — H9(G, M) I’homomorphisme HY () o H9(3,up) ™" (« homomorphisme
de corestriction »).

e) Prouver que I'endomorphisme Cor? o Res? de H?(G, M) est la multiplication par n
(traiter d’abord le cas ¢ = 0, puis en déduire le cas général comme dans la démonstration
de ¢)).
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f) On suppose G fini; prouver que pour tout Z[G]-module M et tout entier g > 1, le
groupe H7(G, M) est annulé par ordre de G.

5) Soient G un groupe, M un groupe non nécessairement commutatif muni d’'un homomor-
phisme ¢ : G — Aut(M) ; pour g € G, m € M, on pose I9m = ¢(g)(m). On désigne encore
par H(G, M) le sous-groupe de M formé des éléments fixes par I’action de G ; son élément
neutre est appelé élément distingué de H(G, M). Soit Z' (G, M) 'ensemble des applications
c: G — M satisfaisant a c(gh) = c¢(g) 9¢(h) pour g,h dans G. Pour ¢ € Z1(G,M), m € M,
l'application g — mc(g) (9m)~! appartient & Z'(G,M) : on définit ainsi une action du
groupe M sur Z'(G,M). L’ensemble quotient est noté H'(G, M) ; il est muni d’un élément
distingué, a savoir la classe de l'application constante de valeur 1. Si M est commutatif,
I’ensemble H!(G, M) coincide avec celui défini dans I'exerc. 1.

a) Soit N un deuxiéme groupe muni d'une action de G, et u : M — N un homomor-
phisme de groupes compatible avec les actions de G. Définir pour ¢ = 0,1 des homomor-
phismes H(u) : H (G, M) — H*(G,N), qui appliquent 'élément distingué de H'(G, M) sur
celui de HY(G,N).

b) Soit 0 = M 5% M 5 M” — 0 une suite exacte de groupes & opérateurs dans G.
Soit 2" € HY(G,M"), et soit z un élément de M tel que 7(z) = 2’ ; démontrer qu'’il existe
un élément ¢’ € Z1 (G, M) tel que toc(g) = g~ e(g) pour tout g € G, et que la classe de ¢
dans H! (G, M’) ne dépend que de 2”; on la note d(z"). Prouver que la suite

0 = 1o(G, M) 2O, 5o a0, go(a vy 2
1 (M) 2 1@,y 2 1 e,
est exacte (on dit qu'une suite d’applications G LE A E, ot 'ensemble E est muni d'un
élément distingué e, est exacte en F si Im(i) = p~1(e)).

¢) On suppose de plus que M’ est contenu dans le centre de M. Construire une
application 9' : H'(G,M") — H%(G,M’) telle que I'image réciproque de I’élément neutre
par O soit I'image de H'(r). Définir par ailleurs une action du groupe H'(G,M’) sur
I'ensemble H'(G, M), telle que deux éléments soient conjugués pour cette action si et
seulement s’ils ont méme image par H! (7).

d) Soient K un corps commutatif, L une extension galoisienne finie de K, de groupe
de Galois G, n un entier. On fait opérer G sur le groupe GL, (L) en posant, pour o € G
et A = (aij) € GL,(L), “A = (0(ai;)). Déduire de V, p. 62, prop. 9 que I'ensemble
HY(G, GL,(L)) est réduit & un élément (« théoréme d’Hilbert 90 »).

9 6) Soit L une extension galoisienne finie du corps commutatif K, de groupe de Ga-
lois G. Soient V,V’ des K-espaces vectoriels, w (resp. w') un tenseur de type (p,q) sur V
(resp. V). On appelle L-isomorphisme de (V,w) sur (V/,w’) un isomorphisme L-linéaire
w: V) — VEL) tel que u® @ (*u~1)®? applique I'image de w sur celle de w’. On désigne
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par Autr,(V,w) le groupe des L-automorphismes de (V,w), sur lequel G agit par la régle
“p=(lv®o)opo(ly®a)h

a) Soient u un L-isomorphisme de (V,w) sur (V/,w’) et ¢ un élément de G; I'ap-
plication “u = (1y» ® ¢) owo (ly ® ¢)~! est un L-isomorphisme de (V,w) sur (V/,w’),
de sorte que ¢(o) = u~! o 7u est un élément de Auty(V,w). Prouver que I'application
c: G — Auty,(V,w) appartient a Z'(G, Auty,(V,w)), et que sa classe 6(V' w') dans
HY(G, Autr,(V,w)) ne dépend pas du choix de u.

b) Prouver que I'application (V/,w’) — 6(V’,w’) définit une bijection de I'ensemble
des classes de K-isomorphisme de couples (V/,w’) L-isomorphes & (V,w) sur I'ensemble
HY(G, Auty,(V,w)) (6tant donné un élément c de Z' (G, Auty,(V, w)), déduire de I'exerc. 5 d)
un L-automorphisme f de V(g tel que ¢(o) = f~1o%f; démontrer que I'image w’ de w
par I'automorphisme déduit de f est rationnelle sur K et considérer le couple (V,w’)).

*¢) Exemples : I'ensemble H!(G,Spy, (L)) est réduit & un élément; si Q est une
forme quadratique sur K, I’ensemble Hl(G,O(Q(L))) s’identifie a ’ensemble des classes
d’équivalence de formes quadratiques sur K qui sont équivalentes a Q sur L.x

d) Soit A une K-algebre, M le groupe d’automorphismes de la L-algébre A ), muni de
l’action de G définie plus haut. La construction de b) définit une bijection entre I’ensemble
des classes d’isomorphisme de couples (B, u), olt B est une K-algebre et « un isomorphisme
de B, sur A, sur 'ensemble Z'(G, M) ; la bijection réciproque associe & un élément c
de Z'(G, M) la sous-K-algebre de A, formée des éléments a satisfaisant & ¢(0)(c(a)) = a
pour tout o € G.

7) Soit L une extension de K. Pour tout entier n > 1, on désigne par ,(L/K) I'ensemble
des classes d’isomorphisme de K-algebres centrales et simples, de degré n?, déployées par L.

a) Démontrer que le noyau Br(L/K) de 'homomorphisme canonique Br(K) — Br(L)
est isomorphe a la limite inductive des ensembles 7, (L/K), pour un systéme d’applications
que 'on précisera.

b) On suppose désormais que L est une extension galoisienne finie de K, de groupe
de Galois G. Déduire de I’exerc. 6 une bijection 6, : o7,(L/K) — H(G,PGL,(L)).

¢) On note 9, : H(G,PGL,(L)) — H?(G,L*) I'application déduite de la suite
exacte 1 — L* — GL,(L) = PGL,(L) = 1 (exerc. 5 ¢)), et &, : @, (L/K) — H?(G,L*)
lapplication 9y, 06,. Si A € ,(L/K), on a d,(A) = 0 si et seulement si A est une algeébre
de matrices sur K; si A € 47,(L/K) et B € #(L/K), on a d,4(A ®k B) = 0,(A) + d4(B).
En déduire par passage a la limite inductive un homomorphisme injectif de groupes dy, /i :
Br(L/K) — H2(G,L").

d) Prouver que 9, est surjective pour n = Card(G) (soit ¢ : G x G — L* un élément
de Z%(G,L*); pour tout o € G, considérer 'endomorphisme u(o) de LE qui applique e,
sur (o, 7) esr pour tout 7 € G, et calculer u(o) ou(r) u(or)1).

e) Comparer oy, et @ /k.
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f) Démontrer que le groupe Br(K) s’identifie a la limite du systéme inductif de groupes
(H2(Gal (L/K), L*)) relatif & 'ensemble (ordonné par inclusion) des extensions galoisiennes
de degré fini de K contenues dans une cléture algébrique fixée de K, les homomorphismes
entre ces groupes étant les homomorphismes (injectifs) d’inflation.

g) Soit F une extension de K contenue dans L, I' le sous-groupe de G laissant inva-
riant F. Démontrer que le diagramme

Br(L/K) —, By(F/L)

LSL/K J’JF/L

es?
H2(G,L*) 25 |12(1, L¥)
est commutatif. En déduire un isomorphisme canonique de Br(F/K) sur le noyau de I’ho-
momorphisme Res? : H2(G,L*) — H(T, L*).

8) Soit L une extension de K. On suppose K de caractéristique p > 0 et L = K'/?. Prouver
que le groupe Br(L/K) est égal au noyau de la multiplication par p dans Br(K) (si N est
une extension galoisienne finie de K, observer que N'/? est une extension galoisienne de
L, de méme groupe de Galois).

9) Soient G un groupe fini, M un Z[GJ]-module. On note Ng I'homomorphisme m — 3= gm
de M dans M ; son image est contenue dans le sous-module M® de M formé des éléments
invariants. Soit Tq(M) le groupe quotient M /Ng (M).

a) Soit ¢ € Z2(G,M). Démontrer que 1’élément ", c¢(h, g) appartient & MY ; on note
0.(g) sa classe dans T (M). Prouver que 6. est un homomorphisme de G dans Tg (M),
qui est nul lorsque ¢ € B2(G,M). En déduire un homomorphisme 0y : H*(G,M) —
Hom(G, Tg(M)).

b) Soit w : M — N un homomorphisme de Z[G]-modules, @ : Tg(M) — Tg(N)
I’homomorphisme induit par u. Prouver qu’on a y o H2(u) = Hom(1g, %) o Oy

¢) On suppose désormais que G est cycligue; on note o un générateur de G, et n
son ordre. Soit x € Hom(G,Z/nZ) 'homomorphisme qui applique ¢ sur la classe de 1,
et soit A € H?(G, Z) son image par ’homomorphisme de liaison associé & la suite exacte
0—Z—Z — Z/nZ — 0; démontrer que \ est la classe de 'élément ¢ € Z2(G,Z) tel
que g(oP,0%), pour 0 < p<n,0< g<mn,estégalaOsipt+qg<netalsip+q=n.
Pour m € MY, notons h,, application Z[G]-linéaire de Z dans M telle que A, (1) = m.
Prouver que I'image par 0y de H2(hm)(>\) est égal a la classe de m, de sorte que 1 est
surjectif.

d) Prouver que fy est un isomorphisme (soit ¢ € Z?(G, M) ; démontrer qu’on peut
supposer c(g,1) = ¢(1,g) = 1 pour tout g € G et calculer les images par d' des éléments
a et by, (m € M) de CY(G, M) définis par b(o?) = Zf;[} c(o?,0) et am(oP) = Zf;[} a'm).
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10) a) Soit L une extension cyclique de K. Déduire des exercices 9 et 7 que les groupes
Br(L/K) et K*/Ng i (L*) sont isomorphes.

b) Supposons que toute extension de degré fini L de K est cyclique et que 'application
norme N /x : L* — K* est surjective. Démontrer que tout corps de centre K, de degré fini
sur K, est égal a K.

¢) Appliquer la question précédente aux corps finis.

11) Soient L une extension cyclique de K, G son groupe de Galois, o un générateur de G.
L’exerc. 10 fournit un isomorphisme canonique Br(L/K) — K*/Np x(L*), dont on va
expliciter I'isomorphisme réciproque.

Soit 6 € K*, et soit ¢y € Z2(G,L*) Pélément défini par cg(aP, 09) = 65?9 (exerc. 9 ¢)).
Démontrer que le produit croisé A[&, L] de L par l'extension & associé & cg est isomorphe
au quotient de la K-algébre L[X], (VIII, p. 10) par l'idéal (bilatére) engendré par 1’élément
central X" — 6. La classe de Ay dans Br(L/K) correspond par I'isomorphisme ci-dessus a
la classe de ¢ (mod Ny /k(L*)).

12) Soit A un anneau commutatif. On munit ’ensemble des classes d’isomorphisme de
A-algebres d’Azumaya (VIII, p. 266, exerc. 8) d’une structure de monoide en posant
cl(S) el(T) = cl(S®a T).

a) Prouver que le monoide quotient pour 1’équivalence de Morita est un groupe com-
mutatif, qu'on note Br(A) et qu'on appelle le groupe de Brauer de A (si A est un corps
cette définition coincide avec celle donnée en VIIL, p. 275). On note [S] la classe dans Br(A)
d’une A-algébre d’Azumaya S. L’élément neutre de Br(A) est la classe de A, et I'inverse
d’un élément [S] est [S°].

b) Soit S une algebre d’Azumaya sur A. Pour qu’on ait [S] = [A], il faut et ils suffit
qu’il existe un A-module P fidele et projectif de type fini tel que S soit isomorphe a
Endy (P).

c) Soit B une A-algébre commutative. Définir un homomorphisme de groupes /4 :
Br(A) — Br(B) tel que rg/A([S]) = [S(m)] pour toute A-algébre d’Azumaya S. On note
Br(B/A) le noyau de cet homomorphisme.

€ 13) Soient A un anneau commutatif, B une A-algébre commutative et G un groupe
fini d’automorphismes de la A-algébre B. On suppose que B est un A-module projectif
de type fini et fidéle, et que ’homomorphisme A-linéaire ) : B @5 B — BE tel que
PO V) = (o(b)V)se est bijectif.

a) Soit N un B-module, muni d’un homomorphisme o — u, de G dans Aut(N)
satisfaisant & u,(bx) = o(b)us(z) pour o € G, b € B, x € N. Soit M le sous-A-module
de N formé des éléments = tels que uy,(x) = x pour tout o € G. Prouver que le B-
homomorphisme canonique B ®x M — N est bijectif (& I'aide de 'exerc. 7, d) de VIII,
p. 266, se ramener au cas ou B est I'algebre produit AC sur laquelle G opére par permu-
tation des facteurs).
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b) Soit S une A-algebre, M le groupe d’automorphismes de la B-algebre S(g), sur
lequel G agit par la regle “¢ = (Idg ® o) o @ o (Idg ® o)~!. Etendre la construction de
l’exerc. 6 pour définir une bijection de ’ensemble des classes d’isomorphisme de couples
(T,u), ot T est une A-algebre et w un isomorphisme de T(g) sur S(p), sur l'ensemble
Z'(G, M), ainsi qu'une bijection de I’ensemble des classes d’isomorphisme de A-algebres T
telles que les B-algebres T(g) et S(p) soient isomorphes sur HY(G, M).

¢) On suppose désormais que tout B-module projectif est libre. En adaptant les
raisonnements de I'exerc. 8, construire un isomorphisme 6 : Br(B/A) — H2(G, B¥).

9 14) Soient A un anneau commutatif local noethérien, m son idéal maximal, x le corps
A/m; S une algebre d’Azumaya sur A.

a) Soit e un élément idempotent de S, dont I'image dans S/mS est un idempotent
indécomposable. Déduire du lemme de Nakayama (cf. VIIIL, p. 163, exerc. 16) que ’homo-
morphisme canonique S — Enda (Se) est bijectif.

b) On suppose que m est nilpotent *(ou plus généralement que A est complet pour
la topologie m-adique)sx. Prouver que ’homomorphisme 7,5 : Br(A) — Br(k) est injectif.

*¢) On suppose désormais A complet. Soit L une extension séparable de degré fini
de k qui déploie la k-algébre S/mS. Soient z un élément primitif de L, f son polynome
minimal, F un polynéme unitaire de A[X] dont l'image dans x[X] est f et B = A[X]/(F).
Prouver que B est une A-algebre locale, libre de type fini en tant que A-module, d’idéal
maximal mB et de corps résiduel isomorphe a L; la B-algebre S(g) est isomorphe a une
algebre de matrices.

d) On suppose de plus que L est une extension galoisienne de k, de groupe de Galois
G. Prouver que I'action de G sur L se reléve en une action sur la A-algébre B (soit G
le groupe des automorphismes de cette algébre; déduire du lemme de Hensel (AC, III,
p. 260, th. 1) que Phomomorphisme naturel G’ — G est bijectif). Déduire du lemme de
Nakayama que ’homomorphisme 1 : B ®x B — BS défini dans I'exerc. 13 est bijectif.

e) Prouver que ’homomorphisme H?(7) : HY(G,B*) — H?(G,L*) est bijectif pour
tout ¢ > 1.

(Pour i > 1, soit U le sous-groupe des éléments b de B* tels que b = 1 (mod. m’B);
remarquer que le Z[G]-module U? /U™ est isomorphe & m'B/m’™!B, donc & une puissance
de L, et déduire de I'exerc. 5 d) que HY(G, U?/U*1) est nul pour ¢ > 1. Soit ¢ € Z4(G, U');
construire par récurrence une suite (by,), avec b, € Z7 (G, U"), telle que ¢ —d?1 (37, b;)
appartienne & Z9(G, Un*1); conclure que HI(G, U!) est nul pour ¢ > 1.)

f) Conclure que les homomorphismes canoniques Br(B/A) — Br(L/x) et Br(A) —
Br(k) sont bijectifs.x

15) *a) Soient A un anneau intégre régulier (AC, X, p. 55), K son corps des fractions.
L’homomorphisme ¢ /4 : Br(A) — Br(K) est injectif (VIIL, p. 267, exerc. 11).x
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b) Prouver que l'anneau A = Q[X,Y]/(X2 + Y?) est intégre; soit K son corps des
fractions. Soit H le corps de quaternions de type (—1,—1) sur Q (¢f. III, p. 19). Prouver
que la classe dans Br(A) de la A-algebre d’Azumaya Hy n'est pas nulle, mais que H)
est isomorphe a M3(K), de sorte que "homomorphisme 7 /A est pas injectif (observer

que K contient un élément de carré —1).

16) a) Prouver que 'homomorphisme rg(xj/x : Br(K) — Br(K[X]) induit un isomorphisme
de Br(K) sur un facteur direct de Br(K[X]).

*b) On suppose le corps K parfait. Prouver que TK[x]/K est un isomorphisme (déduire
du théoréeme de Tsen (VIII, p. 352, exerc. 7) que Br(K[X]) est réunion des groupes
Br(L[X]/K[X]), ou L parcourt les extensions galoisiennes de degré fini de K, puis appliquer
lexerc. 13).

¢) Soit A une Q-algebre integre réguliere. Prouver que I'homomorphisme 74[xj/a :
Br(A) — Br(A[X]) est bijectif (prouver aI’aide de b) et de ’exerc. 15 que Phomomorphisme
Br(A[X]) — Br(A) déduit de la surjection P +— P(0) est injectif).x

d) On suppose que K est de caractéristique p > 0 et non parfait ; soit § € K—KP. On
considére B = K[U] comme une K[X]-algébre & l'aide de 'homomorphisme p : K[X] — B
tel que p(X) = UP —U. Soit o Pautomorphisme de cette K[X]-algébre tel que o(U) = U+1
et soit S la K[X]-algebre quotient de B[V], (VIIL, p. 10) par I'idéal bilatére B(VP—#). Soit L
une K[X]-algébre qui est un corps commutatif. Si 'équation y” —y = X a une solution dans
L, prouver que S, est une algebre de matrices sur L (soit L' = L[t]/(t* — 6) ; considérer
I’homomorphisme S — Endp, (L) qui applique V sur la multiplication m; par ¢ et U sur
my — D, ot D est la L-dérivation de L' telle que D(t) = t.) Dans le cas contraire, S(1, est
une L-algebre centrale et simple; c’est une algebre de matrices si et seulement si 0 est la
norme d’un élément de I'extension L[Y]/(Y? —Y — X) de L (appliquer I’exerc. 11).

En déduire que S est une K[X]-algebre d’Azumaya et que sa classe dans Br(K[X]) ne
provient pas de Br(K) (on prendra L = K(X)).

*17) On suppose que le corps K est complet pour une valuation discréte v, supposée normée
(¢f. exerc. 12 de VIII, p. 268); on note A 'anneau de v et x son corps résiduel. L’homo-
morphisme 7,4 : Br(A) — Br(s) est bijectif (exerc. 14); on note ¢ : Br(x) — Br(K)
I’homomorphisme 7, /K © r;/lA.

a) Soient L une extension non ramifiée de K, galoisienne de degré fini, de groupe de
Galois G. Soient B 'anneau de la valuation vy, qui prolonge v, et k1, son corps résiduel.
L’homomorphisme ¢ induit un homomorphisme ¢, : Br(xr,/x) — Br(L/K). Construire une

suite exacte scindée
0 — Br(kL/k) %% Br(L/K) — H?(G,Z) = 0,

oll Z est muni de Paction triviale de G (observer que la suite exacte de Z[G]-modules
0 — B* — L* ™% Z est scindée, et utiliser I'exerc. 14).
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b) En utilisant la suite exacte 0 - Z — Q — Q/Z — 0, définir un isomorphisme
canonique de H2(G, Z) sur le groupe Z(G) = Hom(G, Q/Z).
¢) Conclure qu’on a une suite exacte scindée

0 — Br(k) = Br(K) — Z(g) —» 0,

ol g est le groupe de Galois d’une cloture séparable de k sur x et Z(g) le groupe des
homomorphismes continus de g dans Q/Z, muni de la topologie discréte (passer a la limite
inductive en utilisant 'exerc. 12 de VIII, p. 268 et le fait que toute extension galoisienne
finie de k est I'extension résiduelle d'une extension galoisienne finie non ramifiée de K,
unique & isomorphisme pres).

d) En déduire que Br(K) = {0} si s est algébriquement clos.

e) On suppose que le corps k est fini, autrement dit que K est une extension finie d’'un
corps p-adique ou un corps de séries formelles sur un corps fini. Construire un isomorphisme
de Br(K) sur Q/Z.x
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Dans ce paragraphe on désigne par K un corps commutatif et par A une
K-algébre centrale simple de degré fini. On note n le degré réduit de A.

1. Compléments sur les polynémes caractéristiques

Soient L un anneau commutatif et M un L-module libre de dimension finie m.
Si u est un endomorphisme de M et 7 un entier positif, on note ¢, (u) la trace de
I’endomorphisme /\"(u) du L-module libre /A"(M). On a en particulier

(1) CU(U’) =1 ’ ¢ (U’) = TI‘(U) ’ Cm(u’) = det(u)

et ¢,(u) = 0 pour r > m. D’aprés la prop. 7 de I1I, p. 94, L’application u — det(u) de
End(M) dans L est polynomiale homogene de degré m (IV, p. 52). Plus généralement,
pour tout entier r tel que 0 < r < m, l'application ¢, de End(M) dans L est
polynomiale homogene de degré r; cela résulte de la prop. 10 de III, p. 96.

Soient u un endomorphisme de M et u I'endomorphisme du L[X]-module M[X] =
M®;, L[X] déduit de u par extension des scalaires (II, p. 83). On rappelle (III, p. 107,
déf. 3 et (50)) que le polyndme caractéristique de u est le déterminant y,(X) du
L[X]-endomorphisme X — w de M[X] et que l'on a la relation

(2) Xu(X) =D (=) (w) X"
r=0
PROPOSITION 1. — Soient L un anneau commutatif, M un L-module libre de di-

mension finie m > 1 et u un endomorphisme de M. Il existe un endomorphisme u
de M, et un seul, satisfaisant a la relation

(3) a(z) Aw=a AN (u)(w)
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pour x € M et w € /\mfl(M)‘ De plus, on a les relations

(4) uol=uou=det(u)y,
(5) det (@) = det(u)™",
® = X (1) 6

Lemme 1. — Soit p un entier tel que 0 < p < m. Pour tout w dans /\'(M), soit
h,(w) Vapplication linéaire w' — w Aw' de N""P(M) dans A\™(M). L application
linéaire h, : w — h,(w) de A\’(M) dans Homy (/A" (M), A™(M)) est un isomor-
phisme.

Soit (e;);e; une base de M ; munissons 'ensemble I d’une relation d’ordre total.
Pour toute partie J de I, posons ey = ¢; A--- Ae;, ol (iy,...,4,) est la suite des
éléments de J rangés par ordre croissant. Le L-module /A" ”(M) admet pour base
les éléments eg, ou S parcourt l'ensemble des parties & m — p éléments de I; de
plus /A™(M) a pour base {e;}. Il existe donc une base de Hom (A™ 7 (M), A™(M))
formée des applications linéaires e} caractérisées par la formule
™ I S

0 sinon
ou J parcourt I'ensemble des parties & p éléments de I. Il résulte de la formule (20) de
III, p. 87 que, pour toute partie J & p éléments de I, on a h,(ey) € {e}, —€j}; comme
les éléments ey forment une base de /\”(M), I'application linéaire h,, est bijective.

Démontrons maintenant la proposition 1. Soient u et % des endomorphismes
de M. La relation (3) équivaut a

(8) hy o @ = Hom(A"™ ™ (u), 1/\’"(M)) ohy;

d’apres le lemme 1, hy est un isomorphisme de M sur Homy (A™ (M), A™(M)).
Par suite, pour tout endomorphisme u de M, il existe un unique endomorphisme
de M satisfaisant a la relation (3).

Soient xy,...,x,, des éléments de M. Remplagons = par u(z;) et w par
Xy A -+ A, dans (3); on obtient

Wu(z)) Nag A Ay, =u(z) A Au(,,)
=det(u)x, A+ Ay, .

Par suite, hy (2o u(x,)) = h,(det(u)z,), d’ot la relation @ o u = det(u)y; d’apres le

lemme 1.
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Notons U 'endomorphisme X — % du L[X]-module M[X] (VIII, p. 329). D’aprés
ce qui précede, appliqué a U, il existe un endomorphisme U du L[X]-module M[X]
qui satisfait aux relations

9) U(zy) Axg A Ay, = 2 A (Xay —ul(my)) A A (Xa,, — ulz,,))
pour xy,...,x,, dans M et
(10) UoU = det(X — (OINTE
Considérons U comme un élément de End(M)[X](VIIL, p. 9); d’aprés la for-

mule (9) et le lemme 1, il est de degré < m — 1 et on peut donc l'écrire sous la
forme

m—1
(11) U= > (-1)uX""7,
r=0

ou les u, sont des endomorphismes de M. D’apres la formule (2) de VIII, p. 329, la
relation (10) fournit I’égalité

(12) <"Z (1)%9{’”“) (X =) = S (=1 e, (X"

r=0 r=0
dans 'anneau End(M)[X]. Identifiant les coefficients des mondmes en X, on obtient
les relations suivantes

(13) U+ Up_q 0w = ¢, (u)y pour 1 <r <m—1,
et
(14) Uy = CU(U)M ’ Up—1 U= Cm<u)M'

De 1a, on déduit

m—1

(15) L Z (*1)7‘(37”,177‘(11,)11,7‘;

=0
or, en identifiant les termes constants, les égalités (9) et (11) entrainent u,, ; = @,
d’on la formule (6).
En particulier, @ appartient a la sous-algébre de End(M) engendrée par u, et il
commute donc & u. On a déja établi la relation @ou = det(u)y, d’ott la formule (4).
Enfin, soient z,,...,z,, des éléments de M. Remplagons x par x; et w par
a(zy) A+ Aa(x,,) dans la formule (3). On obtient

a(zy) ANa(zg) A+ ANa(z,,) =2y Auo (a(xy)) A+ Auo (a(x,,))
=det(w)™ o, Azg A Ay,
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d’ott la formule (5).

Remarques. — 1) L’endomorphisme & de M coincide avec celui que nous avons ap-
pelé le cotransposé de u en III, p. 99.

2) Des formules (1), (2), (4) et (6), on déduit la relation y,(u) = 0, d’ott une
autre démonstration du théoréme de Hamilton-Cayley (II1, p. 107).

3) Comme l'application ¢, de End(M) dans L est polynomiale homogene de
degré r pour 0 < r < m — 1, il résulte de la formule (6) que lapplication u +— @ de
End(M) dans End(M) est polynomiale homogene de degré m — 1.

Soit B une algebre sur 'anneau L ; on suppose que B est un L-module libre de
dimension m > 1 et 'on identifie L au sous-anneau L - 1 de B. Soit b un élément

de B. Appliquons ce qui précede & 17endomorphisme ~(b) : © = bz du L-module B.

Posons ,(b) = ¢,(y(b)) pour 0 < 7 < m; on a en particulier 7, (b) = Ny, (b) (IIL,
p. 110). Le polyndme caracterlbthue de b (loc. cit.) s’écrit sous la forme
(16) PCB/L(b§ X)= Z(*l)T%(b) xmr

r=0

Comme 'application v de B dans Endy,(B) est L-linéaire, 'application ~, de B dans
L est polynomiale homogene de degré r; en particulier, I'application b + Ny 1 (b)
de B dans L est polynomiale homogene de degré m.

Pour tout élément b de B, posons

m—

(17) Z ’Ym 1—r b) b

D’aprés la proposition 1 (VIII, p. 329), Papplication linéaire v(b) de B dans B est
cotransposée de l'application y(b), et 'on en déduit

(18) bb = bb = Ny . (b).

De plus application b — b de B dans B est polynomiale homogene de degré m — 1.

2. Normes et traces réduites

Rappelons qu’on désigne par A une algebre centrale simple sur le corps com-
mutatif K, de degré réduit n.

PROPOSITION 2. — Soient a un élément de A et Pc(a;X) son polynéme caracté-

ristique. Il existe un polynéome unitaire P dans K[X], et un seul, tel que l'on ait
Pc(a; X) = P(X)™.
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A) L'unicité de P résulte du lemme suivant :

Lemme 2. — Soient P et Q des polynomes unitaires de K[X] et s un entier stricte-
ment positif. St l'on a P*=Q*, on a P =Q.

Soit .# l'ensemble des polyndmes unitaires irréductibles dans K[X]. Comme P
et Q sont unitaires, il existe des éléments (ap) et (bp) de N tels que I'on ait
P =Tlpes F et Q = [Ipe, FP. Il résulte de I'égalité P* = Q° et de I'unicité de la
décomposition en facteurs extrémaux qu’on a sap = sbp pour tout F € .. Comme
s est strictement positif, on en déduit ap = by pour tout F € .#, d’ou P = Q.

B) Démontrons maintenant 1'existence de P.

D’apres le th. 1 de VIII, p. 248, il existe une extension L de K, galoisienne et de
degré fini, et un isomorphisme de L-algebres 0 : Ay — M,,(L). D’apres la formule
(12) de III, p. 108, le polynome Pc(a; X) est aussi le polynome caractéristique de
I'élément 1®a de la L-algebre Ap,, donc de I'élément 0(1®a) de la L-algebre M, (L).

Posons P(X) = det(X I, —0(1®a)) ; c’est un polyndéme unitaire de L[X]. D’apres
I’exemple 3 de III, p. 111, on a

(19) Pe(a; X) = P(X)".

Soit G le groupe de Galois de L sur K. Pour ¢ € G, notons & 'automorphisme
de lanneau L[X] qui coincide avec o dans L et fixe X. Alors K[X] est 'ensemble des
polynomes Q de L[X] tels que l'on ait o(Q) = Q pour tout o € G (V, p. 54, th. 1).

n

Comme le polynéme Pc(a; X) = P(X)" appartient & K[X], on a &(P)" = P" pour

tout ¢ € G. D’apres le lemme 2, on a donc @(P) = P pour tout 0 € G; ainsi P
appartient a K[X].

DEFINITION 1. — Soit a un élément de l'algébre A. On appelle polyndme caracté-
ristique réduit de a (relativement & A) "unique polynome unitaire de K[X], que l’on
note Perdy i (a; X), qui satisfait a la relation

(20) Pey jk(a; X) = Perdy i (a; X)".

Soit @ un élément de A. Comme A est de degré n? sur K, le polynome
Pcy i (a;X) est de degré n2, donc Perd, sk (a; X) est un polyndme unitaire de degré
n ; écrivons-le sous la forme

n—1
(21) Perd i (a; X) = X"+ ) (=1)"b,(a)X" "
r=0

On pose
(22) Trdy/k(a) = by(a),  Nrdyk(a) =b,(a).



A VIIIL.334 NORMES ET TRACES REDUITES § 17

DEFINITION 2. — On dit que Trd, jx(a) est la trace réduite de a et Nrd, x(a) sa
norme réduite (relativement d la K-algébre A).

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion, on omet A et K dans les notations
précédentes et I'on écrit simplement Perd(a; X), Trd(a) et Nrd(a).

Les formules suivantes résultent des formules (20), (22) et des formules (7) et (8)
de III, p. 108 :

(23) TYA/K(G) =n TrdA/K(a)
(24) Ny/k(a) = (Nrdy g (a))"
PROPOSITION 3. — Pour qu’un élément a de A soit inversible, il faut et il suffit

que sa norme réduite soit non nulle. En particulier, A est un corps si et seulement
si l'on a Nrdy jx(a) # 0 pour tout élément non nul a de A.

Pour qu’un élément a de A soit inversible, il faut et il suffit que sa norme soit
non nulle (ITI, p. 111, prop. 3). La prop. 3 résulte donc de la formule (24).

Remarque. — Soit L le corps K(X) des fractions rationnelles en une indéterminée X.
Le polynome caractéristique réduit d’un élément a de A n’est autre que la norme
réduite de I'élément X ® 1 — 1 ® a de la L-algébre A(y). Cela résulte de la définition
du polynome caractéristique réduit et de la formule suivante (III, p. 111)

(25) Peyjk(a;X) =Ny (X @ 1=-1®a).

Exemples. — 1) D’apres le th. 1 de VIII, p. 116, il existe un entier » > 1 et un
corps D tels que A soit isomorphe & M,.(D); soit d le degré réduit de D sur K; on
ar =n/d. Soit M un A-module de longueur finie ¢; nous allons prouver la formule

(26) PCM/K(al\l; X) = PcrdA/K(a§ X)dz

pour tout élément a de A. Le A-module A, est de longueur r (VIII, p. 117, lemme 2) ;

les A-modules M" et A’ ont méme longueur, donc ils sont isomorphes, et 'on a
PCM/KWM? X)' = PCA/K(a§ X)[

d’apres la formule (15) de III, p. 109. Comme on a rd = n, la formule (26) résulte
de la formule (20) et du lemme 2 (VIII, p. 333).

2) Considérons le cas particulier ot A est l'algébre Endy (V) des endomor-
phismes d'un K-espace vectoriel V de dimension finie sur K. Prenant pour M le
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A-module simple V, on obtient les relations
(27)  Perdy i (u; X) = x,(X),  Nrdyg(u) =det(u) et Trdyk(u) = Tr(u)

pour tout endomorphisme u de V.

3. Propriétés des normes et traces réduites

PROPOSITION 4. — Soient L une extension de K et a un élément de l'algébre cen-

trale et simple A. On a les relations

(28) Perdy (1 ® a;X) = Perdy jx(a; X)
(29) TrdA(L)/L(l ® a) = Trd, x(a)
(30) Nrdy (1 ® a) = Nrdy k(a),

(« invariance par extension des scalaires » ).
Les deux membres de I'égalité (28) ont méme puissance n-éme en vertu de la
définition (formule (20) de VIII, p. 333) et de la relation

Pey (1 ® a; X) = Pey k(a; X)

(III, p. 110, formule (21)). L’égalité (28) résulte donc du lemme 2 de VIII, p. 333.
Les formules (29) et (30) se déduisent de (28), (21) et (22).

COROLLAIRE 1. — Soient L une extension de K, V un espace vectoriel de dimen-
sion n sur L et @ un homomorphisme de K-algébres de A dans Endy (V). Pour tout
élément a de A, on a

(31) PCTdA/K(CU X) = Xa(a)(X)
(32) Trdy jk(a) = Tr(0(a))
(33) NrdA/K(a) = det(0(a)).

Soit ¢ I'homomorphisme de L-algebres de A, dans Endp (V) tel que
¢'(A®a) = A(a) pour A € L et a € A. L’algebre A, est simple d’apres le
cor. 2 de VIII, p. 217, et I’homomorphisme 6" est donc injectif. Mais les al-
gebres Ay et End; (V) sur le corps L ont méme degré, égal & n?, donc ¢’ est un
isomorphisme. Le cor. 1 résulte alors de la prop. 4 et de I'exemple 2 ci-dessus.
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COROLLAIRE 2. — Soient a et o' des éléments de A et A un élément de K. On a
les relations
Perd, i (a;a) =0,
Perdy x (Aa; AX) = A" Perdy ik (a; X),
Trdy x(a+a') = Trdy x(a) + Trdy x(a’),  Trdyk(Aa) = ATrd, x(a),
Trdy x(aad’) = Trdy x(d'a),
Nrd, i (aa’) = Nrdy g (a) - Nrdy ('),  Nrdy(Aa) = X" Nrd, x(a),

Trdy k(1) =n, Nrdyg(l) =1
Comme A est centrale, simple et de degré réduit n sur K, il existe une extension
L de K et un espace vectoriel V de dimension n sur L tels que A(L) soit isomorphe
a Palgebre End; (V) (VILI, p. 248, th. 1) Le corollaire 2 résulte alors du corollaire 1
et des propriétés de la trace et du déterminant d’'un endomorphisme. En particulier,
la formule (34) résulte du théoreme de Hamilton-Cayley (III, p. 107, prop. 20).

COROLLAIRE 3. — Soit A° l’algebre opposée de A. Pour tout a dans A, on a

(40) Perd o i (a; X) = Perdy jx(a; X)
(41) Trd ek (a) = Trd, x (a)
(42) Nrd o k(@) = Nrdy jk(a).

Choisissons une extension L de K, un espace vectoriel V de dimension n sur L
et un homomorphisme 6 de A dans End (V) (VIIL, p. 248, th. 1). Soit V* l'espace
vectoriel dual de V. L’application qui associe a un élément a de A 'endomorphisme
*9(a) de V* est un homomorphisme de K-algebres de A° dans End; (V*). Le corol-
laire 3 résulte alors du cor. 1 et du cor. 3 de III, p. 95.

La trace, la norme et le polynoéme caractéristique de a sont donc les mémes,
qu’on consideére a comme élément de A ou de A°. Cette propriété n’est pas

2 toujours satisfaite lorsque A n’est plus supposée centrale et simple (III, p. 196,
exerc. 1 du §9).
PROPOSITION 5. — Pour tout x dans A, soit t, la forme linéaire y — Trdy x (2y)
sur A.

a) L’application t : x v+ t, est un isomorphisme de (A, A)-bimodules de A sur
son dual Homy (A, K).
b) Soit h une forme linéaire sur A. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il ewiste un élément \ de K tel que h(x) = X Trdy jx(x) pour tout v € A;
(ii) On a h(zy) = h(yz) quels que soient x,y dans A.
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Rappelons (IT, p. 34) que la structure de (A, A)-bimodule sur A* = Homy (A, K)
est définie par la relation

(43) (atb, c) = (t, bca)
pour a,b,c € A et t € A*. En particulier, pour tout z dans A, on a

(at,b,c) = (t,, bca) = Trd, i (wbca)
<ta:1:b> C) = TrdA/K(afL’bC)

et ces deux éléments sont égaux d’apres la formule (37) de VIII, p. 336. On a donc
at,b = t,., ce qui signifie que ¢ est un homomorphisme de (A, A)-bimodules de A
dans A*.

Choisissons une extension L du corps K et un isomorphisme 6 de la L-algebre
Ay, sur l'algebre des matrices M, (L) (VI p. 248, th. 1). Identifions l'espace vec-
toriel (A*) ) au dual de l'espace vectoriel A ;) sur le corps L. D’apres la prop. 4 de

VIII, p. 335, on a, avec ces conventions,
(44) TrdA(L)/L = 1L X TrdA/K .

Soit ty) l'application L-lin¢aire de A, dans Afy) déduite de ¢ par extension des
scalaires ; d’apres la formule (44) et le cor. 1 de VIII, p. 335, on a

(45) (ty (@), ) = Trdy, p (o) = TH(O(@)0(y))

pour z,y dans A(L). D’apres la prop. 7 de I, p. 158, I'application ¢, est bijective,
d’on il résulte que t est bijective. On a prouvé a).

Soit h dans A*; d’apres ce qui précede, il existe un élément a de A tel que h
soit égal a t,. D’apres a), on a

h(zy) — h(yz) = t,(xy — yz) = t,,(y) = toa(y).

=0
pour tout z € A », et d’apres la partie a) de la démonstration, ceci signifie que a

Par suite, la relation « h(zy) = h(yz) pour z,y dans A » équivaut a « ¢

ar—xa

appartient au centre K de A. Cela prouve b), compte tenu de la formule (36).

COROLLAIRE. — Le sous-espace vectoriel de A engendré par les éléments de la
forme xy — yx, ou x et y parcourent A, est un hyperplan, noyau de la forme li-
néaire non nulle Trd /.

Remarque. — D’apres la formule (23) de VIII, p. 334, on a

TrA/K(a) =n TrdA/K(a)



A VIIIL.338 NORMES ET TRACES REDUITES § 17

pour tout a € A. Si la caractéristique du corps K est égale & 0 ou & un nombre
premier p ne divisant pas n, on peut remplacer la trace réduite par la trace dans la
prop. 5. Par contre, si la caractéristique de K est un nombre premier divisant n, on
a Try x(a) = 0 pour tout a € A.

4. La norme réduite est une fonction polynomiale

Lemme 3. — Soient L une extension de K, I un ensemble, T = (T,);c; une famille
d’indéterminées. On a K(T) NL[T] = K[T].

Soient P et Q des éléments de K[T], avec Q # 0. Les coefficients des poly-
nomes R € L[T] tels que P = QR sont les solutions d'un systéme d’équations
linéaires & coefficients dans K. Par suite, s'il existe un polynéme R € L[T] tel que
P = QR, il en existe un aussi dans K[T] (I, p. 123, prop. 6). Cela prouve I'inclusion
K(T) NL[T] ¢ K[T]; I'inclusion opposée est évidente.

Rappelons que le polynéme caractéristique réduit d’un élément a de A s’écrit

n

(46) Perd,y x(a; X) = 3 (=1)"b,(a) X"

r=0

et que 'on a

bo(a) =1, by(a) = Trdyx(a), b,(a) = Nrdyk(a).
PROPOSITION 6. — Pour tout entier v tel que 0 < r < n, Uapplication b, de A
dans K est polynomiale homogéne de degré r. En particulier, la norme réduite est
une application polynomiale homogéne de degré n de A dans K.
Soit (e;);e; une base de A sur K et T = (T););o; une famille d’indéterminées.

Lemme 4. — Soit u Uélément > ;i T, @ ¢; de la K(T)-algébre centrale et simple
A(K(T)). Soit P le polynome caractéristique réduit de cet élément u. Alors P ap-
partient a Uanneau K[T]|[X]; considéré comme élément de Uanneau K[T,X], il est
homogéne de degré n.

Choisissons une extension L de K et un isomorphisme 6 de L-algebres de A g,
sur M, (L). Notons 6 : Ay (q), — M, (L(T)) I'isomorphisme de L(T)-algebres déduit
de 0 par extension des scalaires. D’apres le cor. 1 de VIII, p. 335, on a
(A7) P(X) = xp0 (X) = det(XL, — () = det (xzn YT ei)>.

iel
Comme les matrices 6(1 ® e;) appartiennent a M, (L), cette formule montre que P
est un polynéme homogene de degré n dans LT, X]. Il appartient aussi & K(T)[X]
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et il s’écrit sous la forme P(X) = 37, ¢;X7, ot chaque ¢; appartient & K(T)NL[T].
D’apres le lemme 3, chacun des éléments c; appartient a K[T], d’olt le lemme 4.

Lemme 5. — Pour toute extension K' de K et tout élément (;);c; de K'', on a
(48) Perdy e (St @) = Pl(t)cr X).
iel

Soit ¢ : K[T] — K’ I'unique homomorphisme de K-algébres qui transforme
T, en t; pour tout ¢ € I; il définit sur K’ une structure de K[T]-algebre. La
K'-algebre Ap) k) s'identifie & Ay, (transitivité de 'extension des scalaires),
Iélément 1® (LT, ®@e¢,) sidentifiant & I'élément $t, ® ¢, de A, Notons
7 : K[T][X] — K'[X] 'homomorphisme de K-algebres déduit de . D’apres la for-
mule (21) de III, p. 110, le polynéme caractéristique de > ¢, ® e, relativement a
la K’'-algebre A(K/) est 'image par @ du polynoéme caractéristique de > T, ® e,
relativement a la K[T]-algebre A 1)), c’est-a-dire de P". Autrement dit, on a

(49) PCA(K’)/K/(Z t; ®e;X) = P((t;)ier, X)";
i€l
le lemme 5 résulte alors du lemme 2 de VIII, p. 333.

Considérons le cas particulier K’ = K du lemme 5. On a
(50) PCYdA/K (Z tie; X) =P((t;)ie1, X)
i€l
quel que soit 'élément (¢;),; de K'. Comme le polynéme P de K[T, X] est homogene
de degré n, il se développe sous la forme

(51) P(T, X) = 3(—1)B,(T) X"

ou B, est un polyndéme homogene de degré r dans K[T]. D’apreés les formules (46),
(50) et (51), on a

b, <Z tie'L) =B, ((t)ier)

iel

quel que soit I'élément (t,),c; de K', d’out la proposition 6.
Remarque. — Soit K’ une K-algebre commutative. Tout élément ¢ de A s'écrit
sous la forme Y, ¢, ® e;, avec (t;) € K'L. Il ressort de la démonstration du lemme 5
que le polyndome caractéristique PCA(K,)/K,(t; X) est égal a P((t;), X)".
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5. Transitivité des normes et traces réduites

PROPOSITION 7. — Soient L une sous-algébre semi-simple commutative mazimale
de A et a un élément de L. On a

(52) Perdy jk(a; X) = Pey k (a; X),
(53) TrdA/K(a) = TrL/K(a)v
(54) NrdA/K(a) = NL/K(a)'

D’apres la prop. 3 de VIII, p. 258, les L-modules A et L™ sont isomorphes, d’ou
la relation

PCA/K(CU X) = PCL/K(CL; X)"

Comme le polynome Pcy i (a; X) est unitaire, il est donc égal au polynome carac-
téristique réduit Perdy i (a; X) (VII, p. 333, lemme 2), d’ott la formule (52). En
comparant dans les deux membres de (52) les coefficients de X"~! (resp. les termes
constants), on obtient la formule (53) (resp. (54)).

COROLLAIRE. — Soit D un corps de centre K, et de degré fini sur K. Soient a un
élément de K et L un sous-corps commutatif maximal de D contenant a. On a

(55) PcrdD/K(a§ X) = PCL/K(CU X), TYD/K(G) = TrL/K(a)v NTdD/K(a) = NL/K(a)‘
En effet, un sous-corps commutatif maximal L de D est une sous-algebre semi-
simple commutative maximale de D d’apres le cor. 2 de VIII, p. 261.

PROPOSITION 8. — Soit B une sous-algébre simple de A. Notons L le centre de B
et B' le commutant de B dans A. Alors B' est une algébre centrale et simple sur le

corps L; notons r son degré réduit. Pour tout élément b de B, on a les relations

(56) Perdy /i (b; X) = Ny kpx) (Perdp (b5 X))"

(57) TrdA/K(b) =r TrL/K(TrdB/K(b))

(58) NrdA/K(b) = NL/K(NrdB/L(b))T'

Lemme 6. — Soient K' une algébre commutative de degré fini d sur K et

P(X) =X +a, X' 4+ +a,

un polynome unitaire d coefficients dans K'. Le polynome Q = Ny xj/kpx)(P) de K[X]
est unitaire de degré sd, le coefficient de X*¢= dans Q(X) est égal d Tris k(ay), et
son terme constant est N, i (a,).
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Notons K” la K'-algebre K'[T]/(P(T)) et ¢ la classe de canonique de T dans K”.
La suite (1,¢,..., t*71) est une base de K” sur K’ et la matrice de la multiplication

par ¢t dans cette base est de la forme

00 -+ 0 -—a
10 - 0 —a,,
01 --- 0 —
(59) r= a2
0 - - 1 —q
Le calcul du déterminant de X1, — 7 se fait par récurrence sur s, en développant
selon la premiere ligne. On trouve det(XI, — 7) = P(X). Autrement dit, on a
P(X) = PCK///K/(t; X) En particulier, TrK///K/(t) = —aq et NK///K/(t) = (—1)3115.

Compte tenu de la formule de transitivité (III, p. 114, cor.), on a

Trgnk(t) = — Trgk(ar),  Ngojk(t) = (—1)* Ny (ay) et Q(X) = Pegr i (t; X).

D’autre part, [K” : K] = [K” : K'][K’ : K] = sd, donc Q(X) est un polynéme unitaire
de degré sd. Le lemme 6 résulte de la.

Démontrons la prop. 8. Comme l'anneau B est simple, son centre L est un corps
(VIIIL, p. 117, cor. 1). D’apres le th. 5 de VIIIL, p. 255, le commutant B’ de B dans
A est un anneau simple de centre L et 'on a [A : K] = [B : K][B’ : K]. Notons r le
degré réduit de B’ sur L, s celui de B sur L et d le degré de L sur K. On a

[A:K]=n? , [B:Kl=rd , [B:K =s%
d’ott n? = r2s2d?, c'est-a-dire n = rsd.

Soit b un élément de B et soit P(X) son polyndme caractéristique réduit
dans la L-algebre B; il est unitaire de degré s. D’apres le lemme 6, le poly-
noéme Q = Ny xj/kx)(P) est unitaire de degré sd. Le polynome R = Q" est donc
unitaire de degré rsd = n. Toujours d’aprés le lemme 6, le coefficient de X"~!
dans R(X) est égal a —r Tryi(Trdg, (b)) et le terme constant de R(X) est
(Np/k((=1)* Nrdg 1,(0)))" = (=1)" Ny i (Nrdp 1, (b))

Comme [A : K] = r2%d[B : K], le B-module & gauche A est libre de dimension
r2d (VI p. 120, prop. 5). On a donc

(60) PCA/K@% X) = PCB/K(b§ X)dﬂ ;
d’apres le corollaire de III, p. 114, on a

(61) PCB/K(b§ X) = NL[X]/K[X](PCB/L(b§ X))
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et comme P(X) est le polynome caractéristique réduit de b dans la L-algébre B, on a
(62) PCB/L(b; X) = P(X)*.
Compte tenu des formules (60) & (62) et de la définition de R(X), on a finalement
7'28 ,TQS rsa n
(63) PCA/KU’? X) = NL[X]/K[X](P(X))d = Q(X)d =R(X) 4= R(X)",

donc R(X) est le polynéme caractéristique réduit de b dans la K-algebre A.

On a prouvé la formule (56). Les formules (57) et (58) résultent aussitdt de la
formule (56) et du lemme 6 puisque le coefficient de X"~' dans Perd , i (b; X) est
égal & — Trd, /k(b), et que son terme constant est (—1)" Nrd, x(b).

6. Normes réduites et déterminants

Dans ce numéro, on note D un corps de centre K et de degré fini sur K. On note
D;, le quotient du groupe multiplicatif D* par son groupe dérivé et m I’'homomor-
phisme canonique de D* sur Dy,. L’application Nrdpk induit un homomorphisme
de groupes de D* dans K* ; le noyau de cet homomorphisme contient le groupe dérivé
de D* puisque K est commutatif. Il existe donc un homomorphisme Nrd de D7, dans
K*, et un seul, tel que Nrdp i (x) = Nrd o 7(x) pour tout = € D*.

PROPOSITION 9. — Soit V un espace vectoriel a droite sur le corps D, de dimension
finie. Soit E Ualgébre Endp(V) sur le corps K; elle est centrale, simple et de degré
fini. Pour tout élément inversible u de E, on a

(64) Nrdg i (u) = Nrd(det u)

(cf. VIII, p. 442, prop. 2 pour la définition du déterminant det u de u).

Notons n la dimension de V sur D et identifions E & 1’algébre de matrices M,, (D)
au moyen d’une base de V sur D. Le groupe multiplicatif GL, (D) de l'algébre E est
engendré par les matrices diagonales et les matrices B;;(A) (II, p. 162, cor. 1). La
prop. 9 résulte donc des deux cas particuliers ci-dessous.

A) Supposons que u soit la matrice diagonale diag(a,...,a,). Pour 1 <i < n,
soit L, un sous-corps commutatif maximal de D contenant a, ; soit L la sous-algebre
de E formée des matrices diagonales diag(t, . .., t,) avec t; € L, pour 1 < i < n. Soit
d le degré réduit de D sur K. On a [L; : K] = d pour 1 <@ < n (VIII, p. 261, cor. 2).
La K-algebre L est isomorphe a L; x --- x L, , donc est semi-simple de degré nd ; or
ona [E: K] =n?D:K]=n?d = [L: K% Il en résulte que L est une sous-algébre
semi-simple commutative maximale de E (VIII, p. 258, prop. 3). D’apres la prop. 7
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de VIII, p. 340, on a Nrdg i (u) = Ny i (u), d’olt, compte tenu de la formule (18) de
111, p. 110,

NrdE/K(u) = H NLz/K(ai) = H NrdD/K(ai)
i=1 i=1

= Nrdpk(ay - ..a,) = Nrd(n(a, ... a,)).

Par ailleurs, on a det u = 7(a,...q,) d’aprés la prop. 3 de VIII, p. 443, d’ou la
formule (64) dans ce cas.

B) Supposons que u soit égal a B;;(\), ot A est un élément de D et 4,5 des
entiers distincts dans lintervalle [1,n]. Notons d le degré réduit de D sur K et M
I’espace vectoriel sur K déduit de V par restriction des scalaires de D a K. Alors M

est un E-module simple et I'on a
(65) PCM/K(“? X) = PCTdE/K(“% X)d

d’apres la formule (26) de VIII, p. 334. Par ailleurs, M est un espace vectoriel de
dimension nd? sur K, et u — 1,; est un endomorphisme nilpotent de M ; on a donc

(66) Peyyk (w3 X) = (X — 1)nd2~
Par comparaison des formules (65) et (66), on trouve
(67) Perdg i (u; X) = (X — 1)

et en particulier Nrdy /K(u) = 1. Par ailleurs, on a det u = 1 d’apres la prop. 3 de
VIII, p. 443; la formule (64) est donc établie dans ce cas.

Remarque. — On a Nrdg i (u) = 0 si I'élément u de E n’est pas inversible (VIII,
p. 334, prop. 3).



A VIIIL.344 NORMES ET TRACES REDUITES § 17

EXERCICES

1) Soient B une algebre de degré fini sur le corps commutatif K et b un élément de B.
a) Si b est nilpotent, on a Try;/k(b) = 0 pour tout A-module M de dimension finie
sur K. En déduire que si b appartient au radical de B, on a Try /K(bc) = 0 pour tout c € B.
b) Si Trg/k(bc) = 0 pour tout B-module simple S et tout ¢ € B, prouver que b
appartient au radical de B (utiliser le théoréme de densité).

2) Soit B une algebre de degré fini n sur le corps commutatif K. Pour tout élément b de B,
on note Pmp/k(b; X) le polynéme minimal de b sur K (V, p. 15). On a Pmp /g (b;X) =
Prgo /i (b; X).

a) Démontrer que Pmp k (b; X) divise Peg/k (b; X), lequel divise (Pmgp/xk (b; X))".

b) Pour toute extension L de K, on a PmB(L)/L(l ® b; X) = Pmpx (b; X).

¢) Soit (e;)ier une base de B sur K, Y = (Y;);er une famille d’indéterminées. On ap-
pelle polynome principal de algebre B relativement & la base (e;), et on note P((e;); X;Y),
ou simplement P(X;Y), le polynéme minimal sur K(Y) de 'élément 3,1 Yie; de Bk y))-
*Démontrer qu'il appartient & K[X;Y] (¢f. AC, VII, p. 230, lemme 1 et th. 2).

d) Soient (e;) une autre base de B sur K et (\;;) la matrice & coefficients dans K
telle que e; = 35, Njje); pour 4 € T; si Pon pose Y; = 3, A;;Y;, on a P((e;); X;Y) =
P((e}); X;Y’). Soit b = Y, Bie; un élément de B; le polynoéme P((e;); X; 51, .., Bn) est
indépendant du choix de la base (e;) ; on dit que c’est le polynome principal de z sur K. Il
divise Pcpx (b; X), et est multiple de Pmp ik (b; X).x

e) Soit B’ une autre K-algebre de degré fini ; calculer le polynéme principal de I’algébre
B x B’ relativement & une base convenable.

3) a) Soit A une algebre centrale et simple de degré fini sur K. Démontrer que le polynéme
principal d’un élément a de A est Pcrd s /K(a; X). Le polynome principal de A (relativement
a une base de A sur K) est le polynome P considéré dans le lemme 4 de VIII, p. 338 (se
ramener au cas o B = M, (K)).

b) Soit B une algébre absolument semi-simple sur K, . I'ensemble des classes de
B-modules simples. Prouver que le polynoéme principal d’un élément b de B est égal au
produit des polynémes Pcg /K(b; X) pour S parcourant . (se ramener au cas ot K est
algébriquement clos).

€ 4) Soient D un corps, o un automorphisme de D, A 'anneau D[X], (VIIL, p. 10), n un
entier > 2 et a un élément non nul de D. On note f I'élément X" — a de A.

a) Pour que I'idéal A f soit bilatére, il faut et il suffit qu'on ait o(a) = a et o™ (z) =
aza™" pour tout z € D.

b) On suppose que le groupe p, des racines n-émes de 1'unité contenues dans le centre
de D est cyclique d’ordre n et fixe par o. Soit g € A un polynéme unitaire irréductible
(VIIL, p. 21, exerc. 27) divisant f a droite ; prouver que le degré d de g divise n et que f est
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produit de n/d polyndmes de degré d (soit h le polyndme unitaire tel que Ah = e, Agc,
avec g¢(X) = g(¢X); remarquer qu’on a nécessairement h(¢X) = h(X) pour tout ¢ € pp,
et en déduire h = f. Appliquer ensuite loc. cit. b), en construisant, pour 1 < i < n/d, un
élément (; de py, et un polyndme h; de degré id tel que Age, N--- N Age, = Ahy).

Si de plus Iidéal Af est bilatere, Panneau A/Af est semi-simple, et ses composants
simples ont méme longueur (observer que tout (A/Af)- module simple est isomorphe a
I'un des modules A/Agc).

¢) On suppose désormais que les hypotheses de b) sont satisfaites, que I'idéal Af est
bilateére et que n est premier. Déduire de b) qu’on est dans 'une des situations suivantes :

(i) Il existe b € D tel que a = b™ et que o soit Pautomorphisme intérieur associé & b;
lanneau C = A/Af est isomorphe & 'anneau produit D" ;

(ii) La condition de (i) n'est pas vérifiée, mais il existe ¢ € D tel que a =
o™ 1(c) o™ 2(c)...a(c) c; C est un anneau simple de longueur n ;

(iii) Il n’existe aucun élément c de D tel que a = o™ '(c) 0™ 2(c)...o(c) c; C est un
corps.

Dans le cas ou D est commutatif, retrouver les résultats de 'exerc. 11 de VIII, p. 325.
Si de plus n = 2, C est une algebre de quaternions sur le sous-corps K de D invariant
par o.

d) Démontrer qu'il existe un automorphisme 7 de C d’ordre n dont le sous-corps des
invariants est égal & D. Dans les cas (ii) et (iil) ci-dessus, D est un sous-corps galoisien
de C (exerc. 16 de VIII, p. 270).

e) On suppose que o est I'automorphisme intérieur associé & un élément d de D.
Prouver qu’on a a = d"z, ou z appartient au centre Z de C, et que I'anneau C est
isomorphe au produit tensoriel D ®y Z[X]/(X™ — 2).

f) On suppose que o n’est pas intérieur. Démontrer que le centre de C est le sous-corps
de Z formé des éléments invariants par o.

9 5) Soient Ky le corps de fractions rationnelles Q(X), K lextension quadratique Ko(p),
oft p est une racine cubique primitive de I'unité, D Pextension cyclique K(V/X) de K, o
un générateur du groupe de Galois de D sur K. On considére I'algébre C définie par la
méthode de l'exerc. 4, avec n = 3 et a = 2.

a) Prouver que C est un corps de centre K, de degré 9 sur K (pour voir que D ne
contient pas d’élément de norme 2, on se rameénera a prouver qu’il ne peut y avoir de
relation de la forme 2F3 = P3 + XQ? 4+ X2R? + 3XPQR, ot F, P, Q, R sont des polynémes
de Q(p)[X], étrangers dans leur ensemble; considérer pour cela les termes de plus bas
degré de ces polyndmes).

b) Démontrer qu’il n’existe aucun automorphisme de C prolongeant 1'unique Ko-
automorphisme de K distinct de l'identité (se ramener au cas ot un tel automorphisme
préserverait D). En déduire que Ko n’est pas un sous-corps galoisien de C (VIII, p. 270,
exerc. 16), et qu’il n’existe aucun Kg-automorphisme de C qui soit d’ordre 2.
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¢) Soient ¢ un élément de D tel que €3 = X, 7 un élément de C tel que > = 2 et
né = pé&n; on pose ¢ = £+n-+n?. Prouver que K(¢) est un sous-corps commutatif maximal
de D, non galoisien sur K, alors que les sous-corps commutatifs maximaux K(§) et K(n)
sont galoisiens sur K (on pourra calculer ¢?).

2 sur K. Soient = un élément de D, de degré

6) Soit D un corps de centre K et de degré m’
n > 1sur K, et f(X) son polynéme minimal sur K.

a) Démontrer qu'un polynéme unitaire de D[X] (VIII, p. 10) de degré < n ne peut
étre divisible a droite par tous les polyndmes X — tzt~! pour ¢t € D* (observer que le
générateur unitaire de I'idéal N(D[X] (X — tzt™1)) a ses coefficients dans K).

b) Soient u(X),v(X),w(X) trois polynémes unitaires de D[X] tels que u(X) =
v(X)w(X), et que X — z soit diviseur & droite de u(X) mais pas de w(X), de sorte que
w(X) = ¢(X) (X — x) +t avec ¢ € D*. Démontrer que X — tzt~! est un diviseur a droite
de v(X).

¢) Déduire de a) et b) qu'il existe n éléments t1,...,¢, de D tels qu'on ait

FX) = (X —tyatyh) . (X = taatyh)

(remarquer que f(X) est divisible & droite par tous les polynomes X — tat™1).
d) En déduire que Trdp k() (resp. Nrdp k(z)) est somme (resp. produit) de m
éléments de la forme tzt~" (appliquer la prop. 8 de VIII, p. 340).

7) Soit D un corps de centre K, de rang fini sur K, muni d'une structure d’ordre total
compatible avec sa structure de groupe additif et telle que le produit de deux éléments
positifs soit positif. Prouver que D est égal a K (démontrer que K est de caractéristique
nulle; si D # K, remarquer qu'’il existe des éléments = dans D=K tels que Trdp g (z) = 0,
et appliquer 'exerc. 6 d)).
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1. Polynémes sur un corps fini

THEOREME 1 (Chevalley-Warning). — Soit K un corps commutatif fini, de carac-
téristique p. Soient n un entier > 1 et (f;);er une famille finie d’éléments non nuls de
K[Xy,...,X,]. Notons Z l’ensemble des éléments x de K" tels que l'on ait f,(x) =0
pour i € 1. Si l'on an > Y, deg(f;), le cardinal de Z est divisible par p.

Lemme 1. — Soient L un corps, G un groupe fini et x un homomorphisme non
trivial de G dans le groupe multiplicatif L*. On a ¥ cq x(z) = 0.
Par hypothése, il existe un élément a de G tel que x(a) # 1; comme la multi-
plication par a est une permutation de G, on a
> x(@) =) xlax) = x(a) }_ x(@),
zeG zeG zeG

d’ou le lemme 1.

Lemme 2. — Soit q le cardinal de K. Pour tout entier m > 0, posons S,, =
Yeek ™. On a S, = —1 si m est un multiple non nul de ¢ — 1 et S,, = 0 dans les
autres cas.

Rappelons que 0° = 1 (I, p. 13). Supposons m multiple de ¢ — 1. Comme
le groupe commutatif K* est d’ordre ¢ — 1, on a 2™ = 1 pour tout x € K*, et
Sy =0m+ (¢—1)-1, d’ou l'assertion dans ce cas.

Supposons que m ne soit pas multiple de ¢ — 1. Posons x(z) = 2™ pour x € K*.
Comme le groupe multiplicatif K* est cyclique d’ordre ¢ — 1 (V, p. 89, prop. 1), il
existe un élément a de K* tel que x(a) # 1. D’apres le lemme 1 appliqué a G = K*,
on a

S, =0"+ > x(z) =0,

reK*
d’ou le lemme 2.
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Prouvons maintenant le théoréme 1. Soit x = (xy,...,x,) un élément de K";
onal-— fi(x)7" =0si fi(x) # 0et1— f(x)" = 1si fi(x) = 0. Posons
P=II_,(1-f";ona

1 sixeZ,

M Px) = 0 six¢Z.

Développons le polynéme P sous la forme Y-, nn ¢, X% il est de degré < (¢ — 1)n
par hypothese. Soit @ un élément de N™ tel que ¢, soit non nul; puisque 'on a
a; + - +a, < (¢—1)n, il existe donc un entier £ tel que 1 < <net 0 < oy <
g — 1. D’apres le lemme 2, on a alors ), 2* = 0, d’ou

xeKn j=1 ‘zeK

On a donc

S Px)= ). ca< > X“) =0.

xeK” aeN™ xeK™
Or, d’apres la formule (1), on a Y,k P(x) = Card(Z) - 1, d’ott Card(Z) -1 =0, ce
qui signifie que Card(Z) est divisible par p.

COROLLAIRE. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie n sur K, T un
ensemble fini, et pour chaque i € 1, soit ¥, : V.— K une application polynomiale
homogéne de degré d; > 0. Si l'on a Y ;.1 d; < n, il existe un élément non nul x de
V tel que F;(x) = 0 pour tout i € 1.

Soit (ey,...,e,) une base de V sur K. Par définition des applications poly-
nomiales homogeénes (IV, p. 52, déf. 3), il existe pour tout ¢ € I un polyndme
fi dans K[X,,...,X,] homogene de degré d;, tel que 'on ait F,(§eq,...,&,6,) =
fi(&, .., &,)- Soit Z lensemble des éléments x de V tels que F,(z) = 0 pour tout
1 € I. D’apres le théoreme 1, le cardinal de Z est divisible par p et, comme 0 appar-
tient & S, on a Card(Z) > p > 1.

2. Algébres simples sur un corps fini

THEOREME 2 (Wedderburn). — Tout corps fini est commutatif.

Soit D un corps fini et soit K son centre. La K-algebre D est centrale et simple, de
degré m?, olt m est un entier strictement positif. La norme réduite est une application
polynomiale Nrd : D — K, homogene de degré m (VIII, p. 338, prop. 6) et 'on a



N° 2 ALGEBRES SIMPLES SUR UN CORPS FINI A VIIIL.349

Nrd(a) # 0 pour tout a # 0 dans D (VIII, p. 334, prop. 3). Le corollaire ci-dessus
entraine m > m?, d'ottm = 1. On a donc D = K.

COROLLAIRE 1. — Tout anneau simple fini est isomorphe a un anneau de matrices
M, (L) ou n est un entier strictement positif et L un corps commutatif fini.

Cela résulte du théoreme 2 et du théoreme de structure des anneaux simples
(VIIL, p. 116, th. 1).

COROLLAIRE 2. — Soit K un corps commutatif fini. Toute algebre simple centrale
sur K est isomorphe d une algébre de matrices M,,(K) ot n est un entier strictement
positif.

Cela résulte du théoréme 2 et du théoreme de structure des algebres centrales
simples (VIIL, p. 248, th. 1).

Remarques. — 1) Voici une autre démonstration du théoréme 2. Soit D un corps
fini, soit K son centre et soit L un sous-corps commutatif maximal de D. Soit z un
élément de D*; il appartient a un sous-corps commutatif maximal L; de D; on a
I’égalité

D:K]=[L:K?=[L;:K?
d’apres le cor. 2 de VIII, p. 261, d’ou [L : K] = [L; : K]. D’aprés la prop. 3 de
V, p. 90, les extensions L et L; de K sont isomorphes. D’apres VIII, p. 259, cor.,

' = L,, donc a~'za appartient a L. On

il existe un élément a de D* tel que al.a™
a alors (ay) 'z(ay) = a lxza pour tout y € L*. Par suite, si S est un ensemble de
représentants de classes & gauche dans D* modulo L*, tout élément de D* = {1}
s'écrit szs1, avec s € S et x € L* = {1}. Notons d Pordre de D* et £ celui de L*;
comme le cardinal de S est égal a d/¢, ona d—1< (d/¢)({ —1) =d—d/l; on en
déduit ¢ = d, d’ou L = D, ce qui prouve que le corps D est commutatif.

2) Soit L un corps commutatif qui satisfait & la propriété suivante :

(Cy) Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps L, soit d tel que
0 < d < n. Pour toute application polynomiale homogéne ¥ : V. — L de degré d, il
existe un élément non nul x de V tel que F(x) = 0.

La démonstration du théoreme 2 prouve que tout corps de centre L et de degré
fini sur L est égal a L.

D’aprés le cor. de VIII, p. 348 tout corps fini possede la propriété (C;). On peut
prouver (VIII, p. 352, exerc. 7) que les corps suivants possédent la propriété (C,) :
— toute extension algébrique d’un corps fini;

— tout corps de fractions rationnelles en une indéterminée a coefficients dans un
corps algébriquement clos (théoréme de Tsen).
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— *tout corps muni d’une valuation discréte, pour laquelle il est complet, et dont le
corps résiduel est algébriquement clos (VIII, p. 327, exerc. 17).,

3) Supposons que le corps K satisfasse & la condition suivante :
— Si L est une extension de degré fini de K, elle est cyclique et 'application norme
N: L* — K* est surjective.
Cette condition est en particulier vérifiée si le corps K est fini (V, p. 91, prop. 4).
On peut alors démontrer que tout corps de centre K, de degré fini sur K, est égal
a K (exerc. 10 de VIII, p. 325).
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EXERCICES

1) Soit D un corps.

a) Soit E un sous-corps distinct de D, dont le groupe multiplicatif E* est d’indice fini
dans D*. Prouver que D est fini (si (a,) est une suite d’éléments distincts de E et 2 un
élément de D —E, considérer les classes mod. E* des éléments x + a,).

b) Démontrer qu'un élément de D qui n’a qu'un nombre fini de conjugués appartient
au centre Z de D (appliquer a) au corps commutant de cet élément dans D).

¢) En déduire qu'un polynéme de Z[X] qui a une racine dans D=7 a une infinité de
racines dans D =—7.

9 2) Soient A une K-algebre et m un entier. On suppose que tout élément de A est
algébrique de degré < m sur K.

a) Si A est un anneau primitif, démontrer qu’il existe un entier » < m et un corps D
dont tous les éléments sont de degré < m sur K tel que A soit isomorphe & l'algébre de
matrices M, (D). (Si A n’est pas simple, déduire du théoréme de densité qu’il existe, pour
tout entier n, une sous-algébre A, de A et un homomorphisme surjectif A, — M, (D);
observer que I'algébre M,,(D) contient des éléments X tels que X"~ ! # 0 et X" = 0.)

b) On suppose que le corps K est infini. Prouver que l'algébre A /9R(A) est semi-simple
et admet au plus m composants simples (observer que l'algébre K™ contient des éléments
de degré n sur K; en déduire que A admet au plus m idéaux bilatéres maximaux, et
conclure & l'aide de @)). Si de plus K est parfait, A/9R(A) est de rang fini sur K.

9 3) Soit K un corps commutatif. On dit qu'une K-algebre A est algébrique si tous ses
éléments sont algébriques sur K. Toute algebre de rang fini est algébrique; toute sous-
algebre et toute algebre quotient d’une algebre algébrique sont algébriques. Le radical
d’une K-algebre algébrique est un nilidéal (VIII, p. 161, exerc. 5).

a) Prouver qu'une algebre algébrique est un anneau pseudo-régulier (VIII, p. 174,
exerc. 4; remarquer que pour tout x € A, il existe un élément y € K[z| et un entier k tel
que ¥ = zF+ly).

b) Soit A une K-algébre algébrique sans élément nilpotent autre que 0; prouver que
A est isomorphe & une sous-algebre d’un produit de corps. (Remarquer que toute algebre
quotient de A possede les mémes propriétés. Si A est primitive, prouver que c’est un corps
en raisonnant comme dans l'exerc. 2 a); dans le cas général, utiliser Pexerc. 12 de VIII,
p. 163.)

9 4) Soient K un corps fini, A une K-algebre algébrique (exerc. 3).
a) On suppose que A est un corps ; prouver que A est commutatif. (Soit 2 un élément
non central de A ; en considérant le corps Z(z), ot Z est le centre de A, démontrer qu'’il

1

existe un élément y € A tel que yxy~' = 2", avec " # x; en déduire une contradiction

en considérant le sous-corps K(z,y) de A.)
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b) On suppose que A ne contient pas d’élément nilpotent non nul; prouver que l'al-
gebre A est commutative (utiliser a) et exerc. 3).

5) Soient K un corps fini, m un entier et A une K-algeébre sans radical dont tout élément est
de degré < m. Prouver qu’il existe une extension finie L de K telle que A soit isomorphe
a une sous-algébre d’un produit (M, (L))' dont toutes les projections sont des algebres

simples (cf. exerc. 2 a)). Réciproque.

6) Soit A un anneau tel que, pour tout a € A, il existe un entier n(a) > 1 tel que
a™®) = q. Prouver que A est isomorphe au produit d’un nombre fini d’algébres algébriques
commutatives réduites sur des corps finis (observer que A est annulé par un entier n, puis
que pour tout nombre premier p, le p-composant A, du groupe additif A est un idéal
bilatére annulé par p; appliquer l'exerc. 4 b)). Réciproque.

7) a) Sile corps K posséde la propriété (Cy) (VIIL, p. 349), démontrer qu'il en est de méme
de toute extension algébrique de K (se ramener au cas d’'une extension L de K de degré
fini 7; si F est une fonction polynomiale homogene de degré d sur un L-espace vectoriel V,
démontrer que la fonction Ny, oF est polynomiale homogene de degré rd sur le K-espace

vectoriel V).

*b) On suppose désormais K algébriquement clos. Soient Fy,...,F, des polynomes
homogenes de degré > 0 en m indéterminées. Si n < m, démontrer qu’il existe a # 0 dans
K™ tel que Fi(a) = --- = Fp(a) = 0 (utiliser AC, VIII, p. 19, cor. 1 du th. 3 et p. 24,
prop. 2).

¢) Déduire de b) que le corps K(X) possede la propriété (Cy).

(Soit F un polynéme homogene de degré d en n variables, dont les coefficients
sont des polyndémes en X et soit v le maximum des degrés de ces coefficients. Soient
N un entier et Gi,...,G, des polyndmes en X de degré < N; démontrer que 1'égalité
F(G1[X],...,Gu[X]) = 0 équivaut & Pannulation de Nd + v + 1 polynémes homogeénes de
degré > 0 en les n(N + 1) coefficients des G;.)

d) Déduire de a) et ¢) qu'une extension de degré de transcendance < 1 d’un corps
algébriquement clos posseéde la propriété (Cy) (« théoréme de Tsen »).x
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Dans ce paragraphe, la lettre K désigne un corps commutatif.

1. Propriétés générales des algébres de quaternions

Soient «, 3,7 des éléments de K et soit F l'algebre de quaternions de type
(cv, B,7). Rappelons (III, p. 18) que F est une K-algébre associative et unifére pos-
sédant une base (1,4, j, k) sur K satisfaisant aux relations

(1) P=a+pi , jP=v , dij=k , ji=pj—k
C’est une algebre cayleyenne (III, p. 15, déf. 1) dont la conjugaison satisfait a
(2) i=f—i , j=—j , k=—k
Rappelons que la trace et la norme cayleyennes de F sont les applications Ty et Ny
de F dans K définies par Ty(q) = ¢+ 7 et Ng(q) = ¢q.

Le sous-espace vectoriel E de F de base (1,7) est une sous-algebre cayleyenne
commutative de F; c’est une algebre quadratique de type (o, 3) et F s’identifie a

I'extension cayleyenne de E définie par v (III, p. 17). Pour tout z € E, on a zj = jz.
Tout élément ¢ de F s’écrit de manieére unique sous la forme = + jy, avec x,y € E,

et I'on a
(3) 7=7—jy , Tel@)=2+T , Nplg)=2T—y7.
PROPOSITION 1. — Le polyndome caractéristique d’un élément q de F est égal a

(X2 — Te(@)X + Ne()) .

D’apres ce qui précéde, l'algebre F est un E-module & droite libre de base (1, 7).
Par conséquent, F[X] est un E[X]-module & droite libre de base (1,7). Notons u
I'endomorphisme du E[X]-module & droite F[X] défini par u(P) = (X — ¢)P pour
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tout P € F[X]. Le polynéme caractéristique de ¢ est le déterminant de u considéré
comme endomorphisme du K[X]-module F[X]. D’aprés la prop. 6 de III, p. 112, il
est égal & N(det u), ott N désigne la norme de E[X] & K[X]. Ecrivons ¢ sous la forme
x + jy, avec x,y € E. La matrice de u par rapport a la base (1, ) est <X:yz gg) ;
son déterminant est égal & D = (X — 2)(X — ) — yy7 = X? — Tp(q)X + Ng(q) (¢f.
formule (3)). Comme D appartient & K[X], on a N(D) = D2, d’ou la prop. 1.

Remarques. — 1) Supposons la caractéristique de K différente de 2 et posons i’ =
2i — 3. Alors (1,#') est une base de E sur K et I'on a i = 4a + 5% 11 en résulte
que E est isomorphe a I'algébre quadratique de type (4o + 32,0) et F & D'alggbre de
quaternions de type (4a + 32,0,7).

2) L’algebre de quaternions de type («, 0, ) est isomorphe a I’algébre de quater-
nions de type (7,0, ) (III, p. 18). Elle est aussi isomorphe a I’algebre de quaternions
de type (aa?,0,~c?) pour tout couple (a, c) d’éléments non nuls de K.

3) Soit ¢ un élément de F. Pour que ¢ soit nilpotent, il faut et il suffit que son

polynome caractéristique soit égal & X*, c’est-a-dire que Tp(¢) = Np(g) = 0 et on a
alors ¢> = 0.
Exzemple. — L’algebre de matrices M,(K) est isomorphe a Palgebre de quaternions
de type (0,1,1). Considérons en effet 1'algébre quadratique E = K x K (de type
(0,1)) et lalgebre de quaternions F = E + Ej, extension cayleyenne de E définie
par 'élément v = 1. L’application (a,b) — (&9) est un homomorphisme d’algebres
de E dans M, (K). Comme l'on a, pour a,b dans K,

Gaf)-6) G660

cet homomorphisme se prolonge en un homomorphisme d’algébres 6 : F — M, (K)

0((a,0) + (c,d)j) = (3 Z) .

Cet homomorphisme est bijectif. Lorsque la caractéristique de K est différente de 2,

défini par

lalgebre M, (K) est aussi isomorphe & l’algébre de quaternions de type (1,0, 1)
(remarque 1).
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2. Centre des algebres de quaternions

Soient a, 3, v des éléments de K et soit F I'algebre de quaternions de type
(a, B,7).

PROPOSITION 2. — a) Supposons le corps K de caractéristique différente de 2. Si
v ou 4o+ B2 est non nul, le centre de F est égal a K; sinon il est de dimension 2
et engendré par 1 et ij — ji.

b) Supposons le corps K de caractéristique 2. Si 5 # 0, le centre de F est égal
a K; st 8=0, lalgebre F est commutative.

D’apres la formule (30) de III, p. 18, on a
(4) ij—jgi=—Pj+2k, jk—kj=py—2vi, ki—ik=—-2aj—pk.

Pour qu'un élément ¢ = = + yi + zj + tk de F soit central, il faut et il suffit qu’il
commute avec 7 et j, c’est-a-dire qu’on ait

() 2+ ft=—Pfr+2at =0 et 2yt =Pyt =2y=LPy=0.

Supposons d’abord la caractéristique de K différente de 2. Si v est non nul, les
égalités (5) entrainent y = ¢ = 0 puis 2 = 0, dott g € K. Si v = 0 et 4o + 32 # 0,
elles entrainent y = z =t = 0 dott ¢ € K. Si v = 4a + 8% = 0, le systeme (5) se
réduit & y = 2z + St =0, d’ott ¢ = x + ¢/2(ij — ji), ce qui conclut la preuve de a).

Supposons maintenant le corps K de caractéristique 2. Le systéme (5) s’écrit
alors St = Bz = py =0, d’ou b).

3. Simplicité des algébres de quaternions

PROPOSITION 3. — Soient «, 3, v des éléments de K et soit F une algébre de
quaternions de type («, 3,7). Notons Ty et Np sa trace et sa norme cayleyennes.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’algébre F est centrale et simple;

(i) Pour tout élément non nul x de F, il existe y € F tel que Tp(xy) #0;

(iii) On a (4 + B%)y # 0.
Supposons qu’elles soient satisfaites. Alors, pour tout x appartenant a F, le polynome
caractéristique réduit de x est X* — Tp(x)X + Np(x). En particulier, Tp(z) est la
trace réduite de x et Np(x) sa norme réduite.
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(i)=(ii) : Si lalgebre F est centrale et simple, il résulte de la prop. 1 de VIII,
p. 353 et de la définition de la trace réduite (VIIL, p. 334, déf. 2) que T} est sa trace
réduite d’ou (ii) (VIII, p. 336, prop. 5).

(i) (iii) : Soit (e;);<;<4 une base de F de type («, 5,v) (III, p 18). La matrice
(Tr(ese;)) est égale a

2 B 0 0

B 2a+p% 0 0

0 0 2y By

0 0 By —2ay
Son déterminant est —y2(4a + 3?)%. L’équivalence des conditions (ii) et (iii) résulte
de V, p. 47, lemme 1.

(iii)=-(i) : Supposons (4o + %)y # 0. On a alors v # 0 et on a 3 # 0 si K est
de caractéristique 2. D’apres la prop. 2, I'algebre F est centrale. Soit  un élément
du radical de Jacobson de F. Pour tout y € F, xy est nilpotent, donc Tg(zy) = 0
(remarque 3 de VIII, p. 354). Comme (ii) est équivalent a (iii), on a = 0. Cela
prouve que F est une K-algebre semi-simple. Puisque son centre est K, elle est simple.

La derniere assertion résulte de la prop. 1 et de la définition du polyndéme
caractéristique réduit (VIII, p. 333, déf. 1).

Notons p la caractéristique de K. D’apres la prop. 3, si p # 2, toute algebre de
quaternions sur K de type (a,0,7), avec v et v dans K*, est centrale et simple. Si
p = 2, toute algébre de quaternions de type (o, 1,7), avec o € K et 7 € K*, est
centrale et simple. Inversement :

PROPOSITION 4. — Soit A une algébre centrale et simple de degré 4 sur K. Notons p
la caractéristique de K.

a) Sip+# 2, il existe des éléments non nuls « ety de K tels que Ualgébre A soit
isomorphe d lalgébre de quaternions de type («,0,7).

b) Sip =2, il existe un élément o de K et un élément v de K* tels que l’algébre
A soit isomorphe a Ualgébre de quaternions de type (o, 1,7).

D’aprés le théoréme de Wedderburn (VIII, p. 116, th. 1), il existe un entier
r > 1 et un corps D de centre K tels que A soit isomorphe a M, (D). On a alors
r?[D: K] =[A: K] =4. Sir=2 A estisomorphe & M,(K) et la proposition 4
résulte de 'exemple de VIII, p. 354 ; sinon, on ar = 1 et A est un corps de centre K. 11
possede alors un sous-corps commutatif maximal E qui est une extension séparable
de K; comme A est de degré 4 sur K, l'extension E est de degré 2 sur K (VIII,
p. 261, cor. 2). Elle est donc quadratique (III, p. 16). Soit s la conjugaison dans E
(ITI, p. 14). D’apres le théoréme de Skolem-Noether (VIII, p. 253, cor. 1), il existe
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un élément inversible j de A tel que l'on ait s(x) = jaj~! pour tout = dans E.
Comme E est séparable sur K, on a s # Idg, d’ott j ¢ E; comme A est un espace
vectoriel de dimension 4 sur K, c¢’est un espace vectoriel a gauche de dimension 2
sur B, dott A = E® Ej . Comme s? = Idg, I'élément j2 de A appartient au centre
de A ; il existe donc un élément v de K* tel que j2 = .

Lorsque p # 2, il existe un élément i de E et un élément @ € K* tels que
E = K(i) et > = o (V, p. 86, exemple 3); dans ce cas, A est isomorphe & P'algebre
de quaternions de type («,0,7v). Lorsque p = 2, il existe un élément i de E et un
élément o de K tels que E = K(i) et 2 =i + a (V, p. 89, exemple 2), de sorte que
A est isomorphe a 'algebre de quaternions de type (o, 1, 7).

COROLLAIRE 1. — Soit A une K-algébre centrale et simple, de degré fini > 1, dont
tout élément est algébrique de degré < 2 sur K. Alors A est isomorphe a une algébre
de quaternions sur K.

Si K est fini, 'algebre A est isomorphe & une algeébre de matrices M, (K) (VIII,
p. 349, cor. 2), donc contient des éléments de degré n sur K; ’hypothése entraine
n = 2, d’ou le résultat dans ce cas (VIII, p. 354, exemple). Supposons le corps
K infini. Soit L une sous-algebre étale maximale de A. D’apres V, p. 40, prop. 7, il
existe un élément x de A tel que la K-algébre L soit égale a K[z], donc par hypothése
de degré < 2. Comme on a [A : K] = [L : K|? (VIIL, p. 260, prop. 4 et p. 258, prop. 3)
on en déduit [A : K] =4; le corollaire 1 résulte alors de la prop. 4.

COROLLAIRE 2. — Soit (E, s) une algébre cayleyenne sur K, telle que la K-algébre
E soit centrale, simple et de degré fini > 1 sur K. Alors E est isomorphe d une
algébre de quaternions sur K.

Tout élément u de E satisfait & u? — Ty(u) u + Ng(u) = 0, donc la K-algebre E
est isomorphe & une algebre de quaternions (cor. 1).

4. Critéres pour qu’une algébre de quaternions soit un corps

Soient a, £, des éléments du corps K et soit F l'algebre de quaternions de
type (o, 8,7). Comme au n° 1, notons (1,4, 7, k) la base canonique de F et E la
sous-algebre K + Ki de F.

PROPOSITION 5. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) L’algébre de quaternions F est un corps;
(i) Il nexiste aucun élément non nul g € F tel que Tp(q) = Ng(¢) =0;
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(iii) Tout élément de ¥ de carré nul est nul;

(iv) Il n'existe aucun vecteur non nul (z,y, z,t) de K* tel que
22+ Bry — ay? — y(2* + Bzt — at?) = 0;
(v) Il n'eziste aucun vecteur non nul (z,y,z) de K3 tel que
22+ fay —ay? — 42 =0;

(vi) L’algébre quadratique E est un corps et v n’est pas la norme d’un élément
de E.

Pour qu'un élément g de F soit inversible, il faut et il suffit que Ng(q) soit
différent de 0. L’équivalence de (i) et (iv) résulte donc de la formule (31) de III, p.
18; il est clair que (i) implique (iii) et que (iv) implique (v).

L’équivalence de (ii) et (iii) résulte de la remarque 3 de VIII, p. 354.

Supposons que F ne soit pas un corps. Si y(4a+3?) # 0, Palgébre F est centrale
et simple de degré 4 sur K ; elle est isomorphe a 1’algébre M, (K) (VIII, p. 116, th. 1)
et contient donc un élément non nul de carré nul. Siy = 0, on a j2 = 0. Si 4a+3% = 0,
ona (2 —B)> =0et 2i — 3 # 0 si K est de caractéristique différente de 2. Enfin,
si K est de caractéristique 2 et que 3 est nul, on a Tr(¢) = 0 pour tout ¢ € F (III, p.
18, formule (31)); comme F n’est pas un corps, il existe un élément non nul ¢ de F
tel que Np(q) = 0; on a ¢*> = 0. Cela démontre I'implication (iii)=-(i).

Soit ¢ = x + yi un élément de E. On a Ny« (q) = 2% + Bry — ay?. Supposons
la condition (v) satisfaite. On a Ny i (q) — v # 0 et Ng,x(q) # 0 si ¢ # 0, d’olt (vi).

Enfin, supposons la condition (vi) satisfaite. Soit ¢ un élément non nul de F;
écrivons-le sous la forme u + vj, avec u et v dans E. Si v est nul, g est inversible.
Si v nest pas nul, on a Np(q) = Np(v)Np(v™'u + j) = Ngk(v) (NE/K(U*IU) - 7)
d’apres I11, p. 17, formule (24). Comme 7 n’est pas une norme, Ng(g) n’est pas nul,
et ¢ est inversible.

Remarque. — Supposons que 'algebre de quaternions F soit un corps. Il résulte de
I'égalité j2 = v que I'on a v # 0. D’apreés la prop. 2 de VIII, p. 355, le centre de F
est égal a K, sauf si K est de caractéristique 2 et que f est nul, auquel cas I'algebre

F est commutative.



N° 5 ALGEBRES SUR UN CORPS ORDONNE MAXIMAL A VIII.359

5. Algebres sur un corps ordonné maximal

Soit R un corps ordonné maximal (VI, p. 24). Soit C la R-algebre quadratique
de type (—1,0); si (1,4) est sa base canonique, on a i> = —1. De plus, C est une
cloture algébrique de R (VI, p. 25, th. 3). Soit H la R-algébre de quaternions de
type (—=1,0,—1). La table de multiplication de H dans sa base canonique (1,1, j, k)
est donnée par

P=2=k=—-1, ij=—ji=k —itk=ki=j, jk=—kj=1i.

On identifie C a la sous-algebre R+ Ri de H. Le conjugué d'un élément ¢ = x +yi +
zj +tk de H est § = x — yi — zj — tk. La trace et la norme cayleyennes de ¢ sont
données par

T(q) =q+7g=2x, N(g)=qq=2"+y"+2"+1"

Comme R est un corps ordonné, on a N(¢) > 0 si ¢ # 0, donc H est un corps, de
centre R (VIII, p. 355, prop. 2). La trace et la norme réduites d’un élément ¢ de H
sont T(q) et N(q) respectivement.

THEOREME 1. — Soit D une R-algébre de degré fini qui est un corps. Alors D est
isomorphe a R, C ou H.

Notons Z le centre de D et soit L un sous-corps commutatif maximal de D. On
a[D:Z] =[L:Z* dapres VIII, p. 261, cor. 2; de plus, on a [L : R] < 2 puisque C
est une cloture algébrique de R. Il y a donc trois cas possibles :

a)OnaR=Z=L,dou[D:Z]=1etD=R.

b)OnaR #ZetZ =L, dou[D:7Z =1etD = L; dans ce cas, D est
isomorphe a C.

c)OnaR="7Zet [L:R] =2 dou[D:R] =4. Daprés la prop. 4 de VIII,

p. 356, la R-algebre D est isomorphe a une algebre de quaternions de type («, 0,7)

2 = On

o « et 7y sont des éléments non nuls de R. Soit i € D=7 tel que i
aa#0.Sia>0,il existe a € R tel que a®> = o (VI, p. 25, th. 3); on a alors
(a —i)(a+14) =0, ce qui est absurde puisque D est un corps. On a donc o < 0. On
démontre de méme l'inégalité v < 0. Il existe alors des éléments a et ¢ de R* tels
que a = —a? et v = —c? (loc. cit.). L’algebre D est donc isomorphe & l'algébre de
quaternions de type (—1,0,—1) (VIII, p. 354, remarque 2), c’est-a~dire a H.

Remarques. — 1) Soit O l'algébre d’octonions de type (—1,0,—1,—1) sur R (III,
p. 176). Soit D une algébre cayleyenne alternative sur R telle que tout élément
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non nul de D ait un inverse. On peut démontrer (VIIL, p. 362, exerc. 5) que D est
isomorphe a R, C, H ou O.
*2) Ce qui précede s’applique au corps R des nombres réels. Toute R-algébre de
degré fini qui est un corps est isomorphe a R, C ou H.
3) Soit A une algébre normée sur le corps R. Supposons que A soit un corps.
Alors A est isomorphe & R, C ou H (« théoréme de Gelfand-Mazur ») (cf. AC,
p. 123, th. 1 et TS, I, §2, n° 5, cor. 2).,
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EXERCICES

1) a) Soit D un corps non commutatif de centre K, dont tout élément est de degré < 2
sur K. Prouver que D est un corps de quaternions sur K (utiliser l'exerc. 6, b) de VIII,
p. 266).

b) Prouver qu'une K-algebre cayleyenne qui est un corps non commutatif de centre K
est un corps de quaternions sur K.

€ 2) a) Soient A un anneau simple, de rang fini sur son centre K et s un antiautomorphisme
involutif de A. Soit s/ un antiautomorphisme involutif de A qui coincide avec s sur K.
Prouver qu’il existe un élément a de A tel qu'on ait s'(x) = as(z)a™! pour tout z € A
et s(a) = a ou s(a) = —a (appliquer le th. de Skolem-Noether et le th. 3 de V, p. 81).
Réciproque.

b) On suppose que la restriction de s & K n’est pas l'identité ; soit Ko le sous-corps
de K formé des éléments fixés par s. Démontrer que 'ensemble Ag (resp. A) des éléments a
de A tels que s(a) = a (resp. s(a) = —a) est un sous-Ko-espace vectoriel de A de dimension
[A : K] et que Ag est une Ko-structure de A (utiliser V, p. 61, prop. 7).

¢) On suppose que la restriction de s & K est 'identité ; on pose [A : K] = m?. Prouver
que A est un sous-Ko-espace vectoriel de A de dimension m(m+1)/2 ou m(m —1)/2 (se
ramener au cas ou A est une algebre de matrices sur K et utiliser a)).

9 3) Soit (F,s) une K-algebre cayleyenne (associative) semi-simple.

a) Prouver que la K-algebre F est simple ou isomorphe au produit d’une algébre
simple et de lalgebre opposée (considérer 'action de la conjugaison sur ’ensemble des
idempotents centraux).

b) Si F n’est pas commutative, prouver qu’elle est isomorphe & une algebre de qua-
ternions sur K (utiliser I'exerc. 1).

¢) Si F est commutative, prouver que l'on est dans 'un des cas suivants :

a) F =K, s est l'identité ;

B) F =K xK, s(\, 1) = (1, A);

v) F est une extension quadratique séparable de K et s automorphisme non trivial
de F;

) K est de caractéristique 2, F est une extension radicielle de hauteur un de K, et s
est I'identité.

9 4) Soient (F,s) une K-algébre cayleyenne (associative) artinienne, et v son radical.

a) Prouver quon a 22 = 0 et s(z) = —z pour tout = € v; lalgébre F = F/v est
cayleyenne et isomorphe a I'une des algebres décrites dans I'exerc. 3.

b) Si F est une algébre de quaternions sur K, t est réduit & 0 (observer qu'on a
(ab —ba)z =0 pour a,b € F, z € v).
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¢) On suppose I commutative. Démontrer que 3 est réduit & 0 mais pas nécessaire-
ment t2.

d) On suppose que F est commutative et t? réduit & 0. Démontrer qu'il existe un
F-module V tel que F soit isomorphe & F @ V munie de la structure de K-algébre pour
laquelle on a (A, v)(u, w) = (A, Mw—+s(p)v) (dans les cas «) & ) de 'exerc. 3 ¢), utiliser le
cor. 1 de VIII, p. 240. Dans le cas §), choisir une p-base (e;);e1 de F sur K et pour chaque
1 € L un élément f; de F relevant e;, et démontrer que la sous-algébre de F engendrée par
les (f;) est isomorphe & F).

9 5) On suppose que la caractéristique de K est # 2. Soit F une K-algebre cayleyenne
alternative non nécessairement associative (III, App., n°2); on note s :  — T sa conju-
gaison, T et N sa trace et sa norme cayleyennes. On dit qu'une sous-algebre E de F est
non dégénérée si pour tout élément non nul = de E, il existe 2’/ € E tel que T(2Z’) # 0.

a) Démontrer 'égalité z(zy) + z(zTy) = T(Tz)y = (yx)z + (y2)T pour z,y,z dans F
(se ramener au cas z = ).

b) Soit E une sous-algébre de F, contenant 1, distincte de F, stable par s et de
dimension finie sur K ; on suppose que E et F sont non dégénérées. Démontrer qu’il existe
un élément non nul j de F tel que T(xj) = 0 pour tout z € E et N(j) # 0. On a j = —j,
xj = —jT pour tout x € E, et j2 = y1p avec v = —N(j).

¢) Soient z,y des éléments de E. Démontrer les formules z(yj) = (yz)j = (yj)T et
(z7)(yj) = vyyz (utiliser a) et 'exerc. 2 de III, p. 203).

d) Prouver que E + Ej est une sous-algebre de F, stable par s, non dégénérée, de
dimension 2 dim(E), qui s’identifie a4 'extension cayleyenne de (E, s) définie par . Déduire
de la prop. 3 de III, p. 175 que E est associative.

e) Déduire de ce qui précede que les K-algebres cayleyennes alternatives non dégéné-
rées sont les algebres suivantes :

(i) la K-algebre K munie de l'involution identique ;

(ii) les algebres quadratiques sur K de type (a,0), avec a # 0;

(iii) les algebres de quaternions sur K de type («,0,7) avec ay # 0;

(iv) les algebres d’octonions sur K de type («,0,7,d) avec aryd # 0.

(Construire une suite d’extensions cayleyennes K C E; C Eg C --- C F, et observer qu'une
algebre d’octonions n’est pas associative.)

f) Démontrer qu'une K-algébre cayleyenne alternative dont tout élément non nul est
inversible est de I'un des types précédents.

g) Soit R un corps ordonné maximal. Prouver qu'une R-algebre cayleyenne alternative
dont tout élément non nul est inversible est isomorphe a R, C, H ou O (VIII, p. 359,
remarque 1).

6) Soit H le corps de quaternions de type (—1,0,—1) sur Q.
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a) Pour qu’une extension K de Q déploie H, il faut et il suffit que —1 soit somme de
deux carrés dans K (appliquer les prop. 3 de VIII, p. 355 et 4 de VIII, p. 356).

b) Soit K une extension cyclique de Q, de degré 2™, qui déploie H. Prouver qu’aucun
sous-corps de K distinct de K ne déploie H (remarquer que l'unique sous-corps de K de
degré 2" est I'intersection de K et d’un corps ordonné maximal contenant Q).

¢) Soient k un entier > 1 et p un diviseur premier de 22* 4 1. Démontrer que le plus
grand entier n tel que 2" divise p — 1 est > k (remarquer quon a 2P~! = 1 (mod. p)).
Soient w une racine primitive p-éme de 1, et E = Q(w). Prouver que —1 est somme de
deux carrés dans E (soit F 'extension E(y/—1) ; démontrer que —1 appartient a Ny /e(F),
en prouvant qu'il en est ainsi de w et de 1 +w" et en utilisant identité H;;(l)(l +T%) =
Y T

d) Prouver que l'extension cyclique de degré 2" de Q contenue dans E déploie H
(appliquer VIII, p. 278, cor. 2).

9 7) On suppose la caractéristique de K différente de 2.
a) Soient D un corps contenant K et F 'algebre de quaternions sur K de type («, 0,7).
Prouver que pour que D ®k F ne soit pas un corps, il faut et il suffit qu’il existe dans D

2 — ay® = v (appliquer I'exerc. 4, ¢) de VIII,

deux éléments permutables z,y tels que x
p. 344 d’abord & D ®x K(i), puis & D @k F).

b) Soit F’ une autre algeébre de quaternions sur K. Pour que F @k F’ soit un corps, il
faut et il suffit que I'équation Ng(q) = Ng/(¢'), ot ¢ € F et ¢’ € F/ sont des quaternions
purs (III, p. 178, exerc. 3), ait pour seule solution ¢ = ¢’ = 0 (se ramener au cas ou F
est un corps et utiliser le critére de a); si ni z ni y n’appartiennent & K, remarquer que y

appartient & K(x) et écrire z = s + ¢, ot € K et ¢ est un quaternion pur).

8) Soient Ko un corps de caractéristique différente de 2, (X;,)n>1 et (Y )n>1 deux suites
infinies d’indéterminées, K le corps des fractions rationnelles Ko((Xy), (Y5)). Pour tout
n > 1, on désigne par F,, le corps de quaternions sur K de type (X,,0,Y,).

a) Démontrer que le produit tensoriel F = @,, Fp, (II1, p. 42) est un corps de centre K,
tel que tout sous-corps engendré par une partie finie soit de rang fini sur K (utiliser I'exerc.
7 a)).

b) Si u est un automorphisme intérieur de F, démontrer qu’il existe une partie finie J
de N telle que la restriction de u a F,,, pour n ¢ J, soit 'identité ; en déduire qu’il existe
un ensemble non dénombrable d’automorphismes non intérieurs de F.
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Dans ce paragraphe, on note K un anneau commutatif et A une K-algébre.
A partir du n° 2, on suppose que K est un corps, et l'on note A* le dual de Uespace
vectoriel A sur K; la notation A* ne désignera jamais le groupe multiplicatif de

lanneau A.

1. Représentations linéaires des algebres

DEFINITION 1. — Soit M un K-module. On appelle représentation linéaire de l’al-
gébre A dans M un K-homomorphisme 7 de A dans ’algébre Endy (M).

On dit aussi que le couple (M, 7) est une représentation linéaire de I'algébre
A. Lorsque M est un K-module libre, la dimension de M est appelée le degré (ou la
dimension) de 7.

Soit 7 une représentation linéaire de A dans M. La loi additive sur M et la loi
d’action (a,z) — m(a)(z) définissent sur M une structure de A-module a gauche,
que I'on note M. On dit que M. est le module de la représentation m. La structure
de K-module sur M est obtenue par restriction des scalaires a partir de la structure
de A-module sur M.

Réciproquement, soit E un A-module & gauche. Soit M le K-module déduit de E
par restriction des scalaires de A a K et soit 7 '’homomorphisme a — ap de A dans
Endg (M). Alors 7 est une représentation de A dans M et 'on a E = M_. On dit que
m est la représentation linéaire associée au A-module E.

Il revient au méme d’étudier les A-modules ou les représentations linéaires de A.
Nous allons traduire en langage de représentations linéaires certaines définitions

relatives aux modules.
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Soit 7 une représentation linéaire de A dans M. Le noyau de I'homomorphisme 7
. L'ho-
momorphisme 7 est injectif si et seulement si le A-module M est fidele ; on dit alors

est un idéal bilatere de A, qui n’est autre que 'annulateur du A-module M
que 7 est une représentation fidéle de A.

Soient (M, 7) et (M, ") des représentations linéaires de A. Une application A-
linéaire de M. dans M/, est une application K-linéaire u : M — M’ qui satisfait & la

relation
(1) 7'(a) ou = uom(a)

pour @ € A. Un isomorphisme de M sur M/, est un isomorphisme de K-modules
u: M — M satisfaisant & la condition

(2) 7'(a) =uon(a)ou™

pour a € A. On dit que 7 et ©’ sont isomorphes si les A-modules M. et M/, sont
isomorphes. On dit que 7 est une sous-représentation (resp. une représentation quo-
tient) de ©’ si M est un sous-module (resp. un module quotient) de M/,.

Supposons donnée une famille (M, 7;) de représentations linéaires de A. Soit M
le K-module somme directe des M, ; pour tout a € A, soit m(a) 'endomorphisme
(2;)ie1 = (m;(a)(x;));er de M. Alors 7 est une représentation linéaire de A dans M.
Le A-module M, est somme directe de la famille des A-modules (M), (i € I); on
dit que 7 est la somme directe des m;, et I'on écrit m = @ ;.

On dit que la représentation = de A dans M est simple ou irréductible si le A-
module M, est simple; on dit que la représentation = de A dans M est semi-simple,
ou complétement réductible, si le A-module M. est semi-simple.

Soit 7 une représentation linéaire de A dans M. Soit M* le K-module dual de M.
L’application a + *(m(a)) de A° dans Endg(M*) est la représentation transposée
de .

Soit L une K-algébre commutative et soit (M, ) une représentation linéaire
de la K-algébre A. L’homomorphisme 7y, : A, — Endy (M) correspondant a
la structure de A)-module de My est une représentation linéaire de la L-algebre
Aq)- On dit que 7y, est la représentation linéaire de I'algebre A, déduite de la
représentation ™ par extension a L de l'anneau K des scalaires.

Supposons que K soit un corps et que L soit une K-algebre commutative non
nulle. Soient 7 et 7’ des représentations linéaires de 'algebre A. 11 résulte de VIII,
p. 34, th. 3 que les représentations 7 et 7 sont isomorphes si et seulement si () et
7(y, le sont.
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Supposons que K soit un corps. Soit L une extension de K. Considérons le
groupe de Grothendieck Ry (A) (resp. Ry (A())) des A-modules de dimension fi-
nie sur K (resp. des A)-modules de dimension finie sur L). Nous avons vu que
I’homomorphisme de groupes

u: Rg(A) — RL(A(L))

défini par I'extension des scalaires est injectif; en outre, un élément £ € Ri(A) est
effectif si et seulement si u(§) Uest (VIIL, p. 191, th. 1).

2. Dual restreint d’une algéebre

On suppose désormais que K est un corps.

Pour a € A, notons «y(a) 'application z — ax et §(a) I'application z +— za de A
dans A. Alors « est une représentation linéaire de A dans A, appelée représentation
réguliere gauche ; de méme, & est une représentation linéaire de A° dans A, appelée
(par abus de langage) la représentation réguliére droite de A. Par transposition, on
déduit de & et «y des représentations linéaires des algebres A et A° dans 'espace
vectoriel A* qui définissent sur A* une structure de A-module & gauche, et une
structure de A°-module & gauche. Ces deux structures correspondent & une structure
de (A, A)-bimodule sur A* dont les lois d’action sont définies par les formules

3) (af,b) = (f,ba)
(4) (fa,b) = (f,ab)

pour a,b € Aet f € A"

On rappelle (II, p. 42, déf. 4) que si E est un sous-espace vectoriel de A, son
orthogonal E' dans A* est 'ensemble des formes linéaires sur A dont la restriction
a E est nulle. De méme l'orthogonal F’ dans A d’un sous-espace vectoriel F de A*
est l'intersection des noyaux des formes linéaires appartenant a F.

On sait (I, p. 104, th. 7) que l'application ¢ : E — E’ est une bijection de
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de codimension finie de A sur I’ensemble des
sous-espaces vectoriels de dimension finie de A*. L’application réciproque ¢! associe
a chaque sous-espace F de dimension finie de A* son orthogonal F’ dans A.

PROPOSITION 1. — a) L’application p induit une bijection de l'ensemble des idéaux
a gauche (vesp. d droite, resp. bilatéres) de A, de codimension finie, sur l’ensemble
des sous-A-modules d droite (resp. des sous-A-modules d gauche, resp. des sous-
bimodules) de A*, de dimension finie sur K.
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b) Tout idéal d gauche ou a droite de A, de codimension finie, contient un idéal
bilatere de codimension finie.

Les formules (3) et (4) démontrent que si E est un idéal & gauche de A, alors E/
est un sous-A-module a droite de A*; si V est un sous-A-module a droite de A*,
alors V' est un idéal a gauche de A. Le cas des idéaux a droite et celui des idéaux
bilatéres se traitent de maniére analogue. Ceci démontre a).

Soit a un idéal a gauche de A, de codimension finie. Le A-module a gauche
E = A,/a est de dimension finie sur K et il en est de méme de Endg(E). Le noyau
de ’homomorphisme a — ay de A dans Endg(E) est donc un idéal bilatére de
codimension finie de A, contenu dans a. Passant a 'anneau opposé A°, on voit
que tout idéal a droite, de codimension finie dans A, contient un idéal bilatere de

codimension finie.

DEFINITION 2. — On appelle dual restreint de la K-algébre A, et 'on note O(A),
la réunion dans A* des orthogonaux des idéauz bilatéres de codimension finie de A.

D’apres la prop. 1, on peut donner les caractérisations suivantes de O(A) ; c’est
au choix :

— la réunion des orthogonaux des idéaux a gauche de codimension finie de A ;
— la réunion des orthogonaux des idéaux a droite de codimension finie de A ;
— la réunion des orthogonaux des idéaux bilatéres de codimension finie de A ;
— la réunion des sous-A-modules a gauche de A* de dimension finie sur K;

— la réunion des sous-A-modules a droite de A* de dimension finie sur K

— la réunion des sous-(A, A)-bimodules de A* de dimension finie sur K.

On a O(A) = O(A°), et O(A) = A* si A est de degré fini sur K. Soit f € A*;
pour que f appartienne & O(A), il faut et il suffit que Af (resp. fA, resp. AfA) soit
un sous-espace vectoriel de A* de dimension finie sur K.

La somme de deux sous-(A, A)-bimodules de A* de dimension finie sur K est
de dimension finie sur K. Il en résulte que O(A) est un sous-(A, A)-bimodule de A*.

3. Coefficients d’un module

Soit E un A-module & gauche. Soit E* le dual de I'espace vectoriel E sur K ; on le
munit de sa structure naturelle de A-module & droite. Etant donnés des éléments z
de E et z* de E*, on note cg(z, z*) la forme linéaire

(5) cgz,2¥) s a v (2, ax)
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sur A. Ces formes linéaires s’appellent les coefficient de E. Le sous-espace de A*
engendré par les coefficients de E se note Og(A). Il est non nul si E est non nul.

Si F est un A-module isomorphe a E; alors E et F ont mémes coefficients et I'on
a Op(A) = O(A). Considérons E* comme un A°-module & gauche, un coefficient
de E est un coefficient de E* et Op(A) C Og.(A°). Par suite, si E est de dimension
finie sur K, alors E et E* ont mémes coefficients et 'on a Op(A) = O. (A°).

Soit (M, 7) une représentation linéaire de I'algeébre A. Les coefficients du A-
module M. sont aussi appelés les coefficients de la représentation m. Le coefficient
ey, (x,2%), pour x € M et et 2* € M*, se note aussi c,(z,z*); 'espace vectoriel
Oy, (A) est aussi noté O, (A).

Remarques. — 1) Supposons que M soit de dimension finie sur K; Soit (eq,...,e,)
une base de Vet soit (ef, . . ., €};) sa base duale. Notons (7,;(a)) la matrice de 7 (a) par
rapport a la base (e,...,e,) de V;ona m; = ¢ (e;, ¢). L'application a + (m;;(a))

est un homomorphisme de A dans M,,(K) ; un tel homomorphisme est parfois appelé
représentation matricielle de algebre A.

2) Soit E un A-module et soit E' un sous-module de E. Par le cor. du th. 5 de
IT, p. 102, on a O (A) C O(A) et O, (A) C Op(A).

Soit v 'unique application K-linéaire de E ®¢ E* dans A* qui a  ® z* as-
socie cg(x,z*). Elle est (A, A)-bilinéaire et son image est Og(A). On en déduit des
applications A-linéaires ¢, : E — Homy (E*, A*) et ¢ : E* — Homy, (E, A*) telles
que

cp(2)(2") = cp(z,27) = di(a”)().
Notons 8y Papplication K-linéaire 0y : E ® E* — Endg(E) caractérisée par la
relation
Op(z ®@2")(y) = (z", y)z
pour 2,y € E et 2* € E*. Son image est ’ensemble Endk (E) des endomorphismes
de rang fini de E (VIIL, p. 453). Par définition de la trace (loc. cit.), on a

Tr(Og(z @ 2¥)) = (z*, x)
pour z € E et z* € E*; on a donc
(vp(r @ a™),a) = (2%, az) = Tr(Og(az @ 7)) = Tr(fg(2z @ 27)a).
On en déduit la relation

(ve(h), a) = Tr(0g(h) o ag)
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pour a € A et h € E ®k E*. Ceci démontre que O(A) est I'ensemble des formes
linéaires a — Tr(u o ag) sur A, ot u parcourt Endk (E).

Lemme 1. — L’application cf, est bijective. Si E est de dimension finie, il en est de
méme de cf.

Si F est un A-module & droite et G un K-espace vectoriel, on a défini en II,
p. 74, prop. 1 a), un isomorphisme v de K-espaces vectoriels de Homy (F ®, E, G)
sur Hom , (E, Homy (F, G)). Cet isomorphisme associe & ¢ : F®, E — G 'homomor-
phisme e (f = o(f® e)). Compte tenu de 'isomorphisme canonique de A, ®, E
avec B (IL, p. 56), v s'identifie & ¢f dans le casou F = A, G = K.

De maniere analogue, 'isomorphisme 3 défini en II, p. 74, prop. 1 b) se spécialise
en un isomorphisme /5 de Homy (E* @4 A, K) sur Hom, (E*, Homy (A, K)). Lorsque
E est de dimension finie, E s’identifie canonique & Homy (E*, K) et E* 4 E* @, A,,
I'homomorphisme 3 s’identifie alors & cf;.

PROPOSITION 2. — Soit E un A-module d gauche.

a) L’ensemble des coefficients de E est la réunion des images des applications
A-linéaires de E dans A*.

b) Supposons en outre que E soit de dimension finie n sur K. Alors le A-module
a gauche Og(A) est isomorphe d un quotient de E", le A-module E est isomorphe d
un sous-module de Op(A)" et tout élément de Og(A) est un coefficient de E™.

L’assertion a) résulte de la surjectivité de cfs.

Démontrons b). Soit (e},...,e) une base de E* sur K. Comme Og(A) est
engendré par les coefficients de E, 'application A-linéaire
n
(x17 e 7In) = ZCE<xiv 6:)
i=1

de E" dans O (A) est surjective. D’aprés a), tout élément de ©(A) est un coefficient
de E™. Par ailleurs, 'application A-linéaire
v (cp(a,e]), . cpla,en)
de E dans O (A)™ est injective, d’ou b).
Remarque 3. — Soit E un sous-A-module a gauche de A*. Soit ¢ la forme linéaire

y — y(1) sur E. Pour tout  dans E, on a = cg(z, €), donc E est un sous-A-module

de O (A).
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4. Dual restreint et coefficients matriciels

PROPOSITION 3. — Soit (V,m) une représentation linéaire de dimension finie de
Ualgébre A. Le noyau a de w est un idéal bilatére de codimension finie de A, et ©_(A)
est l'orthogonal de a dans A*. L’application transposée de m définit un isomorphisme
du dual du K-espace vectoriel m(A) sur ©,(A).

Comme Endg (V) est de dimension finie sur K, a est un idéal bilatere de codi-
mension finie de A. L’espace vectoriel ©,(A) est un sous-espace de dimension finie
de A* et son orthogonal dans A est égal a a; d’apres le th. 7 de II, p. 104, 'espace
©,(A) est donc 'orthogonal de a dans A*. De plus, comme a est le noyau de , 'ap-
plication transposée de 7 définit un isomorphisme du dual de 7(A) sur I'orthogonal
de a dans A* (II, p. 102, cor. du th. 5).

COROLLAIRE. — Le dual restreint ©(A) de A est l’ensemble des coefficients des
représentations linéaires de dimension finie de A.

Par définition, ©(A) est la réunion des orthogonaux des idéaux bilateres de
codimension finie de A. On a donc ©,(A) C ©(A) pour toute représentation linéaire
de dimension finie 7 de A. Réciproquement, soit f un élément de ©(A) et soit a un
idéal bilatére de codimension finie, contenu dans le noyau de f (VIIL, p. 368, déf. 2).
Notons 7 la représentation linéaire de A dans A/a déduite par passage au quotient
de la représentation réguliére gauche dans A ; soit x la classe de 1 (mod. a), et z*
la forme linéaire sur A/a déduite de f. On a f = ¢ (x,2*), de sorte que f est un
coefficient de 7.

On prendra garde que si (V, ) est une représentation linéaire de A qui n’est
Z pas de dimension finie sur K, 'espace O,(A) n’est pas nécessairement contenu
dans ©(A).

5. Dual d’une algébre semi-simple

Soit ©*(A) le socle du A-module a gauche ©(A), c'est-a-dire (VIII, p. 61) le
plus grand sous-module semi-simple de ©(A). On note ., I'ensemble des classes
des A-modules (& gauche) simples qui sont de dimension finie sur K. Lorsque A est
une algébre semi-simple de degré fini sur K, on a A* = O(A) = ©%(A) puisque tout
A-module & gauche est semi-simple (VIII, p. 134, prop. 4).

THEOREME 1. — a) L’ensemble ©%(A) se compose des coefficients des représenta-
tions semi-simples de dimension finie de A. C’est un sous-(A, A)-bimodule de A*.
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b) Pour tout S € ., le composant isotypique de type S de O(A) est égal d
Og(A); le A-module d gauche ©%(A) est somme directe des sous-modules ©g(A),
ot S parcourt Si.

¢) Pour tout S dans Sk, le A-module & droite S* est simple et Og(A) est le
composant isotypique de type S* du A-module a droite ©(A). L’application qui a S
associe cl(S*) est une bijection de Fi sur Uensemble des classes de A°-modules
simples de dimension finie sur K.

d) Considéré comme A-module d droite, O(A) a pour socle OF(A).

Soit E un A-module semi-simple de dimension finie sur K. Tout coefficient de E
appartient a I'image d’une application A-linéaire de E dans A* (VIII, p. 370, prop. 2)
donc appartient & ©%(A). Inversement soit f € ©%(A). Alors le A-module Af est
de dimension finie sur K et est semi-simple. Par la remarque VIII, p. 358, f est un
coefficient de A f.

Pour tout S dans .%, le composant isotypique de type S de ©(A) est engendré
par les images des applications A-linéaires de S dans A*; il est donc égal & Og(A)
d’apres la prop. 2, a) de VIII, p. 370. D’autre part, si S est un A-module simple qui
n’est pas de dimension finie sur K, le composant isotypique de type S de ©(A) est
nul : en effet, tout sous-module simple de ©(A) est monogene, donc de dimension
finie sur K. Comme le socle de ©(A) est somme directe de ses composants isotypiques
(VIIL, p. 61, prop. 4), cela démontre b).

Soit S un A-module simple, de dimension finie sur K. Comme le K-espace vec-
toriel S n’est pas réduit a 0, il en est de méme de S*. Soit E un sous-module du
A-module a droite S*; son orthogonal E’ dans S est un sous-A-module de S ; comme
S est simple, on a ou bien E' = 0, d’ot E = S*, ou bien E' = S, d’on E = 0. Donc S*
est un A-module a droite simple.

On a ©(A°) = ©(A) (VIIL, p. 368); on identifie A-modules a droite et A°-
modules a gauche. Comme tout espace vectoriel de dimension finie sur K est iso-
morphe & son bidual, ce qui précede démontre que application S + ¢l(S*) est une
bijection de .k sur I'ensemble des classes de A°-modules simples de dimension fi-
nie sur K. Or, pour S dans %%, le composant isotypique de type S* de ©(A°) est
égal & Og.(A°) d’aprés l'assertion b) du th. 1 appliquée a lalgebre A°; et 'on a
B4+ (A°) = O4(A). Les assertions ¢) et d) résultent aussitot de 1a.

COROLLAIRE 1. — Toute A-module simple de dimension finie sur K est isomorphe
a un sous-A-module de ©(A).
Cela résulte du th. 1, b) car on a ©g(A) # 0 pour tout A-module non nul E.
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COROLLAIRE 2. — Si deux A-modules simples de dimension finie de A ont un
méme coefficient non nul, ils sont isomorphes.

Soient S; et S, des A-modules simples de dimension finie sur K ayant un méme
coefficient non nul. On a alors Og, (A) N Og,(A) # 0. Or Og, (A) est isotypique de
type S; et Og,(A) de type S,. Donc S; est isomorphe a S,.

D’apres le théoreme 1, ©%(A) est un sous-(A, A)-bimodule de A*, somme directe
des (A, A)-bimodules Og(A) pour S parcourant . ; ces bimodules sont deux a deux
non isomorphes, puisqu’ils sont déja non isomorphes comme A-modules & gauche.

Fixons S dans .#%. Notons D le corps opposé de End,(S), et considérons S
comme D-module & droite et S* comme un D-module & gauche. Avec ces conventions,
S est un (A, D)-bimodule, S* est un (D, A)-bimodule, et S @, S* est un (A, A)-
bimodule.

PROPOSITION 4. — a) Il existe un homomorphisme de groupes \g de S ®p S* dans
O4(A), caractérisé par

(6) As(z ®@ ") = cg(w, 27)

pour x € S et x* € S*. Cette application est un isomorphisme de (A, A)-bimodules.

b) Le (A, A)-bimodule Og(A) est simple.

L’application 75 : S @k S* — Og(A) caractérisée par la formule v¢(z ® z*) =
cg(x, ) est (A, A)-linéaire et surjective et satisfait & y5(zd®@a*) = y4(x @ da*) pour
x €8S, 2* € S* et d € D. Elle définit donc une application (A, A)-linéaire surjective
Ag 1 S ®p S* — Og(A) caractérisée par la formule (6).

Prouvons que S ®p, S* est un (A, A)-bimodule simple. D’apres le cor. 2 de VIII,
p. 59, tout sous-(A, A)-bimodule de S®, S* est de la forme S®pH, ot H est un sous-
(D, A)-bimodule de S*. Comme S* est un A-module & droite simple (VIII, p. 371,
th. 1, ¢)), on a H=0 ou H = S*, d’ott notre assertion.

L’homomorphisme Ag est (A, A)-linéaire et non nul; comme S ®p, S* est un
bimodule simple, Ag est injectif (VIII, p. 43, prop. 2, a)).

Remarque. — Lorsque le corps K est algébriquement clos, on a D = K d’apres le
th. 1 de VIII, p. 43 et Ag est un isomorphisme de (A, A)-bimodules de S ® S* sur
O4(A).
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6. Caractére d’une représentation

Soit E est un A-module & gauche, de dimension finie sur K. On appelle caractére

de E ou trace de E, et 'on note Try, la forme linéaire a — Tr(ag). Soient (e, ..., e,)
une base de E et (e7,...,€") sa base duale. Par définition, on a la relation

n
(7) Trg =Y _cple;€;).

i=1

La forme linéaire Try appartient & ©g(A). On a Try = Try si E et E' sont deux
A-modules isomorphes. Ainsi Trp ne dépend que de la classe d’isomorphisme de E.

Soit 7 une représentation linéaire de A dans un espace vectoriel V de dimension
finie sur K. On appelle trace de m, ou parfois caractére de m, le caractére du A-module
V.. Onlenote Tr,. Si (¢, . . ., e,) est une base de V sur K et si (m;;(a)) est la matrice
de 7(a) par rapport a cette base, on a

(®) Tr(a) =) ma).
La forme linéaire Tr, appartient & O_(A).

PROPOSITION 5. — Soit S un A-module simple de dimension finie sur K, soit D le
corps opposé du commutant de S et soit Z le centre de D. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le caractére Trg de S n'est pas nul;

(ii) 11 ewiste un élément d € D tel que Try, i< (d) # 0;

(iii) L’extension Z de K est séparable et la caractéristique p de K ne divise pas
le degré [D : Z).

Le D-espace vectoriel & droite S est de dimension finie. Soit (e, ..., e, ) une base
de S sur D et soit u un élément de Endp(S). Soit (d;;) la matrice de u par rapport &
la base (¢),...,¢e,). Onau(e;) = Yi; e;d;; pour j € [1,n]. Notons uy I'application
u, considérée comme endomorphisme du K-espace vectoriel S, et (u”) la matrice de
ug par rapport a la décomposition (e;D) du K-espace vectoriel S en somme directe
(IL, p, 146). On a Tr(ugx) = >; Tr(u,;). De plus, u;; est 'endomorphisme du K-
espace vectoriel e;D défini par u;(e;d) = e,d;;d pour d € D, donc sa trace est égale
a Trpk(d;;). Nous avons ainsi démontré I'égalité

(9) Tr(ug) = Trpy (3 die)-
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D’aprés le théoréme de Burnside (VIIL, p. 79, cor. 1 de la prop. 4), Papplication
a — ag de A dans Endp(S) est surjective. L’équivalence des conditions (i) et (ii)
résulte ainsi de la formule (9).

Si l'extension Z de K est séparable, il existe un élément d € Z tel que
Tryk(d) # 0 (V, p. 48, cor. de la prop. 1). De plus, on a Trp, i (d) = [D : Z] Try ik (d)
(III, p. 114, cor.); par conséquent, si p ne divise pas [D : Z], on a Trp i (d) # 0.
Cela prouve que (iii) entraine (ii).

Si I'extension Z de K n’est pas séparable, on a Ty (z) = 0 pour tout = € Z,
d’ott Trp i (d) = Tryk (Trp 7 (d)) = 0 pour tout d € D.

Supposons maintenant que p divise le degré [D : Z]. Il divise alors le degré
réduit de D sur Z. Pour tout d € D, on Trpy 5(d) = 0 (VIII, p. 337, remarque), d’olt
Trp i (d) = Try i (Trp 7 (d)) = 0. Cela termine la démonstration de 'implication (ii)
— (iii).

COROLLAIRE. — Si le corps K est parfait, les conditions (i) a (iil) sont satisfaites.
Le corps étant parfait, I'extension Z de K est séparable (V, p. 119, th. 3). La
condition (iii) résulte alors du cor. 3 de VIII, p. 318.

PROPOSITION 6. — Soit .7, l'ensemble des classes de A-modules simples de dimen-
sion finie sur K, dont les traces ne sont pas nulles. La famille de formes linéaires
(Trg)ge.s, est libre sur K.

Soit F une partie finie de .#} et soit S un élément de F. Par hypothese, il existe
un élément a € A tel que Trg(a) # 0. D’aprés le cor. 1 de la prop. 4 (VIII, p. 79)
il existe un élément b € A tel que by = ag et by = 0 pour tout T € F={S}. On a
Trg(b) # 0 et Try(b) = 0 pour T € F=—{S}. La famille (Trg)gcp est donc libre et la
proposition 6 en résulte.

Remarque. — Soit . l'ensemble des classes de A-modules simples qui sont de
dimension finie sur K. La prop. 6 résulte aussi du fait que la somme des Og(A),
pour S parcourant ., est directe.

Soit
0—FEF —E—E —0

une suite exacte de A-modules, tous de dimension finie sur K. D’apres la prop. 1 de
I11, p. 109, on a Try = Try + Trgy. D’apres la définition du groupe de Grothendieck
Rk (A) (VIII, p. 189) et sa propriété universelle (VIIL, p. 182, prop. 4), il existe un
homomorphisme de groupes additifs 6 de Ry (A) dans A* caractérisé par la relation
O([E]) = Try pour tout A-module E de dimension finie sur K. En particulier la
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trace d'un semi-simplifié de E est égale a celle de E. On déduit de 6 une application
K-linéaire 0 : K ®, R (A) — A*.

COROLLAIRE. — a) Supposons le corps K de caractéristique 0. Les homomor-
phismes 0 et Oy sont injectifs. Pour que deuzr A-modules, semi-simples et de
dimension finie sur K, soient isomorphes, il faut et il suffit que leurs caractéres
sotent égaur.

b) Supposons le corps K parfait de caractéristique p non nulle. Alors ’homomor-
phisme Oy est injectif et le noyau de 6 est pRx(A). Soit E un A-module semi-simple
et de dimension finie sur K. Pour que la forme linéaire Try soit nulle, il faut et il
suffit qu’il existe un A-module F tel que E soit isomorphe a FP.

Soit % 'ensemble des classes de A-modules simples qui sont de dimension finie
sur K. Les éléments [S], out S parcourt ., forment une base du Z-module Ry (A),
donc les éléments 1 ® [S] forment une base du K-espace vectoriel K ®, Ry (A) (VIII,
p. 191).

Supposons le corps K parfait. D’apres la prop. 6 et le cor. de VIII, p. 375 les
éléments 0([S]) = Ok (1®[S]) = Trg de A* sont linéairement indépendants sur K. Il en
résulte que ’homomorphisme 6 est injectif et que le noyau de ’lhomomorphisme 6
est composé des éléments Yge o ng[S] de Rk (A) tels que ng - 1x = 0 pour tout
S € k. Le noyau de 6 est donc égal & p Rk (A), ol p est la caractéristique de K. En
particulier, si K est de caractéristique 0, I'’homomorphisme 6 est injectif.

La derniére assertion de a) résulte du cor. de VIII, p. 186.

Plagons-nous maintenant sous les hypotheses de b), et soit E un A-module
semi-simple et de dimension finie sur K. S’il existe un A-module F tel que E soit
somme directe de p sous-modules isomorphes a F, le module F est semi-simple et
de dimension finie sur K et 'on a Try = pTrp = 0. Inversement, supposons que
Try = 0. On a [E] € pRg(A), donc la multiplicité de tout module simple S €
dans E est multiple de p (VIII, p. 186, prop. 7); on peut l’écrire png avec ng € N.
La famille (ng) est a support fini. Posons F = @g. 5 S™. On a alors [E] = [F?], de
sorte que E et F? sont isomorphes (VIII, p. 186, cor.).

Soit E un A-module de dimension finie sur K. Soit a € A. Notons xp(a; T) le
déterminant de Pendomorphisme 1 + Tay, du K[T]-module E[T] = K[T] @ E (IIL,
p. 107). On a la relation

(10) xe(@; T) =1+ Trg(a)T  (mod. T?K[T])
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(loc. cit., formule (49)). Comme ce polyndme a un terme constant égal a 1, ¢’est une
série formelle inversible (IV, p. 28). De plus, si

0—E —E-—E —0

est une suite exacte de A-modules, tous de dimension finie sur K, on a yg(a; T) =
X (@; T)xgr(a, T) (I, p. 101, formule (31)). D’aprés la définition du groupe de
Grothendieck Ry (A) (VIII, p. 189) et sa propriété universelle (VIII, p. 182, prop. 4),
il existe un unique homomorphisme x, du groupe Rk (A) dans le groupe multiplicatif
1+ TK[[T]] tel que x,([E]) = xg(a; T) pour tout A-module E de dimension finie sur
K. Il résulte de la formule (10) la relation

(11) Xo(2) =14+ 0(2)(a)T  (mod. T2K[[T]]),

tout élément = € Ry (A) et tout élément a € A.
Si E et E' sont deux A-modules, de dimension finie sur K, ayant des semi-
simplifiés isomorphes, on a xg(a;T) = xw (a;T).

THEOREME 2. — Soit &/ une partie génératrice du K-espace vectoriel A. L ’homo-
morphisme X, © Rg(A) — (1 + TK[[T]))* défini par xo(z) = (Xa(?))aeer est
injectif.

Soit & un élément de Rk (A) tel que x, (x) = 1. D’aprés (11), on a f(z)(a) =0
pour tout a € &7, d’ott () = 0 puisque 6(x) est une forme K-linéaire sur A et que &/
engendre le K-espace vectoriel A. Si la caractéristique de K est nulle, cela entraine
x = 0 (VIIL, p. 376, cor. de la prop. 6), d’ou le résultat dans ce cas. Supposons
désormais que la caractéristique p de K soit non nulle.

Traitons d’abord le cas ou K est algébriquement clos. D’apres ce qui précede
et loc. cit., on a alors € pRi(A). Soit y € Rk(A) tel que x = py. Pour tout
élément a de o7, on a x,(¥)? = x,(py) = X.(z) = 1. On a donc (x,(y) — 1)? =0,
d’ot x,(y) = 1 puisque 'anneau K[[T]] est intégre. Ainsi, y appartient au noyau de
I’endomorphisme y,. Il en résulte par récurrence que x appartient a p™ Ry (A) pour
tout entier n > 1. Comme Ry (A) est un Z-module libre, cela entraine x = 0, d’ou
I'injectivité de x,, dans ce cas.

Si K n’est plus supposé algébriquement clos, on choisit une cléture algébrique
K de K et on considére le diagramme de groupes et d’homomorphismes de groupes

Ry (A) —Z (1 + TK[[T]))*

(12) l J

Xat

Re(Ag) —— (1+ TK[[T]))”
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ot u est ’homomorphisme déduit de I'extension des scalaires de K a K (VIIL, p. 190),
i 'injection canonique et X, ’homomorphisme z = (X5,(%))scs- D’apres la for-
mule (12) de III, p. 108, le diagramme (12) est commutatif. D’apres ce qui précede,
I’homomorphisme Y, est injectif. Comme w est injectif (VIIL, p. 191, th. 1), 'ho-

momorphisme y, est injectif.

COROLLAIRE 1. — Soient E et F des A-modules semi-simples de dimension finie
sur K et soit &/ une partie génératrice du K-espace vectoriel A. Supposons que
pour tout a € &, les polynomes caractéristiques des endomorphismes ag et ap des
K-espaces vectoriels E et F soient égauz. Alors les A-modules E et F sont isomorphes.

Soit a un élément de 7. Les polynémes caractéristiques de ay, et ap ont le méme
degré, donc la dimension de E est égale a celle de F ; notons-la n. Soit Pcg(a; T) le
polynéme caractéristique de ap. On a dans K(T) les égalités

xg(a; T) = det(l + aET> =(-T)" det(i?1 — aE> = (=T)" Pcg <a; %)
et xp(a; T) est donné par une formule analogue. Vu les hypothéses faites, on a
Xg(@; T) = xp(a; T). D'aprés le th. 2, on a [E] = [F] et cela implique que E et F
sont isomorphes (VIII, p. 186, cor. de la prop. 7).

COROLLAIRE 2. — Soit A une algébre centrale, simple et de degré fini sur K. Soit
B une K-algébre semi-simple, soient f, g des homomorphismes d’algébres de B dans
A et soit B une partie génératrice du K-espace vectoriel B. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) 1l existe un automorphisme intérieur 6 de A tel que g =60 f;

(ii) Pour tout b € A, on a Pcy i (f(b); X) = Pcy x(g(b); X).

Lorsque K est de caractéristique nulle, ces conditions équivalent a la suivante :

(iii) Pour tout b € &, on a Try x(f(b)) = Tryk(g(D)).

Notons M et N les B-modules a gauche obtenus en munissant le groupe additif
de A des lois d’actions (b,a) — f(b)a et (b,a) — g(b)a respectivement. D’apres la
prop. 1 de VIII, p. 253, la propriété (i) équivaut au fait que les B-modules M et N
sont isomorphes. Par construction, ’homothétie by; associée a un élément b de B est
la multiplication & gauche par f(b) dans A ; par suite, on a les relations

Pey(b; X) = PCA/K(f(b); X)
Try(b) = TrA/K(f(b))

et deux relations analogues ot I'on remplace M par N et f par g. On sait (VIII,
p. 378, cor. 1) que les B-modules M et N sont isomorphes si et seulement si 1'on a
Pey(b; X) = Pey(b; X) pour tout b € £ lorsque le corps K est de caractéristique 0,
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cette relation équivaut encore & Try(b) = Try(b) pour tout b € £ (VIII, p. 376, cor.
de la prop. 6). L’équivalence des propriétés (i) et (ii), et aussi (i) et (iii) lorsque K
est de caractéristique 0, résulte de la.

7. Coefficients d’un ensemble de classes de modules

Soit € un ensemble héréditaire de classes de A-modules (VIII, p. 179, déf. 1).
On suppose que tout A-module de type € est de dimension finie sur K, et ’on note
©,(A) I'ensemble des coefficients des A-modules de type €. D’apres la prop. 2 de
VIII, p. 370, ©4(A) est également la réunion des images des applications A-linéaires
u:E— A* ol E parcourt € ; c’est aussi la réunion des sous-espaces O (A) de A*,
ot E parcourt € (loc. cit.). La famille de sous-(A, A)-bimodules (Op(A))gey de A*
est filtrante, donc sa réunion O, (A) est un sous-(A, A)-bimodule de A*.

PROPOSITION 7. — Un sous-A-module a gauche de A*, de dimension finie sur K
est contenu dans O4(A) si et seulement s’il est de type €.

Soit V un sous-A-module a gauche de A* de dimension finie sur K. On a vu en
VIIL, p. 370, remarque 3, qu'on a V C Oy (A). Si V est de type &, on a ©(A) C
©4(A), donc V est contenu dans O, (A). Réciproquement, supposons que V soit
contenu dans O (A). Comme O, (A) est réunion de la famille filtrante (O (A))pey
et que V est de dimension finie sur K, il existe un module E de type & tel que V soit
contenu dans O (A). Or il existe un entier naturel n tel que O (A) soit isomorphe
a un quotient de E” (VIIL, p. 370, prop. 2). Comme % est héréditaire, V est de type
%

COROLLAIRE. — Soit E un A-module de dimension finie sur K. Pour que E soit de
type €, il faut et il suffit que Ogx(A) soit contenu dans O (A).

La condition énoncée est évidemment nécessaire.

Réciproquement, supposons que O, (A) contienne Op(A). Le A-module O(A)
est de dimension finie sur K (VIII, p. 370, prop. 2), donc il est de type €, d’apres
la prop. 7. Or il existe un entier n > 0 tel que E soit isomorphe a un sous-A-module
de ©g(A)™ (VIII, p. 370, prop. 2). Comme % est héréditaire, E est de type %
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8. Structure de cogébre sur le dual restreint

Pour tout a dans A, on note n(a) la forme linéaire f — f(a) sur ©(A); on définit
ainsi une application K-linéaire ) de A dans le dual ©(A)* de l'espace vectoriel ©(A).
On pose € = n(1).

PROPOSITION 8. — Sur lespace vectoriel O(A), il existe une unique structure de
cogebre (111, p. 138) telle que Uapplication n : A — O(A)* soit un homomorphisme
de A dans Ualgébre duale (II1, p. 143) de ©(A). La cogébre ©(A) est coassociative
et admet € pour cotunité.

Pour tout entier n > 1, considérons l'application K-linéaire j,, de ©(A)®" dans
le dual de A®" caractérisée par la formule
(13) Un(i® @ f), a1 ® - ®a,) :1_[1<fi>ai>
pour (a;) dans A™ et (f;) dans ©(A)"™. D’apres la prop. 16, (ii) de I, p. 110, I'appli-
cation j, est injective. Notons my : KO K — Ket my : A® A — A les applications
déduites de la multiplication de K et A respectivement. Pour f,g € ©(A) et a,b € A,
on a

(72(f @ g),a®@b) = myg o (n(a) (b)) (f ® g)-

On a donc

(14) (Ja(t),a @ b) = my o (n(a) @ n(b))(t)

pour tout t € ©(A) ® O(A).

Lemme 2. — Soit c: O(A) — O(A) ® O(A) une application K-linéaire. Pour que n

soit un homomorphisme de A dans Ualgébre duale de la cogébre (©(A),c), il faut et
il suffit que le diagramme

O(A) —— O(A) ® O(A)

(15) Jya t sz

A" L (A®A)
soit commutatif.
En effet, pour que 7 soit un homomorphisme de A dans l'algebre duale de la
cogebre (O(A), ¢), il faut et il suffit que 'on ait n(ab) = my o (n(a) @ n(b)) o ¢ pour
tous a,b € A, c¢’est-a-dire

n(ab)(f) = my o (n(a) @ n(b))(c(f))
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pour a,b € A et f € O(A). Or on a
n(ab)(f) = f(ab) = ('mys(ji(f)),a ®b)
et, d’aprés (14)
myc o (n(a) @ n(b))(c(f)) = (a(c(f)), a @ b),
pour tous a,b € A et tout f € O(A), d’oit le lemme.

Comme 7, est injective, il existe au plus une application linéaire ¢ rendant com-
mutatif le diagramme précédent. Pour en prouver l'existence, il s’agit de démontrer
que I'image de 'mo j; est contenue dans celle de j, ; autrement dit, il s’agit de prou-
ver quil existe, pour tout élément f de O(A), un entier naturel n et des éléments

fio oo o [ de ©(A) satisfaisant aux relations
(16) flab) =>_ fi(a) f]'(b)
i=1

pour a,b € A. On aura alors
(17) cf)=> fiofl
i=1

D’apres le cor. de VIII, p. 371, il existe un A-module a gauche E; de dimension finie
sur K, dont f est un coefficient. Soient (e, ...,e,) une base de E, (e},...,¢e%) la
base duale, z un élément de E et 2* un élément de E* tels que f = cg(z, 2*). Posons
i =cple;,x*) et fI' = cg(x,ef) pour i € [1,n]; pour a,b dans A, on a

f(ab) = (z*, abx) = (z"a, bx)
= (a"a,e;){e],bx) = D (", ae;)(e], ba) =3 fi(a) f'(D)

i
d’ou (16).
Prouvons la coassociativité de c. Pour cela, considérons les applications
K-linéaires
d= (c® 1@(A)> oc et d'= (1@(A) ®c> oc

de ©(A) dans ©(A)®3. On a les relations

(s(f @ clg)),a@b@c) = (f,a)(jy 0 c(g),b®c)
= <f7 a)(g,bc)
=
=

Jo(f ®g),a® be)
‘(Idy @ my) o jy(f®g),a®@b®c),
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pour f,g € O(A) et a,b,c € A. On en déduit la commutativité du diagramme
suivant :

Idga)®c

O(A) ® O(A) —2=5 O(A) ® O(A) ® O(A)

(18) l]’z J’js
(AQA)y — 28 h o A A)

Compte tenu de la commutativité de ce diagramme et de celle du diagramme (15)
de VIII, p. 380, pour f € O(A), et a, a’, a” € A, on a

Usod(f)a®d ®a") = (f, (ad)a");

on montre de méme la relation
(Jzod(f),a®d ®a") = (f,a(da")).

Comme la multiplication dans A est associative, on a j; 0 = j;o0c”’, dou ¢ = ¢’
puisque j; est injective.

Enfin, les formules (16) et (17) entrainent que ©(A) admet e comme cotinité.
Remarque 1. — Soit (V, ) une représentation linéaire de dimension finie de I’al-

gebre A. Introduisons une base (e, ..., e,) de V et la base duale (e7,...,e}) de V*.
D’apres la démonstration précédente, on a la relation

(19) clex(@,2) = Y crle, ") ® cr(w, €)

k=1
pour x € Vet x* € V*. En particulier, posons m;; = ¢, (e;, ¢}), de sorte que pour
tout a € A, la matrice de m(a) par rapport a la base (eq,...,e,) de V est égale &

m.:(a)). On a alors, pour 1 <i<netl1<j<n,
(m;;(a)) p j

n
(20) o(my) = Y Ty @ my
k=1
DEFINITION 3. — Soient C une cogébre sur le corps K et ¢ son coproduit. On appelle

sous-cogebre de C tout sous-espace vectoriel C; de C tel que ¢(Cy) soit contenu dans
Uimage canonique de C; ®g C; dans C ®k C.

Soit j I'injection canonique de C; dans C. D’apres cette définition, il existe une
unique application linéaire ¢, : C; — C; ®y C; telle que 'on ait

(21) coj=(j®j)oc;

cette relation signifie que j est un morphisme de cogebres de (Cy,¢;) dans (C,¢)
(II1, p. 138).
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Si C est coassociative, alors C; est coassociative. Si C est cocommutative, alors
il en est de méme de C,. Si C a une coiinité €, alors la restriction de € a C; est une
cotinité de C;.

PROPOSITION 9. — Soit © un sous-espace vectoriel de O(A). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) © est un sous-(A, A)-bimodule de ©(A);

(ii) © est une sous-cogébre de O(A);

(iil) il existe un ensemble héréditaire € de classes de A-modules de dimension
finie sur K tel que © = O4(A).

Lorsque ces conditions sont satisfaites, 'ensemble € mentionné en (iii) est
uniquement déterminé.

La derniére assertion résulte du cor. de VIII, p. 379 : I'ensemble % se compose
des classes des A-modules E de dimension finie sur K tels que ©g(A) soit contenu
dans ©.

(i) = (ii) : Soit ¥ un ensemble héréditaire de classes de A-modules de di-
mension finie sur K. Alors ©,(A) est la réunion de la famille filtrante (Op(A))peq-
Comme O(A) est une sous-cogebre de O(A) pour tout E € ¢ (VIII, p. 382, for-
mule (19)), il en est de méme de O, (A).

(ii) = (i) : Soit f € O(A). Soient fi,..., fr f',..., f! des éléments de O(A)
satisfaisant & ¢(f) =X f/ @ fI'. Pour a, b dans A, on a f(ab) =3 f/(a)f(b), d’ott

b =Y SO fa=Y fla)f!
i=1 =1

(VIIL, p. 367, formules (3) et (4)). Par suite, une sous-cogebre de ©(A) en est un
sous-(A, A)-bimodule.

(i) = (iii) : Supposons que O soit un sous-(A, A)-bimodule de O(A) ; soit €
I'ensemble des classes des A-modules E de dimension finie sur K tels que Op(A) soit
contenu dans ©. L’ensemble € est héréditaire (VIIL, p. 369, remarque 2) et 'on a
©,(A) C O par construction. Soient f € © et E = Af. Alors E est de dimension
finie sur K. Par suite, toute forme linéaire sur E est de la forme u, : g — g(a) avec
a dans A (II, p. 105, cor. 2). Or, pour a,b,z € A, on a

cg(af,w)(x) = (up, zaf) = f(bza) = afb(z),

d’ott cg(af,u,) = afb. On a donc Og(A) C O. Par suite, le A-module E est de type
% et f est 'un de ses coefficients. On a donc © C O, (A) et finalement © = O (A).

Remarque 2. — Soit © une sous-cogébre de O(A). Munissons K de la topologie
discrete et 'algebre A de la topologie la moins fine rendant continues les applications
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f A — K pour f parcourant © (TG I, p. 12). Cette topologie munit A d’une
structure de K-module topologique. Un idéal bilatére de a de A est ouvert si et
seulement s’il est de codimension finie et que son orthogonal ' est contenu dans
O. D’apres la prop. 3 de VIII, p. 371, les idéaux bilateres ouverts de A forment
un systéme fondamental de voisinage de 0 dans A. La topologie de A est donc
compatible avec sa structure d’anneau.

Soit € I'’ensemble héréditaire de classes de A-modules de dimension finie sur K
tel que © = O, (VIII, p. 383, prop. 9). Soit E un A-module & gauche, de dimension
finie sur K. Munissons-le de la topologie discrete. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) Le A-module E est de type €;

(ii) L’annulateur du A-module E est ouvert dans A ;

(iii) L’application (a,z) + ax de A x E dans E est continue.

Cette derniere propriété signifie que E est un A-module topologique.

Soit ©* I'algebre duale de la cogebre ©. On munit ©* de la topologie la moins
fine rendant continues les applications ¢ — ¢(u) de ©* dans K, pour u parcourant
0. La topologie sur I'algebre ©* est compatible avec la structure de groupe additif
de ©*. Un systeme fondamental de voisinage de 0 est formé par les orthogonaux
dans ©* des ensembles de la forme ©g(A) ou E est un A-module de type €. Or un
tel ensemble est une sous-cogebre de ©, donc son orthogonal est un idéal de ©*. La
topologie de ©* est donc compatible avec sa structure d’anneau. L’homomorphisme
canonique d’algebres 7 : A — ©* (qui & a € A associe la forme linéaire f — f(a)
sur ©) définit un isomorphisme de 'espace séparé complété Ade A (TG II, p. 23)
sur ©*.
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EXERCICES

1) Soit K un corps commutatif. Soit A la K-algebre admettant une base formée de I’élément
unité et de deux éléments e, f tels que €2 =e, ef = f, fe= f2=0.

a) Démontrer que la représentation réguliére et la représentation coréguliere de A ne
sont pas isomorphes (on pourra calculer Try /k (e) et Trpo i (€)).

b) Démontrer que la représentation réguliere contient une sous-représentation qui
n’est isomorphe ni & une sous-représentation, ni & une représentation quotient de la re-
présentation coréguliere. De plus il existe une représentation simple de A qui n’est pas
isomorphe & une sous-représentation de la représentation réguliere.

2) Soit A une K-algebre. On considére le dual A* de A comme un A-module & gauche.

a) L’application E + E+ est une surjection de I'ensemble des sous-A-modules de A*
sur Pensemble des idéaux & droite de A. Si E est un tel sous-module, orthogonal de E+
dans A* est un sous-module de A* contenant E.

b) Prouver que lorthogonal dans A du socle de A* est le radical de A.

¢) Prouver que lorthogonal dans A* du socle de Ag est le radical du A-module A*.
En déduire que pour que A* soit un A-module semi-simple, il faut et il suffit que 'anneau
A soit semi-simple.

€ 3) Soient A un anneau artinien, A 'anneau A/R(A). On se donne une décomposition de
A en somme directe d’idéaux indécomposables Ae; (i € I), ou les e; sont des idempotents
orthogonaux (VIII, p. 175, exerc. 6 d)). On note I = Uyerly la partition de I telle que
deux éléments i, j de I appartiennent a un méme ensemble I, si et seulement si les modules
Ae; et Aej sont isomorphes ; les A-modules Dicr, A€, sont les composants isotypiques de
A (VIII, p. 175, exerc. 6 d) et 7 a))

a) Si Panneau A est auto-injectif (VIII, p. 49, exerc. 8), démontrer qu'’il existe une
permutation o de R telle que tout idéal a droite e; A, pour i € I, contienne un unique idéal
a droite minimal isomorphe & €;A pour j € I5(a) (observer que 'annulateur & droite d'un
¢élément idempotent e est (1—e)A). En déduire que le socle gauche s de A est contenu dans
son socle droit t (démontrer que chacun des idéaux a droite e;5 est minimal, en prouvant
qu’il est Iannulateur d’un idéal a gauche maximal, ¢f. VIII, p. 174, exerc. 2). Conclure
qu'on a 5 = t et que tout idéal a gauche Ae;, pour i € I5(,), contient un unique idéal a
gauche minimal isomorphe a A€; quel que soit j € I,.

b) Réciproquement, si tout idéal a gauche Ae; contient un unique idéal & gauche
minimal et que tout idéal a droite e;A contient un unique idéal & droite minimal, 'anneau
A est auto-injectif (en utilisant l’exerc. 7 de VIII, p. 175, prouver que chaque pied de s
est un idéal bilatére minimal, et en déduire que t contient s, puis que § = t; prouver enfin
que la condition 3) de l'exerc. 8 de VIII, p. 49 est satisfaite).

¢) On suppose que A est une algebre de degré fini sur un corps commutatif et un
anneau auto-injectif. Soient o € R, i € 1o et j € I;(,); démontrer que la représentation
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linéaire de A associée au A-module Ae; est isomorphe a la transposée de la représentation
linéaire de A° associée au A-module a droite e;A (soit U; le sous-module & gauche de A*
orthogonal de (1 — e;)A ; déduire de l'exerc. 7, d) de VIII, p. 175 que U; est isomorphe &
un module quotient de Ae; et par suite qu'on a longe;A < longe;A ; en conclure que ces
longueurs sont égales, donc que U; est isomorphe & Aej). A I'aide de b) et de lexerc. 2 a),
prouver une réciproque de cet énoncé.

4) On conserve les hypotheses de l'exerc. 3.

a) Silanneau A est frobeniusien (VIIL, p. 49, exerc. 9), démontrer qu’on a Card(I,) =
Card(I,(q)) pour tout o € R. Réciproque.

b) Pour qu’une algebre de degré fini sur un corps commutatif soit frobeniusienne, il
faut et il suffit que sa représentation réguliére soit isomorphe a sa représentation coréguliere

(utiliser lexerc. 3 ¢)).

5) Soient K un corps commutatif et A une K-algeébre. On munit A* de sa structure ca-
nonique de A-module & gauche. Pour ¢ € A*, on note ¢, l'application (z,y) — t(zy) de
A x A dans K.

a) Démontrer qu’on définit ainsi un isomorphisme K-linéaire de A* sur I'ensemble
des applications K-bilinéaires ¢ : A x A — K satisfaisant a p(zy, z) = ¢(z,yz) quels que
soient x,y, z dans A.

b) On dit que I'élément t € A* est inversible si ’homomorphisme a + at de A dans A*
est bijectif Soit A une K-algebre de degré fini; prouver que les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A est frobeniusienne (exerc. 4);

(if) A admet une forme linéaire inversible ;

(iii) A admet une forme linéaire dont le noyau ne contient aucun idéal & gauche de
A.

6) Soit K un corps commutatif. On dit qu'une K-algébre A est symétrique si elle admet
une forme linéaire inversible traciale (VIIL, p. 111, exerc. 3).

a) Prouver qu’une algébre symétrique est de degré fini et frobeniusienne.

b) Démontrer que I'algébre d’un groupe fini sur K est symétrique.

¢) Une algebre semi-simple de degré fini sur K est symétrique.
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Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe et par K un anneau
commutatif. Si G est un groupe fini, on note |G| ’élément Card(G).1 de K. A partir
du n° 5, on suppose que le groupe G est fini, que le corps K est algébriquement clos
et que |G| n’est pas nul.

1. Représentations linéaires

DEFINITION 1. — Soit M un K-module. On appelle représentation linéaire de G
dans M tout homomorphisme de groupes de G dans le groupe linéaire GL(M) (II,

p. 5).

Soit 7 une représentation linéaire de G dans un K-module M. On dit aussi que
le couple (M, ) est une représentation linéaire de G. Lorsque K est non nul et que M
est un K-module libre, la dimension de M est appelée le degré (ou la dimension) de
la représentation .

Rappelons que I'application canonique g ~ e, de G dans l'algebre K[G] du
groupe G est une base du K-module K[G]. Par abus, on note également g I’élément
e, de K[G]. Etant donnée une représentation linéaire 7 : G — GL(M) de G, il existe
un unique homomorphisme de K-algébres de K[G] dans Endi (M) qui prolonge 7
(I, p. 20, exemple) ; on note encore 7 ce prolongement. C’est une représentation
de lalgeébre K[G] dans M (VIII, p. 365, déf. 1), de sorte que M est un K[G]-module.
Inversement, toute représentation linéaire p de l'algébre K[G] dans M définit une
représentation linéaire de G dans M donnée par g — p(g).

On utilisera librement pour les représentations linéaires du groupe G la termino-
logie se rapportant & la structure de K[G]-module. C’est ainsi qu’on parlera de sous-
représentation, de représentation simple, de somme directe de représentations, etc.
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Soient (M, 7) et (M’, ') des représentations linéaires de G ; on note Homg (, 7') le
K-module Homy g (M, M’) des homomorphismes de K[G]-modules de M dans M .M

Une application f de G dans K est appelée fonction centrale sil'on a f(gg') =
f(g'g) pour tout couple d’éléments g, ¢" de G; il revient au méme de dire que 'on
a f(ghg™) = f(h) pour tout couple d’éléments g, h de G. Les fonctions centrales
sont donc les fonctions sur G dont la restriction a chaque classe de conjugaison
est constante. Elles forment un sous-module de I'espace des applications de G dans
K, noté Z;(G). Lorsque G est fini, la K-algebre Z,(G) est un K-module libre de
dimension le nombre des classes de conjugaison de G. Le centre Z(K[G]) de 'algebre
K[G] est formé des éléments a = 3 a,g de K[G] tels que hah™" = a pour tout h € G.
Or on a

hah™! = Z Ap-1gn9;
geG

par suite, lorsque G est fini, le centre Z(K[G]) de l'algebre K[G] se compose des
fonctions centrales.

Soit (M, 7) une représentation linéaire de G. Supposons que M soit un K-module
libre de dimension finie. On appelle trace de 7 la trace de la représentation de K[G]
associée a 7, c’est-a-dire (VIII, p. 374) la forme linéaire a — Tr(r(a)) sur K[G].
Cette forme linéaire est déterminée par lapplication g + Tr(7(g)) de G dans K,
qu’on appelle caractére de la représentation 7 et qu’on note x,.. Le caractere d'une
représentation est une fonction centrale (II, p. 78, prop. 3).

Soient M et M’ des K-modules libres de dimension finie. Soient 7w et 7’ des
représentations linéaires de G dans M et M’ respectivement. Alors M & M’ est un
K-module libre de dimension finie et, par la prop. 1 de III, p. 109, on a

Xraon' = Xn + Xa' -
Plus généralement, soit
0—M —M-—M —0

une suite exacte de K[G] modules et soient 7, 7’ et 7 les représentations linéaires
de G associées & M, M’ et M” respectivement. On suppose que les K-modules M’
et M” sont libres de dimension finie. Il en est alors de méme de M (II, p. 27, prop. 21)
et 'on a

(1) Xr = X/ + X+

M Les éléments de Homg (7, 7') sont parfois appelés opérateurs d’entrelacement de m et 7.
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PROPOSITION 1. — On suppose que K est un corps commutatif. Soient w et ©’ des
représentations K-linéaires semi-simples de dimension finie de G.

a) Si les polynomes caractéristiques de m(g) et de 7'(g) sont les mémes pour
tout g € G, alors les représentations w et 7@ sont isomorphes.

b) On suppose en outre que K est de caractéristique 0. Si les caractéres x,. et X,
sont égauz, alors les représentations ™ et ™ sont isomorphes.

L’assertion a) résulte du cor. 1 de VIII, p. 378; 'assertion b) découle du corol-
laire de VIII, p. 376, a).

Exemples. — 1) La représentation unité de G est la représentation (K, ¢) ot e(g) =
Idg pour tout g € G. Son caractere est la fonction constante de valeur 1.

2) La représentation réguliére (gauche) de G est la représentation v de G dans
K[G] définie par v(g9)(z) = gz pour g € G et € K|[G]. Elle correspond & la
représentation réguliere gauche de l'algébre K[G] (VIIIL, p. 367). Supposons le groupe
G fini. La représentation réguliere est donc de degré fini. Pour tout élément g de
G distinct de I’élément neutre, la matrice de la multiplication a gauche par g dans
KJG], par rapport a la base canonique, est la matrice d’une permutation sans point
fixe. On a donc

|G| si g est Pélément neutre,

(2) X4(9) = ,
0 sinon.
On définit de fagon similaire la représentation réguliere droite de G. La repré-
sentation biréguliére de G est la représentation p de G x G dans K[G] définie par
0(g,9")(x) = grg'~! pour tout (g,¢’) € G x G et tout z € K[G].

3) Etant donnée une représentation linéaire (M, 7) de G, la représentation
contragrédiente ou duale w de 7 est la représentation de G dans le K-module dual
de M définie par la relation 7¥(g) = 'r(g~1) pour tout g € G (cf. II, p. 42). Si M
est un K-module libre de dimension finie, il en est de méme de son dual et on a
Xav(9) = x.(g71) pour tout g € G.

4) Soient (M, ) et (M’, 7’) des représentations linéaires de G. On a défini dans
I'exemple 1 de VIII, p. 193 une structure de K[G]-module sur M @ M'. La repré-
sentation linéaire correspondante est appelée produit tensoriel de w et ' et notée
7@n. Pourge G,z € Meta’ € M, ona ((7T®7r’)(g))(m ®a') =n(g)z@7'(g)z.

Si M et M’ sont des K-modules libres de dimension finie, on a, d’aprés la prop. 2
de 111, p. 109,

(3) Xror = Xo X'
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5) Supposons que G soit le produit G’ x G” de deux groupes. L’application
K-linéaire de K[G'] @k K[G"] dans K[G] qui envoie ¢’ ® ¢” sur (¢, ¢") pour ¢ € G’ et
g" € G” est un isomorphisme d’algébres. Soient (M’, ') une représentation linéaire
de G, et (M”, ") une représentation linéaire de G”. On appelle produit tensoriel
externe de ' et 7, et on note 7’ m7”, la représentation de G’ x G” dans 'espace
vectoriel M’ @ M” définie par (7'w7”)(¢', ¢") = 7'(¢") @7"(¢") pour (¢, g") € G' x G".
Si M’ et M” sont des K-modules libres de dimension finie, alors M’ ®, M” est un
K-module libre de dimension finie et le caractere de la représentation 7’ ® 1 est
donné par la formule

X (9',9") = X (9') X (9")
pour ¢’ € G’ et ¢" € G” (prop. 2 de III, p. 109).

6) Soit (V, 7) une représentation linéaire de G, tel que V soit un K-module libre
de dimension finie. On définit une représentation p de G x G dans Endg (V) par la
formule

p(g,9)(w) =m(g) ouom(g™).
L’isomorphisme de K-modules 6y, : V* @k V — Endg (V) de II, p. 77, est un isomor-
phime de représentations du produit tensoriel externe © x 7 sur p. L’application
g+ p(1,g) (vesp. g + p(g,1)) est une représentation de G isomorphe & mdimxV
(resp. (wV)dimi V),

Soit L une K-algebre commutative et soit (M, 7) une représentation linéaire
du groupe G. L’homomorphisme de groupes my, : G — GL(M,)) défini par
g~ 1d, @ m(g) est une représentation linéaire de G dans le L-module M, ap-
pelée la représentation linéaire de G déduite de la représentation ™ par extension
a L de Uanneau K des scalaires.

Supposons que K soit un corps et que L soit une K algebre commutative non
nulle. Soient (M, ) et (M’,7") des représentations linéaires de G. Les représenta-
tions 7 et 7’ sont isomorphes si et seulement si Ty et FEL) le sont (VIIL, p. 34,
th. 3).

On suppose en outre que l'algebre L est une extension de K. Considérons les
anneaux Rk (G) et Ry (G) définis dans 'exemple 1 de VIII, p. 193. L’extension des

scalaires définit un homomorphisme d’anneaux
u: Rg(G) — Ry (G)

Cet homomorphisme est injectif et un élément £ € Ry (G) est effectif si et seulement
si w(§) Pest (VIII, p. 191, th. 1).
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2. Le théoréme de Maschke

THEOREME 1. — On suppose que le groupe G est fini. Soit M un K[G]-module,
soit N un sous-K[G]-module de M. On suppose que N est un facteur direct du K-
module M et que |G| est inversible dans K. Alors N est un facteur direct du K[G]-
module M.

Soit p un projecteur K-linéaire dans M, d’image N. On définit un endomor-
phisme ¢ du K-module M en posant

q(z) = |GI7" 2 gp(g'2),
geG
pour tout x € M. Comme N est stable pour I'action de G et que p induit l'identité
sur N, on voit que ¢ applique M dans N et induit 1’identité sur N.
Le K-module M est donc somme directe de I'image N de ¢ et du noyau de g. On
a gq(z) = q(gz) pour tout = € M et tout g € G, de sorte que le noyau de ¢ est un
sous-K[G]-module de M. Cela prouve que N est facteur direct du K[G]-module M.

COROLLAIRE 1 (Maschke). — On suppose que le groupe G est fini et que K est un
corps commutatif. L’algébre K[G] est semi-simple si et seulement si I'élément |G| du
corps K n’est pas nul.

Supposons |G| # 0. Par le th. 1, tout sous-K[G]-module de K[G], est un facteur
direct. Donc K[G] est semi-simple.

Inversement, supposons |G| nul et notons € I'élément 3 g du centre de K[G].
On a ¢ # 0 mais €2 = |Gle = 0 donc K[G] n’est pas semi-simple (VIII, p. 149,
prop. 3 a) et VIII, p. 153, remarque 1).

COROLLAIRE 2. — On suppose que le groupe G est fini et que |G| est inversible
dans K. Une suite exacte de K[G]-modules est scindée si et seulement si elle est
scindée en tant que suite exacte de K-modules.

Etant donnée une suite exacte de K[G]-modules

0 M —wm NG 0,

il suffit d’appliquer le théoreme 1 a I'image du morphisme f.

COROLLAIRE 3. — On suppose que le groupe G est fini et que |G| est inversible
dans K. Un K[G]-module est projectif si et seulement s’il est projectif en tant que
K-module.
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Soit P un K[GJ]-module. Si P est facteur direct d'un K[G]-module libre M, il est
a fortiori facteur direct du K-module libre M. La réciproque résulte du corollaire 2,
compte tenu de II, p. 39, prop. 4, d).

COROLLAIRE 4. — a) On suppose que le groupe G est fini et que K est un corps
commutatif de caractéristique 0. Pour que deux représentations linéaires, de dimen-
sion finie, de G soient isomorphes, il faut et il suffit qu’elles aient méme caractére.

b) Supposons que K soit un corps parfait de caractéristique un nombre premier
p et que le groupe G soit fini, de cardinal premier a p. Pour que le caractére d’une
représentation linéaire de dimension finie de G soit nul, il faut et il suffit que cette
représentation soit isomorphe a la somme directe de p représentations deux d deux
isomorphes.

Sous les hypothéses du corollaire, toute représentation linéaire de dimension
finie de G est semi-simple. Le corollaire résulte alors du cor. de VIII, p. 376.

COROLLAIRE 5. — Supposons que le groupe G est fini et que K est un corps com-

mutatif dans lequel |G| # 0. Soient w et 7' des représentations linéaires de dimension

finie de G. Pour que 7 et @ soient isomorphes, il faut et il suffit que, pour tout g

dans G, les endomorphismes 7(g) et w'(g) aient mémes polynomes caractéristiques.
Cela résulte du cor. 1 de VIII, p. 378.

3. Représentations induites et coinduites

Soit H un sous-groupe du groupe G.

Si (V,7) est une représentation linéaire de G, la restriction de 7 & H est une
représentation linéaire de H dans V; on la note Res$ (7). Le K[H]-module associé
a Resy () n'est autre que le module déduit du K[G]-module V par restriction des
scalaires (II, p. 30). Si V est un K-module libre de dimension finie, le caractére de
Res$ () est la restriction a H du caractére de 7.

Soit (M, o) une représentation de H.

Considérons K[G] comme un (K[G], K[H])-bimodule et M comme un K[H]-
module. Le K[G]-module 7 (M) = K[G] @xpy M (VII, p. 54) définit une re-
présentation linéaire de G, notée Indg(a) et qu'on appelle la représentation de
G induite par o. Si (V,7) est une représentation linéaire de G, le K[H]-module
A (V) = Homyg(K[G],V) s’identifie au K[H]-module correspondant a la re-
présentation Resg(w). Par conséquent, le morphisme d’adjonction (VIII, p. 55)
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fournit un isomorphisme dit canonique de K-modules de Homy(o, Res§ (7)) sur
Homg (Ind$ (o), 7) (« réciprocité de Frobenius »).

Considérons K[G] comme un (K[H], K[G])-bimodule. Le K[G]-module .72 (M) =
Homyy) (K[G], M) définit une représentation de G, notée Coind§ (o) et qu'on ap-
pelle la représentation de G coinduite par o. Si (V, ) est une représentation linéaire
de G, le K[H]-module 7 (V) = K[G] ®q V s’identifie au K[H]-module correspon-
dant & la représentation Resf (7). Par conséquent, le morphisme d’adjonction (loc.
cit.) fournit un isomorphisme dit canonique de K-modules de Homy (Res$ (), o) sur
Homg (7, Coind$ (0)).

Soit € : K[G] — K[H] 'homomorphisme de K-modules caractérisé par les rela-
tions e(h) = hsi h € H et e(g) = 0 si g € G=H. L’application ¢ est un homo-
morphisme de (K[H], K[H])-bimodules. Soit (M, o) une représentation linéaire de H.
Lapplication v+ v o & de Homyyy (K[H], M) dans Homy gy (K[G], M) est un homo-
morphisme de K[H]-modules. En identifiant M avec Homyy (K[H], M), on obtient
un homomorphisme de K[H]-modules de M dans Res;(Coind$(c)). La réciprocité
de Frobenius lui associe un homomorphisme ¢ de K[G]-modules de Indfj(c) dans
Coind§ (o) qui est caractérisé par les relations

Wg@m)(g') =elg'g)m
pour g,g € G et m € M. Cet homomorphisme sera dit canonique.

PROPOSITION 2. — Soit H un sous-groupe de G et soit (M, o) une représentation
linéaire de H. L’homomorphisme canonique ¢ : Ind$ (o) — Coind§ (o) est injectif. Si
le sous-groupe H est d’indice fini dans G, c’est un isomorphisme de K[G]-modules.

Soit S C G un systéme de représentants de G/H. La famille (s) .4 est une base
du K[H]-module & droite K[G]. Il en résulte que application M® — Ind§ (o) définie
par (mg)seg > Ygeg § ® my est un isomorphisme de K-modules. Pour tous s, s € S
et tout m € M, on a les relations
(s om) (st = 4T

0 sinon.
Il en résulte que ¢ est injective.

Supposons que H est d’indice fini dans G. L’ensemble S est alors fini; soit p
Iapplication de Coindf}(¢) dans Ind§ (o) donnée par u + Y, cq s @ u(s™!). Elle véri-
fie (1o p(u))(s™!) = u(s~') pour u € Coindfj(c) et s € S. Comme la famille (s™1),.q
est une base de K[H]-module & gauche K[G], 'application ¢ o p est Papplication
identique. Par suite, ¢ est bijective de bijection réciproque p.
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Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Soit v une fonction centrale sur H;
notons u° la fonction sur G qui prolonge u et qui s’annule en tout point de G —H.
Soit S un systeme de représentants de G / H. Pour g € G, posons
(4) Indg (u)(g) = > u’(s ' gs).

ses
Notons que, pour tous x,g € G et tout h € H on a u°((xh) Lgzh) = u’(z1gz). 1
en résulte que Ind$ (u) est une fonction centrale sur G, indépendante du choix de S.
On définit ainsi une application K-linéaire Ind$ de 25 (H) dans 25 (G).

PROPOSITION 3. — Soit H un sous-groupe d’indice fini de G. Soit (M, o) une re-
présentation linéaire de H. Supposons que M est un K-module libre de dimension
finie. Notons (V,m) la représentation de G induite par o. Alors le K-module V est

libre de dimension finie et

(5) Xr = Indg(x,)-

Soit S un systéme de représentants de G/H. Comme on I’a vu plus haut, Pap-
plication linéaire M® — Ind{j (M) donnée par (m,),cq = Sses 8 @ M, est un isomor-
phisme de K-modules. En particulier, V est un K-module libre de dimension finie.
Pour tout g € G, notons M, I'image de M par I'application m + g ® m. Pour tous
9,9 € G,onaque M, = M, si et seulement si gH = ¢g'H et V est somme directe des
sous-modules M, pour s € S Pour tous g,g" € G on a également 7(g)M, = M,
Pour tout g € G, notons S, I'ensemble des éléments s de S tels que s~ 'gs € H.
Pour tous ¢,¢9’ € G tels que ¢'"'g¢’ € H, 'automorphisme 7(g) de V induit un
automorphisme 7(g), de M, et I'on a

) =Y Tr(n(g),) = Y. Tr(o(s'gs))
SESy €Sy

La derniere assertion en résulte.

4. Représentations et groupe de Grothendieck

On suppose dans ce numéro que K est un corps commutatif. Etant donnée
une représentation linéaire (M, ) de G, de dimension finie, on note [7] la classe du
K[G]-module M dans 'anneau de Grothendieck Ry (G) (VIIL, p. 193, exemple 1).

Par définition des lois de composition de 'anneau Rk (G), si m et 7’ sont des

représentations linéaires de dimension finie de G, on a

rer] =+, [for]=Ir ]
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L’élément unité de 'anneau R (G) est la classe de la représentation unité de G
(VIIL, p. 389, exemple 1).

L’anneau Ri (G) est un Z-module libre ayant pour base 1’ensemble des classes
des K[G]-modules simples de dimension finie sur K. Lorsque |G| est inversible dans
K, pour que deux représentations de dimension finie soient isomorphes, il faut et il
suffit qu’elles aient la méme classe dans Rk (G) (VIII, p. 186, cor. et p. 391, cor. 1).

Etant donnée une représentation linéaire (M, ) de dimension finie de G, sa
contragrédiente 7V est également de dimension finie. Les représentations 7 et (7)Y
sont isomorphes. Si 7" est également une représentation linéaire de dimension finie
de G, les représentations (7 @ )Y et 7V @ 7V sont isomorphes. Si

0— M —M-—M —0

est une suite exacte de K[G]-modules de dimension finie sur K alors les représenta-

tions contragrédientes fournissent une suite exacte de K[G]-modules
0— M"Y —M — M —0

(I, p. 102, cor. du th. 5). En raison de la propriété universelle des groupes de
Grothendieck (VIIL, p. 182, prop. 4), il existe un automorphisme ¢ +— ¢" de 'anneau
Rk (G) caractérisé par [r]¥ = [rY] pour toute représentation linéaire 7 de G de
dimension finie; on a (¢)¥ = ¢ pour tout élément ¢ de Rk (G).

Soit H un sous-groupe de G. La restriction préserve les suites exactes. D’apres
la propriété universelle des groupes de Grothendieck (VIII, p. 182, prop. 4), il existe
donc un homomorphisme de groupes, noté Res$, de Ry (G) dans Ry (H) caractérisé
par les relations

(6) Resfj [7] = [Resf ()]

pour toute représentation linéaire m de G de dimension finie; c¢’est un homomor-
phisme d’anneaux. Si H est d’indice fini dans G, par la prop. 14 de II, p. 108, on
définit de maniére analogue un homomorphisme de groupes Ind§ de Ry (H) dans
Rk (G) caractérisé par les relations

(7) Indjj [o] = [Indjj(o)]

pour toute représentation linéaire ¢ de H de dimension finie.

D’aprés les relations (1) de VIII, p. 388 et (3) de VIII, p. 389 et la propriété
universelle déja citée des groupes de Grothendieck, il existe un homomorphisme d’an-
neaux O de Rk (G) dans l'algébre % (G) des fonctions centrales sur G, caractérisé
par O¢([n]) = x, pour toute représentation = de dimension finie de G.
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Si H est un sous-groupe de G, les homomorphismes O et Oy relatifs aux
groupes G et H sont compatibles avec les opérations Resg et Indg (VIIL, p. 392 et
VIII, p. 394, prop. 3).

Supposons que G soit le produit G’ x G” de deux groupes. D’apres VIII, p. 209,
remarque 2, Il existe une application Z-linéaire x de Ri(G') ®4 Rk (G”) dans le
groupe Ry (G’ x G”) caractérisée par les relations x([7'] ® [7”]) = [’ ® "] pour =’
(resp. 7") une représentation de G’ (resp. G”) de dimension finie, 7’ & 7" désignant
leur produit tensoriel externe (VIIL, p. 390, exemple 5). C’est un homomorphisme
d’anneaux. Si le corps K est algébriquement clos, 'application x est un isomorphisme
(VIII, p. 209, remarque 2).

Supposons que G soit le produit G’ x G” de deux groupes. Notons 1) I’homo-
morphisme de Z4(G') @k Zx(G”) sur 2 (G) qui transforme ' ® f” en la fonction
(¢',9") = f' (@) f"(¢g"). On a un diagramme commutatif

Ry (G') @7 R (G") —— Rg(G)

l OO J’@G

Z () @ Z(G) — Z(G).

5. Formule d’inversion de Fourier

On suppose pour le reste de ce paragraphe que le groupe G est fini, que K est
un corps algébriquement clos, dont la caractéristique ne divise pas l'ordre de G, de
sorte que U’élément |G| de K n'est pas nul.

L’algebre K[G] est semi-simple (théoréme de Maschke) et de dimension finie.
Notons G I'ensemble des classes de K[G]-modules simples. Pour tout A € G, choisis-
sons une représentation linéaire (V,, 7,) de G dont le K[G]-module associé ait pour
classe A. L’ensemble G est fini et les espaces vectoriels V, sont de dimension finie
(VIIL, p. 137, exemple). Pour tout A € G, notons d, le degré de la représentation
Ty, ¢est-a-dire la dimension du K-espace vectoriel V,, et x, son caractere.

Notons F(G) I'algébre produit [1,cq Endg(Vy) et .7 application de K[G] dans
F(G) définie par Z(a) = (m,(a)),.q-
Uapplication F est un isomorphisme d’algébres (loc. cit.).

Comme le corps K est algébriquement clos,
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Pour tout A € G, la dimension de I'algébre Endy (V,) est d3 ; celle de I'algebre
K[G] est Card(G) ; on a donc la relation

(8) Card(G) = Y d3.
AeG
Notons 7 la trace dans l'algebre K[G]; par définition, la trace 7(a) d’un élé-
ment a de K[G] est la trace de 'endomorphisme z +— ax de K[G] (III, p. 110). Soit
a=Y,eq a, g un élément de K[G]; d’apreés la formule (2), on a 7(ag™") = |G| a,
pour tout g € G, d’ou la relation

9) a=|G[™" > 7(ag™") g.

geG

Notons 7 la trace dans 'algébre F(G). Soit A = (A)) eg un élément de F(G):ona
(¢f. 11, p. 111, exemple 3)

(10) F(A) =D dy Tr(Ay).

xeG
Comme Papplication .% est un isomorphisme de K-algébres, on a 7 0.% = 7, d’on

7(a) = 7(Z(a)) = 7((m\(a)1eg) = 2 dr Tr(my(a) = D dy Try(a)
AeG AeG

pour tout a € K[G], c’est-a-dire
(11) T = Z dA TI'A.

xeG

D’apres (2), pour g € G, on a donc

(12) Z dy x\(9) =

|G| si g est I'élément neutre
AeG

0 sinon.

Pour a € K[G], la relation (9) prend la forme suivante :

(13) a=I|G[" Y > dy Te(my(a)mi(g™)) g;
9€G G
il en résulte que, pour tout élément A = (A,), g de F(G), on a
(14) FUW =16 X Y A T(Am( ) o
9€G \eG

(« Formule d’inversion de Fourier »).



A VIIL398 REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES FINIS § 21

Pour ;1 € G, notons Ju s Endg(V,,) — TI, g Endg (V) Papplication telle que
Ju(u) = (vy) ot vy = 0si A # p et v, = u. Par la formule (14),
—1,. _ -
(15) F () = |G[7'd, Y Te(um,(g7"))g.
geG

Le centre de l'algebre F(G) = [,z Endk(V,) se compose des familles
(ay 1y,)yeq> OU (ay) est une famille d’éléments de K. Cest I'image par .# du
centre de l'algebre K[G]. Celui-ci possede donc une base (e, ), g caractérisée par la
condition

(16) Wx(eu) = 5@ Ly,
pour A, 1 € G, ot d,, désigne le symbole de Kronecker. D’apres la formule (15), on
a, pour tout p € G,
(17) e, =G d, > xu97") g
9€G

Ces éléments satisfont aux relations
(18) dooen=1, ei =e, et e, =0

AeG
pour tous u,v € G tels que i # v; ce sont les idempotents indécomposables de
Z(K[G]) (VIII, p. 143, prop. 15)

Remarque. — Soit (V,7) une représentation linéaire de G. D’apres le théoréme de
Maschke, le K[G]-module V est semi-simple. Pour tout A € G, notons V> le com-
posant isotypique de type A du K[G]-module V; on a V. = @, g VA D’apres la
prop. 15 de VIIL, p. 143 et la formule (17), le projecteur de V d’image V* associé a
cette décomposition de V est égal a
(19) m(ex) = |GI7 dy Y- xalg™) m(g).

geG
En appliquant cette formule & m = 7,, on obtient que I’élément d,.1 de K n’est pas
nul. Nous verrons plus loin (VIII, p. 410, cor. 2) que d,, divise le cardinal de G.

Soit A un élément de G. L’application 7, de K[G] dans Endy(V,) induit un
isomorphisme de (K[G], K[G]) bimodules de e,K[G] sur Endg(V,). Par la prop. 15
de VIII, p. 143, le sous-K[G]-module e, K[G] est le composant isotypique de type A de
KI[G]. C’est aussi le composant isotypique de type AV pour le représentation réguli¢re
droite de G (VIIL, p. 139, prop. 11) ainsi que le composant isotypique de type A x AY
pour la représentation biréguliére (VIII, p. 373, prop. 4).
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6. Relations d’orthogonalité de Schur

Conservons les notations du numéro précédent. Soient A un élément de G, u
et v des éléments de Endy(V,); d’apres la formule (10), on a

F(a(w)jr(v)) = dy Tr(uv).
Comme 7 = % 0 .Z, on déduit des formules (2) et (15) la relation
d |GI7" Y Tr(umy(9)) Tr(umy(g7") = dy Tr(uv).
geG
On a remarqué plus haut que d,.1 # 0 dans le corps K; on en déduit
(20) G- Tr(umy(g)) Tr(omy(97")) = di' Tr(uv).
geG
Spécialisons cette relation au cas ou u et v sont de rang < 1; on obtient
(21) G713 (2", m(g)z) (" milg™y) = di et y)(y". o)
geG

pour z, y dans V, et * y* dans le dual V3 de V,.
i)\].
de I'endomorphisme 7, (g) de V, par rapport & cette base. Si 'on note (€3 ;)1<i<d,

Pour tout A € G, soit (exj)1<j<a, une base de V,; notons (77;(g)) la matrice

la base de V3 duale de (e, ;), on a my(g) = (€5, , m\(9) €y ;), dot

(22) IGI7' Y ﬂ—i)\j(g) mae(g™") = dy' 6y e
geG
Soient maintenant A et y deux éléments distincts de G et soient u € Endg(V,)
et v € Endg(V,). A nouveau d’aprés la relation (15), on a

(23) > Tr(umy(g)) Tr(vm,(g™")) = 0.

On en déduit comme plus haut
(24) > (" m(g)r) (v m (9 )y) =0
geG

pourz € Vy, 2" € Vi, y € V, et y" € V}; on a aussi

78l

(25) > mi(9) mhlg™) =0
geG
pour 4,5 dans [1,d,] et k, ¢ dans [1,d,].
Les relations (20) & (25) sont connues sous le nom de relations d’orthogonalité

de Schur.
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Remarque. — Identifions I'algebre Endg (V) a I'algebre de matrices M, (K) au
moyen de la base (e ;) de V. L’application 7 " est un isomorphisme de 'algebre
[T\ M, (K) sur lalgebre K[G]. Pour x € G, notons E}; Pélément de [Ty M, (K) dont
la composante d’indice  est I'unité matricielle E;; de My (K) (II, p. 142) et dont
les autres composantes sont nulles ; posons uf; = ?71(E£‘]) La famille des éléments
u;\J, pour A€ G, 1 <i < dy, 1 < j < d,, est une base de l'algébre K[G]; la table de
multiplication est

(26) u;\] uhy = Oxp O uly.
De plus, d’aprés la formule (15), on a

(27) uy =G dy Do mi(e™h) g

geG

7. Relation d’orthogonalité des caractéres

Conservons les notations des numéros 5 et 6. Rappelons que Z(K[G]) est formé
des fonctions centrales.

On définit une application bilinéaire symétrique de K[G] x K[G] dans K par la
formule

(28) (f. /e =G X fofomr

geG
pour tous f =3 f,g et f' =3 fig appartenant a K[G]. On a (f, f')q = |G| >7(f f").

PROPOSITION 4 (Relation d’orthogonalité des caracteres). — Pour A et p dans G,
on a <X/\> X,[J.)G = 6)\/1,‘
C’est le cas particulier des relations (20) et (23), ol les endomorphismes u et v

sont pris égaux a l'identité.

COROLLAIRE. — Soient w et ' des représentations linéaires de dimension finie de

G. On a, dans le corps K,

(29) (Xas Xa)e = (dimg Homg(m, 7')).1 .

Supposons d’abord que 7 et 7' soient des représentations simples. L’espace
vectoriel Homg (7, 7") est de dimension 1 ou 0 suivant que 7 et 7’ sont isomorphes
ou non (lemme de Schur, VIII, p. 43, prop. 2). La formule (29) résulte dans ce cas
de la proposition 4.
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Dans le cas général, la représentation 7 (resp. 7’) est somme directe de repré-

sentations simples 7y, ..., 7, (resp. 7, ..., 7). L'espace Homg (7, ') est isomorphe

a la somme directe des espaces HOIIIG(TI',L,TI';-), pour 1 <i<m,1<j<n, etlona

Xﬂ:Xﬂ1+“‘+Xﬂ,,l7 Xﬂ-’:X‘;r’1++X7T;L

Par linéarité, la démonstration de la formule (29) est ramenée au cas des représen-
tations simples.

8. Fonctions centrales sur un groupe fini

PROPOSITION 5. — La famille (x,), g
tions centrales. Le nombre de classes de représentations linéaires simples de G est

est une base de l’espace vectoriel des fonc-

égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Pour a = ¥ cqa,9 € K[G], notons a¥ = Y cqa,1g; Vapplication a +— a”
est un antiautomorphisme involutif de I’algebre K[G]. D’aprés la formule (17), on a
ey = |G| d,xY pour tout A € G. La proposition résulte alors de ce que la famille
(€x),eq est une base du centre de K[G].

Notons € l'ensemble des classes de conjugaison de G. Soit C un élément de

¢ ; 'image C~! de C par I'application g — ¢!

est une classe de conjugaison. Les
centralisateurs des éléments de C sont des sous-groupes de G conjugués entre eux;

leur cardinal d(C) satisfait &
(30) Card(G) = Card(C) d(C).

En particulier, on a d(C).1 # 0 dans le corps K.

Soit f une fonction centrale sur G. Pour toute classe de conjugaison C, notons
f(C) la valeur commune des f(z) pour z € C. Avec cette notation, la relation
d’orthogonalité des caractéres (VIII, p. 400, prop. 4) s’écrit

(31) > (€ x(C) dO) =4y, ,
Ce?
pour A et u dans G.
Notons A la matrice de type G x € d’éléments XA(C) et B la matrice de type

% x G, d’éléments y,(C™!) d(C)™". Les ensembles G et € ont le méme cardinal
(prop. 5); la relation (31) exprime que la matrice produit AB est la matrice unité
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de type GxG. D’apres la prop. 11 de I1, p. 159, la matrice produit BA est la matrice
unité de type € x € ; autrement dit, on a la relation
(32) Z XA(CTH) xa(C) = d(C) d¢er
AeG

pour C et C' dans € (appelée parfois « seconde relation d’orthogonalité des carac-
téres »).

Soit H un sous-groupe de G. Remarquons que l'entier Card(H) divise Card(G)
et que |G| n'est pas nul dans K; on a donc [H| # 0 dans K

Notons Res§ I’application linéaire de Z(K[G]) dans Z(K[H]) qui associe & une
fonction centrale sur G sa restriction a H. Si x,. est le caractére d'une représentation

de dimension finie 7 de G, on a vu que Res$(y, ) est le caractére de la représentation
Res$ () de H.

PROPOSITION 6. — Soient [ une fonction centrale sur G et u une fonction centrale
sur H. On a

(33) (IndS (1), f) = (u, Res§ ()

Les caractéres des représentations simples de G forment une base de Z(K[G])
(VIIL, p. 401, prop. 5) et il en est de méme pour H. Il suffit donc d’établir (33) dans le
cas ou f est le caractere x, d'une représentation simple 7 de G et u le caractere x,
d’une représentation simple ¢ de H. Dans ce cas, Ind$(u) est le caractére de la
représentation Indg(a) de G et, d’apres VIII, p. 400, corollaire, on a

(Ind$(u), f)¢ = (dimg Homg (Ind$ (o), 7)).1.
On établit de méme la relation
(u, Res (f))y = (dim, Homy (o, Res§(7))).1
et 1'égalité (33) résulte de la réciprocité de Frobenius.
PROPOSITION 7. — Soit f une application de G dans K. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) Il existe un élément X\ de G et un élément a de K tels que f = ax,;
(ii) Pour tout couple (g,¢') d’éléments de G, on a

(34) fla) Jlg)=IGIH f(1) > f(hgh™'g).

heG

Soit A un élément de @; pour tout endomorphisme u de V,, posons

(35) W' =GN YD my (k) um (Y.

heG
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L’endomorphisme u* de V, est K[G]-linéaire ; d’apres le lemme de Schur (VIIL, p. 43,
th. 1), u® est une homothétie ; comme u et uf ont la méme trace, on a donc

W =dyt Tr(u) 1y,.
Soient u et v des endomorphismes de V, ; on en déduit
(36) Tr(u) Tr(v) = d, Tr(u'v) =d, |G]™" Y. Tre(my(h) u my(h™")v).

heG

Prenons u = m,(g), v = 7,(¢’) dans la formule (36) ; la relation (34) pour f = y, en
résulte.

Inversement, supposons la condition (ii) satisfaite. Si 'on a f(1) = 0, on en
déduit f(g) f(¢') = 0 pour tout couple (g, ¢') d’éléments de G, d’out f = 0. On peut
donc supposer f(1) # 0. Prenons ¢’ = 1 dans (34), on obtient la relation

flg)=1GI7" X2 flhgh™)
heG
pour tout g € G, ce qui entraine que f est une fonction centrale. D’apres la pro-
position 5, il existe une famille (a,) d’éléments de K telle que f = 3>\ & ay x,-
Remplagons f par cette expression dans la formule (34); tenant compte de ce que
chacun des caracteres x, satisfait aussi a cette relation, on trouve
(37) Y ana, xa(9) Xulg) = D0 ax dit (1) xa(9) xa(9)
AueG AeG
pour g,¢ € G. La relation précédente s’écrit également
(38) Z (a/\ a/t - 6Au ax dX1 f(l)) X/\(g)X;z(g/) =0.
A
pour g,¢" € G. Or les fonctions x,, pour A € @, sont linéairement indépendantes
(prop. 5 de VIII, p. 401) ; on en déduit que

ay a, =0y, a, dyt f(1)

pour A, 1 € G. En particulier, aya, = 0 dés que A # . Par suite, il existe au plus
un élément A de G tel que ay # 0 et lon a f = ay y,, d’o ().
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9. Cas des groupes commutatifs

Dans ce numéro, on suppose que le groupe G est commutatif.

D’aprés le lemme de Schur (VIII, p. 44, cor. 1), toute représentation simple
de G est de dimension 1. Soient (M, 7) une telle représentation et x son caractére;
pour tout g € G et tout « € M, on a 7(g)(z) = x(g)x. Par suite, le caractere x
est un homomorphisme de G dans le groupe multiplicatif K* de K. Inversement,
tout homomorphisme de G dans K* est le caractére d’'une représentation de degré 1
de G. Ainsi ensemble G des classes de K[G]-modules simples s’identifie & 'ensemble
Hom(G,K*) des homomorphismes de G dans K*. On en déduit une structure de
groupe commutatif sur @; le produit dans G correspond au produit tensoriel des
représentations. Les groupes G et G ont méme cardinal d’apres la prop. 5 de VIII,
p. 401. Toute fonction sur G est centrale et G est une base de I'espace vectoriel
des applications de G dans K (loc. cit.). En vertu de la relation d’orthogonalité
des caracteres, une telle application f se décompose sur la base G de la manicre
suivante :

(39) f=> hax

xeG

Pour des applications f et f’ de G dans K, on a la relation

(40) (f,fa= 2 e e

xeG

Soit (V,7) une représentation linéaire de G. Pour tout y € G, notons VX le
sous-espace de V formé des vecteurs v tels que m(g)(v) = x(g)v pour tout g € G;
I'espace VX est le composant isotypique de type x du K[G]-module V. L’espace V
est somme directe de la famille (VX)X cc et le projecteur p, de V d’image VX associé
a cette décomposition est donné par

(41) P =1GI7 > x(g7h) 7(g)

geG

en vertu de la relation (19).

Remarque. — Soit n le cardinal du groupe G et soit 4, (K) le groupe des racines
n-emes de 'unité dans K. Pour tout ¢ € G, on a ¢g" = 1; par suite, G s'identifie au
groupe Hom(G, p,,(K)). Le groupe p,, (K) est cyclique d’ordre n (V, p. 75, th. 1). Le
groupe G est donc isomorphe au groupe D(G) = Hom(G, Q/Z). D’aprés VII, p. 25,
prop. 10, le groupe G est isomorphe au groupe G et 'application qui, a tout élément
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g de G; associe "lhomomorphisme x — x(g) de G dans K* est un isomorphisme de
G sur G.

10. Caractéres et groupes de Grothendieck

Notons 6 I'homomorphisme de K-algebres de K ®, Rk (G) dans 2, (G) qui
transforme 1 ® [r1] en x, pour toute représentation 7 de dimension finie.

PROPOSITION 8. — a) L’homomorphisme O est un isomorphisme de K @47 Rk (G)
sur Z(G).

b) Supposons K de caractéristique 0. Alors O définit un isomorphisme de
R (G) sur le sous-anneau de % (G) formé des combinaisons linéaires a coefficients
entiers des caractéres xy, pour \ parcourant G.

La famille ([\]), & est une base du Z-module Rk (G) et la famille (x,)

AeG xeG
une base du K-espace vectoriel Z(G). Les assertions a) et b) en résultent (VIII,

est

p. 401, prop. 5).

11. Dimension des représentations simples

Notons n le cardinal du groupe G. Soit 7 une représentation linéaire de G dans
un K-espace vectoriel M de dimension finie. Pour tout ¢ € G, on a 7(g)" = 1y,
donc le polyndme minimal de m(g) divise T" — 1. Comme n.1 # 0 dans K, ce
polynoéme minimal est séparable (V, p. 75), et comme le corps K est algébriquement
clos, ’'endomorphisme 7(g) de M est diagonalisable (VIL, p. 39, prop. 12). Les valeurs
propres de 7(g) sont des racines n-émes de 'unité et, pour tout a € K, la multiplicité
géométrique de o comme valeur propre de 7(g) (VIL, p. 29, déf. 1) est égale a la
multiplicité de o comme racine du polynome caractéristique de m(g). Notons &,
le sous-groupe de K engendré par l'ensemble 1, (K) des racines n-émes de 1'unité;
c’est un Z-module de type fini et un sous-anneau de K. Le caractére de 7 prend ses

valeurs dans O),.

PROPOSITION 9. — Supposons le corps K de caractéristique nulle. Alors le degré
de toute représentation simple de G divise le cardinal de G.

Soient (V,7) une représentation simple de G et y son caractére. Pour tout
élément a de Z(K[G]), I'endomorphisme 7(a) de V est une homothétie (VIII, p. 43,
th. 1); notons ¢(a) le scalaire tel que 7(a) = ¢(a)y. L’application ¢ de Z(K[G])
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dans K ainsi définie est un homomorphisme d’algebres. Prenons a = 3 < x(g7Yg;
d’apres la remarque de VIII, p. 398, on a ¢(a) = (dim V)~}|G|. D’autre part a
appartient au sous-anneau €, [G] N Z(K[G]) de K[G], qui est un Z-module de type
fini (VII, p. 15, cor.). Ainsi I'élément ¢(a) = (dim V)7!|G| de K appartient & un
sous-anneau de K qui est un Z-module de type fini. On conclut a ’aide du lemme
suivant :

Lemme. — Soit L une extension de Q. Soit A un sous-anneau de L. On suppose
que A est un Z-module de type fini. On a ANQ =Z.

Comme le Z-module A N Q est de type fini, il existe un entier N strictement
positif tel que A N Q soit contenu dans %Z. Soit z un élément de Q = Z ; écrivons
x =2, olip et g sont des entiers premiers entre eux et ¢ > 2. On a @~ > 2V > N (E,
1L, p. 30, th. 2), les entiers pN et ¢~ sont premiers entre eux et par suite =~ ¢ %Z.
Par conséquent x n’appartient pas a A, d’ou le lemme.

Nous étendrons au numéro suivant la proposition 9 au cas ou l'on suppose
seulement que la caractéristique de K ne divise pas l'ordre de G.

12. Changement de corps de base

Conservons les notations du numéro précédent. Soit K’ un corps algébriquement
clos tel que 'élément n.1 de K’ ne soit pas nul. Les groupes p,,(K) et u, (K') sont
cycliques d’ordre n (V, p. 75, th. 1). Choisissons un isomorphisme ¢ de pu,,(K)
sur u,(K"). Soit 7 une représentation linéaire de G dans un K-espace vectoriel de
dimension finie et soit 7’ une représentation linéaire de G dans un K’-espace vectoriel
de dimension finie. On dira que 7 et 7’ sont apparentées (par ¢) si pour tout g € G
et tout w € p,(K), la multiplicité de w comme valeur propre de 7(g) est égale &
la multiplicité de ¢(w) comme valeur propre de 7'(g). S’il en est ainsi, 7 et 7 ont
méme dimension, comme on le voit en prenant g = 1.

Soient m; et m, (resp. m; et mh) des représentations linéaires de G dans des
espaces vectoriels de dimension finie sur K (resp. K’). On a les propriétés suivantes :

a) St est apparentée a ) et mh, alors W) et w, sont isomorphes;

b) Sim, est apparentée a 7y, et wy d mh, alors w By est apparentée d w B wh,
et m @ my est apparentée 4 T @ wh.

L’assertion a) résulte du cor. 5 de VIIL, p. 392 et lassertion b) est claire.

On note ici .7 (G) Pensemble des classes de K[G]-modules simples, noté pré-
cédemment G et on définit ., (G) de maniére analogue. Les ensembles .7 (G) et
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i (G) sont tous deux finis, de cardinal le nombre de clases de conjugaison (VIII,
p. 401, prop. 5).

PROPOSITION 10. — [l existe une unique application @ de Sk (G) dans S (G)
telle que X et pi () soient apparentées par ¢ pour tout A dans S (G). De plus, ¢
est bijective.

L'unicité de ¢ résulte de la propriété a) ci-dessus.
A) Supposons le corps K de caractéristique 0.

Le groupe p,, (K) est cyclique (V, p. 75, th. 1); choisissons un générateur ¢ de
ce groupe. Considérons 'homomorphisme d’anneaux p : Z[X] — &, qui applique X
sur C. Il est surjectif. Le polynéme cyclotomique @, (X) est irréductible dans Q[X]
(V, p. 80, th. 2); c’est donc le polyndme minimal de ¢ sur Q. Le polyndéme ®,, est
un polyndme unitaire & coefficients entiers (V, p. 78). Soit P € Z[X] un polynéme
tel que P(¢) = 0; d’apres la division euclidienne des polynomes (IV, p. 10), il existe
deux polynémes Q et R de Z[X] tels que P = Q®, + R et deg(R) < deg(®,,). On a
R(¢) = 0, donc R = 0 puisque @, est le polynéme minimal de ¢. Par conséquent,
le noyau de p est I'idéal ®,,Z[X] de Z[X] et p induit un isomorphisme d’anneaux de
Z[X]/®,Z[X] sur O,

Posons ¢’ = ¢(¢) ; ¢’est une racine primitive n-éme de 'unité dans K’, et 1'on a
donc @,,(¢") = 0 (V, p. 80, lemme 3). Par suite, il existe un homomorphisme ¢, de
lanneau &, dans le corps K’ qui transforme ¢ en ¢’; il prolonge I'application ¢ de
11, (K) dans g1, (K'). Soit & le sous-anneau de K formé des éléments % avec a € 0,
et r € N. Comme n.1 est inversible dans K’, 'homomorphisme ¢, se prolonge en
un homomorphisme ¢, de & dans K'.

Identifions l'algébre ¢'[G] du groupe G sur & & un sous-anneau de l'algébre
K[G], et définissons un homomorphisme d’anneaux ® de ¢[G] dans K'[G] par la

formule

(12) o(% 00) = 5 ailos
geG geG
Notons € I'ensemble des classes de conjugaison de G. Pour C dans €', notons u
I'élément 3 cc g de O[G]; la famille (uc)ceqy est une base sur & du centre Z(0[G])
de Talgebre ¢[G] (VIIL, p. 388). Pour tout élément A de .#(G), notons x, son
caractere, d, sa dimension et e, 1'élément de K[G] défini par

(43) ex=1GI""dy Y xalg Mg
geG
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La famille (e,) est une base sur K du centre Z(K[G]) de I'anneau K[G] (VIII,
p. 398). On a

(44) e\ = Z Q¢ Uc
Ce?

avec

(45) e =[G dy X\ (CT).

Pour C € € et A € 7 (G), posons ¢, = |G| di* d(C)~! x,(C). La matrice (a, ¢)
a ses éléments dans & et il résulte de la formule (31) de VIII, p. 401 que sa matrice
inverse est la matrice (fq ), qui a aussi ses éléments dans & en vertu de la prop. 9
de VIII, p. 405. Par conséquent, la famille (e,) est une base du &-module Z(0[G]).

Les éléments ®(ug) = Y ecg de K'[G] forment une base sur K’ du centre
Z(K'[G]) de I'anneau K'[G]. On a
(46) P(ey) = Z e1(ayc) (ue)

Ce?

et la matrice d’éléments ¢, (o, o) est inversible. La famille des ®(e,) est donc une
base de Z(K'[G]). La famille (e,) est une partition de 'idempotent 1 dans Z(K[G])
(VIII, p. 141 et p. 398); autrement dit, on a

Zekzl, el =e,, exe, =0 si A#p.
X

I en résulte que la famille des ®(e,) est une partition de l'idempotent 1 dans
Z(K'[G]) ; comme cette famille est une base de Z(K'[G]) sur K', ses éléments sont les
idempotents indécomposables de Z(K'[G]) (VIII, p. 143, remarque 4).

Pour X dans % (G), définissons comme ci-dessus X/, dy et e,,. D’aprés VIII,
p. 398, les éléments ey, sont les idempotents indécomposables de Z(K'[G]). 11 existe
donc une bijection p¢ de Fi(G) sur S (G) telle que ®(e,) = e, () pour tout A
dans 7 (G).

Soit A dans #k(G); posons X' = @q(A). Soit (Vy,my) (resp. (Vy,my)) une
représentation linéaire de G dont le K[G]-module (resp. K'[G]-module) associé soit
de classe A (resp. \'). Démontrons que A et \' sont apparentées. Soit g un élément
de G. Soit 4(T) le déterminant de 'endomorphisme 1 + T7,(g) du K[T]-module
K[T] @k V. Soient wy, ..., w,, les valeurs propres de m,(g); on a

5(T) = (14 Tw,)... (1+ Twy,)-

On définit de méme §'(T) et on note wy, ..., wy,, les valeurs propres de my(g). Le
O-module O[G] est libre de base G et le K-espace vectoriel K[G] a pour base G.
Notons A(T) le déterminant de la multiplication par 1+ e,¢T dans le &[T]-module
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O[T] ®4 O[G]. C'est aussi le déterminant de la multiplication par 1 + e ¢gT dans
le K[T]-module K[T] ®x K[G]. Soit @, 'homomorphisme de &[T] dans K'[T] qui
prolonge ¢, et applique T sur T. Comme G est une base du K’-espace vectoriel
K'[G], le polynome 3, (A(T)) est égal au déterminant A’(T) de la multiplication par
1+ e,gT dans le K'-espace vectoriel K'[G].

L’algebre K[G] est somme directe de ses composants simples e, K[G] pour p
parcourant ¢ (G). Pour p distinct de A, I'élément e,g annule ¢, K[G]; de plus, la
multiplication par e,g coincide avec la multiplication par g dans e,K[G]. Compte
tenu de VIII, p. 398 et de I'exemple 6 de VIII, p. 390, la représentation de G
dans e,K[G] est somme directe de d, représentations de classe A. On a par suite
A(T) = §(T)%.

De maniere analogue, on a A'(T) = §'(T)

De la relation A’(T) = %, (A(T)), on déduit d’abord que d3 = d3,, d’ot d, = d,,
puis le fait que la suite ¢(w,), . .., ©(w,, ) se déduit de la suite (wf, . .. ,w;;/) par une

dyr

permutation de ’ensemble des indices.

Ceci étant prouvé pour tout élément g de G, les représentations A et X sont
apparentées. On a donc prouvé la proposition 10 lorsque le corps K est de caracté-
ristique 0.

B) Cas général.

Soit L un corps algébriquement clos de caractéristique 0 (par exemple, une
cloture algébrique de Q). Notons .77 (G) T'ensemble des classes de L[G]-modules
simples. Choisissons un isomorphisme 1 du groupe pu, (L) sur le groupe p,(K) et
posons 7' = ¢ on. D’apres la partie A) de la démonstration, il existe des bijections

ne + Z1(G) = F(G) , g A(G) = F(G)
possédant la propriété suivante : pour tout A dans 77 (G), les représentations \ et
N (A) sont apparentées par 7, et les représentations A et 7 (\) sont apparentées par
1. La bijection g = 1 0 ng* convient.

La bijection ¢q de #k(G) sur # (G) se prolonge en un isomorphisme, encore
noté g, du groupe de Grothendieck Ry (G) sur le groupe Ry (G).

Remarque 1. — Supposons que K’ soit une extension de K et que 'isomorphisme ¢
soit l'application & +— £.1, alors l'application ¢ est donnée par l'extension des
scalaires de K a K'.
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COROLLAIRE 1. — L’application ¢¢ est un isomorphisme d’anneaux de Rk (G) sur
R/ (G). Pour toute représentation m de dimension finie de G dans un K-espace
vectoriel, on a o ([r]) = [7'], ot 7' est une représentation apparentée a T par .

Cela résulte de la semi-simplicité des représentations de G et de la propriété b)
de VIII, p. 406.

COROLLAIRE 2. — La dimension de toute représentation simple de G divise l'ordre
de G.
Cela résulte de la prop. 10 et de la prop. 9 de VIII, p. 405.

Remarques. — 2) Supposons le groupe G commutatif. On a vu dans la remarque
de VIII, p. 404 que #«(G) s’identifie & I'ensemble Hom(G, 1, (K)). De maniere
analogue, .%i,(G) s’identifie & Hom(G, y,,(K')). Avec ces identifications, la bijection
g n'est autre que 'application x — ¢ o x.

3) Soient 7, et m, des représentations linéaires de G dans des espaces vectoriels

de dimension finie sur K. Pour ¢ = 1,2, soit 7} une représentation apparentée a ;

par ¢. On a

(47) dimg Homy (7, my) = dimy, Homy, (7], 75).

Cela se démontre comme dans le corollaire de VIII, p. 400 par réduction au cas ou
les 7, (et donc les 7}) sont simples.

4) Soit H un sous-groupe de G de cardinal m. L’isomorphisme ¢ induit par pas-
sage aux sous-ensembles un isomorphisme de p,, (K) sur p,,(K’') et, par conséquent,
un isomorphisme d’anneaux ¢y de Ry (H) sur Ry, (H) Les diagrammes suivants sont

commutatifs :
Resg Indg’
J,@G J/WH J,WH JWG
Resg Indg
R (G) — Ry (H) R (H) — R/ (G).

La commutativité du premier diagramme est évidente et celle du deuxieme s’en

déduit a l'aide de la réciprocité de Frobenius et de la formule (47).

5) Supposons que G soit le produit G’ x G” de deux groupes finis. On définit,
comme dans l'exemple précédent des isomorphismes ¢, et @qn.
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On a alors un diagramme commutatif

Ri(G) @z R (G”) —— R (G)

J’LPG/ ®pgr l%c

Ry (G') ®7 Ry (G”) NLAN R (G),

ol les isomorphismes k et ' sont ceux définis en VIII, p. 396.

*13. Représentations linéaires complexes

Dans ce numéro, on suppose que K est le corps C des nombres complexes.

Soit (M, ) une représentation linéaire de G. On dit qu'une forme hermitienne

® sur M est invariante par G si I'on a
(48) O(m(g)x, m(g)a’) = O(x,2')

pour tous z, 2" € M et tout g € G. Cela signifie aussi que pour tout g € G l'auto-
morphisme 7(g) de M est unitaire par rapport a ®.

PROPOSITION 11. — Soit (M, ) une représentation linéaire de G, de dimension
finie.

a) Il existe sur M une forme hermitienne, positive, séparante et invariante
par G.

b) Supposons la représentation m simple; si ® et U sont des formes hermi-
tiennes non nulles sur M, invariantes par G, il existe un nombre réel a tel que
U =ad.

Sur 'espace vectoriel M, choisissons une forme hermitienne, positive et sépa-
rante, notée ®,. On définit une forme hermitienne ®, positive, séparante et invariante
par G en posant
(49) O(z,2") = Y Py(n(g)z, m(g)a’)

geG
pour z,x’ € M.

Soit ¥ une forme hermitienne sur M; il existe un unique endomorphisme A
de M tel que ¥(z,2') = ®(x, Az’) pour z,2’ dans M. Si, de plus, ¥ est invariante
par G, 'endomorphisme A commute aux automorphismes 7(g) pour g € G. Si la
représentation 7 est simple, d’apreés le lemme de Schur (VIIL, p. 43, th. 1), A est
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une homothétie et il existe donc un nombre complexe a tel que ¥ = a®. Comme P

et ¥ sont hermitiennes et ® non nulle, a est un nombre réel, d’ou la proposition.

On munit Pespace vectoriel C[G] des fonctions complexes sur G de la structure
d’espace hilbertien dont le produit scalaire est donné par

(50) (e =1GI"" 32 T(9) f'(9).

g€G

Pour toute fonction f € C[G], on note f* la fonction définie par

(51) fg)=Fflg™)

pour g € G; on a (f*)* = f. On a aussi

(52) (F1f e =" e

pour f, f' € C[G], avec les notations de la formule (28) de VIII, p. 400. On a donc
(53) (flfa = G727 (ff).

Soit (M, 7) une représentation linéaire de G, de dimension finie. Munissons
I’espace vectoriel M d’une structure d’espace hilbertien pour laquelle les endomor-
phismes 7(g) sont unitaires (prop. 11). Si l'on note A* I'adjoint d'un endomor-
phisme A de M pour cette structure, on a Tr(A*) = Tr(A). Pour tout g € G, on
an(g™t) =7(g)* dot x,(¢7") = x,(g9); autrement dit, on a x, = x:. La relation

d’orthogonalité des caractéres (VIII, p. 400, prop. 4) prend alors la forme

(54) <X)\|XM>G = 5@

pour \, i € G ; elle exprime que la famille des caractéres (x,), cq des représentations
simples de G est une base orthonormale de Uespace hilbertien Z(C[G]) des fonctions
centrales.

Soient 7 et 7’ des représentations linéaires de G, de dimension finie. On a la
relation (X, |\, )¢ = dimg Homg (m, 7") (VIIL, p. 400, cor.). La représentation 7 est
irréductible si et seulement si (x,|x.)q = 1.

Pour tout élément A\ de @, munissons l'espace vectoriel V, d'une structure d’es-
pace hilbertien pour laquelle les automorphismes m,(g) soient unitaires, et notons
(v|v') le produit scalaire de deux éléments v, v’ de V), et u* Padjoint d'un endomor-
phisme u de V,. Soient A = (A,), = et A’ = (A)) G

Maed seg des éléments de F(G). Notons
A" = (AY)

yea- On a F(a*) = (Z(a))* pour tout élément a de C[G]. Posons

(55) (AJA)) g = |G| 2R (A*A).
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D’aprés la formule (10) de VIII, p. 397, on a

/ 1 .
(56) (AJA)g = GP ZA dy, Tr(A} A)).
AeG

Comme 7 o .F = 7 les formules (53) et (55) entrainent que I'application # est un
isomorphisme d’espaces hilbertiens de C[G] sur F(G).

Les relations d’orthogonalité de Schur (VIII, p. 399) peuvent étre reformulées a
l'aide des produits scalaires hilbertiens. Ainsi, les relations (21) et (24) donnent les
assertions suivantes. Pour A € G et pour z, 2, v,y dans V,, on a
(57) G|~ Z (zlmy(9) )5 (ylma(g) ¥)x = dy* (zly)s (@ly)r

geG
Si A et p sont deux éléments distincts de G, pour z, 2’ dans V, et v,y dans V,, on
a

(58) > (zlmy(g) 205 (ylm,(9) ¥, = 0.

Pour tout A € G, choisissons une base orthonormale (exi)icica, de V. Pour
tout g € G, notons (735(g)) la matrice de 'endomorphisme m,(g) de V, par rapport
a cette base; on a

(59) WZAJ((J) = <€A,i‘7rx(9) e)\,j>)\'

Comme 'endomorphisme 7, (g) est unitaire, son inverse est égal a 7, (g)*, d’ott
(60) mi(g) =797 h).
Il résulte alors des formules (22) de VIIIL, p. 399 et (25) p. 399, que les fonctions

(d\)V? 7, pour \ € @, 1 <i<dy, 1 <j<d,, forment une base orthonormale de

157

Uespace hilbertien C[G].



A VIIL414 REPRESENTATIONS LINEAIRES DES GROUPES FINIS § 21

EXERCICES

1) Soient A un anneau commutatif, G un groupe et H un sous-groupe d’indice fini de G;
on suppose que 1'élément (G : H)1a de A est inversible. Soient M un A[G]-module et N un
sous-A[G]-module de M. Si N admet un sous-A[H]-module supplémentaire dans M, prouver
qu’il admet un sous-A[G]-module supplémentaire dans M (adapter la démonstration du
th. 1 de VIIIL, p. 391). En déduire quun A[G]-module qui est projectif en tant que A[H]-
module est projectif.

2) Soient A un anneau commutatif et G un groupe.

a) On suppose que 'algébre A[G] du groupe G est un anneau absolument plat (VIII,
p. 166, exerc. 27). Prouver que lanneau A est absolument plat. Soit H un sous-groupe
de G admettant une partie génératrice finie; démontrer que l'idéal & gauche Iy de A[G]
(VIIL, p. 21, exerc. 25) admet un supplémentaire dans A[G] et en déduire que H est fini
(observer que dans le cas contraire I'annulateur de Iy serait réduit a (0)).

b) On conserve les hypothése de a). Soit g un élément de G, d’ordre n fini; prouver
que n 1y est inversible dans A (soit = un élément de A tel que (1 —eg)z(1—ey) = (1—¢y);
construire un élément y de A tel que 1 — (1 —eg)z = y(1+e5+ - +egn-1)). En déduire
que 'ordre de tout sous-groupe fini de G est inversible dans A.

¢) On suppose que A est un anneau absolument plat et que toute partie finie de
G engendre un sous-groupe fini, dont le cardinal est inversible dans A. Démontrer que
lanneau A[G] est absolument plat (se ramener au cas ot G est fini et utiliser 'exerc. 1).

3) Soient A un anneau commutatif et G un groupe.

a) On suppose que lalgébre A[G] du groupe G est semi-simple. Prouver que A est
semi-simple, que G est fini et que son ordre est inversible dans A (utiliser I'exerc. 2 et
lexerc. 25 de VIII, p. 21).

b) On suppose que l'algebre A[G] est isomorphe au produit d’une famille finie de
corps. Prouver que tout sous-groupe de G est distingué (utiliser a), et remarquer que tout
idempotent de A[G] est central).

Dans les exercices 4 a 26 qui suivent, on désigne par G un groupe fini et par K un

corps algébriqguement clos; on suppose que 'ordre de G est inversible dans K.

4) Soient (M, 7) une représentation fidele® de dimension finie de G et (N, p) une représen-
tation irréductible ; on suppose que le caractere x, prend exactement s valeurs distinctes.
Prouver qu’il existe un entier n < s tel que le K[G]-module N soit isomorphe & un sous-
module de M®" (calculer (x,, x%), en observant que I'égalité x(g9) = dim M équivaut &
g=1).

5) Soit (M, 7) une représentation de G.

() Cela signifie que I'homomorphisme 7 : G — Autg (M) est injectif.
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a) Soient H un sous-groupe de G, S un systéme de représentants dans G des classes
a gauche (mod. H) et N un sous-espace vectoriel de M stable par H. Pour que la repré-
sentation de G dans M soit isomorphe a la représentation induite par celle de H dans N,
il faut et il suffit qu’on ait M = @ g sN.

b) On suppose que M est somme directe d’une famille (M;);c1 de sous-espaces et qu’il
existe une action transitive de G sur I telle que 7(g)(M;) C My; pour g € G,¢ € L. Soit o € I,
et soit G, son stabilisateur dans G ; prouver que 7 est isomorphe & la représentation induite
par la représentation de G, dans M,. Si 7 est irréductible, la condition de transitivité de
Paction de G sur I est automatiquement vérifiée.

6) Soit X un ensemble fini sur lequel G opére. On considére la représentation = de G dans
KX telle que 7(g9)ex = ege pour g € G, x € X (« représentation de permutation » associée
a X).

a) Pour g € G, prouver que x.(g) est égal au nombre de points de X fixés par g.

b) Démontrer que la multiplicité de la représentation unité dans 7 est égale au nombre
d’orbites de G dans X.

¢) On suppose désormais que laction de G est transitive ; on fixe un point = de X, et
on dénote par H son stabilisateur. Prouver que 7 est isomorphe a la représentation induite
par la représentation unité de H, et que (X, x=) est égal au nombre d’orbites de H dans X.

d) Soit V le sous-espace de KX formé des vecteurs dont la somme des coordonnées
est nulle; il est stable par G, et 'on désigne par 7x la représentation de G dans V déduite
de 7. Prouver que pour que mx soit irréductible, il faut et il suffit que 'action de G soit
deux fois transitive (I, p. 131, exerc. 14).

7) Pour toute représentation V de G de dimension finie, on note (V) la dimension du sous-
espace de V fixé par G; on étend ¢ par linéarité en une forme Z-linéaire sur Rg(G). Soit
(V) e la famille des représentations irréductibles de G et soit w I'élément 3°, .« [VA] [V3]
de Rk(G). Démontrer la formule p(w™) = 3« d(C)*~! pour tout entier n > 0 (appliquer
la prop. 8 de VIII, p. 405 et la seconde relation d’orthogonalité des caractéres).

8) Soient H, F des sous-groupes de G, et soit S une partie de G telle que G soit réunion
disjointe des doubles classes FsH. Soit (N, o) une représentation de H. Pour s € G, on
pose Hy = F N sHs™!, et I'on note o, la représentation de Hy dans N définie par os(z) =
o(s~tws).

a) Démontrer que la représentation Res$ (Ind$ (o)) est isomorphe & la somme directe
des représentations Indgs (0s) pour s € S (notons (M, 7) la représentation Ind§ (o) ; Ves-
pace M s’identifie & la somme directe des m(z)N pour x € G/H. Pour s € S, soit M(s) le
sous-espace de M engendré par les m(z)N avec x € FsH; observer que M(s) est somme
directe des sous-espaces m(zs)N pour z € F/H; et déduire de l'exerc. 5 b) que M(s) est
isomorphe comme K[F]-module & Indf (o)).
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b) On prend F = H (de sorte que 'on a Hy = H N sHs™!). Démontrer que pour que
la représentation Indg(a) soit irréductible, il faut et il suffit que o soit irréductible et que
pour tout s € G=H, les supports (VIII, p. 62) des représentations o5 et R,esgs(o) soient
disjoints (« critére de Mackey » : appliquer a) et la réciprocité de Frobenius).

¢) On suppose H distingué ; pour que Indg(a) soit irréductible, il faut et il suffit que o
soit irréductible et ne soit isomorphe & aucune de ses conjuguées o oint(g) pour g € G—H.

9) Soient (M, 7) une représentation irréductible de G et H un sous-groupe distingué de G.
a) Soit M = @;c;M; la décomposition du K[H]-module M en somme directe de
sous-modules isotypiques. Prouver que l'action de G sur M permute transitivement les
sous-modules M;. En déduire que (M, 7) est isomorphe a la représentation induite par un
sous-groupe de G contenant H (appliquer l'exerc. 5 b)).
b) Soit . le support du K[H]-module M; il existe un entier e tel que M soit K[H]-
isomorphe a » 7y c o A

10) Soient (M, 7) une représentation irréductible de G et H un sous-groupe distingué de G.

a) On suppose que H est égal au centre de G ; prouver que le degré de 7 divise l'indice
de H dans G (pour m > 1, soit H,, le sous-groupe de H™ formé des éléments (hq, ..., hy)
tels que hy ...h;, = 1; observer que la représentation 7*™ : G™ — Endk(M®™) définit
une représentation irréductible de G™ /H,,, & laquelle on appliquera le cor. 2 de la prop. 10
(VIIL, p. 410)).

b) On suppose que H est commutatif; prouver que le degré de 7 divise (G : H) (en
utilisant I'exerc. 9 a) et en raisonnant par récurrence sur le cardinal de G, se ramener au
cas ol la restriction de 7 & H est isotypique ; prouver que m(H) est central dans 7(G), et
appliquer a)).

11) Soient A et H des sous-groupes de G ; on suppose que A est commutatif et distingué,
et que G est produit semi-direct de H par A. Le groupe H opeére sur A= Hom(A,K*);

on choisit un systéme de représentants des orbites de H dans A. Pour i €

(O‘i)ieﬁ/H
FA/ H, soit H; le stabilisateur de a; dans H, et soit G; = AH;. Pour toute représentation
irréductible o de H;, on définit une représentation p; » de G; en posant p; o (ah) = a;(a)p(h)
pour a € A et h € H. Prouver que les représentations Indgi (pi,s), pour i € A/H et
o€ ﬁi, sont irréductibles, deux a deux non isomorphes, et que 'on obtient ainsi toutes

les représentations irréductibles de G (appliquer l'exerc. 9).

€ 12) Soit H un sous-groupe de G; on suppose que pour tout g € G=H on a l'égalité
HngHg ' = {1}.

a) Soit u une fonction centrale sur H; prouver que la fonction Ind§(u) coincide
avec u sur H=—{1}. Si v est une autre fonction centrale sur H telle que v(1) = 0, on a
(Ind$ (), Ind§ (v))gq = (u, V).
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b) Soit A € H; on note X} la fonction x» — dy sur H, et 0 la fonction dy + Indg(x’)\)
sur G. Prouver que 0) est le caractére d’une représentation irréductible de G, de degré
dy, dont la restriction & H est isomorphe a A (calculer a l'aide de a) (6,6)), (6x,1) et
(Resfi (61), x2))-

¢) On pose = >, dxf\. Prouver quon a 0(h) = 0 si h € H=—{1}, et 0(g) =
0(1) = Card(H) si g n’appartient & aucun conjugué de H.

d) Soit L' I'ensemble des éléments de G qui n’appartiennent & aucun conjugué de H,
et L = L’U{1}. Prouver que L est un sous-groupe distingué de G (déduire de ¢) que L est
le noyau d’une représentation de caractere 6).

e) Prouver que G est produit semi-direct de H par L (calculer I'ordre de L).

f) Soit h € H={1} ; prouver que 'automorphisme int(h) restreint & L n’a pas d’autre
point fixe que 1. En déduire que l'ordre de H divise Card(L) — 1.

g) Si le sous-groupe H est d’ordre pair, prouver que L est commutatif (appliquer
lexerc. 23 d) de I, p. 138).

13) Soit . un ensemble de sous-groupes de G.

a) Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La réunion des conjugués des sous-groupes appartenant a 2 est égale & G;

(if) Tout caractere de G est combinaison linéaire & coefficients rationnels de caracteéres
induits par des caractéres de sous-groupes appartenant & 7.

(Déduire de la prop. 6 de VIII, p. 402 que la condition (ii) équivaut a linjectivité de
I’homomorphisme de restriction 2% (G) = @y Zx(H).)

b) Soit € l'ensemble des sous-groupes cycliques de G; il satisfait évidemment & (i).
Pour tout sous-groupe cyclique C de G, on note ¢ la fonction sur C qui vaut Card(C)
sur les générateurs de C et 0 sur les autres éléments. Démontrer 'égalité Card(G) =
Yoee Indf (po).

¢) Soit C € % '; démontrer que la fonction ¢ appartient au sous-groupe Ri(G) de
Z%(G) engendré par les caractéres (raisonner par récurrence sur Uordre de C, en utilisant
b)).

d) Soit x le caractére d’une représentation irréductible de G ; démontrer ’égalité y =
Card(G) ™ Y ey dE (0o ResS (x)), qui donne une formule explicite pour la propriété (ii)
de a).

14) On dit qu’une représentation de G est monomiale si elle est somme directe de repré-
sentations induites par des représentations de degré 1 de sous-groupes de G.

a) On suppose que les représentations des sous-groupes de G distincts de G sont
monomiales et que G contient un sous-groupe distingué H commutatif non central ; prouver
que toute représentation irréductible fideéle de G est monomiale (observer que la restriction
a H d’une telle représentation n’est pas isotypique et appliquer exerc. 9 a)).
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b) En déduire que toutes les représentations des groupes hyper-résolubles (I, p. 139,
exerc. 26), et en particulier des groupes nilpotents, sont monomiales.

¢) On prend pour G le groupe SL(2,F3). Son centre Z est d’ordre 2, et le groupe
G/Z est isomorphe au groupe alterné 204 (II, p. 208, exerc. 14 g)); en particulier, G est
résoluble. Prouver que son groupe dérivé est d’indice 3 (¢f. I, p. 130, exerc. 10); a l'aide
de la formule (8) de VIII, p. 397 en déduire que G admet une représentation irréductible
de degré 2 et que celle-ci n’est pas monomiale.

€ 15) On suppose que toutes les représentations de G sont monomiales ; on se propose de
prouver que G est résoluble. Raisonnant par récurrence sur 'ordre de G, on peut supposer
que tout groupe quotient de G distinct de G est résoluble.

a) Si G contient deux sous-groupes distingués non triviaux minimaux distinets Hy
et Ha, il est résoluble (considérer 'homomorphisme canonique de G dans G/H; x G/Hs).

On suppose désormais que G admet un unique sous-groupe distingué non trivial
minimal H.

b) Démontrer que toute représentation de G non triviale sur H est fidele.

¢) Soit 7 une représentation fidele de degré minimal; il existe des sous-groupes G;
de G et des représentations o; de H;, de degré 1, tels que 7 soit isomorphe & @Indgi(ai).
Soit mp = @Indgi (em,), ol en, désigne la représentation unité. Prouver que le noyau de
7o est commutatif et non trivial (observer que mp est irréductible) ; en déduire que G est
résoluble.

16) On suppose que la caractéristique de K est nulle. On dit qu'un élément = de K est
entier sur Z s’il appartient & un sous-anneau de K qui est un Z-module de type fini, ou
de maniére équivalente si le sous-anneau Z[x] de K est un Z-module de type fini *(cf. AC,
V, p. 5)*

a) Prouver que l'ensemble des éléments de K entiers sur Z est un sous-anneau de K
(si z,y sont entiers sur Z, considérer le sous-anneau Z[z, y]).

b) Pour qu'un élément = de K soit entier sur Z, il faut et il suffit qu’il soit racine
d’un polynome unitaire de Z[X] (si x est entier, démontrer en adaptant la démonstration
du lemme 1 de VIII, p. 77, qu’il vérifie une équation de la forme det(zl — 4) = 0, avec
A e M,,,(Z)).

¢) Si x est entier sur Z, il en est de méme de ses conjugués x1, . . ., Ty, sur Q ; 'élément
x1... Ty, appartient & Z (utiliser le lemme de VIIL, p. 406).

17) Soient C une classe de conjugaison de G, 7 une représentation irréductible de G, de
degré d.

a) Prouver que I’élément d~! Card(C) x(C) de K est entier sur Z (raisonner comme
dans la démonstration de la prop. 9 de VIII, p. 405).

b) On suppose que d et Card(C) sont premiers entre eux; prouver que 1’élément
d~1x(C) est entier sur Z.
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*¢) On suppose en outre K = C. Prouver que tous les conjugués de d~'x(C) sur Q
sont de module < 1; déduire de Pexerc. 16 ¢) que |x(C)| est nul ou égal & d. Conclure que
si x(C) n’est pas nul, 7(z) est une homothétie pour tout « € C. En particulier si 7 est
fidele et C non réduite & un élément, on a x(C) = 0.x

18) On suppose le groupe G simple mais non cyclique.

a) Prouver qu’aucune classe de conjugaison distincte de {1} n’a pour cardinal une
puissance d’un nombre premier (soit C une classe de cardinal p”, avec r > 1; déduire de
Iexerc. 17 b) que p~txA(1)xA(C) est entier sur Z lorsque A est distincte de la représentation
unité, et obtenir une contradiction a laide de la seconde relation d’orthogonalité des
caractéres).

b) Démontrer que ordre de G est divisible par au moins 3 nombres premiers distincts
(appliquer a) a la classe de conjugaison d’un élément x # 1 central dans un sous-groupe
de Sylow de G).

¢) Démontrer qu'un groupe fini dont l'ordre est divisible par au plus deux nombres
premiers distincts est résoluble (« théoréme de Burnside » : raisonner par récurrence sur
le cardinal du groupe a l'aide de b)).

*19) Soit 7 une représentation complexe irréductible de degré > 1 de G. Démontrer qu’il
existe un élément x de G tel que x-(z) = 0.
(Soit {A1,...,As} Porbite de 7 dans G pour Paction du groupe Gal(C/Q) et soient
X1s- -+, Xs les caractéres correspondants. Soit g € G si x(g) # 0, démontrer comme dans
'exerc. 17 ¢) quon a |x1(g) ... xs(g9)| = 1, dott 3, [xi(9)|* = s (FVR, III, p. 3, prop. 2).
Si ceci a lieu pour tout g € G, déduire de la relation d’orthogonalité des caractéres qu’on
a égalité, d’ott une contradiction en prenant g = 1.)x

20) Soient G un groupe fini, H un sous-groupe de G, o une représentation de dimension
finie de H et p la représentation de G induite par o. Soit C une classe de conjugaison de
G ; 'ensemble CNH est réunion d'une famille finie (D;);¢c1 de classes de conjugaison de H.
a) Démontrer la formule x,(C) = CL?T}(I(]}) > ic1 Card(D;) xo(D;).
b) Si o est la représentation triviale, on a y,(C) = [G : H] Card(C)~! Card(C N H).

9 21) Soit n € N. On désigne par 2, le sous-ensemble de N" formé des éléments
(p1,---,pn) tels que p1 = -+ = pp; on le munit de lordre lexicographique. Pour p € 2,
on note p’ I'élément de 2, défini par p, = p; + n —i. Soit X = (Xy,...,X,,) une suite
d’indéterminées ; on pose A(X) = [[;;(X; — X;).

a) Soit P € Z[X] un polynéme antisymétrique, c’est-a-dire satisfaisant a la relation
P(Xp(1) - Xo(m)) = €(0)P(Xy, ..., Xy,) pour tout élément o € &,,. Démontrer qu'il existe
un polynéme symétrique Q € Z[X] tel que P = AQ.

b) Pour tout p € %, on pose Sp(X) = A(X)~? det(X?i)lgiﬁjgn. Démontrer que Sp
est un polynéme symétrique homogene de degré > p;, a coefficients entiers.
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¢) Siq = (gi)i<i<n est un élément de Z,, et P un élément de Q[X], on note [P]q le
coefficient de x4 dans P. On pose Kpq = [Splq. Prouver qu’on a Kpp = 1 et Kpq = 0 pour
q > p (développer 1'égalité det(X;]é) = Sp(X) A(X) suivant l'ordre lexicographique). En
déduire que les polynémes S, pour p € Z, forment une base du sous-Z-module de Z[X]
formé des polynémes symétriques.

d) Soit Y = (Y1,...,Y,) une suite d’indéterminées. Prouver I'égalité entre séries
formelles

I =Xyt = > su( (Y)
1<i,j<n PEZn

(utiliser I'égalité det((1 — Xin)*l)Ki’Kn = AX)AY) [T1cijen(l = XaYy)™h (¢f 101,
p. 192, exerc. 5), en calculant le membre de gauche & l'aide du développement en série
formelle de (1 — T)™1).

e) Soit P € Q[X] un polyndéme symétrique. Pour tout p € Z,, on pose wp(P) =

PA],. Prouver I'égalité wp(Sq) = dpgq. En déduire que pour tout q € %, on a [P
p p(Oq pa q
Zpe% Kpq wp(P).
f) Pour @ € N", on pose f*(X) = [[j_; (3, XJ)% et co = [[}y 7 ja ;7 Démontrer
quon a Yy ,enn Ca Wp(f*) wq(fY) = dpq pour p,q dans %, (remarquer qu’on a

H (1-XY;)~ Hexp (ZX?)(ZY;C)) = Z cafHX)fH(Y) ).

1<i,j<n i j aeN”

€ 22) Soit n un entier naturel. On désigne par .#;, 'ensemble des suites finies décroissantes
d’entiers strictement positifs, de somme n. Soit p = (p;i)i1<i<a un élément de .#,. Pour
1 <i < d, On note P; 'ensemble des entiers r tels que p1 + -+ pic1 <r<p1+-+p;
et, pour 1 < 7 < py, P; I’ensemble des entiers de la forme py1 +---+pj—1+javec 1 <i<d
et p; = j. Les sous-ensembles P; d’une part, P;- d’autre part forment une partition de
l'intervalle [1,n] de N.

(On représente souvent cette situation par le dessin suivant, appelé diagramme de
Young : dans 'exemple ci-dessous on an =9, p = (4,2,2,1) ; 'ensemble P; est formé des
éléments de la i-eme ligne, et P} de ceux de la j-éme colonne.)

2[3]4]

\@\101»—‘
co

Soit & (resp. &) le sous-groupe de &,, formé des permutations o telles que o(P;) C
P; pour tout i (resp. o(P}) C P/ pour tout j).
a) Prouver qu'on a 2 N 2" = {1}.
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b) Soit ¢ € &,. Si Card(P; N a(P})) < 1 quels que soient i et j, montrer que o
appartient & 22’ En déduire que si 0 ¢ 22| le sous-groupe Z No P'c~! contient une
transposition.

¢) Dans l'algébre de groupe Z[S,,], on pose

ap = Zeo , bp= Z e(r)er , cp=apbp .
oeP TeP!
Prouver que ¢p satisfait & e, cp e, = £(0')cp quels que soient 0 € &, o' € P’ et que
tout élément possédant cette propriété appartient & Zcp (écrire un tel élément sous la
forme Y~ nyeq, et déduire de b) que n, est nul pour o ¢ #2). En déduire que pour tout
élément = de Z[S,], I'élément cprcp appartient & Zcp.

d) On note A la Q-algebre Q[S,]. Prouver que l'idéal Vp = Acp de A est un A-
module absolument simple (observer qu’on a ¢pVp C Qcp d’apres c); si a est un idéal a
gauche strictement contenu dans Vy,, démontrer qu’on a cpa = 0, d’ott a? = 0 et finalement
a=0).

€) Démontrer quon a ¢ = (n!/[Vp : Q])¢p (calculer la trace de I'endomorphisme
x — xcp de A).

9 23) On conserve les notations de l'exercice précédent. Soient p = (p;) et q = (g;) deux
éléments de .7,.

a) On suppose qu’on a p > q pour 'ordre lexicographique. Prouver qu’on a apzbg = 0
pour tout € A (se ramener au cas x = 1; si (P;), (P;) désigne les partitions associées
apet (Qu),(Q)) celles associées & q, observer qu'on a Card(Ps N Q}) > 2, et construire
une transposition 7 telle que apT = ap et Thq = —bq).

b) En déduire que si p # q, les A-modules V, et Vq ne sont pas isomorphes (appliquer
a), en utilisant antiautomorphisme de A qui applique e, sur e,-1).

¢) Démontrer que l'application qui associe & une suite p la représentation (Vp)(K)
définit une bijection de .7}, sur 'ensemble .7k (S;,) des classes de K[S,]-modules simples.

d) Pour p € %, on note p la suite définie par p; = Card(P}) (exerc. 22). Prouver que
I'application p — P est une involution de .}, ; le A-module Vg est isomorphe a Vp ®q Qe,
ou Q. désigne la représentation de dimension un sur Q associée a la signature.

e) Décrire les représentations correspondant aux suites (1,...,1) et (n), ainsi qu’a la
suite (n —1,1).

9 24) On conserve les notations des exerc. 21 & 23. Soit p = (pi)1<i<d € %n; on notera
encore p 1'élément (p1,...,pq,0,...,0) de Z,. Si @ = (a1, ...,qy) est un élément de N™
tel que ) ;ia; = n, on note Cq la classe de conjugaison de &,, formée des éléments qui
sont produit d’une famille de cycles de support disjoints comprenant as cycles d’ordre 2,
as cycles d’ordre 3, etc.
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a) Prouver que la représentation pp de &,, dans le A-module Aay, est la représentation
induite par la représentation triviale de &2. En déduire a l'aide de l'exerc. 20 la formule
pr(ca) = [fahr

b) Pour tout q € .%},, on désigne par \q la représentation de &,, dans le A-module
Vq. Démontrer qu’il existe des entiers positifs npq tels qu'on ait x,, = quyn NpaXAg>
avec npp > 0.

¢) Soit np la fonction centrale sur &, qui vaut wp(f®) sur les éléments de la classe
Ca. Prouver que np est combinaison linéaire a coefficients entiers des caractéres ., pour
q € 7, (utiliser 'exerc. 21 ¢) et €)). En déduire que 7, est égal au signe prés & 'un des
caracteres x», (calculer (1p,7p) & l'aide de exerc. 21 f)).

d) En déduire 'égalité xx,(Ca) = [Af]pr (« formule de Frobenius »).

e) Démontrer que la multiplicité de la représentation irréductible Ap dans la repré-
sentation pq est égale a Kpq.

f) Prouver que le degré de Ay est p"—,!!A(p/ ) (développer le polynome A(X)(Y X;)").

€ 25) On consideére la représentation 7, de &,, associée a l'opération de &,, sur I’ensemble
n = [1,n] (exerc. 6). Soient k un entier positif, et yj le caractére de la représentation
/\k7rn.

a) Soit 0 € &,,. Prouver la formule x;(0) = > e(c|S), la somme étant prise sur
I'ensemble des parties S & k éléments de n telles que o(S) = S.

b) Démontrer que Ny, est la représentation irréductible de &,, associée a 1’élément
(n—k,1,...,1) de .7, (calculer le caractére de cette représentation par la formule de
Frobenius, en remarquant que les seuls termes de la somme

AX) fX) = Y elo)X]W T xTDT (X)
€Sy
pour lesquels le coefficient de XP' est non nul correspondent a des permutations o qui
vérifient (i) < i+ 1 pour tout ¢ et o(i) =4 pour 1 <i <n—k.)

9 26) Soient ¢ une puissance d’un nombre premier, et F un corps fini a ¢ éléments; on
prend pour G le groupe GL(2,F).

a) Décrire les classes de conjugaison de G (on distinguera quatre types de classes,
contenant respectivement 1, ¢ — 1, ¢> + ¢ et ¢> — ¢ éléments).

b) Le groupe G opére sur la droite projective P sur F'; on consideére la représentation
mp de G (exerc. 6). Pour chaque homomorphisme de groupes A : F* — K*, on note d) la
représentation de degré 1 associée a ’homomorphisme A o det de G dans K*, et 'on pose
m\ = mp ® d). Prouver que m) est irréductible et calculer son caractere.

¢) Soit B le sous-groupe de G formé des matrices triangulaires supérieures. Pour \, p
dans Hom(F*, K*), on note 3y, la représentation de degré 1 de B définie par £ ,((ai;)) =
Ma11)p(azz), et Von pose my , = Ind§ (B ,,). Prouver que my ,, est irréductible pour A # 1,
tandis que ) ) est isomorphe & mp @ )\ (on peut appliquer Pexerc. 8). Pour que 7y,
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et my v soient isomorphes, il faut et il suffit que les sous-ensembles {X, i} et {N, 1’} de
Hom (F*, K*) soient égaux.

d) Soit F’ une extension de degré 2 de F; le choix d’une base de F/ sur F per-
met d’identifier F’* & un sous-groupe de G = Autp(F’). Soit ¢ € Hom(F*, K*); calculer
Ind§. (o) et démontrer qu’il est égal & Ind$. (©9). On note A la restriction de ¢ & F*, et
ON POSE X = Xrp®my, — Xmay — Ind$.. (¢). Si ¢ # @9, démontrer qu’on a (XerXp) =1
et xp(1) = ¢ — 1, de sorte que x,, est le caractére d’'une représentation irréductible 7,
de dimension ¢ — 1, et que 'on obtient ainsi %q(q — 1) représentations irréductibles non
isomorphes.

e) Prouver que les représentations irréductibles 5 pour A € Hom(F*, K*), 7y , pour
{\, u} sous-ensemble & deux éléments de Hom(F*, K*) et m, pour ¢ € Hom(F"™ K*),
p # %, sont deux a deux non isomorphes, et que toute représentation irréductible de G
est isomorphe a 'une d’entre elles.

27) Soient F un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0 et G un groupe fini.

a) Soit z € G; démontrer qu'il existe une unique décomposition x = z,x5, ou l'ordre
de z, est une puissance de p, celui de x; est étranger a p, et x, et rs commutent. Les
éléments x, et x5 sont des puissances de x.

b) Soit 7 une représentation linéaire de degré fini de G sur F. Démontrer qu'on a
Xx(2) = xx(xs) pour tout z € G.

¢) On dit qu'un élément x de G est p-régulier si son ordre est étranger & p; on note
G™8 Pensemble des éléments p-réguliers de G, et 25 (G™8) l'espace des fonctions centrales
de G**& dans F. On déduit de 'homomorphisme Rp(G) — Z5(G*™8) qui applique la classe
d’une représentation 7 sur la restriction de xp a G'™ un homomorphisme d’anneaux
1 : F @z Rp(G) — Z27(G™8); prouver que v est injectif (utiliser b) et le corollaire de
VIII, p. 376).

d) Soient x un élément p-régulier de G, Z(x) son centralisateur, P un sous-p-groupe
de Sylow de Z(z) et Hy le sous-groupe de G engendré par P et x. Prouver que H, est
produit direct de P et du sous-groupe de G engendré par z et que sa classe de conjugaison
est bien déterminée par la classe de conjugaison de z.

e) Construire des représentations de degré un oy,...,0,, de H, et des éléments
ai,...,am de F tels que la fonction ) a;x,, prenne la valeur 1 en z et 0 en les autres
puissances de x (construire d’abord des représentations du sous-groupe engendré par z).
Soit p; = Indﬁm mpour i = 1,...,m et soit f = >, a;x,, ; démontrer que f(z) est égal &
(Z(x) : Hy) 1p, qui est non nul dans F et que f(y) est nul pour tout élément p-régulier de
G qui n’est pas conjugué a x.

f) Déduire de ¢) que I'homomorphisme ¢ : F ®z Rp(G) — Z%(G™8) est bijectif.
En particulier, le nombre des classes d’isomorphisme de F[G]-modules simples est égal au
nombre des classes de conjugaison d’éléments p-réguliers de G.
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28) On conserve les hypotheses de l'exerc. 27; soit m le ppem des ordres des éléments
p-réguliers de G. Soit Fy le sous-corps de F engendré par les racines m-émes de l'unité;
c’est un corps fini.

a) Démontrer que le caractére de toute représentation de degré fini de G sur F prend
ses valeurs dans Fy.

b) Prouver que 'anneau quotient de Fo[G] par son radical est un produit d’algebres
de matrices sur Fo (utiliser a) et le théoréme de Wedderburn). En déduire que ’homo-
morphisme canonique Ry, (G) — Rp(G) est bijectif.

29) On conserve les hypothéses et notations des exerc. 27 et 28. On choisit une racine
primitive m-éme de 'unité ¢. Soit &, Panneau Z[X]/(®,,) (VIIL, p. 405); on note z la
classe de X dans O,,. Soit ¢ : 0,, — F 'homomorphisme qui applique = sur (. Il induit
un isomorphisme du sous-groupe engendré par z dans &, sur le groupe p,, (F); on note
7 lisomorphisme réciproque.

a) Soit 7 une représentation linéaire de G sur F, de dimension finie d. Pour g € G,
soit Py(X) = [1%,(X — \;) le polynéme caractéristique de m(g); on note 8y (g) 'élément
> 7(N\i) de O, La fonction S : G — O, ainsi définie est appelée caractére de Brauer de
myona @o fBr = xr et fr(x) = Br(xs) pour tout x, de sorte que S est déterminé par sa
restriction a G'®.

b) Soit G l'ensemble des classes d’isomorphisme de F[G]-modules simples; prouver
que les fonctions () v sont linéairement indépendantes sur Z (s'il existe une relation
>>nx By = 0 non triviale, on peut supposer qu'un des n) est étranger a p et appliquer ¢
pour aboutir & une contradiction avec l'exerc. 27 f)).

¢) Soit % I'ensemble des fonctions de G*# dans @), ; 'homomorphisme Rp(G) — £
qui applique la classe de 7 sur 3, est injective. En déduire que pour que deux F[G]-modules
semi-simples soient isomorphes, il faut et il suffit que leurs caracteéres de Brauer soient
égaux.

30) Soient F un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, F,, le sous-corps
premier de F et G = SLy(F,). On note V le F-espace vectoriel F ®p, F?], muni de I'action
de G déduite de I'action sur FZ.

a) Prouver que le F[G]-module $¢(V) est simple pour 0 < d < p (soit W un sous-
F[G]-module non nul de S%(V), et soit (e, f) une base de V; prouver que e? appartient & W
en utilisant la matrice (§1), puis que W est égal & S%(V) en utilisant la matrice (}9)).

b) Démontrer que le F[G]-module SP(V) n’est pas simple (considérer 'image de V par
lapplication v — vP).

¢) Pour p > 7 démontrer que la dimension de SP~3(V) ne divise pas I'ordre de G.

d) Démontrer que tout F[G]-module simple est isomorphe & I'un des modules S¢(V)
pour 0 < d < p (utiliser 'exerc. 27 f)).



APPENDICE 1
ALGEBRES SANS ELEMENT UNITE

Dans cet appendice, la lettre k désigne un anneau commutatif; les k-algébres

sont supposées associatives mais non nécessairement uniferes.

1. Idéaux réguliers

Soit A une k-algébre. Rappelons (III, p. 4) qu'on appelle idéal a gauche de A
un sous-k-module a de A tel que les relations a € A, x € a entrainent ax € a. On
définit de facon similaire les notions d’idéal a droite et d’idéal bilatere. Si A est une
k-algebre et a un idéal bilateére de A, la multiplication de A définit par passage aux
quotients une structure de k-algébre sur le k-module A/a (loc. cit.).

On dit qu'un idéal a gauche de A est maximal si c’est un élément maximal de
I’ensemble des idéaux a gauche de A distincts de A pour la relation d’inclusion.

DEFINITION 1. — Soient A une k-algébre et a un idéal a gauche de A. Un élément
u de A tel que au — a appartienne d a pour tout a € A s’appelle une unité a droite
modulo a. On dit que l'idéal a est régulier s’il existe une unité a droite modulo a.

On dit de méme qu’'un idéal & droite b de A est régulier si A posséde une unité
a gauche modulo b, c¢’est-a-dire un élément v tel que va — a € b pour tout a € A.
Lorsqu’'un idéal est bilatere on veillera a préciser s’il est régulier en tant qu’idéal a
gauche ou en tant qu’idéal a droite.

Lorsque D'algébre A est unifére, I’élément unité de A est une unité a droite
modulo a pour tout idéal & gauche a de A ; dans ce cas, tout idéal a gauche (ou a
droite) de A est régulier. Par contre, si A est une k-algébre dont tout élément est
nilpotent, A est le seul idéal (a gauche ou a droite) de A qui soit régulier.

Soient a un idéal a gauche régulier de A et u une unité a droite modulo a. Si b
est un idéal a gauche de A contenant a, u est une unité a droite modulo b, donc b
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est régulier. Ainsi les idéaux a gauche de A qui sont maximaux et réguliers sont les
éléments maximaux de I'ensemble des idéaux & gauche réguliers de A distincts de A.
De plus, pour qu'un idéal a gauche b de A contenant a soit distinct de A, il faut et il
suffit que v n’appartienne pas a b. L’ensemble des idéaux a gauche b de A contenant
a et distincts de A, ordonné par inclusion, est donc inductif. Le théoréme 2 de E,
III, p. 20, appliqué a cet ensemble entraine le résultat suivant :

PROPOSITION 1. — Tout idéal @ gauche (resp. a droite) de A, qui est régulier et

distinct de A, est contenu dans un idéal d gauche (rvesp. d droite) mazimal réqulier.

PROPOSITION 2. — Soient A une k-algébre commutative. Pour qu’un idéal a de A
soit mazimal régulier, il faut et il suffit que le pseudo-anneau A/a (I, p. 93) soit un
corps.

Pour qu’'un élément u de A soit une unité (& droite ou a gauche) modulo a,
il faut et il suffit que I'image canonique de u dans A/a soit un élément unité de
lalgebre A/a. Pour que l'idéal a soit régulier il faut et il suffit donc que l'algebre
A/a soit unifére. Supposons ces conditions satisfaites.

L’application b — b/a est une bijection de I'ensemble des idéaux de I'algebre A
contenant a sur I'ensemble des idéaux de 'algebre A/a. Ceux-ci sont les idéaux de
Ianneau A/a puisque cette algebre est unifere. Enfin, d’apres le th. 1 de I, p. 109,
lanneau A/a est un corps si et seulement s’il n’est pas nul et que ses seuls idéaux
sont 0 et lui-méme. La proposition résulte de la.

Ezemples. — 1) Soit V un espace vectoriel de dimension infinie sur un corps commu-
tatif K. Soit Endl (V) la sous-K-algebre de Endy (V) formée des endomorphismes de
rang fini. Soit W un sous-espace vectoriel de V et soit ay 'ensemble des éléments
de EndL (V) dont le noyau contient W ; c’est un idéal a gauche de Endk (V). Un
dlément u de Endl (V) est une unité a droite modulo ay si et seulement si 'on a
u(x) = & pour tout & € W. Pour qu’un tel élément u existe, ¢’est-a~dire pour que
ay soit régulier, il faut et il suffit que W soit de dimension finie. Pour que ay soit
maximal et régulier, il faut et il suffit que W soit de dimension 1.

*2) Soit T un espace localement compact et soit €,(T) la C-algébre commutative
des applications continues de T dans C, tendant vers 0 a I'infini (TG, X, p. 40); elle
est unifere si et seulement si T est compact. Soit F une partie fermée de T, et soit ap
I'ensemble des éléments de %,(T) dont la restriction & F est la fonction nulle; c’est
un idéal de €,(T). Un élément u de €(T) est une unité modulo ap si et seulement
si 'on a u(t) = 1 pour tout ¢ € F. Pour qu'un tel élément u existe, ¢’est-a-dire pour
que ap soit régulier, il faut et il suflit que F soit compact. L’application ¢ — ay,, est
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une bijection de T sur I'ensemble des idéaux maximaux réguliers de 6,(T) (TS, L,
§3, n° 1 et 2). Supposons que T ne soit pas compact et notons a la partie de %,(T)
formée des fonctions a support compact ; alors a est un idéal de €,(T) qui n’est
contenu dans aucun idéal régulier de €;(T).

3) Soit L!(R) I'algébre de convolution du groupe localement compact R. Rap-
pelons (INT, VIII, §4, n° 5) que L!(R) est I'espace des classes de fonctions sur R
intégrables pour la mesure de Lebesgue; le produit des classes de deux fonctions f
et g est la classe de la fonction f * g définie pour presque tout s € R par la formule

(Fo)) = [ Ftgls -~y

L’algebre L(R) n’est pas unifere. Pour tout @ dans R, notons m, ensemble des
éléments f de L'(R) satisfaisant &
r+00 .
/ fte ™dt=0.
D’apres TS, II, §3, n° 1, th. 1, 'application a +— m, est une bijection de R sur
I'ensemble des idéaux maximaux réguliers de I'algebre L'(R).

2. Adjonction d’un élément unité

Soit A une k-algebre. On a défini en III, p. 5, 'algebre unifére A déduite de
A par adjonction d'un élément unité e. On identifie A & un idéal bilatére de A. Le
k-module A est somme directe des sous-modules ke et A.

PROPOSITION 3. — a) Soit a un idéal a gauche de A tel que A =d+ A. On pose
a=anA. Il existe un élément u de A tel que uw — e appartienne a a. Si u est un
tel élément, c’est une unité a droite de A modulo a, et 'on a a = a+ k(u—e); en
particulier idéal a est régulier.

b) Inversement, soient a un idéal d gauche régulier de A et u une unité d droite
de A modulo a. Posons a = a+k(u—e). Alors a est un idéal a gauche de A, tel que
A:ﬁ—ﬁ—A, et l'onaa=anA.

c) Si k est un corps, la condition A=a+A équivaut @ dire que a n’est pas
contenu dans A.

Sous les hypotheses de a), I'élément e de A s’écrit sous la forme (e — u) + u,
avec u € A et u — e € d. Soit © = e 4+ a un élément de A, avec A € k et a € A; si
x appartient & a, élément y = a + Au = x + A(u — e) de A appartient & a, et 'on a
x =1y — Mu — e); cela prouve 1'égalité a@ = a + k(u — ¢). De plus, pour tout a dans
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A, Pélément au — a = a(u — €) de A appartient & a, donc u est une unité a droite
modulo a. Cela établit I'assertion a).

Plagons-nous sous les hypotheses de b) ; comme A est somme directe de A et de
k(u—e),onaa+A =Aet anA = a. Tout élément de @ est de la forme z + \(u — ¢)
avec x € aet A € k; pour tout @ € A, on a

a(z + AMu—e)) = ax + Mau — a).

Comme u est une unité a droite de A modulo a, ax + A(au — a) appartient & a, de
sorte que a est un idéal & gauche de A. Cela prouve b).

Enfin si k est un corps, A est un hyperplan dans A, et A est somme de @ et de
A si et seulement si a n’est pas contenu dans A.

COROLLAIRE. — Les idéaur d gauche réguliers de A sont les idéaux de la forme
AnNa, oua est un idéal a gauche de A tel que A =a+ A.

PROPOSITION 4. — a) Soit a un idéal d gauche mazimal régulier de A. Il existe un
unique idéal 4 gauche a de A tel que A=a+A eta=anA. Cetidéal est mazimal
et ne contient pas A.

b) L’application a — aN A est une bijection de l’ensemble des idéauz a gauche
mazimauz de A ne contenant pas A sur 'ensemble des idéaux a gauche maximauz
réguliers de A.

Soit a un idéal & gauche maximal régulier de A. D’aprés la prop. 3, a), les idéaux
a gauche b de A tels que b+ A = A et bN A = a sont les idéaux a + k(u — ¢), ol
u est une unité a droite modulo a. Pour démontrer I'unicité de a, il suffit donc de
prouver que deux unités & droite u et u’ de A modulo a sont congrues modulo a.
Raisonnons par 'absurde en supposant que u — v’ n’appartient pas a a. La formule
z(u —u') = (zu — z) — (zv/ — z) montre qu’on a A(u —u') C a; il en résulte que
a+ k(u — u') est un idéal & gauche de A, contenant a et distinct de a. Puisque a
est maximal, on a donc a + k(u — v') = A, d’ot AA C a. Pour tout z € A, on a
x = zu (mod a), d’ott & € a par ce qui précede, ce qui contredit 'hypothese a # A.

Il existe donc un unique idéal & gauche @ de A tel que A=a+ A et a=anNA.
Soit b un idéal a gauche de A contenant a et distinct de A. Alors b A est un idéal
a gauche de A, contenant a, et distinct de A. Il est donc égal a a puisque a est
maximal, ce qui entraine b = a par le lemme 2 de VIII, p. 3. Cela prouve que a est
un idéal maximal de A ; pour un tel idéal, la condition A = @ + A signifie que a ne
contient pas A.

Il reste & prouver que si a est un idéal & gauche maximal de A, ne contenant
pas A, alors I'idéal a gauche a = A Na de A est maximal. Soit b un idéal a gauche
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de A, distinct de A et contenant a. Soit u une unité a droite modulo a telle que
a=a+k(u—e) (prop. 3 de VIII, p. 427). C’est aussi une unité a droite modulo b ;
notons b I'idéal b+ k(u — ¢) de A. D’apres la prop. 3, b), ona b= ANb. Lidéal g,
égal & a+ k(u — e), est contenu dans b, donc égal a b puisque b est distinct de A et

que a est maximal. Par suite on a a = b, et a est maximal.

On laisse au lecteur le soin de traduire les prop. 3 et 4 pour les idéaux a droite.

3. Radical d’une algébre

Soit A une k-algebre. On appelle pseudomodule d gauche sur A un k-module M
muni d’une structure de pseudomodule & gauche sur le pseudo-anneau A (11, p. 177),
tel qu'on ait a(Az) = A(az) = (Aa)xz pour A € k, a € A, € M. On définit de méme
les pseudomodules a droite sur A.

Soit M un pseudomodule & gauche sur A ; on définit une structure dite canonique
de A-module & gauche sur M en posant

Ne+a)z =Xz +ax pour A\ €k, a € A, x € M.

Inversement, tout A-module & gauche est muni canoniquement, par restriction de
I’anneau des opérateurs a k et A, d’une structure de pseudomodule & gauche sur A.
Ainsi les especes de structure de pseudomodule & gauche sur A et de module sur A
sont équivalentes (E, IV, p. 9).

Soit M un pseudomodule a gauche sur A et soit N un sous-k-module de M. Pour
que N soit un sous-A-module de M, il faut et il suffit qu’il soit stable par 'action
de A ; on dit alors que N est un sous-pseudomodule de M.

Comme dans le cas des anneaux, on définit le pseudomodule & gauche A sur A,
et le pseudomodule & droite A,. Les idéaux & gauche (resp. a droite) de A sont les
sous-pseudomodules de A (resp. A,).

Soient a un idéal & gauche régulier de A et v une unité a droite modulo a. Posons
M = A,/a et notons z I'image de u dans M. On a M = Az et a est 'annulateur de z.

Réciproquement, soit M un pseudomodule & gauche sur A et soit z un élément
de M tel que M = Az. Il existe alors un élément u de A tel que z = uz. Pour tout
a € A, on a (au—a)z = 0, donc au — a appartient a 'annulateur a de z. Par suite, a
est un idéal a gauche régulier de A, I’élément u est une unité a droite modulo a
et Papplication a — az définit par passage au quotient un isomorphisme de A /a
sur M.
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DEFINITION 2. — On dit qu’un pseudomodule M sur A est simple si l’on a AM # 0
et si 0 et M sont les seuls sous-pseudomodules de M.

Cela revient a dire que le A-module M est simple et que son annulateur ne
contient pas A. Lorsque A est un anneau et M un A-module, on a AM = M et la
définition 2 coincide donc avec la définition 1 de VIII, p. 41.

PROPOSITION 5. — a) Soit m un idéal a gauche mazimal régulier de A. Alors le
pseudomodule A, /m est simple et il existe un élément non nul de A,/m dont l’an-
nulateur est m.

b) Soit M un pseudomodule simple et soit x un élément non nul de M. On
a M = Az, Uannulateur m de x est un idéal & gauche mazimal réqulier de A et
Uapplication a +— ax définit par passage au quotient un isomorphisme de Aj/m
sur M.

¢) Soit M un pseudomodule non réduit a 0. Pour que M soit simple, il faut et
il suffit que l'on ait M = Ax pour tout élément non nul x de M.

Soit m un idéal a gauche maximal régulier de A. On a vu qu’il existe un élément
non nul z de A /m dont 'annulateur est égal & m et tel que Az = A /m; en
particulier, on a A(A,/m) # 0. De plus, tout sous-pseudomodule de A /m est de la
forme n/m, ot n est un idéal & gauche de A contenant m. Comme m est maximal,
les seules possibilités sont n = m et n = A, de sorte que le pseudomodule A,/a est
simple. Cela prouve a).

Sous les hypotheses de b), 'ensemble des éléments y de M tels que Ay = 0 est
un sous-pseudomodule de M, distinct de M, donc réduit a 0. Par suite, Az est un
sous-pseudomodule non nul de M, ce qui entraine M = Az. L’assertion b) résulte
alors des remarques faites avant la définition 2.

Soit M un pseudomodule non nul. Supposons qu’on ait Az = M pour tout
élément non nul z de M. En particulier, on a AM # 0. Soit N un sous-pseudomodule
non nul de M et soit z un élément non nul de N ; on a Az = M, d’ou N = M. Donc M
est simple. Réciproquement, si M est simple, on a M = Az pour tout x # 0 d’apres

b).

DEFINITION 3. — On appelle radical de la k-algébre A, et on note R(A), Uinter-
section des idéaux d gauche maximauz réguliers de A.

Lorsque A est un anneau, tout idéal & gauche de A est régulier, donc la définition
du radical coincide avec la définition 2 de VIII, p. 150.
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Ezemples. — 1) Le radical de la k-algébre End} (V) est réduit a 0 (VIII, p. 426,
exemple 1). *I1 en est de méme pour les algebres €,(T) et L'(R).

2) Soit A un pseudo-anneau dans lequel tout élément est nilpotent. Le radical
de A est égal a A, puisque A est le seul idéal a gauche régulier.

La proposition 5 entraine aussitot le résultat suivant :

PROPOSITION 6. — Le radical de l'algébre A est l'intersection des annulateurs des
pseudomodules simples. C’est en particulier un idéal bilatére de A.

PROPOSITION 7. Le radical de A est la trace sur A du radical de /1; il est aussi
égal au radical de Ualgébre opposée A° (c’est-d-dire d lintersection des idéaux d
droite mazimauz réguliers de A). Si Uanneau k est sans radical, le radical de A est
égal a celui de A.

Légalité R(A)NA = R(A) résulte de la prop. 4 de VIIL, p. 428, b). Comme A et
A° ont le méme radical (VITI, p. 152, cor. 1), on en déduit Pégalité R(A) = R(A°).
Si k est sans radical, 'intersection des idéaux a gauche maximaux de A contenant
A est égale & A ; par suite, R(A) est contenu dans A, donc égal & R(A).

Remarque. — Soient x et y des éléments de A ; on dit que z est adverse d gauche
de y, ou que y est adverse da droite de x, si, dans A, x — e est inverse a gauche
de y — e, autrement dit si 'on a x + y = xy. D’apres la prop. 7 et le théoreme
de Jacobson (VIII, p. 151, th. 1), le radical de A se compose des éléments = de A
tels que ux — e soit inversible & gauche dans A pour tout u dans A. Comme on a
(a4 Xe)x —e =ax+ Az —e (pour a € A, X € k), le radical de A est 'ensemble des
éléments x de A tels que ax 4+ Az ait un adverse a gauche dans A quels que soient
a€Aet Nek.

4. Théoréme de densité

Soit A une k-algebre. Un pseudomodule a gauche M est dit semi-simple s’il est

somme directe d’une famille de pseudomodules a gauche simples.

Lemme 1. — Soit M un A-pseudomodule d gauche semi-simple. Soit B le bicommu-
tant du A-module M. Alors tout sous-A-pseudomodule de M est un sous-B-module
de M.

Le A-module M est semi-simple. Soit N un sous-A-pseudomodule de M. Alors N
est un sous-A-module de M. Par le cor. 2 de VIII, p. 52 il existe un projecteur p
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du A-module M d’image N. Comme on a la relation pb = bp pour tout b € B, on
obtient que N est un sous-B-module de M.

Lemme 2. — Soit M un A-pseudomodule a gauche semi-simple et soit x un élément
de M. Il existe un élément a € A tel que ax = x.

Soit N le A-pseudomodule & gauche Az/Az. Il vérifie AN = {0}. D’aprés le
corollaire 3 de VIII, p. 52 appliqué aux A-modules M et Az, le A-pseudomodule N est
semi-simple. Par définition, tout sous-pseudomodule simple S de N vérifie AS # {0}.
Par conséquent, le pseudomodule N est nul et on obtient que x € Ax.

THEOREME 1 (Théoréme de densité de Jacobson). — Soit M un A-pseudomodule
a gauche semi-simple. Soit b un élément du bicommutant du A-module M.
Soit {xy,...,x,} une partie finie de M. Alors il existe un élément a € A tel
que bx; = ax; pour tout i € [1,n].

Soit B le bicommutant du A-module M. Le A-pseudomodule M™ est semi-simple.
Soit © = (z4,...,x,) € M™ Il résulte du lemme 2 que € Az. Le bicommutant du
A-module M" coincide avec les homothéties du B-module M" (VIIL, p. 75, prop. 2).
Par le lemme 1, le sous-A-pseudomodule Az de M™ est donc un sous-B-module
de M™. On en déduit I'inclusion B C Azx. Donc il existe a € A tel que bx = ax. Le
résultat en découle.
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EXERCICES

1) Soit A une k-algebre.
a) Démontrer que le seul idéal régulier (& gauche ou a droite) contenant AA est A.
b) Pour qu'un idéal bilatére a de A soit régulier en tant qu’idéal & gauche et en tant
qu’idéal & droite, il faut et il suffit que la k-algébre A/a soit unifére.

2) Soient A une k-algebre, a et b des idéaux (& gauche) réguliers de A.

a) Pour que l'idéal aN b soit régulier, il faut et il suffit qu'il existe des unités & droite
u modulo a et v modulo b telles que u — v € a + b.

b) En déduire que a N b est régulier si a est bilatére et régulier & droite, ou si a est
maximal.

¢) Soient K un corps commutatif, L la K-algébre associative libre en deux indéter-
minées X et Y (III, p. 21), A la sous-K-algebre de L formée des éléments de degré > 1.
Prouver que les idéaux A(1—X) et A(1—Y) de A sont réguliers, mais que leur intersection
est réduite a (0).

3) Soient A une k-algebre, a un idéal & gauche régulier de A, u et v des unités a droite
modulo a.

a) Donner un exemple ol u — v n’appartient pas a a (cf. IIL, p. 196, exerc. 1 du §9).
En déduire un exemple ou application @ — a N A (prop. 3 de VIII, p. 427) n’est pas
injective.

b) On suppose que l'idéal a est bilatere et que la k-algébre B = A/a ne contient pas
d’idéal bilatére non nul b tel que Bb = (0); prouver que u — v appartient a a. Il en est
ainsi en particulier lorsque A est commutative.

4) Soient A une k-algebre, a un idéal & gauche de A ; on considére a comme une k-algeébre.
Prouver qu'on a R(A) Na C RN(a) (appliquer la prop. 7 de VIIIL, p. 431) et qu’il y a égalité
si a est bilatére (observer que tout pseudomodule simple sur A est simple sur a ou annulé
par a). Donner un exemple d’idéal a gauche a tel que R(A)Na # R(a) (on pourra prendre
pour A une algebre de matrices).

€ 5) On suppose que tout pseudomodule M sur A est somme directe de AM et du sous-
pseudomodule de M formé des éléments annulés par A. Prouver que A est unifere (prenant
M= As, démontrer que A admet un élément unité & droite u ; prenant M = A, démontrer
qu'on a Az # (0) pour tout élément non nul = de A ; conclure que u est aussi un élément
unité & gauche).

6) On dit qu'une k-algebre est primitive si elle admet un pseudomodule simple et fidéle
(c’est-a-dire dont I'annulateur est réduit a (0)).

a) Montrer que si l'algébre A est primitive il en est de méme de A.

b) Si l'algebre A est primitive et unifére, 'algébre A nest pas primitive.



A VIIL.434 ALGEBRES SANS ELEMENT UNITE App. 1

¢) On suppose que k est un corps et que l'algeébre A est primitive et non unifere;
prouver que A est primitive (s’il existe un pseudomodule fidéle sur A qui n’est pas fidele
en tant que A—module, prouver que A admet un élément unité a droite u et en déduire
une contradiction).

7) On dit que la k-algebre A est artinienne si toute suite décroissante d’idéaux a gauche
de A est stationnaire. Pour que 'anneau A soit artinien, il faut et il suffit que algébre A
et Panneau k soient artiniens. Si k est un corps, démontrer qu’une algebre artinienne sans
radical A est unifére (remarquer que 'algebre A est semi-simple).

8) On suppose que k est un corps et A une algebre primitive sur k. Démontrer que si A
admet un idéal a gauche non nul de dimension finie sur k, l’algébre A est de dimension
finie sur k et par suite un anneau simple (cf. exerc. 7).

9) On suppose que k est un corps et que A est une k-algébre nilpotente, c’est-a-dire qu'’il
existe un entier n tel que A™ = {0}. Prouver que A est de dimension finie sur k (raisonner
par récurrence sur le plus petit entier n tel que A™ = {0}).

10) On suppose que k est un corps, que A est une k-algebre de dimension infinie sur & et
que tout idéal a gauche de A distinct de A est de dimension finie sur k.

a) Prouver qu’on a Aa = (0) pour tout idéal & gauche a # A (considérer 'homo-
morphisme v : A — Endy(a)).

b) Soit v la somme des idéaux & gauche maximaux de A. Prouver que v est distinct
de A (utiliser I'exerc. 9), que v est un idéal bilatére et que A /v est un corps (cf. exerc. 7).

¢) Soit uw une unité (& gauche et a droite) modulo t; démontrer qu'on a tu = ¢
(observer qu'on a Au = A).

d) Prouver que tA est nul (considérer annulateur a droite de v dans A, en raisonnant
comme en a)), puis que t est nul; conclure que A est un corps.

€ 11) On suppose que k est un corps, que A est une k-algebre et que toute suite décroissante
de sous-algebres de A est stationnaire.

a) Prouver que l'algébre A est artinienne et que son radical est de dimension finie
sur k (appliquer l'exerc. 9).

b) Soit S un composant simple de A/R(A) (exerc. 7); il est isomorphe & une algebre
de matrices sur un corps D, de centre Z. Prouver que D est de dimension finie sur Z
(si D contient un élément transcendant sur Z, construire une suite infinie strictement
décroissante de sous-corps de D ; si D est algébrique et de dimension infinie sur Z, construire
une suite infinie strictement croissante de sous-corps de D et considérer leurs commutants
dans D).

¢) Si Z est de dimension infinie sur k, prouver qu'on a S = D (considérer les sous-
algebres nilpotentes de B).
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d) Prouver que Z est une extension algébrique de k. Soient p 'exposant caractéristique
de k et L la plus grande extension séparable de k contenue dans Z ; démontrer que L N Z?
est de degré fini sur L? (considérer une p-base de L NZP sur LP).

e) Toute suite décroissante de sous-extensions de L est stationnaire. Démontrer par
un exemple que cette condition n’entraine pas que L soit de degré fini sur k (¢f. V, p. 157,
exerc. 3).

f) Inversement, soit B une k-algeébre satisfaisant aux conditions de a), telle que tout
composant simple de B/R(B) satisfasse aux conditions de b), ¢), d) et e). Prouver que
toute suite décroissante de sous-algebres de B est stationnaire.

(Se ramener au cas ol B est un corps, de centre Z. Soit (D,,) une suite décroissante de
sous-corps de B; on peut supposer que le corps D engendré par D,, et Z est indépendant
de n. Remarquer qu’on peut écrire D = E ®1, Z, ou L est un sous-corps de Z de degré
fini sur k£ et E un corps dont le centre contient L et est de degré fini sur L; démontrer
qu’alors D,, est le corps engendré par E et D, NZ. On est ainsi ramené au cas ou B
est un corps commutatif, extension radicielle de k; si (F,) est une suite décroissante de
sous-extensions de B, considérer les sous-corps k(F2™), avec FE™ =N fF{’lf.)

€ 12) a) On suppose que k est un corps, que la k-algeébre A est artinienne et que toute
suite croissante de sous-algebres de A est stationnaire. Prouver que A est de degré fini sur
k (raisonner comme dans Pexerc. 11 ; on notera que le corps k(X) contient une suite infinie
strictement croissante de sous-algebres en utilisant VII, p. 6, prop. 6).

b) Démontrer que dans l'algébre de polyndmes k[X], toute suite croissante de sous-
algebres est stationnaire (soient f € k[X] un polynome non constant et A la sous-k-algebre
de k[X] engendrée par 1 et f; observer que A est un anneau principal et k[X] un A-module
de type fini).

13) On suppose que k est un corps et que A admet une base finie sur k formée d’éléments
nilpotents. Prouver que A est nilpotente (exerc. 9; se ramener au cas ou l'algebre A est
semi-simple (¢f. exerc. 7), puis de la forme M, (K) en étendant le corps de base).

14) Soient A et B des k-algébres; on appelle (A, B)-pseudobimodule un ensemble E muni
d’'une structure de pseudomodule & gauche sur A et d’une structure de pseudomodule
a droite sur B telles que les structures de k-module sous-jacentes coincident ; il revient
au méme de se donner sur E une structure de bimodule sur les algtbres A et B. On
appelle multiplicateur de E un couple (S,D) ot S : B — E est un homomorphisme de
B-pseudomodules a droite et D : A — E un homomorphisme de A-pseudomodules a
gauche, satisfaisant & aS(b) = D(a)b pour a € A, b € B. On note .Z(E) lensemble des
multiplicateurs de E; il admet une structure naturelle de k-module.

a) Pour tout # € E on note D, (resp. S;) lapplication a +— ax (resp. b — xb).
Montrer que le couple my = (Dy, Sg) est un multiplicateur de E.
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b) Pour tout m = (S,D) € .#(E), a € A et b € B, on pose am = mp), et
mb = mg@). Démontrer que I'on définit ainsi sur le k-module .#(E) une structure de
(A, B)-pseudobimodule et que lapplication @ +— m; est un homomorphisme de (A, B)-

pseudobimodules.

15) Soit A une k-algebre. On appelle multiplicateur de A tout multiplicateur du (A, A)-
pseudobimodule A. On note .Z(A) la k-algebre des multiplicateurs de A.

a) Démontrer que 'application p : a — mg, est un homomorphisme de k-algébres et
qu’on a am = mgm et ma = mmg, pour a € A,m € #(A). L’image de ’homomorphisme g
est ainsi un idéal bilatére de 'anneau .Z (A).

b) Un idéal bilatére b d’une k-algebre A est dit fidéle si ses annulateurs & droite et &
gauche sont nuls. Montrer que si A est fidele dans A, 'homomorphisme g est injectif et
lidéal 1u(A) est fidele dans . (A).

¢) Soit B une k-algebre unifere contenant A comme idéal bilatere. Pour b € B,
solent oy, et dp les applications de A dans A telles que pour a € A, op(a) = ba et §(a) = ab,
et posons 7(b) = (03, ). Montrer que 7(b) € .#(A) pour tout b € B et que I'application
7 :B — 4 (A) ainsi définie est un homomorphisme d’anneaux dont la restriction & A est
Papplication a — m,. Montrer que 7 est injectif si I'idéal A est fidéle dans B.



APPENDICE 2
DETERMINANTS SUR UN CORPS NON COMMUTATIF

Dans cet appendice, la lettre D désigne un corps et D}, le quotient du groupe
multiplicatif D* de D par son sous-groupe dérivé (1, p. 67). Le groupe Df, est commu-
tatif et DYy s’identifie a D* sile corps D est commutatif. On note m I’homomorphisme
canonique de D* sur D, .

1. Une généralisation des formes multilinéaires alternées

Soit V un espace vectoriel d droite sur le corps D, de dimension finie n > 0. On
note B(V) ensemble des bases de V et (V) I'ensemble des applications w de B(V)
dans D7} qui satisfont aux deux conditions suivantes :

a) Si Ay, ..., A, sont des éléments de D*, on a
(1) WAL oA, =T(A A w(vy, . ,)
pour toute base (vy,...,v,) de V.

b) Sii et j sont deuz entiers distincts de Uintervalle [1,n], on a

(2) w(”l? e Uil U + Ujv Uig1s--- 7Un) = W(Ul, RS vn)
pour toute base (vy,...,v,) de V.
Soit w un élément de (V). Soient (vy,...,v,) une base de V et i un entier de

I'intervalle [1,n — 1] ; d’aprés la propriété b), on a

WU, V5, Viggs o, V) = WU, o U 4 Vi, Uiy - - o5 V)
=Wy, U F V1, Vg — (U F V)5, 0,)
=w(Vy, .V F Vg, =V, V)
=w(vy,..., (v +v) — v, =0, .., 0,),
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d’ou finalement

(3) WUy, e U Vg, - U) = T(=Dw(vy, .o 04, -, 0y).

Comme le groupe symétrique &,, est engendré par les transpositions de deux élé-
ments consécutifs de Uintervalle [1, n] (I, p. 61, prop. 9), la formule (3) se généralise
en

(4) W(V(1)s -+ -5 V() = T(E(@))W (V1,5 0,,),

ou o appartient a &, et (o) désigne sa signature (I, p. 62).
La formule (2) se généralise comme suit. Tout d’abord, pour tout A dans D*,
on a

wlvy,...,v,) =7(Nw(vg, ..., 0 " ,)

T(Nw(vy, .. v A+, 0,)
=w(vy, ..., (AT )AL 0,)

c’est-a-dire

(5) wvy, ..., 0,) = w(vg, v F A, ).
Par une récurrence immeédiate, on en déduit

(6) Wy, .y 0,) = WUy, .U W, 0.

pour toute combinaison linéaire w = 37, ,; v;A; des vecteurs v; pour j distinct de i
dans l'intervalle [1, n].

2. Un théoréme d’unicité

Dans ce numéro, pour tout entier strictement positif m, tout entier ¢ de 'inter-
valle [1,m] et toute suite (vy,...,v,,) de V™ on notera (vy,...,0;,...,v,,) la suite
-1
(V1s e V1, Vigqs - -, Uy,) de VL

PROPOSITION 1. — Soient W un hyperplan de V et e un vecteur de V=—=W. Soit ¢
un élément de Q(W). Il existe un élément w de Q(V), et un seul, tel que l'on ait

(7) w(wlv’”awnfhe) :w(wh"'vwnfl)

pour toute base de (wy, ..., w, ;) de W.
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A) Unicité de w : Soit w un élément de Q(V). Soit (vy,...,v,) une base de V, et
soient pty, ..., i, les coordonnées de e dans cette base. Désignons par I I'ensemble des
entiers compris entre 1 et n tels que p; # 0; il n’est pas vide. Soit ¢ un élément de I;
la suite (vy,...,0;,...,0,,€) est une base de V et, comme e — v, est combinaison
.,0,), la formule (6) entraine

linéaire de la suite (vy,..., 7, ..

(8) W1y ey Uy ey Uy U3 ft) = W(01, ooy Uy e ey Uy €).

Il résulte des formules (1) et (3) que le premier membre de cet égalité est égal &
7(=1)"" ' (p;)w(vy, - .., v,). Notons p le projecteur de V d’image W et de noyau
eD. Les vecteurs v; — p(v;) sont proportionnels a e, et une application répétée
de la formule (6) montre que le second membre de la formule (8) est égal a

—

w(p(vl)7 R (Ui)7 te 7p(vn)7 6).
De tout ceci il résulte que si w satisfait a la relation (7), on a
(9) wvg, - v,) = (=) () e (p(v)s - p(v), - p(0,))

pour tout ¢ dans I ce qui prouve 'unicité de w.

B) Construction de w : Soit (vy,...,v,) une base de V; on définit py, ..., p,
et I comme ci-dessus. Pour tout i dans I, 'hypothese p; # 0 entraine que la suite
(U1, Usy .., Uy, €) engendre espace V, donc la suite (p(vy), ... ,p/(vj), o p(vy))
engendre espace W = p(V). Autrement dit, cette derniére suite est une base de W,
et 'on peut définir I’élément
(10) t; =m(=1)""7 () p(p(vr), -, p(vy), - (V)
de D},

Soient i et j deux éléments de I tels que @ < j; démontrons I'égalité ¢; = t;. Par
définition, le vecteur v;u; +v;p1; — e est combinaison linéaire des vecteurs p(vy) pour
k distinct de 4 et j; par suite p(v;)p; +p(v;)p; est combinaison linéaire des vecteurs
p(v;,) pour k distinct de 7 et j. D’apres la formule (6), on a donc

PPy)s- D0, p(0)), s p(0,), P(V)11)

= Qp(p(vl)> R 7p(vi)7 e ,p(U]'), R ,p(T)n), 7p(vj):uj)‘

Par application des formules (1) et (3), on en déduit

o(p(vy), ... ,@, o ,p(vn))ﬁ(lui)ﬂ—(_l)nfifl

= (p(p(vl)7 s 7p(vi)7 s 7p(vn))7r(_p’j)7r(_1)n7j7

dout, =t,.
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Ceci étant prouvé, on définit w(vy,...,v,) comme la valeur commune des ¢;
pour ¢ parcourant I. On a ainsi construit une application w de B(V) dans D, qui
satisfait & la relation (9). Soit (wy,...,w,_;) une base de W; si 'on pose v; = w;
pourl<i<n—1letv,=¢,onal={n}etp,=1;o0na parailleurs p(v;) = w,

<4

pour 1 <n—1et la formule w(wy,...,w,_;,e) = g(wy,...,w,_,) est un cas

s Hn—1 » Yn—1

particulier de (9).

Il s’agit maintenant de prouver que w appartient & Q(V).

C) Preuve de la formule (1) : Soient Ay, ..., A, des éléments de D* et (vy,...,v,)
une base de V. On définit py,...,u, et I comme ci-dessus; choisissons ¢ dans 1.
Comme on a e = Y7 (v;A;) (A" 1), la formule (9) entraine

(11) w(”l)‘h tt Un)‘n) = ﬂ—(_1)n7i7r()‘;lui)71<p(p<vl)>‘l7 e 7])(712'))\1'7 e 7p<vn))‘n)'

Mais on a w(A7 )™t = m(p) (N, et

—

@(p@]l))‘h R 7])(712'))\1'7 R 7p<vn))‘n)
= PPV, D0, - PONT AL - A A

la comparaison des formules (9) et (11) établit la relation cherchée

WAy, v A,) = w(vg, v T (A A,

ryEn’'n r n

D) Preuve de la formule (2) : Soient (vy,...,v,) une base de V et 4,j deux
entiers distincts dans Uintervalle [1, n] ; définissons py, . . ., g, comme précédemment.
Considérons la base (vy, ..., v;,) de V définie par v; = v;+v; et v, = v, pour k # 4, et
introduisons les coordonnées (i}, ..., u., de e par rapport a cette base ; elles satisfont
a py = pj—pu; et py = gy, pour k # j. On pose t = w(vy,...,v,) et t' = w(vy, ..., vp).
11 s’agit de prouver 1'égalité de t et ¢'.

Remarquons d’abord que, par définition de w, on a

—

(12) t=m(—=1)""Fr () @), ....p(vy), .- p(v,)),
(13) # = (=1 (i) o (p(v}), . (), - p(1)),

pour tout & tel que i, et p), soient no/n\nuls.

a) Si p,; #0, les suites (p(vy), ..., p(vg), ..., p(v,)) et (p(vy), ..., (VL) .-, p(v)))
sont égales et l'on a u;, = u}, ot =t

b) S’il existe un indice k, distinct de i et de j, tel que p;, # 0, on a p(v]) = p(v;)
pour [ # i et p(v;) = p(v;) + p(v;); les éléments p(v;) et p(v;) appartiennent tous

—

les deux a la suite (p(v;),...,p(vg),...,p(v,)). Comme ¢ appartient & Q(W) la
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formule (2) de VIII, p. 437 s’applique et donne
e@(1),- -, p(vp), -, p(vy) = @(p(v). -, (V). - - p(),)).
Mais on a aussi py, = pj, d’out =t'.
¢) Il reste & examiner le cas ou le seul indice & tel que y;, # 0 est j. On a alors
Wy = jij, € = v;p; et p(v;) = 0. Faisons k = j dans les formules (12) et (13). Comme

—

les suites (p(vy),. .. ,@, o p(vy)) et (p(vh), ... p(v)), ..., p(vy,)) sont égales, on
at=t.

COROLLAIRE 1. — Soient (e, ...,e,) une base de V et t un élément de D, . Il
existe un élément w de Q(V), et un seul, tel que w(eq, ... e,) =t.

Démontrons le corollaire par récurrence sur n. Si n = 0, V admet pour seule
base la base vide, de sorte que I'assertion est vérifiée. Supposons donc n > 1; notons
W le sous-espace de V engendré par ey, ...,e,_;. D’apres la prop. 1, il existe une
bijection A de Q(V) sur Q(W) satisfaisant &

(AW))(wy, .. w,_y) =w(wy, ..., w,_q,€,)

pour toute base (wy, ..., w,_;) de W et tout w dans Q(V). Par hypothese de récur-

rence, il existe un unique élément ¢ de Q(W) tel que ¢(ey, ..., e, ) = t. La relation
w(ey,...,e,) =t, pour w dans Q(V) équivaut a A(w) = ¢, d’ott le corollaire 1.
COROLLAIRE 2. — Soient w et w' deux éléments de QV). il existe un unique élé-

ment t de Dy tel que w' = tw.

Remarque. — Supposons le corps D commutatif. Par définition, B(V) est une partie
de V". 1l est clair que la restriction a B(V) d’une forme n-linéaire alternée non nulle
f :V* = D appartient a Q(V). Par ailleurs, si (e, ...,e,) est une base de V et
t un élément non nul de D, il existe une unique forme n-linéaire alternée f telle
que f(ey,...,e,) =t (IIL, p. 80 et p. 87). D’apres le cor. 1, Q(V) se compose des

restrictions a B(V) des formes n-linéaires alternées non nulles.

3. Déterminant d’un automorphisme

Supposons d’abord le corps D commutatif. Compte tenu de la remarque ci-
dessus, le déterminant d’un automorphisme u de V est 'unique élément det u de D*
tel que l'on ait

(14) w(u(vy),...,u(v,)) = (detw)w(vy, ..., v,)
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pour toute base (vy,...,v,) de V et tout élément w de Q(V).

Revenons au cas ot D n’est plus supposé commutatif.

PROPOSITION 2. — a) Soit u un automorphisme de V. Il existe un unique élément

de D}, noté detu et appelé le déterminant de u, tel que l'on ait
(15) w(u(vl),...,u(vn)) = (detu)w(vlv”wvn)

pour toute base (vy,...,v,) de V et tout w dans Q(V).

b) L’application u — detu de GL(V) dans DX, est un homomorphisme de
groupes.

Soit wy un élément de Q(V). L’application (vy,...,v,) = wo(u(vy), ..., u(v,))
de B(V) dans D, appartient a Q(V); d’aprés le cor. 2 de VIII, p. 441, il existe un
unique élément ¢t de D}, tel que l'on ait

wo(u(vy), ... u(v,)) = twy(vy, ..., v,)
pour (vy,...,v,) dans B(V). Si w est un autre élément de Q(V), il existe un élément
s de D7, tel que
W(vy, ...y 0,) = swo(vy, ..., 0,)
pour toute base (vy,...,v,) de V (loc. cit.). On en déduit aussitot la relation
w<u(vl)v LA u(”n)) = tW(’Ul, LR Un)'

Ceci prouve a) ; Passertion b) est une conséquence immédiate de a).

4. Déterminant d’une matrice carrée

Soit n un entier positif. Appliquons ce qui précede a l'espace vectoriel a droite
D7 sur le corps D ; les éléments de D} sont interprétés comme des matrices a n lignes
et une colonne. Soit (g4,...,¢,) la base canonique de D’}. D’apres le cor. 2 de VIII,
p. 441, il existe un unique élément w, de Q(D%) tel que wy(ey,...,e,) = 1. Si A est
un élément de GL,, (D), ses colonnes ay,...,a, forment une base de D ; I’élément
wylay, .. .,a,) de Di, d’appelle le déterminant de A et se note det(A). Comme on
a a; = Ag; pour 1 < i < n, le déterminant de 4 n’est autre que le déterminant de
lautomorphisme = +— Az de DJ}. En particulier, si le corps D est commutatif, le
déterminant de A coincide avec celui qu’on a défini en III, p. 92.

Soit V un espace vectoriel a droite, de dimension finie n sur le corps D, et soit
(ég,-..,€,) une base de V. Si u est un automorphisme de V et A la matrice de u
par rapport a la base (e, ...,e,), on a det(u) = det(4).
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On note () la famille des unités matricielles de M, (D) (II. p. 142). Pour
tout élément A de D et tout couple (4, j) d’entiers distincts dans [1, n], on pose (II,
p. 161)

B,

ij()‘) = I, + AEy;

iJ)
c’est un élément de GL,(D). Si Aj,..., A, sont des éléments de D* la matrice

r'n

diagonale diag(\y, ..., \,) appartient aussi & GL, (D).

PROPOSITION 3. — L’application det est ['unique homomorphisme de GL, (D)
dans DY, qui satisfait aux relations

(16) det(B;(1)) =1
pour i #£ j et
(17) det(diag(Ay, ..., \,)) =7(A ...\,

pour Ay, ..., A, € D*
Soient A un élément de GL, (D) et a,...,qa, ses colonnes. On a

det(A) = wylay, .-, a,).

Or les colonnes de la matrice Adiag(\,...,\,) sont a; A, ..., a,\, et celles de la
matrice AB;;(1) dont ay,...,a;+a;,a;,,...,a, Commew, est I'unique élément de
Q(D?2) tel que wy(ey, .. .,&,) =1, on voit que le déterminant est 'unique application

¢ : GL, (D) — D, qui satisfait aux relations

(18) p(Adiag(Ay, ..., A,)) = p(A)T(Ar.. . A)
(19) ©(AB;;(1)) = p(A)  pouri#j
(20) (L) = 1.

Cela prouve tout d’abord que que I'application déterminant satisfait aux relations
(16) et (17). Nous savons déja que cette application est un homomorphisme de
GL,, (D) dans D, . Inversement, si ¢ est un homomorphisme de GL, (D) dans D,
tel que @(B;;(1)) = 1 pour i # j et @(diag(Ay,...,A,)) = 7(A;...A,), alors ¢
satisfait aux relations (18) & (20) et est donc égal & det.

Ezemples. — 1) Les colonnes de la matrice B;;(\) sont ,,...,6; + &, €4q,...,6,.
Compte tenu de la formule (5) de VIIL, p. 438, on a

(21) det(B,(\) = 1.
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2) Soit o une permutation de Iintervalle [1,n] de N, de signature (o). Soit
M (o) la matrice de la permutation o (II, p. 151). Les colonnes de la matrice M (o)
SONt 51y, - - - s E4(n)- Par application de la formule (4) de VIIL, p. 438, on a donc

(22) det(M(o)) = 7(e(0)).

3) Supposons n > 1. Pour toute matrice diagonale inversible de la forme A =
diag(d,,...,d,), on a AB;(A\)A™" = B (d;Ad;"). Soit A un élément de GL,, (D).

N

D’apres le cor. 1 de II, p. 162 et la formule précédente, il existe des matrices P et A
dans GL,,(D) telles que A = PA, que P soit produit de matrices de la forme B;;())
et que A soit une matrice diagonale de la forme diag(1,...,1,d). On a det(P) =1
d’apres I'exemple 1, donc det(A) = det(A) = 7(d) par la prop. 3.

4) Soit D’ un corps et soit u un homomorphisme de D dans D’. Par passage aux
quotients, u définit un homomorphisme de groupes u,, de D dans D',. Soit u,
I’homomorphisme de GL, (D) dans GL, (D) qui transforme une matrice A = (a,;)
en la matrice (u(a;;)). La formule
(23) det(u, (4)) = u,,(det(4))
pour A € GL,(D), résulte aussitét de exemple 3.

5) On a GL(D) = D* et la prop. 3 montre que l'on a det(a) = 7(a) pour a
dans GL, (D).

6) Supposons que l'on ait n = 2. Soit 4 = (%) un élément de GL,(D). Les
éléments a et ¢ de D ne sont pas tous deux nuls. Nous allons expliciter le déterminant
de A.

a) Si a n’est pas nul, on a

o4 A= 1 0\ [a 0 1 a '
(24) T leat 1 0 d—ca™'b) \O 1 '

D’ol ad — aca™'b # 0 et
(25) det(A) = n(ad — aca™'b).

b) Si a est nul, on a ¢ # 0 et

- Ao (0 by _ (0 1) [cd
(26) “\e 4 \1 o) \o b}’

d’ont d’apres a) et Pexemple 2, ¢b # 0 et
(27) det(A) = 7(—cb).
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7) Soit D° le corps opposé de D. L’application A + A de M,,(D) dans M,,(D°)
satisfait & *(AB) = 'B*A. Pour toute matrice A dans GL,, (D), la matrice transposée
tA est donc inversible dans M,,(D°), mais elle n’est pas nécessairement inversible
dans M,,(D). Il résulte de 'exemple 3 que si 4 appartient & GL,,(D), les éléments A
de GL,,(D) et ‘A de GL,,(D°) ont méme déterminant. Par contre, méme si la matrice
*A appartient & GL, (D) son déterminant deans GL,(D) n’est pas nécessairement
égal & celui de 4 (cf. exemple 6).

Remarques. — 1) Soit V un espace vectoriel a droite sur le corps D, de dimension
finie n. Considérons l'espace dual V* = Homp(V,D) comme un espace vectoriel
a droite sur le corps D° opposé de D. Soit u un automorphisme de V et soit ‘u
I’automorphisme de V* transposé de u. Si u est représenté par une matrice A de
M,,(D) par rapport & une base (eq,...,e,) de V, 'automorphisme ‘u est représenté
par la matrice *A de M, (D°) par rapport & la base (e},...,e’) de V* duale de
(e1,...,e,) (I, p. 145, prop. 3). D’aprés Pexemple 7, le déterminant de ‘u est égal
a celui de u.

2) Les résultats des numéros 1 a 4 se généralisent au cas ott D est un anneau
local (VIIL, p. 448, exerc. 2).

5. Le groupe unimodulaire

Soit n un entier positif. On note SL, (D) le noyau de I'homomorphisme de
groupes det : GL, (D) — D%, et on l'appelle le groupe unimodulaire (cf. 111, p. 104
pour le cas ou le corps D est commutatif).

THEOREME 1. — Supposons n > 2.

a) Le sous-groupe SL, (D) de GL, (D) est engendré par les matrices B;;(\) ot
i et j sont des entiers distincts de lintervalle |1,n] et X\ parcourt D.

b) Supposons n = 3 ou Card(D) > 3. Le groupe dérivé de GL, (D) est égal d
SL, (D).

¢) Supposons n = 3 ou Card(D) > 4. Le groupe dérivé de SL,, (D) est égal d
SL, (D).

A) Notons T le sous-groupe de GL, (D) engendré par les matrices Bj;()).
D’apres I'exemple 1 de VIII, p. 443, on a det(B;;(A\)) = 1, dou T C SL,(D).
Pour prouver que ces deux groupes sont égaux, il suffit alors, d’apres I'exemple 3 de
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loc. cit., de prouver que toute matrice de la forme diag(1,...,1,d) avec w(d) =1 ap-
partient @ T. La matrice diag(1,...,1,d) appartient a I'image de ’homomorphisme
U+ (1"0*2 g) de GL,(D) dans GL,(D); il suffit donc de considérer le cas n = 2.
Comme le noyau de 7 est le groupe dérivé de D*, on peut supposer d = uvu ™o~
avec u, v dans D*. Notre assertion résulte alors des égalités

10 w b 0) (v 0) [vu 0
(28) (0 d) B ( 0 u) ( 0 v) (0 ulvl)
et
1 s 1 0 1 —1 1 0
0 1 1—s1 1 0 1 1—s 1

s 0
29
(29) (0 sl)
B) Par construction, SL, (D) est le noyau d’'un homomorphisme de GL, (D)

pour s € D*.

dans un groupe commutatif, donc il contient le groupe dérivé (GL, (D), GL,(D))
de GL,, (D). Vu ce qui précede, on a

SL,(D) o (GL, (D), GL, (D)) > (SL,(D),SL,(D)).

Pour prouver c), il suffit de démontrer que les matrices B;;(\) sont des commutateurs
dans SL,, (D).

Supposons n > 3. Si 4, j, k sont des entiers distincts dans Uintervalle [1,n] et
1, v des éléments de D, on a
(30) By(pv) = By, (1) ™" By (v) ™ By (1) By (v).
En prenant y = 1 et v = A, on voit que la matrice B;;(\) est un commutateur
d’éléments de SL,, (D).

Supposons maintenant n = 2. Soient u et v des éléments de D avec u # 0. On
a les relations

31 I v—wu) [(u 0 1 —v\ fu™t 0\ (1 v
(81) 0 1 Slo w0 o1 0 u/\0 1

et

39 1 0_u710 1 0 u 0 1 0
(52) v—uwou 1) V0 w)\=v 1)J\0 ut)\v 1

On a det (g 7191) = 1; donc les matrices Byo(v — uvu) et By (v — uvu) sont des
commutateurs d’éléments de SL, (D).

Supposons que le corps D ait au moins 4 éléments. Soit A un élément de D. Si A
est égal a 0, 1 ou —1, choisissons un élément u arbitraire dans D — {0, 1, —1}; sinon
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posons u = \. Dans les deux cas, u est un élément non nul de D, il commute a A, et
I'on a u? # 1. Posons v = A(1 —u?)7L. On a uwv = vu d'olt v — uvu = v(1 — u?) = \.
Il résulte alors des relations (31) et (32) que les matrices By(A) et By (M) sont des
commutateurs dans SL,, (D) d’ou c).

C) Il reste & prouver que SLy(D) est le groupe dérivé de GL,(D) lorsque D a 3
éléments. D’apreés A), le groupe SL,(D) est engendré par les matrices By, (1) = (1)
et By (1) = (19), et ces matrices sont des commutateurs d’éléments de GL,(D)
puisque 'on a By (1) =B;5(1) et

I T R o [ [

Remarque. — Si D est un corps a 2 éléments, alors GL,(D) est égal a SLy(D) et
c’est un groupe d’ordre 6 dont le groupe dérivé est d’ordre 3. Si D est un corps
a 3 éléments, le groupe SLy(D) est d’ordre 24 et son groupe dérivé est d’ordre 8.
Supposons n > 2; sauf dans les deux cas précédents, tout sous-groupe distingué de
SL, (D) distinct de SL,,(D) est contenu dans le centre Z(SL,(D)) de SL,(D) (IL
p. 207, exerc. 13 et p. 208 exerc. 14). Le groupe SLn(D)/Z(SLn(D)) est alors simple.

Soit V un espace vectoriel a droite sur le corps D, de dimension finie n. On
note SL(V) et on appelle groupe unimodulaire de V, le noyau de "lhomomorphisme
det : GL(V) — D?,. Le choix d’une base de V permet d’identifier ce groupe a
SL, (D).

On dit qu'un automorphisme u de V est une transvection s’il existe un vecteur
v de V et une forme linéaire ¢ sur V tels que p(v) = 0 et u(z) = = + vp(x) pour
tout x de V. Lorsque n > 2, u est une transvection si et seulement s’il existe une
base de V dans laquelle la matrice de u soit de la forme B;;(\). Le th. 1 entraine le
corollaire suivant :

COROLLAIRE. — Soit V un espace vectoriel a droite sur le corps D, de dimension
finie n > 2.

a) Le sous-groupe SL(V) de GL(V) est engendré par les transvections.

b) Le sous-groupe SL(V) est le groupe dérivé de GL(V) sauf lorsque l'on a
n =2 et que D posséde 2 éléments.

¢) Le groupe SL(V) est égal a son groupe dérivé sauf lorsqu’on a n = 2 et que
D posséde 2 ou 3 éléments.
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EXERCICES

1) Donner un exemple d’une matrice inversible A sur un corps D dont la transposée n’est
pas inversible, et d’'une matrice inversible B sur D dont la transposée est inversible mais
vérifie det ‘B # det B (on pourra considérer des matrices carrées d’ordre 2 sur un corps de
quaternions).

2) Soit D un anneau local ; on note encore D* le groupe des éléments inversibles de D, D}, le
quotient de D* par son sous-groupe dérivé, et 7 : D* — D7}, ’homomorphisme canonique.
Soit V un D-module & droite libre, de dimension finie n. On note B(V) 'ensemble des
bases de V et Q(V) Pensemble des applications w : B(V) — D}, satisfaisant aux deux
conditions suivantes :

(i) Pour A1,...,\, dans D* et (v1,...,v,) € B(V), on a w(viAi,...,op\,) =
W1,y vp) T AL M)

(ii) Pouri#jet A€ D,ona w(vi,...,v + 0, ...,0n) =w(v1,...,0).

a) Soient e un élément de V et W un sous-module de V supplémentaire de eD. Soit
¢ € Q(W); prouver qu’il existe un unique élément w de Q(V) satisfaisant &

W(w17~-~7wn—17€) =o(wi,...,wy-1)

pour toute base (wi,...,wp—1) de W (adapter la démonstration de la prop. 1).

b) En déduire qu’étant donnés deux éléments w et w’ de Q(V), il existe un unique
élément ¢ de D}y tel quon ait w’ = tw.

¢) Soit u un automorphisme de V. Démontrer qu'il existe un unique élément de D}, ,
noté¢ detu, tel qu'on ait w(u(vi),...,u(v,)) = (detu)w(vi,...,vy) pour toute base
(v1,...,v,) de V et tout élément w de Q(V). L’application u — det u de GL(V) dans D,
est un homomorphisme de groupes.

d) On prend V = D, de sorte que GL(V) s’identifie au groupe GL, (D) des matrices
carrées d’ordre n inversibles. Démontrer que I'application det : GL,, (D) — D, est I'unique
homomorphisme de groupes prenant la valeur 1 sur toutes les matrices B;j(\) (i # 7,
A € D) et satisfaisant & det(diag(A1,..., \n)) = 7(A1... Ay) pour Ay,..., A, dans D*.

e) Adapter a ce cadre les exemples 2 & 6 du n° 4.

9 3) Soit A = Ag ® A; un anneau gradué de type Z/2Z; on suppose que Aq est contenu
dans le centre de A, et que tout élément de A; est de carré nul.

a) Soit A% le sous-Z-module de Ag engendré par les produits de deux éléments de
A1 ; montrer que A? est un nilidéal de Ao, et que A? @ A; est un nilidéal bilatere de A.

b) Soient p,q des entiers > 0. On note APl7 Je A-module & droite gradué libre
AL @ A4(1)7 (11, p. 165, exemple 3) et GL(p|g, A) le groupe des automorphismes (gradués
de degré 0) de APl7. Un tel automorphisme est représenté dans la base canonique de APl9 par
une matrice X = (4 5), avec A € M(Ag), B € M, 4(A1), C € Mgp(A1), D € Mg(Ao).
Prouver que les matrices A et D sont inversibles (utiliser a) et I'exerc. 16 de VIII, p. 163).
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¢) Pour X comme ci-dessus, on pose sdet X = det(A — BD™*C) det D~'. Prouver que
sdet X est un élément inversible de Ag.
d) Démontrer que toute matrice X € GL(p|g, A) peut s’écrire sous forme d’un produit

e
0 I)\0 Q)\S I
(Prendre R = BD™%, P=A—-BD™'C, Q=D, S=D"'C)

e) Démontrer que sdet est un homomorphisme de GL(p|g, A) dans le groupe des
éléments inversibles de Ag (se ramener a l'aide de d) & prouver l'égalité sdet(XY) =
sdet X sdet Y lorsque X est de la forme ( g (I)), ou S est une matrice élémentaire ; observer
alors que pour toute matrice R € M, 4(A1), le produit de deux éléments quelconques de
la matrice RS (resp. SR) est nul, et en déduire I'égalité det(I — RS) = (det(I — SR))™1).

f) Soit X = (4 5) un élément de GL(p|g, A); on pose X = (:tAB:g) et X =
(B9). Soit Y € GL(p|g,A); on a *(XY) = $'V*X et (XY) = "X"Y. Démontrer les
formules sdet X = sdet *'X = (sdet "X)~! (utiliser d) pour calculer sdet™X).

4) On conserve les hypothéses de lexerc. 3. Soit M = My @ M; un A-module a droite
gradué libre de type fini; il existe des entiers p, ¢, uniquement déterminés, tel que M soit
isomorphe & APIZ. On dit qu'une base de M est adaptée si ses p premiers vecteurs sont
homogenes de degré 0 et les ¢ derniers homogenes de degré 1.

a) Soient u un automorphisme du module gradué M, Mgz(u) sa matrice dans une
base adaptée % ; prouver que I’élément sdet My (u) ne dépend pas du choix de Z. On le
note sdet u.

b) On note u(1) Pendomorphisme u considéré comme automorphisme du module
gradué M(1). Si £ est une base adaptée de M, la base "% obtenue en échangeant les
p premiers vecteurs de Z avec les ¢ derniers est une base adaptée de M(1), et l'on a
Mrgz(u(1)) = "My(u) (exerc. 3 f)). En déduire qu’on a sdet(u(1)) = (sdetu)™'.

¢) On définit sur tout A-module a gauche gradué N une structure canonique de A-
module & droite gradué en posant ax = (—1)Yza pour a € A;, x € N; ; en particulier,
on considérera le dual gradué M*¢" de M comme un A-module a droite gradué, également
isomorphe & API7. Soit u un automorphisme de M ; on note *‘u Pautomorphisme de M*&"
caractérisé par la formule (*u(z*),z) = (=1)"(z*,u(z)) pour z* € (M*®"),, x € M. Si
A est une base adaptée de M, la base duale Z* est une base adaptée de M*¢" et l'on a
Mg+ (5tu) = ™Mp(u) (exerc. 3 f)). On a sdet(*tu) = sdet(u).



APPENDICE 3
LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT

THEOREME 1. — Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et L une
K-algébre commutative. Supposons que la A-algébre L soit engendrée par un nombre
fini d’éléments et que L soit un corps.

a) Le degré de L sur K est fini;

b) 1l existe un élément non nul a de A tel que K soit égal a Ala™?].

Soit S une partie génératrice de la A-algebre L. Raisonnons par récurrence sur
le cardinal de S.

Supposons d’abord que les éléments de S soient tous algébriques sur K. Le degré
de L sur K est alors fini (V, p. 17, th. 2). Soit (e;);c; une base de L sur K. Il existe
un élément non nul a de A tel que les coordonnées par rapport a cette base des
¢léments de S, de I'élément 1 et des éléments e;e; pour 4, j dans I appartiennent a
Ala™']. L’ensemble des combinaisons linéaires 3, a;e;, avec a; € Ala™"] pour tout
7, est alors un sous-anneau de L. Il contient A et S par construction, donc est égal
a L. 11 contient en particulier Ke;, donc K est égal & Aa™1].

Supposons maintenant qu'un élément s de S soit transcendant sur K. Notons E
le corps des fractions de 'anneau A[s]. La A[s]-algebre L est engendrée par S={s}.
D’apres hypothese de récurrence, il existe un polynéme non nul P € A[X] tel que
E soit égal & A[s][P(s)7!]. Soit K une cloture algébrique de K (V, p. 22, th. 2).
Comme le corps K est infini (V, p. 20, prop. 3), il existe un élément x de K tel que
P(z) # 0. Soit ¢ : E — K I'uinique homomorphisme de la K-algébre E = A[s][P(s)™}]
dans la K-algebre K qui applique s sur . Mais cela est absurde puisque E est une
extension transcendante de K et K une extension algébrique de K. Cela termine la
démonstration du théoreme.

COROLLAIRE 1. — Soient K un corps commutatif, A une K-algébre commutative
engendrée par un nombre fini d’éléments et m un idéal mazimal de A.
a) Le degré de A/m sur K est fini.
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b) Soit Q un extension algébriquement close de K. Il existe un homomorphisme
de K-algébres de A dans Q2 dont le noyau est m.

La K-algeébre A/m est engendrée par un nombre fini d’éléments et A/m est un
corps. D’apres le théoréme 1, le degré de A/m est fini d’ott a). Toute extension de
degré fini de K est isomorphe a une sous-extension de  (V, p. 20, th. 1), d’ou b).

COROLLAIRE 2. — Soient K un corps commutatif, n un entier naturel, (P;);c; une
famille d’éléments de K[Xy,...,X,] et Q une extension algébriquement close de K.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Les polynomes P, n'ont pas de zéro commun dans Q™ ;

(i) Il existe une famille (Q;);cr @ support fini d’éléments de K[X,...,X,] telle
que Xier P;Q; = 1.

Notons A l'anneau K[Xj, ..., X,] et a I'idéal engendré par les polynomes P;. La
condition (i) signifie qu’il n’existe aucun homomorphisme de K-algebres de A/a dans
Q. Si elle est satisfaite, 'anneau A/a ne posséde d’apres le cor. 1 aucun idéal maxi-
mal, donc est nul et 1 appartient a a. Cela prouve que (i) implique (ii). L’implication
(i) = (i) est claire.



APPENDICE 4
TRACE D’UN ENDOMORPHISME DE RANG FINI

1. Applications linéaires de rang fini

Soit A un anneau et soient E et F des A-modules. On note Hom’ (E, F) I'en-
semble des applications linéaires de E dans F dont I'image est contenue dans un
sous-module de type fini de F. C’est un sous-groupe de Hom, (E, F). Lorsque A est
un corps, c’est Pensemble des applications linéaires de rang fini de E dans F (II,
p. 101, déf. 3). On pose End (E) = Hom, (E, E).

Soient E, F, G des A-modules et soient v : E — F et v : F — G des applica-
tions A-linéaires. Si v € Homl\ (E,F) ou v € Hom! (F,G), alors v o u appartient &
Hom!\ (E, G).

Notons 6 ’homomorphisme de groupes canonique de E* ®, F dans Hom, (E, F)
(A, II, p. 77); il associe & un élément z* ® y de E* ®, F lapplication z — (x, 2*)y
de E dans F.

Lemme 1. — Supposons que le A-module ¥ soit projectif. L’homomorphisme de
groupes 6 est injectif et son image est Homk (E, F).
D’apres loc. cit., cor., ’homomorphisme 6 est injectif. Son image est contenue
dans Hom', (E, F). Soit u € Hom’ (E, F) ; prouvons que u appartient a 'image de 6.
Supposons d’abord le A-module F libre. Soit (f;);c; une base de F et soit ()
la base de F* duale de (f;);c- Soit J une partie finie de I telle que 'image de u soit
contenue dans le sous-module de F engendré par les f; pour j € J; on a

(1) u(z) =D (u(@), f;)f; =D (@, "u(f))];
jel Jjed
pour tout « € E, d’ou

(2) u=0(3"u(f))® f,)-

jeJ
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Dans le cas général, il existe un A-module libre L et des homomorphismes
i:F = Letp:L — F tels que poi = 1p. L’homomorphisme ¢ o v appartient a
Hom', (E, L). D’aprés ce qui précede, il existe un ensemble fini J et, pour tout j € J,
des éléments z} de E* et y; de L tels qu’on ait

i(u(@)) = _(z,2})y;
jel
pour tout z € E. On a alors
u(z) = p(i(u(@))) = >_(z,25)p(y;)
jel

pour tout z € E, d’ott u = G(ng ¥ ®p(yj)>.

2. Trace d’un endomorphisme de rang fini

Dans ce numéro, A désigne un anneau commutatif. Soit E un A-module projec-
tif. Alors End) (E) est un sous-A-module de End,(E) et I'application canonique
E*®4 E — End, (E) définit un isomorphisme 65 de A-modules de E* @, E sur
End! (E) (lemme 1). Considérons la forme linéaire canonique 7 : E* @, E — A (A,
II, p. 78), caractérisée par la formule 7(z* ® z) = (z,z*). Par composition avec
Iisomorphisme A", on en déduit une forme linéaire Tr : End’y (E) — A, dite forme
trace. Lorsque le A-module E est de type fini, on retrouve la définition de A, II, p. 78.

PROPOSITION 1. — Soit E un A-module libre. Soit (e;);c; une base de E et soit
(1)1 sa base duale. Soit u € End\(E). La famille ((u(e;), ef));er est a support fini
et sa somme est égale d Tr(u).

11 suffit de traiter le cas ol u est de la forme g (2* @ x) avec © € E et 2* € E*.
La famille ({x, ef});c; est alors & support fini et 'on a z = Y;(z, €f)e;. Par suite, la
famille ((x, ef) (e;, 2*));cr st aussi a support fini et Von a (x, z*) = 3, (x, €f) (e;, 2*).
Or on a (u(e;), ef) = (z, ef)(e;, z*) pour tout ¢ € I. Cela démontre la proposition.

PROPOSITION 2. — Soient E,F des A-modules projectifs. Soient u € Hom', (E, F)
et v € Homy (F,E). On a la relation

(3) Tr(vou) =Tr(uowv) .
11 suffit de démontrer la proposition lorsque u est de la forme 6(z* ® y), avec
z* € E* et y € F; or on a dans ce cas

vou=0g(a*@uv(y)) et wowv=0p("v(z*) ®Y),
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d’ou
Tr(vou) = (v(y),z*) = (y, ‘w(x*)) = Tr(uov).

COROLLAIRE. — Soit E un A-module projectif, soit u un élément de End(E) et
soit F un sous-A-module projectif de E contenant Imw ; notons up l'endomorphisme
de F induit par u. On a

(4) Tr(u) = Tr(ugp) .
Notons i l'injection canonique de F dans E, et v : E — F 'homomorphisme
déduit de u. On a up =voiet u=1iow, dou le corollaire.

Soient E un A-module projectif et u € End;(E). Pour tout entier naturel p, le
A-module A"E est projectif (ITT, p. 87, cor. 2), I'endomorphisme /A"u appartient
a End\ (APE) (III, p. 80, prop. 6) et il est nul dés que p est assez grand. L’en-
semble 1 + Endg(E) est stable par composition. On définit une application det de
1y + End, (E) dans A en posant

det(lg +u) = > Tr Au,
p=0
pour tout u € End', (E).

Si E est libre de dimension finie, cette définition est cohérente avec celle de III,

p- 90, en vertu du cor. de III, p. 97.

PROPOSITION 3. — Soit E un A-module projectif.
a) Soit u € End’(E). Soit F un sous-A-module projectif de E, contenant Tmu,
et soit up l'endomorphisme de F induit par w. On a

(5) det(1g 4+ u) = det(1y + uy).
b) Soient u,v deuz éléments de End(E). On a
(6) det((lEJru) o (1E+v)) = det(1g + u) det(lg + v).

Prouvons a). Pour tout entier p > 0, le A-module projectif A’F s’identifie
a un sous-module de A’E (III, p. 88, cor.). L'image de /\"u est contenue dans
APF, et endomorphisme de /\’F induit par /\"u est égal & /A\"up. On a donc
Tr(/APu) = Tr(/A\Pup) en vertu du cor. de la prop. 2, d’ott a).

Prouvons b). Soit G un A-module tel que le A-module L = E @ G soit libre.
Notons «’, v" les endomorphismes u® 0 et vB 0 de L. D’apres a), on a les relations
det (1, + u') = det(1g + u), det(1;, + ') = det(1g + v) et

det(1, + v/ + v + v o) =det(lg +u+v +uow);
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il suffit donc de prouver 'assertion b) lorsque le A-module E est libre. Il existe alors
un sous-module libre de type fini F de E qui contient I'image de u et celle de v. Posons
w = u+v+uov. L'image de w est contenue dans F et 'on a wp = up +vp +upovp.
On a donc, d’apres (5), on a det(1g +u) = det(ly 4+ up), det(lg +v) = det(1p + vp)
et

det((lE +u)o (1g+ v)) =det(1lg +w) = det(lp + wp) = det((1p +ugp) o (1 +vp)).

Comme F est un A-module libre de type fini, on a

det((1g + up) o (1p + vp)) = det(lp + up) det(1p + vp) = det(1y + u) det(1y + v).
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EXERCICES

1) Soient K un corps commutatif, E un espace vectoriel sur K. On note Endi’f(E) le
sous-ensemble de Endg(E) formé des endomorphismes dont une puissance appartient a
Endk(E). Siu € EndII’(f(E)7 on pose I, = N,soImu” et Tru = Tr(ull,); cette notion
coincide avec celle définie dans I’Appendice 4 dans le cas d’'un endomorphisme de rang
fini.

a) Soit u € End%f(E); soit V un sous-espace de E stable par u et soient uy et ug,v
les endomorphismes de V et E/V induits par u. Prouver I'égalité Tru = Truy + Trugy.

b) Soit U un sous-espace de Endgk (E) ; on suppose qu'il existe un entier n tel que tout
produit de n éléments de U soit de rang fini. Prouver que lapplication Tr : U — K est
linéaire.

¢) Soient F un espace vectoriel sur K, u: E — F et v : F — E des homomorphismes
tel que uow € Endf(f(F); onavou€ Endff(E) et Trvou = Truowv.

€ 2) On conserve les notations de 'exercice précédent. Si V, W sont des sous-espaces de
E, on note V < W la relation « W est de codimension finie dans V 4+ W ».

a) Soit V un sous-espace de E; on note 2 (resp. a, resp. b) Uensemble des endomor-
phismes u de V tels que u(V) < V (resp. u(E) < V, resp. u(V) < (0)). Prouver que 2 est
une sous-K-algebre de Endk (E), que a et b sont des idéaux bilateres de 2, de somme 2,
et que 'onaanb C End%f(E).

b) Soient u,u’ des éléments permutables de 2 ; on peut écrire u =a+b, v’ =a’ + ¥,
avec a,a’ dans a et b, b’ dans b. Prouver que I'élément [a,a’] = aa’ — d’a de A appartient
a anb et que sa trace ne dépend pas des décompositions de u et u' choisies; on la note
(u,u').

¢) Soit A une sous-algeébre commutative de 2. Prouver qu’il existe une unique appli-
cation K-linéaire Res : Qx(A) — K telle que Res(udv) = (u,v) quels que soient u, v dans
A (utiliser 'identité [u, vw] + [v, wu] + [w, uv] = 0).

d) Soient u,v € A; on suppose v(V) C V. Soit 7 un projecteur de E d’image V;
prouver l'égalité Res(udv) = Tr[ru,v]. En déduire que si u(V) C V, on a Resudv = 0
(observer que 'endomorphisme [ru, v] est de carré nul).

e) Soient u € A, n € N. Prouver qu'on a Resu"du = 0. Si u est inversible dans A,
on a Resu™"du = 0 pour n > 2; si de plus u(V) C V, on a Resu~ldu = dimg V/u(V).

f) On prend E = K((X)) (IV, p. 37), V=K[[X]], et A = E opérant sur lui-méme par
homothéties ; démontrer que les hypotheses de ¢) sont satisfaites. Soit f(X) = -, anX"dX
un élément de K((X)); prouver que Res f(X) dX est égal & a_1. En déduire que si g est
un élément de K[[X]] tel que g(0) = 0 et ¢'(0) # 0, le coefficient de X! est le méme dans
le développement en série de f(X) et de f(g(X)) ¢'(X).



NOTE HISTORIQUE

Nous avons vu (notes historiques des chap. I et II-11I) que les premieres algébres
non commutatives font leur apparition en 1843-44, dans les travaux de Hamilton
[25] et de Grassmann [23] et [24]. Hamilton, en introduisant les quaternions, a
déja une conception fort claire des algebres quelconques de rang fini sur le corps
des nombres réels ([25], préface, p. 26-31)M). En développant sa théorie, il a un
peu plus tard I'idée de considérer ce qu’il appelle des « biquaternions », c’est-a-dire
I’algebre sur le corps des nombres complexes ayant méme table de multiplication
que le corps des quaternions; et il observe a cette occasion que cette extension a
pour effet de provoquer 'apparition de diviseurs de zéro ([25], p. 650). Le point
de vue de Grassmann est quelque peu différent et pendant longtemps son « algebre
extérieure » restera assez a Pécart de la théorie générale des algebres® : mais sous
son langage qui manque encore de précision, on ne peut manquer de reconnaitre la
premicre idée d'une algebre (de dimension finie ou non, sur le corps des nombres
réels) définie par un systéme de générateurs et de relations [24].

De nouveaux exemples d’algebres s’introduisent dans les années 1850-1860, de
fagon plus ou moins explicite : si Cayley, développant la théorie des matrices [8], ne

M Le concept d’isomorphie de deux algébres n’est pas mentionné par Hamilton ; mais dés cette
époque, les mathématiciens de ’école anglaise, notamment de Morgan et Cayley, savent bien qu’un
changement de base ne change pas substantiellement I’algebre étudiée (voir par exemple le travail
[6] de Cayley sur les algebres de rang 2).

() Peut-étre faut-il en voir la raison dans le fait qu’en dehors de la multiplication « extérieure »,
Grassmann introduit aussi entre les multivecteurs ce qu’il appelle les multiplications « régressive »
et « intérieure » (qui lui tiennent lieu de tout ce qui touche & la dualité). Il est en tout cas assez
remarquable que, vers 1900 encore, dans l'article Study-Cartan de 'encyclopédie [5], 1’algébre
extérieure ne soit pas rangée parmi les algebres associatives, mais regoive un traitement séparé et
qu’il ne soit pas signalé que 1'un des types d’algébres de rang 4 (le type VIII de la p. 180 de [5])

n’est autre que l'algebre extérieure sur un espace de dimension 2.
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considére pas encore les matrices carrées comme formant une algebre (point de vue
qui ne sera clairement exprimé que par les Peirce vers 1870 [40]), du moins note-t-il
déja, a cette occasion, l'existence d’un systeme de matrices d’ordre 2 vérifiant la
table de multiplication des quaternions, remarque que I'on peut considérer comme
le premier exemple de représentation linéaire d’une algebre®. D’autre part, dans le
mémoire ou il définit la notion abstraite de groupe fini, il donne aussi en passant la
définition de lalgebre d’un tel groupe, sans d’ailleurs rien tirer de la définition ([7],
p. 129).

Il n’y a aucun autre progres a signaler avant 1870; mais a ce moment com-
mencent les recherches sur la structure générale des algébres de dimension finie (sur
les corps des nombres réels ou complexes). C’est B. Peirce qui fait les premiers pas
dans cette voie; il introduit les notions d’élément nilpotent, d’élément idempotent,
démontre qu’une algebre (avec ou sans élément unité) dont un élément au moins

n’est pas nilpotent posséde un idempotent non nul, écrit la célebre décomposition
= exe + (re — exe) + (ex — exe) + (v — xe — ex + exe)

(e idempotent, x élément quelconque) et a I'idée (encore un peu imprécise) d’une
décomposition d’un idempotent en somme d’idempotents « primitifs » deux a deux
orthogonaux [40]. En outre, selon Clifford ([11], p. 274)®, c’est a B. Peirce qu'il
faut attribuer la notion de produit tensoriel de deux algebres, que Clifford lui-méme
applique implicitement a une généralisation des « biquaternions » de Hamilton [9] et
explicitement a ’étude des algebres qui portent son nom, quelques années plus tard
([10] et [11]). Ces nouvelles notions sont utilisées par B. Peirce pour la classification
des algebres de petite dimension (sur le corps des nombres complexes), probléme
auquel s’attaquent aussi, aux environs de 1880, d’autres mathématiciens de 1’école
anglo-américaine, Cayley et Sylvester en téte. On s’apercoit ainsi rapidement de la

®) A vrai dire, Cayley ne démontre pas cette existence, n'éerit pas explicitement les matrices
en question et ne parait pas avoir remarqué a ce moment-la que certaines sont nécessairement
imaginaires (dans tout le mémoire [8], il n’est jamais précisé si les « quantities » qui interviennent
dans les matrices sont réelles ou complexes ; il intervient toutefois incidemment un nombre complexe
a la p. 494). On penserait qu’il n’y a plus qu’un pas a faire pour identifier les « biquaternions »
de Hamilton aux matrices complexes d’ordre 2; en fait, ce résultat ne sera explicitement énoncé
par les Peirce qu’en 1870 ([38], p. 132). L’idée générale de représentation réguliere d’une algebre
est introduite par C. S. Peirce vers 1879 [40] ; elle avait été pressentie par Laguerre des 1867 ([30],
p. 235).

(4) B. Peirce rencontra Clifford & Londres en 1871 et I'un et Pautre font plusieurs fois allusion &
leurs conversations, dont 'une eut sans doute lieu a une séance de la London Mathematical Society,
ol Peirce avait présenté ses résultats (Proc. Lond. Math. Soc. (1) 3 (1869-1871), p. 220).
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grande variété des structures possibles et c¢’est sans doute ce fait qui, dans la période
suivante, va orienter les recherches vers I'obtention de classes d’algebres a propriétés
plus particulieres.

Sur le continent, ou l'évolution des idées est assez différente, de telles re-
cherches apparaissent des avant 1880. En 1878, Frobenius prouve que les quater-
nions forment le seul exemple de corps non commutatif (de dimension finie) sur
le corps des nombres réels ([18], p. 59-63), résultat publié indépendamment deux
ans plus tard par C. S. Peirce [39]. Des 1861, Weierstrass, précisant une remarque
de Gauss, avait, dans ses cours, caractérisé les algebres commutatives sans élément
nilpotent® sur R ou C comme somme directe de corps isomorphes & R ou C; De-
dekind était de son c6té arrivé aux mémes conclusions vers 1870, en liaison avec sa
conception « hypercomplexe » de la théorie des corps commutatifs ; leurs démonstra-
tions sont publiées en 1884-85 ([54] et [12]). C’est en 1884 aussi que H. Poincaré,
dans une note fort elliptique [41] attire lattention sur la possibilité de considé-
rer les équations z; = ¢;(z1,...,%,, Yy, ---,Y,) qui expriment la loi multiplicative
(> ze) (X ye.) = 3, z6; dans une algébre comme définissant (localement, bien
entendu) un groupe de Lie. Cette remarque semble avoir fait grande impression sur
Lie et ses disciples (E. Study, G. Scheffers, F. Schur et un peu plus tard T. Molien et
E. Cartan) occupés précisément a cette époque a développer la théorie des groupes
« continus » et notamment les problémes de classification (voir, en particulier, [43],
p. 387) ; pendant la période 1885-1905, elle conduit les mathématiciens de cette école
a appliquer a ’étude de la structure des algebres des méthodes de méme nature que
celles utilisées par eux dans I'étude des groupes et algebres de Lie. Ces méthodes re-
posent avant tout sur la considération du polynéme caractéristique d’un élément de
lalgébre relativement & sa représentation réguliere (polynéme déja rencontré dans
les travaux de Weierstrass et Dedekind cités plus haut) et sur la décomposition de
ce polynome en facteurs irréductibles; décomposition o, comme Frobenius le dé-
couvrira un peu plus tard, se reflete la décomposition de la représentation réguliere
en composantes irréductibles.

Au cours des recherches de I'école de Lie sur les algebres se dégagent peu a
peu les notions « intrinseques » de la théorie. La notion de radical apparait dans
un cas particulier (celui on le quotient par le radical est composé direct de corps)

() En fait, Weierstrass impose & ses algébres une condition plus stricte, & savoir que 1’équation
ap+a1r+ -+ a,x" =0

(ot les a; et I'inconnue z sont dans l’algébre) ne peut avoir une infinité de racines que si les a; sont

tous multiples d’un méme diviseur de 0.
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chez G. Scheffers en 1891 [43], plus clairement chez T. Molien [31] et E. Cartan
[4], qui étudient le cas général (le mot méme de radical est de Frobenius [22]).
Study et Scheffers [43] mettent en relief le concept d’algébre composée directe de
plusieurs autres (déja entrevu par Peirce ([38], p. 221). Enfin s’introduisent avec
Molien [31] les algebres quotients d’une algébre, notion essentiellement équivalente
a celle d’idéal bilatere (définie pour la premiére fois par E. Cartan [4]) ou d’homo-
morphisme (nom di aussi & Frobenius) ; 'analogie avec les groupes est trés nette ici
et un peu plus tard, en 1904, Epsteen et Wedderburn considéreront des suites de
composition d’idéaux bilateres et leur étendront le théoreme de Jordan-Holder. Les
résultats les plus importants de cette période sont ceux de T. Molien [31] : guidé par
la notion de groupe simple, il définit les algebres simples (sur C) et démontre que ce
sont des algebres de matrices, puis prouve que la structure d’une algebre quelconque
de rang fini sur C se ramene essentiellement au cas, déja étudié par Scheffers, ou
le quotient par le radical est une somme directe de corps. Ces résultats sont peu
apres retrouvés et établis de fagon plus rigoureuse et plus claire par E. Cartan [4],
qui introduit a cette occasion la notion d’algebre semi-simple et met en évidence
des invariants numériques, les « entiers de E. Cartan » (VIIIL, p. 176, exercice 8),
attachés a une algebre quelconque sur le corps C, amenant ainsi la théorie de ces
algébres & un point au-deld duquel on n’a plus guére progressé depuis(® ; enfin il
étend les résultats de Molien et les siens propres aux algebres sur R.

Aux environs de 1900 se développe le mouvement d’idées qui mene a I’abandon
de toute restriction sur le corps des scalaires dans tout ce qui touche a l'algebre
linéaire; il faut en particulier signaler I'impulsion vigoureuse donnée a I’étude des
corps finis par 1’école américaine, autour de E. H. Moore et L. E. Dickson ; le résultat
de ces recherches est le théoreme de Wedderburn [50] prouvant que tout corps fini
est commutatif. En 1907, Wedderburn reprend les résultats de Cartan et les étend
a un corps de base quelconque [51]; ce faisant, il abandonne complétement les mé-
thodes de ses devanciers (qui deviennent inapplicables des que le corps n’est plus
algébriquement clos ou ordonné maximal) et revient, en la perfectionnant, & la tech-
nique des idempotents de B. Peirce, qui lui permet de mettre sous forme définitive
le théoreme sur la structure des algebres semi-simples, dont 1’étude est ramendée a
celle des corps non commutatifs. En outre, le probleme de I'extension des scalaires se

pose naturellement dans la perspective ou il se place et il prouve que toute algebre

(©) Les difficultés essentielles proviennent de I’étude du radical, pour la structure duquel on n’a

jusqu’ici trouvé aucun principe satisfaisant de classification.
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semi-simple reste semi-simple aprés une extension séparable du corps de base™ et
devient composée directe d’algebres centrales simples de matrices si cette extension
est prise assez grande ([51], p. 102)®). Un peu plus tard, Dickson, pour n = 3 [17]
et Wedderburn lui-méme pour n quelconque [52] donnent les premiers exemples de

corps non commutatifs de rang n? sur leur centre®

, inaugurant ainsi dans un cas
particulier la théorie des « produits croisés » et des « systemes de facteurs » que de-
vaient développer plus tard R. Brauer [2] et E. Noether ([33], [34] et [35]). Enfin en
1921, Wedderburn démontre un cas particulier du théoréme de commutation [53].
Entre temps, de 1896 a 1910, s’était développée, entre les mains de Frobenius,
Burnside et I. Schur, une théorie voisine de celle des algebres, la théorie de la re-
présentation linéaire des groupes (limitée au début aux représentations de groupes
finis). Elle tire son origine de remarques de Dedekind : celui-ci (avant méme la publi-
cation de son travail sur les algébres) avait, vers 1880, rencontré au cours de ses re-
cherches sur les bases normales d’extensions galoisiennes, le « Gruppendeterminant »
det(xg-1), ol (), est une suite d’indéterminées dont 'ensemble d’indices est un
groupe fini G (en d’autres termes, la norme de 'élément générique de I’algébre du
groupe G relativement & sa représentation réguliere) ; et il avait observé que lorsque
G est abélien, ce polynome se décompose en facteurs linéaires (ce qui généralisait
une identité démontrée longtemps auparavant pour les déterminants « circulants »,
qui correspondent aux groupes cycliques G). Au cours de sa tres intéressante cor-
respondance avec Frobenius [13], Dedekind, en 1896, attire son attention sur cette

(M Au moment ot écrivait Wedderburn, la notion d’extension séparable n’avait pas encore 6té
définie ; mais il utilise implicitement 1’hypothése que, si un polynome irréductible f sur le corps de
base a une racine z dans une extension de ce corps, on a nécessairement f'(x) # 0 ([51], p. 103).
C’est seulement en 1929 que E. Noether signala les phénomenes liés a I'inséparabilité de 1’extension
du corps des scalaires [34].

Mentionnons ici un autre résultat lié aux questions de séparabilité (et maintenant rattaché a
lalgebre homologique), la décomposition d’une algebre en somme directe (mais non composée
directe!) de son radical et d’une sous-algebre semi-simple. Ce résultat (qui avait été démontré par
Molien lorsque le corps des scalaires est C et par E. Cartan pour les algébres sur R) est énoncé sous
sa forme générale par Wedderburn, qui ne le démontre en fait que lorsque le quotient de 1’algebre
par son radical est simple ([51] p. 105-109) en utilisant d’ailleurs la méme hypothése que ci-dessus
sur les polynomes irréductibles.

(®) Les recherches arithmétiques sur les représentations linéaires des groupes, qui commencent &
la méme époque, amenent aussi a considérer la notion équivalente de corps neutralisant d'une
représentation [47].

) Notons que dans les « Grundlagen der Geometrie », Hilbert avait donné un exemple de corps

non commutatif de rang infini sur son centre.
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propriété, son lien avec la théorie des caracteres des groupes abéliens et quelques
résultats analogues sur des groupes non commutatifs particuliers, qu’il avait obtenus
en 1886. Quelques mois plus tard, Frobenius résolvait completement le probleme de
la décomposition du « Gruppendeterminant » en facteurs irréductibles [19], grace
a sa brillante généralisation de la notion de caractére [20], dont nous ne parlerons
pas ici. Mais il faut noter que dans le développement ultérieur de cette théorie'?),
Frobenius reste toujours conscient de sa parenté avec la théorie des algebres (sur
laquelle Dedekind n’avait cessé d’ailleurs d’insister dans ses lettres) et, aprés avoir
introduit pour les groupes les notions de représentation irréductible et de repré-
sentation complétement réductible [21] et démontré que la représentation réguliere
contient toutes les représentations irréductibles, c’est par des méthodes analogues
qu’il proposait en 1903 de reprendre la théorie de Molien-Cartan [22]. Chez Burn-
side [3] et I. Schur [45], 'aspect « hypercomplexe » de la théorie n’intervient pas
explicitement ; mais c’est chez eux que se font jour les propriétés fondamentales des
représentations irréductibles, lemme de Schur et théoreme de Burnside. Enfin il faut
noter que c’est dans cette théorie qu’apparaissent pour la premiere fois deux cas
particuliers du théoréme de commutation : dans la these de I. Schur [44] qui relie
(précisément par la commutation dans 'anneau des endomorphismes d’un espace
tensoriel) les représentations du groupe linéaire et celles du groupe symétrique et
dans son travail de 1905 [46], ot il montre que les matrices permutables & toutes les
matrices d'une représentation irréductible sur le corps C sont des multiples scalaires
de I (résultat qui découle aussi du théoréme de Burnside).

Il restait a dégager clairement le substratum commum a ces théories : ce fut
I'oeuvre de Iécole allemande autour de E. Noether et E. Artin, dans la période 1925
1933 qui voit la création de I’algebre moderne. Déja, en 1903, dans un mémoire sur
I'intégration algébrique des équations différentielles linéaires [42], H. Poincaré avait
défini, dans une algebre, les idéaux a gauche et a droite et la notion d’idéal minimal ;
il avait aussi remarqué que dans une algebre semi-simple, tout idéal a gauche est
somme directe des ses intersections avec les composants simples et que dans I'algebre
des matrices d’ordre n, les idéaux minimaux sont de dimension 7 ; mais son travail
passa inapercu des algébristes(!"). En 1907, Wedderburn définit & nouveau les idéaux

(10) Une partie des résultats de Frobenius avait été obtenue indépendamment par T. Molien en
1897 [32].

(11) Notons aussi que, dans ce mémoire, Poincaré observe que I'ensemble des opérateurs dans Pal-
gebre d’un groupe qui annulent un vecteur d’un espace de représentation linéaire du groupe, forme
un idéal a gauche; il signale que cette remarque pourrait étre appliquée a la théorie des représen-
tations linéaires ([42], p. 149), mais ne développa jamais cette idée.
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a gauche et & droite d'une algebre et en démontre quelques propriétés (notamment
que le radical est le plus grand idéal & gauche nilpotent ([51], p. 113-114)). Mais il
faut attendre 1927 pour que ces notions soient utilisées de fagon essentielle dans la
théorie des algebres?. Mettant sous forme générale des procédés de démonstrations
apparus antérieurement ca et 143, W. Krull en 1925 [28] et E. Noether en 1926 [33]
introduisent et utilisent systématiquement les conditions maximale et minimale ; le
premier s’en sert pour étendre aux groupes abéliens a opérateurs (qu’il définit & cette
occasion) le théoréme de Remak sur la décomposition d’un groupe fini en produit
direct de groupes indécomposables (cf. VIII, p. 34, th. 2), tandis que la seconde
fait intervenir ces conditions dans la caractérisation des anneaux de Dedekind. En
1927, E. Artin [1], appliquant la méme idée aux anneaux non commutatifs, montre
comment, par une étude systématique des idéaux minimaux, on peut étendre les

théoremes de Wedderburn a tous les anneaux dont les idéaux a gauche satisfont a

la fois aux conditions maximale et minimale¥.

D’autre part, Krull en 1926 [29] fait le lien entre la notion de groupe abélien
a opérateurs et celle de représentation linéaire des groupes; point de vue généralisé
aux algebres et développé en détail par E. Noether dans un travail fondamental de
1929 [34] qui, par 'importance des idées introduites et la lucidité de 'exposé, mérite
de figurer a c6té du mémoire de Steinitz sur les corps commutatifs comme un des

piliers de I'algebre moderne™®.

(2) 1] est intéressant de remarquer que, dans intervalle, la notion d’idéal & gauche ou & droite
apparalt, non dans 1’étude des algébres, mais dans un travail de E. Noether et W. Schmeidler [37]
consacré aux anneaux d’opérateurs différentiels.

(13) La condition maximale (sous forme de « condition de chaine ascendante ») remonte & Dede-
kind, qui l'introduit explicitement ([15], p. 90) dans I’étude des idéaux d’un corps de nombres
algébriques; un des premiers exemples de raisonnement de « chaine ascendante » est sans doute
celui qu’on trouve dans le mémoire de Wedderburn de 1907 ([51], p. 90) a propos d’idéaux bilatéres.
(14) En 1929, E. Noether montrait que pour les anneaux sans radical ces théorémes s’appliquent en
supposant seulement vérifiée la condition minimale ([34], p. 663) ; C. Hopkins prouva en 1939 que
cette condition & elle seule entraine que le radical est nilpotent [27].

(15) Cest 14 qu’on trouve entre autres pour la premitre fois sous leur forme générale les notions
d’homomorphisme de groupes a opérateurs, d’anneau opposé, de bimodule, ainsi que les fameux
« théorémes d’isomorphie » (qui figurent déja pour les groupes commutatifs dans [33]). Des cas
particuliers ou corollaires de ces derniers étaient bien entendu intervenus longtemps auparavant,
par exemple (pour le second théoréme d’isomorphie) chez Holder & propos des groupes finis [26],
chez Dedekind & propos des groupes abéliens ([14], p. 76-77), chez Wedderburn & propos d’idéaux
bilatéres ([51], p. 82-83); quant au premier théoréme d’isomorphie, il est par exemple énoncé

explicitement par Séguier en 1904 ([48], p. 65).
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Enfin, dans une série de travaux qui débutent en 1927 ([36], [2] et [35]), E. Noe-
ther et R. Brauer, auxquels se joignent a partir de 1929 A. Albert et H. Hasse,
reprennent 1’étude des corps gauches au point ou l'avaient laissée Wedderburn et
Dickson. Si la partie la plus importante de leurs résultats consiste en une étude ap-
profondie du groupe de Brauer, en particulier sur les corps de nombres algébriques,
c’est au cours de ces travaux que se précisent les théoremes de commutation, ainsi
que la notion de corps neutralisant d’une algebre simple et ses relations avec les
sous-corps commutatifs maximaux ; enfin, en 1927, Skolem caractérise les automor-
phismes des anneaux simples [49], théoréme retrouvé quelques années plus tard par
E. Noether [35] et R. Brauer [2].

Ainsi, en 1934, la théorie élémentaire des anneaux simples et semi-simples est
a peu pres arrivée a son aspect définitif (pour un exposé d’ensemble de 1’état de la
théorie & cette époque, voir [16]).
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