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INTRODUCTION

Ce fascicule rassemble les notions fondamentales et les principaux résultats
de la théorie des variétés différentielles (sur le corps des nombres réels) et des
variétés analytiques (sur un corps valué complet non discret). 11 ne contient

pas de démonstrations.
Les définitions et les résultats des six premiers livres sont supposés connus.



NOTATIONS ET CONVENTIONS
{paragraphes 1 a 7)

Corps de base

Dans tout ce fascicule, la lettre K désigne, soit le corps valué R des
nombres réels, soit le corps valué C des nombres complexes, soit un corps
valué complet commutatif non discret a valeur absolue ultramétrique
(Top. Gén., ch. IX, 3*™ é&d., § 3).

Espaces vectoriels topologiques

Lorsque K est difféerent de R ou C, nous appellerons semi-norme
{resp. norme) sur un espace vectoriel F sur K une wiltra-semi-norme (resp.
une ultra-semi-norme qui est une norme) sur F (Esp. Vect. Top., ch. 1],
2°éd, §1). Si y est une semi-norme sur F, etsi xeF, on écrira parfois
Ixll, au lieu de ¥{x).

On appellera espace normable un espace vectoriel topologique sur K
dont la topologie peut étre définie par une seule norme, et espace de. Banach
un espace normable complet !. On appellera espace polynormé un espace
vectoriel topologique sur K dont la topologie peut étre définie par une
famille de semi-normes; lorsque K = R ou C, cette notion coincide avec
celle d’espace localement convexe.

Si E et F sont des espaces polynormés, on notera' %Z,(E; F) I'espace
des applications m-linéaires continues de E™ dans F, muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les parties bornées de E™; c’est un espace
polynormé. Si de plus E est normé, et si y est une semi-norme continue
sur F, et si ue &, (E; F), on note [u||, la borne inféricure des nombres
réels a > O tels que

"u(xla RS ] xm)"y <a “ xl" "xm"

quels que soient x, ..., X, dans E.

! Cette définition différe de celle donnée dans Esp. Vect. Top, ch. I, § 1, oir I'on appelle
espace de Banach un espace normé complet.
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Multi-indices

Soit 1 unensemble. Pour a = (x;) and B = (B,) appartenanta N®, on
pose (cf. Alg., ch. 111, 3° éd., début du chapitre):

jof = zai

iel

!l = I]la,.!
x4+ B =(; + Bt
(o + B)!
(o B) = q T

Onpose o < f§ lorsque a; < f; pour tout i€ l, ce quiéquivaut a I'existence
de yeN® tel que B = a + y; cet élément y est alors unique, et se note
B —a

Si X = (x;);; est une famille d’éléments commutant deux a deux dans un
anneau A possédant un élément unité 1, on pose:

x* =[] X (en convenant que x° = 1).

iel
Ona x**% = x* x*.
Pour iel, on note ¢ I'élément de N® dont toutes les coordonnées sont
nulles, a 'exception de celle d’indice i quiestégalea 1. Ona a =3 g
pour tout élément o = (z;) de N®, iel
Restriction d’une application

Si f est une application d’un ensemble A dans un ensemble B, et si
C est une partie de A, onnote f|C larestrictionde fa C.

Les éléments oo et w

On adjoint a ’ensemnble des entiers deux éléments notés oo et w. La
relation d’ordre entre entiers est prolongée par la convention

n<w<w pour tout entier n.
On pose:
Ww+n=n+0w0=0o et wo+n=n+ow=ow, nelZ.

Lalettre r désigne soit un entier = 1, soit I’un des éléments o ou w. Lorsque
K # R, la lettre r désigne toujours ’élément w. Lorsque r = oo (resp.
r = w), on pose r — k =r pour tout entier k > 1.



Fascicule de résultats

§ 1. Fonctions différentiables

Dans ce paragraphe, la lettre E désigne un espace vectoriel topologique
normable sur K ; la lettre F désigne un espace polynormé séparé sur K.

1.1 Ordre de contact de deux fonctions en un point

1.1.1. Soient X unespace topologique et # une fonction numérique positive
définie dans un voisinage d’un point x, de X. On dit qu’une fonction f
définie dans un voisinage de x, et a valeurs dans F, est négligeable devant 0
en x, sila condition suivante est satisfaite:

Pour tout ¢ > 0 et pour toute semi-norme 7y continue sur F, il existe
un voisinage V de x, surlequel f et 6 sont définies et tel que

1), < eB(x)  pour tout xe V.

Pour que f soit négligeable devant 6, il suffit que cette condition soit
satisfaite pour une famille de semi-normes y définissant la topologie de F.
Le faite que f soit négligeable ou non devant 6 en x, ne dépend que des
germes de f etde 0 en x,. On désigne par o, (8) (ou o(f) lorsqu’il n’ya
pas d’ambiguité sur x,) I'ensemble des germes en x, de fonctions négli-
geables devant 6 en x,: c’est un sous-espace vectoriel de ’espace des germes
en x, d’applications a valeurs dans F. Si f est négligeable devant 6, on
€crira par abus de notations, feo,(#) ou encore f(x)eo(f(x)) lorsque x
tend vers x,.

Si f et g sont deux applications d’un voisinage de x, dans F, on
écrira encore f = gmod o(8) si f — g est négligeable devant 6.

Supposons que K soit égal 4 R ou C et que x, soit adhérent a
Iensemble Y des pomts de X ou 8 est définie et non nulle. La relation
feo(f) signifie alors que f(x)/0(x) tend vers O lorsque x tend vers x, en
restant dans Y, et que 6(x) = 0 entraine f(x) = 0.

1.1.2. Soient f et g deux fonctions a valeurs dans F, définies au voisinage
d’un point x, de E. Si m est un entier positif, on dit que f et g ont un
contact d’ordre 2z m en x, sil’ona:

S(x) — g(x) € o(lix — xoli™) pour x tendant vers x,
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quelle que soit la norme choisie pour définir la topologie de E. Pour cela,
il suffit que la relation précédente soit vérifiée pour une norme définissant la
topologiede E. S’ilen est ainsi, ona f(x,) = g(xo)

Si f et g prennent la méme valeur en x,, on appelle ordre de contact de
f et g en x, la borne supérieure (finie ou égale 3 + o0) des entiers m tels
que f et g aient un contact d’ordre > m en x,.
1.1.3. L’ordre de contact de f et g en x, ne dépend que des germes de ces
fonctions au point x,. On peut donc parler de I'ordre de contact de deux
germes ¢ et Y d’applications de E dans F au point x,. La relation
« ¢ et Y ontun contact d’ordre > m>» est une relation d’équivalence com-
patible avec la structure vectorielle.

1.2. Fonctions dérivables en un point

1.2.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage du point x, de E eta
valeurs dans F. On dit que f est dérivable en x, s’il existe une fonction
affine continue v de E dans F ayant en x, un contact d’ordre > 1
avec f. Cette application v est unique; il existe une application linéaire
continue et une seule, notée Df(x,), de E dans F telle que:

x) = v(xo) + Df(xo) . (x — xo)-
Si I’'on choisit une norme sur E, ceci équivauta:
flxg + h) = f(x) + Df(x0). h mod o(|| k) pour h tendant vers 0,
ce que I’'on peut encore écrire sous la forme:

g 1fGco + k) = Jxo) = Df xo) b, _
h=0,a%0 iiA|

0

pour toute semi-norme 7y continue sur F.

L’élément Df(x,) de Z(E,F) s’appelle la dérivée de f en x,. On écrit
parfois D, f(xg) pour Df(x,).h; c’est une élément de F défini par la
relation :

D,f(xo) = lim Sfxo + th) “f(xo).

1+01%0 t

1.2.2. On dit qu’une fonction f est strictement dérivable en x, si elle est
dérivable en x, et sil’on a, pour toute norme définissant la topologie de E,
la relation:

J) — f(z) = Df(xo).(y —2)  modo(lly — z|)

pour (y, z) tendant vers (x,, x,) dans E x E. Pour cela, il suffit que cette
condition soit satisfaite pour une norme définissant la topologie de E.
Supposons de plus E et F normés; pour tout nombre ¢ > |[Df(xo)ll, il
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existe alors un voisinage V de x, tel que | f(y) — f(@)ll < c. |y — z|| pour
y,z dans V; cecientraine que f est uniformément continue dans V.

1.2.3. Le fait pour une fonction f d’étre dérivable ou strictement dérivable
en x, ne dépend que du germe de f en x, Les germes de fonctions déri-
vables en x, forment un sous-espace vectoriel ¥~ de I’espace de tous les
germes et I'application f+— Df(x,) de ¥ dans Z(E;F) est linéaire. Les
germes de fonctions_strictement dérivables en x, forment un sous-espace
vectoriel de ¥

1.2.4. Une fonction dérivable en x, est continue en .x,.

1.2.5. Lorsque E = K, Tapplication u~s u(1) est un isomorphisme de
L(E;F) sur F; silafonction f est dérivable en x,, I’élément

S(x0) = Df(x0). 1
n’est autre que la dérivée de f en x, ausens donné dans Fonct. Var. Réelle,
chap. I, § 1, n° 6, remarque 2.

1.3. Composition des fonctions dérivables

1.3.1. Supposons F normable. Soient x,€E et y,e€F, U un voisinage
de x, et V un voisinage de y,; enfin soit f une application de U dans
V, dérivable en x,, avec f(xg) = y,. Si g est une application de V
dans un espace vectoriel polynormé séparé G, dérivableen y,, I'application
g of de U dans G est dérivableen x,, etI'ona:

(1) : D(g = f)(x0) = Dg(yo) ° Df (xo)-

Si f et g sont strictement dérivables, il en est de méme de g o f.

1.3.2. Soit f une application définie au voisinage d’un point x, de E
et a valeurs dans F, dérivable en X, ; si  est une application linéaire continue
de F dans un espace polynormé séparé G, la fonction u o f est dérivable
en xoetlona:

@ D(u = f)(xo) = u o Df(x).

1.3.3. Supposons que F soit produit d’'une famille (F)),, d’espaces vec-
toriels polynormés séparés; pour tout i dans 1, soit f; une application
définie dans un voisinage U d’un point x, de E et 4 valeurs dans F et
soit f = (f)iq- Pour que f soit dérivable (resp. strictement dérivable) en
Xo, 1l faut et il suffit que tous les f; le soient;ona:

3) D, f(xo) = (D f{Xo)ia  pour tout h dans E.

1.34. Si E = K, on peut remplacer Df(x,) par f'(xy) et D,f{x,) par
Ji(xo) dans les formules (1) et (3).
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1.4. Produit de fonctions dérivables

14.1. Soient F,..., F, desespacespolynormés séparés et u une application
m-linéaire continue de F,; x --- x F, dans F. Soit U un voisinage d’un
point x, de E, etsoit f; une application de U dans F; (pour 1 < i < m).
Si les f; sont dérivables (resp. strictement dérivables) en x,, il en est de
méme de w(f,,...,f)=g et ona:

(4) Dyg(xo) = Y, u(fi(xo) - .-, Dpfj(xo) - - s fin(X0)) pour h dans E,

j=1
ce que I’on écrira plus succinctement :

(5) Dg= Z u(fl"~-)Df}a"'aj;n)

i=1

En particulier, pour m = 2, on a:

6) Du(f,.,f;) = w(Df,. f;) + u(f,, Df,).
Pour m = 1, on retrouve 1.3.2.

1.4.2. Lorsque E = K, on peut remplacer Dg par g’ et Df; par f; dans
les formules (4) a (6).

1.5. Premiéres variantes du théoréme des fonctions implicites

Supposons que E et F sont des espaces de Banach et soient x, un point de
E, U un voisinage de x, et f une application de U dans F. On suppose
de plus que f est strictement dérivable en x,.

1.5.1. Si Df(x,) est un isomorphisme de E sur F, il existe un voisinage
ouvert U, de x, contenu dans U et un voisinage ouvert V, de f(x,)
tels que f|U, soit un homéomorphisme de U, sur V,. L’application
g : Vo = U, réciproque de fU, est strictement dérivable au point f(x,)
et Pona:

Dg(f(xo)) = Df(xo) ™"

1.5.2. Si Df(x,) est une application surjective de E sur F, il existe un
voisinage ouvert U, de x, contenu dans U, tel que f|U, soit une
application ouverte.

1.5.3. Si Df(xq) est injective et d’image fermée, il existe un voisinage fermé
U, de x, contenu dans U, tel que f|U, soit un homeomorphlsme de
U, sur une partie fermée de F.



n° 1.7 FONCTIONS DIFFERENTIABLES 15

1.6. Dérivées partielles

1.6.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage U du point x, de E
et a valeurs dans F. Soient X un sous-espace vectoriel de E et V l'en-
semble des points x de X.tels que xo, + xe U; posons g(x) = f(xo + Xx)
pour xeV: On dit que f admet une dérivée partielle suivant X en x, st g
admet une dérivéeen 0; cette dérivéese note Dy f(x,); ¢’estune application
linéaire continue de X dans F. Si f est dérivable en x,, elle admet une
dérivée partielle suivant X en Xxq et cette dérivée partielle est la restriction
de Df(x,) 2 X.

1.6.2. Supposons que E soit produit d’une famille finie d’espaces vectoriels
normés E; (1 € i < n) identifiés canoniquement & des sous-espaces de E;
soit xo = (x$,...,xp) dans E et soit U un voisinage de x, dans E;
enfin soit f une application de U dans F. On note D, f(x,) la dérivée
au point x}, si elle existe, de Papplication z;~— f(x3,...,2;,...,X5)
définie au voisinage de xi dans E; eta valeurs dans F. C’est un élément
de L(E,;;F) que 'on appelle l1a i-éme dérivée partielle de f en x,. Si f est
dérivable en x4, les n dérivées partielles existent, et déterminent Df(x,)
par la formule:
Df(xo).h = Y D;f(xo).h;  pour h=(hy,...,h,) dansE.
i=1

1.6.3. Plus particulierement, soit E = K". Si les dérivées partielles de f en
Xo existent, on note J,f(x,) 'élément D, f(x,).1 de F. L’écriture suivante
est souvent usitée ; supposons qu’on ait choisi une notation pour les fonc-
tions coordonnées sur K", par exemple u; désigne la i-éme projection de
K" sur K. On écrit alors:

J
—8—% (xo) ou

1

oS
ou;

1iX=Xxg

au lieu de 3, f(x,).

1.6.4. Soient E = K" et F = K™; supposons que la fonction f=(f,,..., f)
a valeurs dans F soit dérivable au point x, de E. Les dérivées par-
tielles a; = 0, f{x,) existent alors (ce sont des éléments de K). La matrice
a m lignes et n colonnes formée des a; (élément de la ligne d’indice j et
de la colonne d’indice i) s’appelle la matrice jacobienne de f en x,; c’est
la matrice de I'apphlication linéaire Df(x,) de K" dans K™ par rapport
aux bases canoniques de ces espaces.

1.7. Dérivées itérées

1.7.1. Soit f une fonction définie dans un voisinage d’un point x, de E,
a valeurs dans F. Si f est dérivable au voisinage de x,, sa dérivée Df est
une application d’un voisinage de x, dans l’espace polynormé ¥(E;F)
des applications linéaires continues de E dans F. Soit p un entier >=2:
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on dit que f est p fois dérivable en x, si f est dérivable au voisinage de
X, et sisa dérivée Df est (p — 1) fois dérivable en x,. On définit alors la
dérivée p-iéme de f en x,: C’est 'application p-linéaire continue D?f(x,)
de EP dans F, définie par:

DPf(x0). (hy, ..., hy) = (D(D? " f)(xq) - hy) . (hs, ..., b).
On pose aussi D% = f et D!f = Df. Si f est p fois dérivable en x, et
si g et s sont deux entiers tels que g + s = p, avec s > 0, alors f est
q fois dérivable au voisinage de x, la fonction D (a valeurs dans
Z(E;F)) est s fois dérivable en x,, et ona:

Dq“f(xo) . (hla S ] hq+s) = (DS(DV)(XO) . (hb LS ] hs)) . (hs+ 1y =~ > hq+s)
relation que 'on écrit par abus de notation sous la forme :
D9*sf = D*DYf.

1.7.2. Soient (Ej};<;<, des sous-espaces vectoriels fermés de E, tels que
E soit somme directe topologique des E;. On définit alors, quand elle existe,
la dérivée partielle itérée D,, ...D; f d’une application f d’un voisinage de
xo€ E dans F; c’est une application multilinéaire continue de

E, x---xE;,

dans F, définie par récurrence sur ’entier m > 1 comme suit: si
D;,... D, f(x) existe dans un voisinage de x, et posséde une dérivée
partielle suivant E;, alors D, ...D, f(x,) est donnée par:

Di, ... Dy, f(x0)- By, .., hp) = (D (D, ... Dy, f)(xo). by) - (hs, ... , )

pour heE,.

Si f est m fois dérivableen x,, alors la dérivée partielle D; ... D, f(x,)
existe et est égale a la restriction de D"f(x,) au sous-espace E; x --- x E;
de E™ Par suite, D™f(x,) est compleétement déterminée par les dérivées
partielles itérées d’ordre m en x,,.

1.7.3. Supposons que E soit de dimension finie et soit (e,,...,e,) une
base de E. Posons E; = Ke; et soit f une application d’un voisinage
de x,, a valeurs dans F. Si la dérivée partielle D, ...D; f(x,) (avec
les notations de 1.7.2) existe, on pose:

0;...0, flxg) =Dy, ... D, f(xo).(e;,,.-.,€,)
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§ 2. Fonctions différentiables réelles

Dans ce paragraphe, on suppose que K = R. La lettre E désigne un
espace vectoriel normé sur R; la lettre F désigne un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé sur R.

2.1. Fonctions dérivables en un point

2.1.1.'Soit f une fonction définie au voisinage d’un point x, de E et a
valeurs dans F. Soit u un élément de I’espace Z(E;F) des applications
linéaires continues de E dans F. Pour que f soit dérivable en x,et y
admette u pour dérivée, il faut et suffit que 'on ait

i TG0+ W) = flxo) = ulh) _

B-0,h# 0 ]

0.

2.1.2. Pour que f soit strictement dérivable en Xx,, il faut et suffit que 'on

ait
b L0t B = S0 + ) = Df(xo) . (h — B)

= (.
(hK)=+(0,0) ilh — k|

2.1.3. Soient F, et F, deux espaces localement convexes séparés et soit
u une application bilinéaire de F, x F, dans F, satisfaisant a la condi-
tion de continuité suivante :

(SC) Si ((a,.b,)) est une suite d’éléments de F, x F, convergeant vers
un élément (a,b)eF, x F,, alors la suite (w(a,,b,)) converge vers u(a,b)
dans F.

Soit f; (pour i = 1, 2) une application d’un voisinage d’un point x,
de E dans F,. Si f, et f, sont dérivables en x,, alors u(f;,f,) est
dérivable en x, et l'on a:

D(u(fy, ) (xo) . h = u(Df(xo) - b, f2(x0)) + u( f1(xo), Dfa(xo) - h)

pour tout heE.
2.2. Le théoréme des accroissements finis

2.2.1. Soient x,y dans E, et [x, y] le segment fermé joignant ces deux
points. Soit de plus f une application d’un voisinage de [x,y] dans
I’espace F, dérivable en tout point de {x, y]. Alors f(x) — f(y) appartient
4 I’enveloppe convexe fermée de I'ensemble des points Df (z) . (x — y) pour
z dans [x, y]-

2.2.2. Soient U un ouvert connexe de E, et f une application de U dans

2—pg.
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F, admettant une dérivée nulle en tout point de U; alors f est constante
dans U.

2.2.3. Soient U un ouvert convexe de E, et f une application de U
dans F, dérivable en tout point de U. Etant donnés une semi-norme
continue y sur F et un nombre réel M > 0, les conditions suivantes
sont équivalentes:

(i) Pour tout x dans U, ona ||Df(x)l, < M.

(i) Pour tout x ettout y dans U, ona | f(x)— f(yM, <M. |x -yl

2.24. Soit U un voisinage d’un point x, de E et soit f une fonction
définie dans le complémentaire de x, dans U, a valeurs dans F. Sup-
posons que f admet une dérivée Df(x) en tout point x de U, x # x,, et
que la fonction x+— Df(x) admet une limite D, quand x tend vers X,.
Alors, si dim (E) > 2, f a une limite en x, et la fonction f prolongée par
continuité 3 U tout entier est dérivable de dérivée D, en X, ; il en est de
méme si dim (E) = 1 et qu’on suppose que f a une limite en X,.

2.3. Fonctions de classe C" (r # w)

2.3.1. Soient U un ouvertde E et f une application de U dans F. On
définit la relation «f est de classe C"» (pour reN) par récurrence sur r
de la maniére suivante :

1) f estdeclasse C° si et seulement si elle est continue;

2) si r estunentier >1, lafonction f est de classe C" si et seulement
si elle est dérivable en tout point de U et si I'application dérivée Df de
U dans Z(E;F) est declasse C"~1. -

Les fonctions de classe C" sont aussi appelées fonctions r fois continfi-
ment dérivables.

On dit que f est de classe C* (ou indéfiniment dérivable) si elle est de
classe C" pour tout entier r.

Si f est de classe C” dans U, alors f est p fois dérivable pour tout
entier p < r et la fonction D?f est de classe C" 7.

2.3.2. Les applications de classe C' d’un ouvert U de E dans F forment
un sous-espace vectoriel € (U;F) de Pespace de toutes les applications
de U dans F. Ona ¢%(U;F) <« ¢ (U;F) pour s = r.

2.3.3. Pour qu’une fonction f soit de classe C! dans un ouvert U de
E, il faut et il suffit qu’elle soit strictement dérivable en tout point de U.

Si E est un produit d’espaces normés E;, une application f d’un
ouvert V de E dans F est de classe C" si et seulement si f posséde des
dérivées partielles itérées D; ...D;_f continues pour tout entier m < r.
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2.3.4. Soit G un espace normeé et soit U un ouvert de E. Soient V un
ouvert de G, ge¥(U;G) et fe€¢(V;F). Si g(U) =V, lapplication
feog de U dans F est de classe C".

Soient F, et F, deux espaces localement convexes séparés et u une
application bilinéaire de F; x F, dans F, hypocontinue par rapport a
I’ensemble des parties bornées de. F, (resp. F,) (Esp. Vect. Top., ch. 111,
§4,n°2). Soient U unouvertde E et f,e ¢ (U;F,) (pour i = 1, 2). Alors
la fonction u(f,,f,) appartient a €(U;F). Si E est de dimension finie, il
suffit de supposer que u satisfait a la condition (SC) du n° 2.1.3.

2.3.5. Si E est un produit d’espaces normés E; (1 < i< n) etsi f estune
application n-linéaire continue de E dans F, alors f est de classe C*®
etl’ona D?f =0 pour p=n + 1.

2.3.6. Supposons que E et F soient des espaces de Banach. Soit f une
fonction de classe C’ (avec r > 1) définie dans un voisinage d’un point
xo de E et a valeurs dans F. Soit y, = f(x,) et supposons que Df(x,)
soit un isomorphisme de E sur F. Alors f induit un homéomorphisme
g d’un voisinage de x, sur un voisinage de y, (1.5) et I’application réci-
proque de g est de classe C™ au voisinage de y,.

2.4. Dérivées des fonctions de classe C”

24.1. Soit f une application de classe C” d’un ouvert U de E dans F.
Pour tout x € U, et tout entier s avec s < r, ’application multilinéaire D’ (x)
est symétrique.

2.4.2. Supposons de plus E de dimension finie et soit (e,, ..., e,) une base
de E. Les dérivées partielles 0;,...0; f dépendent symétriguement des
indices iy,...,i.. Soit o« le nombre de fois que I'indice k intervient dans
la suite i;,...,i etsoit a = (ay,...,a,). On pose alors:

Ff =0u.. 8 =0,...0.f

Lorsque les coordonnées relatives 4 la base (e,,...,e, sont notées
Xy, ..., X,, O &crit aussi 0% sous la forme:
oy
ox} ... 0x3

2.5. Formule de Taylor

2.5.1. Soit r un entier >1 et soit f une application de classe C" d’un
ouvert U de E dans F. Pour xeU, heE et p < r, convenons d’écrire
D?f(xe). h* an lieu de D#f(x,).(h,..., ). Si le segment [x,x + h] est
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contenu dans U, on a la formule (« formule de Taylor »):

r—1
Sx+hm=Y #D"f(x).h” + v,(x;h)

p=0

ou le «reste» v,(x; h) est donné par:

4y 1
px:h) = I(l ’)1), DY + th). I

On a:
1
vix;h) = -r—;D'f (x).H mod o({Al") quand h tend vers 0

et

r

1
fx+h= Y ED"f(x).h" mod o(||k]}")

p=0

quand h tend vers zéro.

2.5.2.Soitde plus y une semi-norme continuesur F; sifona ||[D’f(z)|, <M
pour tout point z du segment [x, x + k], alors on a:

M
loeshl, < = 1AI
r.

2.5.3. Supposons en outre que E = R”. On a alors:

fx+h= Y Afxh* mod o(f{h]|") quand 4 tend versQ

] <r

en posant:
1
A% (x) = — % (x)

2.54. Soient f et g deux fonctions de classe C" sur un ouvert U de E,
a valeurs dans F. Pour que f et g aienten un point x de U un contact
d’ordre >, il faut et il suffit que 'on ait Dff(x) = DPg(x) pour tout entier
p avec 0 < p<r. Lorsque E est de dimension finie, cela revient a dire
que les dérivées partielles itérées d’ordre <r de f et de g (par rapport
a une base de E) sont égales au point x.

2.5.5. Soit U un ouvert de E x R* de la forme V x I, x--- xI,, ou
V estun ouvertde E et I,..., I, desintervalles ouverts de R contenant
0. Posons Uy =V et U;=V x1I, x.--xI; pour 1< ;<n Etant
donnée une fonction fe %’(U F) (avec 1<r < oo), 1l existe une suite et
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une seule de fonctions f;€ ¢ ~'(U;;F) (pour 0 <j < n) telle que:

flt, ) = fo(x) + Y tfi(xty, ..., 1)
j=1
pour xeV et t;el;. Ona:

fO(x) =f(x’03~-'70)
1
Sttty = [ 80ttt 0, O)du

pour 1 < j < n. Dans cette derniere formule, 0;f désigne la j-ieme dérivée
partielle de Ia fonction (t,,...,t,)— f(x, 1y, ..., 1,).

2.6. Criteres de dérivabilité

2.6.1. Supposons que F, outre sa topologie J, soit muni d’une topologie
moins fine g, qui fait aussi de F un espace localement convexe séparé.
Supposons en outre que J et J ' satisfassent a la condition suivante:

(S) Pour tout voisinage V de O pour la topologie 7, il existe un voisinage
W de 0 pour J tel que ’enveloppe convexe .7 '-fermée de toute partie
g -compacte de W soit contenue dans V.

Soit f une application d’un ouvert U de E dans F. Supposons que
J est de classe C" (1 < r < o) lorsque 'on munit F de la topologie
77, que D™f(x) est, pour tout x de U, et tout entiecr m < r, une applica-
tion multilinéaire continue de E™ dans F muni de la topologie J et que
I'application x+— D™f(x) est continue de U dans %, (E;F) (F étant
muni de la topologie 7). Alors f est de classe C" lorsque ’on munit
F de la topologie J et ses dérivees D™f sont les mémes pour J et
pour 7.

La condition (S) est en particulier réalisée s’il existe un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 pour la topologie & qui sont fermés pour la
topologie 7' c’est le cas si le dual de F muni de J est identique au dual
de F muni de . La condition (S) est également réalisée si F muni
de la topologie J est quasi-complet (Esp. Vect. Top., ch. I11, § 2, n®5).

2.6.2. Soit f une application d’un ouvert U de E dans F. Si f estde
classe C" (avec 0 < r < o0), les fonctions scalaires uo f sont de classe
C" pour toute forme linéaire continue u sur F. Réciproquement si F
est quasi-complet et si les fonctions uo f sont de classe C'*! pour tout
ueF’, alors f est de classe C'.
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§ 3. Fonctions analytiques réelles ou complexes

Dans ce paragraphe, on suppose que K =R ou C. On désigne par
(E), 1 < i< n, une famille finie d’espaces normés sur K, par E I'espace
produit des E,, et par F un espace vectoriel topologique localement
convexe séparé sur K.

3.1. Séries convergentes

3.1.1. Soit f =13 f, une série formelle appartenant a PE,....E,;F)
(App.,n®A.S). Si 7 estunesemi-norme continuesur F et R = (R,,...,R,)
une suite de n nombres réels strictement positifs, on pose:

Ifle = 2R fely-

Si F estunespace norméetsi y estlanormede F, onécrit || |z au lieu
de | fl,z- ]

L’ensemble #((E,,...,E,;F) des feP(E,,...,E,;F) telles que
| fll,g soit fini pour toute semi-norme continue 7 sur F est un sous-
espace vectoriel de P(E,,...,E,;F). Ona

HR(E,,....E,;F) €« ##AE,,....E,;F)
toutes les fois que R; > R; pour 1 < i < n. La réunion des
'%R(Eh 9EnaF)

est un sous-espace vectoriel, not¢ ¥ (E,,...,E,;F) de l?’(El,...,E,,;F),
dont les éléments sont appelés séries convergentes sur le produit des E;,
a valeurs dans F. Il ne dépend que de la topologie des E; et non de leurs
normes. On peut donc parler de I'espace "3#(E,,..., E,; F) lorsque les E;
sont des espaces normables, sans avoir a choisir une norme sur chaque E;.

3.1.2. L’application f— || f]i, g est une semi-norme sur #R(E,, ..., E,; F).
La topologie que définissent ces semi-normes lorsque y décrit I'ensemble
des semi-normes continues sur F (ou simplement un ensemble de semi-
normes définissant la topologie de F) est séparée. Si F est normable
(resp. complet), il en est de méme de HR(E,,...,E,;F). Les semi-normes
sur #(E,;,...,E,;F) dont la restriction a chaque .#; est continue
définissent une topologie séparée sur #(E,, ..., E,;F), qui ne dépend que
des topologies des E,. L’injectionde #(E,,...,E,;F) dans P(E,,...,E,;F)
est continue.

3.1.3. L’isomorphisme canonique de P(E;F) sur PE,,...,E,;F) donne
par restriction un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques de
J(E;F) sur #(E,,...,E,;F).
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3.14. Soit fes#(E,,...,E,;F) et soit J(f) I'ensemble des Re(R*)
tels que feM(E,,..., E,;F). Lintérieur I(f) de J(f) s’appelle I'indica-
trice de convergence stricte de f. 1l se compose de I’ensemble des R pour
lesquels il existe un R'eJ(f) avec. 0 <R, <R} pour 1 <i<n On
note Q(f) 'ensemble des points (log R;,...,logR,) de R" pour Rel(f):
c’est une partie convexe de R”.

Lorsque n = 1, 'ensemble I(f) est un intervalle )0, p(f)( de R et
p(f) s’appelle le rayon de convergence strict de f. C’est aussi la borne
supérieure (finie ou + co) de ’ensemble des nombres réels R > 0 tels que
pour toute semi-norme continue y sur F, il existe une constante M telle
que |l f.ll, <MR™™ (avecf =) f,, f.€P(E;F)) pour tout entier
m = Q.

L’ensemble des points x = (x;)eE; x --- x E, tels qu’il existe ReI(f)
avec ||x;] < R; pour tout i, s’appelle le domaine de convergence strict de
f et se note C(f). C’est aussi I'intérieur de Pensemble des points x pour
lesquels il existe R € J(f) avec | x;|| < R; pour tout i.

3.1.5. Pour f,ePJE,,...,E,;F) et pour toute semi-norme continue 7y
sur F, posons:

WA, = (Sup I falxs s X,
On a alors les inégalités:

aa
Ifally < Wfelly < 5 WA -

Pour f=Y f,e B(E,,...,E,;F) et Re(R*)", posons:
F e = L REAN,

a

et désignons par Jﬁ(E,, ..., E,; F) le sous-espace vectoriel de
PE,,...,E,;F)

formé des f tels que |jf],x soit fini pour tout y, muni de la topologie
définie par les semi-normes f— ||| flll,x- Ona #’p = #% et I'injection de
Hp dans 'y est continue. L’espace #(E,,...,E,;F) estla réunion des
H(E,,...,E,;F) et sa topologie est la topologie localement convexe la
plus fine qui rende continues les injections des % dans #

Si fe #(E,,..., E,;F), on appelle indicatrice de convergence ’intérieur
1(f) delensemble J(f) des R e(R*) tels que fe ,%?’R. Ona:

e 1) < 1) < 1(f)
(ou e est la base des logarithmes népériens). A partir de I(f), on définit

comme en 3.1.4. le domaine de convergence C(f)et, lorsque n = 1, le rayon
de convergence p(f). On a en particulier:

e (1) < p(f) < B(S).
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3.1.6. Pour Re(R%)", onappelle polyboule (fermée) de centre 0 et de rayon
R de E l'ensemble B(R) des xeE “tels que |x;|| < R; pour tout i. Si
dim E; =1, on dit aussi polydisque. Si fe #(E,,....,E,;F), le domaine
de convergence (resp. strict) de f est la réunion des polyboules B(R) pour

Rel(f) (resp. ReI(f)).

3.1.7. Soit feH#(E,,...,E,;F). Supposons F quasi-complet. Pour tout
xeC(f), la famille des f,(x) est sommable dans F. Sa somme, notée f(x)
ou simplement f(x), est une fonction continue sur C(f). Plus précisément,
pourtout R telque fe #y, lafamille des f)(x) estuniformément sommable
pour xeB(R). L’application f+f est une application linéaire continue
injective de é?k dans I'espace des fonctions continues bornées sur B(R),
muni de la topologie de la convergence uniforme.

3.1.8. Soient F,,...,F, des espaces polynormés séparés et soit u une
application m-linéaire continue de F, x-.--x F, dans F. Soient
fie #E,,...,E,;F) pour 1 €£i<m La série formelie u(f,,...,f,)
appartient 2 #(E,,...,E,;F). Ona:

Cll o fu) 2L ) Cf)
Sl fys o fod) 2(ED

et si x EOC( f), F etles F,; étant quasi-complets, on a:
u(f.b e ’fm)(x) = ll(fl(X), . ’fm(x))'

3.1.9. Soient F,,...,F, des espaces normés complets et supposons
F quasi-complet. Soient f= (f);<i<n avec f;€H(E,...,E,;F) et
ge #(F,,....F,;F), tels que (f;(0)),<i<n appartienne au domaine de
convergence strict de g. Alors, pour tout «eN™, la série formelle g,of
appartient a2 JF(E,,...,E,;F) et la famille des g,of est sommable dans
H#(E,,...,E,;F) et a fortiori dans BE,,...,E,;F). Sa somme sera notée
gef.

De mani¢re plus précise, il existe Renl( f) et Rel(g) tels que
ffilg <R} pour 1 < i< m Sous ces conditions, la série formelle g, - f
appartient & J#g(E,, ..., E,;F), etla famille des g,of est sommable dans
Hr(E, ..., E;F). Enfin, si xeB(R), alors f(x) = (f{x)) appartient a
BR)<F, x---xF, etona: :

g(f(x)) = (g~ H(x).

3.1.10. Supposons que E;=K pour 1<i<n L’espace PK";F)
s’identifie alors & ’espace des séries formellesa n indéterminéesX,,..., X, a
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coefficients dans F et un élément de P(K"; F) s’écrit:
f=YX%, avec c,eF.
a

Si Re(R*) etsi y est une semi-norme continue sur F, ona:

Wl = 11lr =2 Rc,
Ona I(f) = I(f), C(f) = C(f) et lorsque n =1, p(f) = p(f).

L’espace #(K"; K) des séries convergentes 4 coefficients dans K se
note aussi K{{X;,...,X,}}; c’est une sous-algébre de K[[X,....,X,]]
L’espace #(K";F) est un module sur K{{X,,...,X,}} et si F est de
dimension finie, ce module s’identifiea K{{X,,..., X,}}®«F.

3.1.11. Soit fe H#(K";K™), représenté par un systéme de m séries con-
vergentes f;(X,,...,X,), a coefficients dans K. Soit de méme ge#(K™;K?),
représenté par un systéme de p séries convergentes gi(Y,,...,Y,) =2 g ;Y%
L’élément h=gof de H#(K";KP?) (cf 3.1.9) est représenté par p séries
formelles h(X,,...,X,), déterminées comme suit: pour aeN" et feN",
soit ¢,z le coefficient de X* dans la série formelle f# = I1 f5%; alors la
famille (g, ¢, s)genm €St sommable dans K et a pour somme le coefficient
de X*.dans h;.

3.1.12. Supposons F quasi-complet et soit E;, le complété de E;. Tout
polyndéme-continu sur E; x --- x E, a valeurs dans F se prolonge par
continuité en un polynéme-continu sur B, x ... x E,, a valeurs dans F.
On en déduit une bijection j de P(E,,...,E,;F) sur PE,,....E ;F).
Si fe #E,,...,E,;F), alors j(f)e #(E,,...,E,;F) et réciproquement.
Les indicatrices de convergence strictes de f et de j(f) sont les mémes.

3.1.13. On suppose que K =R, mais que F est muni d’une structure
d’espace vectoriel complexe compatible avec sa structure d’espace vectoriel
réel. Soit Ef = E; ®x C. Si ye Ef, posons

y=inf}laJ.lIx.,
k

la borne inférieure étant étendue a toutes les familles finies de couples
(xx, a) € E; x C tellesque y = ) x, ® a,. On obtient ainsi une norme sur

I’espace vectoriel complexe EF; I;:ette norme prolonge la norme donnée sur
E; si I'on convient d’identifier x€eE; 8 x® 1. Soit 2 un R-polynéme-
continu sur E; x --- x E,, & valeurs dans F, et homogéne de multidegré
o; il existe alors un C-polynéme-continu i sur E€ x --- x ES, et un seul,
a valeurs dans F, prolongeant h, et homogéne de multidegré o«. Ona

Il = 1A,
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pour toute semi-norme continue y sur I’espace vectoriel complexe F.
Si f=Yf,e#(E,,....,E;F), alors f=3 f e #(ES,...,EE;F). Les

séries f et f ont méme indicatrice de convergence stricte (et méme rayon
de convergence strict lorsque n = 1).

Inversement, supposons K = C. Soient E{ et F° les espaces sur R
obtenus par restriction des scalaires. Si f,eP,(E,,...,E,;F), alors
f,ePES, ... EY;FO). Si f =Y f,e #(E,,...,E,;F) alorslasérie formelle

a
fO=YfePE],. .. ,EX;F% est une série convergente. Les indicatrices

de cox;vergence (resp. les indicatrices de convergence strictes) de f et f°
sont identiques et on a f(x) = f°x) pour tout xeC(f) = C(f°).

3.2. Fonctions analytiques

3.2.1. Soient U un ouvert de E et f une application de U dans F. On
dit que f estde classe C®, ou K-analytique (ou simplement analytique) dans
U si, pour tout point a de U, il existe une série convergente f, € J#(E;F)
telle que f(a + x) = f(x) pour tout x dans E assez voisin de zéro. Si
K =R (resp. C), on dit encore que f est analytique réelle (resp. analytique
complexe ou holomorphe). Les applications analytiques de U dans F
forment un sous-espace vectoriel, noté €“(U;F), de Pespace de toutes les
applications de U dans F.

Pour ae U, lasérieformelle j, estunique: onlappelle le développement
en série entiére de f au point a. Si f, =Y (f.), (avec (f),€P,E,,....E,;F)),
on pose: *

A (@) = (fo)a -

3.2.2. Si fe¥“(U;F), l'application A% : a+»> A%*(a) de U dans
P(E,,....E;F)

est analytique. L’application A® : f+— A% est une application K-linéaire
de ¥°(U;F) dans €°(U;P4E,,...,E,;F)). Pour aeU, on a donc, pour
o, BeN", AHAYNa)ePyE,,...,E,;P(E,,....E,;F). Si x = (x)€E, on
a donc (A(AY)(@)(x) e P(E,, ..., E,;F) et (A%(A%)(@)(x))(x)eF. Cet
élément de F est égal a ((a, B))(A*"#f(a))(x). On exprime ceci en écrivant:

AP o A* = (o p)A*TP.

3.23. Les indicatrices de convergence strictes (et les rayons de convergence
stricts lorsque n = 1) des développements en série entiére de f et de A%
en un méme pointa de U, sont identiques.
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3.24. Soit fe€“(U;F). Alors f est strictement dérivable et indéfiniment
dérivable dans U (si K =R, f est de classe C® dans U). Les dérivées
itérées de f sont analytiques, et leurs valeurs en un point a sont des applica-
tions multilinéaires symétriques. On peut alors introduire la notation
D% pour les dérivées partielles itérées comme au n® 2.4.2. On a:

a!A’f(a)(h) = Df(a).(h, ..., h)
quels que soient ae U et heE, ce qu’on écrit:
a! A%f = D¥.

3.25. Soient U un ouvert de E et f g deux applications analytiques de
U dans F. Soit ae U. Pour que f et g aient un contact d’ordre >k en
a, il faut et il suffit que A%f(a) = A®g(a) pour tout o avec jof < k. Si f et
g ont un contact d’ordre infini en g, elles sont égales dans un voisinage de
a. L’ensemble des points de U ou f et g ont un contact d’ordre infini est
ouvert et fermé.

En particulier, si U est connexe et s’1l existe une partie ouverte non vide
de U surlaquelle f et g sontégales, ona f= g (« principe du prolonge-
ment analytique »).

3.26. Soient U un ouvertde E et f une application analytique de U dans
F. Siladérivée Df de f estnulle, f estlocalement constante.

3.2.7. Supposons F quasi-complet et soit G un espace normé complet.
Soit g une application analytique d’un ouvert U de E dans G et soit f
une application analytique d’'un ouvert V de G, contenant g(U), dans F.
L’application composée fog est analytique dans U. Supposons en outre
que 0 U etque g(0) = 0. Le développementde fo g en série entiéreen 0
s’obtient alors en substituant,dans le développement de f en 0, le développe-
menten sérieentiérede g en 0 (3.1.9).

3.28. Soient F,,...,F, desespaces polynormés séparés et u une applica-
tion multilinéaire continue de F, x --- x F,, dans F. Soient U un ouvert
de E et f,e¥“(U;F). La fonction u(f,,...,f, est analytique, et son
développement en série entiére en un point ac U estlasérie w(f}),,.-.,(ma)
(3.1.8).

3.29.On suppose F quasi-complet. Soit fe #(E,-...,E, ;F); lafonction
x— f(x) (3.1.7) estanalytique dansouvert C(f), domaine de convergence
strictde f. Si n=1 etsi |a] < p(f), le rayon de convergence strict du
développement de f en série entiére en a est au moins égal a p(f) — |al.
Si p(f) = + oo, ondit que f est une fonction entiére.
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3.2.10. Gardons les hypothéses de 3.2.9. Si~ K = C, les résultats de 3.2.9
restent exacts si 'on remplace C(f) par C(f) et p(f) par p(f) (pour
n=1). Si K =R, lafonction x+ f(x) est analytique dans C(f).

3.2.11. Supposons que E; = K pour 1 < i< n Soient U un ouvert de
K" et fe%“(K";F). Si 0eU etsi fo =3 X%, est le développement en

o
série enti¢re de f en O, le développement en série entiére de A% en 0 s’écrit
(aprésidentification de P(K";F) avec F):

(A% )o = X (o BYXPe,rp-
[]
On a en particulier pour 1 i < n et pour xeC(fy):

S (0) = T o + DXqun,
3.3 Fonctions holomorphes

Dans ce n®, on suppose que K = C.

3.3.1. On suppose F quasi-complet. Soient U un ouvert de E et f une
application de U dans F. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) f est holomorphe;

(i1) f est dérivable;

(iii) f est localement bornée et quels que soient aeU et heE, la
fonction t— f(a + th), définie dans un voisinage ouvert de 0 dans C, est
holomorphe ;

(iv) f est localement bornée et pour toute forme linéaire continue u sur
F, lafonction u o f a valeursdans C est holomorphe;

(v) f est continue et localement bornée et il existe un ensemble total H
dudualde F tel que u o f soit holomorphe pour tout ue H.

Lorsque E est de dimension finie (resp. lorsque F est un espace de
Banach), ces conditions sont encore équivalentes aux conditions (iii’), (iv’) ou
(V') (resp. (iv') ou (v')) obtenues a partir de (iii), (iv) ou (v) (resp. (iv) ou (v)) en
enlevant ’hypothése « f est localement bornée ».

3.3.2. Supposons F quasi-complet. Soient U un ouvertde E et (f,) une
suite d’applications holomorphes de U dans F, possédant la propriété
suivante :

(W) Tout point de U posséde un voisinage dans lequel la suite (f,)
converge uniformément.

Alors la limite f de la suite (f,) est holomorphe, la suite des dérivées
(Df,) (a valeurs dans 'espace quasi-complet #(E;F)) posséde la propriété
(W) et Df est la limite de (Df)).
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3.3.3. Soient U un ouvert de E et f une application holomorphe de U
dans F, supposé quasi-complet. Soit R = (R;)e (R%)" et supposons que la
polyboule B(R) est contenue dans U et que f est bornée sur B(R). On a
alors, pour tout aeN" et tout x = (x;)e B(R):

NI = - [ fe@x, .. e0Ixe(—0,8y — -+ = 2,6)d0, ... db,

(avec e(B) = exp 2ni 6).

Soitde plus y une semi-norme continuesur F etsoit M la borne supérieure
de || f(x)ll, pour|ix;] = R;. Ona ||A*%f(0)(x)ll, < M pour tout x e B(R) et
A% (O)ll, < MR ™% Enfin, le domaine de convergence du développement
en sériede f en 0 contient 'intérieur de la polyboule B(R).

3.3.4. Gardons les hypotheéses de 3.3.3 et supposons de plus que E; = C.
Soit )’ X%, le développement en série de f en 0. Ona:

=R fOIR,, -, eOIR e~ 2,0, — -+ — 1,0 O, ... db,
0o 0

et:

call, < R7% sup || f(x)Il;
xeB(R)

(« inégalités de Cauchy »). Le domaine de convergence strict de la série
Y X%, contient lintérieur de B(R).

3.3.5. Supposons E de dimension finie et F quasi-complet. Soit f une
application holomorphe de E dans F. I existe alors dans #(E;F) une
série f, et une seule, de rayon de convergence infini (pour toute norme sur E),
telle que f(x) = fo(x) pour tout xeE.

3.3.6. Si f est une application holomorphe de E dans F telle que f(E)
soit borné, alors la fonction f est constante (« théoréme de Liouville »).

3.3.7. On suppose que E # 0. Soit f une application holomorphe d’un
ouvert U de E dans F. Soient a un pointde U et y une semi-norme
continue sur F. Pour tout voisinage V de a, contenu dans U, il existe
xeV, x # a, tel que:

I f@ll, < 1£Gl,.

Si de plus F = C etsi f n’est pas constante au voisinage de a, on a

[fla)} < sup |f(x) et I'application f est ouverte au voisinage de a.
xeV.x#£a

Enfin, soit B un ouvert borné d’adhérence contenue dans U et soit B’ sa
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frontiére. On a:
su§|f x) = ig}glf )l

(« principe du maximum »).

3.3.8. Supposons E de dimension finie. Soient U unouvertde E, S un
sous-espace vectoriel de codimension >2 de E et f une application
holomorphe de U n(E — S) dans F. Alors f se prolonge par continuité
en une application holomorphe de U dans F.

3.39. Supposons que E=C et soit 0 A< pu< +0c0. Soit f une
application holomorphe de l'ouvert U = {zeCjl <|7 < u} dans F.
11 existe une famille (a,(f)),.z et une seule d’éléments de F telle que, pour
toutcompact H de U, lafamille (a,(f)z"),.z soit uniformément sommable
de somme f(z) pour z décrivant H (« développement de Laurent »).

Supposons de plus 4 = 0. On appelle ordre de f au point x =0 la
borne inférieure (finie ou infinie) de I'ensemble des entiers n tels que
a,(f) # 0. Sl existe un voisinage V de 0 tel que f soit bornée dans
V — {0}, alors f est d’ordre 0 au point x = O et se prolonge par conti-
nuité en une fonction holomorphe sur I'ouvert {z] < p. Soit p un entier
> 0; si f estd’ordre —p aupoint x = 0, ondit que O estun péled’ordre
p de f. '

3.3.10. Supposonsque E = C etque F soitnormé. Soit f une application
holomorphe du disque unité ouvert U de E dans F, telle que f(0) = 0 et
soit M = sup || f(2)ll. Onaalors || f(z)| < M.|z] pourtout ze U («lemme

zeU
de Schwarz »).
3.4. Fonctions analytiques réelles

Supposons que K =R.

34.1. Soient U un ouvertde E et f une applicationde U dans F, sup-
posé quasi-complet.

Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) f est analytique.

(i) f est de classe C® et, pour tout ae U, il existe un voisinage V, de
a et un nombre réel M tels que, pour toute semi-norme y continue sur F,
il existe une constante A, telle que I'on ait

A% (x)Il, < AMF  pour tout xeV, et tout aeN"™
3.4.2. Soient U un ouvertde E et f une applicationde U dans F. Si F

est quasi-complet, et si son dual fort F' est un espace de Baire, alors f est
analytique si et seulement si u - f est analytique pour tout ue F'.
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§ 4. Fonctions analytiques (cas ultramétrique)

Dans ce paragraphe, on suppose que la valeur absolue de K est ultramé-
trigue. On désigne par (E); ¢;<, une famille finie d’espaces normés sur K,
et par E Pespace produit des E;, muni de la norme:

Ixl =suplixll  si x=(x).

On désigne par F un espace polynormé séparé sur K.
4.1. Séries convergentes

4.1.1. Soit f=1Y f, une série formelle appartenant a3 P(E,,...,E,;F),

a
(cf. Appendice). Si y estune semi-norme continue sur F, et R = (R,) est
un systéme de n nombres réels >0, on pose

Ifllyr = sup I fell, R®
Les définitions et les résultats du n° 3.1.1 (deuxiéme alinéa) et du n° 3.1.2
s’appliquent sans changement ; on définit en particulier les espaces
HR(E,,....E F) et H(E,...,E,;F).
4.1.2. L’isomorphisme canonique j de PE;F) sur P(El, ....E;F)
donne, par restriction, un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques
de HR(E;F) sur H#yg  p(E...,E,;F) pour tout ReR¥; il donne

également un isomorphisme de - JF(E;F) sur S(E,,...,E,;F). Plus
précisément, si f = Z € P(E;F) etsi j(f) = Y. f,, ona, pour toute semi-

m
norme continue y sur F:

I fully =S80 112l
”f"y,k = J(f)" 7.(R,...,R) .

4.1.3. Soit f =3 f, un élément de H#(E,,...,E, ;F); soit I{f) I’ensemble

des Re(R%)" tels que, pour toute semi-norme continue y sur F, le
produit | £/, R* tende vers zéro quand |a| tend vers I'infini. L’ensemble
I(f) est non vide; on l'appelle lindicatrice de convergence stricte de f.
L’ensemble Q(f) des points

(logR,,...,logR,) pour Rel/f)

est une partie convexe de R".
Lorsque n =1, 'ensemble I(f) est un intervalle de R, ouvert 2
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gauche et ouvert ou fermé a droite; sa borne supérieure (finie ou + o) se
note p(f) et s’appelle le rayon de convergence strict de f.
Avec les notations de 4.1.2, ona Rel(f) si et seulement si

R,...,R)el(j(f))

L’ensemble des points x = (x;) tels qu’il existe R = (R)el(f) avec
Ixl <R; pour 1 £i<n sappelle le domaine de convergence strict de
f etsenote C(f). Clest un ouvert de E, réunion des polyboules

BR) = {x€E | lx] <R,pourl <i<n,
pour R e I{f).

4.1.4. Les résultats de 3.1.7 et 3.1.8 restent exacts, en y remplagant partout
C(f) par C(f) et #; par Hy.

4.1.5. Soient F,,...,F, des espaces normés complets et supposons F
quasi-complet. Soit f= (f);<c;<m» avec fie H(E,,...,E,;F;) et soit
ge #(F,,...,F,;F), tels que le point (f(0)),<;<m de E appartienne au
domaine de convergence strict de g. Alors, pour tout aeN™, la série
formelle g,of appartient 3 H#(E,,...,E,;F) et la famille des g, of est
sommable dans #(E,,...,E,;F) (donc a fortiori dans P(E,,...,E,:F)).
Sa somme sera notée gof.

De maniére plus précise, il existe Reml( f) et R'el(g) tels que

sup || fi.|[R* < R; (pour 1 £i < m). Sous ces conditions la série formelle
|a| >0 '

g,°f appartient a #R(E,,...,E, ;F) etlafamille des g -f est sommable
dans #(E,,...,E, ;F). Enfin, si xeB(R), alors f(x) = (fi(x)) appartient
a C(g) etona:

g(f(x)) = (g - H(x).

Supposons de plus que, pour chaque i, il existe une famille (¢) d’élé-
ments de E; tel que tout élément x de E,; soit somme d’une famille som-
mable (4; ej-) (avec 4;€K) telle que |x| = sup|ijf. On peut alors dans

J

I’alinéa précédent, remplacer la condition Is‘up | fioll R* < R; par la condi-
a|>0

tion || fillx < R:.

4.1.6. Supposons que E; = K pour 1 €i < n. L’espace P(K";F) s’iden-

tifie alors a I’espace des séries formelles 3 n indéterminées X,,..., X, aco-
efficients dans F et un élément f de P(K";F) s’écrit:

f=YX%, avecc,eF.

Si Re(R*%)" etsi y est une semi-norme continue sur F, on a:

I/1,& = sup lic,ll, . R™
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Le dernier alinéa de 3.1.10 reste valable, ainsi que 3.1.11.

4.1.7. Supposons que K soit un sous-corps fermé d’un corps valué complet
(nécessairement ultramétrique) L. Pour yeE, ®L, posons:

iyl = inf(SlklplakI Nxill)

la borne inférieure étant étendue i toutes les familles finies de couples
(x,a)€eE; x L telles'que y =) x, ® a,. On obtient ainsi une norme

k
sur le L-espace vectoriel E; ®¢L, qui induit sur E; la norme donnée. On
désigne par EL le complété de E; ®xL pour cette norme.

Soit maintenant F un L-espace vectoriel polynormé séparé complet.
Pour tout K-polynome-continu f,, homogeéne de multidegré o, sur
E, x --- x E,, a valeurs dans le K-espace vectoriel polynormé Fy sous-
jacent & F, il existe un L-polynome-continu f, et un seul, homogéne de
méme multidegré, sur EY x --- x EL, & valeurs dans F qui prolonge f,.
Pour toute semi-norme continue sur le L-espace vectoriel F, ona

AR FA
Si f=Yf,e#E,,....,E;Fy), alors f=5 fe#(E},...,ELF)

a a
Les séries f et f ont méme indicatrice de convergence stricte (et méme
rayon de convergence strict lorsque n = 1).

Inversement, soit L un sous-corps fermé non discret de K et soient
E? et FC les espaces sur L obtenus par restriction des scalaires & partir
des E; etde F. Si f =) f,e#(E,,... ,E,;F), alors f,e P(E},...,E;F°);

si I'on pose f° = Zf:e P(E?,...,E2;F9), alors f°c #(E?,...,E%;F9).
Ona C(f) « C(f*) et f(x) = f%x) pour tout xe C(f).

4.2. Fonctions analytiques

42.1. Les définitions et résultats de 3.2.1 et 3.2.2 restent valables sans
changements.

422 Avec les notations de 3.2.2, I'indicatrice de convergence stricte du
développement en série entiere de A’f en un point a de U contient celle du
développement en série entiére de f en a.

4.2.3. Les résultats de 3.2.4, 3.2.5, 3.2.7, 3.2.8 et 3.2.11 restent exacts. Celui
de 3.2.6 aussi, a condition de supposer en plus que K est de caractéristique
zéro. )

3—B.
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4.2.4. Supposons F quasi-complet et soit fe H#(E,,..., E,;F). La fonc-
tion x> f(x) est analytique dans C(f). Pour tout ae C(f), I'indicatrice
de convergence du développement en série entiere de f en a est égale a
celle de f.

4.3. Quelques inégalités

43.1. Onsuppose que K satisfait a 'une au moins des conditions suivantes:
(@) le corps résiduel de K est infini;
(b) I'image de K par I'application a+— |a} est dense dans R, . (Autre-
ment dit, on suppose que K n’est pas localement compact).
Soit f =Y f,e #(E,,...,E,;F) etsoit Rel(f). Ona:

sup || f(x)ll, = sup sup-|| f(x)If,
xeB(R) 2 xeB(R)

pour toute semi-norme continue y sur F («inégalités de Cauchy »).

4.3.2. Ilexiste une constante a > 0 telle que pour tout polynome homogéne
continu f,e P(E,,...,E,;F) ettout Re(R%)", I'on ait:

L SEURFATRES sup 0N, < £l R

pour toute semi-norme continue y sur F. Si K satisfait a la condition (b)
de 4.3.1 ou si I'image de E; par I'application x+— |x|| est contenue dans
I'image de K par 'application a+|a] et contient R; (pour 1 < i < n),
on peut prendre a = 1.

4.3.3. Si K est de caractéristique zéro, la série formelle f = ) f, appartient
a H(E,,...,E;F) siectsculementsiil existe R e(R%)" tel que

sup sup | f(0)f, < + o0
a xeB(R)

pour toute semi-norme continue y sur F.
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§5. Variétés

5.1. Cartes et atlas. Variétés

5.1.1. Soit X unensemble. On appelle carte de X un triplet ¢ = (U, ¢, E),
ou U est une partie de X, E un espace de Banach et ¢ une bijection de
U sur un ouvert de E. On dit que U est le domaine de la carte c. Si E
est de dimension finie n, on dit que ¢ est de dimension n. Sinon, on pose
dimc = + 0.

5.1.2. On dit que deux cartes ¢ = (U, @, E) et ¢’ = (U, ¢, E) de X sont
Cr-compatibles (ou simplement compatibles lorsqu’il ne peut y avoir
d’ambiguité sur r) lorsque les conditions suivantes sont réalisées:

@) (U nU’) (resp. ¢'(U nU’)) est ouvert dans E (resp. E');

(b) application ¢ - ¢’ ™! (resp. ¢o 9~ 1) de ¢'(UU’) sur ¢(UnU)
(resp. de @(U nU") sur ¢'(UnU’) ) est de classe C (cf. 2.3.1, 3.2.1 et
421). .

5.1.3. On appelle C'-atlas (ou simplement atlas) d’un ensemble X un
ensemble de cartes de X deux a deux C'-compatibles et dont les domaines
ont pour réunion X tout entier. Deux atlas &/ et # de X sont dits
C’-équivalents si o/ U # est un atlas. La relation de C’-équivalence entre
atlas est une relation d’équivalence.

5.14. Soit & un ensemble d’espaces de Banach. On dit qu’un atlas .o/
estdetype S sil’ona Ee © pour toute carte ¢ = (U, ¢, E) de /. D’une
maniére analogue, on dit qu’un atlas & est de type hilbertien (resp. de
type hilbertien de dimension dénombrable) si E est un espace hilbertien
(resp. hilbertien de type dénombrable) pour toute carte (U, @, E) de /.

5.1.5. On appelle K-variété de classe C7 (ou variété de classe C" sur K,
ou simplement variété lorsque il ne peut y avoir d’ambiguité sur K et r) un
ensemble X muni d’une classe d’atlas équivalents (Ens., chap. I1, §6, n° 9)
pour la relation de C"-équivalence. Un atlas de cette classe est appelé un
atlas de la variété X. Une carte appartenant a un atlas de X est appelée
une carte de la variété X. Une carte de X dont le domaine contient un
point ae X est appelée une carte de X en a. Une carte centrée en a est
une carte (U, ¢, E) de X en a telle que ¢a) = 0.

Si X est un ensemble et o un atlas de X, P’ensemble X muni de la
classe d’équivalence de of est appelé la variété définie par /.

Lorsque r 3¢ w (donc K = R), une variété de classe C" est parfois
appelée une variété différentielle. Une variété de classe C® est encore
appelée une variété analytique sur K (ou encore variété K-analytique).
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Lorsque de plus K =R (resp. C, Q,), on dit encore variété analytique
réelle (resp. analytique complexe, analytique p-adique).

5.1.6. Soit X une variété. Lespartiesde X qui sont réunions de domaines
de cartes de X forment 'ensemble des ouverts pour une topologie sur X,
dite sous-jacente a la structure de variétéde X. Pour toute carte ¢ = (U, ¢, E)
de X, T'application ¢ est un homéomorphisme de I'ouvert U muni de la
topologie induite par celle de X sur l'ouvert ¢(U) de E.

L’espace topologique sous-jacent 3 X est un espace de Baire. Lorsque
K estégala R ou C, il est localement connexe.

Soit X une variété et soit o/ un atlas de X. Pour que 'espace topolo-
gique X soit séparé, il faut et il suffit que la condition suivante soit satisfaite :
quelles que soient les cartes (U, @, E) et (V,y, F) appartenant a Patlas
=4, le graphe de I’application Yo @~ de (U V) dans (U V) est
Sfermé dans @(U) x Y(V).

Soit X une variété; supposous que ’espace topologique X soit régulier.
Alors pour tout point a€ X, il existe une carte (U, ¢, E) de X en a possé-
dant la propriété suivante : pour qu’une partic Y de U soit fermée dans
X, il faut et il suffit que son image ¢(Y) soit fermée dans E. Silespace X
est paracompact, il existe sur X une distance compatible avec la topologie
de X et faisant de X un espace métrique complet.

5.1.7. Soit & un ensemble d’espaces de Banach. On dit qu'une variété
est de type & (resp. de type hilbertien, resp. de type hilbertien de dimension
dénombrable) si elle posséde un atlas de type & (resp. de type hilbertien, resp.
de type hilbertien de dimension dénombrable). Si & est réduit & un seul
élément E, une variété de type & est encore appelée une variété pure de
type E.

On appelle variété pure de dimension n une variété pure de type K"
On dit qu’une variété est localement de dimension finie si elle est de type &
avec & = {K";neNj}.

5.1.8. Soit X une variété et soit x € X. La dimension (finie ou + c0) d’une
carte de X en x ne dépend que de x. On 'appelle dimensionde X en x
et on la note dim,X. On appelle dimension de X et on note dimX la
borne supérieure des dim, X pour xeX.

La fonction x+— dim, X est localement constante. La variété X est
localement de dimension finie (resp. pure de dimension n) si et seulement si
ona dim, X < +o (resp. dim, X = n) pour tout xeX.

5.1.9. Supposons K localement compact. Soit X une variété séparée. Alors,
pour que X soit localement de dimension finie, il faut et il suffit que X soit
localement compacte.
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5.1.10. Soit X une variété et soient &', ..., &" des applications d’une
partie U de X dans K. On dit que ¢ = (¢&1,...,&") est un systéme de
coordonnées de X dans U si le triplet (U, & K") est une carte de X;
cette carte se note aussi (U; &) ou (U; &Y ..., E&7). Si aeU, on dit aussi
que ¢ est un systéme de coordonnées de X en a; si de plus &(a) =0
pour i = 1,2, ..., n, onditque le systeme de coordonnées & estcentréen a.

5.2. Exemples de variétés

5.2.1. Soit X un ensemble; il existe sur X une structure de variété et une
seule pour laquelle I'espace topologique sous-jacent soit discret; cette
structure est une structure de variété pure de dimension 0.

5.2.2. Soit E un espace de Banach. Le triplet ¢ = (E, Idg, E) est une carte
de E et o = {c} estun atlas de E, donc définit une structure de variété
purede type E sur E; latopologie sous-jacente est la topologie donnée sur
E. Lorsque I’on parlera par la suite de la structure de variété sur E, ce sera
toujours a la structure précédente que I'on se référera.

En particulier, ceci s’applique a tout espace vectoriel de dimension finie
sur K, muni de 'unique topologie séparée compatible avec sa structure
vectorielle (Esp. Vect. Top., chap. 1, §2, n°3).

5.2.3. Soient X une variété et U une partie ouverte de X. Il existe sur U
une structure de variété dont les cartes sont les cartes de la variétée X de
domaine contenu dans U. Cette structure est dite induite par celle de X
(cf. n° 5.3.4); muni de cette structure, U s’appelle une sous-variété ouverte
de X.

En particulier, tout ouvert d’un espace de Banach E est muni d’une
structure canonique de variété pure de type E. Soit X une variété; pour
qu’un triplet {U, @, E) soit une cartede X, il faut et suffitque U soit ouvert
dans X etque ¢ soit un isomorphisme de la sous-variété ouverte U de X
sur une sous-variété ouverte de E.

5.24. Soient X unensemble, et (X)), unrecouvrementde X. On suppose
donnée sur chaque X; une structure de variété telle que la condition suivante
soit remplie:

Quels que soient i et j dans I, Pensemble X;n X; est ouvert dans
X; et X; et les structures de variétés induites sur X; N X; par celles de
X; et X; coincident.

Il existe alors sur X une structure de variété et une seule telle que X;
soit une sous-variété ouverte de X pour tout i dans I. On dit que la
variété X s’obtient par recollement des variétés X,.

5.2.5. Soit X une variété. L’ensemble X, des points x de X tels que
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dim, X = n (n entier > 0) est une sous-variété ouverte de X, qui est pure
de dimension n.

5.2.6. Soit E un espace de Banach. On peut munir I’ensemble G(E) des
sous-espaces vectoriels de E admettant un supplémentaire topologique
d’une structure de variété analytique de la fagon suivante : pour tout couple
(Fo, Go)e G(E) x G(E) tel que E =F,® Gy, on note Ug, I'’ensemble
des FeG(E) admettant G, comme supplémentaire, et on définit une
bijection ¢g, g, de Ug, sur I'espace de Banach #(F,; Go) en associant
a tout FeUg, l'application de F, dans G, ayant pour graphe le sous-
espace F de E = F, x G,. Les cartes (Ug,, @g 6, Z£(Fo; Go) forment
un atlas de G(E). Muni de la structure de variété définie par cet atlas, G(E)
s’appelle la variété grassmannienne de E.

L’espace topologique G(E) est métrisable. Si K est localement
compact et E de dimension finie, G(E) est compacte.

Pour tout entier n > 0, I'’ensemble G,(E) (resp. G"(E)) des F e G(E)
de dimension (resp. codimension) n est ouvert et fermé dans G(E) et
est une sous-variété ouverte pure de G(E). Si K =R ou C, G, E) est
connexe pour tout n.

L’application qui & F e G(E), associe son orthogonal dans le dual E’
de E, est un morphisme de G(E) dans G(E’) quiinduit un isomorphisme
de G"(E) sur G,(E) pour tout entier n.

Si K=R ou C, ousi E est de dimension finie, G,(E) n’est autre
que l’espace projectif déduit de E, qui se trouve ainsi muni d’une structure
de variété analytique.

5.3. Fonctions de classe C" et morphismes de variétés

5.3.1. Soient X une variété de classe C", F un espace polynormé séparé
et f uneapplicationde X dans F. Ondit que f estde classe C" si pour
toute carte (V, @, E) de X, l'application fo¢~! de ¢(V) dans F estde
classe C". Pour cela, il suffit que cette condition soit satisfaite pour les
cartes d’un atlas de X. L’ensemble des applications de classe C" de X
dans F forme un sous-espace vectoriel de I’'espace de toutes les applications
de X dans F. On le note €"(X;F).

Lorsque F = K, on pose ¢"(X;K) = €"(X); c’est une sous-K-algebre
de I'algébre des applications de X dans K. Les éléments de %"(X) sont
encore appelés fonctions morphiques.

Lorsque X est un ouvert d’un espace de Banach, cette terminologie est
en accord avec celle desn® 2.3.1, 3.2.1 et 4.2.1.

5.3.2. Soient X et Y deux variétés de classe C’ et soit f une application
de X dans Y. On dit que f est de classe C" ou est un morphisme de
variétés (de classe C') si elle est continue et si, pour toute carte (V,y,F)
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de Y, Papplication y o f de la sous-variété ouverte (V) dans ’espace
de Banach F estde classe C". Pour cela, il suffit qu’il existe un atlas & de
Y tel que, pour toute carte (V,y, F)e o/, Pensemble [~ (V) soit ouvert
dans X et que I'application y o f de la sous-variété ouverte f~ (V) de
X dans F soit de classe C’. L’ensemble des morphismes de X dans Y
estnoté ¥'(X;Y). Lorsque Y estun espace de Banach muni de sa structure
canonique de variété, les définitions de 5.3.1 et 5.3.2 sont cohérentes. Une
application de classe C“ est aussi appelée application K-analytigue (ou
simplement analytique). Lorsque K = C, on dit aussi application holo-
morphe.

Soient (U, ¢, E) une carte de X et (V,y, F) une carte de Y telles
que f(U) < V. Lapplication ¢ o fo@~' de I'ouvert @(U) de E dans
Pouvert ¥(V) de F est appelée I’expression de f dans les cartes données.

5.3.3. Supposons X et Y de dimension finie; soient aeX, beY et
f une application de X dans Y avec f(a) = b. Supposons d’abord que
f soit de classe C' et considérons des systtmes de coordonnées
(U;E,...,¢6") de X en a et (V;nl,...,n") de Y en b respectivement,
avec f(U)c V. Soit & Papplication (£,...,&™ de U dans K™ i
existe alors des fonctions «/ de classe C° sur ouvert &U) de K™ a
valeurs dans K, telles que les coordonnées d’un point y = f(x) de Y,
(pour x dans U), soient données par les formules:

6y 7)) = w((x)...,E"x)) pour 1<j<n
ce qui équivaut a:
()] Wef=w(,...,&" pour 1<jsn

On dit que les formules précédentes constituent I’expression de f au moyen
des systémes de coordonnées choisis.

Réciproquement, si, pour tout point a de X, on peut trouver un systéme
de coordonnées de X en a et un systétme de coordonnées de Y en
b = f(a) satisfaisant aux conditions précédentes, alors f est de classe C'.

5.34. Les morphismes de variétés satisfont aux axiomes d’Ens., chap. 1V,
§2:

a) Le composé de deux morphismes est un morphisme.

b) Pour qu’une bijection f:X — Y soit un isomorphisme, il faut et il
suffit que f et f~! soient des morphismes.

5.3.5. Supposons que r = w. Soient X une variété et f,g deux applica-
tions analytiques de X dans un espace polynormé séparé ou dans une
variété analytique séparée. L’ensemble des points au voisinage desquels
f et g sont égales, est ouvert et fermé dans X.
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5.3.6. Supposons que K = R et r # w. On dit qu'une variété X admet
des partitions de 'unité de classe C" si, pour tout recouvrement ouvert
localement fini de X, il existe une partition continue de 'unité (Top. Gén.,
ch. IX, § 4, n° 3) subordonnée a ce recouvrement et formée de fonctions de
classe C".

Soit E un espace de Banach ; considérons la propriété suivante :

(PU) Quels que soient les sous-ensembles fermés disjoints A et B de E,
il existe une fonction f de classe C" sur E, a valeurs dans R, telle que
f(x) =0 pour xe A, fix) =1 pour xeB et 0 < f(x) < 1 pourtout xeE.

Si & estun ensemble d’espaces de Banach possédant la propriété (PU),
toute variété paracompacte de type & admet des partitions de I'unité de
classe C".

Tout espace de dimension finie, tout espace hilbertien de type dénom-
brable possede la propriété (PU).

5.3.7. Supposons K ultramétrique. Soit X une variété paracompacte.
Pour tout recouvrement ouvert U de X, il existe une partition de X en
sous-ensembles ouverts et fermés subordonnée au recouvrement .

5.3.8. Supposons K localement compact. Soient X et Y deux variétés
pures de dimension finie, et soit f un morphisme de X dans Y. Si
dimX < dimY et si la topologie de X admet une base dénombrable
d’ouverts, f(X) est maigre dans Y.

5.4. Caractérisation des variétés par leurs faisceaux de fonctions

5.4.1. Soit X un espace topologique, et soit Y un ensemble. Supposons
donné, pour tout ouvert U de X, un ensemble #(U) d’applications de
U dans Y. Nous dirons que la famille ¥ = {&#(U)} est un faisceau de
Jonctions @ valeurs dans Y si elle vérifie la condition suivante:

Soit (U, une famille d’ouverts de X, de réunion U, et soit [ une
applicationde U dans Y ; pour que f appartienne a £(U), il faut et il suffit
que f|U; appartiennea ¥(U)) pour tout i dans 1.

54.2. Soient X et Y deux variétés; pour tout ouvert U = X, soit Z(U)
I’ensemble des morphismes de U dans Y; alors & est un faisceau de
fonctions a valeurs dans Y.

Lorsque Y = K, on note %% le faisceau ainsi défini.

5.4.3. Soit X un espace topologique et soit &S un ensemble d’espaces de
Banach. Pourtout Ee &, soit 4 un faisceau de fonctionssur X a valeurs
dans E. Supposons que la famille des %, pour Ee &, vérifie la condition
suivante :

Pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x, un espace
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E, €S, et un homéomorphisme ¢ de U sur un ouvert de E,, tels que,
pour tout ouvert V< U et tout Ee &, 'ensemble (V) se compose
des fonctions g e, ol g parcourt I'espace €"(p(V); E).

Il existe alors sur X une structure de variété de classe C” et de type &
et une seule, compatible avec la topologie donnée sur X et pour laquelle
F: est le faisceau des fonctions de classe C” sur X a valeurs dans E.

5.4.4. Soit X un espace topologique et soit & un faisceau de fonctions a
valeurs dans K, vérifiant la condition suivante: pour tout point x de X,
il existe un entier n, un voisinage ouvert U de x et un homéomorphisme ¢
de U surunouvertde K" tels que, pour tout ouvert V de U, I'ensemble
F (V) se compose des fonctions go¢@ ol g parcourt ensemble des fonc-
tions de classe C" a valeurs dans K sur 'ouvert (V) de K"

I1 existe alors sur X une structure de variété localement de dimension
finie et de classe C’ et une seule telle que ¥ = €.

54.5. Soient X et X' deux variétés de classe C", localement de dimension
finie, et soit f une application continue de X dans X'. Pour que f soit
un morphisme, il faut et il suffit que pour tout ouvert U’ de X' et toute
fonction ge ¥(U’; K), la fonction gof appartienne a ¥ U;K), avec
U= "YU

3.5. Espaces tangents, applications linéaires tangentes

5.5.1. Soit X une variété et soit ae X. Considérons les couples (c, h) ou
¢ = (U, ¢, E) est une carte de la variété X en a et ot h est un élément de
E. Deux tels couples (c,h) et (c’,h’) sont dits équivalents si la dérivée en
¢(a) de Iapplication ¢'o@~* (qui est définie sur un voisinage de (a))
transforme h en k. On obtient ainsi une relation d’équivalence entre
couples (c, h) et on appelle vecteur tangent en a @ X une classe de couples
(c, h) équivalents (Ens., chap. I1, § 6, n®9).

Les vecteurs tangents en a a X forment un ensemble noté T (X). Si
¢ = (U, @, E) est une carte de la variét¢ X en q, I'application 6, de E
dans T,(X) quiassocie a un élément h de E le vecteur tangent représenté
par le couple (c, h) est une bijection. Silon transporte a T,(X), au moyen
de 0., la structure de K-espace vectoriel topologique de E, la structure
ainsi obtenue ne dépend pas du choix de ¢ et fait de T,(X) un espace de
Banach, appelé espace tangent @ X en a. La dimension (finie ou + o)
de T4X) est égale a la dimension de X en a.

5.5.2. Soient X, Y deux variétés, f un morphisme de X dans Y et a
un point de X. Considérons une carte ¢ = (U, 9, E) de X en a et une
carte ¢’ = (V,i,F) de Y en b avec f(U) = V; 'application ® = iy ofogp~?
de @(U) dans F est de classe C', et sa dériveée D®(p(a)) au point ¢(a)
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est une application linéaire continue de E dans F. L’application linéaire
continue 6. D®¢(a))-0. ' de T, X) dans T,Y) ne dépend pas des
cartes ¢ et ¢ choisies; on la note T,/f) et on I'appelle I'application
linéaire tangente d f en a. Si g est un morphisme de Y dans une variété
Z ona:

Tigf) = Trafg)e Tl f)-

55.3. Soit f:X =Y un morphisme de variétés. Si f est localement
constant,ona T, f) = 0 pourtoutadans X. Réciproquement,si T (f) =0
pour tout aeX et si le corps K est de caractéristigue 0, alors f est
localement constant.

5.54. Soient U unouvert d’une variété X et f P'injection canonique de U
dans X pour tout point a de U, lapplication T,(f) de T, (U) dans
T.X) est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques, par lequel on
identifiera désormais ces deux espaces.

5.5.5. Soit U un ouvert d’un espace de Banach E; si ¢ est linjection
canonique de U dans E, le triplet ¢ = (U, E) est une carte de U, et
l'atlas {c¢} définit la structure de variété de U. Etant donné un point a de
U, Plapplication 6, est un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques
de E sur T,(U); l'isomorphisme réciproque sera noté {g(a).

Soit f une application de classe C" de U dans un ouvert V d’un
espace de Banach F; pour tout point a de U, ona:

Df (@) {gla) = (S (@) e TS)
ou. Df(a) estla dérivée de f en a (1.2.1). Autrement dit, le diagramme:

Talf)
T (U)—— Tra(V)

l {ela) Lr(f(a)
Df (a)

est commutatif.

5.5.6. On appelle vecteur cotangent @ X en a, ou encore covecteur tangent
ou simplement covecteur en a, toute forme linéaire continue sur I’espace
vectoriel topologique T X); ces covecteurs sont donc les éléments du
dual topologique T, X)' de I’espace tangent & X en a. On munira cet
espace de la topologie de la convergence uniforme sur les parties bornées de
TX): muni de cette topologie, T(X) est un espace de Banach qu’on
appelle espace cotangent @ X en a. On le note aussi T,(X).

Soit f un morphisme de X dans un espace de Banach E. On appelle
différentielle de f en a et onnote d,f ou df, I'application linéaire con-
tinue {(f(a)) o T(f) de TuX) dans E. Pour teT,(X), on note parfois
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t(f) ou t.f la valeur d,f(tf) de lapplication linéaire d,f au point t.
L’application f+—d,f est linéaire.
Si E = K, ladifférentielle d,f de f en a estuncovecteurde X en a.
Soient E, F, G troisespaces de Banach et soit (u, v)— u . v une applica-
tion bilinéaire continue de F x G dans E. Soit f (resp. g) un morphisme
de X dans F (resp. G). Alors l'application f.g : x+— f(x).g(x) est un
morphisme de X dans E et on a, pour tout te T (X):

a(f.8)(t) = f(a).dg() + d,f(2) - g(a).

Prenons en particulier G=E et F = K, lapplication bilinéaire
considérée étant la multiplication. On a alors:

dfg) = fla)dg + gla)d,f.

5.5.7. Soit X une variété localement de dimension finie et soient £!,..., &™
des fonctions morphiques définie dans un voisinage ouvert U d’un point
a de X. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(1) il existe un voisinage ouvert V de a contenu dans U, tel que les
fonctions &V (pour 1 < i < m) forment un systéme de coordonnées de
X dans V;

(ii) les dxﬂ'erentlelles d,t pour 1 < i< m forment une base de T(X)';

(iii) I"application ¢ = (é‘ &M de U dans K™ est étale en a
(voir n® 5.7.6).

Pour que les différentielles d,Z%,...,d,E™ soient linéairement indépen-
dantes, il faut et il suffit qu’il existe un voisinage V de a, contenu dans U,
tel que les fonctions |V fassent partie d’un systéme de coordonnées de
X dans V.

5.5.8. Soit X une variété localement de dimension finieet soit & = (£1,..., &™)
un systéme de coordonnées de X dans un ouvert U. Soit aeU: on note
(©14>---,0ma) la base de P'espace tangent T, X) duale de la base

d,£,...,d,E™ de T X). On adonc:
0:,4&) = 6, (indice de Kronecker).

Le vecteur tangent 0;, se note aussi (8/0¢Y),.

Soit f une fonction de classe C" sur U, a valeurs dans un espace de
Banach E. On note §;f ou &f/d& la fonction a— J;,(f): Cest une
fonction de classe C"~! sur U a valeurs dans E (une fonction continue
si r = 1). Sa valeur en un point a de U est parfois notée (5f/8¢%),. Pour
tout teT,(X), ona:

o

af(t) = Z d 5‘(005:

(a),
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ce qui peut encore s’écrire :

d i
S = 3 2
Ces notations sont cohérentes avec celles de 1.6.3.

5.59. Soient X et Y deux variétés et f un morphisme de X dans Y.
On appelle rang de f en un point a de X, et on note rg,f, le rang (fini
ou égal a +o0) de Papplication linéaire T,(f). L’application a~> rg,f
est semi-continue inférieurement.

5.6. Produits de variétés

56.1. Soient X et X' deux ensembles et soit ¢ = (U, ¢, E) (resp.
= (U’, ¢, E")) unecartede X (resp. X'). Le triplet

(Ux U, x ¢,E x 4E').

est une carte de 'ensemble produit X.x X', notée ¢ x c.

5.6.2. Soient X et X' deux variétés de classe C'. Il existe sur 'ensemble
produit X x X’ une structure de variété de classe C” et une seule telle
que ¢ x ¢’ soit une carte de X x X' pour toute carte ¢ de X et toute
carte ¢’ de X'. Muni de cette structure, X x X' s’appelle la variété pro-
duit des variétés X et X'. On définit de méme le produit d’'un nombre
fini quelconque de variétés. La topologie de la variété X x X' est la
topologie produit des topologies de X et de X'. Pour aeX et beX,
ona:

dimg, (X x X)) = dim,X + dim,X".

5.6.3. Soient X et X' deux variétés, et soit X x X’ leur produit. Soit
ae X etsoit a'e X’. Les projections canoniques

pry : X xX =X et prp: X xX ->X

sont des morphismes. Soient =; (i = 1,2) leurs applications linéaires
tangentes au point (g, a’). L’application

(71, m2) © TaayX x X) = TX) x T,(X)

est un isomorphisme, ce qui permet d’identifier I'espace tangent d X x X' en
{(a, a") au produit T (X) x T (X').

L’injectionde T,X) dans T, (X x X') résultant de cette identification
est application linéaire tangente en a au morphisme x+(x,a’) de X
dans X x X'; on a un résultat analogue pour 'injection de T (X') dans
TpaX x X).
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5.6.4. Soient W, X et X' trois variétés, et soiefit f: W - X, f": W= X’
deux applications. Pour que "application

(ff):WoaXxX

soit un morphisme, il faut et il suffit que f et f’ soient des morphismes
(cela justifie I’emploi du terme « produit », cf. Ens., chap. IV, § 2, n°4). Dans
ce cas, si a est un point de 'W, on a:

Tfs 1) = (T T

compte tenu de I'identification faite ci-dessus.

5.6.5. Soient f: X > Y et f': X' > Y  des morphismes de variétés. Alors
fxf:XxX —>Y xY estun morphisme. SiageX et ad€X’, ona:

T (f X 1) =Tdf) x Talf)
oS X f) = 18,1 + 18, f".

5.6.6. Soient X,;, X, et Z trois variétés et f un morphisme de X, x X,
dans Z. Soit aeX; et beX,. L’application linéaire tangente a I’ap-
plication partielle x> f(x,b) (resp. y— f(a,y)) de X, (resp.X,) dans
Z se note T ,(f) (resp-TZ(f)). Si l'on identifie T (X, x X;) a
T X;) x Ty(X,), ona:

Tan(f) . @ v) =TL () .u + T(za,b)(f ).v

pour tout ueT,(X,) et tout ve T,(X,)

5.6.7. (« Théoréme des fonctions implicites»). Les hypothéses et notations
étant celles du numéro précédent, supposons de plusque TZ ,(f) soit bijectif.
Il existe alors un voisinage ouvert U de a dans X, etun voisinage ouvert
V de b dans X, possédant la propriété suivante: pour tout xeU, il
existe un point g(x) de V et un seul tel que f(x, g(x)) = f(a, b), et Papplica-
tion g est un morphisme de U dans V. Pour tout xeU, ona-

Tx(g) = _(T(zx.g(x))(f ))_ 1o T(lx,g(x))(f )-

5.7. Immersions, morphismes étales

5.7.1. Soient X et Y deux variétés, f un morphisme de X dans Y et
a un point de X. Posons b = f(a). Les conditions suivantes sont équi-
valentes:

(i) L’application linéaire T,(f) est injective et son image est un sous-
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espace vectoriel fermé de T,(Y) admettant un supplémentaire topolo-
gique ! ;

(1) Il existe un espace de Banach F, un sous-espace vectoriel fermé
E de F admettant un supplémentaire topologique, et des cartes (U, ¢, E)
de X en aet (V,y,F) de Y en b tellesque f(U)=V et ¢ = ¢ (f|U).

(iii) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b
contenant f(U), une variété Z, un point ¢ de Z, et un isomorphisme
de variétés g de U x Z sur V tels que f(x) = g(x,c) pour tout xeU.

(iv) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b
et un morphisme g de V dans X avec f(U) < V, et ¢(f(x)) = x pour
tout xe U.

Lorsque X et Y sont de dimension finie, les conditions précédentes
sont encore équivalentes a la suivante:

(v) Il existe un voisinage ouvert U de a, un systéme de coordonnées
(n',...,n" de Y dans un voisinage ouvert V de b contenant f(U) et
un entier m < n telsque n/of =0 pour m < j < n et que les fonctions
n*of,...,n"o f forment un systéme de coordonnées de X dans U.

Si les propriétés (1) a (iv) sont satisfaites, on dit que f est une immersion
en a.

L’ensemble des points oul f est une immersion est ouvert dans X; si
cet ouvert est X tout entier, on dit que f est une immersion. .

Pour que f soit une immersion, il faut et il suffit que 'on puisse recouvrir
X par des ouverts U; tels que, pour tout i, flU; soit un isomorphisme de
U; sur une sous-variété de Y (cf. n°5.8.3)..

5.7.2. Exemples:

(a) Si X est un ouvert d’'une variété Y, linjection canonique de X
dans Y est une immersion.

(b) Soient E et F deux espaces de Banach et u une application
linéaire continue de E dans F. Alors u est une immersion si et seulement
si u est un isomorphisme de E sur un sous-espace vectoriel fermé de F
admettant un supplémentaire topologique.

5.7.3. Soient f:X =Y et g:Y = Z deux morphismes. Si f et g sont
des immersions, g o f est une immersion. Réciproquement, si go f est
une immersion, alors f est une immersion. Si f: X ->Y et f': X' =Y’
sont des immersions, f x f’ est une immersion.

5.7.4 Supposons que X et Y soient des variétés de dimension finie sur un
corps K de caractéristique 0. Si f:X — Y est un morphisme injectif,
I’ensemble des points de X ou f est une immersion est un ouvert dense

! Tout sous-espace vectoriel fermé de codimension finie d’un espace de Banach admet un
supplémentaire topologique;si K = R ou C, il en est de méme de tout sous-espace vectoriel
(nécessairement fermé) de dimension finie.
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dans X. Si K = R ou C, cerésultatreste vrai si I’ou suppose seulement que
X est de dimension finie.

5.7.5. Soit f:X — Y une immersion et soit g une application continue
d’une variété Z dans X. Pour que g soit un morphisme, il faut et il suffit
que fog soit un morphisme.

5.7.6. Soit f: X — Y un morphisme, et soit adans X. Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes:

(1) T,(f) est bijectif.

(i1) Il existe un voisinage ouvert U de a et un voisinage ouvert V de
f(a) tels que f induise un isomorphisme de U sur V.

Lorsque ces propriétés sont vérifiées, on dit que f est un isomorphisme
local en a, ou que f est étale en a. Si cela a lieu pour tout ae X, on dit
que f est étale, ou est un étalement, ou que X est étalé dans Y (au moyen
de f). Pour qu’un morphisme soit étale, il faut et il suffit que ce soit a la
fois une immersion (n° 5.7.1) et une submersion (n° 5.9.1.).

5.7.7. Soit f:X —Y une immersion; supposons la variét¢ X pure de
dimension finie. Alors f est étale dans chacun des deux cas suivants:

(1) dmY = dim X;

(i1) f est surjective et la topologie de X admet une base dénombrable
d’ouverts.

5.7.8. Pour qu’un morphisme f soit un isomorphisme sur une sous-
variété ouverte (resp. un isomorphisme), il faut et il suffit que f soit étale
et injectif (resp. étale et bijectif).

5.8. Images inverses de structures de variété, sous-variétés

5.8.1. Soient X un espace topologique, Y une variété et f une application
de X dans Y. Considérons les conditions suivantes:

(QR) (resp. (R)) Pour tout aeX, il existe un voisinage ouvert U de a
dans X et unecarte (V, @, E) delavariété Y en f(a) telsque f(U)c V et
que @ of induise un homéomorphisme de U sur I’intersection de (V) avec
un sous-espace vectoriel fermé (resp. fermé et admettant un supplémentaire
topologique) F de E.

Sila condition (QR) est réalisée, il existe sur X une structure de variété
et une seule pour laquelle les triplets (U, ¢ of, F) (avec les notations de
(QR)) sont des cartes de X. On P'appelle la structure image inverse de la
structure de variété de Y par f. Sa topologie est celle de X.

Pour qu’il existe sur X une structure de variété compatible avec la topo-
logie donnée et pour laquelle f soit une immersion, il faut et il suffit que la
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condition (R) soit satisfaite. Cette structure est alors unique : c’est I'image
inverse par f dela structure de variété de Y.

5.8.2. La condition (R) ci-dessus est notamment satisfaite lorsque pour
tout ae X il existe un voisinage ouvert U de a tel que f|U soit un
homéomorphisme de U sur un ouvert de Y. Dans ce cas, la variété X
obtenue est étalée sur Y (5.7.6).

5.8.3. Supposons maintenant que X soit un sous-espace topologique de
Y, f étant I'injection canonique. Si f satisfait 4 la condition (R) (resp.
(QR)) du n® 5.8.1, on dit que X, muni de la structure image inverse de la
structure de variété de Y par f, est une sous-variété (resp. quasi-sous-
variété) de Y. Une sous-variété est une quasi-sous-variété.

Toute quasi-sous-variété est localement fermée ; tout ouvert est une sous-
variété et sa structure est celle définie au n® 5.2.3.

Lorsque Y estlocalement de dimension finie, un sous-espace topologique
X de Y est une sous-variété de Y si et seulement si, pour tout aeX, il
existe un voisinage ouvert U de a dans Y, un systéme de coordonnées
(€1,...,&™) de Y dans U, etunentier k < m tels que U X soit I'en-
semble des points de U o s’annulent simultanément les fonctions & pour
I<igk

Soit f: X — Y un morphisme de variétés. Supposons que f soit une
immersion, et que f induise un homéomorphisme de X sur f(X). Alors
f(X) est une sous-variété de Y, et f induit un isomorphisme de X sur
f(X); on dit alors que f est un plongement de X dans Y.

5.8.4. Soient Y et W deux variétés, soit X une sous-variétéde Y etsoit f
une application de X dans W. Pour que f soit un morphisme, il faut et il
suffit que, pour tout aeX, il existe un voisinage U de a dans Y et un
morphisme g : U - W tels que g coincide avec f sur U n X.

5.8.5. Soit X une quasi-sous-variété d’une variété Y, et soit g une appli-
cation d’une variété Z dans X. Supposons que K soit de caractéristique
0, ou.que X soit une sous-vari€té de Y. Pour que g soit un morphisme
de Z dans X, il faut et il suffit que ce soit un morphisme de Z dans Y:
autrement dit, la structure de variété de X est induite par celle de Y (Ens,
ch. IV, § 2, n° 4).

5.8.6. Si X est une sous-variété (resp. quasi-sous-variété)de Y etsi Y est
une sous-variété d’une variété Z, alors X est une sous-variété (resp. quasi-
sous-variété) de Z.

5.8.7. Soit X; (pour i = 1,2) une variété et soit Y; une sous-variété (resp.
quasi-sous-variété) de X; (pour i = 1,2). Alors Y, x Y, est une sous-
variété (resp. quasi-sous-variété) de X, x X,.
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5.8.8. Soit X une quasi-sous-variété d’'une variété Y; soit x un point
de X et notons f linjection canonique de X dans Y. L’application
T(f) : TAX)— TY) est injective et elle permet d identifier ’espace T (X)
a un sous-espace vectoriel fermé de T (Y). L’espace vectoriel topologique
quotient T (Y)/T(X) est un espace de Banach, qu’on appelle espace
transversal en x a X (dans Y). Sa dimension (finie ou +o0) s’appelle
la codimensionde X dans Y au point x.

Side plus X est une sous-variété de Y, alors ’'espace T (X) admet un
supplémentaire topologique dans T {Y).

5.8.9. Soit f une application d’une variété X dans une variété Y, etsoit I’
son graphe. Pour que f soit un morphisme, il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient satisfaites :

(1) T est une sous-variété de X x Y.

(1) Pourtout {x, y)eT’, ona

T X x Y) = T, ;1) & TY).

S’il en est ainsi, Papplication pr; induit un isomorphisme de I' sur X, et
T (I s’identifie au graphe de T, (f).
En particulier, la diagonale de X x X est une sous-variété de X x X.

5.8.10. Soit 'Y une variété, et soit (f)),q une famille fimie de fonctions
morphiques sur Y. Soit X Pensemble des xeY tels que f;(x) = 0 pour
tout 4. Faisons 'hypothése suivante:

(J) Pour tout xeX, les différentielles d.f; sont linéairement indépen-
dantes dans T (Y).

Alors X est une sous-variété fermée de Y, Pespace tangent T (X) est le
sous-espace de T(Y) formé des « tels que a.f; = O pour tout i dans I
De plus, la codimension de X dans Y est égale a Card (I) en chacun de ses
points.

5.8.11. (Points simples d’un idéal). Soit a un idéal de I'algébre de poly-
némes K[X,,...,X,]. Unpoint x = (x,,..., x,) de K" estappelé un zéro
de a si f(x) =0 pourtout fea. Si xe K", notons S, la sous-algébre de
K(X,,...,X,) formée des fractions f/g, avec f,geK[X,,...,X,], et
g(x) # 0; notons a, I''déal de S, engendré par a dans S,. Un point x
est appelé un zéro simple de a sic’estunzérode a et silacondition suivante
est satisfaite:
(S) Il existe une suite finte (f;,...,f,) d’éléments de a qui engendrent
I’'idéal a, et dont les différentielles en x sont linéairement indépendantes.
{Cette condition équivaut & dire que ’anneau local S./a, est régulier (Alg.
Comm., a paraitre).)

Soit Z (resp. Z;) Pensemble des zéros (resp. des zéros simples) de a.
L’ensemble Z est fermé dans K", Z; est ouvert dans Z, et Z, est une

4 —B.
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sous-variété de K". Si xeZ,, l'idéal K[X,,...,X,]na, se compose des
polynémes f nuls sur-un voisinage de x dans Z,.

Soit @ I'idéal des polyndmes nulssur Z. Si K est algébriquement clos,
I’ensemble des zéros simples de a est dense dans Z.

5.8.12. Soient X une variété et L P'ensemble des couples (x,Z) ol x est
un point de X et Z une sous-variété de X contenant x. Etant donnés
deux couples © = (x,Z) et n' = (x’, Z'), nousnoterons Rir, n'} larelation:

«Ona x = x’ etil existe un voisinage U de x telque UNnZ =UnZ ».
Alors R est une relation d’équivalence dans L; on note y.(Z) la classe
d’équivalence du couple (x,Z)eL. Sur I’ensemble J = L/R, il existe
une structure de variété et une seule qui vérifie la condition suivante:

Pour toute sous-variété Z de X, Papplication x+—y(Z) de Z dans J
est un isomorphisme de Z sur une sous-variété ouverte de J.

On dit que J est la variété des germes de sous-variétésde X (cf. Top. Gén.,
chap. [, 4° éd., § 6, n® 10).

L’application p :J — X définie par p(y(Z)) = x est une immersion;
on I’'appelle 'immersion canonique de J dans X..

Si X est une variété analytique séparée de dimension finie, il en est de
méme de J.

5.9. Submersions et variétés quotients

59.1. Soient f: X - Y un morphisme de variétés, a un point de X et
posons b = f(a). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) L’application linéaire T, (f) est surjective, et son noyau admet un
supplémentaire topologique dans T (X).

(1) Ilexiste unecarte (U, ¢, E) de X en g, unecarte (V,y,F) de Y en
b et une application linéaire continue surjective # de E dans F telles que

fUYSV, Yof=uce

et que le noyau de u admette un supplémentaire topologique dans E.

(iti) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b
contenant f{U), et un morphisme g de U dans une variété Z tels que
Papplication (f, g) de U dans V x Z soit un isomorphisme.

{iv) Il existe un voisinage ouvert V de b et un morphisme s de V dans
X tels que s(b) = a et f(s(y)) = y pour tout y dans V («section locale »).

Lorsque X et Y sont de dimension finie, les conditions précédentes
sont équivalentes a la condition suivante :

(v) Il existe un voisinage ouvert U de a, un voisinage ouvert V de b
contenant f(U), et un systéme de coordonnées (nt,...,n") sur V tels que
les fonctions #' of sur U fassent partie d’un systéme de coordonnées sur U.

Si les propriétés (i) & (iv) sont satisfaites, on dit que f est une submersion
en a. L’ensemble des points ol f est une submersion est ouvert dans X; si
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cet ouvert est X tout entier, on dit que f est une submersion.

59.2. Soient f: X —»Y et g:Y — Z deux morphismes. Si f et g sont
des submersions, il en est de méme de g of; réciproquement, si g of est
une submersion et si f est surjective, alors g est une submersion.

593.8i f:X->Y et f': X' > Y’ sont des submersions, f x f' est une
submersion.

59.4. Une submersion f:X — Y est une application ouverte (cf. Top.
gén., chap. I, 4° éd., §5, n° 1); en particulier, la relation d’équivalence
R définie par f est ouverte, f définit par passage au quotient un homéo-
morphisme de X/R sur f(X), et f(X) est ouvert dans Y.

59.5. Soit R une relation d’équivalence sur une variété X. On dit que R
est réguliere s’il existe sur I’espace quotient X/R une structure de variété telle
que la projection canonique p:X — X/R soit une submersion; cette
structure de variété est alors unique; elle est quotient de celle de X (Ens.,
ch. IV, § 2, n° 6): autrement dit, pour qu’une application g de X/R dans
une variété Y soit un morphisme, il faut et il suffit que g - p soit un mor-
phisme de X dans Y.

Soit C = X x X legraphede R. Pour que R soit réguliére, il faut et il
suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites:

(1) C est une sous-variété de X x X.

(ii) L’application pr, de C dans X est une submersion.

La condition (ii) signifie aussi que si a et b sont congrus modulo R, il
existe un voisinage ouvert U de a et un morphisme s de U dans X tel
que s(a@) = b et que s(x) soitcongrua x modulo R pourtout xe U.

Supposons R réguliére. Pour que la variété quotient X/R soit séparée, il
faut etil suffit que le graphe de R soitfermé dans X x X.

59.6. Soient X et X' deux variétés, R et R’ des relations d’équivalence
réguliéres sur X et X/, et soit f: X - X' un morphisme compatible avec
les relations R et R’. L’application f: X/R — X'/R’ déduite de f par
passage aux quotients est alors un morphisme.

59.7. (« Transitivité des quotients ») Soient R et S deux relations d’équi-
valence sur une variété X telles que R entraine S, et soit S/R la relation
d’équivalence quotient sur X/R. Supposons que R soit réguliére. Alors,
pour que S soit réguliére, il faut et il suffit que S/R le soit; s’il en est ainsi,
la bijection canonique

(X/R)/(S/R) —» X/S

est un isomorphisme de variétés.
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5.9.8. (« Produits de quotients ») Soit (X,);; une famille finie de variétés,
munies chacune d’une relation d’équivalence réguliére R;. Soit X = H X

et soit R la relation d’équivalence sur X produit des R; (cf. Top. Gen
chap. I, 4° éd., § 5, n° 3, cor. de la prop. 8). Alors R est réguliére, et la

bijection canonique de X/R sur Il (Xi/R;) est un isomorphisme de variétés.
iel

5.10. Subimmersions

5.10.1. Soit f:X — Y un morphisme de variétés et soit I' le graphe de f.
L’application j: x+—(x, f(x)) est une immersion de X dans X x Y,
dont 'image est la sous-variété T, et f = pr, o j est composé de I'immersion
J suivie de la submersion pr,.

Soit ae X. On dit que f est une subimmersion en a §’il existe un voi-
sinage ouvert U de a, une variété Z, une submersion s de U dans Z
et une immersion i de Z dans Y tels que f|U = ios. L’ensemble des
points de X ou f est une subimmersion est un ouvert de X; si cet ouvert
est X toutentier, onditque f estune subimmersion.

5.10.2. Les immersions et les submersions sont des subimmersions. Si
S :X =Y estune subimmersion, g : Y — Z une immersion et h: W — X
une submersion, alors g of ¢+ h est une subimmersion.

Si f et f' sont dessubimmersions, f x f’ est une subimmersion.

5.10.3. Pour que f:X — Y soit une subimmersion en un point a de X,
il faut et il suffit qu’il existe une carte (U, @,E) de X en a, une carte
(V,¢,F) de Y au point f(a) et une application linéaire continue g de E
dans F telsque:

@) fU) =V, gleU) cy(V) et fIU=y ' ogog;

{ii) le noyau (resp. I'image)de g est un sous-espace ferméde E (resp. F)
admettant un supplémentaire topologique.

5.104. Soient X et Y deux variétés de dimension finie. Pour qu’un mor-
phisme f de X dans Y soit une subimmersion en un point a de X, il
faut et il suffit qu’il existe un systéme de coordonnées (£1,...,&™ de X en
a, un systéme de coordonnées (',...,7") de Y en f(a) et un entier
k < inf(m, n) tels que

nef=¢ pour 1<i<k
niof=0 pour k <i<n

5.10.5. Soit f: X — Y une subimmersion. Pour tout beY, f~!(b) estune
sous-variété de X; le sous-espace de T,(X) tangent i la sous-variété f ~*(b)
au point aef~!(b) estle noyau de T, (/).
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5.10.6. (« Théoréme du rang constant») Soit f: X — Y un morphisme de
variétés et soit ae X. Si f est une subimmersionen a, ona rg. f = rg,f
pour x voisin de a.

Réciproquement, supposons le corps K de caractéristique zéro. Soient
(U, ¢, E) une carte de X en.a etsoit (V,¥,F) une carte de Y en f(a),
avec f(U) = V. Posons g = ¥ of o ¢~ 1. S’il existe un sous-espace vectoriel
fermé E, de E et un sous-espace vectoriel fermé F, de F tels que pour
tout xe U, le sous-espace E, (resp. F;) soit un supplémentaire topo-
logique du noyau (resp. de I'image) de la dérivée Dg(p(x)) de g au point
@(x), alors f est une subimmersion en a.

Si K est de caractéristique zéro (resp. K =R ou C) etsi Y est de
dimension finie {resp. rg,f < +o0), alors f est une subimmersionen a siet
seulement si rg, f = rg,f pour tout x assez voisin de a.

Si K est de caractéristique zéro (resp. K =R ou C) et Y (resp. X)
de dimension finie, 'ensemble des points x € X ou f est une subimmersion
est un ouvert dense dans X.

5.10.7. (« Factorisation canonique d’une subimmersion») Toute sub-
immersion est composée d’une submersion et d’une immersion. De facon
précise, soit f: X — Y une subimmersion, et soit J la variété des germes de
sous-variétés de Y (5.8.12). Soient x dans X et y = f(x); il existe des
voisinages ouverts U de x tels que fjU soit une submersion de U sur
une sous-variété Z de Y; I'élément y,(Z) de J ne dépend que de x mais
non du voisinage U choisi, et, si on le note A(x), I'application 1 est une
submersion de X dans J; sil’'onnote p 'immersion canonique de J dans
Y, ona f=po-A Sif estuneimmersion, le morphisme 1 de X dans J
est étale.

Si g est une submersion surjective de X dans une variété Z et h un
morphisme de Z dans Y telsque f= h o g, il existe une submersion p et
une seule de Z dans J telleque A = pog.

5.11. Produits fibrés et images réciproques

5.11.1. Soient F un espace de Banach, (E;),, une famille finie d’espaces de
Banach et f = (f}),,; une famille d’applications linéaires continues f; de
E,; dansF. Soient E leproduitdes E; et f I'application linéaire continue de
E dans F! produit des f;. Soit enfin D le sous-espace fermé de F' formé
des (). tel§ que y; soit indépendant de i (« diagonale » de F'). On dit
que la famille f est transversale si ’application linéaire continue composée
de f et de la projection canonique de F' sur le quotient F'/D est surjective
et si son noyau f (D) admet un supplémentaire topologique.

" Siles espaces E; et F sont tous de dimension finie, la famille f est
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transversale si et seulement si 'on a:
codim (M Im £)) = ¥ codim (Im f))

Si I={1,2}, le couple (f,,f,) est transversal si et seulement si
Papplication

Hi+fLEi®@E,»F

est surjective et si son noyau admet un supplémentaire topologique (si E, et
E, sont de dimension finie, il revient au méme de dire que

Imf, + Imf, =F).

5.11.2. Soient S une variété, (X,);.; une famille finie de variétéset f = (f);
une famille de morphismes f; de X; dans S. Soit P le sous-ensemble
du produit X des X; formé des points (x;);q tels que fi(x; soit in-
dépendant de i. Soit xeP et soit y = fi(x;)eF. On dit que la familie f
est transversale au point x de P si les applications T (f;) forment une
famille transversale d’applications linéaires continues a valeurs dans I’espace
de Banach T,(S). On dit que f est transversale si elle est transversale en
tout point de P.

Si f esttransversale, alors P est une sous-variété de X, quel’on appelle
produit fibré de la famille des X; au dessus de S (relativement a la famille f)

et que 'on note I1 s X; (ou plus simplement X,; x¢X, lorsque I = {1,2}
iel

par exemple). Pour tout point x = (x;) de P, I’espace tangent Tx(n s Xp)
est le sous-espace de [1 T, (X;) formé des vecteurs tangents ¢ = (z;) tels
que T,(f).t; soit indépendant de 'indice i.

Si f; : X; = Y est une submersion et f, : X, - Y un morphisme, le
couple (f;,f>) est transversal.

5.11.3. (« Propriété universelle des produits fibrés») Soit f= (f);, une
famille transversale de morphismes f; : X; —» S et soit P le produit fibré
des X; au-dessus de S; pour tout iel, on note x; le morphisme de P
dans X; obtenu par restriction a P de la projection de X sur X;; alors
f; om; est un morphisme de P dans S indépendant de i. Soient T une
variété, et g; : T —» X; des morphismes de variétés tels que f; - g; soit un
morphismede T dans S indépendantde iel; ilexiste alors un morphisme
h de T dans P etunseultelque g; = m; c h pourtout iel.

5.11.4. (« Associativité du produit fibré») Soit f = (f}),,, une famille finie
de morphismes de variétés f; : X; — S, et soit (J,),.o une partition de 1.
Onssuppose que, pour tout A dans A, lafamille f;, = (f);,, esttransversale,
et 'on note P, le produit fibré decette famille ; pour tout point x = (X;);.,
de P, I'élément f;(x;) de S estindépendant de ieJ, et sera noté u,(x);



n° 5.11 VARIETES 55

alors u, estunmorphismede P, dans S. Pour que lafamille u = (u;) soit

transversale, il faut et il suffit que 1a famille f le soit. La bijection canonique

de [TT1 X; sur I1 X; donne alors par restriction un isomorphisme du
AeA iel, iel

produit fibré I1 s P, sur le produit fibré Il s X;-

AeA iel

5.11.5. Soit S une variété. On appelle variété au dessus de S une variété
X munie d’un morphisme 1 : X — S. Soient (X, 4) une variété au dessus de
S et f:8 — S un morphisme de variétés tel que le couple (f,4) soit
transversal. Onnoteraalors f*(X) la variété S’ x ¢ X, munie du morphisme
S¥(A) : §' x¢ X définipar f*(A)(s', x}) = s'. Onditque f*(X) se déduitde X
par changement de base de S a S’ suivant £ Si A est une submersion
(resp. une immersion, une subimmersion, un morphisme étale), il en est
de méme de f*(J).

5.11.6. Soit f: X — Y un morphisme de variétés et soit W une sous-
variété de Y ; soit i I'injection canonique de W dans Y. Ondit que f est
transversal @ W en un point xef~ i(W) si le couple (f; i) est transversal
au point (x, f(x)) de X x W. Pour cela, il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient satisfaites:

(1) Pespace tangent T,(Y) est somme de T,,(W) et de I'image de
TAS);

(i) 'image réciproque T,(f) '(T;(W)) de I'espace tangent 3 W en
f(x) admet un supplémentaire topologique.

Ondit que f est tranversald W s’il est transversala W en tout pointde
£HwW).

Pour qu’un morphisme f de X dans Y soit une submersion, il suffit
qu’il soit transversal 4 tout pointde Y et il faut qu’il soit transversal a toute
sous-variété de Y. Pour qu’une famille finie de morphismes f;: X; — S soit
transversale, il faut et suffit que le morphisme g de [1 X; dans S' défini

iel

par g((x):c) = (fi{x))e soit transversal a la diagonale de S'.

5.11.7. Supposons que le morphisme f:X — Y soit transversal 4 la sous-
variété W de Y. Alors f~ (W) est une sous-variété de X, et pour x dans
f~YW) le sous-espace de T (X) tangenta f~}(W) est I'image réciproque
par T,(f) du sous-espace T, (W). Par passage au quotient, I'application
linéaire T,(f) définit un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques
de I’espace transversal 4 f (W) en x sur I'espace transversal 3 W en
y = f(x). Si W estdecodimension d en y dans Y, la sous-variété f ~}(W)
de X est de codimension d en tout point de f ~*(W). Enfin, 'application
x+ (x, f(x)) est un isomorphisme de variétés dé f~ (W) sur le produit
fibré X x, W.
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5.11.8. Soient Y, et Y, deux sous-variétés d’une variété X, et soit ¢
'injection de Y; dans X. On ditque Y, et Y, sont transversales si le
couple (¢, ¢;) est transversal; il revient au méme de supposer que, pour tout
point x de Y, nY,, les sous-espaces T,(Y,) et T (Y,) de T,(X) ont
T, (X) pour somme, et que leur intersection admet un supplémentaire topo-
logique dans T (X). Sous ces conditions, Y, Y, est une sous-variété de
X etpourtout x dans Y, nY,, ona:

TY; nY,)=TJ(Y,) nTAY,);

side plus Y; est de codimension d; en X, alors Y, nY, est de codimen-
sion d; +d, en x.

5.11.9. Soient f et g deux morphismes d’une variété X dansune variété Y.
Si le morphisme (f,g) : X - Y x Y est transversal a la diagonale de
Y x Y, lesous-ensemble N de X formé des points x telsque f(x) = g(x)
est une sous-variété de X; on’appelle le noyau de la double fieche

fg: X3JY.
5.12. Variétés de groupes

5.12.1. Soit G un groupe. Une structure de variété sur G est dite com-
patible avec la structure de groupe de G si Papplication (x, y)— xy de
G x G dans G est un morphisme. L’application x+s x~ ! est alors un
morphisme de G dans lui-méme. L’ensemble G, muni de sa structure de
groupe et de sa structure de variété, est appelé une variété de groupe (« de
classe C’ » sil’on veut préciser), ou encore un groupe de Lie. Si r = w, on
dit aussi groupe analytique. Si K = R (resp. C, Q,), on dit encore groupe
de Lie réel (resp. complexe, p-adique). Toute variété de groupe est pure.
On appelle homomorphisme de variétés de groupe (ou simplement homo-
morphisme) toute application d’une variété de groupe dans une autre qui
est a la fois un homomorphisme de groupes et un morphisme de variétés.

Si G est une variété de groupe, la structure topologique sous-jacente a
la structure de variété de G en fait un groupe topologique métrisable et.
complet ; il est localement compact si K est localement compact et G de
dimension finie.

5.12.2. Exemples:

(i) Si V est un espace de Banach, la structure canonique de variété de V
est compatible avec sa structure de groupe commutatif.

(i1) Soit A une K-algébre normée compléte, possédant un élément unité,
et soit A* le groupe des éléments inversibles de A. C’est un sous-espace
ouvert de A et la structure de variété induite sur cet ouvert par la structure
canonique de variété du K-espace vectoriel A est compatible avec la
structure de groupe dans A*. En particulier, prenons pour A Palgébre
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#(E) des endomorphismes continus d’un espace de Banach E; le groupe
A* se compose des automorphismes de I’espace vectoriel topologique E;
on note GL(E) la variété de groupe ainsi définie. Lorsque A = M,(K), on
obtient une structure de variété de groupe sur GL(n, K).

iii) Si G,,...,G, sont des variétés de groupes, le groupe produit
G =G, x -~ x G, est une variété de groupe, lorsqu’on le munit de la
structure de variété produit de cellesdes G;.

5.12.3. Soit G une variété de groupe, soit H un groupe topologique et
soit f: H - G un homomorphisme continu vérifiant la condition (QR) du
n° 5.8.1. La structure de variété image inverse de celle de G par f fait alors
de H une variété de groupe. Ceci s’applique notamment lorsque H est un
sous-groupe de G qui est une sous-variété (resp. quasi-sous-vari€té); un tel
sous-groupe s’appelle une sous-variété (resp. quasi-sous-variété) de groupe de
G; il est nécessairement fermé dans G.

Si H;(i=1,...,n) est une sous variété de groupe de G;, alors
H, x --- x H, est une sous-variété de groupe de G, x --- x G,.

5.12.4. Soit G une variété de groupe et soit H une sous-variété de groupe
de G. Larelation d’équivalence x~'ye H est réguliére, ce qui permet de
munir I'espace G/H des classes a gauche xH d’une structure de variété
dite quotient de celle de G. L’application canonique (g, x)—g.x de
G x (G/H) dans G/H est un morphisme. On a des résultats analogues
pour I’espace homogeéne H\G des classes a droite Hx. Si H est distingué,
la structure de variété de G/H est compatible avec sa structure de groupe.

5.12.5. Soit G une variété de groupe et soit X une variété. On appelle loi
d’opération a gauche du groupe G dans la variété X tout morphisme
(s,x)—sx de G x X dans X tel que

s(tx) = (st)x si s,teG,xeX

ex = Xx si xe X (e étant I’élément neutre de G).

On dit aussi que la variété de groupe G opére d gauche sur X; on définit de
maniére analogue les lois d’opération a droite.

Soit xe X etsoit G, son stabilisateur dans G. Supposons que appli-
cation gr> g.x soit une subimmersion (hypothése automatiquement vérifiée
si la caractéristique de K est 0 et X de dimension finie). Alors G, est
une sous-variété de groupe de G et Papplication de G/G, dans X obtenue
par passage au quotient & partir de g~ g.x est une immersion. Si en
outre’orbite G.x de x estlocalementferméeet sila topologicde G admet
une base dénombrable, G.x est une sous-variété de X et 'application
G/G, — G.x est un isomorphisme de variétés.
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5.13. Affaiblissement de structure

Dans tout ce n° les lettres 7, s, ¥, s’ désignent, soit des entiers >1,
soit I'un des symboles o et w. On suppose que K = R.

5.13.1. Soient r < s, et X une variété de classe C°. Il existe sur P’espace
topologique X une structure de variété de classe C" et une seule telle que
toute carte de X pour la structure donnée soit une carte de X pour cette
nouvelle structure. Soit X, la variété de classe C™ ainsi définie. On dit
qu’elle se déduit de X par affaiblissement de la structure de variété de X,
ou encore que sa structure de variété est sous-jacente a celle de X. La notion
d’affaiblissement est transitive: si # <r, ona X, = (X,),-; eile commute
aux produits: si 'Y estdeclasse C,ona (X x Y),=X, xY,; onaun
résultat analogue pour X XgY sous les hypothéses dun® 5.11.2.

Soit ae X etsoit ¢ une cartede X en a; C’est aussi une carte de X,
en a. On en déduit (5.5.1) des isomorphismes

b : E->TyX), 6 :E-TJ(X),

d’ott un isomorphisme 8.0 87! : T(X) = TX,). Cet isomorphisme est
indépendant du choix de c¢; il permet d’identifier les espaces tangents a
X eta X, en a

5.13.2. Soit X (resp. X') une variété de classe C° (resp. C*) et soit r
avec r < inf(s,s’). Une application f:X — X' est dite de classe C si
c’est un morphisme de X, dans X;; une telle application est de classe
C” pour tout < r. De plus, Papplication linéaire tangente a f : X, — X,
en un point ae X coincide avec P'application linéaire tangente 2 f con-
sidérée comme morphisme de X,. dans X..

On désignera le plus souvent par le méme symbole les variétés X et
X,; ainsi, si X est de classe C° I’expression « une sous-variété de X de
classe C'» (r < s) signifie « une sous-variété de X, ».

5.14. Restriction du corps de base

Dans ce numéro, on se donne deux corps commutatifs valués complets
non discrets K et L, ainsi qu'un isomorphisme ¢ du corps valué K sur
un sous-corps de L. Si E est un espace de Banach sur L, on note o (E)
Pespace vectoriel sur K obtenu par restriction des scalaires (cf. Alg., chap.
I, 3° éd,, § 8); la topologie donnée sur E est compatible avec la structure
de K-espace vectoriel, et ¢, (E) est un espace de Banach sur K.

5.14.1. Soit X une variété analytigue sur 1. et soit ¢ = (U, ,E) une
carte de X. L’application ¢ est une bijection de U sur un ouvert de
a(E) et le triplet ¢, = (U, ¢, 6, (E)) est une carte de X. Il existe sur X
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une structure de variété analytique sur K et une seule pour laquelle ¢, est
une carte pour toute carte ¢ de la variété L-analytique X. On note X, la
variété analytique sur K ainsi obtenue et on dit que X, est obtenue a
partir de X par restriction des scalaires (de L & K au moyen de o).
L’espace topologique sous-jacent 2 X, est le méme que celui sous-jacenta X.

5.14.2. Exemples:

(@) On prend K =R, L =C, ¢ étant I'injection canonique de R
dans C. Ainsi, toute variété analytique complexe est canoniqguement munie
d’une structure de variété analytique réelle ; cette structure analytique réelle
définit elle-méme des structures différentielles de classe C" pour tout r.

(b) On prend K=C, L =C, ¢ étant la conjugaison x—X. On
associe ainsi a toute variété analytique complexe X une variété analytique
complexe X, appelée la conjuguée de X. Si f est une fonction & valeurs
complexes, définie sur un ouvert U de X, f est analytique pour la struc-
ture de X si et seulement si la fonction conjuguée f est analytique pour
la structure de X. Les variétés X -et X définissent par restriction des
scalaires la méme variété analytique réelle.

5.14.3. Soient X une variété analytique sur K, Y une variété analytique
sur L. Uneapplication f:X — Y estdite g-analytique si c’est un morphisme
de X dans Y,. Si K <L, ¢ estlinjectionde K dans L, et X est une
variété analytique sur L, on appelle application K-analytique une applica-
tion g-analytique de X, dans Y.

5.144. Soit V un L-espace de Banach. On a V, = ¢,(V): la structure
canonique de variété analytique sur K de o,(V) se déduit par restriction
des scalaires de la structure canonique de variété analytique sur L de V.

5.14.5. Soit X une variété analytique sur L, et soit aeX. Soit ¢ une
carte de X en a; alors ¢, est unecartede X, en a et I'on en déduit des
isomorphismes :
0.:E - TX), 6.,:0,(E) > T(X,)
d’ot un isomorphisme 6, o ¢,(6,)7! de o (T,(X)) sur T,(X,); cetisomor-
phisme ne dépend pasdu choixde c; il permet d’identifier T,(X,) 4 ¢, (T (X))
et méme a T, (X) par abus d’écriture.

Si f est une application analytique sur L de X dans une variété Y,
P’application linéaire tangente 4 f en a (f étant considérée comme un
morphisme de X, dans Y,) estégalea o, (T,(f)).

5.14.6. Soient X et Y deux variétés analytiques sur L, etsoit f:X, > Y
une application g-analytique. Supposons que la caractéristique de K soit
0. Alors, pour que f soit analytique sur L, il faut et il suffit que, pour tout
aeX, lapplication T,f) soit L-linéaire.
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Lorsque K =R, L = C (cas (a) du n® 5.14.2), on a un résultat plus
précis:si X et Y sontdedimensionfinieetsi f : X — Y est une application
de classe C! dont I'application tangente en tout point de x est C-linéaire,
alors f est analytique complexe.

5.14.7. Soient X une variété analytique complexe et g une application de
X dans elle-méme satisfaisant aux conditions:

(1) Ona gog = Idy.

(ii) L’application g est un isomorphisme de la variété analytique X
sur la variété conjuguée X (5.14.2).

L’ensemble X, des points x de X tels que g(x) = x est une sous-
variété analytique fermée de la variété analytique réelle sous-jacente a X.
Pour xeX,, ona T (X) = T.(Xo) ® iT.(Xo)

Soit U un ouvert connexe de X et soient f et g deux applications
analytiques complexes de U dans un espace localement convexe séparé
complexe ou dans une variété analytique complexe séparée. Si f et g
coincident sur une partie non vide de U n X, ouverte dans X, alors
f=g

Supposons X, paracompacte. Si f est une application analytique
réelle de X, dans un espace localement convexe séparé ou dans une variété
analytique complexe séparée, il existe un voisinage ouvert U de X,
dans X et une application analytique complexe de U dans I'espace des
valeurs de f, prolongeant f. Deux tels prolongements coincident sur un
voisinage de X, dans X.

Supposons X de dimension finie. Pour tout point a € X, il existe un
systéme de coordonnées (complexes) (*,...,{" dans un voisinage ouvert
U de a, telles que {fog = pour 1<i<n; larestriction & de [
a UnX, estalors a valeurs réelles et (£),..., £") est un systéme de coor-
données en a de la variété analytique réelle X,,.

5.14.8. Pour toute variété analytique réelle Y, paracompacte, il existe un
couple (X, g) formé d’une variété analytique complexe X et d’une applica-
tion g de X dans elle-méme satisfaisant aux conditions (i) et (ii) de 5.14.7,
et un isomorphisme f de Y sur X,. On dit que X (munic de f et g)
est une complexification de Y.
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§ 6. Fibrations '

6.1. Fibrations

6.1.1. On appelle fibration de classe C’, ou simplement fibration, un tri-
plet (X, B, ) ou B et X sontdes variétésdeclasse C" et n un'morphisme
de X dans B, jouissant de la propriété suivante:

(F) Pour tout x e B, il existe un voisinage ouvert U de x, une variété
F, et un isomorphisme ¢ de n~}(U) sur U x F telque m(ep " '(x,y)) = x
pour tout xe U ettout yeF.

Si 1 =(X,B, ) est une fibration, on appelle X [l'espace de 4, B la
base de A, et m la projection de A. L’application 7= est une submersion;
en particulier n(X) est ouvert dans B, etsi R désigne la relation d’équiva-
lence définie par n dans X, Papplication canonique de X/R dans =n(X)
est un isomorphisme. Pour tout x € B, ’image réciproque 7~ (x) est une
sous-variété fermée de X, appelée la fibre de x, et notée X,.

6.1.2. Exemples:

(a) Si B et F sont deux variétés, le triplet (B x F, B, pr,) est une
fibration dont les fibres sont canoniquement isomorphes & F.

(b) Si A =(X,B,7n) et X' = (X',B,n") sont des fibrations,

Ax A =XxX,BxB,nxx)

est une fibration ; on I'appelle le produit de A etde A’

©)Sh A=(B,n) et '=(X,Bn') sont des fibrations de méme
base, A xgAd =X x3X,B,n xy7') est une fibration; on lappelie le
produit de A et de A’ au-dessus de B, ou encore le produit fibré de A et
de 4.

6.1.3. Soient 1= (X,B,n) et ' =(X,B’,xn') deux fibrations. On appelle
morphisme de 1 dans A’ tout couple (f, g), ou f est un morphisme de B
dans B, et g unmorphismede X dans X/, telque n'og = fon. Lorsque
B =B et f=I1dg, on dit que g est un B-morphisme de A dans 1'; si
g est un isomorphisme de X sur X, g~! est un B-morphisme de 1’ dans
A, et I'on dit que g est un B-isomorphisme de A sur A’; pour qu’il en
soit ainsi, il faut et il suffit que, pour tout xe B, Papplication g, : X, — X,
induite par g soit un isomorphisme.

! Les définitions et la plus grande partie des résultats des §§ 6 et 7 s’appliquent aussi a la
catégorie des espaces topologiques ; on doit alors remplacer les mots « variétés », « sous-variétés »,
« morphismes » et « variétés de groupes » par « espaces topologiques », « sous-espaces topolo-
giques », « applications continues>» et « groupes topologiques». Font exception les résultats
concernant les immersions, submersions, et relations d’équivalence réguliéres, ainsi que ceux
des n® 6.2.3 et 6.2.4 (a).
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6.1.4. La fibration (B x F,B, pr;) est appelée la fibration triviale de base
B et de fibre F. Un isomorphisme d’une fibration A sur une fibration
triviale s’appelle une trivialisation de A.

6.1.5. Soit A = (X, B, ) une fibration, et soit f: B’— B un morphisme.
Soit =’ 'le morphisme canonique de B’ xzX dans B'. Le triplet
(B’ xg X, B, n') est une fibration, appelée I’image réciproque de A par f’
ou la fibration déduite de A4 par changement de base de B a B’ suivant f
et notée B’ x4, ouencore f*A Si f' désigne 'application canonique
de B’ x3X dans X, le couple (f,f’) est un morphisme de B’ xyzi dans
A; il jouit de la propriété universelle suivante: si (f, g) est un morphisme
d’une fibration A’ de base B’ dansla fibration 4, il existe un B’-morphisme
unique @ :4A'—> B xgl telque (f,2) = (f, f)- 0.

Lorsque B’ est une sous-variété de B, et f [Pinjection canonique de
B’ dans B, B’ xyX s’identifie 4 la sous-variété n~!(B’) de X, et n’
s’identifie A la restriction de = a =~ '(B’); 'image réciproque de 1 par f
est alors appelée la fibration induite par 1 sur B’

6.1.6. Si A =(X,B, ) est une fibration, on appelle section morphique (ou
simplement section) de A tout morphisme s: B — X telque mos = Idg.

6.2. Fibrations principales

6.2.1. Soient B une variété et G une variété de groupe. On appelle
fibration principale de base B et de groupe structural G un quadruplet
A=(P,G,B,) ou P est une variété sur laquelle G opére i droite
par (x,g)—x.g (cf. n® 5.12.5), et ol 7 est un morphisme de P dans B,
ces données étant assujetties a vérifier ’axiome suivant:

(P) Pour tout be B il existe un voisinage ouvert U de b et un isomor-
phisme f: U x G —» n~}U) tels que I'on ait

nf(u,g) =u et f(ugg)=flug).g' si ueU et g g'eG.

6.2.2. Soit 4 = (P, G, B, n) une fibration principale. Le triplet (P, B, n)
est une fibration; on a #(P) = B. La relation d’équivalence R définie par
n dans P coincide avec celle définie par G; son graphe n’est autre que
le produit P x g P (cf. n° 5.11.2); c’est une sous-variété de P x P. L’appli-
cation (x,g)— (x,x.g) est un isomorphisme de P x G sur P xyzP;
I’application qui fait correspondre a tout (x,y)e P xgP I'unique élément
geG telque y = x.g est un morphisme de P xgP dans G.

Le groupe G opére proprement et librement sur P (cf. Top. Gén., chap.
HI, 3¢ éd, §4). Si xeP et si b= n(x), I'application g+~ x.g est un
isomorphisme de la variété G sur la fibre de b.
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6.2.3. Inversement, soit G une variété de groupe, et soit P une variété
sur laquelle G opére a droite de facon a vérifier les deux conditions sui-
vantes:

(a) G opére proprement et librement sur P.

(b) Pour tout xeP, Papplication g+ x.g est une immersion de G
dans P. .

Alors la relation d’équivalence définie par G dans P est réguliére;
si 'on note P/G la variété quotient, et n la projection canonique de P
sur P/G, le quadruplet (P, G, P/G,n) est une fibration principale.

Lorsque K est de caractéristique 0 et que P est de dimension finie,
la condition (b) ci-dessus est conséquence de la condition (a).

6.2.4. Les conditions du n° précédent sont vérifiées dans les deux cas sui-
vants:

(a) P est une variété de groupe et G une sous-variété de groupe opérant
sur P par les translations a droite; la base-de la fibration principale ainsi
obtenue est ’espace homogéne P/G.

(b) G est un groupe discret opérant proprement et librement sur P.
La projection 7 : P — P/G est alors un morphisme étale (n° 5.7.6).

6.2.5. Exemples :

(a) Soit B une variété et soit G une variété de groupe. Faisons opérer
G sur B x G par (b,g).g = (b,gg'). Le quadruplet (B x G,G, B, pr;)
est une fibration principale.

(b) Soient 1 = (P,G,B,n) et A'=(P,G,B,n) deux fibrations prin-
cipales. Faisons opérer G x G’ sur P x P’ par la formule:

(x,x).(g, g) = (xg, x"g), xeP,xeP,geG, g eG.

Le quadruplet 4 x ' =(P x P,G x G, B x B,n x 7') est une fibration
principale ; on appelle le produit de i et de A

(c) Soient A =(P,G,B,n) et ' =(P,G,B,7") deux fibrations prin-
cipales de méme base. La sous-variété P x ; P’ de P x P’ est stable pour
les opérations de G x G’, et le quadruplet

Axgd =P xgP,G x G,B,nm xgn')

est une fibration principale ; on ’appelle le produit de i et de A’ au-dessus
de B, ou encore le produit fibré de A etde 1.

6.3. Morphismes de fibrations principales

6.3.1. Sotent 4 =(P,G,B,n) et 4’ =(P,G,B,n") deux fibrations prin-
cipales. On appelle morphisme de A dans i’ tout triplet (f, ¢, k), ou
f:P—P et h:B-— B sont des morphismes, ¢ : G = G’ est un homo-
morphisme de variétés de groupes, etoll n'e f = hom et f(x.g) = f(x). (g)
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pour xeP, geG. On notera que f détermine h; on dira souvent que
(f, ¢), ou méme simplement f, est un morphisme.

Lorsque B =B’ et h=1Id; (resp. lorsque G =G’ et ¢ = Idg),
un morphisme est appelé un B-morphisme compatible avec ¢ (resp. un
G-morphisme compatible avec h). Un morphisme qui est a la fois un B-
morphisme et un G-morphisme est appelé un G-B-morphisme (ici encore,
on dit souvent « morphisme » lorsqu’il ne peut y avoir de confusion). Tout
G-B-morphisme f:P — P’ est un isomorphisme de la variét¢é P sur la
variété P’; Pisomorphisme réciproque f ! est un G-B-morphisme:
f estun G-B-isomorphisme de P sur P'.

Deux espaces fibrés principaux P et P’ de méme base B et de méme
groupe structural G sont dits G-B-isomorphes (ou simplement isomorphes)
s’il existe un G-B-isomorphisme de P sur P

6.3.2. La fibration principale (B x G, G, B, pr,} est appelée la fibration
principale triviale de base B et de groupe structural G. Un isomorphisme
d’une fibration principale 1 = (P, G, B, n) sur la fibration principale triviale
de base B et de groupe structural G est appelé une trivialisation de 4.
Toute section s de A définit une trivialisation f, de A par la formule:

foUb,g) =sb). g pour beB et geG.

On obtient ainsi une bijection de I'ensemble des sections de i sur I'ensemble
des trivialisations de 1. De plus, si s, est une sectionde A, toute section s
de A s’écritde maniére unique sous la forme s(b) = sqo(b).r(b), o r : B - G
est un morphisme.

6.33. Soit A ={(P,G,B,n) une fibration principale, et soit h:B — B
un morphisme. Soit 7' (resp. #') le morphisme canonique de B’ x P
dans B’ (resp. dans P). Faisons opérer G sur B’ xzP par la formule

(,x).g=®,x.g), (b, x)eB" xzP, geG.

Le quadruplet (B’ x3P,G,B,n) est une fibration principale, appelée
I’image réciproque de 1 par h, etnotée B’ xg A ouencore h*A. L’applica-
tion h' :B xzP — P est un G-morphisme compatible avec h; il jouit de
la propriété umiverselle suivante: si f est un G-morphisme compatible
avec h d’une fibration principale A’ de base B’ dans la fibration 4, il
existe un G-B-isomorphisme unique k: A= B xgzi tel que f="h ok

Lorsque B’ est une sous-variété de B, et h linjection canonique
de B’ dans B, B’ xgP sidentifie 4 la sous-variété =~ '(B’) de P; on
Pappelle I’espace fibré principal induit par P au-dessus de B’, et on le note
n~ ' (B’), ouencore P{B. Tout xeV a un voisinage ouvert U tel que
P|U soit trivial.
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6.4. Construction de fibrations principales au moyen de cocycles

Soient B une variété, G une variété de groupe et soit % = (U}, un
recouvrement ouvert de B.

6.4.1. On appelle cocycledeclasse C” sur B avaleursdans G, subordonné
a %, une famille (g; ;)i hax1 Ppossédant les deux propriétés suivantes:
(1) pour tout couple (i,j)el x I, g;; est une application de classe
C" delouvert U;n U; de B dans G;
(2) pour tout triplet (i,j, k)eI°, ona

i (x) = g ;(x) . gjx(x) pour tout xeU;nU;nU,.

On dit que deux tels cocycles (g;;) et (gi; sont cohomologues s’il
existe une famille (b)), ou, pour tout iel, h; estune application de classe
C" de U; dans G, telle que:

(3) 8 ;(x) = hi(x)"'.g;;(x). hj(x) pourtout xeU;,nU,.

6.4.2. Soit A = (P,G, B, n) une fibration principale. Donnons-nous pour
tout iel une section s; de 1 au dessus de U; (6.3.3). Pour tout couple
(i, ) e 1%, il existe alors un morphisme et un seul g;; de U;nU; dans G
tel que:

4) s;(b) = s;{(b). g; ;(b) pour tout beU,nU,.

La famille des g;; est un cocycle sur B a valeurs dans G, subordonné
au recouvrement ouvert %. Ce cocycle est dit associé a I'objet (4, %,(s;);c1)
et les applications g;; sont appelées les fonctions de transition de cet objet.

Pour iel, soit x+— (n(x), f;(x)) la trivialisation définie par la section
s; de AU; (6.3.2). Pour xen '(U;nU)), ona:

©) ' Jix) = g; ;(m(x) . f;().

6.4.3. Inversement, soit g = (g;;) un cocycle sur B a valeurs dans G,
subordonné au recouvrement %. Il existe alors une fibration principale
A =(P,G,B,n) et une famille de sections (s;);; de 1 au-dessus des U,,
telles que la relation (4) soit satisfaite. Il en est alors de méme de (5). Si de
plus (4, (s;)) satisfait aux mémes conditions, il existe un G-B-isomorphisme
unique f de A1 sur A’ tel que s, = fos; pour tout ie]. On exprime ce
résultat en disant que (4, (s;)) est déterminé a un isomorphisme unique prés par
le cocycle g.

6.4.4. Soient 1= (P,G,B,n) et ' =(P,G,B,n’) deux fibrations princi-
pales. Soient (s;) (resp. (sj)) une famille de sections de 1 (resp. A') au
dessus des U, et soit g (resp. g') le cocycle associé a (4, %,(s;) (resp.
(X, U, (s}). Pour que A et A’ soient G-B-isomorphes, il faut et il suffit que

5> —B.
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les cocycles g et g’ soient cohomologues. Plus précisément, pour tout
G-B-isomorphisme f de A sur A, il existe une famille (h;),, de mor-
phismes des U; dans G et une seule telle que la relation (3) soit satisfaite
et que 'on ait f < (si(x)) = s;(x). h;(x) pour tout iel ettout xe U, etl’'on
obtient ainsi une bijection de 'ensemble des G-B-isomorphismes de 1 sur
A" sur 'ensemble des familles. (h;);.; satisfaisant a (3).

64.5. Reprenonslesnotationsde 6.4.2. et soit ¥~ = (V,),.4 unrecouvrement
ouvert plus fin que le recouvrement ouvert 4. Soit 7 : A —» [ une appli-
cation telle que V, < U, pourtout ae A. Soit s, larestrictiona V, de
la section s, et soit g’ = (g,,) le cocycle subordonné au recouvrement
ouvert ¥ associ€ a (4, ¥, (s;)). La fonction de transition g, , est alors la
restriction 2 V, n V; de la fonction de transition g, .-

6.5. Espaces fibrés associés a une fibration principale

6.5.1. Soit 1 = (P, G, B, nr) une fibration principale. Soit F une variété sur
laquelle le groupe G opére a gauche; on note (g, y)— g.y la loi d’opéra-
tionde G sur F. Le groupe G opére a droite sur P x F par la formule
(x,f).g =(x.g,¢g7 . f); la relation d’équivalence définie par G dans
P x F est réguliére; le quotient P x6F = (P x F)/G est muni d’une
structure de variété.

Soit E une variété. On dit que E est muni d’une structure d’espace
fibré associé a A de fibre type F lorsqu’on s’est donné un morphisme
p P x F - E jouissant de la propriété suivante: ,

(As) On a p(x.g,27Yf) = p(x,f) pour xeP, feF, ge@G, et Pappli-
cation p:P xSF — E déduitede p par passage au quotient est un isomor-
phisme de variétés.

Il revient au méme de dire que (P x F, G, E, p) est une fibration princi-
pale. L’application p (ou parfois Papplication p) est appelée [’application
repérede E, etnotée (x,f)— x.f; ona

x.g2).f=x.(g.f) pour xeP,geG et feF.

La donnée de i etde F détermine E 3 unisomorphisme unique prés;
en particulier, on peut prendre pour E la variété P x SF elle-méme; on
dit que c’est I’espace fibré associé & A de fibre type F, et on le note AF).

6.5.2. Soit E un espace fibré associé a 1 et de fibre type F. Il existe un
morphisme unique 7y de E dans B tel que 7g(x.f)=n(x) si xeP, feF;
le triplet (E, B, ng) est une fibration;si B et F sont séparés, E est séparé.
Soit beB, et soit -F, = ng }(b); ¢’est une sous-variété fermée de E. Si
.x e P esttelque n(x) = b, soit 8, :F — F, Vapplication définiepar 0.(f) =
x.f; c’est un isomorphisme de variétés. De plus, pour tout geG, on a
O, = 0, ° p;, o0 p, désigne 'automorphisme f+—g.f de F. Supposons
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F muni d’une structure s d’espéce quelconque X (cf Ens., chap. IV, §1,
n°4) et supposons que s soit invariante par G il existe alors sur F, une
structure s, d’espéce I et une seule telle que les ‘6, : F — F, soient des
isomorphismes; on ’obtient en transportant s au moyen de P'un des 6,
(loc. cit., n° 5).

Si s est une section de P au-dessus d’un ouvert U de B, l'application
(b, ) s(b). f est un isomorphisme de U x F sur =g (U).

6.5.3. Exemples:
(a) Soit 4 = (B x G, B, pr,), soit E=B x F, et soit

p:BxG)xF—-E

Papplication (b, g,f)— (b, g .f). On obtient ainsi sur B x F une structure
d’espace fibré associé a A.de fibre type F, qui est dite triviale.

(b) Soient A=(P,G,B,n) et A =(P,G,B,n) deux fibrations
principales. Soit F (resp. F’) une variété sur laquelle G (resp. G') opére
a gauche; et soit E (resp. E’) un espace fibré associé 3 A (resp. 3 1)
de fibre type F (resp. F’). Le groupe G x G’ opére sur F x F' par
€-2).(f,f)=(g.f,&.f) Lapplication (P x P)x (F x F)->E x E’
produit des applications repéres P x F—>E et P' x F'—= E munit
E x E’ d’une structure d’espace fibré associ¢ A x A’ de fibre type F x F'.

(c) Avec les notations de (b), si I’on suppose que B’ = B, on définit de
méme sur E x g E’ une structure d’espace fibré associé & A x g i’ de fibre
type F x F.

6.5.4. Les notations étant celles du n°® 6.5.1, soit & : B' — B un morphisme,
soit A'=B' xgi, et soit EE=FE xgE 8Si P =B xyzP, définissons
une application P’ x F - E’ en posant (b, x).f= (b, x.f); on munit
ainsi E’ d’une structure d’espace fibré associé @ A’ de fibre type F; on
Pappelle 'image réciproque par h de la structure donnée sur E.

6.5.5. Soit A = (P, G, B, ) une fibration principale, et soit E (resp. E')
un espace fibré associ¢ & 4 de fibre type F (resp. F'). Soit v : F - F' un
morphisme compatible avec les opérations de G (c’est-a-dire tel que
w(g.f) = g.u(f) pour feF, ge G). llexistealorsun morphisme i : E - E'
etun seul tel que 'on ait @#(x.f) = x.u(f) pour xeP, feF. Si u estune
immersion (resp. une submersion, une subimmersion), il en est de méme de .

En particulier, supposons qu’une variété de groupe H opére i droite sur
F de telle sorte que g.(f.h)=(g.f).h pour geG, feF, heH. Tout
he H définit alors un automorphisme u, de F compatible avec les opéra-
tions de G, d’ot un automorphisme %, de E; le groupe H opére a droite
sur E par (y, h)— d,(y).

6.5.6. Soit 4 = (P, G, B, n} une fibration principale, et soit E un espace
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fibré associé a 4 de fibre type F. Soit 5 : B — E une section de E. Pour
tout x € P, il existe un élément unique o(x)eF tel que s(n(x)) = x.o(x).
L’application ¢ : P — F ainsi définie est un morphisme de variétés, et
vérifie I'identité:

*) o(x.g) =g '.o(x).

L’application s— o est une bijection de I’ensemble des sections de E sur
I'ensemble des morphismes de P ddns F qui vérifient Didentité (*).

6.5.7. Soient A= (P,G,B,n). et 1 = (P, G,B,n’) deux fibrations prin-
cipales de méme base B et de méme groupe structural G. La fibration
principale A xgd = (P xgP, G x G, B, (%, 7');) a pour groupe structural
G x G. Faisonsopérer G x G agauche sur G par la formule:

(2.8).81=¢8.81-87",

et soit E D’espace fibré associé & A x g1’ de fibre type G (muni de la loi
d’opération définie ci-cessus). Alors les sections de E correspondent bijec-
tivement aux isomorphismes de P sur P’. De fagon précise, si s est une
section de E correspondant (cf. n® 6.5.6) au morphisme ¢ :P x 3P’ - G,
il existe un G-B-isomorphisme f;: P — P’ et un seul tel que a(x, f(x)) = e
pour tout xeP; application s— f, est une bijection de I'ensemble des
sections de E sur ’ensemble des G-B-isomorphismes de P sur P’

6.6. Extension et restriction du groupe structural

6.6.1. Soit A = (P, G, B, n) une fibration principale, et soit ¢ un homomor-
phisme de G dansune variété de groupe H. Faisons opérer G a gauche sur
H par g.h=o¢(g).h etsoit P xCH I'espace fibré associ¢ 3 A de fibre
type H. Comme les translations & droite dans H sont compatibles avec les
opérations de G, le groupe H opére a droite sur P x ¢ H (cf. n°6.5.5);si
ny désigne la projectionde P x ©H sur B, le quadruplet (P x “H, H, B, ny)
est une fibration principale, notée ¢(1); on dit qu’elle se déduit de A par
I’homomorphisme ¢.

L’application f de P dans P x©H qui associe'd xeP la classe de
(x, ¢) est un B-morphisme de P dans P xH compatible avec ¢ (cf. n°
6.3.1). Deplus,si f’ estun B-morphisme de P dansun espace fibré principal
P’ de groupe structural H, et si f’ est compatible avec ¢, il existe un
H-B-isomorphisme unique 8 de P x®H sur P’ telque f' = 6o

6.6.2. Supposons que A soit définie au moyen d’un recouvrement ouvert
¥ = (U) de B et d’un cocycle (g;;) (6.4.2). Alors ¢(4) peut étre défini

au moyen du méme recouvrement et du cocycle (h;;), avec h; = ¢ o g;;.

6.6.3. Soit F une variété sur laquelle le groupe H opére a gauche ; on note
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(h,y)— h.y laloid’opérationde H sur F. Le groupe G opéresur F par
& y)— olg).y. Soit E un espace fibré associé a ¢(4) de fibre type F.
L’application (x, y)~ f(x).y de P x F dans E (I’application f étant
celle définie au n° 6.6.1) munit E d’une structure d’espace fibré associé a
A de fibre type F. En particulier, (P xS H) x* F sidentifiea P x©F.

6.6.4. Supposons que G soit une sous-variété de groupe de H, et que
@ : G = H soit I'injection canonique de G dans H. On dit alors que
@(4) se déduit de A par extensiona H du groupe structural. Le morphisme
f:P—=>P x%H dun® 6.6.1 est un isomorphisme de P sur une sous-
variété fermée de P x® H (égalea P x®H si G = H); cetisomorphisme
est compatible avec les opérations de G (noter que G opére sur P xS H
comme sous-groupe de H).

6.6.5. Supposons encore que G soit une sous-variété de groupe de H, et
soit u = (Q, H, B, n) une fibration principale de groupe structural H et de
base B, et soit E un espace fibré associé 2 p de fibre type H/G. Si y
désigne la projection canonique de H sur H/G, posons 46(y) = y.y(e),
pour yeQ (ou e désigne I’élément neutre de H); on obtient ainsi un
morphisme ¢ :Q — E et le quadruplet (Q, G, E, d) est une fibration prin-
cipale. En particulier, Q/G s’identifie canoniquement a E, lui-méme iso-
morphe 3 Q xHH/G .

Soit maintenant s: B — E une section de E, et soit 4, I'image re-
ciproque par s de la fibration (Q, G, E, ) que I'on vient de définir. C’est
une fibration principale, de base B et de groupe structural G et son exten-
sion 3 H est isomorphe & y; tout fibration jouissant de ces propriétés peut
étre obtenue ainsi, a un isomorphisme prés; deux sections s; et s, de E
définissent des fibrations isomorphes si et seulement si elles sont transformées
I’'une de 'autre par un H-B-automorphisme de p.

6.7. Changements de structure

Les structures et opérations décrites dans ce paragraphe sont compatibles
avec les changements de structure décrits aux numéros 5.13 et 5.14.

! Dans le cas topologique (cf. note !, page 61). il est nécessaire de supposer que les trans-
lations a droite par les éléments de G font de H un espace fibré principal de groupe structural
G. de base H/G : cela revient A dirc qu'il y a un ouvert non vide de H/G au-dessus duquel
la projection H — H/G admet une section continue. Dans la catégorie des variétés, la condition
analogue est toujours satisfaite (cf. n°® 6.2.4).
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§ 7. Fibrés vectoriels

Dans tout ce paragraphe, la lettre B désigne une variété de classe
C" (r 2 1) et lalettre M désigne un ensemble muni d’une application =
de M dans B. On dit que B est la base de M et pour tout beB, on
désigne par M, et on appelle fibre de M en b le sous-ensemble =~ 1(b)
de M.

7.1. Définition des fibrés vectoriels

7.1.1. Une carte vectorielle de M est un triplet t = (U, ¢, F), ot U estun
ouvert de B, ou F est un espace de Banachet ¢ une bijection de =~ !(U)
sur U x F telle que n(¢ (b, h)) = b pour tout beB ettout heF. On
dit que U est le domaine de la carte vectorielle ¢t et que t est une carte
vectorielle de M en beB si belU. Pour tout beU, on note ¢, la
bijection de F sur M, définie par t,(h) = ¢~ (b, h) pour heF.

7.1.2. On dit que deux cartes vectorielles t = (U, @, F) et t = (U, ¢, F)
de M sont C’-compatibles (ou simplement compatibles) s’il existe une
application A de classe C" de la variété U n U’ dans ’espace de Banach
P(F;F) telle que:.

t, =ty o A(b) pour tout be U U".

7.1.3. On dit qu’un ensemble de cartes vectorielles de M est un C-atlas
vectoriel (ou simplement atlas vectoriel) de M s’il se compose de cartes
vectorielles deux a deux C'-compatibles dont les domaines ont B pour
réunion. On dit que deux atlas vectoriels &/ et # de M sont C'-équi-
valents (ou équivalents)si &/ U 4 estencore un atlas vectoriel de M. Cette
relation est une relation d’équivalence.

7.1.4. Une structure de fibré vectoriel de classe C" (de base B) sur M estla
donnée d’une classe d’atlas vectoriels équivalents (Ens., Chap. 11, § 6, n°® 9).
Une carte vectorielle appartenant & un atlas vectoriel de cette classe est
appelée une carte vectorielle du fibré vectoriel M.

Soit M un fibré vectoriel de base B. Pour tout be B, il existe sur la
fibre M, une structure d’espace de Banach et une seule telle que, pour toute
carte vectorielle t = (U, ¢, F) du fibré vectoriel M en b, I’application 1,
soit un isomorphisme de F sur M,.

Soit ¢ = (U, ¥, E) une carte de la variété B et soit ¢t = (U, @, F) une
carte vectorielle du fibré vectoriel M, de méme domaine U. Pour
xen” }(U), posons:

a(x) = W((x)), tz(x)
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Alors, le triplet (7 '(U), o, E x F) est une carte de I'ensemble M. 1!
existe sur M une structure de variété de classe C™ et une seule (dite sous-
jacente 3 M) pour laquelle toutes les cartes ainsi obtenues sont des cartes
de la variété M. Le triplet (M, B, n) est alors une fibration (6.1.1).

7.1.5. Soit F un espace de Banach. Posons M = B x F, I’application
étant la premiére projection. Il existe sur M une structure de fibré vectoriel
(de base B) et une seule pour laquelle (B, Idy, F) est une carte vectorielle.
On dit que B x F muni de cette structure est le fibré vectoriel trivial de
base B et de fibre F et on le note parfois Fgz. La structure de variété de
Fp est la structure de variété produit et pour tout beB, l'application
hw—s (b, k) est un isomorphisme d’espaces de Banach de F sur la fibre de
Fy au point be B. On note souvent 0 un fibré vectoriel trivial de fibre
réduite 2 0.

7.1.6. Soit M un fibré vectoriel de base B. Pour b€ B, on appelle rang de
M en b et on note rg, M), la dimension (finie ou +o0) de I'espace de
Banach M,. On a dim M = dim,B + rg,M pour b = n(x). La fonction
b—rg,M est localement constante. On dit que M est de rang fini si
rg;M < + oo pour tout be B.

7.2. Morphismes de fibrés vectoriels

7.2.1. Soient B et B’ deux variétés et soit f un morphisme de B dans B'.
Soient M un fibré vectoriel de base B et M’ un fibré vectoriel de base B'.
On dit qu’une application g de M dans M’ est un f-morphisme de fibrés
vectoriels si la condition suivante est réalisée :

Pour tout point by e B, il existe une carte vectorielle t = (U, ¢, F) de
M en by, une carte vectorielle t' = (U, @ ,F’) de M’ en f(b,) et une
application A declasse C" de U dans L (F;F’) tellesque f(U) « U’ etque
8y oty = Ly o Ab) pour tout beU, ou g, est larestrictionde g a M,.

Sous ces hypothéses, g est un morphisme de variétés et pour tout be B,
g induit une application linéaire continue de M, dans Mjq,. On appelle
rang vectoriel de g en beB et on note rgyg) le rang (fini ou + oc0) de
I'application linéaire g,.

Réciproquement, si r = o0 ousi M est de rang fini, un f-morphisme
de fibrations de (M, B, n) dans (M’, B/, n’) qui induit sur chaque fibre M,
une application linéaire de M, dans My, (pour tout beB), est un f-mor-
phisme de fibrés vectoriels.

7.2.2. Soit de plus f’ un morphisme de B’ dans une variété B". Si g est
un f-morphisme de M dans M/, et si g’ est un f’-morphisme de M’
dans un fibré vectoriel M” de base B”, I'application g’ - g estun(f’ of)-
morphisme de M dans M". Ona(g' - g), = g, © &, pour tout b dans B.
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7.2.3. Soient M et M’ deux fibrés vectoriels de méme base B. On appelle
B-morphisme, ou simplement morphisme de M dans M’ tout Idg-mor-
phisme. Le composé de deux morphismes est un morphisme.

Soit g un morphisme de fibrés vectoriels de M dans M'; si g est
bijectif, c’est un isomorphisme de la variété M sur la variété M, I'appli-
cation réciproque g~ ' est un morphisme de fibrés vectoriels de¢ M’ dans M
etl'ona (g7'), = g, ! pour tout b dans B. L’application g est alors un
isomorphisme de fibrés vectoriels.

7.2.4. Soit f un morphisme d’une variété B’ dans B et soit M un fibré
vectoriel de base B. Posons M'= B xgM et notons 7" (resp. g) la
restriction a M’ dela projectionde B’ x M sur B’ (resp. M). Il existe sur
M’ une structure de fibré vectoriel de base B’ (relativement a =) et une
seule pour laquelle g est un f-morphisme. On dit que M’ est le fibré
vectoriel de base B’ image réciproque de M par f et on le note f*M; le
f-morphisme g est appelé le f-morphisme canonique de f*M dans M.

La structure de variété de f*M est celle du produit fibré des variétés B’
et M au dessus de B (5.11.2); pour tout be B, I'application x— (b, x)
est un isomorphisme d’espaces de Banach de M, sur (f*M),.

La formation des images réciproques de fibrés vectoriels est transitive.

Soit N’ un fibré vectoriel de base B’ et soit k2 un f~morphisme de N’
dans M. Il existe un B’-morphisme & et un seul de N' dans f*M tel
queh =goh.

Soient N un fibré vectoriel de base B et v un B-morphismede N dans
M. Il existe un B'-morphisme et un seul, noté f*v, de f*N dans f*M tel
que le diagramme '

F*N- I > F*M
N———">M

soit commutatif.

7.2.5. Soit B’ une sous-variété de B et soit i l'injection canonique de
B’ dans B. Si M est un fibré vectoriel de base B, I'image réciproque
i*M s’appelle le fibré vectoriel induit sur B’ par M et se note M|B’. Si
t = (U, ,F) est une carte vectorielle de M, alors (U n B, ¢jn~ '(U nB'),F)
est une carte vectorielle de M|B". Le f-morphisme canonique de M]|B’
dans M est un isomorphisme de variétés de M|B’ sur la sous-variété
7~ Y(B’) de M.

7.2.6. Soit f un morphisme d’une variété B’ dans B et soit M (resp.
M’) un fibré vectoriel de base B (resp. B’). Onappelle f-comorphisme de M
dans M’ un B’-morphismede f*M dans M'. Lorsque B = B’ et f =1dj.
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la donnée d’un f~comorphisme de M dans M’ équivaut a la donnée d’un
B-morphisme de M dans M.

Soit g un f~comorphisme de M dans M'. Pour tout beB’, I'applica-
tion g, : x> g(b, x) de M /) dans M}, est une application linéaire continue.

Soit de plus f’ un morphisme d’une variété B” dans B’ et soit h un
f’-comorphisme de M’ dans un fibré vectoriel M” de base B”. L’applica-
tion hof*g de f'*(f*M) = (f-f*M dans M” est alors un (f-f’)-co-
morphisme de M dans M”, noté hog. Pour beB”, ona

(hoglh = hy° 8

7.3. Morphismes multilinéaires

7.3.1. Soient M,,...,M, et N des fibrés vectoriels de base B, et soit u
une application de 'ensemble M, xg... xgM,; dans N. On dit que u
est un morphisme multilinéaire (ou d-linéaire) si la condition suivante est
réalisée:

Pour tout bye B, il existe un voisinage ouvert U de b, dans B, des
cartes vectorielles v/ = (U, ¢’,F/) de M; (pour 1 <j < d) et t =(U,¢,F)
de N, et une application 1 de classe C" de U dans ’espace de Banach
PL(F',...,F*;F) des applications d-linéaires continves de F' x --- x F¢
dans F, tels que:

(ty o ABN(x1, - - -, Xa) = u(t5(x4)s - - . , 15(x,))

pour tout be U et tous x;e F.

Tout morphisme multilinéaire u est un morphisme de variétés du
produit fibré M, xg--- xg M, dans N et induit pour tout be B une
application d-linéaire continue u, de (M;), x --- x (M ), dans N,.

St f est un morphisme de B dans une variété B’, un morphisme multi-
linéaire de M; xg- - x5 M, dans un fibré vectoriel M’ de base B’ est par
définition le composé d’'un morphisme multilinéaire de M, xg--- xgM,
dans f*M’ avec le fmorphisme canonique de f*M’' dans M’

Un morphisme bilinéaire est encore appelé un accouplement. Pour
d =1, un morphisme linéaire est un morphisme au sens de 7.2.1. Pour
d = 0, un morphisme O-linéaire s’identifie & une sectionde N (7.4).

7.3.2. On appelle fibré en algébres de base B un fibré vectoriecl A de base
B, muni d’un accouplement de A xzA dans A. Chaque fibre A, est
alors munie d’une structure de K-algébre. Si pour tout be B, I'algébre
A, a un élément unité, noté e,, 'application b+ ¢, est une section de
A (cf. 7.4). On dit qu’un fibré en algébres A est localement trivial si, pour
tout point b, de B, il existe une carte vectorielle t = (U, ¢, E) de A au point
b, et une structure de K-algébre sur E telles que ¢, soit un isomorphisme
d’algébres de E sur A, pour tout be U.
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7.3.3. Soit A un fibré en algébres associatives avec élément unité de
base B. On appelle fibré en A-modules de base B un fibré vectoriel M de
base B muni d’un accouplement m: A xg M — M tel que 'application
my A, x M, - M, définisse, pour tout be B, une structure de A,-module
sur la fibre M,.

Soint M et M’ deux fibrésen A-modules. On appelle A-homomorphisme
de M dans M’ tout morphisme g : M — M’ de fibrés vectoriels de base
B qui induit pour tout b dans B une application A,-linéaire de M, dans
M,.

Supposons A localement trivial. On dit qu’un fibré M en A-modules
est localement trivial si pour tout point b, de B, il existe une carte vectorielle
t=U,p,E) de A en b, comme dans 7.3.2, une carte vectorielle
' =(U,¢,L) de M en by, etune structure de E-module sur L telles que,
pour tout be U, 1, soit un f,-isomorphisme du A,-module M, sur le
E-module L.

7.3.4. Soit A une algébre de Banach sur K (par exemple un corps muni
d’une structure de K-algébre de dimension finie). Le fibré trivial Ay est
alors un fibré en algébres, localement trivial. Un fibré en Ag-modules M
localement trivial est encore appelé un fibré vectoriel sur A (de base B).
Les fibres M, sont alors des A-modules topologiques. Un f-morphisme
u de M dans un autre fibré vectoriel sur A est dit A-linéaire si les applica-
tions u, sont A-linéaires pour tout beB.

7.4. Sections

74.1. Soit M un fibré vectoriel de base B. Pour tout ouvert U de B,
on note S,(U) 'ensemble des sections de classe C" de M sur U, c’est-
a-dire des morphismes s de classe C" de U dans M tels que s(b)e M,
pour tout beU. . Cet ensemble est muni d'une structure de module sur
Pannean ¥'(U) des fonctions morphiques par les régles:

(1) (s + s)(b) = s(b) + s'(b)
2 (@ - 5)(b) = o(b). s(b)

pour s,s’° dans F,(U) et ¢ dans #'(U). Lorsque 'ouvert U varie,
on obtient un faisceau &} d’applications de B dans M (cf. n° 5.4.1),
appelé faisceau des sections de M.

74.2. Soient My,...,M, et N des fibrés vectoriels de base M et u un
morphisme multilinéaire de M, xgz... xgM, dans N. Pour 1 <j<d,
donnons-nous une section s; de M; sur un ouvert U de B; on définit
une section u(s;,...,s;) de N sur U par la formule:

U(Sy, - - -5 Sg)(b) = w(s,(d), ..., s4b)) pour be U.
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L’application (sy,..., s> u(sy,...,s,) est € (U)}-multilinéaire. On la
note parfois & (u).

74.3. Soit f un morphisme d’une variété B’ dans B etsoit M un fibré
vectoriel de base B. Pour tout ouvert U de B ettout se S y(U), 'applica-
tion x> (x, s(f(x))) est une section de classe C" de f*M sur ’ouvert
S~ YU), notée f*s etappelée image réciproque de s par f. L’application
s— f*s de Sy(U) dans LS (U)) est semi-linéaire par rapport a
I'homomorphisme g g o (f]f~(U)) de €"(U) dans €"(f ~'(U)).

Si de plus N est un fibré vectoriel de base B’ et g un fccomorphisme
de M dans N, on note parfois &(g) 'application s+ go f*s de Fy(U)
dans Zy(f~Y(U)).

744. Soit M un fibré vectoriel de base B, de rang fini. On appelle repére
de M sur un ouvert U de B une suite finie (s;,...,s,) de sections de
M sur U telle que (s,(b), ..., s (b)) soit une base de ’espace vectoriel ‘M,
pour tout beB. La suite (s,,...,s,) est alors une base du ¢"(U)-module
FuU). Si f est un morphisme d’une variété. B’ dans B, les sections
S*s; forment un repére de f*M sur f~!(U).

74.5. Soit L un corps, muni d’une structure de K-algébre de dimension
finie et soit (M, B, #) une fibration. Supposons donnée sur chaque fibre
M, une structure d’espace vectoriel sur L, de dimension finie. 1l existe alors
au plus une structure de fibré vectoriel sur L de base B sur M, compatible
avec Papplication 7, la structure de variété de M et les structures L-vecto-
rielles sur les fibres (7.3.4). Pour qu’il en existe une, il faut et il suffit que la
condition suivante soit réalisée :

(FV) Pour tout bye B, il existe un voisinage ouvert U de b, dans B
et un isomorphisme de variétés @ de n~(U) sur le produit U x F de U
par un espace vectoriel ¥ sur L de dimension finie, tel que pour tout be U,
la bijection ¢, de M, sur F induite par ¢ soit un isomorphisme d’espaces
vectoriels sur le corps L.

Les triplets (U, @, F) satisfaisanta (FV) sont alors des cartes vectorielles
du fibré vectoriel M.

La condition (FV) est équivalente a:

(FV') Pour tout bye B, il existe un entier n et n sections si,...,s,
de M sur un voisinage ouvert U de b, tels que I’application

(byay,...,a)— a;5,(b) + - + a,s,(b)
soit un isomorphisme de la variété U x L" sur lavariété n~1(U).
74.6. Soient M,,...,M, et N des fibrés vectoriels de base B, les M;

étant de rang fini. Supposons donnée pour tout ouvert U de B une
application ¢y de ¥4 (U) x --- x & (U) dans F(U), €(U)-multi-
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linéaire, telles que pour V < U l'on ait:

OYlS1s -5 SV = @ulsyIV, ..., s V).

Il existe alors un morphisme multilinéaire u de M, x5... xgM, dans
N et un seul tel que @y(sy,--.,s,) = u(sy,...,s;) quelles que soient les
sections s; de M sur 'ouvert U de B.

74.7. Soit f un morphisme d’une variété B’ dans B etsoit M (resp. M’)
un fibré vectoriel de base B (resp. B’) et de rang fini. Supposons donnée
pour tout ouvert U de B une application ¢y de Fy(U) dans
S f Y U)), €"(U)-semi-linéaire, telles que

Py THV) = pvlslV)

pour tout ouvert V < U. II existe alors un f~comorphisme g ct un seul
de M dans M’ tel que o@y(s) = F(g)(s) pour tout se F(U).

*74.8. Soit & un faisceau de modules sur le faisceau d’anneaux €5.
On dit que & est localement libre si pour tout be B, il existe un voisinage
ouvert U de b et un entier n tels que F|U soit isomorphe (comme
faisceau de ¥7-modules) au faisceau (6y)".

Si M est un fibré vectoriel de base B de rang fini, le faisceau i est
localement libre. Réciproquement, pour tout faisceau localement libre
& sur B, il existe un fibré vectoriel M et un isomorphisme de faisceaux
de &y sur # Si M’ est un autre fibré vectoriel de base B de rang fini,
Iapplication g+— %(g) est une bijection de I’ensemble des B-morphismes
de M dans M’ surPensemble des morphismes de faisceaux de %"-modules
de &y dans Fpy.,

7.5. Sous-fibrés vectoriels, fibrés vectoriels quotients, suites exactes

Dans ce numéro, on appelle fibré vectoriel un fibré vectoriel de base B et
morphisme de fibré vectoriels un Idz-morphisme.

7.5.1. Soit M un fibré vectoriel. Un sous-ensemble M’ de M est appelé
un sous-fibré vectoriel de M si, pour tout point be B, il existe une carte
vectorielle t = (U, @, E) de M en b et un sous-espace vectoriel fermé F
de E admettant un supplémentaire topologique, tels que

o(n" ' (U)ynM)=U x F.

Dans ces conditions, il existe sur M’ une structure de fibré vectoriel et une
seule pour laquelle I'injection canonique de M’ dans M est un morphisme.
Pour chaque be B, la fibre M; de M’ est le sous-espace vectoriel fermé
M nM, de M,; M’ est une sous-variété fermée de M et la structure de
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variété sous-jacente a la structure de fibré vectoriel de M’ coincide avec
celle induite par la structure de variété de M.

7.5.2. Soit M’ un sous-fibré vectoriel de M. Notons Rix, y{ la relation
sulvante entre points x,y de M:

«il existe un élément b de B tel que xeM,,yeM, et x — yeM;».
Alors R est une relation d’équivalence réguliere sur M (cf. n® 59.7). Sur
Pensemble M/R, il existe une structure de fibré vectoriel et une seule telle
que I’application canonique de M sur M/R soit un morphisme. On note
M/M’ et I'on appelle quotient de M par M’ le fibré vectoriel ainsi défini;
pour chaque point b de B, le fibré (M/M’), est I'espace vectoriel topolo-
gique quotient M,;/M, et la structure de variété sur M/M’ est quotient de
celle de M.

7.5.3. Conservons les hypothéses de 7.5.2. Pour tout point b, de B, on
peut trouver un voisinage ouvert U de by, unespace de Banach F, somme
directe de deux sous-espaces fermés F’ et F”, et un isomorphisme de fibrés
vectoriels ¢ de Fy sur MJU avec les propriétés suivantes:

(i) La restriction ' de « a U x F' est un isomorphisme de Fy sur
M'|U.

(ii) Si p est application canonique de M sur M” = M/M/, etsi "
est la restriction de « & U x F”, 'application po:.” est un isomorphisme
de F{ sur M"U. '

7.5.4. Si un morphisme de fibrés vectoriels g : L - M a son image con-
tenue dans M’, c’est un morphisme de fibrés vectoriels de L dans M

Considérons maintenant un morphisme de fibrés vectoriels 7 : M — N
et supposons que, pour tout b dans B, la restriction de- h, & M; soit
nulle. Si p est le morphisme canonique de M sur M/M, il existe un
morphisme h-de M/M’ dans N et un seul tel que h = ko p.

7.5.5. Soient P et Q deux fibrés vectoriels, et g un morphisme de P

dans Q; pour tout point b de B, notons N, et I, respectivement le noyau et

I'image de l'application linéaire g, :P, - Q,. Posons N =[_JN, et
beB

I =|_JI,. On dit que le morphisme g est localement direct si N est un

beB
sous-fibré vectoriel de P et I un sous-fibré vectoriel de Q. Le morphisme
g définit alors par passage au quotient un isomorphisme de P/N sur L
On ditque N estlenoyaude g etonlenote Kerg. De méme, le sous-fibré
I est appelé I'image de g et est noté Img.

Si r = oo, le morphisme g est localement direct si et seulement si
g est une subimmersion. St P est de rang fini, le morphisme g est locale-
ment direct si et seulement si le rang vectoriel de g est localement constant
ou encore si et seulement si g est une subimmersion.
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7.5.6. Soient M > M’ 5 M” deux morphismes de fibrés vectoriels. On dit
que la suite (f,g) est exacte localement directe si les deux morphismes f

et g sont localement directs et si Im f = Kerg. Si g« f =0, I’ensemble
s 80

D des points beB tels que la suite M, I M; - M; soit exacte directe
(c’est-a-dire tels que Ker f, et Im g, admettent des supplémentaires topo-

logiques et que Im f, = Kerg,) est ouvert et la suite M|D LA M'ID 5 M"[D
est exacte localement directe.

On définir de méme les suites exactes localement directes de longueur
quelconque. Par abus de langage, on dit parfois suite exacte directe au lieu
de suite exacte localement directe.

7.57. Soit 0—>M 5 M’ 5 M” - 0 une suite de morphismes de fibrés vec-
toriels. Pour que cette suite soit exacte localement directe, il faut et il suffit
que f soit un isomorphisme de M sur un sous-fibré vectoriel f(M) de M’
et que g définisse par passage au quotient un isomorphisme du fibré
vectoriel quotient M'/f(M) sur M”".

7.6. Foncteurs vectoriels

Dans cen®et dans les trois n° suivants 7.7 4 7.9, la lettre I désigne un ensemble
fini, réunion de deux sous-ensembles disjoints I, et I_. On désigne par
¥ = (V;)ia (et de maniére analogue par ¥, ¥, ...) une famille d’espaces
de Banach indexée par I. On désigne par Hom (¥, ¥™') I'espace de Banach
[1 L(V;; V) x H L(V; V) etpar f=(f) un élément de Hom (¥, ¥").

iels iel -

Onnote Id¥ I'élément (Idy ),y de Hom (¥, #7). Pour fe Hom (¥, ¥”) et
f'e Hom (¥", 77"), on note f'of I’élément de Hom (¥, ¥™") dont les com-
posantes sont données par:

@ef)=fiof, s iel,
(€of) = fiof, si iel_.

7.6.1. On appelle foncteur vectoriel (resp. foncteur vectoriel en-dimension
finie) de type 1 et de classe C" la donnée pour toute famille ¥ = (V)
d’espaces de Banach (resp. d’espaces vectoriels de dimension finie sur K)
d’un espace de Banach ©(¥") et pour tout fe Hom (¥, ¥™") d’un élément
w(fe L(x(¥); f(¥")), ces données étant assujetties aux deux conditions
suivantes:

(@) On a 7(Idy) = Id,, et ©f’ of) = (') o =(f).

(b) L’application 1 : Hom (¥, ¥”) » L(«(¥"); ©(¥"')) est declasse C".

7.6.2. Soit # = (MY, une famille de fibrés vectoriels de base B. Pour
beB, posons .#, = (Mi),,. Soit 7 un foncteur vectoriel et soit ()
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’ensemble somme des 1(.#,) pour be B; il existe sur t(.#) une structure de
fibré vectoriel et une seule (de base B relativement a I'application © de
(.#) dans B telle que pour tout be B, on ait ©(.#,) = { b]) possédant la
propriété suivante:

Soit U un ouvertde B et, pour tout i, soit ' = (U, ¢;, F;) une carte
vectorielle de M, de domaine U; posons % = (F)),, etsoit {, I"élément
de Hom (#,, %) défini par (), = (t)~' pour iel, et (¥,); = t, pour
iel_; pour xen }(U), posons ¥(x)= ((x), T(f o) (x)). Alors le triplet
(U, §, 1(F)) est une carte vectorielle du fibré vectoriel 7(.#).

Muni de cette structure, t(.#) s’appelle le fibré vectoriel déduit de la
famille .# par le foncteur vectoriel 1.

7.6.3. Soit f un morphisme de B dans une variété B’. Soit .4 = (M)
(resp. .#' = (M")) un famille indexée par 1 de fibrés vectoriels de base
B (resp. B). Pour tout iel,, soit g, un f-morphisme de M! dans M’
et pour tout ie I_, soit g; un f-comorphisme de M" dans M'. Posons
g = (g,)i etpour be B, posons g, = ((g;)p)ics (cf. 7.2.1 et 7.2.6). Il existe un
f-morphisme et un seul, noté t(g), de t©(#) dans (M) tel que (g), = t(g,)
pour tout beB.

Si en particulier M’ = f*M", les g; étant les morphismes ou comor-
phismes canoniques, alors le B-morphisme de 1(.#) dans f*t(#') définmi
par t(g) (7.2.4) est un isomorphisme: on exprime ce fait en disant que <
commute aux images réciproques.

En particulier soit B’ une sous-variétéde B etposons .#|B" = (M{B’),.
Les fibrés vectoriels ©(.#)|B’ et 17(.#|B’) sont alors canoniquement B'-iso-
morphes.

7.64. Soient 7,1,,..., 7, desfoncteurs vectoriels (de type I etdeclasse C).
Un morphisme d-linéaire 6 de (t,,...,1;) dans 7 est la donnée pour
toute famille ¥~ d’espaces de Banach indexée par I d’une application
d-linéaire continue 6, de 7,(¥") x --- x t(¥") dans ©(¥"), cette donnée
satisfaisant a la condition suivante: pour tout fe Hom(¥', ¥”') ona

D)o by = Oy o (r,(f) x -+ x 7).

Pour d = 1, on dit simplement un morphisme de t, dans 7.

Soit alors .# une famille indexée par 1 de fibrés vectoriels'de base B.
Il existe un B-morphisme d-linéaire 6 , et un seul de tT,( M) xg- - Xg T (M)
dans (M) tel que (0 ), = 0 4, pour tout beB.

Avec les notations de 7.6.3,0ona

7(g) o 0 = 04 (1,(8) x -+ x 1,48))

Si d =1, etsi 6 estunisomorphisme (ce qui veut dire que , est un iso-
morphisme pour toute famille ¥°), alors 6, est un isomorphisme.



80 VARIETES DIFFERENTIELLES ET ANALYTIQUES §7

7.6.5. Les définitions et résultats des n® 7.6.2 4 7.6.4 s’étendent au cas des
foncteurs vectoriels en dimension finie, a condition de supposer partout
les fibrés vectoriels donnés de rang fini.

Ils s’étendent également au cas suivant: soit L un corps muni d’une
structure de K-algébre de dimension finie; on prend pour t un foncteur
vectoriel sur L (i.e. satisfaisant aux hypothéses de 7.6.1 ot 'on a remplacé
K par L), et on ne considére que des fibrés vectoriels sur L au sens
de 7.3.4.

7.6.6. On appelle foncteur vectoriel (resp. en dimension finie) pour les isomor-
phismes la donnée pour tout espace de Banach V (resp. tout espace vectoriel
de dimension finie sur K) d’un espace de Banach (V) et pour tout iso-
morphisme f de V sur un espace de Banach V' d’un isomorphisme 1(f)
de (V) sur 1(V’), ces données étant assujetties a la condition (a) de 7.6.1
¢t a la condition suivante:

(b’) L'application f— 1(f) du sous-ensemble ouvert de L (V;V')cons-
titué par les isomorphismes de V sur V', dans £(1(V);t(V'), est de classe
(O

Les définitions et résultats des n® précédents s’étendent au cas des fonc-
teurs vectoriels pour les isomorphismes (en faisant 1, = {1} et I_ = &),
a ’exception de ceux du premier alinéa du n®7.6.3.

7.7. Sommes directes, fibrés d’applications multilinéaires, dual

7.7.1. On suppose que I_ = ¢&. On définit un foncteur vectoriel o appelé
foncteur somme directe en posant o(?) = @V,. et o=@ f. Si
iel iel
M = (MY, estune famille de fibrés vectoriels de base B, le fibré vectoriel
o(#) est appelé la somme directe des M’ et est noté (P M'. Pour tout
- iel
beB, lafibreen b de (P M’ est la somme directe des fibres des M’ en b.
iel
Soit U un ouvert de B et soit s;e ¥ (U) (pour iel). L’application
b— Y s{b) est alors une section, notée Y. s;, de classe C" de M =P M’
iel i iel
et 'application (s;);— Y. s; est un isomorphisme de ’(U)-modules de

@5”’ {U) sur Fiu(U). ‘

“ La variété sous-jacente a (P M’ s’identifie au produit fibré [JRYY

On désigne par pr; le mor;ilisme de fibrés vectoriels de e—) M dans M’

qui sur chaque fibre (P M, est la i-eme projection. On clieéﬁnit de méme
iel

Iinjection canonique j; de M’ dans (P M".

iel
Soit f un morphisme de B dans une variété B'; soit H un second
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ensemble fini et soit A4~ = (N*), ., une famille de fibrés vectoriels de base B'.
L’application u — @(Prye U ©j;)p,pen 1 €5t une bijection de I'ensemble des

iel
jf~morphismes de POM’' dans P N" sur I'ensemble des matrices

iel hel
(Up Jpiyerix1> OU uy; estun fmorphisme de M’ dans N*.
Si I = {1,2}, lasuite
0->M'SM @oM2E M2-0
est exacte directe.

Inversement, soit M un fibré vectoriel de base B et soit M’ un sous-
fibré vectoriel de M. Supposons que la variété B soit paracompacte et que
Pune des deux conditions suivantes soit satisfaite:

(1) K est différentde R ou C;

(i) K =R,r # @ et la variété B admet des partitions de l'unité de
classe C (5.3.6).

11 existe alors un sous-fibré vectoriel M” de M telque M s’identifie &
la somme directe M’ @ M".

7.7.2. Supposonsque I, = {0} etque I_ = {1,2,...,d}. On définit un fonc-
teur vectoriel 5, de type I etdeclasse C” en posant n,(¥") = L (Vy,..., Vy; Vy)
et n)w) = foouo(fy x -+ x f) pour uen(¥’). Si M = (M) estune
famille de fibrés vectoriels de base B, le fibre vectoriel n/.#) se note
z(Mla"'a Md;MO)'

Soit u un morphisme multilinéaire de M, x5 -~ xgM, dans M,
L’application # : b~>u, est alors une section de F(M,,...,M,;; M,) et
Papplication u— @ est bijective.

7.7.3. Gardons les notations de 7.7.2 et supposons de plus que d = 1. Le
fibré vectoriel #(M,;M,) s’appelle alors le fibré des homomorphismes de
M, dans M,. Ses sections correspondent aux B-morphismes de M, dans
M,. .
Si de plus M, est le fibré trivial Kg, le fibré vectoriel £ (M,;Kg)
s’appelle le dual de M = M, et se note M": la fibre (M), est I’espace des
formes linéaires continues sur la fibre M, de M au point be B.

Si s (resp. ) est une section de M (resp. M’) sur un ouvert U de B,
Iapplication b (b, {s(b), t(b)>) est une section, notée ¢s,t> du fibré
trivial Kg.!

7.8. Fibrés d’applications multilinéaires alternées

Dans les nos 7.8.1 a 7.8.5, on suppose que K est de caractéristique O ou
que les fibrés vectoriels considérés sont de rang fini. On ignore si la définition
du foncteur o, donnée dans 7.8.1 peut se faire sans aucune restriction.

7.8.1. Prenons I, = {0}, I_ = {1} etsoit d unentier >1. On définit un

! Lorsque M est de rang fini, on écrit M* au lieu de M.
6 —B.
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foncteur vectoriel a; en désignant par a,(¥") I'espace de Banach des appli-
cations d-linéaires continues alternées de V{ dans V, et en posant
aff)(u) = foouo f4 pour ue o ¥’). Lefibré vectoriel o ((M,, M,)) se note
Alt“(M,; M,) et s’appelle le fibré vectoriel des applications d-linéaires
alternées de M, dans M,,

L’injection canonique de Al{M,;M,) dais £M,,...,M,;M,)
est un morphisme de fibrés vectoriels ; Alt¥(M, ; M,) est un sous-fibré
vectoriel de L(M,, ..., M; ; My).

On a Alt'(M,;M,) = £(M;;M,). On pose AH’(M,;M,) = M,,.

Si w est une section ! de AIt"(Ml ;M) et sios,...,5, sont des sec-
tions de M;, il existe une section et une seule de M,, notée w(s,,...,s,),
telle que

WSy, - .5 Sg)(b) = W(b)(s,(b), . . ., sAD)) pour tout be B.

7.8.2 Soit ¢ un accouplement de N x 3 N’ dans N” (cf. n° 7.3.1); pour
chaque b, on a une application bilinéaire ¢, de N, x Nj dans Ny qui
définit (cf. A, III, p. 142) une application bilinéaire de

Alt{(M ; N), x Alt{(M ; N),

dans AK?*¢(M ; N”),. La collection de ces applications bilinéaires définit
un accouplement u de
AYM ; N) x5 Alts(M ; N')

dans AW*4M;N”"); si w et ' sont respectivement des sections de
AYM;N) et AR(M;N’) sur un ouvert U, la section wu{w,w) de
Alt**¢(M;N") sur U sera notée w A, w’, et appelée le produit extérieur
de w et . °

On a la formule:

1) (@ Ay @)S15- 5 Save) = Z Safp(w(sau), cees Sa(d))’ O (Spgs1ys--+» Sc(d+e)))
g

oules s; sontdessectionsde M sur U, et olila sommation est étendue aux
permutations ¢ de {1,2,...,d + e} telles que

o(l) < --- < o(d) et od+ 1)< ---<a(d+ e).

7.8.3. Soient M un fibré vectoriel et A un fibré en algébres, de base B.
Supposons que les fibres A, de A soient des algébres associatives et com-
mutatives, possédant un élément unité, noté e,. Pour tout ouvert U de
B, nous noterons Q%U) le %'(U)-module formé des sections du fibré
AlY(M; A) et Q*U) la somme directe des QYU) pour d > 0. Les
multiplications sur chaque fibre définissent un accouplement de A xz A
dans A, d’ou (7.8.2) une structure d’algébre graduée sur Q*(U), qui est
associative et anticommutative. La sous-algébre QO(U) est lalgébre des

! Le lecteur aura soin de ne pas confondre cet emploi de la lettre w avec celui défini p. 10.
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sections de A. Un élément o de Q'(U) s’identifie 4 un U-morphisme de
M|U dans AJU (7.7.3): si se #(U), nous noterons {w,s) la section
w(s) de A (7.42). Soient s;e FLU) et w;eQ!(U) (pour 1< j<d);
ona:

2) WSy, ..., 5y = det{w;, ;7))  pourw = w; A... A,

7.8.4. Soit d > 1. 1l existe un accouplement i de M xz AltYM; A) dans
AlY"1(M; A) dont la restriction & chaque fibre est donnée par le produit
intérieur droit (cf. A, III, p. 156). Si s est une section de M sur 'ouvert U
et si @ e QYU), on note i(s)w la section i(s, w) de A*"*(M ; A) sur U;
on pose i(s)w = 0 pour w dans Q°(U).

On associe ainsi 4 toute section s de M sur U un endomorphisme
du € (U)module Q*(U). On a le formulaire :

(3) (US)0)(Sys.-+5S4-1) = S, 515++5S54-1) pour we Q(U),d > 1
4) i(s)-is)=0
(5) U)o = {w,s> pour w e QY(U)

6) is).(w A @) =is)o Ao + (—1)fw Ais)’ pour we QYU)

(7 )Moy A... Ny) = ‘2(—1)‘"“<wi,s>w1/\ e AD; AL A o,

i=1

Dans la derniére formule, les ; sont dans Q(U) et le signe ~ indique
que le symbole qu’il surmonte doit &tre omis.

Toutes les opérations décrites ci-dessus sur les sections sont multilinéaires
sur 'anneau €'(U; K).

7.8.5. Soit L une algébre de Banach sur K. Les définitions et résultats des
n°®7.7et 7.8 s’étendent au cas des fibrés vectoriels sur L : on définit de maniére
analogue les fibrés d’applications L-multilinéaires ou L-multilinéaires alter-
nées.

7.9. Produits tensoriels, espaces tensoriels, algébre extérieure

On garde les notations de 7.6. De plus, on désigne par L un corps com-
mutatif muni d’une structure de K-algébre de dimension finie et on appelle
fibré vectoriel un fibré vectoriel sur L, de base B et de rang localement
fini.

7.9.1. Supposons que I_ =J. Si ¥ et ¥ sont deux familles indexées
par I d’espaces vectoriels de dimension finiec sur L, on désigne par =(¥")
le produit tensoriel des V; pour ieI (A, II, p. 71) et si fe Hom (¥, ¥7),
on pose 7(f) = ®f;. On définit ainsi un foncteur vectoriel sur L en dimen-
6*—B.
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sion finie et si M = (M;);, est une famille de fibrés vectoriels, on désigne
par ® M; et on appelle produit tensoriel (sur L) des M, le fibré vectoriel
i€l

o M).
Si s; est une section de M, sur ouvert U de B (pour iel), I'appli-
cation b—(X)s{b) est une section de (X) M;, notée (X)s;. L’application

iel iel iel
(s:iea— ) s; est multilinéaire sur ’anneau ¢"(U;L).

iel

7.9.2. Les isomorphismes canoniques définis dans Alg., chap. Il fournissent
des isomorphismes de foncteurs vectoriels. Il en résulte d’aprés 7.6.4 des
isomorphismes de fibrés vectoriels. Par exemple, on a des isomorphismes
canoniques:

M, M) @M;— (M, @ M3) ® (M, ® M;)
M} ® M, —2Z(M;;M,)

etc.

7.9.3. Soit M un fibré vectoriel et soient I et J deux ensembles finis
disjoints. Le fibré tensoriel TYM) est défini comme le produit tensoriel
QRM,, ot M, =M si acl, et M, = M* si axeJ, M* désignant le
aelul

dual de M (A, III, p. 63). La fibre TY(M), de ce fibré en un point b est
égale a I'espace tensoriel T)(M,) défini en Alg., loc. cit. Lorsque I={1,...p}

etJ={p+1,...,p+ q}, on écrit T{(M) au licu de T;(M); on a
TAM) = (X™M) ® (X*M*).

La donnée d’unordretotalsur I etsur J définitunisomorphisme canonique
de TYM) sur TE(M).

794.Si I (resp. J) est réunion de deux sous-ensembles disjoints [ et [”
(rtesp. J' et J'), TYM) s’identifie canoniquement au produit tensoriel
TI(M) ® T}.M). En particulier, si s’ (resp. s”) est une section de T).(M)
(resp. de T'%.(M)), le produit tensoriel s’ ® s” s’identifie & une section de
TM).

7.9.5. Le dual de TYM) s’identifie a T!(M).

7.9.6. Soient iel et jelJ. Pour tout be B, homomorphisme de contrac-
tion des indices i et j est défini (cf. Alg., loc. cit.); c’est un homomorphisme
(), : TI(M,) = TZ{3(M,). La collection des (cj), définit un morphisme
d’espaces fibrés vectoriels

el TM) - TiZ{3M),
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appelé encore contraction des indices i et j. On définit de méme la contrac-
tion des indices i,,..., i de I aveclesindices j,,...,j, de J.

79.7. Soit d un entier >0; soient V et V' deux espaces vectoriels de
dimension finie sur L et feHomy(V,V’); posons V)= A4V) et
ALf) = AYSf). On définit ainsi un foncteur vectoriel sur L en dimension
finie et,si M est un fibré vectoriel, on note A%M) et on appelle puissance
extérieure d-éme de M (sur L) le fibré vectoriel A,(M).

L’application canonique de (X)?V sur AXV) définit un morphisme de
foncteurs vectoriels, d’oit un morphisme, dit canonique, de (X)*M dans
AYM). Ce morphisme est surjectif.

Les isomorphismes canoniques de I'espace des applications d-multi-
linéaires alternées sur P'espace A%V*) ou sur (A%V))* fournissent des
isomorphismes, dits-canoniques, du fibré vectoriel AltY{(M;L) des applica-
tions d-multilinéaires alternées sur L, sur le fibré vectoriel A%M?*) ou sur

(A,

7.9.8. Posons maintenant A(V) = A(V) et i(f) = A(f); on définit encore
ainsi un foncteur vectoriel sur L en dimension finie. Le fibré vectoriel A(M)
senote A(M). Safibre A(M), en beB estalgébre extérieure (sur L) de
la fibre M,. Lefibré vectoriel A(M) est un fibré vectoriel en algébres locale-
ment trivial.

Les définitions et propriétés des produits intérieurs données en Alg., chap.
111, 3° éd., § 10 s’étendent immédiatement aux sections des fibrés vectoriels
AM) et A(M*) (cf. aussi‘les formules (1) 4 (7) des n° 7.8.2 4 7.8.4).

7.9.9. Soit M un fibré vectoriel. Pour tout entier n, soit B, I'ensemble
(ouvert) des points be B tels que la dimension (sur L) de M, soit égale a
n. Pour beB,, posons N, = A"M,) etsoit N I’ensemble somme des
N, pour beB. Ilexiste sur N une structure de fibré vectoriel et une seule
telle que Iapplication évidente de N|B, dans A"(M)|B, soit un isomor-
phisme pour tout ». Muni de cette structure, le fibré vectoriel N de rang un
en chaque point se note det(M).

7.10. Fibrés vectoriels et fibrés principaux

7.10.1. Soit F un espace de Banach. On dit qu’un fibré vectoriel M de
base B est pur detype F sitoutes les fibres M, de M (pour beB) sont
isomorphes (comme espaces de Banach) 4 F.

Soit M un fibré vectoriel de base B pur de type F et soit P la sous-
variété ouverte du fibré vectoriel £(Fg; M) composée des couples (b,u)
ou beB et ot u est un isomorphisme de ¥, = F sur M,. Le groupe
GL(F) des automorphismes de F opére a droite sur P en posant
(b,u).g = (b,ucg) pour (b,u)e P et ge GL(F). Notons =, I’application
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(b,uy— b de P dans B. Le quadruplet A = (P,GL(F), B, rp) (ou GL(F)
est muni de sa structure canonique de variété de groupe (5.12.2)) est une
fibration principale (6.2.1): on I'appelle la fibration des repéres de M. L’ap-
plication ((b, u), h)— u(h) de P x F dans M munit M d’une structure de
fibré associé d A, de fibre type F (6.5.1).

Lorsque F = K", on peut identifier un isomorphisme u de F sur
M, ala base de M, image par u de la base canonique de K”. L’espace
fibré des repéres de M s’identifie alors & la sous-variété ouverte de
M xg... xgM formée des bases (e,,...,e,) des différentes fibres M,.

Soit U un ouvert de B et soit t = (U, ¢, E) une carte vectorielle de
M de domaine U, avec E = F. L’application b+ (b,t,) est alors une
sectionde P, notée f, et’application ¢+ I est une bijection de I’ensemble
des cartes vectorielles de M de la forme (U, ¢, F) sur 'ensemble des
sections de P sur U.

7.10.2. Réciproquement, soit 4 = (Q, G, B, np) une fibration principale et
soit @ un homomorphisme de variétés de groupe de G dans le groupe
GL(F) des automorphismes d’un espace de Banach F. Faisons opérer
G a gauche sur F en posant g.h = ¢(g)(h) (heF,ge G). Soit M un
espace fibré associé 2 A, de fibre type F, et soit p: Q x F—> M son
application repére (6.5.1). Soit n I’application de M dans B définie par

n(p(g, h)) = nolqg) (e QetheF)
Soit s une section de Q sur un ouvert U de B; I’application
5 : (b, k) (s(b), h)

est alors une bijection de U x F sur n~ }(U). Il existe sur le couple (M, =)
une structure de fibré vectoriel de base B et une seule pour laquelle les triplets
t, = (U,5" 1, F) sont des cartes vectorielles (pour toute section s de Q).
La structure de variété sous-jacente a cette structure est celle de I’espace
fibré associé a 4.

Soit g€ Q; posons b = myfg) et soit u I'isomorphisme de F sur M,
défini par u(h) = p(g, h) (pour heF). L’application f:q+>(b,u) est un
B-morphisme de fibrations principales, compatible avec ¢, de (Q, G, B,ny)
dans le fibré des repéres (P, GL(F), B, np) du fibré vectoriel M.

7.10.3. Reprenons les notations du n° 7.6. Pour tout i e, soit
A= (P;, G, B, m)

une fibration principale de base B et supposons que G; opére a gauche
sur un espace de Banach V; au moyen d’un homomorphisme

@; : G; —» GL(V).
Soit M; un espace fibré associé 2 4; de fibre type V;. Posons # = (M;);
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et ¥ = (V;),q etsoit 1 la fibration principale produit des A; au dessus de
B (6.2.5). Posons i = (P,G, B, np),avec G =11G,.
: iel

Soit maintenant t un foncteur vectoriel. Pour g = (g)eG, soit
¢(g) 'élément de Hom (¥, ¥") défini par:

o(g): = odg) si iel,
o(g) = odg)™"'  si iel_.

Le groupe G opére alors sur ©o(¥") au moyen du morphisrrie g +— tle(g))
de G dans GL(z(¥")).

Soit d’autre part x = (x;) un point de P et soit b = 7p(x). Pour
chaque i, Papplication 0, définie au n°® 6.5.2 est un isomorphisme de
V; sur (My),. Soit 6, I'élément de Hom (7", (M;),)icr) défini par:

0,); = 0, si iel,
©,); = 0;! si iel_.
Soit p P'application (x, h)— (b, 7(0,)(h)) de P x t(¥") dans le fibré vectoriel
©.#); Dapplication p munit t(#) d’une structure d’espace fibré associé a
A de fibre type (7).
Ces considérations se généralisent au cas de foncteurs vectoriels en

dimension finie, ou de foncteurs vectoriels sur un corps L muni d’une
structure de K-algebre de dimension finie.

7.11. Changement de structure

Les structures et opérations décrits dans ce paragraphe sont com-
patibles avec les changements de structure décrits aux numéros 5.13 et 5.14.
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Polynomes-continus et séries formelles

Dans cet Appendice, on désigne par F un espace polynormé séparé sur K, par E;
(pour 1 < i< n) un espace normé sur K et par E l'espace vectoriel topologique
produit des E;.

Pour aeN”", et 1 < j <o, onpose:

aj) = inf (keN| I <k < netj> o+ + gy}

(la suite des a(j) s’obtient donc en écrivant a, fois 1,...,a, fois n).

On désigne par E, I'espace vectoriel topologique produit de la famille des E,;,
pour 1< j<|o. On désigne par Hom,(E,,...,E,;F) P'espace des applications
|¢|-multilinéaires de E, dans F et par ZLE,,...,E,;F) le sous-espace de
HomE,, ..., E, ;F) formé des applications multilinéaires continues muni de la topo-
logie de la convergence uniforme sur les parties bornées de E,; c’est un espace poly-
normé séparé, dont la topologie peut étre définie par la famille de semi-normes  |lu,
ou, pour une semi-norme y continue sur F, on note ||, la borne infé-
rieure des nombres a > 0 tels que

lleeCxs, oo s xpaplly < @ [xall -.. fixgel

ou chaque x; parcourt Eg;).

On désigne par p; la projection canonique de E sur E;. Pour aeN" avec
a # 0, on note p, P'application x+— (p,;(x)) de E dans E,.

A.l. Une application f de E dans F est appeiée un polynéme multihomogene de
multidegré o (avec a e N") sur E a valeurs dans F s’il existe un élément

ue Hom,E,,...,E,; F)
telque f=uop,.

A.2. On désigne par P,(E,,...,E,;F) 'image de Z,(E,,...,E,;F) par I'application
linéaire ur—uop, de Hom,(E,,...,E,; F) dans ’espace des applications de E dans
F, munie de la topologie quotient de celle de Z,E,,...,E,;F). Un élément de
PAE,;,...,E,;F) est appelé un polynéme-continu multihomogéne de multidegré o sur
E a valeurs dans F. La topologie de P4E,,...,E,;F) est définie par la famille de
semi-normes:
17, = inf Hull,
el o(Ey,....EniF), f=uc psx

pour y décrivant I'ensemble des semi-normes continues sur F. Si F est un espace
normé, de norme y, on écrit || f|| aulieude | f[l,. L’espace P,E,,...,E,;F) etsa
topologie ne changent pas si I'on substitue aux normes données sur chaque E; des
normes équivalentes. On peut donc les définir lorsque les E; sont des espaces vectoriels
topologiques normables.

En particulier, un élément de PE;F) est appelé un polynéme-continu homogéne de
degré total k sur E a valeurs dans F. L’espace Py (E;F) est somme directe topolo-
gique des espaces P,(E,,..., E,;F) pour |of = k. L’espace Py(E;F) est I'espace des
applications constantes de E dans F et on I'identifie & F.

A.3. On désigne par P(E;F) ou P(E,,...,E,;F) le sous-espace vectoricl de I'espace
vectoriel de toutes les applicationsde E dans F engendré par les sous-espaces P (E; F).
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1] est somme directe des sous-espaces P,E,, ..., E,;F) pour aeN", etaussi des sous-
espaces P(E;F) pour ke N. Un élément de P(E;F) est appelé un polynéme-continu
sur E a valeurs dans F.

A4. Soient G; des espaces normés (pour 1 < j<m). Soient f;eP(E,,...,E,;G)
(pour 1< j<m etsoit geP(G,,...,G,;F). Lapplication

h:xe—g(fi(x),..., fulx)

appartient 3 P(E,,...,E ;F). Si de plus f;eP,E,,...,E,;G) pour 1 <j<m
(avec xeN") et gePy(G,,...,G,;F) (avec feN™), ona hePyfE,,....,E;F)
et

Ik, < gy - 1 £1P

pour toute semi-norme continue y sur F (en posant || f | = I1 I £l189).

1<j<m

AS5. On désigne par P(E,,...,E,;F) I'espace vectoriel produit des P(E,,...;E,;F)
pour o«eN”, muni de la topologie produit des topologies discrétes sur chacun des
facteurs. Cette topologie fait de P(E,,...,E,;F) un groupe topologique séparé et
complet. L’application linéaire de P(E,, ..., E,;F) dans P(E,, ..., E,;F) prolongeant
les injections canoniques des P(E,, ..., E,;F) est injective et son image est dense dans
PE,,....E.;F): on identifie en général un polyndéme-continu sur E 2 valeurs dans
F avec son image dans P(E,,...,E,; F).

L’application identique de P(E,,...,E,;F) = P(E;F) se prolonge par continuité
en un isomorphisme de P(E,,...,E,;F) sur BE;F)
Un élément de B(E,, ..., E, ; F) est appelé une série formelle d composantes continues
(ou par abus de langage une série formelle) sur le produit des E; a valeurs dans F.

A.6. Soient G ; (pour 1< j< m) des espaces normés et soit ge P(G,,...,G,;F)
L’application f — go f de I1 PE,,...,E,;G;) dans P(E,,...,E,; F) seprolonge

1<j€m

par continuité en une application (notée encore f+— g f) de I1 ls(El, --,E;; Gy
1€jsm
dans PE,,...,E;F). _

Soient f; = (f) Jeenn € PE;, ..., E,;Gy), avec f, = 0. Posons f=(f): I'appli-
cation g~ gof de P(Gy,...,G,;F) dans P(E,,...,E,;F) se prolonge par con-
tinuité en une application (notée encore g—gof) de PG,,...,G,:;F) dans
BE,,....,E,;F).
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dérivée: 1.6.1

dérivée partielle: 1.6.1

dérivée p*™: 1.7.1
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équivalents (atlas): 5.1.3
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espace de Banach: Notations et conventions
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espace normable : Notations et conventions
espace polynormé : Notations et conventions
espace tangent: 5.5.1

espace transversal: 5.8.7

¢étale (morphisme): 5.7.6

étalée (variété): 5.7.6.

étalement: 5.7.6

exacte (suite localement): 7.5.6

expression d’un morphisme: 5.3.2

extension du groupe structural: 6.6.4
faisceau de fonctions: 5.4.1

faisceau localement libre: 7.4.8
fcomorphisme: 7.2.6

fibration: 6.1.1

fibration des repéres: 7.10.1

fibration principale: 6.2.1

fibre: 6.1.1

fibré associé a une fibration principale (espace): 6.5.1
fibré en algébres: 7.3.2

fibré en A-modules: 7.3.3

fibré tensoriel: 7.9.3

fibré vectoriel: 7.1.4

fibré vectoriel quotient : 7.5.2

fibré vectoriel des applications multilinéaires alternées: 7.8.1
fibré vectoriel des homomorphismes: 7.7.3
foncteur vectoriel : 7.6.1
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fonctions de transition: 6.4.2
G-B-morphisme: 6.3.1

germe de sous-variété: 5.8.12
grassmannienne (variété): 5.2.6

groupe (variété de): 5.12.1

groupe analytique: 5.12.1

groupe de Lie: 5.12.1

groupe structural : 6.2.1

holomorphe (application): 3.2.1

93



94 VARIETES DIFFERENTIELLES ET ANALYTIQUES

homomorphisme de variété de groupe: 5.12.1
irnage d’un morphisme de fibrés vectoriels: 7.5.5
image inverse d’une structure de variété: 5.8.1
image réciproque d’une fibration: 6.1.5

image reciproque d’une fibration principale: 6.3.3
image réciproque d’un fibré vectoriel: 7.2.4
immersion : 5.7.1

implicites (théoréme des fonctions): 1.5, 5.6.7
indicatrice de convergence stricte: 3.1.4 et 4.1.3
indicatrice de convergence: 3.1.5

induite (fibration): 6.1.5

induijt (fibré vectoriel): 7.2.5

inégalités de Cauchy: 3.34 et 4.3.1
1somorphisme local: 5.7.6
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NOTATIONS ET CONVENTIONS
(paragraphes 8 a 15)

Les notations et conventions des paragraphes 1 a 7 restent en vigueur. En particulier,
“la lettre K désigne R, C, ou un corps valué complet commutatif non discret a valeur
absolue ultramétrique. Sauf mention expresse du contraire, tous les espaces de Banach,

toutes les variétés, tous les morphismes, toutes les fibrations . . , sont relatifs 3 XK.
Les conventions spéciales a chaque paragraphe sont indiquées en téte de celui-ci.

Exposants

Rappelons que si K = R, on considére, soit des variétés différentielles de classe C'
(1 € r € ), soit des variétés analytiques, c’est-a-dire de classe C®. Si K # R, les
variétés sont analytiques. Autrement dit, on ne considére que des variétés de classe C,
ol I'exposant r appartient a I'ensemble Ny suivant:

a) Si K = R, N est formé des entiers >1 et des symboles o et w.
b) Si K # R, N est réduit au seul élément .

Dans toute la suite, une expression telle que « Soit X une variété de classe C»
sous-entend que r appartient a Ng; elle est équivalente a « Soit r € Ny et soit X une
K-variété de classe C ».

Variétés de classe C°

On convient d’appeler variété de classe C° (ou variété topologique) tout espace topo-
logique X jouissant de la propriété suivante: pour tout x € X, il existe un voisinage
ouvert de x qui est homéomorphe a un ouvert d’un espace de Banach réel; on emploie
le terme de « morphisme de classe C° » comme synonyme d’ « application continue »;
on fait des conventions analogues pour les sections, fibrations, fibrés vectoriels,
etc. (cf. § 6, note de bas de page).

Sections

Soit A = (X, B, 7) une fibration (6.1.1) de classe C". Généralisant la terminologie
introduite en 6.1.6, on appelle section de A (ou de X si aucune ambiguité ne peut en
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résulter) au-dessus d’une partie U de B une application s: U — X telle que #(s(x)) = x
pour tout x € U. Lorsque U est ouvert dans B, on dit que s est une section de classe
C*¥ (0 < k < r) si de plus s est une application de classe C* de U dans X. Aux para-
graphes 6 et 7, le mot de section désignait donc ce que nous appellerons désormais
section de classe C'.



§ 8. Le calcul différentiel d’ordre 1

A partir du n° 8.3, on suppose

— soit que K est de caractéristique zéro,
— soit que les variéiés considérées sont localement de dimension finie.

Dans ce dernier cas, les expressions « espace de Banach, fibré vectoriel, foncteur
vectoriel » signifient respectivement « espace vectoriel de dimension finie, fibré vectoriel
de rang fini, foncteur vectoriel en dimension finie 4 valeurs de dimension finie ».

8.1. Fibré tangent

8.1.1. Soit r € N et soit X une K-variété de classe C". On note T(X) I’ensemble somme
des espaces tangents T.(X) (5.5.1) pour x € X, et = I'application canonique de T(X)
sur X. Soit ¢ = (U, ¢, E) une carte de la variété X; pour x € U et t € T.(X), posons
L(x,t) = (x, 0-%(2)), Papplication 6, étant celle définie en 5.5.1. Le triplet
¢ = (U, L, E) est une carte vectorielle (7.1.1) de T(X) (muni de Papplication
w1 T(X) — X). Il existe sur T(X) une structure de fibré vectoriel de base X et de classe
C'~1 et une seule, telle que, pour toute carte ¢ de X, la carte vectorielle ¢’ correspon-
dante soit une carte vectorielle de T(X) Y. Muni de cette structure, T(X) est appelé
le fibré tangent de X. En particulier, T(X) est muni d’une structure de variété¢ de
classe C"~1 et le triplet (T(X), X, =) est une fibration (7.1.4).

Soit U un ouvert d’'un espace de Banach E et soit i I'injection canonique de U dans
E. La carte vectorielle ¢’ = (U, {., E) associée a la carte ¢ = (U, i, E) de U définit un
isomorphisme de T(U) sur le fibré trivial Ey (7.1.5); on identifie ces deux fibrés au
moyen de cet isomorphisme.

Si X est une variété pure de type E (5.1.7), T(X) est une variété pure de type E x E.

8.1.2. Soit f: X — Y un morphisme de variétés de classe C'. On définit un f~morphisme
T(f): T(X) — T(Y) de fibrés vectoriels de classe C" 1 par T(f){(x, 1) = (J(x), TL)N))
pour x€ X et t € T (X).

Si f=1dg, on a T(f) = Idpy,. Pour i1 X—>Y et g:Y-—>Z, ona T(gof) =
T(g) 4 T(f).

8.1.3. Soit f: X — Y un morphisme de variétés de classe C7, et soit /' : T(X) — f*T(Y)

1 Lorsque K = R et r = 1, T(X) est un fibré vectoriel topologique (cf. Notations et conventions).
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I'unique X-morphisme tel que T(f) = gof’, ot g est le morphisme canonique
S*TY) = T(Y) (cf. 7.2.4).

Pour que f soit une immersion (resp. une submersion), il faut et il suffit que
0 - T(X) K S*T(Y) (resp. T(X) L F¥T(Y) — 0) soit une suite exacte localement
directe (7.5.6). Si f est une immersion, le fibré conoyau de f” est appelé fibré normal
ou transverse de f. Si f est une submersion, le fibré noyau de f est appelé fibré tangent
aux fibres de f, ou fibré tangent relatif de X sur Y, et noté T(X/Y). Sa fibre T (X/Y) en
x € X est I’espace tangent en x & la sous-variété f ~1(f(x)) de X. La suite

0 —> T.X/Y) — TX) == Tyn(¥) —> 0

ou I est I'injection canonique, est exacte.

Pour que f soit étale, il faut et il suffit que f~ soit un isomorphisme.

Lorsque K est de caractéristique 0, pour que f soit une subimmersion, il faut et il
suffit que f* soit localement direct.

8.1.4. Soient X, et X, deux variétés. On a T(X, x X,) = pFT(Xy)) @ paT(X,), ot
1 et p, sont les projections canoniques (5.6.3).

8.1.5. Soit » un entier >0; le fibré tangent T(K™) de K" s’identifie au fibré trivial de
fibre K™ (8.1.1). Les sections constantes définies par les éléments de la base canonique
de K" forment un repére de T(K™).

Si X est une variété et (¢, . . ., ™) un systéme de coordonnées de X dans un ouvert
U de X (5.1.10), le repére précédent définit par transport de structure un repére de
T(X) sur U; on P’appelle le repére tangent défini par (v*,...,u") et on le note
©@feu?, ..., 8jou™) (cf. 5.5.8).

8.2. Champs de vecteurs
Soit X une variété de classe C7, et soit U un ouvert de X.

8.2.1. Une section (non nécessairement continue, cf. Notations et Conventions) du
fibré tangent T(X) au-dessus de U s’appelle un champ de vecteurs sur U.

8.2.2. Le fibré dual T'(X) (7.7.3) de T(X) s’appelle le fibré cotangent de X. Ses sections
s’appellent champs de covecteurs. Si f est une fonction de classe C* sur X
(avec 1l < k < 1), avaleurs dans K, sa différentielle df: x — d,. f (5.5.6) est un champ de
covecteurs de classe C*~1, Plus généralement, si f est une fonction de classe C* sur
X (1 < k <€), a valeurs dans un espace de Banach E, sa différentielle df est une
section de classe C*~* du fibré Z(T(X); Ex).

8.2.3. Soit £ un champ de vecteurs de classe C"~* sur X, et soit f € ¢"(X; F) une fonc-
tion de classe C” a valeurs dans un espace de Banach F. On note <¢, df ), ou D/(f), ou
encore £(f) la fonction x — d, f(é(x)); c’est un élément de "~ 1(X; F). Pour f fixée,
Papplication ¢ — DJ(f) est €"~*(X)-linéaire. Si D,f = 0 pour toute fonction f de
classe CT a valeurs dans un espace de Banach, définie dans un ouvertde X,ona ¢ = 0.

Soient E, F, G des espaces-de Banach et soit (¥, v) — u.v une application bilinéaire
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continue de E x F dans G. Soient fe €7(X; E), g€ 6"(X; F) et soit f.ge €'(X; G)
leur produit. Si £ est un champ de vecteurs de classe C'~ sur X, on a

D(f.g) = D«f).g + f.D2).

En particulier, I'application D;: €"(X) — %"~ 1(X) est une dérivation de I'algébre
%" (X) dans le " (X)-module €7~ 1(X).

8.2.4. Supposons que X soit localement de dimension finie et que I'une des deux
hypothéses suivantes soit vérifiée:

(i) r = o et X est séparée;
(ii) r = w et X est isomorphe a un polydisque ouvert de K”.

Alors, pour toute dérivation D de Palgébre ¥7(X), il existe un champ de vecteurs
£ de classe C et un seul tel que D = D,.

8.2.5. Soient (u%,. .., u") un systéme de coordonnées de X dans U, et £ un champ de
vecteurs sur U. La i-ieme coordonnée de ¢ dans le repére tangent (8.1.5) défini par
@, ..., u") est Dgu'). Autrement dit, on a

E= > Dgu).9/ou.

1<i<n

8.2.6. Soient ¢: X — Y un morphisme de variétés de classe C, £ un champ de vec-
teurs sur X et s un champ de vecteurs sur Y. On dit que £ est ¢-li¢ a 5 si, pour tout
x eX, on a 7(p(x)) = T.(e)(£(x))- Supposons qu’il en soit ainsi, et que ¢ et 5 soient
de classe C'~1. Alors, pour tout espace de Banach E, le diagramme

wl

€(Y;:E) ———s % (X:E)
Dy Dz

¢ -YY; E) ——— ¥ (X E)
ou ¢*(f) = fo ¢, est commutatif. ~
Lorsque o est €tale, pour tout champ de vecteurs 7 sur Y, il existe un champ de
vecteurs et un seul sur X qui est ¢-1ié & »; on le note ¢*7.

8.2.7. Soit ¢: X > Y un morphisme de variétés de classe C". Si w est un champ de
covecteurs” sur Y, on définit un champ de covecteurs ¢*w sur X par

(p*@)(x) = {TA)Ne(p(x))) (x € X).
Plus généralement, soit 7 un foncteur vectoriel (7.6) de classe C'~%, de type

(I.,I )avecl, = @ etI_ réduit a un élément (un tel foncteur est dit contravariant).
Si w est une section de classe C"~* du fibré vectoriel 7(T(Y)) de base Y, on définit une

section ¢*w de 7(T(X)) par (p*w)(x) = (TAP))w((x))) (x € X).

* Le lecteur aura soin de ne pas confondre cet emploi de la lettre w avec celui défini dans les
Notations et Conventions.



12 VARIETES DIFFERENTIELLES ET ANALYTIQUES §8

8.3. Formes différentielles, différentiation extérieure

Rappelons que, dans ce numéro et les suivants, on suppose, ou bien que K est de
caractéristique 0, ou bien que les variétés considérées sont localement de dimension

finie.

8.3.1. Soient X une variété de classe C’ et F un fibré vectoriel de classe C* de base X,
avec k + 1eNg et k + 1 < r. Soit p un entier >0 et soit Alt?(T(X); F) le fibré
vectoriel de classe C* des applications p-linéaires alternées de T(X) dans F (7.8.1 et
Errata au n° 7.8). Une section de ce fibré au-dessus d’un ouvert U de X s’appelle une
forme différentielle alternée (ou simplement forme différentielle) de degré p sur U, a
valeurs dans F. Celles de ces sections qui sont de classe C* forment un €*(U)-module,
noté *QP(U; F). Si E est un espace de Banach, on écrit *Q?(U; E) au lieu de *Q?(U; Ex)
et on parle de formes différentielles & valeurs dans E. Dans ces notations, on omet
parfois k (resp. E) lorsqu’il est égal 3 r — 1 (resp. K). ;

Une forme différentielle de degré 0 (resp. 1) & valeurs scalaires est une fonction
(resp. un champ de covecteurs). .

Soit ¢: Y — X un morphisme de variétés de classe C', et soit w € *Q7(X; F). Il
existe alors une forme ¢*w € *Q°(Y; ¢*F) et une seule telle que

(1) (P*o)(vy, - ., vp) = wtp(y)(Ty(‘P)-Ul, oo Ty(p) . 0p)

pour tout y € Y et toute famille »,, . . ., v, d’éléments de T,(Y).
Si ¢: Z— Y est un morphisme de variétés de classe C', on a

@ (@oP)*o = §*(g*w).

Lorsque Y est une sous-variété de X et que ¢ est I'injection canonique, on écrit
parfois @|Y au lieu de ¢*w et ’on dit que w|Y est induite sur Y par w.

8.3.2. Les définitions et résultats du n° 7.8 s’appliquent aux formes différentielles. En
particulier, un accouplement de fibrés vectoriels F' xyx F” — F donne naissance 4 un
produit extérieur *QP(U; F) x ¥*Q*"(U; F") = *Q?(U; F), oup = p’ + p" (7.8.2); on
le note (o, ") = o’ A @”. La somme directe des *Q?(U; K) pour p > 0 est ainsi
munie d’une structure d’algéf)re graduée associative et alternée (A, III, p. 53).

Soient £ un champ de vecteurs sur X et w une forme différentielle de degré p > 1
sur X, a valeurs dans un fibré vectoriel F; le produit intérieur de £ et w est la forme
différentielle i(£, w) de degré p — 1 sur X, & valeurs dans F, définie par

(3) i(f, w)x(vl’ ooy vp—l) = wx(f(x)’ Viseney Up—l)

pour tout x € X et toute famille v, . . ., v,_; d’éléments de T,(X). Si w est une forme
différentielle de degré 0, on pose i(§, w) = 0. On écrit également i(£)w ou iw 4 la
place de i(£, w). Lorsque F = K, la définition donnée ci-dessus coincide avec celle
de 7.8.4.

Soit F’ xx F’ — F un accouplement de fibrés vectoriels. Pour o’ € *Q?(U; F) et
w” e*Q?"(U; F"),on a

4) ()" A &) = ({(§)) A &" + (=1)"e" A i(§)o".
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8.3.3. Soit (u!,...,u") un systéme de coordonnées dans I'ouvert U de X. Tout
élément » de ¥QP(U; F) s’écrit de fagon unique
@= D> fu .., dit A-oc A dus
i) <-ee<ip
oules f;, . 4, sont des sections de classe C* de F sur U; dans cette formule, le signe A
est relatif 4 ’accouplement canonique Ky xy Ky — Ky et le point désignant le pro-
duit est relatif a "accouplement canonique F xx Kx — F.

8.3.4. Soient p un entier >0 et r un élément de Ny. Soient E et F des espaces de
Banach, U un ouvert de E et « € "Q?(U; F). Soit & € (U ; Alt?(E; F)) I’élément corres-
pondant 3 «. Si xe U, la différentielle d,&@ de @ en x (5.5.6) est un élément de
Z(E; Al?(E; F));sit€E, ona (d.a)t) € Alt?(E; F),et, sit,,..., , sontdans E,on a
d.a)t)(ts, ..., t,) € F. Il existe un élément de de "~1Q7+*3(U; F) et un seul tel que
I’on ait

P
) (de)x(to, - - - 1) = Z (= DA )t tos - » Bty - s 1) P
i=0
quels que soient xeUet ¢, ..., #, dans E.

8.3.5. Soient p un entier >0 et r un élément de Ny. Soient X une variété de classe
Cr*1, F un espace de Banach, et w € "Q?(X; F). Il existe une forme différentielle
7 e 1QP+*1(X; F) et une seule telle que, pour toute carte ¢ = (U, ¢, E) de X, si

w, est la forme différentielle sur ¢(U) telle que w|U = ¢*(w,), on ait =, = dw,, ol

dw, est définie par la formule (5) de 8.3.4.

La forme différentielle = s’appelle 1a différentielle extérieure de »; on la note dw.

Elie jouit des propriétés suivantes:

(6) Sig:Y — X est un morphisme de variétés de classe C'+2, et si w € "Q?(X; F), on
a Y*(dw) = d(y*w); en particulier, d commute i ’opération de restriction & une
sous-variété.

(7) Pour p = 0, Papplication d:7Q°%X; F)—""1QYX;F) coincide avec celle
définie en 8.2.2.

8) Sir > 2etsi we™QPX;F), on a d(dw) = 0.2

(9) Pour toute application linéaire continue u: F — F’ d’espaces de Banach, on a
d(u(w)) = u(d(w)) pour w € Q?(U; F).

(10) Pour toute application bilinéaire continue F’ x F” — F d’espaces de Banach,
ona

diw' A o") =({do’) A 0" + (—1)"e" A do”

pour o’ € 7Q”(X; F) et 0" € "Q*"(X; F").
8.3.6. Soit (1, .. .,u") un systéme de coordonnées de X dans U. Soit

@= D fi -dit A-e A dus
i1 <o <ip

1 Le signe ~ indique que le symbole qu’il surmonte doit étre omis (cf. 7.8.4).
2 Si w e 1QP(X; F) et si dw e 2QP*1(X; F), on a encore d(dw) = 0.
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une forme différentielle sur U (avec f;;, ..., ;, € €"(U; F)). On a alors

an do = > dfi .., Ndi A--- A dis.

1< <ip

8.3.7. Supposons K de caractéristique zéro. Soit w € 7Q?(X; F) une forme différen-
tielle de degré p > 1 telle que dw = 0. Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U
de x et une forme différentielle = € "Q? ~}(U; F) tel que dr = w sur U.

8.4. Transformaiions infinitésimales
Soient r € N et X une variété de classe C'*1,

8.4.1. Soit 7 un foncteur vectoriel pour les isomorphismes (7.6.6), de classe C'. Si E
est un espace de Banach, on note GL(E) I'ouvert de £(E; E) constitué par les auto-
morphismes de E. On note 7 ’application lin€aire tangente a 1’élément neutre Idg du
morphisme 7: GL(E) — GL(+(E)); c’est une application linéaire continue de Z(E; E)
dans Z(+(E); =(E)).

8.4.2. Soit E un espace de Banach et posons F = +(E). Soient U un ouvert de E, £ un
champ de vecteurs sur U de classe C', £: U — E Papplication correspondante (obtenue
en identifiant T(U) et U x E (8.1.1)), et f: U — F une application de classe C". Pour
x € U, on définit un élément (8,.f)(x) de F par la formule

M (6:- 1)) = dof(E(x)) — Te(dE)S (x).

(Remarquons que 'on a d’une part £x)eE et d, feL(E; F), dou d.f(é(x))eF,
d’autre part, d.£ € Z(E; E), 7(d,£) € Z(F; F) et f(x) € F, d’olt v5(dE)(f (%)) € F).
La fonction 0;.f: x — (8;.f)(x) est de classe C"~! dans U.

8.4.3. Notons F le fibré vectoriel 7(T(X)) (7.6.2 et 7.6.6). Soient ¢ un champ de vec-
teurs sur X et f une section de F, tous deux de classe C'. Soient x un point de X et
¢ = (U, ¢, E) une carte de X en x. Soient ¢’ = (U, {,, E) la carte vectorielle corres-
pondante de T(X) (8.1.1) et (¢") = (U, ., 7(E)) la carte vectorielle correspondante
de F (7.6.2). Posons x, = ¢(x); soient £, 'application de ¢(U) dans E telle que
{(Ew)) = (u, E(p(u))} et f. l'application de ¢(U) dans =(E) telle que 4. (f(w)) =
(u, f(e(w))) pour tout u € U. Notons g, I'élément (8, .f.)(x.) de +(E) défini en 8.4.2. 11
existe un élément a de F, et un seul tel que $.(a) = (x, a,) pour toute carte ¢ de X en x.
On le note (6;.1)(x). Il ne dépend que des germes de £ et f en x (et méme seulement
de leur jet d’ordre 1 (12.1.2)).

L’application 8,.f: x — (6;.f)(x) est une section de classe C"~! de F; elle dépend
de fagon K-bilinéaire du couple (&, f).

8.4.4. Conservons les hypothéses et notations précédentes. Il existe (7.6.4) un mor-
phisme de fibrés vectoriels 7’ et un seul de Z(T(X); T(X)) dans Z(F; F) tel que, pour
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tout x € X, la restriction de +’ a la fibre Z(T(X); T(X)). = L(TAX); T(X)) soit
égale & 7y, (8.4.1). Si g est une fonction de classe C™ dans X, & valeurs dans K, on a

bpr-f = g0:.f — 7'(dg ® 6)(f)
(dans cette formule, on identifie dg & £, qui est une section de T'(X) & T(X), 4 une
section de Z(T(X); T(X)); son image 7'(dg & £) est une section de Z(F; F) et trans-
forme f en une section de F).

8.4.5. Soient I un ouvert de K contenant 0, U un ouvert de X et ¢ une application
de classe C" de I x U dans X. Pour (¢, x)el x U, on note s, le vecteur
(1,0 eK x TAX) = T¢. (A x U). Pour ¢ €1, on note ¢, 'application de U dans X
définie par ¢(x) = ¢(z, x) (x € U). On suppose que les trois conditions suivantes sont
verifi€es:

a) oo est Pinjection canonique de U dans X;;

b) pour tout ¢t e T, I'application ¢, est un isomorphisme de variétés de classe C’
de U sur un ouvert de X;

¢) la section (7, x) — Ty, (®)(e:, ») du fibré *T(X) est de classe C'.
De plus, on pose:

d) £x) = T, o(@)(e0,x)  pourtout xeU.

L’application £: x — £(x) est un champ de vecteurs de classe C” sur U. On dit que
c’est le champ initial (ou de départ) de ¢.

Soit = un foncteur vectoriel pour les isomorphismes, de classe C'; posons
F = 7(T(X)) et soit f une section de classe C" de F sur X. Pour x € U et ¢ €1, posons
of f(x) = H(T.de) " D{f(px))); cest un élément de F,. L application ¢ — ¢ f(x) de
I dans F, est de classe C"'~1 pour tout xe Uet Pona

@) % @Ff())i=0 = (6:./)(x) pourtout xeU.

8.4.6. Etant donnés un champ de vecteurs ¢ de classe C sur X et un point x, de X, il
existe un ouvert I de K, contenant 0, un ouvert U de X contenant x, et une application
@:1 x U— X de classe C" satisfaisant aux conditions a), b) et ¢) de 8.4.5 et telle que
le champ initial de ¢ soit la restriction £]U de £ & U.

8.4.7. Exemple. — Soient F un espace de Banach et p un entier >0. Si V est un espace
de Banach, posons «,(V) = Alt?(V; F); si # est un isomorphisme de V sur un espace
de Banach V', désignons par «,(u) 'isomorphisme de (V) sur (V') déduit de u par
transport de structure. On obtient ainsi un foncteur vectoriel pour les isomorphismes,
que ’on note o, (7.8.1 et Errata au n° 7.8). On peut lui appliquer ce qui précede; on a

a(T(X)) = Alt’(T(X); F).
Les sections de «,(T(X)) sont les formes différenticlles de degré p sur X, a valeurs
dans F; si w est une telle forme et si £ est un champ de vecteurs sur X, tous deux de

classe C', 0,.w est une forme différentielle de degré p sur X, a valeurs dans F et de
classe C'~1. On a

&) b0 = d(i(§) @) + i(§) dw
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et, lorsque r > 2,
@ | 0. dw = d(0;.w).

Lorsque p = 0, le foncteur «, est le foncteur vectoriel constant défini par F; le
fibré «o(T(X)) s’identifie au fibré trivial Fy, et les sections de ce fibré s’identifient aux
fonctions sur X 4 valeurs dans F. Si £ est un champ de vecteurs de classe C" sur X et si

fe€¢(X;F),ona
&) b,.f =< df) =Df) (8.23);
c’est un élément de €"~1(X; F).

8.4.8. Soient 7 et 7, deux foncteurs vectoriels pour les isomorphismes. Un morphisme
de foncteurs vectoriels /: 7; — 7 définit un morphisme de fibrés vectoriels, noté encore
h, de 7,(T(X)) dans ~(T(X)) (7.6.4), et fait correspondre & une section fde 7,(T(X)) une
section A(f) de 7(T(X)). Si ¢ est un champ de vecteurs sur X, et si fet ¢ sont de classe
C7, on a 0. h(f) = h(b;.f).

Plus généralement, soient =, 7y, ..., 74 des foncteurs vectoriels pour les isomor-
phismes et soit #: (74, . - ., T4) — 7 un morphisme d-linéaire (7.6.4). Soit f; € Y;I(T(X»(X)
(pouri = 1,...,d), et soit £ un champ de vecteurs de classe C" sur X. On a

(6) Gf'h(fl’-"s.ﬁi)= Z h(ﬁ:"-’ﬁ—l: 9{-ﬁaﬁ+19-'-s.f;l)'

1<i<d

Par exemple, si fest une section de 7(T(X)) et g une fonction sur X, 4 valeurs dans
K, toutes deux de classe C", on a

O O.(2f) = (0:-8)f + 8(6:-1)-

Si w; et w, sont deux formes différentielles de classe C’, a valeurs dans des espaces
de Banach F,; et F, respectivement, on a

® O (wy A ) = (B:.01) A wg + w; A (Br.005),
Ie produit extérieur étant pris par rapport a une application bilinéaire continue de

F, x F, dans un espace de Banach F.

8.4.9. Soient = un foncteur vectoriel pour les isomorphismes, contravariant (8.2.7), de
classe C7, ¢: X — Y un morphisme de variétés de classe C™*1, £ (resp. #) un champ de
vecteurs de classe CT sur X (resp. Y) tels que ¢ soit ¢-lié a 5 (8.2.6). Pour toute section
S de «(T(Y)),de classe C", on a

e*(0,-f) = 0..9%.
8.5. Le crochet
Soit r € Nk et soit X une variété de classe C'*2,

8.5.1. Appliquons les définitions du n° 8.4 en prenant pour 7 le foncteur identique:
(V) = V pour tout espace de Banach V et +(u) = u pour tout isomorphisme u
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d’espaces de Banach. On a alors 7(T(X)) = T(X). Si ¢ et 5 sont deux champs de
vecteurs de classe C" sur X, on pose

8)) 1€, 7] = O¢.m;
c’est un champ de vecteurs de classe C"~* sur X, appelé le crochet de £ et de 1.

8.5.2. L application (¢, n) — [£, n] est K-bilinéaire et alternée. Si f et g sont des
fonctions de classe C' sur X, & valeurs dans K, on a:

@ [/€, gn] = f2lé, 7] + (fDeg)y — (gDaf)é-

8.5.3. Soit F un espace de Banach. On a
3 D[c‘.‘, m = DzoDy; — Dyo D,
dans ’espace des applications de €"+*(X; F) dans €7~ (X; F).
Sir > 2etsi{ est un troisiéme champ de vecteurs de classe C" sur X, on a

@ & 2L =168 — o, [ 0@

ou €ncore

1+ I [6 1+ [6[69]1=0.

Plus généralement, sir > 2 et si 7 est un foncteur vectoriel pour les isomorphismes,
ona

&) 9[&, m = 0z06, — 6,00,

dans P’espace des applications de %% (X) dans % ~%(X) (avec F = ~(T(X))).
Sir = oo, les champs de vecteurs de classe C sur X forment une K-algébre de Lie
pour le crochet (LIE, I, § 1, n° 2).

8.5.4. Soient E un espace de Banach, U un ouvert de E, £ et  deux champs de vecteurs
de classe C” sur U, identifiés 4 des éléments de €7(U; E). Leur crochet est donné par la
formule:

© [€, 1] = Dy — Dyé.

8.5.5. Soit (u,..., ™) un systéme de coordonnées de X dans un ouvert U. Soient

E=>d 2 et g = > b _6_ deux champs de vecteurs de classe C’ sur U. Posons
ou' out
2
& 7] = ZC"a—uT Ona
ob oa*
T 190 _ p %)
D ¢ 1<7%n (a ow b &‘j)

8.5.6. Soient ¢: X — Y un morphisme de variétés de classe C*1, ¢, et &, deux champs

1 La formule (4) est encore exacte si I’on suppose seulement que les champs de vecteurs £, 9, £,
[£, 21, [n, L1, [Z, £] sont tous de classe C2.

2—B.
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de vecteurs sur X, 1, et n, deux champs de vecteurs sur Y, tous de classe C'. Si £; et &,
sont ¢-liés a 7, et n, respectivement, [£;, £,] est @-lié & [n;, 74).

8.5.7. Soit w une forme différentielle de degré p sur X, a valeurs dans un espace de
Banach F et de classe C, et soient &, .. ., £, des champs de vecteurs de classe C* sur
X.Ona

(8) (efo'w)(fl, seey fp) = Dfow(gh ey fp) - 1—21 w(fl: seey [509 51]3 s gp)

et
©) de(to, ..., &) = ,Z., (= 1)'Dg(os e or Eir e - - &3)
+ z (_ I)H-jw([&, gj]9 fo, DR éi& .o éj’ sty §p)'

i<j
Si £ et 5 sont des champs de vecteurs de classe C', on a
a0 Bz 0 i(n) — i(n) ° 6; = i([€, 7]
dans P’espace des applications de *Q7(X; F) dans "~ Q*~1(X; F).
Pour p = 1, la formule (9) s’écrit:

(11) do(¢, 1) = D, @) — Dy(é, 0) — <[, 9], @).

8.6. Relévements

Soit r € Ng et soit g: X — Y un morphisme de variétés de classe C*2.

8.6.1. Un relévement de g dans T(Y) est une application #: X — T(Y) telle que le
diagramme

T(Y)

soit commutatif, = désignant la projection canonique de T(Y) sur Y. La donnée de ¢
équivaut a celle d’une section du fibré vectoriel g*T(Y) image réciproque par g de
T(Y).

La notion de relévement généralise celle de champ de vecteurs (4 laquelle elle se
réduit lorsque g = Idx); une partie importante des définitions et résultats relatifs aux
0, et i(£) s’étendent aux relévements; nous nous bornerons a en indiquer briévement
quelques-uns.

8.6.2. Soit $: X — T(Y) un relévement de g: X — Y, et soit  une forme différentielle
de degré p sur Y, a valeurs dans un fibré vectoriel F de base Y. Lorsquep = 1, on



n°6 LE CALCUL DIFFERENTIEL D’ORDRE 1 19

note i(y, w) ou i(Y)w ou iy(w) la forme différentielle sur X, de degré p — 1, a valeurs
dans g*F, telle que

@ i, @)e(v1, - - -» Up-1) = wy(x)(‘/’(x): TAg)-v15--» Tx(g)-vp-l)

pour tout x € X et toute famille vy, . . ., v,_, d’éléments de T(X). Lorsque p = 0, on
pose i(y, w) = 0. On dit que i(y, w) est le produit intérieur de et de w; si ¥ et w sont de
classe C', il en est de mé&me de i(¥, w). Soit F x¢ F” — F un accouplement de fibrés
vectoriels de base Y. Pour o' € "Q?(Y; F) et 0" €7 Q?(Y; F"),0ona

@ i) A ") = (P)) A g*” + (= 1)Pg*" A i)

8.6.3. Exemples

a) Un champ de vecteurs ¢ sur X définit un relévement T(g) o ¢ de g dans T(Y), et
I’on a:
€)] i(T(g)o &) =i(§)-g*

b) Un champ de vecteurs n sur Y définit un relévement » o g de g dans T(Y), et
Ion a:
©) i(nog) =g*i(y).

¢) Plus généralement, soit #: Y — Z un morphisme de variétés de classe C*+*. Si
¥ est un relévement de g dans T(Y), alors T(A) o 4 est un relévement de ko g dans
T(Z) et 'on a:
&) i(T(h) o ) = i) o h*.
Si ¢ est un relévement de A dans T(Z), alors ¢ o g est un relévement de 4o g dans
T(Z) et 'on a:

©® i(pog) = g*ei(p)

8.6.4 (« Transformations infinitésimales »). Soit ¥ un relévement de classe C" de g et
soit o une forme différentielle de degré p sur Y, & valeurs dans un espace de Banach F,
et de classe C'. La forme différentielle sur X

M d(i()w) + i(P)de

est de degré p et de classe C'~*; on la note 8. .
Si f est une fonction de classe C" sur X, on a

® , Oyg.00 = df A i) + fOy.0.

8.6.5 (¢« Caractérisation de 6,.w comme dérivée»). Conservons les hypothéses de
8.6.4. Soit x € X. 1I existe alors un voisinage ouvert U de x, un voisinage ouvert I
de 0 dans K, et un morphisme G:1 x U~ Y, de classe C’, ayant les deux propriétés
suivantes:

a) Pour tout x € U, on a G(0, x) = g(x).
b) Pour tout x € U, I'image par T, ,,(G) du vecteur tangent (1, 0) est égale 2
$(x).



20 VARIETES DIFFERENTIELLES ET ANALYTIQUES §8

Supposons que (U, I, G) vérifie ces conditions; pour tout eI, notons G,
Papplication x + G(t, x) de X dans Y; posons w; = Gff(w). Pour tout x € X, I'appli-
cation ¢t — wy(x) de I dans Alt?(T,(X), F) est de classe C', et sa dérivée 2 Porigine
est donnée par la formule

©® L (om0 = (By-0)().

8.7. Affaiblissement de structure
Dans ce n®, on suppose K = R.

8.7.1. Soit X une variété de classe C5, et soit F un fibré vectoriel sur X, de classe CF,
avec 0 < k < 5. Si0 < k' < k, il existe sur F une structure F,/ et une seule de fibré
vectoriel de base X et de classe C¥ telle que toute carte vectorielle de F soit une carte
vectorielle de F,.. On dit que F,- se déduit de F par affaiblissement de la structure de
fibré de F.

8.7.2. SoitreNgavecr < s, et soit X, la variété de classe C' sous-jacente a X (5.13.1).
Le fibré tangent T(X,) est de classe C"~1; c’est le fibré obtenu par affaiblissement de
structure 3 partir du fibré tangent T(X), qui est de classe C¥~ 2.

Soit F un fibré vectoriel sur X, de classe C*, pour 0 € k < r — 1. Les formes
différentielles de classe C* sur X a valeurs dans F s’identifient canoniquement aux
formes différentielles correspondantes sur X,. Les diverses opérations sur ces formes
décrites dans le reste de ce paragraphe sont compatibles avec cette identification.

Dans la suite de ce fascicule, nous laisserons souvent au lecteur le soin d’expliciter
les autres résultats de ce genre.

8.8. Variétés presque complexes et variétés complexes

Dans ce n°, on suppose K = R et on désigne par X une variété (réelle) de classe C,
avec r € Ng.

8.8.1 (« Fibrés vectoriels complexes »). Un fibré vectoriel sur C de base X (7.3.4) est
aussi appelé un fibré vectoriel complexe de base X. Si M est un tel fibré vectoriel, on
appelle carte vectorielle complexe de M un triplet (U, ¢, E), ot U est un ouvert de X,
E un espace de Banach complexe et ¢ un isomorphisme de fibrés vectoriels com-
plexes de M|U sur le fibré trivial Ey = U x E. Une famille (U, ¢;, E;) de cartes
vectorielles complexes de M dont les domaines de définition U; recouvrent X est
appelée un atlas vectoriel complexe de M ; tout fibré vectoriel complexe possede un atlas
vectoriel complexe (7.3.3).

On dit parfois C-vectoriel au lieu de vectoriel complexe. De maniére analogue, on
dit parfois, lorsqu’on veut parler d’un fibré vectoriel sur R, d’une carte vectorielle
ordinaire de ce fibré, etc., « vectoriel réel » ou « R-vectoriel » au lieu de « vectoriel ».

Soit M un fibré vectoriel complexe de base X. Il existe un automorphisme j et un
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seul du fibré vectoriel (réel) sous-jacent 2 M (7.3.3) dont la restriction a chaque fibre
est la multiplication par I’élément i de C; le carré de j est égal 3 — 1. Réciproquement,
si M est un fibré vectoriel (réel) de base X et j un automorphisme de M tel que j* = — 1,
il existe sur M une unique structure de fibré vectoriel complexe admettant M comme
fibré vectoriel (réel) sous-jacent et pour laquelle j est la multiplication par i.

8.8.2 (« Complexification d’un fibré vectoriel »). On définit un foncteur vectoriel = en
posant ~(E) = E ® C pour tout espace de Banach (réel) E, et () = u ® 1d¢ pour
tout morphisme u: E — E’ d’espaces de Banach (réels).

Si F est un fibré vectoriel de base X et de classe C* (0 < k < r), son transformé par
le foncteur vectoriel = se note F & C. 1l existe sur F ® C une unique structure de
fibré vectoriel complexe de base X et de classe C¥, compatible avec sa structure de
fibré vectoriel (réel) et induisant sur chaque fibre (F & C), = F, ® C sa structure
canonique d’espace de Banach complexe (EVT, 11, § 8, n° 1, Exemple). Muni de cette
structure, on dit que F & C est le complexifi¢ de F.

Soit U un ouvert de X; ’application canonique

F(U) @ C— FHoc(U)

est un isomorphisme, par lequel on identifie ces deux espaces. Si s € Fgc(U), les
éléments o, = de SF(U) tels que s = o + ir s’appellent la partie réelle et la partie
imaginaire de s; la section § = ¢ — ir s’appelle la conjuguée de s.

En particulier, une section du fibré T(X) & C s’appelle un champ de vecteurs com-
plexe sur X.

Soit H un fibré vectoriel complexe de base X. Les isomorphismes canoniques
AlR(T(X); H) — Alty(T.(X) ® C; H) définissent un isomorphisme de fibrés vecto-
riels complexes, dit canonique, de Alth(T(X); H) sur Alty(T(X) ® C; H) (7.8.5),
grace auquel nous identifierons ces deux fibrés. Soit w une section de ce fibré, autre-
ment dit une forme différentielle de degré p sur X, & valeurs dans H, et soit { un champ
de vecteurs complexes, de partie réelle ¢ et de partie imaginaire ». On pose alors:

i(ca m) = l(f; w) + i'i(na w)'
Si H est un fibré trivial, on pose
b0 =0;.0+ib,

De méme, on étend par linéarité le crochet aux champs de vecteurs complexes. Les
formules des n° précédents restent valables.

8.8.3. On appelle structure presque complexe de classe C* (k <r—1) sur X la
donnée d’une structure de fibré vectoriel complexe sur T(X), de classe C¥, ayant pour
structure réelle sous-jacente la structure naturelle de T(X). Une telle structure équivaut
4 la donnée d’un automorphisme j de classe C* de T(X) tel que jZ2 = —1.

Donnons-nous une telle structure. Prolongeons j en un C-automorphisme de
TX) & C. Il existe une décomposition et une seule de T(X) ® C en somme directe de
deux sous-fibrés complexes:

® TX)QC=TX)@T(X)
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telle que j coincide avec la multiplication par i sur T'(X) et par —i sur T"(X). Le
projecteur p’ de T(X) ® C sur T'(X) est égal a 3(1 — ij); le projecteur p” =1 — p’
de T(X) ® C sur T"(X) est égal & (1 + ij). Les composés

7 TX) = T(X) ® C 2 T'(X)
7": TX) > T(X) ® C % T"(X)

sont des R-isomorphismes; le premier transforme j en la multiplication par i, le second
en la multiplication par —i.

8.8.4 («Formes de type (p,q)»). Conservons les hypothéses et notations du n°
précédent. Soit F un fibré vectoriel complexe de base X, soient p et g deux entiers >0,
et soit » = p + g. Soit » une forme différentielle de degré » sur un ouvert U de X, 4
valeurs dans F; identifions (8.8.2) w & une section de AtYT(X) & C; F). On dit que
w est de type (p, q) si, pour tout x€ U, on a

wlv1,...,0,) =0
dés que p + 1 des vecteurs v; appartiennent & To(X) ou que g + 1 des vecteurs v,
appartiennent 3 T5(X). Si ’on identifie /n\ T.(X) & C a la somme directe des espaces
/"< T:(X) ® 7\” TzX) pour m’ + m" = n (A, 111, p. 85) et w, 4 une forme C-linéaire

sur /n\ T(X), il revient au méme de dire que w, est nulle sur 7\ T:X) & 7\ T:(X)
pour (m', m”) # (p, g).

Pour tout couple (p,q) d’entiers >0 avec p + g = n, il existe un sous-fibré
vectoriel complexe Alt?4(T(X); F) de Alt®(T(X); F) et un seul tel que ses sections sur
un ouvert U de X soient les formes différentielles de type (p, g) sur X, a valeurs dans
F. Le fibré vectoriel Alt*(T(X); F) est somme directe des fibrés vectoriels
Alt>(T(X); F) pour p >0, ¢ > 0 et p + g = n. Toute forme différentielle « de
degré n 4 valeurs dans F se décompose de maniére unique en

w = z Dy, ¢

P+E=n

ol w, , est une forme de type (p, q), appelée composante de type (p, q) de w. Si w est
de classe C*, avec 0 € A < k, il en est de méme de ses composantes.

Exemples

a) Une forme différentielle de degré n est de type (n, 0) si et seulement si elle est
C-multilinéaire.

b) Soient F’, F" et F trois fibrés vectoriels complexes et soit F' xx F"— F un
accouplement C-bilinéaire. Si o (resp. w”) est une forme différentielle de type (p’, ¢)
(resp. (p”, ¢")) a valeurs dans F’ (resp. F"), la forme différentielle o' A " est de type
@ +pq4 +49.

¢) Supposons que F soit le complexifié d’un fibré vectoriel (réel) (8.8.2). Si w
est une forme différentielle de type (p, ¢) a valeurs dans F, sa conjuguée & (8.8.2) est de

type (¢, p)-
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8.8.5. Outre les hypothéses précédentes, on suppose k > 1. Les trois conditions
suivantes sont alors équivalentes:

(i) Pour tout ouvert U de X et pour tout couple (£, 4) de champs de vecteurs com-
plexes sur U, de classe C¥, tel que £(x) et 7(x) appartiennent & T(X) pour tout x € U,
on a [£, 9](x) € T(X) pour tout x € U.

(ii) Pour tout ouvert U de X et tout couple (£, 5) de champs de vecteurs (réels) sur
U, de classe C*, on a

I€, ] + jLi€, n] + jlé, /n] — L&, jnl = 0.

(iii) Pour tout ouvert U de X et pour toute forme différentielle complexe w de type
(1, 0) sur U, de classe C¥, la composante de type (0, 2) de dw est nulle.

Supposons que ces conditions soient vérifiées. Soit « une forme différentielle
de type (p, g) sur un ouvert U de X, de classe C* avec 1 < k < k, a valeurs dans un
espace de Banach complexe F. On note d'w (resp. d") la composante de type (p + 1, g)
(resp. (p, g + 1)) de dw; les autres composantes de dw sont alors nulles et ’'on a

()] do=dw+ dw.
Sik>2ona
3) ddw)y=0 , dd«)=0 , d'({dw +ddw)=0.
Avec les notations de 8.8.4, exemple ), on a
@ d'(@ A o) =d(@) Ao+ (-1f*" A d'(o)
(5) d' Ao)=d) Ao+ (=) A d'(e").
Avec celles de 8.8.4, exemple c), on a
© d'@) = d'(w).

Dans les formules (4) et (5) (resp. (6)), les formes différentielles o’ et »” (resp. )
sont supposées de classe C.

8.8.6 («Structure presque complexe d’une variété complexe »). Soit X° une variété
analytique complexe, admettant X comme variété analytique réelle sous-jacente
(5.14.2.a)). Le fibré T(X) s’identifie au fibré vectoriel (réel) sous-jacent au fibré vecto-
riel complexe T(X°), ce qui munit X d’une structure presque complexe de classe C?,
dite définie par la structure de variété analytique complexe donnée sur X. Cette
structure presque complexe satisfait aux conditions (i) a (iii) de 8.8.5; en particulier,
les opérateurs d’ et d” de 8.8.5 sont définis. Si f: X°— Y¢ est un morphisme de
variétés analytiques complexes, f* commute aux opérateurs d’ et d”.

8.8.7. Conservons les hypothéses et notations de 8.8.6. Soit X la conjuguée de X°
(5.14.2.b)). Plongeons X par Papplication diagonale x — (x, x) dans la variété com-
plexe X¢ x X¢, et soit g I’anti-automorphisme (x, y) = (3, x) de X¢ x X°. Le couple
(X¢ x X¢, g) est une complexification de X (5.14.8). En particulier, pour tout x € X,
I’espace tangent T.(X¢ x X°) s’identific 3 T.(X) ® C; dans cette identification,
T.(X¢ x {x}) correspond a T,(X) et T.({x} x X°) correspond a T(X).
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8.8.8. Supposons r = w; toute structure presque complexe de classe C® sur X
satisfaisant aux conditions équivalentes (i) a (iii) de 8.8.5 est la structure presque com-
plexe définie par une structure de variété analytique complexe et une seule sur X.®

8.8.9 (« Formes holomorphes »). Reprenons les hypothéses et notations de 8.8.6, et
soit F un espace de Banach complexe. Les formes différentielles morphiques (autre-
ment dit analytiques complexes) sur X¢, & valeurs dans F, sont encore appelées formes
différentielles holomorphes; I’identification de T(X°) a T(X) les identifie & des formes
différentielles (analytiques réelles) sur X. Pour qu’une forme différentielle w de degré p
sur X, & valeurs dans F et de classe C* avec k > 1, soit holomorphe, il faut et il suffit
qu’elle soit de type (p, 0) et que d"w = 0.

Soit £ un champ de vecteurs sur X. On dit que £ est holomorphe si c’est une applica-
tion analytique complexe de X¢ dans T(X°) = T(X), autrement dit un champ de
vecteurs analytique complexe sur X, Si tel est le cas, et si w est une forme différentielle
holomorphe sur X i valeurs dans F, la forme 8;.w (resp. i($)w) est la méme, que 'on
considére £ comme champ de vecteurs analytique complexe sur X¢ et @ comme un
élément de QP(X°; F), ou ¢ comme un champ de vecteurs sur X et w comme un
élément de Q?(X; F). De plus, soient & = #'(§) et £” = #"(£) les composantes de
¢ dans T'(X) et T"(X) respectivement (8.8.3); on a

Q) b0 = bp.0 , Opw=0 ,
® i(Dw=i(f) , (N =0.

8.8.10. Exemple. — Supposons que X° soit un ouvert de C" et notons z%,..., z" les
fonctions coordonnées sur X°. Pour 1 < k < n, posons z¥ = x¥ + %, ol x* et y*
sont 3 valeurs réelles. Considérons le repére tangent (6/6z%) de T(X®) défini par le
systéme de coordonnées (z) et le repére tangent (8/9x*, 8/0y*) de T(X) défini par le
systéme de coordonnées (x¥, y*) (8.1.5). On a j(9/0x*) = 6oy et Pimage de 9/z* par
Iapplication =" : T(X) = T(X®) — T'(X) (8.8.3) est égale &
3(0/ox* — i o[oy");

on la note encore en général &/0z*. Le champ de vecteurs complexe conjugué de
ce champ 8/0z" est noté 8/9z*; on a

© oJez* = 1(8]ox* + i 8dy").

Si fest une fonction de classe C? sur X, & valeurs dans un espace de Banach com-
plexe F, les formes différentielles d’f et d”f (8.8.5) sont données par

, F v o of .

(10) df—KZ:< wede , dif = > 7% 42"
<k<n 1sk<n

! Si X est de dimension finie, ceci reste vrai pour une structure presque complexe de classe C*
avec k = dim X (cf. A. NEWLANDER and L. NIRENBERG, Complex analytic coordinates in almost
complex manifolds, Ann. of Math. LXV (1957), p. 391-404).
 On prendra garde que I'identification canonique de T(X®) avec T(X) ne transforme pas le champ
de vecteurs 9/9z* sur X° en le champ de vecteurs §/3z* sur X, mais en le champ de vecteurs
d/dz* + 9/oz*. Cependant, les deux champs de vecteurs notés 8/8z* prennent la méme valeur sur
les formes différentielles holomorphes (8.8.9), qui sont d’ailleurs les seules auxquelles I’on puisse
appliquer un champ de vecteurs de X°.
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Rappelons que I’on a
df =d'f+ d’f

dz¥ = dx* + idy* dz* = dx* — idy*.
Si A = (i,...,1,) est une suite strictement croissante d’entiers appartenant a
I'intervalle (1, n), on pose
dzh = dztv A--- A dZ

et I'on note dz* la conjuguée de dz*. Toute forme différentielle w de type (p,9) &
valeurs dans F s’écrit de fagon unique

an = fapdz* A dZ®
A,B

ot A (resp. B) parcourt ’ensemble des suites strictement croissantes de p (resp. q)
éléments de (1, ), les £ p étant des fonctions & valeurs dans F. Si w est de classe C¥,
avec k > 1, il en est de méme des fonctions f, x et 'on a

(12) d'o = dfss A dz* A dZ°
A,B

13) d'o = > d'fas N dz* A dZ5.
A,B



§ 9. Equations différentielles et feuilletages

Dans les n°® 9.1, 9.2 et 9.3, on suppose K de caractéristique 0. Dans le n° 9.4, on sup-
pose K de caractéristique p # 0.

9.1. Courbes intégrales

Danps ce n°, X désigne une variété de classe C' et £ un champ de vecteurs de classe C°
sur X, avecr,sdans Ng, s < r — L.

9.1.1. Soit I un ouvert de K, et soit £ : I — X une application de classe C* (k € Ng,
k < r) de I dans X. Pour €1, on note f'(¢) le vecteur T(f)(1) € T;(X); ce vecteur
est parfois appelé vitesse de f a I'instant ¢. Lorsque X est un espace de Banach, f'(¢)
est la dérivée de fen .

On dit que f est une courbe intégrale de ¢ sil’'on a

M @ = &/@)

pour tout 7 € I. Une telle courbe est de classe C*+2,

Si x est un point de X, on appelle courbe intégrale de ¢ d’origine x une courbe
intégrale f : I — X de ¢ telle que 0 e I et f(0) = x; pour tout x € X, il existe une courbe
intégrale de £ d’origine x, définie dans un voisinage ouvert convenable de 0 dans K.

Sif:1-— X est une courbe intégrale de £ et si ae K, Papplication ¢ — f(t — a) de
I + a dans X est une courbe intégrale de &,

Soient fi:I; — X et f5: I, — X deux courbes intégrales de ¢, et teI, N1, Si
J1(t) = f2), les applications f; et f; coincident dans un voisinage de z.

9.1.2 (« Flots »). Soit W un ouvert de X x K. Pour tout x € X, notons W, I’ensemble
des z € K tels que (x, t) € W. On appelle flot intégral de ¢ de domaine W une application
f de classe C* (k <r) de W dans X telle que, pour tout xe X, Papplication
St W, — X définie par £.(¢) = f(x, t) soit une courbe intégrale de £, et que pour
(x,0) € W on ait f(x, 0) = x.

Pour tout point x € X, il existe un flot intégral de ¢ de classe C* dont le domaine
est un voisinage de (x, 0) dans X x K. Deux flots intégraux de ¢ définis au voisinage de
(x, 0) coincident sur un voisinage de (x, 0).

Soit x € X et soit f un flot intégral de £ dont le domaine W est un voisinage de
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(x, 0). 11 existe un voisinage V de (x, 0,0) dans X x K x K tel que, si (x, #;, #,) €V,
on ait

(xs tl) € W’ (f(x’ tl)’ tz) € W’ (x’ tl + t2) € W
et

2 FUCxs ), 1) = f(x, 1 + 12).

Si X est paracompacte, ou si X est séparée et K = R ou C, il existe un flot intégral
de ¢ dont le domaine est un voisinage de X x {0}.

9.1.3 (« Le cas réel »). On suppose que K = R et que X est séparée. On appelle arc
intégral de ¢ toute courbe intégrale de ¢ dont le domaine est un intervalle ouvert
de R. Deux arcs intégraux f; et f, de ¢, définis dans des intervalles I et I,, et coinci-
dant en un point de I; N I;, coincident dans I; N 1.

Pour tout point x € X, il existe un arc intégral d’origine x et un seul f,.: I, — X tel
que, pour tout arc intégral f : I — X d’origine x, onait I < I, et f = f,|I. L’arc f,, est
appelé Parc intégral maximal de ¢ d’origine x, et son domaine I, est parfois appelé
Pintervalle de vie du point x pour le champ §.

Sil, = }J—a_,a.(etsia, estfini, la restriction de £,  I'intervalle (0, a.. ( est une
application propre de (0, a,( dans X. En particulier, f(¢) n’a pas de limite lorsque ¢
tend vers a,.

9.1.4. Avec les notations et les hypothéses de 9.1.3, I'ensemble Q des couples
(x,)e X x R tels que t€1, est ouvert dans X x R et Papplication f: Q- X
définie par f(x, t) = f,(t) est de classe C*; c’est un flot intégral de ¢ de domaine Q.
Les fonctions o, et «_: X — JO, +00) définies par I, = J—e_(x), o, (x)( sont semi-
continues inférieurement. Pour (x,7)cQ et y = f(x,7), on a ¢, (y) = a,(x) — t et
« (Y) = a_(x) + ¢
Sit;el etsitocl sy, onat; +t.el et

(3) f(.f(x: t1)> t2) = f(x: t + t2)'

Si la fonction e, (resp. «_) est minorée sur X par une constante >0, elle est cons-
tante et égale a4 +oo.

On a ¢, =a_ = + oo (autrement dit, on a Q = X x R) dans chacun des cas
suivants:

(i) 1e champ ¢ est 4 support compact (par exemple si X est compacte);
(ii) il existe un groupe d’automorphismes de X, transitif, et préservant ¢;
*(iii) il existe sur X une structure riemannienne pour laquelle X soit compléte et
£ borné. ,

Si Q = X x R, 'application f: X x R— X est une loi d’opération & droite de
classe C° de la variété de groupe R dans la variété X, cf. 5.12.5.

9.1.5 (¢« Le cas complexe »). On suppose que K = C et que X est séparée. Pour tout
a )0, +00}, notons D, le disque ouvert de centre 0 et de rayon a dans C. Pour tout
x € X, il existe un nombre p(x) € JO, o0} et un seul, une courbe intégrale £;,: D, — X
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d’origine x et une seule telle que, pour tout a € )0, +o0) et toute courbe intégrale
f:D,— X d’origine x, on ait a < p(x) et f = f,|D,.

Pour tout A€ C, soit «,(x) la borne supérieure de I'intervalle de vie de x pour le
champ de vecteurs A¢ sur la variété réelle déduite de X par restriction des scalaires.
On a p(x) = ni?f1 o ;(x).

L’ensemble A des couples (x, 1) € X x C tels que ¢ € D,,, est ouvert dans X x C
et application f de A dans X définie par f(x, ) = f,(¢) est un flot intégral de £. La
fonction p: X — )0, +00) est semi-continue inférieurement. Pour (x,t)cA et y =
f(x, 1), on a p(y) = p(x) — |t|. Si p est minorée sur X par une constante >0, on a
p=t+oetA =X x C.

Lorsque A = X x C, application f: X x C— X est une loi d’opération a droite
de la variété de groupe C dans la variété X.

9.1.6. Soient ¢: X — Y un morphisme de variétés et » un champ de vecteurs sur
Y tels que £ soit g-1ié & 7 (cf. 8.2.6). Si f: I — X est une courbe intégrale de ¢, Papplica-
tion g o f: I — Y est une courbe intégrale de 5. Si K = R et si X et Y sont séparées,
pour tout x € X, I'intervalle de vie de x pour £ est contenu dans I'intervalle de vie de
o(x) pour 7. Si de plus ¢ est propre, ces intervalles sont égaux.

9.1.7 («Equations dépendant du temps»). Soit W un ouvert de X x K et soit
Z: W — T(X) un relévement de classe C*de pr, : W — X, ¢’est-a-dire une application de
classe C* de W dans T(X) telle que E(x, 7) appartienne a T,(X) pour tout (x, z) € W.
On appelle courbe intégrale de Z une application f de classe C* (avec k € N¢ et
k < r), d’'un ouvert I de K dans X telle que, pour tout z € I, on ait

(@), t)eWetf (1) =2(f(2), t).

Soit 5 le champ de vecteurs de classe C°® sur W défini par 5(x, 1) = (B(x, 1), (¢, 1)).
Pour qu’une application f d’un ouvert I de K dans X soit une courbe intégrale de &, il
faut et il suffit que ¢ — (f(¢), #) soit une courbe intégrale de 7 au sens de 9.1.1.

Soient g: I — W une courbe intégrale de » et ¢, un point de I tel que pra(g(zo)) = 2.
L’ensemble des éléments ¢ € I tels que pro(g(7)) = ¢ est un voisinage de #, qui coincide
avec I si I est connexe.

9.1.8 (« Parameétres et conditions initiales »). Soit Z une variété de classe C’, soit W un
ouvert de X x K x Z, et soit = un relévement de classe C* de pry: W — X (8.6.1). Si
zeZ, on note W, I'ensemble des (x, #) € X x K tels que (x, ¢, z) € W, et on note =,
I’application (x, t) — E(x, ¢, z) de W, dans T(X).

Soit (x,, g, Zo) un point de W. Il existe alors un voisinage ouvert X; x I; x Z;
de (xo, %o, zo) dans W et une application de classe C*

f:X1XIl><Il><Zl—>X
tels que, quel que soit (x;, 14, z;) € Xy x I; x Z;, Papplication t — f(xy, #3, £, z,) soit
une courbe intégrale de E,, (au sens de 9.1.7) vérifiant la relation f(x,, #;, t1, z1) = x;.
Deux applications

fH: X xLxLxZy—>X et forXgxIyxIyxZ,—X
satisfaisant aux conditions ci-dessus coincident dans un voisinage de (x, ¢, %o, Zo)-
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9.2. Feuilletages

Dans ce n°, X désigne une variété de classe C', avec r € Ng. Sauf mention du con-
traire, toutes les variétés et tous les morphismes considérés sont supposés de classe C.

9.2.1. Soit S une variété, et soit p: X — S une submersion. Pour tout s € S, munissons
X = p~*(s) de la structure de variété induite par celle de X (5.10.5); ensemble X est
réunion disjointe des X,. Notons X, la structure de variété sur X obtenue par recolle-
ment des X, pour s € S (5.2.4); c’est 'unique structure de variété sur X pour laquelle
les X, soient des sous-variétés ouvertes. L’espace topologique X, est somme des
espaces X..

Soient V une variété et f une application de V dans X. Pour que f soit un mor-
phisme de V dans X, il faut et il suffit que f soit un morphisme de V dans X et que
P o f soit localement constante,

9.2.2. On appelle feuilletage de X une variété Y ayant méme ensemble sous-jacent
que X et satisfaisant a la condition suivante:

(F) Pour tout x € X, il existe une sous-variété ouverte U de X contenant x, une
variété S et une submersion p: U — S telles que la variété U, soit une sous-variété
ouverte de Y.

On dit aussi que le couple (X, Y) est une variéré feuilletée. Si (X, Y) et (X', Y’) sont
des variétés feuilletées, on appelle morphisme de (X, Y) dans (X', Y’) toute application
f:X— X’ qui est & la fois un morphisme de la variété X dans la variété X' et un
morphisme de la variété Y dans la variété Y'.

Soit (X, Y) une variété feuilletée. L’application identique Y — X est une immersion
bijective. Une partie U de X est appelée une feuille si c’est un ouvert de Y'; dans ce cas,
on munit U de la structure topologique et de la structure de variété induites par celles
de Y; par exemple, on dit que U est une feuille connexe si c’est une partie ouverte et
connexe de Y. Les feuilles qui sont des sous-variétés de X forment une base de la
topologie de Y. Lorsque K = R ou C, les composantes connexes de Y sont des
feuilles, appelées feuilles connexes maximales de (X, Y).

9.2.3. Si s€ Ng, s < r, on appelle feuilletage de classe C* de X un feuilletage de la
variété de classe C° sous-jacente a X.

9.2.4. Exemples

a) La variété X est un feuilletage de X, appelé le feuilletage grossier de X.

b) Sip: X — S est une submersion, X, est un feuilletage de X, appelé le feuilletage
de X défini par p. Le feuilletage de X défini par ’application identique est 'ensemble X
muni de sa structure de variété pure de dimension 0 (5.2.1); on Pappelle le feuilletage
discret de X.

¢) Soient E un espace de Banach, F un sous-espace vectoriel fermé de E admettant
un supplémentaire topologique, et p la projection canonique E — E/F. Le feuilletage
E, de E est appelé le feuilletage de E défini par F.
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d) Soit I" un groupe discret opérant proprement et librement sur I’espace topo-
logique X (TG, I1I, § 4, n° 4). Soit Y un feuilletage de X, et supposons que, pour tout
s € I, Papplication X ~> sx soit un automorphisme de (X, Y). La relation d’équiva-
lence sur X (resp. Y) dont les classes sont les orbites de I' est réguliére (5.9.5). Si I’on
note X/T" (resp. Y/T) la vari€té quotient correspondante, le couple (X/T', Y/T') est
une variété feuilletée, dite quotient de (X, Y) par I'.

9.2.5. Soient Y un feuilletage de X et U un ouvert de X. Alors U est ouvert dans Y et
U, muni de la structure de variété induite par celle de Y, est un feuilletage de X, appelé
le feuilletage induit par Y.

Plus généralement, soit f : X’ — X un morphisme tel que fet application identique
Y — X forment un couple transversal (5.11.1). Le produit fibré Y' =X’ %Y
s’identifie canoniquement & un feuilletage de X' appelé le feuilletage image réciproque
de Y par f.

9.2.6. Soient p: X — Set p’: X’ — S’ deux submersions, et soit f un morphisme de X
dans X'. Pour que f'soit un morphisme de X, dans Xj, il faut et il suffit que, pour tout
x € X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X et un morphisme g de p(U) dans S’
telque gop = p’ o fsur U.

9.2.7. Soit Y un feuilletage de X. On appelle carte feuilletante de (X, Y) un quadruplet
(U, ¢, E, F) tel que (U, ¢, E) soit une carte de X, que F soit un sous-espace vectoriel
fermé de I'espace de Banach E admettant un supplémentaire topologique et que ¢
soit un isomorphisme du feuilletage de U induit par Y sur le feuilletage de ¢(U) défini
par Papplication canonique de E sur E/F. Pour tout point x € X, il existe une carte
feuilletante (U, ¢, E, F) de (X, Y) telle que x € U. Soit» = dim, X et soit m = dim, Y.
Si n est fini, il existe un voisinage ouvert U de x et un systéme de coordonnées
£, ..., * de X sur U tel que le fenilletage de U induit par Y coincide avec le feuilletage
défini par Papplication ({»*%,...,{") de Udans K* ™™

9.2.8. Soit Y un feuilletage de X. Lorsque x parcourt X, les espaces T.(Y) sont les
fibres d’un sous-fibré vectoriel de classe C"~* de T(X) que I’on appelle le sous-fibré de
T(X) tangent au feuilletage Y et que 'on note T(X, Y). Si le feuilletage Y est défini
par une submersion p: X — S, alors T(X, Y) = Ker T(p) est le fibré tangent relatif
T(X/S) de X sur S (8.1.3).

Soient (X, Y) et (X', Y') deux variétés feuilletées, et soit f un morphisme de X dans
X'. Pour que f soit un morphisme de variétés feuilletées, il faut et il suffit que T(f)
applique T(X,Y) dans T(X', Y’'). En particulier, soit f: Z — X un morphisme de
variétés; pour que fsoit un morphisme de Z dans Y, il faut et il suffit que T(f) applique
T(Z) dans T(X, Y). Pour qu’une sous-variét€ Z de X soit une feuille de (X, Y), il faut
et il suffit que 'on ait

T.(Z) = T.(X,Y) pour tout zeZ.

Soit Y un feuilletage de X et soit U une feuille de Y, admettant une base dénom-
brable d’ouverts. Soient Z une variété et f une application de Z dans U. Pour que f'soit
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un morphisme de variétés de Z dans U, il faut et il suffit que le composé de f et de
I’injection canonique de U dans X soit un morphisme de variétés de Z dans X. Si X
est localement compact et dénombrable 2 Pinfini, toute feuille connexe de (X,7Y)
admet une base dénombrable d’ouverts (cf. TG, 1, 3° éd., §11, n° 7, cor. 2 du th. 1).

9.2.9. Supposons que K = R ou C. Soit Y un feuilletage de X. Les conditions
suivantes sont équivalentes:

a) 1l existe une variété S et une submersion p: X — S telles que Y = X,.

b) Pour tout x € X, il existe une sous-variété S, de X possédant les deux pro-
priétés suivantes:

b;) L’espace tangent T,.(S,) 2 S, en x est un supplémentaire topologique de
T,.(X,Y) dans T.(X).

b,) Toute feuille connexe de (X, Y) rencontre S, en au plus un point.

Supposons ces conditions vérifiées et soit Rix, yf la relation sur X « x et y appar-
tiennent A une méme feuille connexe »; alors R est une relation d’équivalence réguliére
(5.9.5) sur X, et, si p désigne la projection canonique X - X/R,ona Y = X,.

Exemple. — Prenons K = R et X = R2. Faisons opérer le groupe discret I' = Z2 sur
X par translations. Soit m € R et soit (X, Y,,) le feuilletage défini par la submersion
p: (x1, x2) > x; — mx; de X sur R. Posons X’ = X/T' et Y;, = Y,/T"; alors Y}, est
un feuilletage du tore X' (cf. 9.2.4, exemple d)). Si m est rationnel, il existe une sub-
mersion p’ de X' sur R/Z telle que Y,, = X;,.. Si m est irrationnel, toute feuille connexe
maximale de (X', Y},) est dense dans X', et il n’existe pas de submersion p’ de X’ dans
une variété S telle que Y,, = X

9.2.10. Soit Y un feuilletage de X, et soit #: X — S un morphisme de variétés tel que
le composé Y — X > S soit étale. Si S’ est un ouvert de S, une section o: S’ — X de
7 au-dessus de S’ est dite horizontale (par rapport au feuilletage Y) si c’est un mor-
phisme de S’ dans Y ; il revient au méme de dire que o(S") est une feuille de (X, Y), on
encore que T(¢) applique T(S") dans T(X, Y). Pour tout s, € S et pour tout x, € = *(s,),
il existe une section horizontale définie au voisinage de s, et prenant la valeur x, en s;;
deux telles sections coincident sur un voisinage de s,.

Plus généralement, soit s, € S, soit T une variété, soit f un morphisme de T dans la
sous-variété =~ (s,) de X, et soit ¢, € T. Il existe alors un voisinage ouvert T (resp. S')
de ¢, dans T (resp. de s, dans S), et un morphisme

F:8xT =X
vérifiant Ia condition suivante: pour tout ¢eT’, I'application s+ F(s, t) est une

section horizontale de 7 au-dessus de S’ prenant la valeur f(¢) au point s,. Deux teiles
applications F coincident sur un voisinage de (so, 7).

9.3. Sous-fibrés intégrables

Dans ce n° X désigne une variété de classe C" et F un sous-fibré vectoriel de classe C*
de T(X), avec r, sdans Ny, s <r — L.
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9.3.1. Soit V une variété de classe C* (k € Ng, k < r) et soit f un morphisme de classe

C* de V dans X. On dit que f est une intégrale de F si T(f) applique T(V) dans F.
Une sous-variété Z de classe C* de X est appelée une sous-variété intégrale de F si

Tinjection Z — X est une intégrale de F au sens ci-dessus, i.e. si I'on a T(Z) < F,

pour tout x e Z.
Soit x € X. Si Z, et Z, sont deux sous-variétés intégrales de X contenant x et si

T.(Z;) = F,., il existe un voisinage U de x tel que UN Z, < Z,. Sien outre T (Z,) =
F, , les germes de Z, et Z, en x coincident.

9.3.2. On dit que F est intégrable s’il existe un feuilletage Y de X de classe C* tel que
F = T(X, Y) (9.2.8). Un tel feuilletage est alors unique; on Pappelle le feuilletage
intégral de F. Pour qu'un morphisme f: V — X de classe C° soit une intégrale de F, il
faut et il suffit que f soit un morphisme de V dans Y.

Exemple. — Si F est de rang 1 en tout point, F est intégrable, et définit sur X un
feuilletage pur de dimension 1. Supposons en outre que K = R, que X soit séparée, et
que F admette pour repére un champ de vecteurs £ partout non nul. Alors, pour tout
x €X, la feuille connexe maximale contenant x est I'image de I’arc intégral maximal

de ¢ d’origine x (9.1.3).

9.3.3 (¢« Critéres d’intégrabilité »). Les conditions suivantes sont équivalentes:
(i) Le sous-fibré vectoriel F de T(X) est intégrable.
(ii) Pout tout x € X, il existe une sous-variété intégrale Z de classe C* de F telle

que xe Zet T(Z) = F,.
(iii) Quels que soient Pouvert U de X et les champs de vecteurs £ et  appartenant

4 % (U) (74.1), on a [£, 7] € (V).

Soit (£;);.1 une famille de sections de F de classe C° telle que, pour tout x e X,
Pensemble des £(x) soit un sous-ensemble rotal de I’espace de Banach F, (EVT, I,
§ 2, n° 1). Les conditions (i), (ii), (iii) sont alors équivalentes a:

(iv) pour tout couple (7, j) d’éléments de I, et tout x € X, on a [§;, £,1(x) € F,.

Lorsque I est fini, et que la famille (&) est un repére de F, les conditions précé-
dentes équivalent encore a:

(v) il existe une famille (c})q, ;, 1 e 1x1x1 de fonctions sur X 2 valeurs dans K telles
que [&;, &] = z ck€. quels que soient 7, j dans I.

(Si tel est lekcas, les fonctions cf’ ; sont de classe C°~1.)

9.34. Soit s" ¢ Ng, avec s’ < s, et soit F’ le fibré vectoriel de classe C* déduit de
F par affaiblissement de structure (8.7.1). Pour que F soit intégrable, il faut et il
suffit que F’ le soit. Dans ce cas, le feunilletage intégral de F’ se déduit de celui de F par
affaiblissement de structure.

9.3.5. Soient E un espace de Banach et p un entier >0. Pour tout x € X, notons
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N(p, E).. le sous-espace vectoriel de Alt?(T(X); E) formé des éléments u tels que
u(vs, . . ., vp) = 0 pour vy, ..., v, dans F,. Les espaces N(p, E),., pour x € X, sont les
fibres d’un sous-fibré vectoriel de classe C* de Alt?(T(X); E). Notons-le N(p, E). Si
F est intégrable, on a:

(vi) pour tout ouvert U de X et toute forme w € e, 5(U), 0na dw € Hi11.5(U).

Inversement, si (vi) est vérifiée pour p = 1 et pour tout espace de Banach E,
le fibré F est intégrable; lorsque K = R ou C, il suffit méme de vérifier (vi) pourp = 1
et E = K.

Supposons que le dual de T(X)/F admette un repére (e, . . ., ©,). L’intégrabilité de
F est alors équivalente 3 la condition suivante:

(vil) do; A 0wy A=+ AN w, =0 pour 1 <i<gmn

S’il existe en outre un sous-fibré vectoriel G de classe C* de T(X) tel que T(X) soit
somme directe de F et de G, la condition (vii) équivaut a:

(viii) il existe des formes différentielles ] (i, j dans I) de degré 1 sur X, de classe
Cs-1, telles que dw; = Z o) A w; pour tout iel.
7

9.3.6. Soit L un espace de Banach et soit « une forme différentielle de degré 1 sur X a
valeurs dans L, de classe C*. On fait les deux hypothéses suivantes:

a) pour tout x € X, w, est un homomorphisme surjectif de T,(X) dans L, et le
noyau de w, est F;

b) il existe un sous-fibré vectoriel G de T(X) tel que T(X) soit somme directe de F
et de G.

L’intégrabilité de F est alors équivalente a:

(ix) il existe une forme différentielle ¢ de degré 1 sur X a valeurs dans End(L) telle
que dw = o A w, le produit extérieur étant défini par I"accouplement canonique
End(L) x L—L (7.8.2 et 8.3.2).

9.3.7 («Equations aux différentielles totales »). On suppose que X est le produit de
deux variétés A et B de classe C; on note p;: X — A et p,: X — B les deux projec-
tions. Soit f un morphisme de classe C* de p¥T(A) dans p2T(B). Les graphes des appli-
cations fi, 5 To(A) — T(B) sont les fibres d’un sous-fibré vectoriel de classe C* de
T(X); notons-le F/.

Soit A’ un ouvert de A, et soit ¢: A’ — B un morphisme de classe C* (k € Ng,
k < r). On dit que ¢ est une intégrale de f'si, pour tout a € A’, on a To(@) = f1.000; Cela
équivaut a dire que PPapplication a — (@, ¢(a)) de A’ dans X est une intégrale de F/
(9.3.1). Une telle application est de classe C**1. Si ¢; et @, sont deux intégrales de
f et prennent la méme valeur en un point a € A, elles coincident dans un voisinage
de a.

Plus généralement, soit Z une variété de classe C¥, soit A’ un ouvert de A, soit
ae A’ et soient ®,, @, des morphismes de classe C¥de Z x A’ dans B. Supposons que

3—s.
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@, et @, coincident sur Z x {a} et que, pour tout z € Z, les morphismes
ar—~®(z,a) et a—Dy(z,0)

soient des intégrales de f. Alors @, et @, coincident dans un voisinage de Z x {a}.

Supposons que F/ soit intégrable. Soient Z une variété de classe C* (k € Ng, k < s),
(2o, ao) un point de Z x A, et p un morphisme de classe C* de Z dans B. Il existe un
voisinage ouvert Z' x A’ de (zo, 2,) dans Z x A et un morphisme ®:Z’ x A’—> B
de classe C* tels que, pour tout z € Z', 'application a +— ®P(z, ) de A’ dans B admette
f pour application tangente et prenne la valeur p(z) au point a,.

9.3.8. Conservons les hypothéses et notations de 9.3.7 et supposons que A (resp. B)
soit une sous-variété ouverte d’un espace de Banach E (resp. M). L’application f
s’identifie alors & un morphisme de classe C° de X = A x B dans I’espace de Banach
Z(E; M). Notons D, f (resp. D,f) la premiére (resp. seconde) dérivée partielle de f
(1.6.2); c’est un morphisme de classe C*~* de X dans Z(E; Z(E; M)) (resp. dans
LM ; £(E; M))), espace que P’on identifie de fagon évidente & F,(E; M) (resp. &
Z£M, E; M)). Pour que F soit intégrable, il faut et il suffit que, pour tout x € X,
Papplication bilinéaire
A; 2 (g, hg) — D1 f(x)(hs, ho) + Do f(xX)(f(x)hs, ho)

de E x E dans M soit symétrique. Sous cette condition, si ¢ est une intégrale de f
définie dans un ouvert A’ de A, la dérivée seconde de @ en un point a de A’ est Ay gay-

Si E = K", et si ’on note (x?, . . ., x") les fonctions coordonnées sur K", I'applica-
tion f est définie par une famille (fy, ..., f,) d’applications de A x B dans M, et la
condition d’intégrabilité s’écrit:
2 0ty =L+ 0

ox’
quels que soient les entiers i, j dans (1, #). Une application ¢ d’un ouvert A’ de A
dans B est une intégrale de fsi et seulement si 'on a

2—; = fi(x,p(x)) pourtout xeA’ ettout iell,n),

autrement dit, si on a

dp= 2 fix o(x)dx'

1<i€n
9.4. Fibrés intégrables en caractéristique p # 0

Dans ce n° on suppose K de caractéristique p # 0. On note X une variété K-analy-
tique localement de dimension finie.

9.4.1 (« Puissances p-iémes »). Soit £ un champ de vecteurs sur un ouvert U de X. Il
existe un champ de vecteurs £° et un seul sur U tel que I'on ait
€Y De(f) = (DJ?(f) = DD . .(D(f))...))
e ——
p fois
pour toute fonction analytique f définie dans un ouvert de U.
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Si ¢ est une fonction analytique sur U, on a

2 (P8 = ¢°¢" + (Dg)*~X(9)- €
et si 7 est un champ de vecteurs sur U, on a
3 [£%, 9] = ad(€y(p) = [&, [&, ..., [£, 91 . . 11

9.4.2 (« Identité de Jacobson »). Soit L la F,-algébre de Lie libre (LIE, I1, § 2, n°® 2) sur
un ensemble {x, ¥} 4 deux éléments. Il existe un élément et un seul A (x, y) de L tel que

Pon ait
@ (x + 3P =27+ 37 + Afx, p)
dans I’algébre enveloppante de L. Exemples:

AZ(x’y) = [x, ¥ As(x, y) = [x, [x, Y]] - [y, [x, ¥]l.

Si £ et n sont des champs de vecteurs sur X, on a

® E4+ 9P =847 + A, 7).

9.4.3. Exemple. — Prenons X = K (resp. K*) et notons x I’application canonique
X — K. Soit £ (resp. ) le champ de vecteurs 9/dx (resp. x.8/0x); il est invariant par
les translations du groupe additif (resp. muitiplicatif) X. On a

© P=0 ot 7 =1

9.4.4 (« Fibrés intégrables »). Soit F un sous-fibré vectoriel de T(X). On dit que F est

intégrable si, pour tout x € X, il existe un systéme de coordonnées ({%,. .., {*) de X en

x et un entier m < » tels que (8/80%, . . ., 8/&(™) soit un repére de F au voisinage de x.
Pour que F soit intégrable, il faut et suffit qu’il vérifie la condition suivante:

Pour tout ouvert U de X, %°(U) est une sous-algébre de Lie de Fiix(U) stable
par Popération £ — £°.



§ 10. Mesures définies par des formes différentielles

Dans ce paragraphe, on suppose que K est Jocalement compact. A partir du n® 10.2, on
suppose K = R. Dans les n°® 10.1 et 10.4, toutes les variétés considérées sont sup-
posées localement de dimension finie; lorsqu’elles sont séparées, elles sont localement
compactes.

10.1. Mesure module d’une forme différentielle

Notations. — On note p une mesure de Haar (INT, VIL, §1, n° 2) sur le groupe
additif de K. On note u®"la mesure p ®- - - @ p sur K" et u8" sa restriction 2 un ouvert
U de K", Pour a € K, on note mod(a) le module de a (INT, VII, § 1, n° 10 et AC, VI,
§9,n°1). SiK =R, on a mod(a) = |a|; si K = C, on a mod(a) = |a|?; si K est
ultramétrique, on a mod(g) = g~"®, ou g désigne le nombre d’éléments du corps
résiduel de K et v la valuation normée de K (AC, VI, §9, n° 1, prop. 1).

10.1.1. Soient U et V des ouverts de K”, et soit f: U — V une application de classe C',
avec r € Ng. Soit x € U; on appelle jacobien de f en x, et on note Jac,(f), le détermi-
nant de P'application linéaire D f(x) dérivée de f en x. On note Jac(f) la fonction
x - Jac,(f); la fonction mod(Jac(f)) est une fonction continue dans U a valeurs
réelles positives.

10.1.2 (« Changement de variable dans les intégrales »). Les hypothéses étant celles de
10.1.1, supposons que f soit un isomorphisme de classe C' de la variété U sur la variété
V. Alors I’image par f de la mesure mod(Jac(f)). p2" est u®"; pour toute fonction con-
tinue 3 support compact ¢: V—> C, on a

) fv P(Nue(y) = fu P(f(x)). mod(Jac,(f)p®"(x).

10.1.3. Soit X une variété de classe C’, et soit A une partie de X. On dit que A est
localement négligeable si, pour toute-carte (U, ¢, K®) de la variété X, I’ensemble
e(A N U) est u®"négligeable (INT, IV, § 2, n° 2); cette condition ne dépend pas du
choix de p, et il suffit de la vérifier pour une famille de cartes dont les domaines
recouvrent A. Tout ensemble contenu dans la réunion d’une famille dénombrable
d’ensembles localement négligeables est localement négligeable.
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Exemples

a) Toute sous-variété de X qui est de codimension >1 en tout point (i.e. d’inté-
rieur vide) est localement négligeable.

b) Soit g une fonction de classe C” sur X, et soit A, 'ensemble des points x € X tels
que g(x) = 0; supposons que I'intérieur de A, soit vide, et que r = w; alors A, est
localement négligeable.

¢) Soit f: Y — X un morphisme de variétés de classe C’, 1a variété Y étant réunion
dénombrable de compacts. On suppose que’ona dim, Y < dimy, X pourtout ye Y.
L’image par f de toute partie localement négligeable de Y est une partie localement
négligeable de X. Il en est de méme de I'image par f de Pensemble des points ol f
n’est pas étale (« premier théoréme de Sard »); en particulier, si dim, Y < dimy,, X
pour tout y € Y, f(Y) est une partie localement négligeable de X.

d) Supposons K de caractéristique zéro. Soit f: Y — X un morphisme de variétés
de classe C' (re Ng, r > ), Y étant réunion dénombrable de compacts. Soit C
Pensemble des points de Y ot f n’est pas une submersion (« points critiques »). Alors
f(C) est une partie localement négligeable de X («second théoréme de Sard »).®

10.1.4. Soit X une variété paracompacte de classe C'. 1l existe sur X une classe M
de mesures équivalentes (INT, V, § 5, n° 6) et une seule telle que, quelle que soit
v € M et quelle que soit la carte ¢ = (U, ¢, K") de X, I'image par ¢ de la restriction de
v & U soit équivalente & p30,. On dit que M est la classe canonique de mesures sur X
Pour qu’un sous-ensemble A de X soit localement négligeable (10.1.3), il faut et il
suffit qu’il soit localement négligeable (INT, IV, §2, n° 2) pour une (resp. toute)
mesure v € M.

SiK=Retrs# w(ep. K=RouCetr=o,resp. K est ultramétrique), il
existe v € M telle que, pour toute carte ¢ = (U, ¢, K*) de X, la densité de ¢(vy) par
rapport 4 p37 soit partout >0 et de classe C'~* (resp. de classe C*, resp. localement
constante). Si v et »" sont deux telles mesures, la densité de v par rapport a » est
partout >0 et de classe C'~* (resp. de classe C®, resp. localement constante).

10.1.5. Soit X une variété de classe C'; soit T'(X) le fibré cotangent de X (8.2.2) et
posons Q = det(T'(X)) (7.9.9). Le fibré vectoriel Q est de rang 1 en chaque point;
lorsque X est pure de dimension n, il s’identifie an fibré vectoriel Alt"(T(X); Kx).
Soit w une section de Q sur X; on dit, par abus de langage, que w est une forme
différentielle de degré maximum sur X. Soit ¢ = (U, ¢, K*) une carte de X; notons
ul, ..., u" les fonctions coordonnées sur K™, 1l existe une fonction f, et une seule sur
(U) telle que w|U = ¢*(f..du* A - A du™). On dit que w est localement de module
intégrable si, pour toute carte ¢ = (U, ¢, K") de X, la fonction réelle mod(f.):
@(U) —> R est localement intégrable pour p&7, (INT, IV, § 4, n° 1); il suffit de vérifier
cette propriété pour les cartes d’un atlas de X. Si w est continue, et en particulier si w
est de classe C°, avec s € Ng, s < r — 1, alors w est localement de module intégrable.

1 Lorsque K = R, il suffit de supposer que r > supy(dimm,)X — dim, Y); cf. par exemple A.
yEe
SARD, Bull. Am. Math. Soc., XLVIII (1943), p. 883-890.
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10.1.6 (« Mesure positive définie par une forme différentielle de degré maximum »). Con-
servons les notations de 10.1.5 et supposons de plus que X soit séparée et que w soit
localement de module intégrable. Si c = (U, ¢, K") est une carte deX, notons v, la mesure
sur ¢(U) produit de la mesure pS7, par la fonction mod(f;) (INT, V, § 5, n° 2, déf. 2)
et soit «, I'image de v, par ¢~ 1. Il existe sur X une mesure « et une seule telle que, pour
toute carte ¢ = (U, ¢, K®) de X, la restriction de ¢ & U soit égale & «,. On dit que la
mesure « est le module de w et on la note mod(w),. C’est une mesure positive. Lorsque
K = R et que p est la mesure de Lebesgue, on écrit || au lieu de mod(w),.

Si X est pure de dimension #, et si @ est un nombre réel >0, on a mod(w),, =
a® mod(w),..

Soit A une partie de X. Pour que A soit localement négligeable (10.1.3), il faut et il
suffit que, pour tout ouvert U de X et toute forme différentielle w de degré maximum
sur U qui est localement de module intégrable, I’ensemble A N U soit localement
négligeable pour la mesure mod(w),.

Supposons de plus X paracompacte et soit » une mesure sur X appartenant a la
classe d’équivalence canonique M (10.1.4). La mesure mod(w), est de base » (INT, V,
§ 5, n°® 2, déf. 2). Pour que mod(w), appartienne & M, il faut et il suffit que ’ensemble
des x € X tels que w(x) = 0 soit localement négligeable.

10.1.7. Exemple. — Soit G un groupe de Lie sur K, de dimension finie 7, et soit w une
forme différentielle de degré n sur G, invariante par les translations a gauche, et non
nulle. La mesure mod(w), correspondante est alors une mesure de Haar & gauche sur
le groupe localement compact G.

Lorsque G est le groupe multiplicatif K*, on peut prendre pour o la forme dx/x, et
Ion a2 mod{(w), = (mod)~1.p, cf. INT, VIL, § 1, n° 10, prop. 14.

10.2. Orientations
Rappelons que, dans ce numéro et les suivants, on suppose K = R.

10.2.1 (« Orientation d’un espace vectoriel réel »). Soit E un espace vectoriel réel de
dimension finie #. On note Or(E) I’ensemble des orientations de E (A, VI, § 2, n° 7);
les éléments de Or(E) sont les deux demi-droites fermées de I’espace vectoriel

n
det(E) = /A\E. Si ¢ € Or(E), Pautre élément de Or(E) est appelé I'orientation opposée
af, et noté — &,
Soit 0 — E’ % E 5 E” — 0 une suite exacte d’espaces vectoriels (réels) de dimen-
sion finie; posons p’ = dim E’, p” = dim E” et soit &' (resp. £”) une orientation de E’
(resp. E). On note £'£” (resp. £"¢") ’orientation de E contenant un (p” + p”)-vecteur non

pl
nul 2’ A u” (resp. u” A u'), ouu’ est Pimage par /\e d’un p’-vecteur de E’ appartenant
: Fd

a & et ol u” est un p”-vecteur de E dont 'image par /\,3 appartient & £" (c¢f. A, VL,§ 2,
n° 7). Si E = E’ x E’, « et B étant les applications canoniques, on dit que £'£” est la
produit de Torientation £ et de I'orientation £”.

10.2.2 («Espace des orientations »). Soient B un espace topologique et M un fibré
vectoriel réel de base B (au sens topologique — cf. § 6, p. 61, Note (*)), de rang fini
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(7.1.6). Soit Ory l'ensemble somme des Or(M,), pour beB, et soit 7: Ory—B
P’application telle que #(Or(M,)) = {b}. 11 existe sur Ory; une structure d’espace topo-
logique et une seule telle que:

a) = soit continue.

b) Si s est une section continue et partout non nulle de det(M) sur un ouvert U de
B, et si £(s(b)) est 'orientation de M, définie par I’elément s(b) de det(M,), I’appli-
cation b~ &(s(b)) de U dans Ory est continue.

L’espace Ory s’appelle Uespace des orientations de M. Le groupe {+ 1} opére sur
Ory, par & — + £ (10.2.1). Le quadruplet (Ory, { + 1}, B, ) est une fibration principale
(6.2.1) de base B et de groupe structural {+ 1}; la projection #: Ory — B définit un
isomorphisme de Ory/{+1} sur B, cf. n® 6.2,

Lorsque B est muni d’une structure de variété, on munit Ory de la structure de
variété image inverse de celle de B par = (5.8.1); la fibration définie ci-dessus est alors
une fibration de variétés et le morphisme = est étale.

10.2.3. Conservons les hypothéses de 10.2.2. On appelle orientation du fibré vectoriel
M une section continue ¢: B — Ory de la projection «: Ory — B. On dit que M est
orientable s’il posséde une orientation; il revient au méme de dire que le fibré Ory est
trivialisable, i.e. isomorphe & B x {+ 1}. Si B est connexe non vide, tout fibré vectoriel
orientable de base B posséde deux orientations, opposées I'une de 'autre.

Lorsque M est réduit a4 0, le fibré det(M) est le fibré trivial Ry et Ory s’identifie &
Or(R) x B; le fibré M posseéde une orientation canonique, correspondant a la demi-
droite positive de R.

10.2.4 (« Orientation d’une variété »). Soit X une variété localement de dimension finie
sur R de classe C, et soit T(X) son fibré tangent. On note X la variété Ory,; le groupe
{£1} opére proprement et librement sur X et X/{+ 1} s’identifie 2 X; les fibres de la
projection =: X — X sont les ensembles Or(T.(X)), pour x € X. On appelle orientation
de X une orientation du fibré T(X), autrement dit une section continue du fibré X; une
telle section est de classe C'. On dit que X est orientable si elle posséde une orientation.
Toute variété de dimension zéro est orientable et posséde une orientation canonique
(10.2.3).

Soit ¢ € X et soit x = =(£) son image dans X; I’application Tx(): T«X) - T.X)
est un isomorphisme; elle permet d’identifier £ 2 un élément £ de Or(T«(X)). L’applica-
tion ¢ — £ est une orientation de X, dite canonique; en particulier, X est orientable.

10.2.5 (« Orientation d’un morphisme »). Soient X et Y deux variétés localement de
dimension finie et soit /1 X — Y un morphisme de variétés. On appelle orientation de
fun morphisme f: X — Y rendant commutatif le diagramme

) QEESLANN 4

X—f—>Y

et compatible avec I’action du groupe {+1}.
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Si fest une orientation de f et si 7 est une orientation de Y, il existe une orientation
£ et une seule de X telle que le diagramme
— ¥

X—L v

~

soit commutatif. On dit que ¢ est associée & 7 par f.

Exemples

a) Si'Y est réduite & un point, une orientation de f équivaut 4 une orientation de
X.

b) Supposons f étale. Pour tout x € X, application T,(f) est un isomorphisme
de T (X) sur T, (Y), et définit (par transport de structure) une bijection

f;: Or (Tx(X)) - Or(Tf (x)(Y))-

La famille des £, définit une orientation f: X — ¥ de f; dite canonique.
¢) Plus généralement, supposons que f soit une submersion, et soit « une orienta-
tion du fibré T(X/Y) (8.1.3). Soient x e X et £ une orientation de T,(X). Posons
= f(x); on a une suite exacte (8.1.3)

0 — TX/Y) = To(X) "B T,(Y) -0

et il existe donc une orientation £(¢) de T,(Y) et une seule telle que &€ = fu(&)o(x)
(10.2.1). L’application f,: X — Y est une orientation de f, dite associée a o.
L’application « — f, est une bijection de 'ensemble des orientations de T(X/Y) sur
Pensemble des orientations de f.

d) 81 f: X—Y est une immersion, les orientations de f correspondent aux
orientations du fibré normal a f.

10.2.6 (« Orientation d’un produit »). Soient X; (resp. X;) une variété localement de
dimension finie et £; (resp. £;) une orientation de X; (resp. X;). Soit X = X; x X,.
L’application (x;, x5) — &(x;)é2(xz) (10.2.1) est une orientation de X; x X, appelée
produit des orientations £; et £, et notée &;&;, ou £ & Lo,

Supposons que X; (i = 1, 2) soit pure de dimension »;. L’isomorphisme canonique
X; x Xo—> X, x X, transforme §; & €2 en &, @ &, (resp. en —&; @ &) si 'un des
n; est pair (resp. si u; et ny sont impairs).

10.2.7 (« Cas complexe »). Soit F un espace vectoriel complexe de dimension finie et
soit Fg l'espace vectoriel réel sous-jacent. Soit {ey,..., e,} une base de F; alors
{es, iey, ey, i€y, . . ., €y, ie,} est une base de Fyg et 'orientation de Fy définie par le
2m-vecteur

e ANieg Ney Adeg A+ A e, A e,

est indépendante du choix de la base{e,, . . ., e,,} de F; on dit que c’est I’orientation de Fg,
définie par la structure complexe donnée. Si F est somme directe de deux sous-espaces
G et H, I’orientation de Fr = Gy © Hpg est le produit des orientations de Gg et Hg.
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Soit X une variété réelle localement de dimension finie, munie d’une structure
presque complexe (8.8.3). Pour tout x € X, soit £(x) I'orientation de T,(X) définie par
sa structure complexe. L’application x — £(x) est une orientation de X, dite définie par
la structure presque complexe. En particulier, nous munirons la variété analytique réelle
X sous-jacente a une variété analytique complexe X°, localement de dimension finie,
de P'orientation définie par la structure presque complexe associée (8.8.6). Si I'on
remplace la structure de variété analytique complexe donnée sur X par sa conjuguée
(5.4.12.b)), cette orientation est multipliée par la fonction x — (—1)&==%",

i0.2.8. Exemples

a) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. La variété analytique réelle
définie par E (5.2.2) est orientable. Plus précisément, I’application ¢ — £(0) est une
bijection de 'ensemble des orientations de cette variété sur Or(E).

En particulier, la variété R™ a une orientation canonique £* définie par la demi-
droite R,e; A--- A e, de Or(R").

b) Soit X une sphére de centre 0 et de rayon >0 dans R™; C’est une sous-variété
de R™. Pour tout x € X, ’espace T, (R") = R" est somme directe de la droite Rx et de
PPhyperplan T,(X). Soit 7, 'orientation R,x de Rx («normale extérieure ») et soit
&, I'unique orientation de T,(X) telle que le produit de 7, et £, soit ’orientation £ de
R". L’application x — £, est une orientation de X, dite canonique.

¢) Soit X une variété connexe, et s0it G un groupe discret opérant proprement
et librement sur X. Pour que X/G soit orientable, il faut et il suffit que X soit orien-
table et que 'action de G sur ensemble des orientations de X soit triviale.

d) L’espace projectif réel P,_;(R) s’identifie au quotient de la sphére S, _, par
le groupe { + 1} opérant par x — + x; il est orientable si x est pair, et non orientable si
n est impair.

e) Tout quotient d’un groupe de Lie par un sous-groupe de Lie connexe est orien-
table.

10.3. Formes différentielles M-tordues

10.3.1. Soit X une variété réelle de classe C", et soit M un fibré vectoriel de base X, de
rang fini et de classe CF¥, avec 0 < & < r. Soit Ay = (Ory, {+1}, X, #) la fibration
principale associée a la variété des orientations de M (10.2.2). Faisons opérer le groupe
structural { + 1} sur R par multiplication. On note R, ’espace fibré associé & Ay de
fibre type R (muni de la loi d’opération définie ci-dessus) (6.5.1); il est muni (7.10.2)
d’une structure de fibré vectoriel de base X, de rang 1 et de classe C*; on I'appelle fibré
des scalaires M-tordus.

10.3.2. On a un diagramme commutatif:

ry P
@
n

Ory ———— X
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ol p désigne la projection canonique de Ry sur X, p Iapplication repére (6.5.1) de
Ry et ot p(€) = p(&, 1) pour ¢ € Ory. En particulier, I'image réciproque du fibré Ry,
par = s’identifie au fibré trivial Ory x R. On identifie également un élément ¢ de Ory,
i son image dans Ry par ¢; avec cette convention, on a p(¢, @) = a¢ pour tout
(¢, @) €Ory x R; on a aé = by si et seulement s°il existe ec {1} tel que b = ea et
n = ef. Une orientation ¢ de M définit ainsi une section x ~ £(x) de Ry,

Il existe un isomorphisme j et un seul de Ry; @ Ry, sur le fibré trivial Ry = X x Rtel
que j(é & &) = (w(£), 1) pour tout £ € Ory; cela permet d’identifier le fibré vectoriel
Ry 2 son dual.

10.3.3. Soit de plus F un fibré vectoriel de base X et de classe C"~1. Une forme différen-
tielle sur X a valeurs dans Ry @ F est appelée une forme différentielle M-tordue a
valeurs dans F. Une telle forme de degré p est une section du fibré Alt?(T(X); Ry Q F),
qu’on identifie de fagon évidente & Ry & Alt?(T(X); F). Lorsque F est le fibré trivial
défini par un espace de Banach E, on parle simplement de forme M-tordue & valeurs
dans E; lorsque E = C (resp. R), on dit forme M-tordue complexe (resp. forme
M-tordue réelle, ou forme M-tordue).

Soit w une forme M-tordue de degré p a valeurs dans F. Le fait que =: Ory; — X
soit étale et que »*(R,) = Ory x R permet d’identifier 7*Ry & Alt?(T(X); F) 2
Alt?(T(Oryy); 7*(F)) et w définit une section & de Alt?(T(Ory); 7*(F)) (7.4.3), autre-
ment dit, une forme différentielle de degré p sur Ory & valeurs dans #*(F). On obtient
ainsi une bijection de espace des formes M-tordues de degré p sur X & valeurs dans F,
sur Pespace des formes & de degré p sur Ory & valeurs dans #*(F) telles que

@&(—§¢) = —a(f) pour tout £ € Ory,.

Lorsque M est muni d’une orientation £, Papplication » — ¢ & o permet d’identi-
fier les sections de Alt?(T(X); F) (autrement dit les formes différentielles de degré p
usuelles) aux formes M-tordues de degré p a valeurs dans F.

10.3.4. Soit o une forme différentielle M-tordue de degré p sur X, a valeurs dans un
espace de Banach E, et de classe C° (1 < s < inf(k, r — 1)). Il existe une forme
différentielle M-tordue dw, de degré p + 1 sur X, a valeurs dans E, et une seule telle
que, quels que soient I'ouvert U de X, ’orientation ¢ de M|U et la forme différentielie
o sur U tels que w|U = £ ® e, on ait do|U = ¢ @ de. La forme dw est de classe
Cs—1; on Pappelle la différentielle extérieure de w.

Si I'on note @& (resp. dw) la forme différentielle sur Ory, correspondant 2  (resp. &
dw) comme en 10.3.3, on a d(@) = deo.

Si { est un champ de vecteurs de classe C*° sur X, on définit de maniére analogue la
forme M-tordue 6,.w. On a

0;.00 = d(i(Q)w) + i({)dw
et f,.w est de classe C°~1,

10.4. Mesure associée a une forme différentielle tordue

Rappelons que, dans ce numéro, on suppose K = R et que toutes les variétés con-
sidérées sont localement de dimension finie.
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10.4.1. Soit X une variété de classe C". On peut appliquer les définitions et résultats de
10.3 en prenant pour fibré vectoriel M le fibré tangent T(X). On a alors Ory = X
(10.2.4); on note Ry et on appelle simplement fibré des scalaires tordus le fibré Ry,
(10.3.1) ©; une forme différentielle T(X)-tordue a valeurs dans un fibré vectoriel F
est appelée simplement une forme différentielle tordue (ou impaire) a valeurs dans F.
Lorsque X est muni d’une orientation, Papplication @ — ¢ @ w permet d’identifier les
formes différentielles usuelles (parfois appelées «paires ») aux formes tordues.

10.4.2. Soit f: X — Y un morphisme de variétés de classe C et soit f: X — ¥ une
orientation de f (10.2.5). Il existe un isomorphisme j et un seul de f*(Ry) sur Rx tel
que % = j(@(%), f(¥)) pour tout % € X. On identifie ces deux fibrés grace aj. Si w
est une forme tordue de degré p sur Y a valeurs dans un fibré vectoriel F, I'image réci-
proque f*(w) s’identific 2 une forme différentielle tordue de degré p sur X a valeurs dans

F*(F). Sil’on note & (resp. f *(w)) la forme différentielle sur ¥ (resp. X) correspondant
3  (resp. f*(w)) comme en 10.3.3, on a f*(@) = f*(w).

Lorsque F est le fibré trivial défini par un espace de Banach, I'opération f* com-
mute 2 la différentiation extérieure (10.3.4).

10.4.3. Soit X une variété pure de dimension n, et soit » une forme différentielle
tordue de degré n sur X, a valeurs dans un espace de Banach E. Soit ¢ = (U, ¢, R?)
une carte de X et soit £” Porientation canonique de R*; notons u?, . . ., u" les fonctions

coordonnées sur R™. Il existe une fonction f; et une seule sur ¢(U), & valeurs dans E,
telle que

ojU = o*(&" Q fo.du A--- A du™).

On dit que w est localement intégrable si, pour toute carte ¢ = (U, ¢, R*) de X,
la fonction f, correspondante est localement intégrable par rapport a A%y, (od
A désigne la mesure de Lebesgue sur R). Supposons que ce soit le cas et que X soit
séparée. 11 existe sur X une mesure vectorielle «(w) a valeurs dans E et une seule
possédant la propriété suivante: pour toute carte ¢ = (U, ¢, R*) de X, I'image par ¢
de la restriction & U de la mesure e(w) est la mesure f;. A5G, (INT, VI, § 2, n°4). On dit
que o(w) est la mesure définie par » et on la note le plus souvent simplement w. Le
support de «(w) est contenu dans le support Supp o de w (en appelant support d’une
forme différentielle w ’adhérence de I’ensemble des x € X tels que w(x) # 0).

Si f est une fonction réelle sur X, localement intégrable pour la mesure ofw),
alors la forme différentielle fw est localement intégrable et I'on a «(fw) = f. a(w).

Si g est une fonction réelle sur X essentiellement intégrable pour «(w), son intégrale
se note généralement fx gow, ou f gw, ou _|' g(x)w(x); on évite de la noter f g dw, a cause
des risques de confusion avec la différentielle extérieure dw de w, qui est définie (et
d’ailleurs égale a.0) si w est de classe C. Si A est une partie de X dont la fonction
caractéristique ¢, est essenticllement intégrable pour «(w), 'intégrale de ¢, se note

1 On prendra garde que cette notation est contradictoire avec la notation Ry lorsque Pon considére
X comme munie de sa structure de fibré vectoriel de rang 0 sur elle-méme.
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J'A w. Si la constante 1 est essentiellement intégrable pour «(w), on dit que w est inté-
grable.

Soit maintenant p un entier, avec 0 < p < n, et soit w une forme différentielle
tordue de degré p sur X, & valeurs dans un espace de Banach E. Soit de plus Y une
sous-variété pure de dimension p de X; supposons que I’injection canonique i: Y — X
soit munie d’une orientation. L’image réciproque i*(w) (10.4.2) se note alors parfois
o|Y. Si w|Y est intégrable, on pose

foom Lo

10.4.4. Soit X une variété pure de dimension », munie d’une orientation £. L’identifica-
tion w — £ ® o entre formes différentielles usuelles et formes différentielles tordues
permet d’appliquer ce qui précéde aux formes de degré » sur X; ainsi, a toute forme
localement intégrable w, de degré n, est associée une mesure sur X, notée encore w. Si
E = R, une telle forme w est localement de module intégrable (10.1.5) et la mesure
mod(w), correspondante (10.1.6) n’est autre que la valeur absolue || de la mesure w
(INT, I1I, § 1, n° 6).

104.5. Exemple. — Soit X une variété réelle pure de dimension 1, orientée, séparée,
et soit z: X — C une application différentiable de X dans C. La forme différentielle
complexe dz définit sur X une mesure complexe également notée dz. Ceci s’applique
notamment lorsque X est une sous-variété différentielle pure de dimension 1 de C,
z étant I'injection de X dans C.

Plus particuliérement, prenons pour X un cercle de centre 0 et de rayon p > 0;
orientons X comme indiqué dans 10.2.8, b), compte tenu de I'identification usuelle de
C avec R?; si x € X, I’espace tangent T,(X) s’identifie & la droite Rix de T,(C) = Cet
Porientation choisie est la demi-droite R ,ix. Si f est une fonction continue sur X, a
valeurs dans un espace de Banach complexe, Vintégrale de f pour la mesure dz est
donnée par la formule

fxf @dz =ip fo ” f(pe'®) &= de.

Par exemple, si n est un entier, on a

2n 0 si n# —1
n — jpn+1 (2 + 1)ix =
fxz dz = ip L € da {21'77 si n=—1.

10.4.6 (« Cas complexe »). Soit X°© une variété analytique complexe séparée, pure de
dimension m, et soit » une forme différentielle holomorphe de degré m sur X°. Soit X
la variété analytique réelle sous-jacente & X¢; la forme w s’identifie a une forme de type
(m, 0) sur X (8.8.9); soit @ sa conjuguée (8.8.2). La forme i"’w A @ est une forme
différentielle réelle de degré 2m sur X; compte tenu de I’orientation canonique de X
(10.2.7), cette forme s’identifie & une mesure sur X, qui n’est autre que la mesure
positive mod(w), définie en 10.1.6, ol p est la mesure définie par la forme différentielle
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idz A dz, autrement dit le double de la mesure de Lebesgue A®2 sur C (identifié 4 R2
de la maniére usuelle).

Soit H ’espace des formes holomorphes o de degré m sur X° telles que la
mesure w A @ soit bornée. Pour o, 8 dans H, la mesure complexe « A B est bornée;
en posant

(o|B) = i fx « A B,

on obtient une forme hermitienne sur H, qui fait de H un espace de Hilbert.



§ 11. Formule de Stokes

Dans ce paragraphe, on suppose K = R.
11.1. Pieces

11.1.1. Soit E un espace de Banach. Une partie S de E est appelée un demi-espace
fermé §’il existe une forme linéaire continue 7 # 0 et un nombre réel k tels que
S = {x|h(x) < k} (cf. EVT, II, § 2, n° 6); la fronti¢re de S est alors 'hyperplan fermé
{x|h(x) = k}; on I'appelle également le bord de S, et on le note &S.

11.1.2. Soient X une variété de classe C’ et A une partie de X. On dit que A est une
piéce de X si, pour tout a € A, il existe une carte ¢ = (U, ¢, E) de X en a telle que
(A N U) soit un ouvert d’'un demi-espace fermé de E. On pose A = A — A (en-
semble des points non intérieurs de A). C’est une sous-vari¢té de A, que I'on appelle
le bord de A.V Si a € 9A, il existe une carte ¢ = (U, ¢, E) de X centrée en a et un
hyperplan fermé H de E tels que (A N U) soit un voisinage ouvert de 0 dans un des
demi-espaces fermés S, de E définis par H (EVT, I, § 2, n° 6), et que ¢(6A N U) =
H N o(A N U). Une telle carte est dite adaptée a A en a. Le demi-espace fermé S, est
alors I'unique demi-espace fermé de E dont (A N U) soit un ouvert.

Pour qu’une partie fermée A de X soit une piece de X, il faut et il suffit que A soit
dense dans A et que A — A soit une sous-variété de X de codimension 1 en chacun de
ses points.

11.1.3. Exemples

a) Dans R”, une boule fermée de rayon >0 est une piéce; son bord est la sphére
correspondante.

b) Si A est une piéce de la variété X et si B est une partie fermée de 0A, alors
A — B est une piece de X.

¢) Soit ¢: X — X' un morphisme de variétés de classe C', et soit A’ une piéce de
X’. Si g est transversal a A’ (5.11.6), ¢~ *(A’) est une piece de X dont le bord est
P H(2A"). '
* Cette terminologie provient de ce que A est naturellement muni d’une structure de « variéte a
bord », de bord 2A. Pour la définition de cette catégorie, ainsi que pour celle, plus générale, de la
catégorie des « variétés a bord anguleux », le lecteur pourra se reporter 3 H. CARTAN, Séminaire
1961/62, Topologie Différentielle, exposés 1-2-3 (par A. DOUADY), Benjamin, New York, 1969.

Signalons qu’on peut montrer que toute « variété a bord » dont le bord est paracompact est iso-
morphe a une piéce fermée d’une variété.
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En particulier, soit 4: X — R une fonction de classe C’, et soit ¢ € R; supposons
quil n’existe aucun x € X tel que A(x) = a et d.2 = 0. L’ensemble {x|7(x) < a} est
une piéce fermée de X de bord A~ *(a).

d) Si r = o0 et si X est localement compacte, tout compact de X admet un
systéme fondamental de voisinages formé de piéces compactes.

11.1.4. Soient X une variété de classe C et A une piéce de X. Soient ae 9A et v € T,(X).
Soit ¢ = (U, ¢, E) une carte de X adaptée 3 A ena (11.1.2) et soit £ = 67 *(v) 'élément
de E correspondant & v (5.5.1). Soit S, le demi-espace fermé de E dont (A N U) est un
ouvert (11.1.2). On dit que v est un vecteur rentrant (resp. strictement rentrant, resp.
sortant, resp. strictement sortant) pour A en a si h appartient 3 S, (resp. S., —S., — éc),
condition qui est indépendante du choix de la carte adaptée c. On note T; (A) (resp,
T;(A)) ensemble des vecteurs sortants (resp. rentrants) de T,(X) pour A. Ce sont
des demi-espaces fermés de T,(X), dont le bord contient 0. On a
T(0A) = T (A) N Tz (A).

11.2. Formule de Stokes pour les piéces

Dans ce n°, on désigne par X une variété de classe C" (r > 2) pure de dimension finie
n et séparée. On désigne par A une piéce de X et par i 'injection canonique de 0A
dans X. On désigne par E un espace de Banach.

11.2.1. Soit x € A et soit £ une orientation de T,(9A); on note ,(£) orientation de
T.(X) contenant les éléments v A u, ol v est un vecteur strictement sortant pour A en

n-1
x(11.1.4) et ol u est un €lément non nul de N T.(2A) appartenant 2 Porientation &.
L’application z, est une bijection de Or(T (2A)) sur Or(T(X)). Les applications i, pour

x € 0A, définissent un morphisme 7: JA — X qui est une orientation de i (10.2.5). Si ¢
est une orientation de X, Porientation de dA associée & ¢ par ¢ (10.2.5) est dite définie
par &.

Exemple. — Lorsque X = R*, que ¢ est Porientation usuelle de R” et que A est une
boule fermée de rayon >0, I’orientation de la sphére 0A définie par ¢ est Porientation
canonique (10.2.8, b)).

11.2.2. Soit @ une forme différentielle tordue de degré p sur X 3 valeurs dans E
(10.4.1); I'image réciproque i*(w) de w par le morphisme orienté i: 6A — X se note
w|0A et s’appelle la forme induite par o sur dA (cf. 10.4.3).

11.2.3. Faisons 'une des deux hypothéses suivantes:

(i) o est une forme différentielle tordue de degré » — 1 sur X, a valeurs dans E;
(il) X est orientée, @A est munie de 'orientation correspondante (11.2.1) et w est
une forme différentielle de degré n — 1 sur X & valeurs dans E.

Supposons de plus que w soit de classe C* et que ’intersection de A et du support
de o soit compacte. La différentielle extérieure dw de w est continue (8.3.5 et 10.3.4).
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La fonction caractéristique de A est essentiellement intégrable pour Ia mesure vecto-
rielle définie par dw sur X et la forme différentielle w|0A de degré n — 1 sur 2A est
intégrable (10.4.3 et 10.4.4). On a

f do = f ) («formule de Stokes »).
A 2a

11.2.4. Soit « une forme différentielle tordue de degré n sur X & valeurs dans E, a
support compact, et de classe C!. Pour qu’il existe une forme différentielle tordue w
de degré n — 1 sur X, a valeurs dans E, & support compact et de classe C?, telle que
o = dw, il est nécessaire que fx o« = 0; si X est connexe, cette condition est suffisante;

si de plus « est de classe C* (k < r — 1, k # w), on peut choisir w de classe C*.

11.2.5. Supposons que X soit la variété réelle sous-jacente & C, que E soit un espace de
Banach complexe et que A soit une piéce compacte de X. Munissons X de I’orientation
définie par sa structure complexe (10.2.7). Soit f une application continue de A dans E
dont la restriction 3 I’intérieur A de A est holomorphe. Notons dz la différentielle
de l'injection z: 6A — C. La forme f.dz, produit de f et de dz, est une forme différen-
tielle de degré 1 sur @A, a valeurs dans E, de classe C°, et ’on a:

J; fidz=0  («formule de Cauchy»).
A

Lorsque f se prolonge en une application holomorphe, notée encore f, d’un
voisinage ouvert U de A, a valeurs dans E, la forme différentielle f.dz (ou z désigne
cette fois I'injection canonique de U dans C) est de classe C? sur U et sa différentielle
extérieure est nulle.

11.2.6 («Dérivée d’une intégrale »). Supposons X orientée. Soit Y une variété de
classe C, et soit o une forme différentielle de degré n sur Y, a valeurs dans E, de classe
C*, et a support compact. Soit I un ouvert de R contenant Oetsoitg:I x X — Y un
morphisme de classe C; pour ¢ €1, notons g; ’application x — g(¢, x) de X dans Y.
Notons ¢ le morphisme de X dans T(Y) défini par #(x) = T, (g}, 0); C’est un
relévement de g, (8.6.5). Supposons que la restriction de pry:1 x A —1I a linter-
section de I x A et du support de g*(«) soit propre (TG, I, § 10). Pour tout t €1,
’intersection de A et du support de g(e) est alors compacte ; I"application £ f N g (@)
est de classe C* sur I et sa dérivée a origine est donnée par la formule

%(J.Ag?‘(a))tzo - L By.cc = L i) do + LA i) e,
cf. n° 8.6.

11.3. Formule de Stokes pour les ensembles localement polyédraux

Dans ce n°, X désigne une variété réelle pure de dimension finie » de classe
C" (r = 2); on suppose X s€parée.

1 Le lecteur qui s’intéresse a des cas plus généraux pourra consulter H. WHITNEY, Geometric
Integration Theory, Chap. II1, § 18 (Princeton Univ. Press, 1957).
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11.3.1. Soit A une partie d’un espace vectoriel réel de dimension finie. On dit que A
est polyédrale si elle réunion finie d’intersections finies de demi-espaces fermés.

Une partie A de X est dite Jocalement polyédrale si, pour tout x € X, il existe une
carte ¢ =(U,9,E) de X en x et une partie polyédrale A, de E telles que
(A N U) = (U) N A,. Une piece de X est une partie localement polyédrale.

11.3.2. Soit A une partie fermée de X, et soit Fr(A) = A — A sa frontiére. Un point
x € Fr(A) est dit régulier s’il existe un voisinage ouvert U de x tel que A N U soit une
piéce de la variété U (auquel cas x appartient au bord de A N U). On note A I’en-
semble des points réguliers de Fr(A) et on Pappelle le bord régulier (ou simplement
le bord) de A. L’ensemble A’ = A U 9A est une pitce de X, de bord dA.

11.3.3. * Exemple. — Soit £ un ensemble localement fini d’hyperplans dun espace
affine réel E de dimension finie », et soit C une chambre de E relativement a 5# (LIE,
V, § 1, n° 3). L’adhérence C de C est une partie localement polyédrale de la variété E;
le bord régulier de C est la réunion des faces de C (loc. cit., n° 4). En particulier, si C
est un simplexe ouwvert (loc. cit., n° 6) de sommets ay, . . ., a,, le bord de C est la réunion
des Cy;, (0 < i < 1), o Cy,y est le simplexe ouvert de sommets do, « < <, @im1, Tig1y -« -5 dn
dans I’espace affine engendré par ces sommets.,

11.3.4. Soit A une partie localement polyédrale de X, et soit w une forme différentielle
tordue de degré n — 1 sur X a valeurs dans un espace de Banach E; on suppose que
est de classe C* et que I'intersection de son support avec A est compacte. Alors, la
fonction caractéristique de A (resp. A’, A) est essenticllement intégrable pour la
mesure vectorielle définie par dw sur X et 'on a

fdw=f dw=fdw.
A A’ A

La forme différentielle w|2A (pour I'orientation canonique de ’injection canonique de
0A, considéré comme le bord de la piéce A’, dans X) est intégrable dans 2A et 'on a

f dw = f w (¢« formule de Stokes »).
A A

Lorsque X est munie d une orientation, et que I’on munit A de ’orientation cor-
respondante (11.2.1), cette formule est encore valable si w est une forme différentielle
usuelle de degré n — 1 A valeurs dans E, de classe C* et telle que A N Supp w soit
compact.

11.4. Formule de Stokes relative (intégration sur les fibres)

Dans ce numéro, on désigne par X et S deux variétés (réelles) de classe C™ et par
w: X — S une submersion. On désigne par » un entier et on suppose que, pour tout
s €8S, la fibre X, = #~1(s) de = en s (qui est une sous-variété de X (5.10.5)) est pure
de dimension n.

4—3.
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11.4.1. Soient E et H deux espaces vectoriels et soit F un sous-espace vectoriel de
dimension finie » de H. Soient p un entier >0, u une application (# + p)-linéaire
alternée de H"*? dapns E et ty,...,1, des éléments de H/F; soient #1,..., t, des
représentants de ¢, . . ., #, dans H. L’application

(xls LX) xn) '_)u(t;.’- .3 tzl:a xla L] xn)

est une application n-linéaire alternée de F* dans E, qui ne dépend que de u et des
t;; on la note uL (¢4, ..., t,) (cf. A, HI, p. 158 pour le cas particulier E = K).
L’application

(tl,..., tp)|—>u L. (ll,..., tp)

est p-linéaire alternée.

11.4.2 (« =-torsion »). Considérons le fibré vectoriel T(X/S) sur X (8.1.3); il est de rang
fini 7 en chaque point de X. On pose R, = Ryxs) (10.3.1) et X, = Orpysy (10.2.2).
Soit s € S; compte tenu de I'identification naturelle de T(X/S)|X, avec T(X;) (8.1.3),1a
fibre en s de I'application #: X, — S composée de = et de ’application canonique
X.— X, est X, (10.2.4). On appelle forme différentielle n-tordue sur X une forme
différentielle T(X/S)-tordue (10.3.3).

11.4.3 («S-orientation d’un S-morphisme »). Soit X’ une variété munie d’une sub-
mersion 7' : X' — S dont les fibres X, sont pures de dimension finie n’, et soit p: X' =X
un morphisme tel que =’ = wo¢@. On appelle S-orientation de ¢ un morphisme
¢: X — X, commutant a I'action du groupe {+ 1} et tel que le diagramme

~

~ @ o~
Xy — X,

X —2 X

soit commutatif. La donnée d’une S-orientation de ¢ permet, comme en 10.4.2,
d’identifier les fibrés R, et o*(R,) et de définir I'image réciproque d’une forme diffé-
rentielle #-tordue par le morphisme S-orienté ¢: c’est une forme différentielle
a'-tordue sur X'.

11.4.4. Soit A une piéce de X telle que la restriction de «= 4 2A soit une submersion.
Pour tout s € S, la fibre X; = 7~ 1(s) est une sous-variété de X transversale & 2A et
A N X, est une piece de X, notée A, de bord 6A N X,.

Soit i Pinjection canonique de dA dans X. Il existe une S-orientation 7 et une seule
de i telle que, pour tout s € S, la restriction de & (8A,)" (identifié 4 la fibre en s de la
submersion 37\,,73 a — S) soit orientation définie en 11.2.1 de P’injection canonique de
9A; dans X,. Si w est une forme différentielle =-tordue sur X, 'image réciproque de
o par le morphisme 7 ainsi orienté est notée «|dA (cf. 11.2.2).
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11.4.5 («Produit intérieur »). Soit p un entier >0 et soit w une forme différentielle
w-tordue de degré n + p sur X, a valeurs dans un fibré vectoriel E de base X. Soient
seSetxeX;; onawx)=¢Qu ol £est une orientation de T (X)) = T(X/S),,
identifi¢e 2 un élément de (Ryx). = (R,). (10.3.2), et ol u est une application
(n + p)-lindaire alternée de T,(X) dans E,. Soient ¢,, ..., ¢, des vecteurs tangents &
S en s.iPosons
0x) = ¢ Q@i (1, ..., 1)) € Rg). @ (A(T(X); BN,

(cf. 11.4.1). On définit ainsi une forme différentielle tordue 6: x — 8(x) de degré n
sur X, a valeurs dans E|X;. Onla note w t (¢, ..., 2,).

En particulier, soit M un fibré vectoriel de classe C'~! de base S et prenons
E = #*(M). Le fibré E|X, s’identifie naturellement au fibré trivial de base X, défini
par ’espace de Banach M; et la forme w L. (¢3,.. ., ,) s’identifie & une forme diffé-
rentielle tordue sur X, a valeurs dans M,.

11.4.6. Conservons les notations précédentes (en particulier E = #(*M)) et supposons
de plus que X soit séparée et w continue. Soit A une piéce de X telle que la restriction
de = & 0A soit une submersion et que la restriction de 7 a Pintersection de A et du
support de w soit propre. Pour seSetz,,..., t, dans T(S), la forme w L (t;,...,¢,)
(11.4.5) est une forme différentielle tordue de degré n sur X, continue, a valeurs dans
I’espace de Banach Mg, et son support rencontre A, suivant un compact. Il existe une
forme différentielle o et une seule de degré p sur S, a valeurs dans le fibré vectoriel
M, et telle que

St - - . 2,) = L oL (fhyenost)

quels que soient se Set t,, . . ., I, dans T(S). La forme o se note fm » @ (ou simplement
J'” wlorsque A = X); on dit qu’elle s’obtient en intégrant w sur A le long des fibres de =.
Siwestdeclasse C* (0 < k <r— 1, k < o), il en est de méme de fnm .

Lorsque o est une forme de degré < n, on convient que f,,, aw = 0.

11.4.7. Conservons les hypothéses et notations précédentes.
a) Pour toute forme différentielle scalaire continue 8 sur S, on a

LIA (W*B) ne= ﬂ A »[VIIA .

b) Soient 5 un champ de vecteurs continu sur X et { un champ de vecteurs continu
sur S, tels que % soit #-lié 4 £ (8.2.6). On a

¢) Supposons de plus que 7, { et w soient de classe C!, que 'on ait 5(x) € T,(0A)
pour tout x € A et que M soit le fibré trivial défini par un espace de Banach E.On a

Bz.f w=J‘ 0,.w,
nlA nlA

(cf. 8.4.2 et 10.3.4).
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d) Si w est de degré n + p et de classe C*, on a

ALoe) = oyt s [, elon

¢) Supposons que S soit réduite 4 un point. Les formes =-tordues sur X sont alors les
formes tordues ordinaires (10.4.1). Si w est de degré n, la forme fm 5 wdedegré Osur S

est la constante |, « (10.4.3).

11.4.8. Soit #': S — S’ une submersion telle que les fibres de #' soient des sous-
variétés pures de dimension finie constante #'. Posons =" = #’ o r; c’est une sub-
mersion de X sur S’ dont les fibres sont des sous-variétés pures de dimension
m=n-+n'.

Soit x € X. La suite

0 —> TX/S). —> TK/S)x == T(S/Saco — 0
est exacte. I1 existe un isomorphisme j et un seul du fibré vectoriel R, @ »*(R,) sur
R, tel que, si £ (resp. n) est une orientation de T(X/S),. (resp. de (#*T(S/S")), identifié
a T(S/S ) aem), on ait j(€ & 1) = n¢ (le produit étant défini par la suite exacte précé-
dente (10.2.1)).

Soit M’ un fibré vectoriel de base S'; posons M = #"*(M’), et E = #*(M) =
7"*¥(M"). Si w est nne forme différentielle ="-tordue sur X a valeurs dans E, I'isomor-
phisme j permet de I’identifier 4 une forme #-tordue & valeurs dans #*(R,) ® E, ou
encore 3 valeurs dans #=*(R,. @ M).

Soit de plus A une piéce de X telle que 7|0A: A — S soit une submersion; il en
est alors de méme de #"|8A: A — §'. Supposons en outre que w soit continue et que
la restriction de = & A N Supp w soit propre; il en est alors de méme de la restriction

de 7 3 A N Supp w. On peut considérer d’une part la forme différentielle Lm A @
sur S’, qui est une forme a valeurs dans M’, d’autre part la forme différenticlle fﬂ A

sur S, qui est une forme a valeurs dans R,. ® M, ou encore une forme ='-tordue a
valeurs dans M = #'*(M"). De plus, #(A) est une sous-variété ouverte de S et la

restriction de =" a =(A) N Supp fm , @ est propre. La forme différentielle fn'm( & Jaa @
est définie; c’est une forme différentielle sur S, 4 valeurs dans M’. On a

fo A f A f A
= ox| ' l(A) J )
o Ea n

SiA=X,ona



§12. Jets

Dans ce paragraphe, on note X et Y deux variétés de classe C', ou r € Ng, et k un
entier telque 0 < k < r.
A partir da n° 12.3, on suppose:

— soit que K est de caractéristique zéro;
—— soit que les variétés, espaces de Banach et fibrés vectoriels considérés sont
localement de dimension finie.

12.1. Jets d’applications

12.1.1. Soit x € X et soient f, g deux applications continues définies au voisinage de x et
a valeurs dans Y. On dit que fet g ont un contact d’ordre zken xsil’on a f(x) = g(x)
et s’il existe des cartes (U, ¢, E) de X en x et (V, 4, F) de Y en f(x) telles que les
applications o fo @~ 1 et i o g o @~ 1, définies au voisinage de (x) dans E et 4 valeurs
dans F, aient un contact d’ordre >k en ¢(x) (1.1.2). Cette propriété est alors vérifiée
par toutes les cartes de X en x et de Y en f(x).

12.1.2. Soient x € X, y € Y. Dans I'ensemble des applications de classe C" définies au
voisinage de x, a valeurs dans Y, et appliquant x sur y, la relation « f et g ont un con-
tact d’ordre >k » est une relation d’équivalence; la classe de f pour cette relation
se note j(f) et S’appelle le jet d’ordre k de f de source x et de but y. La source d’un
jet j est notée s(j) et son but b(7).

L’ensemble des jets d’ordre k de X dans Y (resp. de source x, resp. de but y) est

noté J*(X, Y) (resp. JEX, Y), resp. J5(X, Y),) et ’'on pose
X, Y), = JI;(X:. Y) N JHX, Y),.
12.1.3. Si U et V sont des ouverts de X et Y respectivement, on identifie de fagon
évidente J¥(U,V) a I'image réciproque de U x V par [Papplication
. bh): X, Y)=-X xY.
12.1.4. Soit Z une variété de classe C", et soit (x, y,2) e X x Y x Z. Soitje J&X, Y),
et soit j' € J(Y, Z).. Les applications f' o f, avec fejet f' €j’, ont méme jet d’ordre

k en x; ce jet s’appelle le composé de j et j' et se note j' o j; on a s(j' o) = s(j) et
b(j’ oj) = b(j'). Si T est une variété de classe C" et si j" € J4(Z, T), on a

J e ey =("ej)ej.
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12.1.5. Soit jeJ4X,Y), avec x€ X, et soit k¥’ un entier tel que 0 < k' < k. Les
jets J¥(f), pour fe<j, sont égaux; le jet ainsi défini est noté r* ¥(j); Papplication
R J5X,Y) — J¥(X, Y) est surjective.

12.1.6. Supposons r égal 3 co ou d w. Soient f et g deux applications de classe C’ définies
au voisinage d’un point x € X, et a valeurs dans Y. Si j2(f) = j¥(g) pour tout entier
m > 0, on dit que fet g ont un contact d’ordre infini en x. Op obtient ainsi une relation
d’équivalence dont les classes s’appellent les jets d’ordre infini en x; le jet d’ordre
infini de f'se note j2(f) ou j2(f). Les définitions et résultats qui précédent s’étendent
sans modification aux jets d’ordre infini.

12.2. Jets d’applications d’espaces de Banach

Dans ce n° E et F désignent deux espaces de Banach. Si m est un entier >0, on note
P,.(E; F) 'espace de Banach des polynémes-continus homogénes de degré m sur E a
valeurs dans F (1ére partie, Appendice, A.2).

12.2.1. Soit U un ouvert de E, soit /: U - F une application de classe C', et soit
a € U. 1l existe un polynéme-continu
f=f++f (avec f € Pn(E; F))

et un seul, qui soit de degré <k, et qui ait méme jet d’ordre k a Iorigine
que x — f(x — @). Si 0 < m < k, la m-iéme composante f;, de f est notée A™f(a) ou
AZ(f). Lorsque r = w, cette notation coincide avec celle de 3.2.1 et 4.2.1; lorsque
r<oo,ona
m! A" (a)h) = D*f(a)(h, ..., B) = D"f(a).h™

L’application f+ f définit par passage au quotient une bijection de JX(E, F) sur
ot P,.(E; F) au moyen de laquelle on identifie ces deux espaces; en particulier,
J5(E, F) est muni d’une structure d’espace de Banach sur K. Si j € JE(E, F), on note
A%(j) la m-iéme composante de j; on a

AM(j)eP,(E;F) pour O0<m«<k, et  AYj) = b(j)eF.
12.2.2. Soit U (resp. V) un ouvert de E (resp. F). Notons Q*(E, F) I’espace de Banach
produit des P,(E; F) pour 1 < m < k. L’application
j= (S(j), b(])a A}(j)(j)’ “eey Af(j)(j))

est une bijection de J¥(U, V)sur U x V x Q*(E, F), au moyen de laquelle on identifie
ces deux ensembles. En particulier, J§(E, F), s’identifie 2 Q*(E, F).

12.3. Variétés de jets

12.3.1. Soient ¢ = (U, ¢, E) et ¢’ = (V, ¢, F) des cartes de X et Y respectivement. Les
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applications ¢ et s définissent, par transport de structure, une bijection = de J*(U, V)
sur

T4@(0), (V) = o(U) x #(V) x Q*E, F),
cf. 12.2.2. SiTon pose W = J¥(U, V) et G = E x F x Q4E, F), le triplet (W, 7, G)
est une carte de J¥(X, Y). Les cartes ainsi obtenues forment un C'~*-atlas et celui-ci
munit J5(X, Y) d’une structure de K-variété de classe C'~*.
Si (x,y)eX x Y, les ensembles J4(X,Y), J*(X, Y), et J&iX, Y), sont des sous-
variétés fermées de J*(X, Y).

12.3.2. Si X et Y sont pures (resp. de dimension finie, resp. séparées, resp. connexes),
il en est de méme de J*(X, Y).

Si U (resp. V) est ouvert dans X (resp. dans Y), J¥(U, V) est une sous-variété
ouverte de J*(X, Y), cf. 12.1.3.

12.3.3. Lesapplicationss: J5(X,Y) - X, b: J¥(X,Y) > Yet(s, 5): X, ¥Y) > X x Y
sont des fibrations (6.1.1) de classe C"~*. Lorsque k = 0, (s, §) est un isomorphisme.

12.3.4. Notons Tx et Ty les fibrés vectoriels prf T(X) et prd T(Y) sur X x Y, et soit
F(Tx; Ty) le fibré des homomorphismes de Ty dans Ty (7.7.3);si(x,3) € X x Y,ona
2 (Tx; TY)(x, »n = & (Tx(X); Ty(Y))-

Soit jeJM(X,Y), k = 1, et soit fej. L’application tangente & f en x = s(j) ne
dépend que de j; on la note T(j); c’est un élémentde Z(T.(X); T,(Y)), ol ¥ = b(j).
Lorsque & = 1 Papplication

T: (X, Y) —> ZL(Tx; Ty)
ainsi définie est un isomorphisme de variétés de classe C"~1.

Pour X = K, cet isomorphisme identifie J3(K, Y) 2 T(Y); pour Y = K, il identifie
J1(X, K)o au dual T'(X) de T(X).

12.3.5. Soit k" un entier tel que 0 < £’ < k. L’application

ek X, Y) =X, Y) (cf. 12.1.5)
est une fibration de classe C"*.

12.3.6. Soit Z une variété de classe C', et soit T 'ensemble des couples

(,J) e X, Y) x XY, Z)
tels que &(j) = s(j"). Alors T est une sous-variété de J*(X, Y) x J*(Y, Z) et applica-
tion (J,j') — j’ o j est un morphisme de classe C'~* de T dans J*(X, Z).

12.3.7. Si f: X — Y est un morphisme de classe C, Papplication x — j¥(f) est un
morphisme j*(f) de classe C'~* de X dans J¥(X, Y).

1 Lorsque k = r (ce qui n’est possible que si K = R), J(X, Y) est munie d’une structure de
variété topologique (cf. Conventions et Notations) et les morphismes et fibrations considérées ci-
aprés doivent étre pris dans un sens purement topologique (cf. note de bas de page du §6).
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12.3.8. Soient k&’ et k” des entiers positifs de somme k. Soit x € X, soit U un voisinage
ouvert de x, et soit f: U— Y un morphisme de classe C". L’application

x> jE(f): U—T¥(X,Y)
est de classe C'~* et son jet d’ordre k" en x ne dépend que de ji(f). On obtient
ainsi une application canonique

a: (X, Y) = J¥(X, I¥(X, Y))

qui est de classe C"~%; si K est de caractéristique zéro, c’est un plongement.

12.3.9. Soient X', Y’ des variétés de classe C, soient /- X > X" et g: Y =Y des
morphismes, et soient (x,»)eX x Y, ' =f(x), y = g(3/). Si vueleX', Y )y
posons
T2, 8w) = ji(g) o u ° jif).
On obtient ainsi une application
J(f, 8): (X', Y') xx X—T4X,Y)
qui est de classe C%,

12.3.10. Soit A une partie compacte de X. Soit €(X; Y) ’ensemble des applications
de classe C* de X dans Y. Pour tout fe ¥%(X;Y), I'application j*(f)|A appartient
a Pensemble €(A; J*(X,Y)) des applications continues de A dans J%(X,Y). On a
ainsi défini une application A de ¥*(X; Y) dans (A ; J¥X, Y)). L’image réciproque
par A dela topologie de la convergence compacte sur (A ; J¥(X, Y)) (TG, X, § 3, déf. 1)
est une topologie sur %(X; Y); on I’appelie la topologie de la C*-convergence uniforme
sur A.

12.4. Repéres et fibrations principales

12.4.1. Soit j e JX(X, Y) et soient x = s(j), ¥ = b(j). On dit que j est inversible s’il
existe j' € JE(Y, X), tel que j’' o j = jE(Idx) et joj' = j¥(Idy); le jet j’ est alors déter~
miné de maniére unique; on le note j ~1. Si k = 0, tout jet est inversible. Sik > 1, les
conditions suivantes sont équivalentes:

a) j est inversible;

b) Papplication T(j): T.(X) — T,(Y) (cf. 12.3.4) est un isomorphisme;

¢) 1l existe un isomorphisme g de classe C” d’un voisinage ouvert de x sur un

voisinage ouvert de y, tel que j%(g) = j.

12.4.2. Soit E un espace de Banach. On note GL*(E) ’ensemble des jets d’ordre k de
E dans E qui sont inversibles et ont 0 pour source et pour but; c’est un ouvert de
J5(E, E)o. Muni de la loi de composition des jets, et de la structure de variété induite
par celle de P’espace de Banach J§(E, E), = Q*(E, E), c’est une variété de groupe de
classe C°.

On a GL°(E) = {e}. Le groupe GLYE) s’identifie, au moyen de T, au groupe
GL(E) des automorphismes de E.

Si k' < k, Papplication r*- *': GL*(E) — GL*(E) est un homomorphisme de classe
C? et c’est une submersion surjective. L’application f— Idg + fest un isomorphisme
de variétés de groupes de P,(E, E) sur le noyau de r¥¥-1,
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12.4.3. Soit E un espace de Banach. Pour tout x € X, on appelle E-repére d’ordre k de
X en x tout élément inversible de J5(E, X),. L’ensemble des E-repéres d’ordre k de X
est une sous-variété ouverte R*(E, X) de J&(E, X); I’application b a pour restriction un
morphisme, encore noté b, de R¥(E, X) dans X; de méme, si &’ < %, on note encore
r® ¥ le morphisme de R*(E, X) dans R¥(E, X), restriction de P’application r** de
12.1.5.

12.4.4. On suppose que X est pure de type E (5.1.7). Le groupe GL*(E) opére 4 droite
sur R¥E, X) par la loi (p, u) — p o u et le quadruplet Ay = (R¥E, X), GL*(E), X, 5)
est une fibration principale (6.2.1) de groupe structural GL*(E), de base X et de classe
Cr -k,

Si k' €k, soit H le noyau de r**: GL*E)— GL¥*(E); le quadruplet
(RME, X), H, R¥(E, X), r*» ¥) est une fibration principale de classe C"~%,

La variété J*(X, Y) est munie d’une structure d’espace fibré associé a A¢ (6.5.1):
la fibre type est JE(E, Y) sur laquelle GL*(E) opére & gauche par la loi (u, j) —jo u~1;
’application repére R*(E, X) x J5(E,Y) — J¥(X, Y) transforme (p, j) enjop~ % La
projection J¥(X, Y) — X correspondant a cette structure d’espace fibré est s.

12.4.5. Soit F un espace de Banach, et supposons Y pure de type F. Alors J*(X,Y)
est munie d’une structure d’espace fibré associé a Ay: la fibre type est J¥(X, F), sur

laquelle GL*(F) opére & gauche par la loi (v,j) — voj; Papplication repére est
(0, j) — o 0 j; 1a projection J¥(X,Y) =Y est b.

12.4.6. Les hypothéses étant celles de 12.4.4 et 12.4.5, soit x la fibration principale
(R¥E, X) x R*(F, Y), GL*(E) x GL¥(F),X x Y, b x b),

produit de Ay et Ag. Alors J5(X,Y) est munie d’une structure d’espace fibré associé
a u: la fibre type est J5(E, F), sur laquelle GL*(E) x GL*(F) opére a gauche par la
loi ((u, v),7) — v e jou™1; application repere est ((p, 0), j) > oo jo p~2; la projec-
tion J5(X, Y) - X x Y est (s, b).

12.5. Jets de sections

12.5.1. Soit #: Y — X une submersion, soit x € X, et soit s € J&X, Y). Onr dit que s
est un jet de section (d’ordre k) de = si s est de la forme j&(f), ot f est une section de
classe C" de 7 au-dessus d’un voisinage ouvert de x; cette condition équivaut a

jI’:(s)('”) of = ],;(Idx)
On note Pi(w) (resp. P¥(w)) I’ensemble des jets s € J(X, Y) (resp. J*(X, Y)) qui sont
des jets de section de =; c’est une sous-variété de classe C"~* de J*(X, Y). Les applica-
tions
s:Pi(m)—>X et b:P(m)—>Y

sont des submersions; si = est une fibration, ce sont des fibrations. Pour k =0, b
est un isomorphisme, par lequel on identifie P°(z) 4 Y.

Si k' < k, Papplication r**: J5X,Y) — J¥(X,Y) applique P¥(z) dans P¥(=);
Papplication de P*(x) dans P¥ () déduite de »* ¥ est une fibration de classe C~*.
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12.5.2. Soit Z une variété de classe C'; supposons que Y = X x Z et soit
7 = pry: Y — X. La restriction de J¥(Idyx, pr,) (cf. 12.3.9) & P*(n) est un isomorphisme
de P¥(xr) sur J¥(X, Z), par lequel on identifie ces deux variétés.

12.5.3. Soit Y’ une variété de classe C’, soient 7: Y —> X et #': Y’ — X des submer-
sions et soit g: Y — Y’ un morphisme tel que =" o g = . L’application J*(1dx, g)
a pour restriction une application
P¥(g): P*(x) — P¥(=")

qui est de classe C"~%.

Soit X’ une variété de classe C, et soit f: X’ =X un morphisme; posons
Y', =) = f*(Y, =), cf. 5.11.5. Lapplication J*(f, Idy) (cf. 12.3.9) définit une applica-
tion de classe C"~* de f*P*(x) dans P*(=').

12.6. Jets de sections d’un fibré vectoriel

12.6.1. Soit E un fibré vectoriel de classe C de base X, et soit = sa projection. Soient
¢o = (U, ¢, Fy) une carte vectorielle de E et ¢; = (U, ¢, F,) une carte de la variété
X, de méme domaine U. Ces cartes définissent une bijection 6 de P*(#)|U sur
Je(U), Fy) = $(U) x Fy x QF(F4, Fy), cf. 12.2.2 et 12.3.1, &0t une carte vectorielle

k
d=(U,0,G), avec G =Fo x Q"F,F)) = | | P(F,; Fy)

de P¥(x). Les cartes ainsi obtenues forment un C™~*-atlas vectoriel, qui munit P*(=)
d’une structure de fibré vectoriel de classe CT~¥, de base X. Ce fibré vectoriel est noté
PE(E); la structure de variété sous-jacente est celle définie en 12.5.1.

Soit U un ouvert de X, et soit f e F5(U) une section de classe C" de E au-dessus de
U. L’application j*(f): x — jE(f) est une section de classe C"~* de P*(E) au-dessus de
U. L’application j* : % (U) — Fkg(U) est K-linéaire.

12.6.2. Si F est un espace de Banach, I'identification (12.5.2) de P¥(Fx) avec J¥(X, F)
munit cette derniére variété d’une structure de fibré vectoriel de classe C™%, de base
X. Lorsque F = K, on écrit P*(X) au lieu de P*(Kx).

Exemple. — Prenons X = K", et notons u,..., u, les fonctions coordonnées sur
K"; alors la fibre P5(X) de P*(X) en 0 admet pour base la famille des jets d’ordre &

n
des monbmes uT1. . .uMs, avec m; = 0, z m < k.
i=0

12.6.3. Soient d un entier >0, E,, .. ., E;, F des fibrés vectoriels de classe C’ de base
X, et soit u: E; Xx--- xg E;—> F un morphisme mulitilinéaire (7.3.1) de classe C". Il
existe alors un morphisme multilinéaire

Pu): PYE,) xx- - - xx PX(Ey) — PH(F)
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et un seul tel que
Pk(u)(jk(sl)’ e ’jk(sd)) = jk(u(sla LR Sd))

pour tout ouvert U de X et toute suite de sections s;€ % (U) pour 1 < i < d.

Si A est un fibré en algebres (7.3.2) de base X, le morphisme de P¥(A) xx P¥(A)
dans P¥(A) déduit de la multiplication A xx A > A fait de P¥(A) un fibré en algébres;
si A est un fibré en algébres associatives, P¥(A) est un fibré€ en algebres associatives; si
en outre M est un fibré en A-modules (7.3.3), P¥(M) est un fibré en P¥(A)-modules. En
particulier, P¥(X) est un fibré en algébres associatives, commutatives et uni-
feres; si E est un fibré vectoriel, P*(E) est un fibré en P*(X)-modules. Siu: E — F est un
morphisme de fibrés vectoriels, alors P*(u): P*(E) — P*(F) est un P*(X)-homomor-
phisme.

12.6.4. Si EX> FZ> G est une suite exacte localement directe de fibrés vectoriels de
base X, il en est de méme de la suite

PXE) — PX(F) - PX(G)
ou les homomorphismes considérés sont P*(x) et P¥(v).

12.6.5. Soient k' et k" deux entiers positifs de somme k, et soit E un fibré vectoriel de
classe C' et de base X. Le morphisme

a: X, E) = X, FFX,E))  (cf. 12.3.8)
induit un morphisme de fibrés vectoriels
B: PXE) — P*(P¥(E))
qui est de classe C"*. Si U est un ouvert de X et fe S5 (U),on a
BG*(f) =¥ (G*¥ ().

Lorsque K est de caractéristique zéro, B est un isomorphisme de P*(E) sur un sous-
fibré vectoriel de P*"(P¥(E)).

12.6.6. Soit k" un entier tel que 0 < k' < £, et soit E un fibré vectoriel de classe C" et
de base X. L’application

re-¥': PHE) — P(E)

est un morphisme surjectif localement direct de classe C"~*. Son noyau N*: *(E) est
formé des jets de section de E ayant un contact d’ordre >k’ avec la section nulle.

12.6.7 (« Le foncteur vectoriel P, »). Les notations étant celles de 7.6, 7.7, 7.8, posons
I, ={0},1_ = {1} et soit m un entier >0. Si ¥~ = (V,, V,) est un couple d’espaces de
Banach, notons 7,,(#") ’espace de Banach P, (V,; V,) des polynémes-continus homo-
génes de degré m sur V; & valeurs dans V, (A.2). De méme, si f= (f;,f1). ol
Jo: Vo= Vietfi: Vi — V; sont des morphismes d’espaces de Banach, notons r,(f) le
morphisme p > f, o p o f; de P,(V,; V,) dans P,,(V}; Vi). On obtient ainsi un foncteur
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vectoriel T, de classe C®. Si E, et E, sont deux fibrés vectoriels de base X, on note
P.(E;; Eo) le fibré vectoriel déduit de (E,, E;) par =, (7.6.2).

12.6.8. Reprenons les notations et hypothéses de 12.6.1. 1l existe un morphisme de
fibrés vectoriels

i PT(X); E) - P*E)  (cf. 12.6.6),

et un seul tel que, quelles que soient la carte vectorielle ¢, = (U, ¢, F) de E et la
carte ¢; = (U, ¢, F;) de X, le diagramme suivant soit commutatif’:

T

PYE)|U

8

n
; k
U x Py(Fy; F) —— U x || P(Fy; Fo)

oli: 1) «|U est la restriction de ¢ 3 P(T(X), E)|U;
2) 6 est la bijection définie en 12.6.1;
3) i est 'application (&, p) — (4, 0,...,0, p);
4) 7 est déduite, au moyen du foncteur vectoriel 7., de la carte vectorielle ¢; de
T(X) (cf. 8.1.1) et de la carte vectorielle ¢, de E.

Le morphisme ¢ est un isomorphisme de P (T(X); E) sur le sous-fibré vectoriel
N E=4E) de P*(E) (cf. 12.6.6); la suite

0 — PUT(X); E) > PHE) 25 P¢-1(E) — 0

est une suite exacte localement directe de fibrés vectoriels.
Plus généralement, posons N, = P5(E), N,, = N*™~YE) pour m > 1, de sorte
que les N,, forment une suite décroissante de sous-fibrés vectoriels de P*(E):

PHE) = Ny ® Ny 2---2 Ny 2 Npyy = 0.
Pour 0 < m < k, la projection r*™: P(E) — P™(E) définit un isomorphisme de
Np/Np 41 sur N™?~YE); vu ce qui précéde, on obtient ainsi des isomorphismes

tn! Np/Nps: = Po(TX); E) (0 <m < k).

On a en particulier No/N; ~ E et N;/N, ~ Z(T(X); E). Pour k = 1, cela donne une
suite exacte:

0— Z(T(X); E) > PE) - E = 0.

12.7. Affaiblissement de structure ,

On suppose K = R. Soit ' € N avec k < 7' < r et soient X’ et Y’ les variétés de
classe C” obtenues a partir de X et Y par affaiblissement de structure (5.13.1). Soient
xeXetjeJYX,Y); soient U une partie ouverte de X contenant x et f une application

de classe C* de U dans Y, telles que j%(f) = j. Considérons f comme un germe de mor-
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phisme de X’ dans Y’; son jet j' € JE(X’, Y’) ne dépend que de j. L’application j — j’
est un isomorphisme de classe C”~* de J¥(X, Y) sur J5(X’, Y’); elle permet d’identifier
J4(X', Y’) ala variété de classe C” ~* déduite de la variété J*(X, Y) de classe C"~* par
affaiblissement de structure. Un résultat analogue s’applique aux variétés P*(z) et
P*(E) des n° 12.5 et 12.6.



§ 13. Distributions ponctuelles

13.1. Tenseurs symétriques et espaces de Banach

13.1.1. Soit E un module sur un anneau commutatif A. Si z est un entier >0, on note
TSYE) le module des fenseurs symétrigues de degré n de E (A, III, p. 71 et A, IV,
§ 5, n° 2); la somme directe des TS™(E) est notée TS(E). Si r est, soit un entier, soit I'un
des symboles o0, w, on pose
TSY(E) = ® TS™(E) et TSO*+(E) = L @ TS™(E);
nLr 4

€n<E€T

par suite, si r = 0, TS™(E) est somme directe de TSO(E) = A et de TS®*(E). On a
TSD+(E) = E et TSY(E) = TSY(E) = TS(E).

Si n est un entier >0, et si x€ E, on note y,(x) I'élément x &---& x de
TS™E); pour n = 0, yo(x) = 1.

13.1.2 (« Applications polynomiales »). On suppose que A est intégre infini et que E
est un A-module libre. Soit F un A-module. Une application f: E — F est dite poly-
nomiale homogéne de degré n si elle satisfait aux conditions équivalentes suivantes

(cf. A, IV, §5,0°9):

a) 1l existe une application linéaire f: TS*(E) — F telle que f(x) = f(y.(x)) pour
tout x e E.

b) 1l existe une application multilinéaire u: E* — F telle que f(x) = u(x, ..., x)
pour tout x € E.

Supposons que ce soit le cas. L’application f vérifiant @) est alors unique; si
t € TSY(E), on note {f, t) I'’élément f(¢). Si u: E* — F vérifie b), application linéaire
correspondante de &"E dans F coincide avec f dans le sous-module TS*(E). Lorsque
n! est inversible dans A, on peut choisir u symétrique, et cela de facon unique.

13.1.3. Soient E un espace de Banach sur K et F un espace polynormé séparé sur K.
Soient U un voisinage ouvert de 0 dans E, f: U— F une application de classe
C" (r € Ng), et ¢ un élément de TST(E), cf. 13.1.1 (appliqué a ’anneau A = K). Soit &k
un entier <rtel que 7 € TS®(E). On peut décomposer ¢ et f de fagon unique en

t=1ty +---+ t, avec t;€TS(E)
et
f=fot-tfith



n° 2 DISTRIBUTIONS PONCTUELLES 63

ol f; est un polyndme-continu homogene de degré i (0 < i < k) et ou /2 a un contact
d’ordre >k avec 0 au point 0. On pose alors

Sty = Z i 13

c’est un élément de F qui ne dépend pas du choix de k.

13.1.4. Soient E et E’ deux espaces de Banach, U un voisinage ouvert de 0 dans E et
¢: U — E’ une application de classe C" telle que ¢(0) = 0. Soit ¢ € TSV(E). 1l existe un
élément ¢’ € TSV(E’) et un seul tel que, quels que soient I’espace polynormé séparé F,
le voisinage ouvert U’ de 0 dans E’, et Papplication f: U’ — F de classe C", on ait

() Lt =Lfop, )
Cet élément ¢’ se note ¢,(¢). L’application

@y: TSO(E) — TSW(E")
ainsi définie est linéaire.

13.2. Distributions ponctuelles
Dans ce numéro, X désigne une variété de classe C', et x un point de X.

13.2.1. Soit & I’ensemble des couples (¢, ), ot ¢ = (U, ¢, E) est une carte de X centrée
en x, et olt ¢ € TSV(E). Deux éléments ((U, ¢, E), ?) et (U, ¢’, E"), t') de &7 sont dits
équivalents si 1 = v,(¢), oll y = ¢’ o o~ L. On obtient ainsi une relation d’équivalence
sur &7; une classe d’équivalence pour cette relation est appelée une distribution
ponctuelle en x sur X.

Soit TY(X) ensemble des distributions ponctuelles en x sur X. Si ¢ est une carte
de X centrée en x, ’application

0. TSO(E) - TY(X)

qui, a ¢, fait correspondre la classe de (c, t), est une bijection. Dans tout ce qui suit, on
munit TY(X) de la structure de K-espace vectoriel obtenue en transportant celle de
TS(E) par 6,; cette structure ne dépend pas du choix de ¢. De méme, si £ < 7, on
note T¥(X) et T *(X) les images de TS®(E) et TS®*(E) par 6, ; elles ne dépendent
pas du choix de ¢. Un élément de TY(X) est dit d’ordre <k s°il appartient a3 T¥(X).
Ona

TPX) = TOX) @ TP (X).

Tl existe un élément et un seul ¢, de T (X) tel que on ait 8,(1) = ¢, pour toute carte
¢ de X centrée en x. Si 7 est une distribution ponctuelle en x, on appelle terme constant

de ¢ I’élément A de K tel que ¢ — e, € TY ¥ (X); on dit que ¢ est sans terme constant si
son terme constant est nul.

13.2.2. Soit F un espace polynormé séparé, et soit f une fonction de classe C" a valeurs
dans F, définie sur un voisinage de x. Soit ¢ une distribution ponctuelle en x sur X.
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Considérons une carte ¢ = (U, ¢, E) de X centrée en x, et posons f, = fop~t et
t, = 07%(t); Pélément {f, t.> de F défini en 13.1.3 ne dépend pas du choix de ¢; on le
note {f; t>. On a &,(f) = f(x).® Le terme constant de ¢ est {1, ¢>.

Si F’ est un espace polynormé séparé et si u: F — F’ est linéaire continue, on a
uef, ty = ulf, ).

Supposons que F soit un espace de Banach, et que ¢ soit d’ordre <k, avec & fini.
Soit j e Ji(X, F), cf. 12.1.2, et soit fej. Alors {f, t> ne dépend que du jet j; on le
note {j, ¢>. L’application de T¥(X) x J4X, F) dans F ainsi définie est bilinéaire.
Lorsque F = K, on a posé J4X, F) = P&(X), cf. 12.6.2, et I'on obtient une forme
bilinéaire sur T¥(X) x PYX).

13.2.3. Soit ¢: X — Y un morphisme de variétés de classe C7 et soit y = ¢(x). Soit
¢ = (U, ¢, E) une carte de X centrée en x et soit ¢’ = (U’, ', E') une carte de Y
centrée en y; soit $ I'expression de ¢ dans ces cartes (5.3.2), et soit ¢, I’application
correspondante de TS®(E) dans TS®(E'), cf. 13.1.4. II existe une application linéaire
et une seule, notée TY () ou ¢y, de TY(X) dans TY(Y), rendant commutatif le dia-
gramme

TSO(E) — "> TSO(E')
Oc oc

TOX) —"— T(Y).

Cette application ne dépend pas du choix de c et ¢’. Si ¢ € TS (X), on dit que ,(¢) est
Pimage de t par @. On a @u(e,) = 5. Sik < r,ona

pT2X) = TY) et T (X)) = TPH(Y).

Si ¢": X — Y est un morphisme de classe C" appliquant x sur y, on a ¢, = ¢% si et
seulement si ji(p) = ji(), cf. 12.1.

Si ¢ est une immersion (resp. une submersion) en X, ¢4 est injectif (resp. surjectif);
la réciproque est vraie si dim, Y < +oo.

Si ¢': Y — Z est un morphisme de variétés de classe C', et si 1€ TY(X), on a
(@ ° 9)x(t) = Pilpa(2)).

Soit F un espace polynormé séparé, et soit fune fonction de classe C" a valeurs dans
F, définie dans un voisinage de y. On a alors

@ fopult)y = {fog,ty  pourtout teTL(X).

Pour ¢ donné, les relations (1) (pour f et F variables) caractérisent ¢.(t); lorsque
dim, Y < +o0, on peut se borner 3 F = K.

13.2.4. Supposons que X soit une sous-variété ouverte d’un espace de Banach E.
Notons ¢, 'application y —y — x de X dans E; la carte ¢ = (X, ¢4, E) est centrée

2 Lorsque K = R ou Cet que X est localement compacte, la formule précédente conduit & iden-
tifier 1a distribution ponctuelle ¢, & la mesure de Dirac ¢, définie en INT, III, § 1, n° 3. Plus géné-
ralement, toute mesure a support fini dans X s’identifie a une distribution & support fini au sens du
n° 13.6.
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en x. On identifie alors TY(X) & TS™(E) au moyen de 6,'; en particulier, on a
TEX) = TS(E).

Soit F un espace de Banach, soit #: E — F une application linéaire continue, et
soient x e E, y € F tels que u(x) = y. Identifions comme ci-dessus T$(E) 4 TS(E) et
TSP(F) 4 TS(F). Lapplication

ug: TS(E) = TS(E)  (cf. 13.2.3)

coincide avec P'application TS(u) induite par le prolongement canonique de u# a
I’algébre tensorielle.

13.2.5. Sik < r, on note T®(X) (resp. T®*(X)) 'ensemble somme des TF(X) (resp.
des TS* (X)) pour a € X. Une application t: X — T®(X) telle que #(a) € T¥(X) pour
tout a € X s’appelle un champ de distributions ponctuelles d’ordre <k.

Supposons k& fini et X localement de dimensior finie. Pour tout @ € X, la forme biliné-
aire (j, ) = {J, > (cf. 13.2.2) définit un isomorphisme i, de T¥(X) sur le dual P5(X)*
de PE(X). Les i, définissent une bijection i: T®(X) — P¥(X)*, ot P¥(X)* désigne le
dual du fibré vectoriel P¥(X); par transport de structure au moyen de i ~?, on munit
T9(X) d’une structure de fibré vectoriel de base X et de classe C'~*, Un champ de dis-
tributions ponctuelles d’ordre <k est dit de classe C*, avec s < r — k, si C’est une
section de classe C* du fibré T®(X).

Soit ¢: X ~>Y un morphisme de variétés de classe CT et supposons que Y soit,
comme X, localement de dimension finie. Alors ¢, : T®(X) — T®(Y) est un g-mor-
phisme de fibrés vectoriels de classe C" %,

13.2.6. Soit k un entier tel que 0 <k < r. Si U est un ouvert d’un espace de Banach E
de dimension finie, le fibré vectoriel T®(U) s’identifie, grace a 13.2.4, au fibré trivial
de fibre TS®(E).

Prenons en particulier E = K*, avec n > 0, et soit (e, ..., €,) la base canonique
de E. Sia = (ay, . . ., a,) est un élément de N*, notons A® I'élément y,,(e;). . .y.,(e,) de
TS(E) (le produit utilisé étant le produit symétrique des tenseurs symétriques, cf. A,
IV, § 5, n° 3). Les A%, pour |«| < k, forment une base de TS®(E); si a € K*, on note
A les éléments correspondants de TS(E). Soient F un espace polynormé séparé, et f
une fonction de classe C7, a valeurs dans F, définie au voisinage de a; si ¢ € N*,
Pélément {f, A7) coincide avec I'élément (A%f)(a) défini en 2.5.3, 3.2.1 et 4.2.1.

Supposons X localement de dimension finie, et soit £ = (£1,..., £*) un systéme
de coordonnées de X dans un ouvert U. Si a € U et si « est un multi-indice tel que
|e} < k, on note (Af), la distribution ponctuelle en a dont I'image par ¢ est la dis-
tribution ponctuelle A, sur K*; les champs de distributions

Aira—~(B9. (o <k)
forment un repére sur U du fibré vectoriel T®(X). Si f: U —> F est de classe C', on

pose {f, (AD).> = AZf(a) et 'on note Af fla fonction a — Aff(a); c’est une fonction de
classe C"~* dans U.

18i m = |a| et si 2, est I’ensemble des applications ¢ de {1,..., n} dans {1,..., n} telles que
Card 6~(() = s, 0n a

A% = yyi(e1). . - Yeplen) = “zz €aty Q)+ + - €otmys cf. A,1V,§5,n° 4.
5—s. '
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13.3. Distributions ponctuelles et espaces tangents

Dans ce n° X désigne une variété de classe C'.

13.3.1. Soit x € X et soit k un entier <r. Soit ¢ = (U, ¢, E) une carte de X centrée
en x; I’ isomorphisme 8,: TS™(E) — T$(X) défini en 13.2.1 applique TS™(E) sur T¥(X)
et TS*~(E) sur T¥~P(X); par restriction et passage au quotient, il induit un iso-
morphisme

e, TSHE) = TSP(E)TS* () - TPX)/TEV(X).
D’autre part, ¢ définit un isomorphisme, déja noté 6,, de E sur I’espace tangent
T(X), cf. 5.5.1. Notons i, le composé

ok k(0.
TEX)TEX) 5 TSHE) 5 TSHTLAX).
L’isomorphisme i, est indépendant du choix de c; pour k = 1, on lutilise pour iden-
tifier TP (X) = TPX)/TO(X) a Pespace tangent T.(X). Si t € T¥(X), on se permet
de noter () 'image par i, de la classe de t modulo T¥~2(X).
Posons

g TE0) = TPXRYTEPX) et g TPX) = D gr, TX).

0<k<r
On dit que gr TP(X) est le gradué associé i 1a filtration croissante (T¥(X)), <, de
TEX). Les i, définissent un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués
i: gr TPX) — TSUTLX).

Si r = 00 ou w, i est un isomorphisme de gr T (X) sur TS(T(X)). Lorsque Pon désire
préciser x (ou X, ou les deux), on écrit i, (ou ix, ou ix, ,) 2 la place de i.

13.3.2. Outre les hypothéses ci-dessus, supposons que X soit localement de dimension
finie. Les isomorphismes i, relatifs aux différents points de X définissent un isomor-
phisme de fibrés vectoriels

it TOX)/T*~D(X) — TSYT(X))

ot TS*(T(X)) désigne le fibré vectoriel de classe C'~* déduit de T(X) par le foncteur
vectoriel en dimension finie TS* (cf. 7.6.5). Pour k > 1, i, est un isomorphisme de
classe C'~*; pour k = 0, c’est ’application identique du fibré trivial Kx.

13.3.3. Exemple. — Les hypothéses étant comme ci-dessus, soit £ = (£%,..., £ un
systéme de coordonnées de X en x. Notons (;, )1 <i<n, 12 base de T,(X) définie par
£ (cf. 5.5.8) et notons ((A9).) a1 <k celle de T (X) définie en 13.2.6. On a:

(A9 =0 si Jef <k
lk((Ag)x) = Yal(al.x)- . "}’z,‘(an. x) si l“l = k@

1 Ici encore, le produit des y,(2,, ) est un produit symétrique dans TS(T (X)).
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13.3.4. Supposons que K soit de caractéristique zéro ou que X soit localement de
dimension finie. Soit k£ un entier tel que 0 < k < r et soit x € X; soit F un espace de
Banach. D’apres 12.6.8, on a une suite exacte

@ 0~ P(T«X); F) > Pi(Fy) > PE~1(Fx) — 0,
avec o = r**-1 D’autre part, d’aprés 13.3.1, on a une suite exacte
(i) 0« TSHTLX) < TPX) < TEP(X) <0,

ou s est linclusion de T¢ (X) dans TY(X) et i = i,.. Ces suites exactes sont
«accouplées dans F ». Plus précisément, écrivons-les sous la forme:

@ 0>A5BS>C—0
(i) 0«A' LB &C <0

SiacAetaeA’, 'élément <{a,a") de F est défini par 13.1.2; si hbecB et ¥ €B’,

(resp.sice Cet ¢’ € C'), Pélément <b, b") (resp. <c, ¢)) de F est défini par 13.2.2; 0ona
alors:

{wa, b = <La,ib’y et <ob,¢'> = <b,s¢’> si acA, beB, b eB, ¢eC.

13.3.5. Soit Y une variété de classe C7, soit ¢: X — Y un morphisme de classe C" et
soient x € X, yeY tels que y = ¢(x). L’application ¢, : TS (X) — TS’(Y) définie en
13.2.3 est compatible avec les filtrations de ces espaces; elle définit par passage aux
gradués associés une application linéaire

gr(es): gr TO(X) — gr TY(Y).

Notons d’autre part TS(T,(p)) Papplication de TS®(T (X)) dans TS™(T,(Y)) induite
par le prolongement canonique TS(T.(p)) de T.(¢). Le diagramme

), 8r(ps) ()
g TX) —— g T,(Y)
iz, x iv,y
TSI ()

TST X)) —— TST,(Y))
est commutatif,

13.3.6. Supposons que K soit de caractéristiqgue zéro. En utilisant les isomorphismes
oun: SK(M) — TS¥(M) définis en A, IV, § 5, n° 8, on peut remplacer, dans tout ce
qui précéde, les TS¥(T.(X)) par les puissances symétriques k-iémes S¥(T,(X)) de
Pespace tangent T, (X).

13.4. Produit tensoriel de distributions ponctuelles

13.4.1. Soient X; et X, deux variétés de classe C", soient x; €X;, x; X, et
t, e TE(X,), t, € TEP(X,) avec ky + ky < r. Posons X = X; x Xg, x = (x;, Xxp) €t
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k = k; + k. Pouri = 1, 2, soit ¢; = (U, ¢;, E;) une carte de X centrée en x; et notons
f; I'élément de TS(E,) tel que 0.(%) = t;, cf. 13.2.1. Soit ¢ I'isomorphisme canonique de
TS(E,) & TS(E,) sur TS(E; x Ey), cf. A, IV, §5, n° 5. L’élément o(f; & 7,) est le
produit symétrique de I, et i, (identifiés & des ¢éiéments de TS(E; x E;) grice aux
injections canoniques TS(E;) — TS(E; x E,)); il appartient 3 TS®(E; x E,). Posons
¢ = ¢; X ¢g; c’est une carte de X centrée en x. L’image par 6. de o(f; & ;) est un
élément de T¢(X), qui ne dépend pas du choix des cartes c;. On Pappelle le produit
direct, ou le produit tensoriel symétriqgue (ou méme simplement le produit tensoriel)
de t, ett,etonlenote ¢, X t, ou ty X 1.

On a ¢, @ &,, = &,. Le terme constant de #; & ¢, est le produit des termes cons-

tants de £, et de ¢,.
L’isomorphisme (¥;, ¥2) = (¥3, ¥1) de Xy x X, sur X, x X, transforme #; & t,

€n t2 ® tl.
13.4.2 (« Associativité et fonctorialité »). Soient X; (i = 1, 2, 3) des variétés de classe
Cr, et soient x,€X;, t;,e Te’(X,) avec ky + ky + ks <r. On a

LRL)Rt =1 Q2 B t);
on note cette distribution ponctuelle #; ® #; & fs. On définit de méme des produits
tensoriels finis quelconques.

Soient ¢;: X; — Y, et go: X; — Y, des morphismes de variétés de classe C’, et
soient t, € T®(X,), t, € T®2(X,) avec k; + k; <r.Ona

(91 X P2)ats @ 12) = P1a(t) @ Pasl(ta)-

13.4.3. Les notations étant celles de 13.4.1, soient F;, F, et F des espaces polynormés
séparés, et (uy, us) — 4, .U, une application bilinéaire continue de F; x F, dans F.
Soit

it Xi—»F (=12
une application de classe C', et définissons f; & fz: X — F par

(1 @)1, ¥2) = i(y) Sfo(¥2)-
L’application f; & f; est de classe C, et 'on a

Sfr ®faty @ 1) = {fi, t>-{fa, 12+

13.4.4. Lesnotations étant-celles de 13.4.1, soit fune application de classe C" de X dans
un espace polynormé séparé F. Si y, € X,, notons f,, I'application y, — f(1, ¥2) de
X, dans F et posons g(y1) = (f,» t). La fonction g: X; — F ainsi définie est de
classe C'~%1, et 'on a

St @t =<gt,
autrement dit

fith @t = {1 V> Yo f(¥1, o), to), 11D
On a de méme

ity @t = Yo > {y1 = f(¥1, ¥2), t:, t2)-
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13.4.5. Les notations étant celles de 13.4.1, soit
By it Tal(XD) ® TeP(Xe) = TPX)

Papplication linéaire définie par Papplication bilinéaire (t;, ;) — ¢, ® t,; cette
application est injective; elle est bijective si &, et k, sont infinis.
Si n <r, notons TS (X, X,) le sous-espace vectoriel de To(Xy) ® TE(X,)

engendré par les sous-espaces Te(X;) ® Te2(X,) pour k; + k; < n. Il existe une
application linéaire

T (X1, Xa) = TIX)

et une seule qui prolonge les applications «,, ,, définies ci-dessus; c’est un isomor-
phisme. Dans ce qui suit, on identifie T{’(X), au moyen de e ', au sous-espace
vectoriel TP(X;, X,) de Top(Xy) ® To(Xs).

13.4.6. Conservons les notations de 13.4.5 et 13.3.1. Par passage au quotient, o, x,
définit une application linéaire

ey, ko Sk T(f)(Xl) & gry, TZ;(Xz) > 8l Tm(X)

Les applications &, , (k1 + k2 < r) sont les composantes d’une application linéaire
graduée de degré zéro

(g, THCKD) @ 21, THX) — D g1 TOX)

qui est un isomorphisme. Le diagramme

(e, ng(xl) & i, T(T)(Xz))

© ky+kgsr

gr TOX)

kg +kosr

112 ix

o D, (55T (X0) @ TS(T, (X)) —— D ST (Xs) % T, (X))
est commutatif (dans ce diagramme, i, désigne ’homomorphisme induit par ix, & ix,

et o est 'isomorphisme défini en A, IV, § 5, n° 5). Si r est infini, ce diagramme s’écrit
simplement :

gr TEO(XD) @ gr T(Xe) ——— g TEO(X)
ix; ®ixy ix
TS(T,(X0)) & TS(T,(X2)) ———> TS(T(X)).
13.5. Coproduits

Dans ce numéro, X désigne une variété de classe C” et x un point de X.

13.5.1. Soit k£ < r. Si A est Papplication diagonale y — (», y) de X dans X x X,
alors A, applique T¥(X) dans T (X x X), qui est un sous-espace vectoriel de
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TEX) @ TE(X), cf. 13.4.5. On obtient ainsi une application linéaire, notée encore
A, (ou o):

TEX) ~ TEX) ® TPX);
on I'appelle le coproduit attaché & TE(X). Muni de ce coproduit, T¥(X) est une
cogébre coassociative et cocommutative (A, III, p. 144-145); elle admet pour coiinité
la forme linéaire qui associe & une distribution ponctuelle son terme constant (13.2.1).

Si k' < k, Pinclusion de T¢’(X) dans T¥(X) est un morphisme de cogébres.
Si ¢ = (U, ¢, E) est une carte de X centrée en x, I'isomorphisme

8.2 T®E) - TLX)
est un isomorphisme de cogébres, T*®(E) étant muni du coproduit induit par celui
de TS(E), cf. A, IV,§5,n°7.
Si ¢: X — Y est un morphisme de variétés de classe C’, I'application de T¥(X)
dans T%,(Y) induite par p, est un morphisme de cogébres.

13.5.2. Soient F;, F; et F des espaces polynormés séparés, et (u;, u,) — 1, .1, une
application bilinéaire continue de F, x F, dans F. Soit 1e TP(X) et soit

ot) = z u; ® v; (w;, v; dans TP(X)) son image par le coproduit. Soient f;: X — F;
7
(i = 1,2) des applications de classe C". On a
frofor £ = 2 {Fo > L for 0,
7

ce que ’on écrit, par abus de notation:

oo 1) = {fi @ fz (1))

13.5.3. Soit te T¥(X), ob k < r.

a) Pour que ¢(?) = t ® ¢, il faut et il suffit que 7 soit égal 3 O ou a «,.
b) Pour que c(t) = t R &, + ¢, & ¢, il faut et il suffit que ¢ soit un vecteur tangent,
i.e. que Ion ait £ € T (X).

13.6. Distributions a support fini

13.6.1. Soit X une variété de classe C', et soit & < r. On note I ®(X) la somme
directe des espaces TY(X), pour x € X. Un élément de 7 ®(X) est appelé une distri-
bution a support fini sur X, d’ordre <k. Si f: X — F est une fonction de classe C" a

valeurs dans un espace polynormé séparé F, et sif = Z ty, ol t, € TP (X) pour tout
xeX .

x € X est une distribution a support, fini, on pose

Sty =2 it

xeX

De méme, on pose ¢(t) = z ¢(1,), ce qui munit 7 ®(X) d’une structure de cogébre
xeX

coassociative, cocommutative, et possédant une coiinité ¢ — {1, ¢)>. Les inclusions
EYX) -> T X), ou k' < k, sont des morphismes de cogébres.
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Si : X—Y est un morphisme de variétés de classe C', les applications
T¥(g): TEX) — T5(Y) relatives aux divers points x de X définissent une applica-
tion linéaire gy de 7 %(X) dans J ®(Y), qui est un morphisme de cogébres.

Si X, et X, sont deux variétés de classe C’, les applications e * (cf. 13.4.5) définis-
sent une application linéaire

TEX, x Xg) > T 9(Xy) @ TUXy)

qui est injective; c’est un morphisme de cogebres. Si k = o0 ou w, c’est un isomor-
phisme de cogebres.

13.6.2. Soit X une variété de classe C', et soit V un K-espace vectoriel de dimension
finie. Un élément de (X) Q V s’appelle une distribution a support fini sur X &
valeurs dans V. Lorsque K = R, V = C, une telle distribution est également appelée
une distribution complexe 3 support fini sur X. Les définitions et résultats des n°
précédents s’étendent aussit6t, par linéarité, aux distributions a valeurs dans V.

13.7. Affaiblissement de structure

On suppose K = R. Soit ' € Ng tel que ' < r. Soit X une variété de classe C*, et
soit X' la variété de classe C” obtenue par affaiblissement de structure (5.13.1). Soit
xeX, et soit te T¥(X), avec k < r’. Choisissons une carte ¢ = (U, ¢, E) de X
centrée en x, et soit 7 I’élément de TS®(E) tel que 6.(f) = t. Comme c¢ est une carte
de X’ centrée en x, ’élément t’ = 0,(F) de T¥(X") est défini; il ne dépend pas du choix
de c. L’application ¢+ ¢’ est une bijection de TP(X) sur T(X’) par laquelle on
identifie ces deux espaces. Les identifications ainsi obtenues sont compatibles avec les
opérations {f; 1>, @.(t), & ® ts, ¢(2), . . . des n°s précédents.



§ 14. Opérateurs différentiels

Dans ce paragraphe, X désigne une variété localement de dimension finie de classe
C’, out r € Ng; on note E et F deux fibrés vectoriels de rang fini de classe C" et de
base X.

Toutes les variétés et tous les fibrés vectoriels considérés sont supposés localement
de dimension finie.

14.1. Opérateurs différventiels

14.1.1. Soit k un entier tel que 0 < k < r, et soit P*(E) le fibré des jets de sections
d’ordre k de E (12.6.1). Posons

D*(E, F) = Z(P“E); F).
C’est un fibré vectoriel de base X et de classe C"~*. Une section de ce fibré sur un
ouvert U de X s’identifie & une application
D: PHE)|U— F|U

qui commute a la projection sur U et est linéaire sur chaque fibre; une telle section
est appelée un opérateur différentiel sur U, de type E—F, et d’ordre <k. Soit
heNg U{0}, avec 0 < h < r — k. On note 2%"(E, F) ’ensemble des opérateurs
différentiels sur U, de type E— F et d’ordre <k, qui sont de classe C* (comme
sections de D*(E, F), ou comme morphismes de P*(E)|U dans F|U, cela revient au
méme). Si M = DXE, F), on a 25*E, F) = Ai(U); c’est un module sur €*(U),
cf, 7.4.1.

Si0 < k' < k, le morphisme 7% *¥': P¥(E) — P¥'(E) (cf. 12.6.6) définit une injection
de D¥'(E, F) dans D*(E, F); tout opérateur différentiel d’ordre <k’ est ainsi identifié
a un opérateur différentiel d’ordre <k. Un opérateur différentiel d’ordre <k qui n’est
pas d’ordre <k — 1 est dit parfois d’ordre k. St Ae Ny U {0} eth <r —k,etsiU
est un ouvert de X, on a:

0c< g%.h(E, F) < Q%J‘h(E: F) Al gg'h(E5 F)

Si r =0 ou w, on note 25" *(E, F) la réunion des 2% *(E, F) pour k > 0; un
¢lément de cette réunion s’appelle un opérateur différentiel sur U d’ordre borné (de
type E — F, de classe C*) ou parfois simplement un opérateur différentiel sur U.

14.1.2 (« Opérateurs d’ordre zéro »). On a P%(E) = E (12.5.1) et D%E, F) = Z(E; F).
Si U est ouvert dans X, et si he Nx U {0} et & < r, un élément de 2% *(E, F) est un
morphisme de classe C* de E|U dans F|U.
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14.1.3 (« Affaiblissement de structure »). Supposons K = R, etsoit ' e Ng avecr’ < r.
Soient X', E’ et F’ la variété et les fibrés vectoriels de classe C™ obtenus par affaiblisse-
ment de structure a partir de X, E, et F respectivement. Soit k un entier tel que
0 < k < r. Alors PA(E’) est le fibré de classe C” ~* déduit de P*(E) par affaiblissement
de structure, et on a un résultat analogue pour D¥(E’, F’). En particulier, si U est
ouvert dans X,etsiO < &k < r — k', on a 25 ™E, F) = 9%, F).

14.1.4. Soit D un opérateur différentiel sur X, de type E—F, d’ordre <k (on
0 < k < r). Soit U un ouvert de X, et soit s une section, de classe C*, de E sur U,
avec me Ng U {0} et k£ < m < r. Alors j¥(s) est une section de classe C*~* de P*(E)
sur U (12.6.1); son image par D est notée Dy(s), ou D(s). C’est une section de F|U.
Supposons D de classe Ct, oit i = m — k. Alors Dy(s) est de classe C*, et les appli-
cations
Dy: 5"(U) - %(U)
ainsi obtenues jouissent des propriétés suivantes:

(1) Dy est K-linéaire.

(2) Pour tout s € S (U) et tout ouvert V de U, on a Dy(s|V) = Dy(s)|V.

(3) Pour tout s € 5" (U) et tout x € U tels que jE(s) = 0, on a Dy(s)(x) = 0.

(3") Pour tout systéme de coordonnées ¢ = (£%,..., &%) dans U et tout repére
5= (51,. .., 5g) de Esur U (7.4.4), il existe des sections 1, ,(1 K i< d, e N, || € k)
de F sur U, de classe C" et telles que, pour toute famille (f))1 <; <4 d’éléments de €™(U),
on ait

DG fis)= 2 “f)me  (cf. 13.2.6).

i<isd 1<i<d, lej<k

(4) Pour toute fonction fe #™(U) et toute application 6 de S%"(E) dans %% (F),
notons ad(f)0 I'application

s—f.6(s) — 6(f.5)
de %(E) dans %" (F). Alors, pour toute fonction fe €™(U), il existe un opérateur
différentiel L sur U, de type E — F, d’ordre <k — 1 et de classe C" tel que
@d(HDy)(s) = Ly(s) pour tout s e S;'(E).
(5) Ona
ad(fy). . .ad(fi)Dy = 0 quels que soient fq, .. ., f; dans €™(U).

Silonpose I ={0,...,k}et fz= ‘1;[1 Ji pour toute partie H de 1, la relation précé-
dente équivaut a:

2 (=D)L Do(fi-x.5) = 0
Hel
quelles que soient fo, . . ., fr dans €"(U) et s dans S5"(U).

14.1.5 (« Caractérisation des opérateurs différentiels »). Soient k,m et h=m — k
comme dans 14.1.4. Pour tout ouvert U de X, soit Dy une application de &4 (U) dans
S(U). Supposons que les conditions 1, 2, 3 (resp. 1, 2, 3) de 14.1.4 soient vérifiées
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pour toute partie ouverte U de X. 1l existe alors un élément D de 2% *(E, F) et un seul
tel que les Dy soient les applications correspondantes.? Dans ce qui suit, on identifie
D 2 la famille des Dy.

Lorsque m =0 ou w, on a 4 = m et 'on peut remplacer les conditions (3) et
(3’) par 'une des conditions (4) et (5).

14.1.6 (« Opérateurs scalaires »). Supposons que E et F soient égaux au fibré trivial
Kx. Un opérateur différentiel de type E — F s’appelle alors un opérateur différentiel
scalaire ou simplement un opérateur différentiel; s’il est d’ordre <k, ¢’est une section
du fibré L(P*X); Kx) = P*X)*, dual du fibré P*(X); en utilisant I'isomorphisme

i~ PHX)* — T®(X) (cf. 13.2.5),

on voit qu'un opérateur différentiel scalaire d’ordre <k s’identifie & une section du
fibré vectoriel T¥)(X), i.e. & un champ de distributions ponctuelles d’ordre <k.

Prenons en particulier pour X un ouvert de K", oll » est un entier >0. Les champs
de distributions ponctuelles

A% x—A%  (cf. 13.2.6)

sont des opérateurs différentiels scalaires de classe C®. Pour tout 4 € Ng, les A” pour
(le] < k) forment une base du ¢"(X)-module 2% "(Kz, Kx).

14.1.7 (« Opérateurs différentiels complexes sur une variété réelle »). Supposons K = R
et que les fibrés vectoriels E et F soient munis de structures complexes (8.8.1); soit k un
entier tel que 0 < k <r. Le fibré P*(E) est alors muni d’une structure complexe
(12.6.3); le fibré Z(P*(E); F) (7.8.5) des applications linéaires complexes de P*(E)
dans F est un sous-fibré vectoriel de Z(P*(E); F) = D*(E, F); on le note DX(E, F).
Une section de DE(E, F) est appelée un opérateur différentiel complexe, de type E —F
et d’ordre <k. Si heNget h < r — k, etsi Uest un ouvert de X, on note de méme
DEME, F)c Pespace des sections de classe C* de DY(E, F) sur U; c’est un C-espace
vectoriel. Les autres définitions et résultats de ce paragraphe s’étendent de maniére
analogue aux opérateurs différentiels complexes; nous en laissons la formulation au

lecteur.

14.1.8 (¢« Composition »). Soit G un fibré vectoriel de classe C' et de base X. Soient k'

et k" des entiers positifs de somme k£ < r, et soit D’ (resp. D") un opérateur différentiel

sur X, de type E— F (resp. de type F — G), d’ordre <k’ (resp. <k”"). Supposons

D’: P¥(E) — F de classe C*, avec b’ e Ny U {0} et k" < &’ < r — k’; Papplication
Dj = P¥(D"): P¥(P¥(E)) - P¥'(F)

est de classe C¥—*" (12.6.3). Soit 8 'homomorphisme canonique de P*(E) dans
PE"(P¥(E)), cf. 12.6.5. En composant les applications

PHE) > PF(P(B) = P¥(F) > G,
on obtient un opérateur différentiel de type E — G et d’ordre <k. Cet opérateur est
dit le composé de D" et D’; on le note D" - D',

1 11 suffit d’ailleurs que la condition (3’) soit vérifiée pour une famille (£;) de systémes de coor-
données et une famille de repéres (s;) dont les domaines recouvrent X.
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Si U est un ouvert de X, et si s € % (U), on a
(D"« D')(s) = D"(D'(s))

(ol les deux membres sont des sections de G sur U); cela justifie la terminologie et la
notation adoptées.

Supposons maintenant D” de classe C*", avec h” e Nx U {0} et 2" < r — k”. Alors
D’ o D’ est de classe C*, avec h = inf(h' — k", h").

Supposons que 'on ait E = F = G, et que ¥’ < A", auquel cas D’ « D" est défini.
Alors D' o D" — D" oD’ est un opérateur différentiel de type E—E et d’ordre
<k — 1; on le note [D’, D"].

14.1.9 (« Associativité »). Les notations et hypothéses étant celles de 14.1.8, soit H un
fibré vectoriel de classe C’ et de base X, et soit D" un opérateur différentiel sur X, de
type G— Hetd’ordre <k”,aveck’ + k" + k” < r. On suppose que D’ est de classe
CV,avec heNgU{O}etk”" + £”" < K < r — k' et que D” est de classe C*", avec
W eNguU{0}etk” < h" < r — k". Alors les composés

D"o(D"oD) et (D"oD") oD’
sont définis et sont égaux.

14.1.10. Exemples

a) Soit U un ouvert de X,soit De D5 (B, F) aveche Ny U {O}eth < r — k, et
soit f'e €***(U) (resp. f € €*(U). La multiplication par f dans E (resp. F) est un opéra-
teur différentiel sur U d’ordre <0, et de type E — E (resp. F — F), cf. 14.1.2. Les
composés D o fet fo D sont définis et appartiennent 3 2% "(E; F); on pose

2d(f)D = feD — Do fe 2y ""(E, F),

cf. 14.1.4, (4). On munit ainsi 2% "(E, F) d’une structure de €"**(U)-module a droite
(resp. de €*(U)-module a gauche). La structure de module & gauche coincide avec
celle de 14.1.1.

b) Supposons r = co our = w. Les opérateurs différentiels de type E— E et de
classe C’ forment une K-algébre associative a élément unité.

¢) Prenons pour X un ouvert de K™ Les opérateurs différentiels scalaires A”
(14.1.8) vérifient les formules

A% o A = ((e, BA*TY.
Ils commutent entre eux. Notons D; I'opérateur A% («i-éme dérivée partielle »). Si K
est de caractéristique 0, on a

1

A¥ = =
el

F1. .. D,
Si K est de caractéristique p # 0, on a DY = 0 pour tout i.

14.1.11 (¢« Opérateurs multidifférentiels »). Soient E, ..., E, des espaces fibrés vecto-
riels de classe C” et de base X, et soient k, k;, . .., k, des entiers appartenant & (0, r}.
Posons

Liky, .. ., ko) = Z(PR(E1) ®- - - @ P(Ey); F).
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Si k; < k pour tout i, les projections r* ¥1: P(E;) — P*(E,) permettent d’identifier le
fibré L(ky,. .., k,) & un sous-fibré du fibré L(k) = L(%, .. ., k). Il existe un plus petit
sous-fibré M(k) de L(k) contenant tous les sous-fibrés L(ky,..., k,), pour
ky +---+ k, = k. Une section H de M(k) est appelée un opérateur n-différentiel
(ou multidifférentiel) de type (Ei, . .., E,) = F et d’ordre <k.Sis; (1 < i < n) est une
section de classe C"(me Nk, m > k) de E; sur un ouvert U de X, on définit
Hy(sy, - - -5 §p) = H(sy, - . ., 8,) comme 'image par H de la section j*(sy) &--- & j*(s,)
du fibré
PHE,) - - - @ PHE,).

C’est une section de F|U. Si H est de classe C*, cette section est de classe C? avec
p = inf(m — k, h).

Lorsque E,, . . ., E, et F sont égaux & Kg, on dit que H est un opérateur n-différen-
tiel (ou multidifférentiel) scalaire.

Exemple. — Soient J un ensemble fini, X un ouvert de K’. Soit H un opérateur
n-différentiel scalaire d’ordre <k sur X. 1I existe une famille unique de fonctions

scalaires
c(e(1), - - ., M)y, .., atnn eNds Z |°‘(i)l <k
i=1

sur X telles que

Hx(fis .- S = 2 c(el), ..., a@m) AO(f). . A=(f)

pour toute famille (f3,...,f;) de fonctions de classe C* sur X. Pour que H soit de
classe C?, il faut et il suffit que les fonctions c(e(1), . . ., «(#)) soient de classe C".

14.2. Symboles
14.2.1. Soit k& un entier positif <r. Considérons la suite exacte

0 — P(T(X); E) > PX(E) > P*-1(E) = 0

du n° 12.6.8, ol I'on a posé j=r*¥%"1 En appliquant le foncteur vectoriel
M — #(M; F) a cette suite, on obtient la suite exacte

0— Z(P*~1(E); F) & Z(P4(E); F) = Z(P(T(X); E); F) >0

que ’on peut écrire:
0 — D*~Y(E, F) 2> DXE, F) - SE, F) - 0

SYE, F) = Z(P(T(X); E); F).

L’homomorphisme j' = Z(j; Idp) est linclusion canonique de D*~}E,F) dans
D*(E, F); 'homomorphisme o, est égal par définition & £(:; Idz). Si D est un opéra-
teur différentiel de type E — F et d’ordre <k, son image par o, est une section o(D)
de S*(E, F) que Pon appelle le k-symbole (ou simplement le symbole) de D; on a
(D) = Osi et seulement si D est d’ordre <k — 1. Si D est de classe C*, il en est de

méme de son symbole.

en posant
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14.2.2 (« Identifications du fibré des symboles »). On peut écrire le fibré S¥(E, F) =
LP(T(X); E); F) de diverses maniéres. Tout d’abord, si x€ X, un élément de
P(T(X); E.) s"identifie (13.1.2) 2 un élément de FL(TS*(T,(X)); E,). On obtient ainsi
des identifications de fibrés vectoriels

P(T(X); E) = Z(TSH(T(X)); E) = (TSYTX)N)* Q E
et, en appliquant le foncteur vectoriel M — (M ; F) = M* @ F, on obtient:

SYE, F) = TSHT(X)) @ E* @ F = TSHT(X)) & Z(E; F).

On peut encore transformer P'expression précédente. Si M et N sont deux fibrés
vectoriels, notons Sym*(M ; N) le sous-fibré de £(M, ..., M; N) formé des applica-
tions k-linéaires symétrigues. On a un isomorphisme canonique

Sym“(M; N) — Sym*(M; Kx) ® N;
d’autre part, la dualité entre @* M et &* M* identifie Sym*(M; Ky) & TS*(M*). On
obtient ainsi une identification
Sym*(M; N) = TS*(M*) ® N.
En appliquant cette formule 8 M = T(X)* et N = Z(E; F), on a:
SE, F) = TSHT(X)) ® Z(E; F) = Sym{T(X)*; Z(E; F)).

Supposons K de caractéristique 0 ou >k. Si u est une application k-linéaire symé-
trique, notons # application polynomiale

x»—»l-él—!u(x,...,x)

correspondante. L’application u# — # définit un isomorphisme

SHE, F) = SymH(T(X)*, Z(E; F)) — P(T(X)*; Z(E; F)).
Ainsi, tout élément o de S¥(E, F),, avec x € X, peut étre identifié & une application
polynomiale homogéne & de degré k de T..(X)* dans £(E,; F.).

14.2.3 (« Calcul du symbole d’un opérateur différentiel »). Soit x e X et soit D un
opérateur différentiel de type E — F, d’ordre <k, défini dans un voisinage ouvert de
x et de classe C'—*, On va expliciter la valeur o,(D)(x) du symbole de D en x. Con-
sidérons-le comme élément de Sym*(T (X)*; L(E.; F.))(cf. 14.2.2). Soient w;, . . ., w;
des covecteurs en x et choisissons des fonctions fi,...,f; de classe C" dans un
voisinage ouvert U de x telles que d,.f, = w; pour i = 1,..., k. Posons

D' = (—=DFad (fy) ... ad(f)D (cf. 14.1.10, a).

L’opérateur D’ est d’ordre <0; c’est une section de Z(E; F)|U. La valeur de D’ en
x est un élément Awy,..., w,) de F(E,; F,) qui ne dépend que de (w,,..., wy).
L’application X ainsi définie est symétrique. Elle est égale au symbole o, (D)(x) de
D en x.

Supposons K = R ou C, et explicitons o (D)(x) considéré comme application
polynomiale homogéne de degré k de T (X)* dans Z(E.;F.) (cf. 14.2.2).
Soient w € T {X)* et v € E,; choisissons une fonction f de classe C” dans un voisinage
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ouvert U de x telle que d,.f = w, et une section s de classe C" de E dans U telle que

s(x) = v. Il existe une famille (po, @y, - - -, pi) de sections de F dans U et une seule telle
que

k
e~ VD(ets) = z t'p;  pourtout zekK.
i=o

Alors, ¢,(x) ne dépend pas du choix de fet s telles que d,.f = w, v(x) = s; 'application
v @, (x) est un élément Mw) de L(E,; F,), et A est une application polynomiale
homogéne de degré k de T (X)* dans Z(E,; F.). Cette application est égale au symbole
o, (D)(x) de D en x.

14.2.4 (« Le cas scalaire »). Prenons E = F = Ky, auquel cas on identifie D*(E, F) au
fibré T®(X) des distributions ponctuelles d’ordre <k, cf. 14.1.6. On a

SYE, F) = TSHT(X))

et le symbole
a3.: T(X) — TSHI(X))
n’est autre que le composé
TO(X) - TOX)/ T Y(X) = TSHTX)),

ol i, est I'isomorphisme défini en 13.3.2.

Prenons par exemple pour X un ouvert de K", et soit {ey, . . ., e,} la base canonique
de K™ (identifié aux espaces tangents T,(X)). Si « € N” est tel que || < k, le symbole
de 'opérateur A” est donné par les formules (cf. 13.3.3):

6 (A%)x) =0 si e <k
G ANX) = yor(€1). . Varlen) sl o] =k,
le produit des y,(e;) étant le produit symétrique, cf. 13.2.6 et 13.3.3.
14.2.5 (« Symbole d’un composé »). Les notations et hypothéses sont celles de 14.1.8.
La composition des applications linéaires définit un accouplement
Z(F; G) x LE;F)—ZLE; Q).
D’autre part, 'opération de produit symétrigue définit un accouplement

TS(TX)) x TSTX)) — TSHT(X))-

Comme on a
S¥(F, G) = TS*(T(X)) ® Z(F; G)
S¥(E, F) = TS*(T(X)) @ Z(E; F) cf. 14.2.2,
SKE, G) = TSHI(X)) @ Z(E; G)

on déduit de 13, par produit tensoriel, un accouplement

(=) S¥(F, G) x S¥(E, F) - S, G).

On a alors la formule

o(D" e D) = 63+(D"). 03e(D"),
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ol le produit figurant dans le terme de droite est défini par 1’accouplement (%) ci-
dessus.

Supposons maintenant K de caractéristique zéro, et soit x € X. Notons o (resp.
&, ¢”) le k-symbole (resp. le k'-symbole, le k”-symbole) de D” o D’ (resp. D’, D) en x.
Pour tout w € T.(X)*, on a alors (avec les notations de la fin de 14.2.2):

&(w) eZ (Ex; Gx), 6”((.0) €& (Ex; F x): 6”(")) e (Fx; G.x)
et
#(w) = ¢"(w) o &' (w).

14.3. Transposition
Dans ce n° on suppose que X est pure de dimension #.

14.3.1. Soit Q = det(T(X)*), cf. 7.9.9; c’est un fibré vectoriel de rang 1 en chaque
point, de base X, et de classe C'~*. On a
Q = A"T(X)* = Alt®(T(X); Kx).
Soit M un fibré vectoriel de base X. On pose
M=2M;Q) =MtRQ®

Si M est de classe C*, avec h € Nx U {0} et & < r — 1, il en est de méme de M. L’appli-
cation canonique de IZI dans M = Z(F(M; Q); Q) est un isomorphisme; on I'utilise
pour identifier M 2 M.

14.3.2 (« Définition du transposé »). Soit k¥ un entier positif <r — 1, et soit D un
opérateur différentiel sur X, de type E—F, d’ordre <k, et de classe C*, avec
heNguU{0}et k < h < r — k. 1l existe alors un opérateur différentiel ‘D sur X, de
type F — E et d’ordre <k, jouissant de la propriété suivante:

Soit £ = (£4,..., £*) un systéme de coordonnées dans un ouvert U de X et soit
5 = (5)1<i<e (TESD. £ = (2,)1<;<s) unrepére de E (resp. de F) sur U. Soit () (resp. (£F))
le repére de E* (resp. de F*) tel que {s;, sf) = §; (resp. {t;, 7> = §,), et soit (5)
(resp. (#))) le repére de E (resp. F) sur U obtenu en formant le produit tensoriel de ()
(resp. de (tf)) avec le repére w = d¢* A--- A dE* de Q. Soient ¢ (1<i<e,
1 €j < f, |e| < k)les fonctions de classe C* sur U telles que 'on ait

DS fs) = > cl AN (f).4;
i i,
quelles que soient les fonctions f; dans €***(U), cf. 14.1.4, (3"). On a alors
D2 &h) = > (~1'"Ax(cg)s:
i i,
quelles que soient les fonctions g; dans €***(U).

1 On aura soin de ne pas confondre M avec le revétement de M défini en 10.2.4 et noté de la méme
maniére.
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La propriété précédente (qui doit étre vérifie quels que soient £, s et £) détermine
tD de fagon unique.”’ L’opérateur *D est appelé le transposé de D; il est de classe
Cr~k,Sih > 2k, le transposé de *D est défini et égal 4 D (compte tenu des identifications
de E et F avec E et F respectivement).

L’application D — D est K-linéaire. Si & = 0, i.e. si D est un morphisme de E
dans F, D est le morphisme .£(D; Id,) de F dans E.

Le symbole de *D se déduit du symbole de D au moyen de I'isomorphisme

TSHI(X)) @ L(E; F) - TSHT(X)) @ Z(F; E)

qui est le produit tensoriel de I'automorphisme (—1)* de TS*(T(X)) et de 'isomorphis-
me u.— Z(u; I1dg) de Z(E; F) sur Z(F; E).

14.3.3 (¢ Transposé d’un composé »). Les notations et hypothéses étant celles de
14.1.8, supposons que D’ soit de classe C* et D” de classe C*" avec /', h” dans
NegV{OLFK > k' +2k"eth” > k" + 2k'.

Alors les transposés de D', D” et D” - D’ sont définis, ainsi que le composé de
D' ettD”, et Pona

t(Dll ° Dl) = tDI ° tDII.

En particulier, les hypothéses et notations étant celles de 14.3.2, et f étant une

fonction de classe C* sur X avec 2k < W, ona (Do f) = fD.

Exemple. — Prenons pour X un ouvert de K"; notons &, ..., £* les fonctions co-
ordonnées sur X et identifions Q 4 Ky au moyen du repére o = dé* A --- A dE™ Si
E=F =Kxg,0ona

= F = 2(Ky; Q) = £(Kx; Kp) = Ky,

et opération D — ‘D transforme opérateurs différentiels scalaires en opérateurs
différentiels scalaires. On a, par exemple

HA®) = (=1D*1A*  pour tout «eN",

Si r est infini, la transposition est un anti-automorphisme de 'algébre 23 "(Kx, Kx).

14.3.4. Soit k un entier positif tel que K soit de caractéristique 0 ou > k. Soit Q, le
fibré vectoriel A" 'T(X)* = Alt»~}T(X); Kx). Les notations et hypothéses étant
celles de 14.3.2, soit en outre D’ un opérateur différentiel sur X, de type F —E,
d’ordre <k; on appelle opérateur de Green pour (D, D') tout opérateur multidifféren-
tiel G (cf. 14.1.11) de type (E, F) — Q,, d’ordre <k — 1 @ et de classe C*(avec’ > 1),
tel que I'on ait I'identité

M <D@W), v)> — <u, D'(v)> = d(G(u, v))

quels que soient ouvert U de X et les éléments u € % (U), ve S°(U). Précisons que,
dans cette formule, d désigne la différentiation extérieure (8.3.5) et <D(u), v) (resp.
1 En fait, il suffit de vérifier la propriété en question pour des triplets (£*, s, %) tels que les do-

maines des £ recouvrent X.
2 Lorsque k = 0, on convient que cela signifie que G = 0.
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<u, D'(v))) désigne la section de Q sur U obtenue & partir dll couple (D(u), v) (resp.
du couple (u, D'(v))) par 'accouplement canonique de F x F (resp. de E x E) dans
Q. Lexistence de G implique D’ = ‘D; on dit aussi que G est un opérateur de Green
pour D.

14.3.5. Soit D un opérateur différentiel sur X, de type E — F, d’ordre <k, de classe
Cravec he Ng et k < h < r — k. 1l existe un opérateur de Green de classe C»~*+1
pour D dans chacun des cas suivants:

a) K = R, r = et X est paracompacte.

b) K est de caractéristique 0 ou > k, X est isomorphe 4 un ouvert d’un espace
K", et les fibrés E et F sont isomorphes a des fibrés triviaux.

¢) L’opérateur D est d’ordre <1 (cf. 14.3.7).

14.3.6. On conserve les hypothéses et notations de 14.3.3. Si G’ (resp. G”) est un
opérateur de Green pour D’ (resp. D”), il existe un opérateur de Green H pour
D” o D’ et un seul tel que Ion ait

H(u, v) = G"(D'(w), v) + G'(», *D"(v))
quels que soient Pouvert U de X et les éléments u e S (U) et v e FE (U).

1437. On a SYE, F) = TX) ® E* ® F (cf. 14.2.2). D’autre part,le produit inté-
rieur droit (¢, w) — i(é)w (cf. A, III, p. 158) définit un isomorphisme de T(X) & Q
sur €, ; par produit tensoriel avec le dual Q* de Q, on obtient ainsi un isomorphisme
de T(X) sur Q* ® Q,, d’olt des identifications de fibrés vectoriels

SEF =00 QE*QF=EQFQ0)*®Q,
=(E ®F)* & Q; = L(E ®F§ Q).
Cela posé, soit D un opérateur différentiel sur X, de type E — F, d’ordre <1, de
classe C* avec h € N U {0} et & < r — 1. 1l existe un unique opérateur de Green pour

D; il est d’ordre 0; C’est un morphisme de classe C* de E ® F dans Q, et il se déduit
du symbole de D par 'identification précédente.

14.3.8. Supposons que ’on ait K = R, que X soit séparée et orientée (10.2.4) et
soit A une piéce fermée (11.1.2) de X. Munissons A de Porientation induite par celle
de X, et A de 'orientation correspondante (11.2.1). Soient k un entier tel que 2k < r,
D un opérateur différentiel sur X, de type E — F, d’ordre <k et de classe C*. Soit G
un opérateur de Green pour D. Soient U un ouvert de X, u € %(U), v € %¥(U) et
supposons que les supports de u et de v rencontrent A suivant un compact. On a alors

[ @, o - [ wDe) = [ 6ws
A A oA
(¢« formule de Green »). En particulier, si A = @, on a

[ @@, o = [ < DEY.

6+B.



82 VARIETES DIFFERENTIELLES ET ANALYTIQUES §14

14.4. Exemples

On suppose X pure de dimension finie ». On la suppose aussi munie d’une structure de
variété de classe C'*! compatible avec la structure de classe C™ donnée.

14.4.1 (¢« Transformations infinitésimales »). Soit T un foncteur vectoriel en dimension
finie pour les isomorphismes, de classe C"; on suppose que, pour tout espace vectoriel
V de dimension finie, 7(V) est de dimension finie. On note E, le fibré vectoriel 7(T(X));
il est de classe C'.

Soit ¢ un champ de vecteurs de classe C” sur X. Il existe un opérateur différentiel
D de type E, — E; et d’ordre <1 tel que

Dy(s) = ;.5
pour tout ouvert U de X et tout s € F5 (U), cf. 8.4.3. Un tel opérateur D est unique; on
le note (8,), ou simplement 8,. Son symbole est Ia section ¢ & Idg, du fibré vectoriel
SYE:, E)) = TX) @ Z(E,; E.).
Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie, posons
#(V) = L(«(V); Al"(V; K)) = 7(V)* @ A"V,

et si u: V, — V, est un isomorphisme, définissons #(u): #(V,) — #(V,) par transport de
structure. On obtient ainsi un foncteur vectoriel en dimension finie 7. Le fibré E; =
#T(X)) s’identifie de maniére évidente au fibré (E,)”; le transposé de (8;), est —(8;); et
la formule (1) du n°® 14.3.4 prend la forme

{O;.u,v) + u, 0:.v> = d(i(€)(u.v)).
14.4.2 (« Différentielle extérieure »). Pour tout entier p > 0 on pose
Q° = Alt"(T(X); Ky).
1l existe un opérateur différentiel D de type Q7 — Q7+ et d’ordre <1 tel que
Dy(w) = dw
pour tout ouvert U de X et tout w € 94> (U). Un tel opérateur D est unique; on le note
d (ou d, si 'on tient a préciser I'entier p).

Son symbole est Pélément de SY(Qr, Q7+1) obtenu de la maniére suivante: on a
tout d’abord

SYQr, Q1) = T(X) @ L(QF; P+
= P(Q'; L(Q7; Or+Y)) = L(QL, Qr; QP+Y),

ol Z(Q, Qr; O7*1) désigne le fibré des applications bilinéaires de Q! x Qf dans
Q?*+1 Or le produit extérieur («, f) — a A B définit une section canonique de ce
dernier fibré; cette section est le symbole de d,.

Pour déterminer le transposé de d,, on remarque d’abord que le produit extérieur
définit un accouplement QP x Q"7 —» Q® = Q qui permet d’identifier (Q?)” a
Q*~?, On identifie de la méme maniére (Q7+*)~ 4 Q*~?-1, Avec ces conventions, le
transposé de d, est (—1)?*1d,.,_; et Popérateur de Green correspondant, de type
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(Qr, Qr-P-1) 5 Q, = Q1 est simplement le produit extérieur (sur chaque fibre).

14.4.3 («Laplacien»). On prend K =R, r =00, X =R" E = F = Kg; on note
& (1 £ i € n) les fonctions coordonnées sur X; on pose D, = 8/0¢, et L = Z D:.
i=1

L’opérateur L est un opérateur différentiel scalaire d’ordre <2. Si I'on identifie Q a
Ky grice au repére @ = d¢* A--- A d¢", ona E = F = Ky (cf. 14.3.3, exemple) et
L = L.

Pour 1 <i<n, posons w;=(—1}"*dét A--- A dEL AdEFT A A dEm
Les w; forment un repére de Q, = Q*~3, §i fe ¥X(X), notons grad(f) la section

z Di(f)ew; de Q,. 1l existe un opérateur de Green G pour L tel que I’on ait
i=1

G(u, v) = v.grad(u) — u.grad(v)  pour tout ouvert U de X et u, v dans €*(U).

En particulier, soit A une piéce compacte de R™ Orientons R", munissons A de
I’orientation induite par celle de R® et A de 'orientation correspondante (11.2.1).
On a

Luw).vo — | u.(Lv)o = (v.grad(u) — u.grad(v))
A A 2A

pour %, v dans ¥1(X).



§ 1S. Variétés d’applications*

Dans ce paragraphe, on suppose K = R ou C. La lettre r désigne un entier >1 et la
lettre s un élément de N telque s > r;onas = wsi K = C.

15.1. Fonctions de classe C'*°

Dans ce n°, E désigne un espace de Banach réel, F, et F,, des espaces de Banach sur K,
V un ouvert de E x F; et f une application de V dans F,. On munit E, F; et F, de
normes compatibles avec leurs structures d’espaces de Banach.

15.1.1 («Cas différentiable »). On suppose K = R et 5§ # w. On dit que f est de
classe Ci° (ou simplement C™°) si elle posséde des dérivées partielles itérées DED%, f
(1.7.2) continues pour tout couple d’entiers positifs (p,g) telsquep < retp + g < s.
Il revient au méme de dire que les dérivées partielles itérées D5, f existent et sont de
classe C' pour tout entier gtel que 0 < g < 5 — r. Si § = r, cela équivaut a dire que
fest de classe C"; sis > r + 1, cela équivaut a dire que fest de classe C" et Dy, fde
classe Cs-1,

Sifestdeclasse C"%, etsip < r,p + ¢ + 1 < s, lafonction DEDE, fa une dérivée
partielle par rapport a F; donnée par:

) Dy, (DEDE, f) = DEDEf.

15.1.2 («Cas analytique»). On suppose s = w. Pour tout entier k¥ > 0, notons
P.(F,; F,) l'espace des polyndmes-continus homogénes de degré k sur F; a valeurs
dans F,, muni de la norme définie dans I’ Appendice du premier fascicule, p. 88, A.2.

On dit que fest de classe Cz® (ou simplement C™® s’il n’y a pas d’ambiguité sur
K) si, pour tout point (x,, ¥,) € V, il existe un voisinage U de x, dans E, des nombres
réels R > 0 et M > 0 et des fonctions #A,: U Pu(F;; Fo) (keN), de classe C"

1 Y es définitions et résultats de ce paragraphe s’étendent sans modifications essentielles au cas ot
P’espace de Banach E du n° 15.1 est remplacé par un demi-espace fermé et au cas ot la variété B
des n° 15.1.6 & 15.3.2 (resp. la variété X du n° 15.3.3) est remplacée par une piéce d’une variété
(11.1.2). En particulier, Pespace des applications de classe C* du segment {0, 1)} dans une K-variété
Y de classe C° (s > r) a une structure naturelle de K-variété de classe C~7.

Une autre généralisation possible consiste & remplacer E et B (resp. X) par des espaces topo-
logiques (resp. par un espace topologique compact) et 2 prendre r = 0. Ainsi, si X est un espace
compact et Y une K-variété de classe C*, I’ensemble €°(X; Y) des applications continues de X
dans Y a une structure naturelle de K-vari€té de classe C* (1a topologie sous-jacente étant celle de
la convergence uniforme).

Nous laissons au lecteur le soin de développer ces bréves indications.
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(pour la structure de variété différentielle sous-jacente a la structure de K-variété de
P.(F,; Fy)), tels que:

(@) U x (3o + B(R)) = V, ot B(R) est la boule ouverte de rayon R dans F,;
(i) sixeUetp <r,ona » |D*a(x)|R* < M;
k=0

Gii) sixeUetreB(R),ona i b (X)) = f(x, y0 + 8).

Ces propriétés entrainent:
(iv) Pour tout £ € B(R), la fonction x — f(x, ¥, + #) est de classe C" dans U, et
Pon a

© Dif(x,y0 + 1) = » DI(x)t) si p<r et xeU.
. k=0

On ne change pas la définition des fonctions de classes C™® si I'on remplace la
condition (ii) ci-dessus par I"'une des deux conditions suivantes:

(ii") Les A, définissent un morphisme de classe C* de U dans I'espace de Banach
réel sous-jacent au K-espace de Banach #4(F,; Fo) (3.1.1 et 3.1.2).
(ii") Les A, définissent un morphisme de classe C” de U dans I'espace de Banach

réel sous-jacent au K-espace de Banach %(F 13 Fo) (3.1.5).

15.1.3. Supposons K = R. Pour que f soit de classe Ci%, il faut et il suffit que f
soit de classe C™ ® (15.1.1) et que, pour tout (x,, ¥,) € V, il existe un voisinage V, de
(x5, ¥o) dans V et des nombres réels positifs A et M tels que

® ~5 IDIDEfe ] < A.M¢

pour tout p < r, tout g > 0 et tout (x, y) € V.

15.1.4. Supposons K = C. Pour que f soit de classe Cg %, il faut et il suffit que les
deux conditions suivantes soient vérifiées:

a) fest de classe Ci;® pour les structures réelles sous-jacentes a F; et F,.
b) Pour tout (x, y) € V, Dg, f(x, ») est une application C-linéaire de F; dans F,.

Lorsque F; est de dimension finie, on peut remplacer a) par:
a") fest de classe C.

15.1.5. L’ensemble des applications de classe C»* de V dans F, ne dépend pas du
choix des normes sur E, F,, F,.

15.1.6. Soit B une variété différentielle de classe C7, soit W un ouvert de B x F, et
soit p une application de W dans F,. Soit ¢ = (U, ¢, E.) une carte de la variété B.
Notons W, l'ouvert de E. x F, image par ¢ X Idy, de WN (U x F,) et
p. Papplication de W, dans F, telle que

pele(x), y) = p(x, y) st (x,)eWn(U x Fy).
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L’application p: W — F, est dite de classe C™ si, pour toute carte ¢ de la variété B,
Papplication p.: W, — F, est de classe C"* au sens de 15.1.1 et 15.1.2; il suffit que
cette condition soit réalisée pour une famille de cartes dont les domaines recouvrent
B. Une telle application p est de classe C” (pour les structures réelles sous-jacentes de
B x F; et F,); sarestriction a Pensemble W N ({b} x F,) est un K-morphisme de classe
Cs pour tout b € B.

15.1.7. Soient B; et B, des variétés différentielles de classe C7, et g: B; — B, un

morphisme de classe C'. Soit W; (resp. W) un ouvert de

X B; x F; (resp. de B, x F,) et soit 2 une application de

W, —— W, W; dans W,. On dit que % est un g-morphisme de classe

C"ssi pryoh = gopr; et si pry o4 est une application

P1 de classe C* (15.1.6) de W, dans F,.

o Soient de méme B; une variété de classe C', W; un

B —— B, ouvert de B; x F,, ol F; est un K-espace de Banach, et

£’ un morphisme de classe C" de B, dans Bs. Si & (resp.

#') est un g-morphisme (resp. g’-morphisme) de classe C>$ de W, dans W, (resp. de

W, dans Wy), le composé A’ o k est un (g’ o g)-morphisme de classe C™* de W, dans
W,.

pry

15.2. Variété de classe C'** au-dessus d’une variété de classe C’
Dans tout ce n° on note B une variété différentielle de classe C'.

15.2.1. Soit X un ensemble muni d’une application p: X — B. On appelle carte de X
au-dessus de B un triplet § = (V, ¢, F), ou V est une partie de X, F un K-espace de
Banach, et s une bijection de V sur un ouvert de B x F telle que pry o ¢ = p|V.

Soit (6));e1 = (Vi, ¥, Fi))ie1 une famille de cartes de X au-dessus de B. On dit
que les 6; sont C™*-compatibles si, pour tout couple d’éléments i, j de I, les deux con-
ditions suivantes sont satisfaites:

a) $(V; N'V,) est ouvert dans B x F; et ,(V, N'V)) est ouvert dans B x F;
b) I'application ;0 47" de ${V; N'V,) dans (V; N V,) est un Idg-morphisme
de classe C™* (15.1.7).

Une famille ((V;, ¢, F)); 1 de cartes de X au-dessus de B qui sont C™ S-compatibles
et dont les domaines V; recouvrent X est appelée un C *-atlas de X (au-dessus de B).
Deux C s-atlas sont dits équivalents si leur réunion est un C'-*-atlas; la relation de
C-s-équivalence entre atlas est une relation d’équivalence. Une classe d’équivalence de
7-s-atlas s’appelle une structure de variété de classe C* au-dessus de B sur 'ensemble
X; lorsque 'on désire préciser K, on écrit Cx ° au lieu de C™°. Si X est une variété de
classe C* au-dessus de B, on dit que p: X — B est 1a projection de X; si 8 est une
carte de X au-dessus de B, on dit que 0 est une carte de la C s-variété X si 0 appartient
a un atlas de la classe d’équivalence définissant la structure de X.

15.2.2. Soit X une variété de classe C* au-dessus de B, de projection p. I existe sur X
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une structure de variété différentielle de classe C' et une seule, telle que, pour toute
carte (V, ¢, F) de la C™*-variété X, '’ensemble V soit ouvert dans X et que ¢ soit un

"-isomorphisme de la sous-variété ouverte V de X sur la sous-variété ouverte (V) de
B x F. Si ’on munit X de cette structure, ’application p: X — B est une submersion
de classe C'.

Soit b € B et soit X, = p~1(b). 1l existe une structure de K-variété de classe C*
sur X,, et une seule, telle que, pour toute carte 8 = (V, $, F) de la Cs-variété X, le
triplet 8, = (V N X,, pra  ${(V N X,), F) soit une carte de la variété X,. La structure
de variété différentielle de classe C™ sous-jacente & cette structure est induite par la
structure de variété différentielle de classe C" sur X définie ci-dessus.

15.2.3. Exemples

(i) Lorsque B est réduite & un point, la notion de variété de classe Cx; * au-dessus de
B est équivalente a celle de K-variété de classe C-.

(ii) Soit Z une K-variété de classe C*; prenons X = B x Z et p = pr;. 1l existe
sur X une structure de variété de classe C* au-dessus de B, et une seule, telle que,
pour toute carte (U, , L) de Z, (B x U, Idg x ¥, L) soit une carte de C™s-variété X.

(iii) Soient X une variété de classe C*® au-dessus de B, et Y un ouvert de X. La
structure de variété de classe Cs de Y induite par celle de X se définit comme dans le
cas des variétés (cf. 5.2.3).

(iv) Soit M un fibré vectoriel sur K de base B et de classe C’ (7.3.4), et soit = sa
projection sur B. Il existe sur M une structure de variété de classe Cz“ au-dessus de B,
et une seule, telle que, si (U, ¢, F) est une carte K-vectorielle de M (8.8.1), le triplet
(=~ *(U), ¢, F) soit une carte de la Cg “-variété M.

15.2.4. Soient X une variété de classe C™* au-dessus de B, p sa projection, L un
K-espace de Banach, et f une application de X dans L. On dit que f est de classe C™ 5 si,
pour toute carte (V, , F) de la C™s-variété X, application (f|V)o¢~* de (V) dans L
est de classe C™* (15.1.6). Une telle application est de classe C™ et sa restriction a
X, pour b € B, est de classe C°.

15.2.5. Soit g: B— B’ un morphisme de variétés différentielles de classe C', soit
X (resp. X') une variété de classe C™° au-dessus de B
(resp. B’), et soit # une application de X dans X'. On
X — X dit que 4 est un g-morphisme de classe C* si les trois
conditions suivantes sont satisfaites:
@) poh=gop;
B g B’ b) h est continue; )
¢) pour toute carte (V', ¢, F") de la C™*-variété X',
Papplication prae ¢’ ok de V = A~Y(V’") dans F’ est de
classe C™* (au sens de 15.2.4) lorsqu’on munit I’ouvert V de la structure induite par
celle de X (15.2.3, (iii)).
Lorsque B = B’ et g = Idg, on dit aussi que 4 est un B-morphisme de classe C™*.
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Pour qu’un B-morphisme de classe C™ ¢ soit un B-isomorphisme de classe C™5, il suffit
que ce soit un isomorphisme de classe C*.

Soit g’: B'— B” un morphisme de variétés de classe C et soit X” une variété de
classe C™* au-dessus de B”. Si A: X — X' est un g-morphisme de classe C™* et
k' : X’ — X" est un g’-morphisme de classe C"*, alors 4’ o h est un (g’ o g)-morphisme
de classe C™°.

15.2.6. Soient X une variété de classe Cg% au-dessus de B et p sa projectién; on sup-
pose § # w, X séparée et p propre (TG, I, § 10, n° 1). Alors, pour tout b € B, il existe
un voisinage ouvert U de & et un C™*-isomorphisme de p~1(U) sur U x X,, on
Xp = p7H(B).

15.2.7. Soient X une variété de classe C¢* au-dessus de B, p sa projection, et o: B — X
une section de classe C'. On appelle voisinage tubulaire de classe Ci° de o un triplet
(M, N, ¢} ol M est un fibré K-vectoriel, de base B et de classe C7, N est un voisinage
ouvert de o(B) dans X, et ¢ est un B-isomorphisme de classe C; ° de N sur un ouvert de
M (cf. 15.2.3 (iv)), transformant la section ¢ en la section nulle de M.

Supposons que s = r + 1 et que la variété B soit paracompacte et admette des
partitions de Punité de classe C (5.3.6); il existe alors des voisinages tubulaires de
classe Cz° de o.

15.3. Variétés de sections et variétés d’applications

15.3.1 (« Structure d’espace de Banach sur un espace de sections»). Soit B une
variété différentielle compacte de classe C7; soit M un fibré vectoriel sur K (7.3.4) de
base B et de classe C7; notons M, la variété différentielle de classe C" sous-jacente a4 M,
et soit S1(B) le K-espace vectoriel des sections de classe C” de M (7.4.1). La topologie
induite sur %;(B) par la topologie de la C'-convergence uniforme de €"'(B; M,)
(12.3.10) fait de %z(B) un K-espace de Banach.

Soit (U;);e; un recouvrement ouvert fini de B et, pour tout icl, soient
¢; = (U, ¢;, E;) une carte de B et t; = (U, ¢;, F,) une carte K-vectorielle de M (8.8.1).
Munissons chacun des E; (resp. F;) d’'une norme compatible avec sa structure d’espace
de Banach sur R (resp. K) et soit (V;);.; un recouvrement fermé de B, tel que V, < U,
pour tout iel. Pour fe %i(B) et i1, notons f; I'application de ¢,(U,) dans F,
obtenue par composition:

ot ! [ pTy
?(U;) — U, — MlUi —> U; x F; — F.
Posons
1] = Sup;cr, p<r, xe v, |Dil@:(X))].

L’application f+> || f| est une norme sur ;(B), qui définit la structure d’espace de
Banach sur K de %4i(B). '

Si N est un ouvert de 'espace M, I'ensemble ¥'(B; N) des sections fe Hi(B)
telles que f(B) < N est ouvert dans S;(B).

15.3.2. Soit B une variété différentielle compacte de classe C, et soit X une variété
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de classe Cg° (s = r + 1) au-dessus de B. Si N est un ouvert de X, notons &'(B; N)
Pensemble des sections de classe C™ de X sur B dont 'image est contenue dans N. Il
existe sur &7(B; X) une structure de K-variété de classe C°~’, et une seule, telle que,
pour toute section ¢ € #'(B; X) et tout voisinage tubulaire (M, N, ¢) de classe Cg*
de o (15.2.7), le triplet (&'(B; N), ¢*, %1 (B)), ot ¢* est "application f+ @ o f, soit
une carte de la K-variété &'(B; X).

Dans ce qui suit, on munit &"(B; X) de cette structure.

15.3.3. Soit X une variété différentielle compacte de classe C', et soit Y une K-variété
de classe C*(s = r + 1). Soit €"(X; Y) 'ensemble des applications de classe C" de X
dans Y (autrement dit, a valeurs dans la variété de classe C" sous-jacente a Y, cf.
5.13.1 et 5.14.2). On munit ¥"(X;Y) de la structure de K-variété de classe C*~'
obtenue en I'identifiant 3 #7(X; X x Y), cf. 15.2.3, (ii) et 15.3.2. OnPappelle la variété
des applications de classe C" de X dans Y Sa topologie est celle de Ia C’-convergence
uniforme (12.3.10).

Supposons Y séparée; il en est alors de méme de €"(X; Y). De plus, I'ensemble des .
immersions (resp. plongements, submersions, submersions surjectives, morphismes
étales, isomorphismes) de classe C" de X dans Y est un ouvert de €'(X; Y).

Soient X’ une variété différentielle compacte de classe C', ¢: X’ — X un morphisme
de variétés différentielles de classe C et #: Y — Y’ un morphisme de K-variétés de
classe Cs. L’application f+— s o fo ¢ est un morphisme de classe C*~7 de €"(X;Y)
dans €°(X'; Y").

15.3.4 (« Affaiblissement de structure »). Gardons les hypothéses et notations de
15.3.3. Soit de plus s’ € Ny avec r < §' < s et soit Y, la variété réelle de classe C*
sous-jacente 4 Y (5.13 et 5.14.2). La structure de variété réelle de classe C¥~" de
%"(X; Y, ) est sous-jacente a la structure de K-variété de classe C*~-" de ¢"(X; Y).

15.3.5. Soient X et X' des variétés différenticlles compactes de classe C" et C™ res-
pectivement, avec r’ < r; et soit Y une K-variété de classe C°, avec s > r + 1. Soit
t = Inf(r — r’, s — r). L’application (f, ) ~> g o f est un morphisme de classe C* de
E"(X’; X) x €(X;Y) dans € '(X'; Y).

15.3.6 («Espace tangent & €7(X:Y)»). Les hypothéses étant celles de 15.3.3, soit
fe€(X;Y) et soit ¢ un vecteur tangent en f a la variété €7(X; Y). Si x € X, notons
e, 'application g — g(x) de ¥"(X;Y) dans Y; c’est un morphisme de classe C*~7.
L’image par T/(z,) de £ est un élément &, de Ty, (Y); I'application x — £, est un
relévement de classe C" de f dans T(Y) (cf. 8.6.1) et on peut I'identifier & une section de
classe CT du fibré vectoriel f*T(Y) de base X. On obtient de cette fagon un isomor-
phisme de Pespace tangent T,(¢"(X; Y)) sur I'espace de Banach Serry(X).

15.3.7 (¢ Interprétation de €?(X; €%(Y; Z)) »). Soient X et Y des variétés différen-
tielles compactes de classe C? et C? respectivement (1 < p € +00,1 < g < + ), et

soit Z une K-variété de classe C, avecs > p + g. Soit f: X x Y — Z une application
6‘
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continue; pour tout x € X, notons £, I'application y — f(x, y) de Y dans Z. Les deux
propriétés suivantes sont équivalentes:

a) Quelles que soient les cartes ¢ = (U, ¢, E) de X, d=(V,4,F) de Y et
e=(W,0,G) de Z telles que f(U x V) © W, les dérivées partielles DEDELf" de
Pexpression f* de f dans les cartes ¢ x d et e (5.3.2) existent et sont continues pour
P <petqg <q.

b) Pour tout x € X, l'application f, est de classe C? et I’application x ~ f, est un
morphisme de classe C? de X dans la variété €9(Y ; Z).

15.3.8. Soit Y une K-variété compacte de classe C*, avec s > r + 1, et soit Diff"(Y) le
groupe des automorphismes de classe C™ de la variété réelle Y, de classe C' sous-
jacente 2 Y. L’ensemble Diff"(Y) est ouvert dans €"(Y; Y) = €'(Y,; Y); on le munit
de la structure de K-variété de classe C*~" induite par celle de €7(Y; Y). La loi de
composition (f; g) — gof fait de Diff*(Y) un groupe topologique. Par contre, la
structure de variété de classe C*~7 n’est pas en général compatible avec la structure de
groupe de Diff"(Y). Pour fe Diff'(Y), Papplication g — g o f de Diff"(Y) dans lui-
méme est de classe C*~*, mais I'application g — f o g n’est pas en général de classe C*.
En particulier, Diff"(Y) n’est pas en général un groupe de Lie.™

! Supposons s = . Soit Diff *(Y) le groupe des automorphismes de classe C* de Y; munissons-
le de la topologie la moins fine rendant continues les injections canoniques Diff ©(Y) — Diff(Y)
pour tout entier r = 1. Soit d’autre part Diff°(Y) le groupe des homéomorphismes de Y, muni de la
topologie de la convergence uniforme (TG, X, § 3,n°5, prop. 11). Si dim Y = 1, il est impossible de
trouver un groupe de Lie G et des homomorphismes continus de Diff *(Y) dans G et de G dans
Diff°(Y) dont le composé soit I'injection canonique (cf. LIE, III, § 4, exerc. 7).
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