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Mode d’emploi de ce traité

NOUVELLE EDITION

1. Le traité prend les mathématiques & leur début, et donne des démonstra-
tions complétes. Sa lecture ne suppose donc, en principe, aucune connaissance
mathématique particuliére, mais seulement une certaine habitude du raisonne-
ment mathématique et un certain pouvoir d’abstraction. Néanmoins, le traité
est destiné plus particuliérement & des lecteurs possédant au moins une bonne
connaissance des matiéres enseignées dans la premicre ou les deux premicres
années de I"'Université.

2. Le mode d’exposition suivi est axiomatique et procede le plus souvent du
général au particulier. Les nécessités de la démonstration exigent que les
chapitres se suivent, en principe, dans un ordre logique rigoureusement fixé.
L’utilité de certaines considérations n’apparaitra donc au lecteur qu’a la
lecture de chapitres ultérieurs, 4 moins qu’il ne posséde déja des connaissances
assez étendues.

3. Le traité est divisé en Livres et chaque Livre en chapitres. Les Livres
actuellement publiés, en totalité ou en partie, sont les suivants:

Théorie des Ensembles désigné par E
Algebre » A
Topologie générale » TG
Fonctions d’une variable réelle v FVR
Espaces vectoriels topologiques » EVT
Intégration » INT
Algébre commutative s AC
Variétés différentielles et analytiques 5 VAR
Groupes et algebres de Lie »» LIE
Théories spectrales s TS

Dans les six premiers Livres (pour Pordre indiqué ci-dessus), chaque énoncé
ne fait appel qu’aux définitions et résultats exposés précédemment dans ce
Livre ou dans les Livres antérienrs. A partir du septiéme Livre, le lecteur
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trouvera éventuellement, au début de chaque Livre ou chapitre, I'indication
précise des autres Livres ou chapitres utilisés (les six premiers Livres étant
toujours supposés connus).

4. Cependant, quelques passages font exception aux régles précédentes. Ils
sont placés entre deux astérisques: * . . . . Dans certains cas, il s’agit seulement
de faciliter la compréhension du texte par des exemples qui se référent a des faits
que le lecteur peut déja connaitre par ailleurs. Parfois aussi, on utilise, non
seulement les résultats supposés connus dans tout le chapitre en cours, mais des
résultats démontrés ailleurs dans le traité. Ces passages seront employés libre-
ment dans les parties qui supposent connus les chapitres ol ces passages sont
insérés et les chapitres auxquels ces passages font appel. Le lecteur pourra, nous
Pespérons, vérifier I’absence de tout cercle vicieux.,

5. A certains Livres (soit publiés, soit en préparation) sont annexés des
Sascicules de résultats. Ces fascicules contiennent essentiel des définitions et des
résultats du Livre, mais aucune démonstration.

6. L’armature logique de chaque chapitre est constituée par les définitions,
les axiomes et les théorémes de ce chapitre; c’est 1a ce qu’il est principalement
nécessaire de retenir en vue de ce qui doit suivre. Les résultats moins importants,
ou qui peuvent étre facilement retrouvés a partir des théorémes, figurent sous le
nom de ¢ propositions », « lemmes », « corollaires », « remarques », etc.; ceux qui
peuvent étre omis en premiére lecture sont imprimés en petits caracteéres. Sous
le nom de «scholie », on trouvera quelquefois un commentaire d’un théoréme
particuliérement important.

Pour éviter des répétitions fastidieuses, on convient parfois d’introduire cer-
taines notations ou certaines abréviations qui ne sont valables qu’a 'intérieur
d’un seul chapitre ou d’un seul paragraphe (par exemple, dans un chapitre ot
tous les anneaux considérés sont commutatifs, on peut convenir que le mot
«anneau » signifie toujours « anneau commutatif »). De telles conventions sont
explicitement mentionnées 2 la téte du chapitre dans lequel elles s’appliquent.

7. Certains passages sont destinés & prémunir le lecteur contre des erreurs
graves, ol il risquerait de tomber; ces passages sont signalés en marge par le

signe Z (¢« tournant dangereux »).

8. Les exercices sont destinés, d’une part, & permetire au lecteur de vérifier
qu’il a bien assimilé le texte; d’autre part, & lui faire connaitre des résultats qui
n’avaient pas leur place dans le texte; les plus difficiles sont marqués du signe .

9. La terminologie suivie dans ce traité a fait 'objet d’unc attention parti-
culiére. On s’est efforcé de ne jamais s’écarter de la terminologie regue sans de trés sérieuses
raisons.

10. On a cherché A utiliser, sans sacrifier la simplicité de Pexposé, un langage
rigoureusement correct. Autant qu’il a été possible, les abus de langage ou de
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notation, sans lesquels tout texte mathématique risque de devenir pédantesque et
méme illisible, ont été signalés au passage.

11. Le texte étant consacré a Pexposé dogmatique d’une théorie, on n’y
trouvera qu’exceptionnellement des références bibliographiques; celles-ci sont
groupées dans des noles historigues. La bibliographie qui suit chacune de ces Notes
ne comporte le plus souvent que les livres et mémoires originaux qui ont eu le
plus d’importance dans ’évolution de la théorie considérée; elle ne vise nulle-
ment 2 étre complete.

Quant aux exercices, il n’a pas été jugé utile en général d’indiquer leur
provenance, qui est treés diverse (mémoires originaux, ouvrages didactiques,
recueils d’exercices).

12. Dans la nouvelle édition, les renvois & des théorémes, axiomes, définitions,
remarques, etc. sont donnés en principe en indiquant successivement le Livre
(par Pabréviation qui lui correspond dans la liste donnée au n° 3), le chapitre et
la page ot ils se trouvent. A Pintérieur d’'un méme Livre la mention de ce Livre
est supprimée; par exemple, dans le Livre d’Algébre,

E, III, p. 32, cor. 3

renvoie au corollaire 3 se trouvant au Livre de Théorie des Ensembles, chapitre
111, page 32 de ce chapitre;

11, p. 23, Remarque 3

renvoie 4 la Remarque 3 du Livre d’Algébre, chapitre II, page 23 de ce chapitre.
Les fascicules de résultats sont désignés par la lettre R; par exemple: EVT,
R signifie « fascicule de résultats du Livre sur les Espaces vectoriels topologiques ».
Comme certains Livres doivent seulement étre publiés plus tard dans la
nouvelle édition, les renvois a ces Livres se font en indiquant successivement le
Livre, le chapitre, le paragraphe et le numéro o se trouve le résultat en question;
par exemple:

AG, 111, § 4, n® 5, cor. de la prop. 6.

Au cas ol le Livre cité a été modifié au cours d’éditions successives, on indique
en outre I’édition.



INTRODUCTION

A c6té des structures algébriques (groupes, anneaux, corps, etc.) qui ont fait objet
du Livre d’Algebre, interviennent, dans toutes les parties de ’Analyse, des
structures d’une autre sorte: ce sont celles ott 'on donne un sens mathématique
aux notions intuitives de limite, de continuité et de voisinage. Cest Pétude de ces
structures qui va faire Pobjet du présent Livre.

Historiquement, les notions de limite et de continuité sont apparues trés
tot dans la mathématique, notamment en Géomdétrie, et leur rdle n’a fait que
grandir avec le développement de I’Analyse et ses applications aux sciences
expérimentales. C’est qu’en effet ces notions sont intimement liées a celles de
détermination expérimentale et d’approximation. Mais comme la plupart des déter-
minations expérimentales se raménent & des mesures, ¢’est-a-dire a la détermina-
tion d’un ou plusicurs nombres, il était naturel qu’en mathématiques les notions de
limite et de continuité ne jouent de rdle tout d’abord que dans la théorie des
nombres réels avec ses ramifications ou champs d’application divers (nombres
complexes, fonctions réelles ou complexes de variables réelles ou complexes,
géométrie euclidienne ou géométries derivées).

A une époque récente, on a compris que la portée des notions dont il s’agit
dépasse de loin les nombres réels et complexes de I’Analyse classique (voir Note
historique du chap. I). Par un effort d’analyse et de dissociation, on a été amené
a en dégager Dessentiel, et a forger un outil dont Peflicacité s’est révélée dans de
nombreuses branches des Mathématiques.

Pour faire comprendre ce qu’il y a d’essentiel dans les notions de limite, de
continuité et de voisinage, nous commencerons par analyser celle de voisinage,
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bien qu’historiquement elle soit plus tardive que les deux autres. Si nous partons
du concept physique d’approximation, il sera naturel de dire qu’une partie A d’un
ensemble E est un voisinage d’un élément a de A, si lorsqu’on remplace a par un
élément « approché », ce nouvel élément appartient encore & A, pourvu toutefois
que I’ « erreur » commise soit assez petite; ou encore, si tous les points de E « suffi-
samment proches » de a appartiennent a A. Cette définition a un sens précis
chaque fois que I'on aura précisé la notion d’erreur assez petite, ou d’élément
suffisamment proche d’un autre. Pour y arriver, la premiére idée consiste a
supposer qu’on a été amené a mesurer I’ « écart » de deux éléments par un nombre
réel (positif). Chaque fois que, dans un ensemble, on aura défini, pour tout
couple d’éléments, un « écart » ou une « distance », on pourra définir les « voisi-
nages » d’un élément a: sera voisinage de a tout sous-ensemble qui contient tous les
éléments dont la distance a a est inférieure 4 un nombre strictement positif con-
venable. Bien entendu, pour qu’a partir de cette définition puisse se développer
une théorie intéressante, on devra supposer que la « distance » satisfait  certaines
conditions ou axiomes (par exemple, les inégalités qui, en géométrie euclidienne,
existent entre les distances mutuelles de trois sommets d’un triangle, devront
encore étre vérifiées pour notre distance généralisée). On obtient ainsi une vaste
généralisation de la géométrie euclidienne; aussi est-il commode de se servir d’un
langage géométrique, d’appeler points les éléments de ’ensemble sur lequel a été
définie une « distance », cet ensemble prenant lui-méme le nom d’espace. De tels
espaces seront étudiés au chapitre IX.

Dans cette conception, on n’a pas encore réussi a se débarrasser des nombres
réels. Pourtant les espaces ainsi définis possédent un grand nombre de propriétés
qui peuvent s’énoncer indépendamment de la «distance » qui leur a donné
naissance. Par exemple: tout sous-ensemble qui contient un voisinage de a est
encore un voisinage de a; 'intersection de deux voisinages de a est un voisinage
de a. Ces propriétés et quelques autres entrainent une foule de conséquences
qu’on en déduit indépendamment de tout recours a la « distance » qui a permis
initialement la définition des voisinages. On obtiendra ainsi des énoncés dans
lesquels il ne sera jamais question de grandeur, de distance, etc.

Ceci nous amene enfin 4 la conception générale d’espace topologique, con-
ception indépendante de toute théorie préalable des nombres réels. Nous dirons
quun ensemble E est muni d’une structure topologique chaque fois que, par un
moyen ou par un autre, on aura associé i chaque élément de E une famille de
parties de E, appelées voisinages de cet élément, pourvu toutefois que ces voisinages
satisfassent & certaines conditions (les axiomes des structures topologiques). Le
choix des axiomes & imposer aux voisinages est évidemment quelque peu arbi-
traire, et historiquement il a donné lieu & de longs titonnements (voir Note
historique du chap. I). Le syst¢tme d’axiomes auquel on s’est finalement arrété
couvre sensiblement les besoins actuels de I’ Analyse, sans tomber dans une généra-
lité excessive et sans objet.
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Un ensemble muni d’une structure topologique prend le nom d’espace
topologique, ses éléments prennent le nom de points. La branche des mathématiques
qui étudie les structures topologiques porte le nom de Topologie (étymologique-
ment «science du lieu », nom peu expressif par lui-méme) que Pon préfére au-
jourd’hui a celui d’Analysis Situs qui en est synonyme.

On remarquera que, pour arriver a la notion de voisinage, nous étions partis
du concept vague d’élément « suffisamment proche » d’un autre. Inversement une
structure topologique permet maintenant de donner un sens précis a la phrase:
« telle propriété a lieu pour tous les points suffisamment voisins de a »; cela signifie,
par définition, que ’ensemble des points qui possédent cette propriété est un
voisinage de @ dans la structure topologique en question.

De la notion de voisinage découle une série d’autres notions dont 1’étude est
le propre de la Topologie: intérieur d’un ensemble, adhérence d’un ensemble,
frontiére d’un ensemble, ensemble ouvert, ensemble fermé, ete. (voir chap. I,
§ 1). Par exemple, une partie A est un ensemble ouvert si, chaque fois qu’un point a
appartient 2 A, tous les points suffisamment voisins de ¢ appartiennent a A,
autrement dit, si A est voisinage de chacun de ses points. Pour toutes ces notions,
les axiomes des voisinages comportent diverses conséquences: par exemple,
Pintersection de deux ensembles ouverts est un ensemble ouvert (parce qu’on a
supposé que P'intersection de deux voisinages de a est un voisinage de @). Inverse-
ment, partons d’une de ces notions dérivées au lieu de partir de celle de voisinage;
par exemple, supposons connus les ensembles ouverts, et érigeons en axiomes les
propriétés de la famille des ensembles ouverts (une de ces propriétés vient d’étre
indiquée a titre d’exemple). On constate que on peut alors, de la connaissance
des ensembles ouverts, remonter 2 celle des voisinages, les axiomes des voisinages
se trouvant vérifiés comme conséquences des nouveaux axiomes pris comme point
de départ. On voit qu’une structure topologique peut étre définie de plusieurs
maniéres différentes, mais équivalentes au fond (cf. E, IV, p. 9). Dans ce traité
nous partons de la notion d’ensemble ouvert, pour des raisons de commodité, parce
que les axiomes correspondants offrent un caractére de plus grande simplicité.

Une fois définies les structures topologiques, il est facile de préciser la notion
de continuité. Intuitivement une fonction est continue en un point si sa valeur varie
aussi peu qu’on veut lorsque Pargument reste suffisamment voisin du point
considéré. On voit que la notion de continuité aura un sens précis chaque fois que
Pespace des arguments et Pespace des valeurs seront des espaces topologiques. La
définition précise qui s’impose alors sera donnée dans I, p. 8.

Comme la notion de continuité, la notion de limite fait intervenir deux en-
sembles munis respectivement de structures convenables, et une application de
Pun dans autre. Par exemple, lorsqu’on parle de la limite d’une suite de nombres
réels a,, il intervient d’une part ’ensemble N des entiers naturels, d’autre part
Pensemble R des nombres réels, enfin une application du premier ensemble dans
le second. On dit alors quun nombre réel a est limite de la suite si, quel que soit le
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voisinage V de a, ce voisinage contient tous les a,, sauf pour un nombre fini de
valeurs de n; autrement dit, si 'ensemble des z pour lesquels , appartient a V est
une partie de N dont le complémentaire est fini. On voit que R est supposé muni
d’une structure topologique, puisqu’il s’agit de voisinages; quant a I’ensemble N,
on y fait jouer un réle particulier 4 une certaine famille de sous-ensembles, ceux
dont le complémentaire est fini. C’est 14 un fait général. Chaque fois que 'on
parle de limite, il est question d’une application f d’un ensemble E dans un espace
topologique F; on dit alors que f a pour limite un point ¢ de F si Pensemble des
éléments x de E dont I'image f (x) appartient & un voisinage V de a (cet ensemble

n’est autre que I’ «image réciproque » fl(V)) appartient, quel que soit V, a une
certaine famille & de sous-ensembles de E, donnée 4 P'avance. Pour que la notion
de limite possede les propriétés essentielles qu’on lui attribue d’ordinaire, on
impose a la famille § de satisfaire & certains axiomes qui seront énoncés dans I,
p. 35. Une telle famille § de partie de E s’appelle un filire sur E. La notion de
filtre, qui est donc inséparable de celle de limite, intervient d’ailleurs & plus d’un
titre en Topologie: par exemple, les voisinages d’un point dans un espace
topologique forment un filtre.

L’étude générale de toutes les notions précédentes constitue I’objet essentiel du
Chapitre 1. On y étudiera aussi certaines classes particuliéres d’espaces topologi-
ques: espaces satisfaisant & des axiomes plus restrictifs que les axiomes généraux,
ou espaces obtenus par des procédés particuliers & partir d’autres espaces supposés
donnés.

Comme on l'a déja dit, une structure topologique sur un ensemble permet de
donner un sens précis a la phrase: «dés que x est suffisamment voisin de a, x
posséde la propriété Pix{». Mais, sauf dans le cas ol aurait été définie une « dis-
tance », on ne voit pas quel sens attribuer 4 la phrase: « tout couple de points x,y
suffisamment voisins posséde la propriété P, y$ ». Cela tient & ce qu’on ne posséde
a priori aucun moyen de comparer entre eux les voisinages de deux points diffé-
rents. Or, la notion de couple de points voisins intervient fréquemment dans
I’ Analyse classique (entre autres dans les énoncés ot il est question de continuité
uniforme). Il importe donc de lui donner un sens précis en toute généralité; pour
cela, on est amené a définir des structures plus riches que les structures topologi-
ques, les structures uniformes. Elles seront étudiées au chapitre I1.

Les autres chapitres du Livre de Topologie générale seront consacrés a des
questions ol, en plus d’une structure topologique ou uniforme, interviennent
simultanément d’autres structures. Par exemple, un groupe sur lequel on a défini
une topologie convenable (c’est-d-dire compatible en un certain sens avec la
structure du groupe) prend le nom de groupe topologique. Les groupes topologiques
seront étudiés au chapitre III; on y verra en particulier comment tout groupe
topologique peut étre muni de certaines structures uniformes.

Au chapitre IV, on appliquera les principes précédents au corps des nombres
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rationnels (défini d’'une maniére purement algébrique dans A, I, p. 111), ce
qui permettra de définir le corps des nombres réels; en raison de son importance,
on en fera aussitot une étude détaillée. A partir des nombres réels, on définira,
dans les chapitres suivants, certains espaces topologiques particuliérement
intéressants du point de vue des applications de la Topologie a la géométrie
classique: espaces vectoriels 2 un nombre fini de dimensions, sphéres, espaces
projectifs, etc. On étudiera aussi certains groupes topologiques étroitement liés au
groupe additif des nombres réels, que ’on caractérisera axiomatiquement; ceci
conduira a la définition et aux propriétés élémentaires des fonctions les plus
importantes de I’Analyse classique: exponentielle, logarithme, fonctions trigono-
métriques.

Dans le chapitre IX, on reviendra aux espaces topologiques généraux en se
servant de P'instrument nouveau qu’est le nombre réel; on étudiera en particulier
les espaces dont la topologie est définie au moyen d’une « distance », espaces qui
possédent des propriétés dont certaines n’ont pu encore étre étendues aux espaces
plus généraux. Au chapitre X, on se propose d’étudier les ensembles d’applica-
tions d’un espace topologique dans un espace uniforme (espaces fonctionnels);
ces ensembles, munis 4 leur tour de structures topologiques convenables, possédent
des propriétés intéressantes qui jouent, jusque dans I’Analyse classique, un réle
important. Enfin, le dernier chapitre est consacré a I'étude des notions de
revétement et d’espace simplement connexe.



CHAPITRE I

Structures topologiques

§ 1. ENSEMBLES OUVERTS; VOISINAGES;
ENSEMBLES FERMES

1. Ensembles ouverts

DériNtTioN 1. — On appelle structure topologique (ou plus brievement fopologie) sur un
ensemble X une structure constituée par la donnée d’un ensemble O de parties de X possédant
les propriétés suivantes (dites axiomes des structures topologiques):

(Oy) Toute réunion d’ensembles de © est un ensemble de ©O.

(On) Toute intersection finie d’ensembles de © est un ensemble de ©.

Les ensembles de © sont appelés ensembles ouverts de la structure topologique définie par
O sur X.

DEFINITION 2. — On appelle espace topologique un ensemble muni d’une structure topologi-
que.

Les éléments d’un espace topologique sont souvent appelés points. Lorsqu’on
a défini une topologie sur un ensemble X, on dit que cet ensemble est sous-jacent
a Pespace topologique X.

L’axiome (O;) implique en particulier que la réunion de la partie vide de ©,
c’est-a-dire Pensemble vide (E, 11, p. 22) appartient & O, L’axiome (Oy) implique
que lintersection de la partie vide de O, c’est-a-dire lensemble X (E, 11, p. 23,
déf. 3) appartient a O.

Lorsqu’on veut montrer quun ensemble © de parties de X satisfait & (O, il est
souvent commode d’établir séparément qu’il satisfait aux deux axiomes suivants, dont
la conjonction est équivalente a (Opy):

(Owa) Lintersection de deux ensembles de O appartient & ©.

(Om) X appartient ¢ O.
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Exemples de topologies. — Sur un ensemble quelconque X, I'ensemble de parties de
X formé de X et de g satisfait aux axiomes (Oy) et (Oy) et définit donc une topologie sur
X. Il en est de méme de Pensemble PB(X) de toutes les parties de X: la topologie qu’il
définit est dite fopologie discréte sur X, et I’ensemble X muni de cette topologie est
appelé espace discret.

Un recouvrement (U,), .y d’une partie A d’un espace topologique X (E, II, p. 27)
est dit ouvert si tous les U, sont ouverts dans X.

DErintTION 3. — On appelle homéomorphisme d’un espace topologique X sur un espace
topologique X' un isomorphisme de la structure topologique de X sur celle de X'; c’est-a-
dire, conformément aux définitions générales (E, IV, p. 6) une bijection de X
sur X' qui transforme ensemble des parties ouvertes de X en Iensemble des parties ouvertes

de X',

On dit que X et X’ sont koméomorphes lorsqu’il existe un homéomorphisme de X
sur X',

Exemple. — Si X et X’ sont deux espaces discrets, toute bijection de X sur X’ est
un homéomorphisme.

La définition d’un homéomorphisme se transforme aussitt en le critére
suivant: pour qu’une bijection | d’un espace topologique X sur un espace topologique X'
sott un homéomorphisme, il _faut et il suffit que 'image par f de tout ensemble ouvert dans X
soit un ensemble ouvert dans X', et que Uimage réciproque par f de tout ensemble ouvert
dans X' soit un ensemble ouvert dans X.

2. Voisinages

DerintrioN 4. — Dans un espace topologique X, on appelle voisinage d’une partie A de X
tout ensemble qui contient un ensemble ouvert contenant A. Les voisinages d’une partie {x}
réduite d un seul point s’ appellent aussi voisinages du point x.

I est clair que tout voisinage d’une partie A de X est aussi un voisinage de
toute partic B < A; en particulier, c’est un voisinage de tout point de A.
Réciproquement, soit A un voisinage de chacun des points d’un cnsemble B, et soit
U la réunion des ensembles ouverts contenus dans A;ona U < A, et comme tout
point de B appartient & un ensemble ouvert contenu dans A, on a B = U; mais
U est ouvert en vertu de (Oy), donc A est un voisinage de B. En particulier:
ProrosiTION 1. — Pour qu’un ensemble soit un voisinage de chacun de ses points, il _faut
et il suffit qu’il soit ouvert.

Le mot « voisinage » a, dans le langage courant, un sens tel que beaucoup de
propriétés ou intervient la notion mathématique que nous avons désignée sous ce
nom, apparaissent comme l’expression mathématique de propriétés intuitives; le
choix de ce terme a donc ’avantage de rendre le langage plus imagé. Dans le méme
but, on peut aussi utiliser les expressions « assez voisin » et « aussi voisin qu’on veut »
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dans certains énoncés. Par exemple, on peut énoncer la prop. 1 sous la forme suivante:
pour qu’un ensemble A soit ouvert, il faut et il suffit que, pour tout x € A, tous les
points assez voisins de x appartiennent 4 A. Plus généralement, on dira qu’une pro-
priété a lieu pour tous les points assez voisins d’un point x, lorsqu’elle a lieu en tous les
points d’un voisinage de x.
Désignons par B(x) ’ensemble des voisinages de x. Les ensembles de parties
B(x) jouissent des propriétés suivantes:
(V1) Toute partie de X qui contient un ensemble de B(x) appartient a B(x).
(Vi) Toute intersection finie d’ensembles de B(x) appartient & B(x).
(Vi) L’élément x appartient a tout ensemble de B(x).
Ces trois propriétés sont en effet des conséquences immédiates de la déf. 4 et
de 'axiome (Op).
(Vi) Si 'V appartient & B(x), il existe un ensemble W appartenant & B(x) et tel que,
pour tout y € W, V appartienne d B(y).
En effet, il suffit, en vertu de la prop. 1, de prendre pour W un ensemble ouvert
contenant x et contenu dans V.

On peut encore exprimer cette propriété en disant qu’un voisinage de x est aussi un
voisinage de tous les points assez voisins de x.

Ces quatre propriétés des ensembles B(x) sont caractéristiques; de fagon précise:

ProrosITION 2. — 8%, & chaque élément x d’un ensemble X, on fait correspondre un en-
semble B(x) de parties de X de sorte que les propriétés (Vi), (Vi) (Vi) et (Viy) soient
vérifides, il existe une structure topologique et une seule sur X, telle que, pour tout x € X,
B(x) soit Uensemble des voisinages de x pour cette topologie.

D’aprés la prop. 1, §’il existe une topologie répondant 4 la question, ’ensemble
des ensembles ouverts pour cette topologie est nécessairement ’ensemble © des
parties A de X telles que, pour tout x € A, on ait A € B(x); d’otr Punicité de cette
topologie si elle existe.

L’ensemble © satisfait bien aux axiomes (O;) et (Oy): pour (Oy), cela résulte

Figure 1
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immédiatement de (V;), et pour (Oy), de (V). Reste & voir que, pour la topo-
logie définie par O, B(x) est Pensemble des voisinages de x pour tout xe X. Il
résulte de (V;) que tout voisinage de x appartient & B(x). Réciproquement, soit
V un ensemble de B(x), et soit U Pensemble des points y € X tels que V € B(y) ;
montrons que x € U, U = V et U € O, ce qui achévera la démonstration. On a
x €U puisque Ve B(x); on a U © V, car tout point y € U appartient & V en
vertu de (Vy) et de ’hypothése V € B(y). Reste & montrer que U € O, c’est-a-
dire que U € B(y) pour touty € U; or (fig. 1) siy € U, il existe, en vertu de (Viy),
un ensemble W € B(y) tel que, pour tout ze W, on ait V e B(z); comme la
relation V € B(z) signifie que ze U, on a W <= U, donc, en vertu de (Vy),
U e 3(y). C.Q.F.D.

La prop. 2 montre qu’on peut définir une topologie sur X en se donnant les
ensembles B(x) des voisinages des points de X, soumis seulement aux axiomes

(V1), (Vo), (Vi) et (V).

Exemple. — On définit une topologie sur ’ensemble @ des nombres rationnels en
prenant pour ensembles ouverts de cette topologie les réunions d’intervalles ouverts bornés;
en effet, ’ensemble de ces parties satisfait bien & (Oy), et pour voir qu’il satisfait a
(On), il suffit de remarquer que si Pintersection de deux intervalles ouverts )a, b( et
J¢, d( n’est pas vide, elle est identique & I'intervalle ouvert Jo, B(, ot « = sup(a, ¢) et
g = inf(d, d). On obtient la méme topologie en définissant pour chaque x € Q 'en-
semble V(x) des voisinages de ce point comme Vensemble des parties contenant un intervalle
ouvert auquel appartient x. L’espace topologique obtenu en munissant Q de cette topo-
logie est appelé droite rationnelle (cf. IV, p. 2). On remarquera que dans cet espace,
tout intervalle ouvert est un ensemble ouvert. *On définit de la méme maniére une
topologie sur I’ensemble R des nombres réels; R, muni de cette topologie, est appelé
droite numérique (cf. 1. p. 91, exerc. 5 et IV, p. 3).4

3. Systémes fondamentaux de voisinages; bases d’une topologie

DErFINTTION 5. — Dans un espace topologique X, on appelle systéme fondamental de
voisinages d’un point x (vesp. d’une partie A de X) tout ensemble & de voisinages de x
(resp. A) tel que pour tout voisinage V de x (vesp. A), il existe un voisinage W € & tel que
WeV.

Si & est un systéme fondamental de voisinages d’une partie A de X, toute
intersection finie d’ensembles de & contient donc un ensemble de &.

Exemples. — 1) Dans un espace discret (I, p. 2) Pensemble {x} constitue 4 lui seul un
systéme fondamental de voisinages du point x.

2) Sur la droite rationnelle Q (I, p.4), ’ensémble des intervalles ouverts
contenant un point x est un systéme fondamental de voisinages de ce point. Il en est

de méme de I’ensemble des intervalles ouverts] x - -17;, x + % [, et de ’ensemble des

intervalles fermés [x —_—x + —] , olt n prend toutes les valeurs enti¢res >0, ou
n n
seulement une suite infinie strictement croissante de valeurs entiéres > 0.
*On a des résultats analogues pour la droite numérique.



Ne 4 ENSEMBLES QUVERTS; VOISINAGES; ENSEMBLES FERMES TG 1.5

DEriniTION 6. — On appelle base de la topologie d’un espace topologique X tout ensemble
B de parties ouvertes de X tel que tout ensemble ouvert de X soit réunion d’ensembles
appartenant a B.

ProrositioN 3. — Dans un espace topologique, pour qu’un ensemble B de parties ouvertes
de X soit une base de la topologie de X, il faut et il suffit que pour tout x € X, Uensemble des
V € B tels que x € V soit un systéme_fondamental de voisinages de x.

La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si elle est satisfaite,
pour tout ensemble ouvert U, et tout x € U, il existe un ensemble ouvert V, & B
tel que x € V, < U. La réunion des V. pour x € U est donc égale & U, ce qui
achéve la démonstration.

Exemples. — 1) La topologie discréte a pour base Pensemble des parties réduites &
un seul élément.

2) L’ensemble des intervalles ouverts bornés est par définition une base de la
topologie de la droite rationnelle (I, p. 4). *L’ensemble des intervalles ouverts
bornés est de méme une base de la topologie de la droite numérique. ,

4, Ensembles fermés

DEFINITION 7. — Dans un espace topologique X, on appelle ensembles fermés les complé-
mentaires des ensembles ouverts de X.

Par passage aux complémentaires, les axiomes (O;) et (Op) se traduisent
respectivement en les suivants: )

(O1) Toute intersection d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

(On) Toute réunion finie d’ensembles fermés est un ensemble fermé.

L’ensemble vide et I'espace entier X sont fermés (et par suite, d la_fois ouverts
et fermés; cf. I, p. 80).

Dans la droite rationnelle, tout intervalle de la forme (@, —[ est un ensemble
fermé, car son complémentaire J<—, a{ est ouvert; de la méme maniére, on voit que
tout intervalle de la forme J<—, a) est un ensemble fermé; il en est donc de méme de
tout intervalle fermé borné (g, b}, qui est Pintersection des intervalles (a, —{ et
)<, 3.

L’ensemble Z des nombres entiers rationnels est fermé dans la droite rationnelle,
car son complémentaire Uz Jn, n 4 1( est ouvert.

ne

Un recouvrement (F ), .; d’une partie A d’un espace topologique X est dit fermé si
tous les F, sont fermés dans X.

Un homéomorphisme f d’un espace topologique X sur un espace topologique X’
(I, p. 2) peut encore étre caractérisé comme une bijection de X sur X' telle que
Pimage par f de tout ensemble fermé dans X soit un ensemble fermé dans X' et que ’image
réciprogue par f de tout ensemble fermé dans X' soit un ensemble fermé dans X.
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5. Familles localement finies

DeriNiTioN 8. — On dit qu’une famille (A), 1 de parties d’un espace topologique X est
localement finie si, pour tout x € X, il existe un voisinage V de x tel que V N A, = & sauf
pour un nombre fini d’indices v € 1. On dit qu’un ensemble € de parties de X est localement
S si la_ famille de parties définie par I application identique de © sur lui-méme est localement

finie.
Il est clair que si (A,), ¢ est une famille de parties localement finie et si B, < A,
pour tout ¢ € I, la famille (B)), .1 est localement finie.
Toute famille finie de parties d’un espace topologique X est évidemment
localement finie, la réciproque étant inexacte.
Par exemple, dans Q, le recouvrement ouvert formé de Pintervalle }«—, 1( et des

intervalles Jn, —{ pour tout entier n = 0 est localement fini; on observera que chaque
intervalle Jn, —[( rencontre une infinité d’ensembles du recouvrement précédent.

ProrosiTioN 4. — La réunion d’une_famille localement finie de parties fermées d’un espace
topologique X est fermée dans X.
En effet, soit (F,),.; une famille localement finie de parties fermées de X, et

supposons que x € X n’appartienne pasa F = LLEJI F,; il existe un voisinage V de x

qui ne rencontre que les F, dont les indices appartiennent a une partie finie J de 1.
D’autre part, pour tout ¢ € J, U, = (F, est ouvert et contient x; on en conclut que

CEF contient le voisinage V N LOJ U, de x; en vertu de I, p. 2, prop. 1, (F est

ouvert, donc F est fermé.

On notera que la réunion d’une famille quelconque de parties fermées de X n’est pas
nécessairement fermée: par exemple, dans la droite rationnelle Q, Yensemble 30, 1(
- , {1 1 . .

est réunion des ensembles fermés [ﬁ’ 1 - ;] pour n > 0, mais n’est pas fermé.

6. Intérieur, adhérence, frontiére d’un ensemble; ensembles partout denses

DEFINITION 9. — Dans un espace topologique X, on dit qu’un point x est intérieur & une
partie A de X lorsque A est un voisinage de x. L’ensemble des points intérieurs & A s’appelle

Pintérieur de A et se note A.

D’apres la déf. 9 et I, p. 2, déf. 4, un point x est intérieur a A s’il existe un en-
semble ouvert contenu dans A et contenant x; il en résulte que A est Ia réunion
des ensembles ouverts contenus dans A, et par suite est le plus grand ensemble ouvert
contenu dans A: en d’autres termes, si B est un ensemble ouvert contenu dans A,
onaB < A. Par suite, si A et B sont deux parties de X telles que B = A, on a
B < ./o\; pour que A soit un voisinage de B, il faut et il suffit que B < A.

Remarque. — L’intérieur d’un ensemble non vide peut étre vide; c’est le cas pour

un ensemble réduit a un seul point lorsqu’il n’est pas ouvert, par exemple dans la
droite rationnelle *(ou la droite numérique) 4.
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La prop. 1 de I, p. 2 peut encore s’énoncer de la fagon suivante:
Pour qu’un ensemble soit ouvert, il faut et il suffit qu’il soit identique @ son intérieur.

La propriété (Vi) de I, p. 3 entraine que tout point intérieur a la fois a deux
ensembles A et B est intéricur & A N B; par suite:

— o o
(1) ANnB=AnB..
Tout point intérieur au complémentaire d’un ensemble A est dit extérieur a A,
et Pensemble de ces points s’appelle extérieur de A dans X; un point x € X ex-

térieur a A est donc caractérisé par la propriété qu’il existe un voisinage de x ne
rencontrant pas A.

Deérinrrion 10. — Dans un espace topologique X, on dit quw’un point x est adhérent & un
ensemble A lorsque tout voisinage de x rencontre A. L’ensemble des points adhérents a A

s’ appelle adhérence de A et se note A.

On peut encore énoncer cette définition en disant qu'un point x est adhérent & un
ensemble A s’il existe des points de A aussi voisins qu’on veut de x.

Tout point non adhérent & A est extérieur a A, et réciproquement; on a donc
les formules (duales 'une de P'autre):
2) (A=A, CA=(A

A toute proposition sur les intérieurs d’ensembles correspond donc par passage
aux complémentaires (E, IT, p. 26, prop. 5) une proposition sur les adhérences, et
vice versa. En particulier, I’adhérence d’un ensemble A est le plus petit ensemble
JSermé contenant A: en d’autres termes, si B est un ensemble fermé tel que A < B,
ona A < B.Si A et B sont deux parties de X telles que A = B,ona A < B.

Pour qu’un ensemble soit fermé, il faut et il syffit qu’il sott identique & son adhérence.

A la formule (1) correspond par passage aux complémentaires la formule
3) AUB=AUB
ProposITION 5. — Soit A un ensemble ouvert dans X; pour toute partie B de X, on a
(4) AnB<cANB.

En effet, soit x € A un point adhérent 4 B; pour tout voisinage V de x, VN A
est encore un voisinage de x, puisque A est ouvert; donc V. N A N B n’est pas vide,
ce qui montre que x est adhérent 3 A N B.

Si x est un point adhérent 2 A mais n’appartenant pas & A, tout voisinage de x
contient un point de A différent de x; mais si x € A, il peut se faire qu’il existe un
voisinage de x ne contenant aucun point de A différent de x; on dit alors que x est
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un point isolé de A; en particulier, dire qu’un point x est isolé dans Pespace X tout
entier signifie que {x} est un ensemble ouvert.

Un ensemble fermé dont aucun point n’est isolé est appelé ensemble parfait.

Derinrrion 11. — Dans un espace topologique X, un point x est dit point frontiére d’un
ensemble A, s”il est & la fois adhérent & A et & CA; Uensemble des points fronticres de A
s’appelle frontiére de A.

La frontiére de A est donc 'ensemble A N §A, qui est fermé. Un point frontiére
x de A est caractérisé par la propriété que tout voisinage de x contient au moins
un point de A et au moins un point de (A; il peut ou non appartenir & A. La
frontiere de A est identique a celle de 0A; si on considére I'intérieur de A, Pexté-
rieur de A et la frontiére de A, ceux de ces trois ensembles qui ne sont pas vides
constituent une partition de X.

DeEFiNtTION 12, — On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est dense dans X (ou
encore est partout dense, lorsqu’il n’en résulte pas de confusion sur X) st A = X,
autrement dit st pour toute partie ouverte non vide U de X, U N A est non vide.
Exemples. — *On verra dans IV, p. 3 que 'ensemble des nombres rationnels et son
complémentaire sont partout denses dans la droite numérique.
Dans un espace discret X, il n’existe pas d’ensemble partout dense distinct de X.

Par contre, tout ensemble non vide est partout dense pour la topologie sur X dont les
seuls ensembles ouverts sont @ et X.

ProrosiTiON 6. — 87 B est une base de la topologie d’un espace topologique X, il existe
dans X un ensemble partout dense D tel que Card(D) < Card(R).

En effet, on peut se limiter au cas ol les ensembles de B sont non vides (les
ensembles de B non vides formant déja une base de la topologie de X)) ; alors, pour
tout U € B, soit %y un point de U; il résulte de I, p. 5, prop. 3 que Pensemble D
des xy est dense dans X et on a Card(D) < Card(®8) (E, I1I, p. 25, prop. 3).

§ 2. FONCTIONS CONTINUES

1. Fonctions continues

DErmiTiON 1. — On dit qu’une application f d’un espace topologique X dans un espace
topologique X' est continue en un point x, € X si, quel que soit le voisinage V' de f (x,) dans
X', il existe-un voisinage V de xo dans X tel que la relation x € V entraine f(x) e V.

On peut énoncer la déf. 1 sous la forme plus imagée suivante: dire que f est
continue au point x, signifie que f(x) est aussi voisin gu’on veut de f(x,) dés que x est
assez voisin de xg.

La relation ¢« pour tout x €V, f(x) € V'» est équivalente & f(V) = V' ou

-1
encore a V < f(V'); tenant compte de Paxiome (V;) des voisinages, la déf. 1 est
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équivalente 2 la suivante: on dit que f: X — X' est continue au point x, si, pour tout
-1
voisinage V' de f (x,) dans X', f (V') est un voisinage de %, dans X. 1l suffit d’ailleurs
-1
que f(V’) soit un voisinage de x, pour tout voisinage V' appartenant & un systéme
JSondamental de voisinages de f(x,) dans X’ (I, p. 4).

ProrosiTioN 1.— Soit f une application d’un espace topologique X dans un espace
topologique X'. St f est continue au point x, et si x est adhérent & une partie A de X, alors
£(x) est adhérent @ f(A).

-1
Soit en effet V’ un voisinage de f (x) dans X’; comme f (V') est un voisinage

. -1
de x dans X, il existe un pointy € A N f(V’), doncon a f(y) € f(A) N V', ce qui
prouve que f(x) est adhérent & f(A).

ProrosrrioN 2. — Soient X, X', X" trois espaces topologiques, f une application de X
dans X' continue au point x € X, g une application de X' dans X" continue au point f(x).
Alors Uapplication composée h = g o f de X dans X" est continue au point x.

En effet, soit V" un voisinage de A(x) = g(f(x)) dans X”; comme g est con-~

. -1
tinue au point f'(x), g(V”) est un voisinage de f(x) dans X'; comme f est continue
-1-1 -1
au point x, f(g(V")) = A(V”") est un voisinage de x dans X, d’ou la proposition.

DeriNiTION 2. — On dit qu'une application d’un espace topologique X dans un espace
topologique X' est continue dans X (ou simplement qu’elle est continue) si elle est
continue en tout point de X.

Exemples. — 1) L’application identique d’un espace topologique X sur lui-méme
est continue.

2) Une application constante d’un espace topologique dans un espace
topologique est continue.

3) Toute application d’un espace discret dans un espace topologique est
continue.

THEOREME 1. — Soit fune application d’un espace topologique X dans un espace topologique
X' les propriétés suivantes sont équivalentes:
a) f est continue dans X
b) pour tout partie A de X, f(A) < f(A);
c) Pimage réciproque par f de toute partie fermée de X' est une partie fermée de X;
d) Pimage réciproque par f de toute partie ouverte de X' est une partie ouverte de X.
On a déa vu que a) entraine b) (prop. 1). Montrons que b) entraine

-1

c): si F' est une partie fermée de X' et F = f(F'), on a par hypothese
— — —_ — -1 — —

FE)Ycf(F)cF =F,donc F < f(F) =F c F, autrement dit F = F et F

~1

-1
et fermé. En vertu de la relation § f(A’) = f(CA’) pour toute partie A’ de X', c)
implique d). Enfin, si d) est vérifiée, pour tout x € X et tout voisinage V' de f(x)
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dans X', il existe un ensemble A’ ouvert dans X’ tel que f(x) e A’ < V’; donc

-1 -1 -1 -1
xef(A") = f(V'), et comme f(A') est ouvert, f(V’) est un voisinage de x dans
X, ce qui prouve que d) entraine a).

Remarques. — 1) Soit B une base (I, p. 5) de la topologie de X’'; pour que

-1
S+ X — X’ soit continue, il faut et il suffit que £ (U’) soit un ensemble ouvert dans
X pour tout U’ € B.

Exemples. — Soit a un nombre rationnel quelconque; ’application ¥ — a + xdela
droite rationnelle Q dans elle-méme est continue dans Q, car Pimage réciproque par
cette application d’un intervalle ouvert )b, ¢[ est intervalle ouvert }bo — a,¢ — a(.
De méme, Papplication x > ax est continue dans Q: c’est évident si a = 0, puisque
alors ax = 0 pour tout x; si a # 0, I'image réciproque par cette application de linter-
valle ouvert )4, ¢f est l'intervalle ouvert d’extrémités b/a et ¢/a.

2) L’image directe d’un ensemble ouvert (resp. fermé) de X par une applica-
tion continue f: X — X' n’est pas nécessairement un ensemble ouvert (resp.

fermé) dans X’ (cf. I, p. 30).

Exemple. — *L’application f: x — 1/(1 + x?) de R dans lui-méme est continue,
mais f (R) est Pintervalle semi-ouvert )0, 1), qui n’est ni ouvert ni fermé dans R.

TaOREME 2. — 1° 81 [1 X - X' et g1 X' — X" sont deux applications continues,
alors g o f+ X — X" est continue.

20 Pour qu’une bijection f d’un espace topologique X sur un espace topologique X' soit
un homéomorphisme, il faut et il suffit que f et la bijection réciproque g de f soient continues
(ou, comme on dit encore, que f soit bicontinue).

La premiére assertion est une conséquence immédiate de la prop. 2; la
seconde résulte du th. 1, d) et de la définition d’un homéomorphisme (I, p. 2).

Remarques. — 3) 11 peut exister une bijection continue d’un espace topologique X
sur un espace topologique X' qui ne soit pas bicontinue; on en a un exemple en
prenant pour X’ la droite rationnelle Q , pour X I'ensemble Q muni de la topo-
logie discréte; Papplication identique X — X' est continue, mais non un homéo-
morphisme.

4) Pour vérifier qu’une bijection continue f: X — X’ est un homéomorphisme, il
suffit de prouver que pour tout x € X et tout voisinage V de x, f (V) est un voisinage de
Sf(x) dans X".

5) Soient X un espace topologique, et pour tout x € X, soit B(x) ’ensemble des
voisinages de x. Soit x5 un point de X; pour tout x € X, définissons un ensemble
Bo(x) de parties de X de la fagon suivante: Bo(x5) = V(xo), et pour x # xo, Vo (x) est
Pensemble de toutes les parties de X contenant x. On vérifie aussitot (I, p. 3, prop.
2) que les By(x) sont les ensembles de voisinages des points de X pour une topologie
sur X; désignons par X, l'espace topologique ainsi obtenu, par j Papplication
identique Xy — X, qui est continue mais non bicontinue en général. Pour qu’'une
application fde X dans un espace topologique X’ soit continue au point x¢, il faut et il

A . 7 f . , .. .
suffit que I’application composée Xy —> X —> X’ soit continue dans X, ainsi qu’il
résulte aussitét des définitions.
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2. Comparaison des topologies

Le th. 2 de I, p. 10 montre que ’on peut prendre pour morphismes des structures
topologiques les applications continues (E, IV, p. 11); nous supposerons toujours
par la suite que I'on a fait ce choix de morphismes. Conformément aux définitions
générales (E, IV, p. 13), cela permet de définir une relation d’ordre dans ’ensemble
des topologies sur un méme ensemble X:

DeriNiTION 3. — Etant données deux topologies T, Ty sur un méme ensemble X, on dit
que T est plus fine que Ty (et que T, est moins fine que J) si, en désignant par X,
Pensemble X muni de la topologie T, (i = 1, 2), Papplication identique X, — X, est
continue. St de plus Ty # T3, on dit que T, est strictement plus fine que Ty (et que T, est
strictement moins fine que 7).

Deux topologies dont 'une est plus fine que 'autre sont dites comparables.
polog p q

Les criteres de continuité d’une application (I, p. 8, déf. 1 et I, p. 9, th. 1)
donnent aussitt la proposition suivante:
ProposttioN 3. — Etant données deux topologies Ty, T sur un ensemble X, les propo-
sitions suivanies sont équivalentes:

a) I est plus fine que .

b) Pour tout x € X, tout votsinage de x pour I, est un voisinage de x pour I .

c) Pour toute partie A de X, Padhérence de A pour T est contenue dans Uadhérence
de A pour T,

d) Toute partie de X fermée pour T, est fermée pour 7.

e) Toute partie de X ouverte pour T est ouverte pour 7.

Exemple. — *Dans Pespace de Hilbert H des suites x = (x,) de nombres réels tels

0
que |x||? = Z %2 < -+ o0, les voisinages d’un point x, pour la topologie forte sur H
n=0
sont les ensembles contenant une boule [x — x,[ < « de centre x,; les voisinages de

x, pour la topologie faible sur H sont les ensembles contenant un ensemble défini par
une relation de la forme sup |(x — x| a;)| < 1 (ol les a, sont des points de H et
i<isn

(®]y) = > xuyn pourx = (x,) et y = (y,)) (EVT, chap. V). Or,si = Sup 2,

n=0
la relation |x — x| < 1/8 entraine [(x — xo|a)| < [x — xo[|.|a;] < 1 pour
1 <€ i € n, ce qui prouve que la topologie forte sur H est plus fine que la topologie
faible. D’autre part, pour toute famille finie (a;); <; <, de points de H, il existe dans H
des points x tels que (x — %, | ;) = Opour 1 < i < n, et que [x — %o soit arbitraire-
ment grand, ce qui prouve que la topologie forte est sirictement plus fine que la topologie
faible.,,

Remargues. — 1) Dans Pensemble ordonné des topologies sur un ensemble X, la
topologie dont les seuls ensembles ouverts sont & et X est la topologie la moins fine
et la topologie discreéte est la topologie la plus fine.

2) D’une maniére plus imagée, plus une topologie est fine, plus il y a d’en-
sembles ouverts, d’ensembles fermés, de voisinages; I’adhérence (resp. I'intérieur)
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d’un ensemble est d’autant plus petite (resp. d’autant plus grand) que la topologie est
Dplus fine; plus une topologie est fine, moins il y a d’ensembles partout denses.

3) Sif: X — X’ est une application continue, elle reste continue lorsqu’on
remplace la topologie de X par une topologie plus fine et la topologie de X’ par
une topologie moins fine (I, p. 10, th. 2). Autrement dit, il y a d’autant plus
d’applications continues de X dans X’ que la topologie de X est plus fine et celle
de X' moins fine.

3. Topologies initiales

ProrositioN 4. — Soient X un ensemble, (Y,),c1 une famille d’espaces topologiques, et
pour chaque v € 1, soit f, une application de X dans Y ,. Soit & Uensemble des parties de X

de la _forme ftl(UL) (vel, U, ouvert dans Y,), et soit B U'ensemble des intersections finies
d’ensembles de &, Alors B est une base d’une topologie T sur X qui est la structure topo-
logique imitiale sur X pour la famille ( f) (E, IV, p. 14) et en particulier est la moins
Jine sur X rendant continues les applications f,. De fagon plus précise, soit g une application
d’un espace topologique Z. dans X. Pour que g soit continue en un point z € Z (lorsque X est
muni de la topologie T ), il faut et il suffit que chacune des fonctions f, o g soit continue au
point z.

Soit © Pensemble de foutes les réunions d’ensembles appartenant & B; il est
immédiat que © satisfait a ’axiome (O;) en vertu de 'associativité de la réunion,
et a 'axiome (Op) en vertu de la définition de B et de la distributivité de Pinter-
section finie par rapport & la réunion quelconque (E, I, p. 5, prop. 8). L’en-
semble O est donc Pensemble des parties ouvertes de X pour une topologie.7” dont
P est une base. Prouvons la derniére assertion de ’énoncé, ce qui entrainera les
autres en raison des propriétés générales des structures initiales (E, IV, p. 14,
crittre GST 9). En premier lieu, la définition de & montre que les f, sont con-
tinues dans X (I, p. 9, th. 1), donc, si g est continue au point z, il en est de
méme des f, o g (I, p. 10, prop. 2). Inversement, supposons toutes les f, o g con-
tinues au point z, et soit V un voisinage de g(z) dans X; par définition, il existe
une partie finie J de I et pour chaque 1 € J un ensemble ouvert U, dans Y, tel que

-1
V contienne I’ensemble LQJ J.(U) et que g(z) appartienne a ce dernier ensemble.

-1 -1 =
Or,onag(V) 2 gl( ﬁl(UL)), et ’hypothése entraine que chacun des ensembles

ted
-1-1 -1 .
g(f(U))) est un voisinage de z dans Z, donc il en est de méme de g(V), ce qui
achéve la démonstration,

Soit B, une base de la topologie de Y, (v € I); désignons par &’ 'ensemble des

-1 . ,
parties de X de la forme f,(U,) pour 1 €I, U, € B, pour tout v € I; si B’ est I'en-
semble des intersections finies d’ensembles de &, il est immédiat que &’ est
encore une base de la topologie 7.
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Les propriétés générales des structures initiales (E, IV, p. 14, critere CST 10)

entrainent en particulier la propriété suivante de fransitivité (dont la démonstra-
tion directe est d’ailleurs immédiate):
Prorosition 5. — Soient X un ensemble, (Z,) o1 une famille d’espaces topologiques,
(U rew une partition de 1 et (Y,)e1, une famille d’ensembles ayant L pour ensembles
d’indices. Enfin, pour tout ® € L, soit h, une application de X dans Y, ; pour tout A€ L
et tout v € J,, s0it g, une application de Y, dans Z,; on pose alors f, = g o ky. On munit
chacun des Y, de la topologie la moins fine rendant continues les g, (v € J,); alors, sur X,
la topologie la moins fine rendant continues les f, est identique a la topologie la moins fine
rendant continues les h,.

Exemples. — 1: Image réciproque d’une topologie. — Soient X un ensemble, Y un es-
pace topologique, f une application de X dans Y; la topologie la moins fine 7 sur
X rendant continue f est appelée Pimage réciproque par f de la topologie de Y. Il
résulte de la prop. 4 (I, p. 12) et des formules donnant I'image réciproque d’une
réunion et d’une intersection (E, II, p. 25, prop. 3 et 4) que les ensembles ouverts
(resp. fermés) pour I sont les images réciproques par f des ensembles ouverts (resp.

fermés) de Y; par suite, pour tout x € X, les ensembles fl(W), ot W parcourt un
systéme fondamental de voisinages de f(x) dans Y, forment un systéme fonda-
mental de voisinages de x pour . Nous étudierons au § 3, sous le nom de
topologie induite, le cas particulier ot X est une partie de Y et f ’injection canonique
X —Y; X, muni de cette topologie, prend alors le nom de sous-espace de Y (cf.
I p. 17).

Pour qu’une application f d’un espace topologique X dans un espace topo-
logique X' soit continue, il faut et il suffit que la topologie de X soit plus fine que
I'image réciproque par f de la topologie de X'.

I1: Borne supérieure d’un ensemble de topologies. — Toute famille (7)), .y de
topologies sur un ensemble X admet une borne supérieure J dans I'ensemble or-
donné des topologies sur X, c’est-a-dire qu’il existe une topologie la moins fine
parmi toutes les topologies sur X plus fines que toutes les J,. Il suffit en effet
d’appliquer la prop. 4 (I, p. 12) en désignant par Y, I'ensemble X muni de la
topologie J, et par f, I'application identique X — Y,: 7 est la topologie la moins
fine rendant continues les f,.

Soit maintenant & un ensemble quelconque de parties d’un ensemble X; parmi
les topologies 7 sur X pour lesquelles les ensembles de &€ sont ouveris, il en existe
une 7, moins fine que toutes les autres, que 'on appelle la topologie engendrée par
&: en effet, il suffit de considérer sur X, pour chaque ensemble U € &, la topologie
Ty dont les ensembles ouverts sont @, U et X (il est clair que cet ensemble de
parties vérifie (O;) et (Oyp)); la topologie 7, n’est autre que la borne supérieure des
topologies T. En vertu de la prop. 4 (I, p. 12), si B est ensemble des intersections
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Sfinies des ensembles appartenant & &, B est une base de la topologie J;. On dit que
& est un systéme générateur de J .

III: Topologie produit. — Soit (X,), . une famille d’espaces topologiques; sur
Pensemble produit X = E X., la topologie la moins fine rendant continues les

projections pr,: X — X, est appelée la fopologie produit de celles des X,; nous
I’étudierons plus en détail au § 4.

4. Topologies finales

ProrostTiON 6. — Sotent X un ensemble, (Y,), <1 une famille d’espaces topologiques, et
pour chaque v € 1, soit f, une application de Y, dans X. Soit © Pensemble des parties U de X

telles que, pour tout v € 1, f:(U) sott ouvert dans X ,; O est Uensemble des parties ouvertes de
X pour une topologie T~ sur X qui est la structure finale sur X pour la famille ( f,) (E, IV,
p- 19), et en particulier, la plus fine sur X rendant continues les applications f,. En
d’autres termes, soit g une application de X dans un espace topologique Z; pour que g soit
continue (lorsque X est muni de la topologie T°) il faut et il suffit que chacune des applications
g o f, soit continue.

On vérifie immédiatement que O satisfait aux axiomes (O,) et (Oy) (E, II,
p. 25, prop. 3 et 4); prouvons la derniére assertion de I’énoncé, qui entrainera
la proposition en raison des propriétés générales des structures finales (E, IV,
p. 19, critere GST 18). 11 est clair que les f; sont continues pour Z par définition
de © (I, p. 9, th. 1), dong, si g est continue, il en est de méme des g o £, (I, p. 10,

th, 2). Inversement, supposons toutes les g o f, continues, et soit V un ensemble
-1-1
ouvert dans Z; par hypothése, pour tout 1 € I, £,(g(V)) est ouvert dans Y,, donc

-1
g(V) € O, ce qui acheve la démonstration.

CoROLLAIRE, — Sous les hypothéses de la prop. 6, pour qu'une partie F de X soit_fermée

-1
pour T, il faut et il suffit que pour tout v € 1, f,(F) soit fermé dans Y.

Cela résulte par passage aux complémentaires de la définition des ensembles
ouverts pour 7.

Les propriétés générales des structures finales (E, IV, p. 20, critere CST 19)
entrainent la propriété suivante de transitivité (dont la démonstration directe est
immédiate):

ProrosirioN 7. — Soient X un ensemble, (Z,),c1 une famille d’espaces topologiques,
(Ja)ner une partition de I et (Y,)yc1, une famille d’ensembles ayant L pour ensemble
d’indices. Enfin, pour tout A € L, soit h, une application de Y, dans X; pour tout A € L
et tout v € J,, soit gy, une application de Z, dans Y, ; on pose alors f, = h, o g,,. On munit
chacun des Y, de la topologie la plus fine rendant continues les g,, (v € J,) ; alors, sur X, la
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topologie la plus fine rendant continues les [, est identique @ la topologie la plus fine rendant
continues les k.

Exemples. — 1: Topologie quotient. — Soient X un espace topologique, R une rela-
tion d’équivalence sur X, Y = X/R Pensemble quotient de X par cette relation,
¢: X —Y lapplication canonique. La topologie la plus fine sur Y rendant
continue ¢ est appelée topologie quotient de celle de X par la relation R; nous
I’étudierons plus en détail au § 3.

II: Borne inférieure d’un ensemble de topologies. — Toute famille (7)),.; de
topologies sur un ensemble X admet une borne inférieure 7 dans ’ensemble des
topologies sur X, autrement dit. 7 est la plus fine des topologies qui sont moins fines
que toutes les J,. Il suffit en effet d’appliquer la prop. 6 en prenant pour Y,
Pensemble X muni de J, et pour f, application identique Y, — X. Si ©O, est

Iensemble des parties de X ouvertes pour ,, 'ensemble LOI O, est ’ensemble des

parties de X ouvertes pour 7. On dit aussi que I est Uinfersection des 7,

III: Somme d’espaces topologiques. — Soit (X,),.; une famille d’espaces topo-
logiques, X I'ensemble somme des X, (E, II, p. 30, déf. 8); pour tout . €I, soit j,
Papplication canonique (injective) de X, dans X. La topologie 7 sur X la plus
fine rendant continues les j, est appelée la topologic somme des topologies des X, et
on dit que X, muni de cette topologie, est I'espace somme des espaces topologiques
X,. Identifions chacun des X, & une partie de X au moyen de j,; pour qu’un en-
semble A = X soit ouvert (resp fermé) pour 7, il faut et il suffit que chacun des
ensembles A N X, soit ouvert (resp. fermé) dans X,. En particulier, chacun des
X, est @ la fois ouvert et _fermé.

IV: La proposition suivante généralise la situation de ’exemple I1I:

ProprostTION 8. — Soient X un ensemble, (X,) 1 e 1, une famille de parties de X. Supposons
chaque X, munie d’une topologie T, telle que, pour tout couple (N, w) d’indices:

1° X, N X, soit ouvert (resp. fermé) pour chacune des topologies 7, I,

2° Les topologzes induites sur X, N X, par T, et T, coincident.

Soit T la topologie la plus fine sur X rendant continues les injections j,: X, — X.
Alors, pour tout ® € L, X, est ouvert (resp. fermé) dans X pour la topologie T et la topologie
induite par T sur X, est identique & T,

Compte tenu de la prop. 6 et de son corollaire (I, p.14), tout revient a
démontrer que pour tout A et toute partie A, de X,, les propositions suivantes
sont équivalentes:

(i) A, est ouvert (resp. fermé) pour J,;

(i) pour tout p € L, A, N X, est ouvert (resp. fermé) pour J,,.

Or il est clair que (i) entraine (i) en prenant p = A. Inversement si (i) est
vérifide, A, N X, est ouvert (resp. fermé) dans X, N X, pour la topologie ,,
induite sur X, N X, par 7, ; mais J,, est aussi la topologie induite sur X, N X,
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par J,, donc A, N X, est aussi Pintersection de X, N X, et d’une partie B, de
X, ouverte (resp. fermée) pour Z,; comme X, N X, est ouvert (resp. fermé)
pour ,, il en est de méme de A, N X, ce qui achéve la démonstration.

On notera que si la réunion des X, est distincte de X, la topologie induite par 7
sur X = (|J X,) est discréte. En effet, si x € X n’appartient & aucun des X,,
AL

{x} " X, = @ est ouvert pour J, quel que soit 2, donc {x} est ouvert pour 7.

5. Recollement d’espaces topologiques

Soit (X,),e1, une famille d’ensembles, et soit X ’ensemble somme des X, (E, II,
p- 30, déf. 8); nous identifierons chaque X, & une partiec de X au moyen de
Pinjection canonique j,: X, — X.

Considérons dans X une relation d’équivalence R telle que chaque classe
d’équivalence suivant R ait au plus un élément dans chaque X, ; pour tout couple (A, w)
d’indices, soit A,, la partie de X, formée des éléments x tels qu’il existe un élé-
menty € X,, appartenant 2 la classe d’équivalence de x. Il est clair qu’a tout point
x € A, correspond un y € A, et un seul congru a ¥ mod. R; les applications
bt A — Ay, ainsi définies vérifient alors les conditions suivantes:

(1) pour tout A € L, &, est I'identité de A,, = X,;

(ii) pour tout triplet d’indices (A, p,v) de L, et tout x€A,, N A,,, on a
hual) € Ay ct

(1) (%) = by (R (%))

Inversement, supposons donnés, pour tout couple (i, p) d’indices, une partie
A, de X, et une application A&,,: A,, — A, vérifiant les conditions (i) et (ii)
précédentes. 11 résulte d’abord de (ii) appliqué aux triplets (A, 1, A) et (p, A, @)
que hyy, o hy, (resp. k,, o ky,) est la restriction de Ay, (resp. &) a Ay, (resp. Ay,),
d’ou, en vertu de (i), on déduit que £, et &, sont des bijections réciproques I'une
de Tautre. Soit alors Rix, y{ la relation «il existe A, p tels que x € A, y € Ay, et
y = hy, (%) ». Il résulte de (i) et de ce qui précede que R est réflexive et symétrique;
d’autre part, si on a x € A,,,, ¥ = h,(x) €A, N A, et z = hy,(y), on a aussi
x = h,(y), donc, d’aprés (ii), x € A,, N A,,; la relation (1) prouve donc que R
est lransitive, autrement dit, R est une relation d’équivalence dans X. Il résulte
d’ailleurs de (i) et de la définition de R que chaque classe d’équivalence suivant R
a au plus un élément dans chacun des X,, et que A, est Pensemble des x € X, tels
qu’il existe un y € X,, congru a x mod. R. On dit que ’ensemble quotient X/R
est obtenu par recollement des X, le long des A,, au moyen des bijections hyy. Si
¢: X — X/R est I'application canonique, la restriction de ¢ a chaque X, est une
bijection de X, sur ¢(X,).

Supposons maintenant que chaque X, soit un espace topologique, et soit 7, sa
topologie. Munissons I'ensemble X/R de la topologic 7 la plus fine rendant
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continues les applications ¢ o j, : X, — X/R; il revient d’ailleurs au méme de dire
que ’on munit X de la topologie somme des 7, et X/R du quotient par R de cette
topologie. On dit que V'espace topologique X/R s’obtient par recollement des
espaces topologiques X, le long des A, ,, au moyen des bijections /4,,. Les ensembles
ouverts (resp. fermés) de X/R sont donc les images canoniques des parties B de X,
saturées pour R et telles que B N X, soit ouvert (resp. fermé) dans X, pour tout
relL.

Comme la restriction de ¢ a chaque X, est une bijection sur la partie
X; = 9(X,) de X/R, on peut transporter au moyen de cette bijection la topologie
T, de sorte que X;, est alors muni d’une topologie 773, et que la topologie .7 sur
X/R est la plus fine rendant continues les injections canoniques X; — X/R. En
général, la topologie induite par.7 sur X} est mowns fine que 7/, mais non identique
a cette derniere méme lorsque les %, sont des homéomorphismes (I, p. 94,
exerc. 15). Toutefois, il résulte de I, p. 15, prop. 8, que l'on a, avec les notations
précédentes:
PrOPOSITION 9. — Supposons que les h,, sotent des homéomorphismes et que chaque A,
soit ouvert (vesp. fermé) dans X, ; alors chaque ©(X,) est ouvert (vesp. fermé) dans X/R
et la restriction de ¢ a X, est un homéomorphisme de X, sur le sous-espace o(X,) de X/R.

§ 3. SOUS-ESPACES; ESPACES QUOTIENTS

1. Sous-espaces d’un espace topologique

Soit A une partie d’un espace topologique X. Nous avons défini la topologie induite
sur A par la topologie de X comme I'image réciproque de cette derniére par
Pinjection canonique A — X (I, p. 13, Exemple I); il revient au méme de poser
la définition suivante:

DirFiNtTIoN 1. — Soit A une partie d’un espace topologique X. On appelle topologie induite
sur A par la topologie de X la topologie dont les ensembles ouverts sont les traces sur A des
ensembles ouverts de X. L’ensemble A, muni de cette topologie, est appelé un sous-espace de X.

Exemple. — Sur Pensemble Z des entiers rationnels, la topologie induite par celle de
1a droite rationnelle est la topologie discréte, car la trace sur Z de Pintervalle ouvert
Jn — %, n + L( est ensemble {n}.

En vertu de la prop. 5 de I, p. 13 (ou directement & partir de la déf. 1), si
B A < X, le sous-espace B de X est identique au sous-espace B du sous-espace A de
X (transitivité des topologies induites). Si @ est un systéme générateur (resp. une
base) de la topologic de X (I, p. 13, Exemple I1), sa trace S, sur A est un systéme
générateur (resp. une base) de la topologie induite sur A.

Dans toutes les questions ol interviennent des éléments ou des parties de A, il
faut soigneusement distinguer entre leurs propriétés en tant que points (resp.
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parties) de Pespace X, et leurs propriétés en tant que points (resp. parties) du
sous-espace A. On opérera cette distinction en utilisant les locutions « dans A »,
« par rapport a A», ou «relativement & A » pour préciser les propriétés de la
seconde catégorie (éventuellement en les opposant aux locutions « dans X », « par
rapport 4 X », « relativement a X »).

Un ensemble ouvert dans le sous-espace A n’est pas nécessairement ouvert dans X:
pour que tout ensemble ouvert dans A soit ouvert dans X, il faut et il suffit que A soit ouvert
dans X. En effet, la condition est nécessaire, puisque A est ouvert par rapport 4 A;
elle est suffisante en vertu de (Oy) et de la déf. 1.

Les ensembles fermés dans A sont les traces sur A des ensembles fermés dans X (I,
p- 13, Exemple I) ; on voit comme ci-dessus que, pour que tout ensemble fermé dans A
soit fermé dans X, il faut et il suffit que A soit fermé dans X.

Les voisinages d’un point x € A par rapport & A sont les traces sur A des voisinages
de x par rapport @ X ; pour que tout voisinage de x par rapport a A soit un voisinage
de x par rapport a X, il faut et il suffit que A soit un voisinage de x dans X.

ProposrTION 1. — S A ¢t B sont deux parties d’un espace topologique X telles que B < A,
Padhérence de B par rapport au sous-espace A est la trace sur A de Padhérence B de B par

rapport a X.

En effet, si x € A, tout voisinage de x par rapport & A est de la forme V N A,
ol V est un voisinage de x dans X. Comme VN B = (V N A) N B, pour que x
soit adhérent a B par rapport a A, il faut et il suffit qu’il soit adhérent & B par
rapport a X.

COROLLAIRE. — Pour qu’une partie B de A soit dense par rapport @ A, il faut et il suffit
que B = A dans X (ou, ce qui revient au méme, que A < B).

On en conclut que si A, B, C sont trois parties de X telles que A > B = C,
et si B est dense par rapport a A et C dense par rapport a B, alors C est dense par
rapport & A (ransitivité de la densité); en effet, on a alors A = B = C dans X.

PropositioN 2. — Soit A une partie partout dense d’un espace topologique X; pour tout
x € A et tout voisinage V de x par rapport & A, Padhérence NV de N dans X est un voisinage

de x par rapport ¢ X.
En effet, V contient la trace U N A sur A d’un ensemble U ouvert dans X et

contenant x, donc V contient U N A = U (I, p. 7, prop. 5).

ProrosirioN 3. — Soit (A) o1 une famille de parties d’un espace topologique X, ayant
Pune des propriétés sutvantes:

a) les intérieurs des A, forment un recouvrement de X

b) (A)).e1 est un recouvrement fermé localement fint (I, p. 6} de X.

Dans ces conditions, pour qu’une partie B de X soit ouverte (vesp. fermée) dans X, il faut
et 1l suffit que chacun des ensembles B ™ A, soit ouvert (vesp. fermé) dans A,.
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La nécessité des conditions est évidente. Pour démontrer qu’elles sont suffi-
santes, placons-nous d’abord dans I’hypothése a); comme

((B)nA =A —(BnA),

on peut, par dualité, se borner & considérer le cas oui chacun des BN A, est

ouvert par rapport a A,; alors B N A, est ouvert dans A, pour tout ¢ €I, donc

ouvert dans X, et comme B = {J (B N A,) par hypothése, B est ouvert dans X.
t

Plagons-nous maintenant dans ’hypothése b) ; par dualité, on peut encore se
borner & considérer le cas ou chacun des B N A, est fermé par rapport a A,; alors
B N A, est fermé dans X; comme la famille (B N A,) est localement finie, et que
B={J)BnNA),B est fermé dans X en vertu de I, p. 6, prop. 4.

Remarque. — Soit (U,),.; un recouvrement ouvert d’un espace topologique X, et
pour tout 1 € I, soit B, une base de la topologie de sous-espace U, de X; il est clair
que B = |J B, est une base de la topologie de X.

tel

2. Continuité par rapport 3 un sous-espace

Soient X, Y deux espaces topologiques, f une application de X dans Y, B une
partie de Y contenant f(X). La définition de la topologie induite comme topologie
initiale (I, p. 12, prop. 4) montre que pour que f soit continue en x € X, il faut
et il suffit que 'application de X dans le sous-espace B de Y, ayant méme graphe
que f, soit continue au point x.

Soit maintenant A une partie de X; si f est continue au point x € A (resp.
continue dans X), sa restriction f | A est une application du sous-espace A dans Y,
qui est continue au point x (resp. continue dans A), en vertu de I, p. 9, prop. 2:
on dit parfois qu’une application f: X — Y est continue relativement & A au point
x € A (resp. continue relativement & A) si sa restriction f| A est continue au point x
(resp. continue dans A).

On notera que f| A peut étre continue sans que f soit continue en aucun point de
X: un exemple en est fourni par la fonction caractéristique ¢, d’une partie A de X
partout dense dans X ainsi que son complémentaire (I, p. 92, exerc. 11); si on
considére g, comme une application de X dans Pespace discret {0, 1}, ¢, n’est con-
tinue en aucun point de X, mais sa restriction & A est constante, donc continue.

Si A est un voisinage dans X d’un point x € A, etsi f: X — Y est telleque /| A
soit continue au point x, alors f est continue au point x, puisque tout voisinage de

x par rapport a A est un voisinage de x par rapport & X (caractére local de la
continuité).

ProrosiTION 4. — Soit (A,), 1 une famille de parties d’un espace topologique X, dont les
intérieurs _forment un recouvrement ouvert de X, ou qui est un recouvrement fermé localement
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Sini de X. Soit f une application de X dans un espace topologique X'. Si la restriction de f d
chacun des sous-espaces A, est continue, f est continue.
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En effet, si F’ est une partie fermée de X' et sion pose F = f(F'),F N A, est

fermé dans A, pour tout ¢ €I (I, p. 9, th. 1), donc F est fermé dans X en vertu
de la prop. 3 de I, p. 11; la conclusion résulte du th. 1 de I, p. 9.

3. Sous-espaces localement fermés

Deérinrtion 2. — On dit qu’une partie L d’un espace topologique X est localement fermée

en un point x € L s°i existe un voisinage V de x dans X tel que L. NV soit une partie

fermée du sous-espace V. On dit que L est localement fermée dans X si elle est localement
fermée en chacun de ses points.

Remarque. — Soit F une partie de X telle que pour fout point x de X, il y ait un

voisinage V de x dans X tel que V N F soit fermé dans le sous-espace V; il résulte

alors de 1a prop. 3 de I, p. 18 que F est fermée dans X. Par contre, il résulte aussitdt de

la prop. 5 ci-dessous qu’il existe en général des ensembles localement fermés et non
fermés dans X.

ProrosiTioN 5. — Soit L une partie d’un espace topologique X. Les conditions suivantes

sont équivalentes:
a) L est localement fermée;

b) L est une partie ouverte du sous-espace L, adhérence de L dans E;
c) L est intersection d’une partie ouverte et d’une partie fermée de X.

I1 est immédiat que b) implique c), L étant alors Pintersection de L et d’une
partie ouverte de X; ¢) implique a) en vertu de la déf. 2. Enfin, a) implique b):
en effet, pour tout x € L, il existe alors un voisinage ouvert U de x tel que U N L

soit fermé dans U; donc U N L = U N L, ce qui montre que dans le sous-espace
L, x est intérieur & L, donc L est ouvert dans L.

COROLLAIRE. — Soit f2 X — X' une application continue; pour toute partie localement

-1
Sermée L' de X', f(L') est localement fermée dans X.
Cela résulte aussit6t de la prop. 5 ci-dessus et de I, p. 9, th. 1.

4. Espaces guotients

DeriniTioN 3. — Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence dans X.
On appelle espace quotient de X par R ensemble quotient X|R, muni de la topologie
quotient de la topologie de X par la relation R (I, p. 15, Exemple I).

Sauf mention expresse du contraire, quand nous considérerons désormais X/R
comme un espace topologique, il sera sous-entendu qu’il s’agit de 'espace quotient
de X par R. On dit souvent que cet espace topologique est I'espace obtenu en
identifiant les points de X appartenant & une méme classe d’équivalence suivant R.
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Soit ¢ 'application canonique X — X/R. Par définition (I, p. 14, prop. 6 et
corollaire) les ensembles ouverts (resp. fermés) dans X/R sont les ensembles A tels

que <pl(A) soit ouvert (vesp. fermé) dans X; autrement dit, les ensembles ouverts
(resp. fermés) dans X/R sont en correspondance biunivoque canonique avec
les ensembles ouverts (resp. fermés) dans X saturés pour R, et sont les images
canoniques de ces ensembles.

ProrosiTION 6. — Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence dans X,
o Dapplication canonique de X sur X/R; pour qu’une application f de X|R dans un espace
topologique Y soit continue, il faut et il suffit que fo @ soit continue dans X.

Ce n’est qu’un cas particulier de I, p. 14, prop. 6, exprimant que la topologie
quotient est topologie finale pour Papplication ¢.

La prop. 6 montre qu’il existe une correspondance biunivoque canonique entre
les applications continues de X/R dans Y et les applications continues de X dans
Y, constantes dans toute classe d’équivalence suivant R.

Exemple. — *Considérons, sur la droite numérique R, la relation d’équivalence
x = y (mod. 1); Pespace quotient de R par cette relation est appelé tore d une dimension
et se désigne par T. La classe d’équivalence d’un point x € R se compose de tous les
points x + 1z, ot # parcourt 'ensemble Z des entiers rationnels. D’aprés la prop. 6, il
y a correspondance biunivogue entre les fonctions continues dans T et les fonctions
périodiques de période 1, continues dans R. Nous reviendrons dans V, §1,n° 2 sur cet
important exemple. 4

CoRrOLLAIRE. — Sotent X, Y, deux espaces topologiques, R (resp. S) une relation
d’équivalence dans X (resp. Y), f: X —Y une application continue compatible avec les
relations d’équivalence R et S (E, 11, p. 44); alors Papplication g: X/R — Y/S déduite
de f par passage aux quotients (E, II, p. 45) est continue.

C’est un cas particulier d’une propriété générale des structures quotients (E,
IV, p. 21, critere CST 20).

ProposiTiON 7 (transitivité des espaces quotients). — Soient R et S deux relations
d’équivalence dans un espace topologique X, telles que R entraine S, et soit S/R la relation
d’équivalence quotient dans Uespace quotient X/R (E, I1, p. 46). L’application canonique
bijective (X/R)/(S/R) — X/S est alors un homéomorphisme.

C’est un cas particulier de la transitivité des topologies finales (I, p. 14, prop.
7; cf. E, 11, p. 22, critere CST 21).

5. Décomposition canonique d’une application continue

Soient X, Y deux espaces topologiques, /: X — Y une application continue, R la
relation d’équivalence f(x) = f(y) dans X. Considérons la décomposition canonique:

£ X XRAS (X)L Y
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ol ¢ est I’application canonique (surjective) de X dans P'espace quotient X/R,
¢ Pinjection canonique du sous-espace f(X) dans Y et g la bijection associée a f
(E, IL, p. 14). Il est immédiat que g est continue (par la prop. 6 de I, p. 14) ce qui
est d’ailleurs un cas particulier d’un résultat général sur les structures quotients
(cf. E, IV, p. 21). Mais la bijection g n’est pas nécessairement un homéomorphisme.

ProrosiTioN 8. — Soient f = o go o la décomposition canonique d’une application
continue f: X — Y, R la relation d’équivalence f (x) = f(y). Les trois conditions suivantes
sont équivalentes:

a) g est un homéomorphisme de X |R sur f(X).

b) L’image par f de tout ensemble ouvert saturé pour R est un ensemble ouvert dans le
sous-espace f (X).

c) L’image par f de tout ensemble fermé saturé pour R est un ensemble fermé dans le
sous-espace f (X).

En effet, la condition b) (resp. c)) exprime que ’image par g de tout ensemble
ouvert (resp. fermé) dans X/R est un ensemble ouvert (resp. fermé) dans f(X).

Exemple. — Soient X un espace topologique, (X,), o1 un recouvrement de X, Y ’espace
somme des sous-espaces X, de X; il y a donc une partition (Y,),.; de Y en sous-espaces
a la fois ouverts et fermés, et pour chaque t € I un homéomorphisme f,: Y, — X,.
Soit f: Y — X P’application continue qui coincide avec f; dans Y, pour tout t € I, et
soit R la relation d’équivalence f(x) = f(y); P’espace quotient Y/R est donc obtenu
par «recollement » des Y, (I, p. 17). Considérons la bijection g: Y/R — X, associée
a f; en général g n’est pas un homéomorphisme, comme le montre I’exemple ol on
prend tous les X, réduits & un point, X étant supposé non discret. Toutefois, si les
intérieurs des X, forment un recouvrement de X, ou si (X,) est un recouvrement
fermé localement fini de X, g est un homéomorphisme; en effet, pour toute partie
ouverte U de Y, saturée pour R, et pour tout vel, f(U) "X, = f{UNY,) est
ouvert dans X,, et la conclusion résulte de la prop. 3 de 1. p. 18.

La proposition suivante donne une condition suffisante simple pour que g soit
un homéomorphisme:

ProrosITION 9. — Sotent f: X —Y une application continue surjective, R la relation
d’équivalence f (x) = f(y). S°il existe une section continue s: Y — X associée & f (E, 11,
p- 18, déf. 11), Papplication g: X/R —Y associde & f est un homéomorphisme, et s est
un homéomorphisme de Y sur le sous-espace s(Y) de X.

En effet, si ¢: X — X/R est ’application canonique, g et ¢ o s sont bijectives,
continues et réciproques 'une de 'autre; de méme s et la restriction de f a s(Y)
sont continues, bijectives et réciproques 'une de I'autre.

Lorsque R est une relation d’équivalence dans un espace topologique X et
g: X — X/R Tapplication canonique, toute section continue s: X/R — X associée
a o est aussi appelée section continue de X pour R (cf. E, 11, p. 42); le sous-espace
${(X/R) de X est alors homéomorphe & X/R. On notera que la donnée de s(X/R)
détermine complétement s; aussi dit-on souvent par abus de langage que s(X/R)
est une section (continue) de X pour R.
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On notera qu’il n’existe pas nécessairement de section continue pour une relation
d’équivalence dans un espace topologique (I, p. 94, exerc. 12).

6. Espace quotient d’un sous-espace

Soient X un espace topologique, A un sous-espace de X, R une relation d’équiva-
lence dans X, f’application canonique X — X/R, g sa restriction a A. La rela-
tion d’équivalence g(x) = g(y) dans A n’est autre que la relation R, induite par R
dans A (E, II, p. 45). Soit g = ¢ o s o @ la décomposition canonique de g, de
sorte que si j est P'injection canonique de A dans X, on a le diagramme commu-
tatif?

(1) A2S AR, L r(A) 25 XR,

\/

X

ProrosrtioN 10. — La bijection canonique h: A|R , — f(A) est continue. En outre, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes:

a) & est un homéomorphisme;

b) tout ensemble ouvert dans A et saturé pour R, est la trace sur A d’un ensemble
ouvert dans X et saturé pour R ;

c) tout ensemble fermé dans A et saturé pour R est la trace sur A d’un ensemble fermé
dans X et saturé pour R.

La premiére partie de la proposition est immédiate (I, p. 22). La seconde
résulte de la prop. 8 de I, p. 22: si B est un ensemble ouvert (resp. fermé) dans A
et saturé pour R,, et si g(B) = f(B) est la trace sur f(A) d’un ensemble C ouvert
(resp. fermé) dans X/R, B est la trace sur A de I’ensemble ouvert (resp. fermé)
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S(C) saturé pour R; et réciproquement, si B est la trace sur A d’un ensemble
ouvert (resp. fermé) D saturé pour R, f(B) est la trace sur f(A) de f(D), qui est
ouvert (resp. fermé) dans X/R.

COROLLAIRE 1. — 8¢ A est un ensemble saturé pour R et ouvert (vesp. fermé) dans X,
Papplication canonique h: AJR , — f(A) est un homéomorphisme.

En effet, si A est ouvert (resp. fermé) et saturé pour R, et si B < A est ouvert
(resp. fermé) dans A et saturé pour R,, B est ouvert (resp. fermé) dans X et
saturé pour R.

COROLLAIRE 2. — 8’ existe une application continue u: X — A felle que, pour tout
xeX, u(x) soit congru ¢ xmod. R, alors f(A) = X/R et Papplication canonique
h: AR, — X/R est un homéomorphisme.

En effet, comme toute classe d’équivalence suivant R rencontre A, Pimage

1 Cette expression signifie que Pon a foj = ¢ ohoq.
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canonique de A/R, dans X/R est identique & X/R; d’autre part, si U est ouvert

-1
dans A et saturé pour R,, il résulte de ’hypothése que #(U) est identique a

Iensemble obtenu en saturant U pour R; comme # est continue, z(U) est
ouvert dans X (I, p. 9, th. 1) d’olt le corollaire, en vertu de la prop. 10.
Exemple. — *Désignons par R larelation d’équivalence x = y (mod. 1) dans la droite
numérique R (I, p. 21, Exemple), par A Pintervalle fermé (0, 1J; A contient un point
au moins de toute classe d’équivalence suivant R. L’application canonique de A/R4
sur le tore T est un homéomorphisme; en effet, soit F un ensemble fermé dans A (donc
dans R); pour saturer F pour la relation R, il faut prendre la réunion des ensembles
fermés F + n (pour n € Z), qui forment évidemment une famille localement finie;
leur réunion est donc fermée (I, p. 6, prop. 4), d’olt notre assertion. On observera
que A/R, s’obtient en identifiant dans A les points 0 et 1.,

§ 4. PRODUIT D’ESPACES TOPOLOGIQUES

1. Espaces produits
DerneTioN 1. — Etant donnée une famille (X,), .1 d’espaces topologiques, on appelle
espace produit de cette famille Uensemble produit X = E X, muni de la topologie produit
des topologies des X, (I, p. 14, Exemple I11). On dit que les X, (v € I) sont les espaces
Jacteurs de X.

En vertu de 1, p. 12, prop. 4, la topologie produit sur X a pour base’ensemble
B des intersections finies d’ensembles de la forme }SI}L(UL) ,ou U, estouvertdans X, ;
ces ensembles ne sont autres que les produits g A,, o0u A, estouvertdans X, pour tout

veletou A, = X, sauf pour un nombre fini d’indices ; nous donnerons a ces ensembles le
nom d’ensembles élémentaires.
Si B, est une base de la topologie de X, (pour tout . € I), il est clair que les

ensembles élémentaires HAL tels que A, €9, pour tout ¢ tel que A, # X,
Le

forment encore une base de la topologie produit. Ceux de ces ensembles qui
contiennent un point x € X forment par suite un systéme fondamental de voisinages
de x (I, p. 5, prop. 3).

Lorsque I est un ensemble finz, la construction de la topologie produit & partir
des topologies des X, se simplifie: les ensembles élémentaires sont simplement les

produits Ie_l A, ol A, est une partie ouverte quelconque de X, pour fout el
(cf. I. p. 95, exerc. 9).

Exemples. — *Le produit R™ de n espaces identiques 4 la droite numérique R est
appelé espace numérique & n dimensions; R? est aussi appelé plan numérique (cf. VI, §1,
n° 1). On définit de méme, & partir de la droite rationnelle Q, ’espace rationnel a n
dimensions Q" (plan rationnel pour n = 2).
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La topologie de Pespace R™ a pour base ’ensemble des produits de 7 intervalles
ouverts dans R, ensembles qu’on appelle pavés ouverts a n dimensions. Les pavés ouverts
contenant un point x € R" forment un systéme fondamental de voisinages de ce point.
On appelle de méme pavés fermés ¢ n dimensions les produits de » intervalles fermés dans
R. Les pavés fermés auxquels x est intérieur forment encore un systéme fondamental
de voisinages de x. On a des résultats analogues pour I’espace rationnel & # dimensions. ,

Prorosrrion 1. — Soit f = (f,) une application d’un espace topologique Y dans un
espace produit X = E X,. Pour que f soit continue en un point a €Y, il faut et il suffit

que, pour tout v € 1, f, soit continue au point a.
Comme f, = pr, o f, cela n’est autre qu’un cas particulier de la prop. 4 de

I, p. 12.

CoroLLARE 1. — Sotent (X,),e1, (Y.).e1 deux familles d’espaces topologiques ayant
méme ensemble d’indices. Pour tout v € 1, soit f, une application de X, dans Y,. Pour que

Papplication produit [ (x,) de (fi(x)) I;[ X, dans 1—1 Y, soit continue en un point

a = (a), il faut et il suffit que, pour tout v € 1, f, soit continue au point a,.
En effet, f's’écrit x — ( f,(pr, #)); la condition est donc suffisante en vertu de

la prop. 1. Inversement, pour tout k € I, soit g, I'application de X, dans H X,

telle que pr.(g.(x,)) = %, et pr,(g.(%)) = a, pour v # K; g, est continue au
point a, en vertu de la prop. 1; comme f, = pr, o fo g, on voit que si f est
continue au point g, f, est continue au point a,.

CorROLLAIRE 2. — Soient X, Y deux espaces topologiques. Pour qu'une application
Fi X Y soit continue, il faut et il suffit que Uapplication g: x +— (x, f(x)) soit un
homéomorphisme de X sur le graphe G de f (considéré comme sous-espace de Iespace produit
X x Y).

Comme f = pr, o g, la condition est suffisante. Elle est nécessaire, car si f est
continue, g est bijective et continue (prop. 1) et son application réciproque est
la restriction & G de pry, qui est continue (cf. E, IV, p. 18, critere GST 17).

ProrosiTion 2 (associativité des produits topologiques). — Soient (X,),o; une
Samille &’ espaces topologiques, (] ) « ex une partition de lensemble X, et, pour tout x e K, sout

X, = ]—I X, le produit des espaces X, pour ve J.. Lapplication canonique (E, II,

tedy

p. 35) de Pespace produat IL;[[ X, sur Uespace produit Q{ X, est un homéomorphisme.

C’est un cas particulier de la transitivité¢ des topologies initiales (I, p. 13,
prop. 5; cf. E, IV, p. 17, critere CGST 13).

On identifie le plus souvent les espaces produits H X, et IIK X au moyen de
Le Ke

Papplication canonique.
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COROLLAIRE. — Soit & une permutation de I’ensemble 1. L’ application (x,) +—> (x4,) est un
homéomorphisme de Q X, sur g X
11 suffit, dans la prop. 2, de prendre K = I et J, = {c()} pour tout ¢ € I.

Prorosition 3. — Sotent X un ensemble, (Y,),e1 une famille d’espaces topologiques, et
pour chaque v € 1, soit f, une application de X dans Y. Soit f Uapplication x — ( f,(x))

deX dans Y = g Y., ¢t soit T la topologie la moins fine sur X rendant continues les f,.

Alors T~ est Iimage réciprogue par f de la topologie induite sur f (X) par la topologie produit
sur Y.

C’est un autre cas particulier de la transitivité des topologies initiales (I, p.
13, prop. 5; cf. E, IV, p. 17, critére CST 15).

COROLLAIRE. — Pour tout v €I, soit A, un sous-espace de Y. La topologie induite sur
A= 1;1 A, par la topologie produit sur E_l: Y, est la topologie produit des topologies des

sous-espaces A,.
11 suffit d’appliquer la prop. 3 aux fonctions f, = j, o pr,, j, étant I'injection
canonique A, — Y, (cf. E, IV, p. 17, critére CST 14).

2. Coupe d’un ensemble ouvert; coupe d’un ensemble fermé; projection d’un
ensemble ouvert, Continuité partielle

ProrosiTioN 4, — Soient X, X, deux espaces topologiques; pour tout a, € X4, applica-
tion xo — (ay, %3) est un homéomorphisme de Xy sur le sous-espace {a,} x Xode X, x X,

C’est un cas particulier du cor. 2 de I, p. 25, appliqué 2 la fonction con-
stante x5 > 4.

L’application x5 +> (ay, x3) est une section continue (I, p. 22) pour la relation
d’équivalence pry z = pry 2’ dans X; x X,; Pespace quotient de X; x X, par cette
relation d’équivalence est donc homéomorphe 4 X,.

COROLLAIRE. — La coupe A(x,) d’un ensemble ouvert (resp. fermé) A du produit
X, x X,, sutvant un point quelconque x; € X, est un ensemble ouvert (vesp. fermé) dans
Xo.

ProrosiTION 5. — La projection sur un espace facteur d’un ensemble ouvert U du produit
X; x X, est un ensemble ouvert.
En effet, on a par exemple pr, U = |J Ul(x;) et la proposition résulte du
x1€X;

cor. de la prop. 4 et de I'axiome (Oy).

Remarque 1. — La projection sur un espace facteur d’une partie fermée d’un espace
produit X; x X, peut fort bien ne pas étre un ensemble fermé. Par exemple, dans le plan
rationnel Q2, 'hyperbole d’équation x;x; = 1 est un ensemble fermé, mais ses projec-
tions sont toutes deux égales au complémentaire du point 0 dans Q, ensemble qui
n’est pas fermé.
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ProrosirioN 6. — Soent Xy, Xo, Y frois espaces topologiques, f une application de
Pespace produit X, x Xy dans Y. Si f est continue au point (ay, a5), Uapplication
partielle x5 > f(ay, x5) de X, dans Y est continue au point a,.

En effet cette application est composée de f et de 'application x, > (ay, x5);
la proposition résulte donc de la prop. 4.

On exprime souvent la prop. 6 en disant qu’une fonction continue de deux

arguments est continue par rapport a chacun d’eux.

Remarque 2. — 11 se peut que foutes les applications partielles déterminées par une
application f: X; x Xy — Y soient continues sans que f soit continue dans X, x X,
(cf. IX, §5, exerc. 21 et EVT, ITI, §4, exerc. 4). *Par exemple, I’application f
du plan numérique R? dans R, définie par f(x, y) = xy/(x* + y?) pour (x,y) # (0, 0)
et £(0,0) = 0, a toutes ses applications particlles continues, sans étre continue au
point (0, 0), puisque f(x, x) = Lsix # O

Si g est une application de X; dans Y, continue en un point a,, Papplication
(%1, x5) H>g(x;) de X; x X, dans Y est continue en tout point (a,, x5), car elle

est composée de g et de la projection sur X;.
Les résultats de ce numéro s’étendent aisément & un produit quelconque

H X, d’espaces topologiques, en remarquant que ce produit est homéomorphe
Le

au produit (E XL> X (1;[{ X) pour toute partition (J, K) de I (I, p. 25, prop. 2).

3. Adhérence dans un produit

ProrosrtioN 7. — Dans un espace produit g X, Uadhérence d’un produit d’ensembles
L

g A, est identique au produit g A, de leurs adhérences.

En effet, supposons que ¢ = (a,) soit adhérent a HA‘; pour tout k€1,
a, = pry a est adhérent & A, en vertu de la continuité de pr, (I, p. 9, th. 1),
donc a EH A,. Réciproquement, soit b = (b,) € H A, et soit H V, un en-
semble élér:nentaire quelconque contenant b; pour tout ¢ € I, V, contient un point

x, € A,, donc H V, contient le point (x,) € U A, ce qui prouve que b est adhé-
L
rent 4 ]:[ A.
COROLLAIRE. — Pour qu’un produit H A, d’ensembles non vides soit fermé dans Uespace
i
H X,, il faut et il suffit que, pour tout v, A, soit fermé dans X,.
L

Rappelons que si I est fini, un produit I—[I A, est ouvert lorsque, pour tout e I, A,
€

est ouvert dans X,;; mais il n’en est pas de méme lorsque I est infini.
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ProrosiTION 8. — Soit a = (a,) un point d’un espace produit X = g X, ; Uensemble

D des points x € X tels que pr, x = a, sauf pour un nombre fini d’indices v, est partout
dense dans X.

En effet, pour tout ¥ € X et tout ensemble élémentaire V = H U, contenant
Lte

x, on a U, = X, sauf pour les indices ¢ appartenant & une partie finie J de I;
prenonsy, = x,pourt€ J,y, = g, pourt ¢ J;ilestclairquey = (y,)eDetyeV,
d’ol la proposition.

4. Limites projectives d’espaces topologiques

Soient I un ensemble préordonné (non nécessairement filtrant), la relation de
préordre dans I étant notée « < B. Pour tout « € I, soit X, un espace topologique,
et pour o < P, soit f,5 une application de X dans X,. Nous dirons que (X, f.z)
est un systéme projectif d’espaces topologiques si: 1° (X, fop) est un systeme projectif
d’ensembles (E, 1II, p. 52); 2° pour « < B, f,p est une application continue. Soient
X I'ensemble h£ Xy, et pour tout « € I, soit £, I’application canonique X — X,;

nous dirons que sur X la topologie la moins fine rendant continues les Jfo est la limite
projective (pour les f,5) des topologies des X, et que Pensemble X, muni de cette
topologie, est la limite projective du systéme projectif d’espaces topologiques (Xo, fup)
lorsque nous parlerons de él_l_nil_ X, comme d’un espace topologique, il sera tou-
jours sous-entendu, sauf mention expresse du contraire, que la topologie de cet
espace est la limite projective des topologies des X,,.

On sait que I'ensemble X est la partie du produit 01;[1 X, formée des points x
tels que
(1) Pro ¥ = fop(PTs %)
pour « < B. Il résulte de la prop. 3 de I, p. 26 que, sur X, la topologie limite
projective des topologies des X, est identique a la topologie induite par la topologie

de lespace produit I_II X, Si, pour tout « € I, Y, est un sous-espace de X, de
oxe

sorte que les Y, forment un systéme projectif de parties des X, (E, I1L, p. 54), il est
clair que P’espace topologique lim Y, est un sous-espace de lim X,.

Soit (X, fos) un second systéme projectif d’espaces topologiques ayant méme
ensemble d’indices I, et pour tout « eI, soit u,: X, — X, une application
continue, telle que (u,) soit un systeme projectif d’applications (E III, p. 54); alors
u = lim u, est une application continue de X = lim X, dans X' = lim X{.

e—— - 3 3 . 6— &.
En effet, si f, est I'application canonique X' — X{, on a f,ou = u, o f,, donc
J+ o u est continue pour tout « € I, et notre assertion résulte de la prop. 4 de I,
p- 12.

Enfin, supposons I filtrant & droite, et soit J une partie cofinale de I; soit Z la
limite projective du systéme projectif (X, fya)ucs,pes d’espaces topologiques.
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Alors la bijection canonique g: X — Z (E, I1I, p. 55, prop. 3) est un homéomor-
phisme. En effet, pour tout A€ ], on a pr,(g(x)) = pry %, donc g est continue
(I, p. 25, prop. 1); inversement, soit  la bijection réciproque de g; pour tout
ael, il existe A€ ] tel que & < A et on a donc pr,(h(z)) = fuu.(prs 2), ce qui
montre la continuité de & (I, p. 25, prop. 1), vu Phypothése sur les f,g.

ProrosiTiON 9. — Soit 1 un ensemble préordonné filtrant & droite. Sotent (X, fop) un

systéme projectif d’espaces topologiques ayant 1 pour ensemble d’indices, X = lim X, J
e
1

une partie cofinale de 1. La famille des ensembles};(Ua), on o parcourt J, ot f, est Uappli-
calion canonique X — X, et o2, pour chaque o. € J, U, parcourt une base B, de la topologie
de X, est une base de la topologie de X.

-1
On sait (I, p. 12) que les intersections finies d’ensembles de la forme f,(U,)
(e €1, U, ouvert dans X,) forment une base de la topologie de X. Si (o)1 <;<n
est une famille finie d’indices de I, il existe y € J tel que o; < vy pour 1 < ¢ < n,

. -1 -1 -1
donc f,, = foy ° fy €t si Pon pose V, = O Ja(Ug), ona f,(V,) = O Ju(Uo)s

i

mais V, cst ouvert, donc réunion d’ensembles de B,, d’ot la proposition.

COROLLAIRE. — Supposons 1 filtrant. Soit A une partie de X = lim X, et pour fout
a €1, posons A, = fo(A). Alors: e—

(1) Les A, (resp. les Ay) forment un systeme projectif de parties des X, et Uon a
— -1 —
A =NfA,) = lim A,

o P .
(1) St A est fermé dans X, on a A = lim A, = lim A,.
< <«
La premiére assertion de (1) résulte des relations f, = f,5 o fy pour & < £ et

-— 1 e
de ce que les f,; sont continues (I, p. 9, th. 1). Posons A’ = Q Jo(Ay) s il est

clair que A’ est fermé et contient A, donc A < A’. Inversement, soit x € A’ et
montrons que x est adhérent 2 A. En vertu de la prop. 9, il suffit de prouver que

-1
tout voisinage de x qui est de la forme f,(U,), avec « € I et U, ouvert dans X,
rencontre A. Or on a par hypothese f,(x) e U,, et comme f,(x) €A, on a

-1
U, N A, # &, ce qui signifie que A N £, (U,) n’est pas vide.
Pour établir (i1), il suffit de remarquer que, sans hypothése sur A, on a

A < lim A, © lim Ag;si A est fermé, il résulte de (i) que A = lim A, d’ot (ii).
P < D

Exemple. — Soit (X, )y 1 une famille filtrante (pour =) de parties d’un ensemble Y,
et pour chaque o € I, soit J une topologie sur X,, telle que pour a < B, Z; soit plus
fine que la topologie induite sur Xj par J,. Alors, si 'on prend pour f,; P'injection
canonique Xy — X, pour a < f3, <Iim X, s’identifie canoniquement a Vintersection

X des X, muni de la topologie borne supérieure (I, p. 13, Exemple 1T} des topologies
induites sur X par les 7.
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§ 5. APPLICATIONS OUVERTES ET APPLICATIONS FERMEES

1. Applications ouvertes et applications fermées

DérntioN 1. — Sotent X, X' deux espaces topologiques. On dit qu’une application
S+ X — X’ est ouverte (vesp. fermée) si 'image par f de toute partie ouverte (vesp. fermée)
de X est ouverte (resp. fermée) dans X'.

En particulier, f(X) est alors une partie ouverte (resp. fermée) de X'.

Exemples. — 1) Soit A un sous-espace d’un espace topologique X; pour que
Pinjection canonique j: A — X soit ouverte (resp. fermée), il faut et il suffit que A
soit ouvert (resp. fermé) dans X (I, p. 18).

2) Pour qu’une bijection f d’un espace topologique X sur un espace topo-
logique X' soit un homéomorphisme, il faut et il suffit que f soit continue et ouverte, ou
continue et fermée,

3) Soit fune surjection d’un ensemble X dans un espace topologique X'; si on
munit X de la topologie image réciproque de celle de X' par f (I, p. 13, Exemple I),
f est une application continue a la fois ouverte et fermée de X dans X',

4) Dans un espace produit X = I—l X, toute projection pr,: X — X, est une
135

application continue ouverte, mais non nécessairement fermée (I, p. 26, prop. 5).

*5) Une fonction holomorphe non constante £, définie dans une partie ouverte
connexe A de C, est une application ouverte de A dans C.,

6) Soient X, X’ deux espaces topologiques, f une bijection continue de X sur X’,
qui n’est pas bicontinue; alors la bijection réciproque g: X’ — X est une application
ouverte et fermée de X’ sur X, qui n’est pas continue.

Prorosrrion 1. — Soient X, X', X" trois espaces topologiques, f+ X — X', g: X' — X"
deux applications. Alors:

a) St fet g sont ouvertes (vesp. fermées), g o f est ouverte (vesp. fermée).

b) 8% g o fest ouverte (vesp. fermée) et si f est surjective et continue, g est ouverte (resp.
Sermée).

c) St g o fest ouverte (vesp. fermée) et st g est injective et continue, f est ouverte (resp.
Sfermée).

L’assertion a) résulte aussitét de la déf. 1. Pour démontrer b), il suffit de
remarquer que toute partie ouverte (resp. fermée) A’ de X’ s’écrit A" = f(A),

-1
ot A = f(A") est ouvert (resp. fermé) dans X (I, p.9, th.1); donc
g(A") = g(f(A)) est ouvert (resp. fermé) dans X”. Enfin, pour prouver c), on

-1
remarque que pour toute partie Ade X, on a f(A) = g(g(f(A))); par hypothése,
si A est ouvert (resp. fermé) dans X, g( f(A)) est ouvert (resp. fermé) dans X”,
donc f(A) est ouvert (resp. fermé) dans X' en vertu de I, p. 9, th. 1.

ProrosiTioN 2. — Soient X, Y deux espaces topologiques, f une application de X dans Y.
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-1
Pour toute partie T de Y, désignons par fr Uapplication de f(T) dans T qui coincide avec
f dans £ (T).

a) St f est ouverte (vesp. fermée), fr est ouverte (vesp. fermée).

b) Soit (T(v)),c1 une famille de parties de Y dont les intérieurs forment un recouvre-
ment de Y, ou qui est un recouvrement fermé localement fini de Y ; si toutes les fry, sont
ouvertes (vesp. fermées), alors f est ouverte (vesp. fermée).

-1
a) Si A est une partie ouverte (resp. fermée) de f(T), il existe une partie

-1
ouverte (resp. fermée) B de X telle que A =B N f(T); on a alors
Jr(A) = f(B) n'T; par hypothese f(B) est ouvert (resp. fermé) dans Y, donc
Jo(A) est ouvert (resp. fermé) dans T.

-1
b) Soit B une partie ouverte (resp. fermée) de X, et soit B, = B N f(T(1));
on a f(B) N T() = fr,(B,); comme fr,(B,) est ouvert (resp. fermé) dans T(v)
par hypothése, f(B) est ouvert (resp. fermé) dans Y en vertu de la prop. 3 de I, p.
18.

CoROLLAIRE. — S0zt (T(1)), o1 une famille de parties de Y dont les intérieurs forment un
recouvrement de Y, ou qui est un recouvrement fermé localement fini de Y. Si f: X —Y est

-1
continue et si chacune des fr, est un homéomorphisme de f (T (1)) sur T (1), f est un homéo-
morphisme de X sur Y.
Il est clair en effet que f est bijective, et elle est ouverte en vertu de la prop. 2.

2. Relations d’équivalence ouvertes et relations d’équivalence fermées

DErmNiTION 2. — On dit qu’une relation d’équivalence R dans un espace topologique X est
ouverte (resp. fermée) si Uapplication canonique de X sur X/R est ouverte (resp. fermée).

Il revient au méme de dire que le saturé pour R de toute partie ouverte (resp.
fermée) de X est un ensemble ouvert (resp. fermé) dans X (I, p. 21).

Exemples. — 1) Soient X un espace topologique, I" un groupe d’homéomorphismes de
X sur lui-méme, R la relation d’équivalence

«il existe c € I tel que y = o(x) »

entre x et y (autrement dit, la relation d’équivalence dont les classes sont les
orbites de I" dans X; cf. A, I, p. 54). Montrons que la relation R est ouverte: en
effet, le saturé d’un ensemble A = X pour R est la réunion des images 6(A), o ¢
parcourt I'; si A est ouvert, il en est de méme des 6(A) et par suite de leur réunion.

*Sur la droite numérique R, la relation d’équivalence x = y (mod. 1) est ouverte,
car elle est définie de la maniére précédente & partir du groupe des translations
x>x + n (neZ) (voir III, p. 10).,

2) Soit X un espace somme d’une famille (X,) de sous-espaces de X, et soit X/R
P’espace obtenu par recollement des X, le long d’ensembles ouveris A, au moyen de
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bijections &, (I, p. 16); nous supposerons que k,, soit un khoméomorphisme de A,
sur A, pour tout couple d’indices. Dans ces conditions, la relation R est ouverfe. En
effet, si U est ouvert dans X, le saturé de U est la réunion des £,,(U N A,,) ; comme
U N A, est ouvert dans Ay, 2o (U N A,,) est ouvert dans A, donc dans X, d’ot

notre assertion.
3) Avec les notations de PExemple 2), supposons maintenant que les A, soient

JSermés et que les ky, soient des homéomorphismes; en outre, nous supposerons que, pour
tout indice t, il n’existe qu’un nombre fini d’indices k tels que A, # @ (en termes
imagés, chaque X, n’est « recollé » qu’a un nombre fini de X,). Dans ces conditions,
la relation R est fermée. En effet, pour tout ensemble fermé F dans X, le saturé de F
est la réunion des 2, (F M A,) < A,,; or Phypothése entraine que cette famille est
localement finie et d’autre part A (F N A,,) est fermé dans A,,, donc dans X. Notre
conclusion résulte alors de la prop. 4 de I, p. 6.

PropostTioN 3. — Soient X, Y deux espaces topologiques, f X —>Y une applzmtwn

continue, R la relation d’équivalence f (x) = f(y) dans X, X L X/R N f(X)—Y
la décomposition canonique de f. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

a) f est une application ouverte.

b) Les trois applications p, h, i sont ouvertes.

c) La relation d’équivalence R est ouverte, h est un homéomorphisme et f(X) est une
partie ouverte de Y.

En outre, ce qui précéde reste vrat lorsqu’on y remplace partout « ouverte » par « fermée ».

Comme I'injection ¢ est continue, il résulte de la prop. 1 ¢} de I, p. 30 que si
S est ouverte, il en est de méme de £ - p; comme p est surjective et continue, la
prop. 1 b) de I, p. 30 montre alors que % est ouverte, et comme £ est une bijection
continue c’est un homéomorphisme; on en conclut (I, p. 30, prop. 1 a)) que

p = ho (hop) est ouverte. D’autre part (I, p. 30, prop. 1 b)), ¢ o & est ouverte,

donc (I, p. 30, prop. 1 a)) ilenestde mémedei = (ioh)o /z Ceci prouve que
a) entraine b). Inversement, b) entraine a) en vertu de la prop. 1 a) de I, p. 30.
Enfin, I’équivalence de b) et c) résulte aussitét des définitions.

La démonstration est analogue, mutatis mutandis, lorsqu’il s’agit d’applications
fermées.

ProposiTiON 4. — Soient R une relation d’équivalence ouverte (resp. fermée) dans un
espace topologique X, f Uapplication canonique X — X[R, A une partie de X. Supposons
que Uune des deux conditions sutvantes soit vérifiée:

a) A est ouvert (resp. fermé) dans X.

b) A est saturé pour R.

Dans ces conditions, la relation R, induite sur A est ouverte (vesp. fermée) et I'applica-
tion canonique de AR 5 sur f(A) est un homéomorphisme.

Considérons le diagramme commutatif (1) de I, p. 23, donnant la décompo-
sition canonique de f o j. Dans ’hypothése a), j est ouverte (resp. fermée) et il en
est de méme de f par hypothése, donc f o j est ouverte (resp. fermée) (I, p. 30,
prop. 1 a)), et la conclusion résulte de la prop. 3. Dans ’hypothése b), on a
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-1
A = f(f(A)), et ko ¢ est I'application de A dans f(A) coincidant avec f dans A;
en vertu de la prop. 2 a) de I, p. 31, % o ¢ est ouverte (resp. fermée), et la con-
clusion résulte encore de la prop. 3 appliquée & £ o ¢.

3. Propriétés spéciales aux applications ouvertes

Proposrrion 5. — Svient X, Y deux espaces topologiques, f une application de X dans Y,
B une base de la topologie de X. Les propridtés suivantes sont équivalentes:

a) f est une application ouverte.

b) Pour tout U € B, f(U) est ouvert dans Y.

c) Pour tout x € X et tout voisinage V de x dans X, f(V) est un voisinage de f(x)
dans Y.

L’équivalence de a) et b) résulte aussitét des définitions et de (Oy) ; 'équiva-
lence de a) et c) résulte de la prop. 1 de I, p. 2.

ProrosrTiON 6. — Soit R une relation d’équivalence dans un espace topologique X. Les
trois conditions sutvantes sont équivalentes:

a) La relation R est ouverte.

b) L’intérieur de tout ensemble saturé pour R est saturé pour R.

c) L’adhérence de tout ensemble saturé pour R est saturé pour R.

Par passage aux complémentaires (I, p. 7, formules (2)), il est évident que
b) et ¢) sont équivalentes. Montrons que b) entraine a): supposons b) vérifiée
et soient U une partie ouverte de X, V son saturé pour R; on a V > U et comme

par hypothése V estsaturé, ona V = V et le saturé de U est ouvert. Inversement,
montrons que a) implique b); supposons a) vérifiée, et soit A un ensemble saturé
pour R; si B est le saturé de ;X, ona A < B c A, et comme B est ouvert par
hypothése, B = A.

ProposITION 7. — Soient R une relation d’équivalence dans un espace topologique X, ¢
Papplication canonique X — X[R. Si R est ouverte:

() Pour tout ensemble A < X saturé pour R, U’adhérence (resp. Uintérieur) de ¢(A)
dans X|R est o(A) (resp. o(A)).

(ii) Pour toute partie C de X/R, on a » (C) = o (C).

Inversement, chacune de ces propriétés implique que R est ouverte.

(ii) se déduit de (i), car si A = —Epl (C), A est saturé pour R, donc aussi A

(prop. 6), et 9(A) = C, dott A = :pl (C). Pour prouver les deux assertions de
(i), notons qu’elles se déduisent 'une de I’autre par passage aux complémentaires,
en utilisant les formules (2) de I, p. 7, et le fait que si B est une partie saturée de
X, on a ¢({B) = bp(B). En vertu de la prop. 6, A est saturé, donc o(A) est fermé
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dans X/R, et comme A = A, on a 9(A) € g(A), d’ott ¢(A) < ¢(A); mais

puisque ¢ est continue, ¢(A) < ¢(A) (I, p. 9, th. 1), d’ol1 la conclusion.

S S | .

Inversement, supposons que l'on ait cpl(C) = ¢ (C) pour toute partie C de
X/R, et montrons que pour tout ensemble U ouvert dans X, ¢(U) est ouvert
dans X/R; dans le cas contraire, il existerait dans ¢(U) un point z adhérent a

C = bo(U), donc il y aurait dans U un point xs_cpl((j) ="¢(C); mais cela est
absurde puisque U est ouvert et U ﬂ_cpl Q) = @.

COROLLAIRE. — Les notations étant celles de la prop. 7, st la relation R est ouverte, alors,

pour quune partie Z, de X[R soit localement fermée, il faut et il suffit que ?pl(Z) soit locale-
ment _fermée dans X. _
En effet, dire que Z est localement fermée dans X/R signifie que Z — Z est

fermée dans X/R (I, p. 20, prop. 5); mais cela équivaut a dire que Zpl(Z —1) =
% (Z) = (Z) est une partie fermée de X (I, p. 21); en vertu de la prop. 7, cela
signifie aussi que ¢ (Z) = o (Z) est fermée dans X, autrement dit que ¢ (Z) est
localement fermée dans X.

ProrosiTioN 8. — Soient (X,),c1, (Y.).er deux familles d’espaces topologiques ayant

méme ensemble d’indices. Pour tout v € 1, soit f, une application ouverte de X, dans Y, et
supposons que f, soit surjective sauf pour un nombre fini d’indices. Alors I application produit

F ) e () de L1, dans 1LY, est owvente

I1 suffit en effet (I, p. 33, prop. 5) de prouver que I'image par f de tout en-
semble élémentaire g A, de IEII X, est ouverte dans g Y. Or, cette image est
g J.(A) et les hypothéses entrainent que f,(A,) est ouvert dans Y, pour tout

velet quef(A) = Y, sauf pour un nombre fini d’indices; d’ot la conclusion.
CororrLARE. — Sott (X)), 1 une famille d’espaces topologiques, et pour chaque €1,
soient R, une relation d’équivalence dans X,, f, U application canonique X, — X, [R,. Soit R

la relation d’équivalence dans X = g X,
« pour tout L€ I, pr, x = pr,y (mod. R)) »

entre x et y, et soit f Uapplication produit (x,) — (fi(x,)) de X dans g (X,/R). S
chacune des relations R, est ouverte, la relation R est ouverte, et la bijection associée & f est un
homéomorphisme de X [R sur ];;1 (X/R).

En effet, R est la relation f(x) = f(y), et comme f est continue et ouverte en
vertu de la prop. 8 ci-dessus et de I, p. 25, cor. 1, la conclusion résulte de la

prop. 3 de I, p. 32.
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En particulier, si R (resp. S) est une relation d’équivalence ouverte dans un
espace topologique X (resp. Y), la bijection canonique (E, II, p. 47) de
X x Y)/(R x 8) sur (X/R) x (Y/S) est un homéomorphisme; lorsqu’on ne
suppose plus R et S ouvertes, cette bijection est encore continue, mais n’est plus
nécessairement un homéomorphisme, méme lorsque 'une des relations R, S est la
relation d’égalité (I, p. 96, exerc. 6).

4. Propriétés spéciales aux applications fermées

ProrosrTioNn 9. — Soient X, X' deux espaces topologiques. Pour qu’une application

J: X — X' soit continue et fermée, il faut et il suffit que f(A) = f(A) pour toute partie A
de X.

La condition est suffisante, car elle entraine évidemment que f est fermée, et
elle entraine aussi que f est continue en vertu de I, p. 9, th. 1. Inversement, si f

est continue et fermée, on a f(A) = f(A) = f(A) en vertu de I, p. 9, th. I, et
en outre f(A) est fermé dans X’ par hypothése, donc f(A) = f(A).

ProrosiTioN 10. — Soit R une relation d’équivalence dans un espace topologique X. Pour
que R soit_fermée, il faut et il suffit que toute classe d’équivalence M suivant R admette un
systéme fondamental de voisinages saturés pour R.

En effet, supposons que R soit fermée, et soit U un voisinage ouvert quel-
conque de M; comme I = (U est fermé dans X, ’ensemble S saturé de F pour R
est fermé dans X. Comme M est saturé pour R,onaM NS = g,donc V = (S
est un voisinage ouvert de M, saturé pour R et contenu dans U.

Inversement, supposons que R satisfasse a la condition de 1’énoncé, et soit I
une partie fermée quelconque de X. Soient T le saturé de F pour R, x un point
de 6T, M la classe d’équivalence de x;ona M N'T = @ etafortioi M N F = @,
autrement dit, U = (F est un voisinage de M. 1l existe donc un voisinage V < U
de M, saturé pour R; comme VN F = g,onaaussiVNT = @;il en résulte
que 0T est un voisinage de M, donc de x, ce qui prouve (I, p. 2, prop. 1) que
0T est ouvert, donc que T est fermé.

Remarque. — La prop. 10 entraine la propriété suivante: Si R estfermée, en désignant
par ¢ ’application canonique X — X/R, pour tout x € X et tout voisinage U de la
classe d’équivalence de x dans X, ¢(U) est un voisinage de ¢(x) dans X/R. On aura soin
de noter que cela n’entraine nullement que pour tout voisinage V de x dans X/R,
¢{(V) soit un voisinage de ¢(x); en d’autres termes (I, p. 33, prop. 5) une relation
d’équivalence fermée n’est pas nécessairement ouverte (I, p. 96, exerc. 2). Inverse-
ment, une relation d’équivalence ouverte n’est pas nécessairement fermée (I, p. 30,
Exemple 4) : car si U est un voisinage dans X d’une classe d’équivalence M, pour tout
x € M et tout voisinage V = U de x, le saturé de V est bien un voisinage de M dans X,
mais ce voisinage n’est pas nécessairement contenu dans U.

Notons enfin qu’il existe des relations d’équivalence distinctes de 1’égalité et qui
sont & la fois ouvertes et fermées (I, p. 96, exerc. 3) et des relations d’équivalence qui
ne sont ni ouvertes ni fermées (I, p. 101, exerc. 10).
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§6. FILTRES

1. Définition d’un filtre

DErINtTION 1. — On appelle filire sur un ensemble X un ensemble § de parties de X qui
posséde les propriéiés suivanies:

(Fy) Toute partie de X contenant un ensemble de § appartient @ 3.

(Fr) Toute intersection finie d’ensembles de & appartient & §.

(Fip) La partie vide de X n’appartient pas d 3.

Des deux derniéres de ces propriétés on déduit que toute intersection finie
d’ensembles de § est non vide.

Un filtre & sur X définit sur X une structure dont les axiomes sont (Fy), (Fy)
et (Fy;); cette structure est dite structure d’ensemble filiré, et ensemble X, muni de
cette structure, est appelé ensemble filtré par le filtre .

L’axiome (Fy1) est équivalent 4 la conjonction des deux axiomes suivants:
(Fu) Lintersection de deux ensembles de § appartient ¢ §.
(Fi) X appartient & F.

Les axiomes (Fyy,) et (Fip) montrent qu’il n’y a pas de filtre sur Pensemble vide.

Pour qu’un ensemble de parties satisfaisant a (Fy) vérifie aussi (Fiyp), il faut et il
suffit qu’il soit non vide. Pour qu’un ensemble de parties satisfaisant & (Fy) vérifie aussi
(Frr), il faut et il suffit que cet ensemble soit différent de P(X).

Exemples de filtres. — 1) Si X # @, Pensemble de parties réduit au seul élément X
est un filtre sur X. Plus généralement, I’ensemble des parties de X qui contiennent
une partie non vide A de X est un filtre sur X.

2) Sur un espace topologique X, Pensemble des voisinages d’une partie non vide
quelconque de X (et en particulier d’un point de X) est un filtre.

3) Si X est un ensemble infini, les complémentaires des parties finies de X sont les
éléments d’un filtre. Le filtre des complémentaires des parties finies de I’ensemble
N des entiers >0 est appelé le filtre de Fréchet.

2. Comparaison des filtres

DerINITION 2. — Etant donnés deux Siltres &, & sur un méme ensemble X, on dit que &'
est plus fin que &, ou que § est moins fin que F', st § < F. Side plus §F # §', on dit que
&' est strictement plus fin que F, ou que § est strictement moins fin que &'.

Deux filtres dont 'un est plus fin que I'autre sont dits comparables. L’ensemble
de tous les filtres sur X est ordonné par la relation « § est moins fin que & », qui
n’est autre que la relation induite par la relation d’inclusion dans $(P(X)).

Soit (&), une famille non zide quelconque de filtres sur un ensemble X

(nécessairement non vide); Pensemble § = QI &, vérifie les axiomes (F;), (Fy)
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et (Fyy), donc est un filtre, appelé filtre intersection de la famille (3,), o1, €t qui est
évidemment la borne inférieure de 'ensemble des &, dans 'ensemble ordonné des
filtres sur X.

Le filtre formé de Punique ensemble X est le plus petit élément de ensemble or-
donné des filtres sur X; lorsque X a plus d’un élément, nous verrons dans I, p. 39
qu’il n’y a pas de plus grand élément dans ’ensemble ordonné des filtres sur X.

Etant donné un ensemble & de parties d’un ensemble X, cherchonss’il existe des
filtres sur X confenant &. Si un tel filtre existe, il contient aussi, d’aprés (Fyy),
Pensemble & des intersections finies d’ensembles de & (y compris X, intersection
de la partie vide de &) ; une condition nécessaire pour que le probléme soit possible
est donc que la partie vide de X n’appartienne pas & . Montrons que cette
condition est suffisante: en effet, tout filtre contenant &’ contient aussi, d’apres (Fy),
Iensemble &” des parties de X qui contiennent un ensemble de 6. Or, 6"
satisfait évidemment a (Fy); il satisfait & (Fy;) d’aprés la définition de &', et enfin
il satisfait a (Fir) puisque la partie vide de X n’appartient pas & 6'. L’ensemble &”
est donc le moins fin des filtres contenant ®. Nous avons donc prouvé:

ProrostTION 1. — Pour qu’il existe un filtre sur X contenant un ensemble & de parties de
X, tl faut et il suffit qu’aucune des intersections finies d’ensembles de © ne soit vide.

On dit que le filtre " défini ci-dessus est engendré par &, et que ® est un systéme
générateur de ©”.

Exemple.— Soit & un ensemble quelconque de partiesd’un ensemble X, et considérons
la topologie 7~ sur X engendrée par & (I, p. 13, Exemple IT). Comme ’ensemble des
intersections finies d’ensembles de & est une base de 77, il résulte de la démonstration
de la prop. 1 ci-dessus, ainsi que la prop. 3 de I, p. 5, que pour tout x € X, le filtre
des voisinages de x pour J est engendré par I’ensemble G (x) des ensembles de @ auxquels
appartient x.

COROLLAIRE 1. — Soient F un filtre sur un ensemble X, A une partie de X. Pour qu’il
existe un filtre §' plus fin que § et tel que A € F' 1l faut et ol syffit que A renconire tous les
ensembles de .

COROLLAIRE 2. — Pour qu’un ensemble ® de filtres sur un ensemble non vide X admette
une borne supérieure dans ensemble de tous les filtres sur X, ul_faut et il suffit que pour toute
sutte finie (§)1<i<n d’éléments de © et tout A;e® (1 <1 < n), Pintersection
A, NN A, soit non vide.

Cela exprime en effet que la réunion & des filtres & € @ vérifie la condition
de la prop. 1.

CoROLLAIRE 3. — L’ensemble ordonné des filtres sur un ensemble non vide X est inductif.

En effet, tout ensemble totalement ordonné ® de filtres sur X vérifie la condition
du cor. 2, car les ensembles A; appartiennent tous & 'un des §; par hypothese,
et il suffit d’appliquer (Fy).
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3. Bases d’un filtre

Si & est un systéme générateur d’un filtre § sur X (I, p. 37), & n’est pas en
général Pensemble des parties de X contenant un ensemble de &: pour que 6 ait
cette propriété, il faut et il suffit que toute intersection finie d’ensembles de &
contienne un ensemble de &. On a donc la proposition suivante:
ProposiTION 2. — Etant donné un ensemble de parties © d’un ensemble X, pour que
Densemble des parties de X contenant un ensemble de B soit un filtre, il faut et il suffit que B
posséde les deux propriétés suivantes:

(By) L’intersection de deux ensembles de B contient un ensemble de B.

(By) B nlest pas vide, et la partie vide de X n’appartient pas ¢ B.

DerFiNtTION 3. — On dit qu’un ensemble de parties B d’un ensemble X qui satisfait aux
axiomes (By) et (Byy) est une base du filtre qu’il engendre. On dit que deux bases de filtre
sont équivalentes lorsqu’elles engendrent le méme filtre.

Si ® est un systéme générateur d’un filtre &, Pensemble &’ des intersections finies
d’ensembles de & est une base de & (I, p. 37).

ProrosiTioN 3. — Pour qu’une partie B d’un filtre § sur X soit une base de F, il faut et 1l
suffit que tout ensemble de F contienne un ensemble de B.

La condition est évidemment nécessaire; elle est suffisante, car si elle est
remplie, 'ensemble des parties de X contenant un ensemble de B est identique
a § en vertu de (Fy).

PrOPOSITION 4. — Sur un ensemble X, pour qu’un filtre &' de base B’ soit plus fin gu’un
Siltre & de base B, il faut et il suffit que tout ensemble de B contienne un ensemble de B'.
La proposition résulte aussitt des déf. 2 (I, p. 36) et 3 (I, p. 38).

COROLLAIRE. — Pour que deux bases de filtre B, B sur un ensemble X soient équivalentes,
il faut et il syffit que tout ensemble de B contienne un ensemble de B’ et que tout ensemble de
B’ contienne un ensemble de B.

Exemples de bases de filtre. — 1) Soit X un espace topologique; les bases du filtre
des voisinages d’un point x € X ne sont autres, en vertu de la prop. 3, que les
systémes _fondamentaux de voisinages de x (I, p. 4, déf. 5).

2) Soit X un ensemble non vide, préordonné filirant pour une relation (o)
(E, 111, p. 12); pour tout élément a € X, on appellera section de X relative &
Pélément a 'ensemble S(a) des x € X tels que a(o)x. L’ensemble & des sections de X
est une base de filtre: il satisfait en effet & (By;) de maniére évidente; d’autre part,
si a, b sont deux éléments quelconques de X, il existe par hypothése un élément
ceX tel que a(o)c et b(o)c, d’ott S(¢) = S(a) N S(b), ce qui démontre (B;). Le
filtre engendré par & est appelé le filtre des sections de ’ensemble filtrant X.

Par exemple, le filire de Fréchet (I, p. 36) est le filtre des sections sur ’ensemble
ordonné N, considéré comme ensemble filtrant pour la relation <.
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Soit maintenant & un filtre sur un ensemble Z; comme § est un ensemble filtrant
pour la relation > (en vertu de Paxiome (Fy)), on peut définir sur & un filtre des
sections, une section relative & un ensemble A €F étant ici I'ensemble S(A) des
ensembles M € {F tels que M < A. Ce filtre est appelé le filtre des sections du filtre .

4. Ultrafiltres

DErmNtTION 4. — On appelle ultrafiltre sur un ensemble X un filtre tel qu’il n’existe aucun
Siltre strictement plus fin que lui (en d’autres termes, un élément maximal de 'ensemble
ordonné des filtres sur X).

Comme I’ensemble ordonné des filtres sur X est inductif (I, p. 37, cor. 3), le
th. de Zorn (E, 111, p. 20, th. 2) entraine le théoré¢me suivant:
TuEOREME 1. -— Pour tout filtre & sur un ensemble X, il existe un ultrafiltre plus fin que 3.

ProrosiTiON 5. — Soit & un ultrafiltre sur un ensemble X. St A et B sont deux parties de
X telles que ABeF, omaAeFouBeg.

Raisonnons par I’absurde, et supposons que A ¢ §, B¢ Get A U B e §. Soit 6
Pensemble des parties M de X telles que A U M € §. On vérifie immédiatement
que & est un filtre sur X. Or 6 est strictement plus fin que &, puisque B € &; mais
ceci est en contradiction avec 'hypothése que § est un ultrafiltre.

COROLLAIRE. — 7 [a réunion d’une suile finie (A;)1<i<n de parties de X appartient d un
ultrafiltre &, Uun au moins des A; appartient @ §.
11 suffit de raisonner par récurrence sur z.

En particulier, si (A;)1<;<n €St un recouvrement de X, un au moins des A,
appartient a §.
La prop. 5 caractérise les ultrafiltres; plus généralement:

ProrosiTiON 6. — Sott © un systéme générateur d’un filtre sur un ensemble X; si, pour
toute partie Y de X, on a Y € © ou CY € &, 6 est un ultrafiltre sur X.

Soit en effet & un filtre contenant & (il en existe par hypothése) ; & est identique
a6,carsiY eF onalY ¢F, donc Y ¢ 6, ce qui entraine Y € 6.

Exemple d’ultrafilire. — L’ensemble des parties d’un ensemble non vide X qui con-
tiennent un élément ¢ € X est un ultrafilire; en effet, c’est un filtre et si Y est une
partie quelconque de X, on a a € Y ou a € {Y. Ces ultrafiltres sont dits triviaux.

Le lecteur pourra observer qu’en dehors de cet exemple, nous ne démontrerons
Jjamais I’existence d’un ultrafiltre (méme sur un ensemble infini dénombrable) autre-
ment que par le th. 1 (donc en utilisant ’axiome de choix).

Remarque. — Si X est un ensemble contenant au moins deux éléments, il y a au moins
deux ultrafiltres distincts sur X, donc Pensemble ordonné des filtres sur X n’a pas de
plus grand élément.

ProrosiTioN 7. — Tout filire § sur un ensemble X est intersection des ultrafilires plus
Sins qui lui.
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Il est clair que cette intersection contient & D’autre part, soit A un ensemble
n’appartenant pas 4 &, et posons A’ = [A; comme A ne contient aucun ensemble
de F,ona M N A’ # @ pour tout M € G, et par suite (I, p. 37, cor. 1), il existe
un filtre & plus fin que F et contenant A’. Si U est un ultrafiltre plus fin que §’
(I, p. 39, th. 1), on a donc A ¢ U, ce qui achéve la démonstration.

5. Filtre induit

Prorosttion 8. — Soient & un filire sur un ensemble X, A une partie de X. Pour que la
trace T de & sur A sott un filtre sur A, il faut et il suffit que tout ensemble de F rencontre A.

En effet, la relation M N N) N A = (MNA) N (NNA) montre que Fu
vérifie (Fpp); de méme, si MNA<cPc A, onaP=MUP)NA, donc &,
vérifie (F;). Pour que &, satisfasse a (Fyy), il faut et il suffit que tout ensemble de
& rencontre A, d’ott la proposition.

En particulier, si A € §, 4 est un filtre sur A, d’apres (Fy) et (Fyy).

DEFINITION 5. — 87 la trace, sur une partie A d’un ensemble X, d’un filtre & sur X, est un
Siltre sur A, on dit que ce filtre est induit par § sur A.

Si un filtre § sur X induit un filtre sur A <= X, la trace sur A d’une base de &
est une base de §, en vertu de la prop. 3 de I, p. 37.

Exemple. — Soient X un espace topologique, A une partie de X, x un point de X;
pour que la trace sur A du filtre des voisinages de x soit un filtre sur A, il faut et il
suffit que tout voisinage de x rencontre A, autrement dit (I, p. 7, déf. 10) que x soit
adhérent & A.

Ce qui fait Uintérét de cet exemple de filtre induit, ¢’est d’une part qu’il joue un
role important dans la théorie des limites (I, p. 50), et d’autre part que tout filtre peut
étre défini de ceite maniére. En effet, soit  un filtre sur un ensemble X; soit X’ I'ensemble
obtenu en adjoignant 3 X un nouvel élément o, X étant identifié au complémentaire
de {w} dans X’ (E, II, p. 30); soit § le filtre sur X’ formé des ensembles M U {w},
o1 M parcourt §. Pour tout point x #  de X, soit B(x) ’ensemble des parties de X’
contenant x; posons d’autre part B(w) = F; les B(x), pour x € X', satisfont visible-
ment aux axiomes (Vy), (Vi), (Vin), et (Viy), donc définissent sur X’ une topologie
dont ils sont les filtres de voisinages; enfin o est adhérent 2 X pour cette topologie et
estinduit parF = V(o) sur X. La topologie ainsi définie sur X (resp. Pensemble X’
muni de cette topologie) s’appelle topologie associée (resp. espace topologique associé) A G.

ProrosiTioN 9. — Pour qu’un ultrafiltre W sur un ensemble X induise un filtre sur une
partie A de X, il faut et il suffit que A € U; si cette condition est remplie, Wy est un ultrafiltre
sur A.

C’est une conséquence immédiate des prop. 5 et 6 (I, p. 39).

6. Image directe et image réciproque d’une base de filtre

Soit B une base de filtre sur un ensemble X, et soit f une application de X dans
un ensemble X’; £(DB) est une base de filtre sur X', car la relation M # & entraine
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SM) # z,etonaf(MNN) < f(M) Nnf(N). Si B, est une base d’un filtre
plus fin que le filtre de base B, f(B,) est une base d’un filtre plus fin que le filtre
de base f(8) (I, p. 38, prop. 4).

ProposiTiON 10. — Si B est une base d’ulirafiltre sur un ensemble X, fune application de
X dans X', f(B) est une base d’ultrafiltre sur X'.

-1
Soit en effet M’ une partie de X’; si f(M’) contient un ensemble M de B, M’

~1 -1
contient f(M); sinon, { f(M') = f(6M’) contient un ensemble N de 3 (I, p. 39,
prop. 5), donc M’ contient f(N). La proposition résulte par suite de la prop. 6 de
I, p. 39.

Considérons en particulier le cas ol f est Pinjection canonique A — X d’une
partie A d’un ensemble X. Si B est une base de filtre sur A, f(B) est une base de
filtre sur X. On dit que le filtre & sur X engendré par f(B) est le filtre engendré
par B, lorsqu’on considére B comme base de filtre sur X. Si B est une base d’ultrafiltre sur
A, C’est aussi une base d’ultrafiltre sur X, en vertu de la prop. 10.

Examinons maintenant si ’image réciprogue d’une base de filtre est une base de
filtre. Soit B’ une base de filtre sur un ensemble X', et soit f une application de X

-1 -1
dans X’; pour que f(®B’) soit une base de filtre sur X, il faut et il suffit quef (M') # @
pour tout M’ € B’, comme il résulte aussitot de la relation
vy ! ! - ! 2 ’
SM' NN =f(M) nf(N)
et de la déf. 3 de I, p. 38. Cette condition peut aussi s’exprimer en disant que
tout ensemble de B’ rencontre f (X) (ou encore que la trace de B’ sur (X) est une base

de filtre). On notera que si elle est remplie, £( f(B")) est une base d’un filtre plus
Jin que le filtre de base 9.
Si B est une base de filtre sur X, il est clair que la condition précédente est

-1
remplie par B’ = f(B); f(f(B)) est alors une base d’un filtre moins fin que le
filtre de base 2.

Soient A une partie d’un ensemble X, ¢ 'injection canonique A — X; si B est

une base de filtre sur X, Zpl(%) n’est autre que B, ; en exprimant, & P’aide de la con-
dition précédente, que c’est une base de filtre sur A, on retrouve une partie de la prop.
8 de I, p. 40.

7. Produit de filtres
Soit (X,),¢; une famille d’ensembles, et pour chaque indice i € I, soit B, une base

de filtre sur X,. Soit B I'ensemble des parties de I’ensemble produit X = I:l X
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qui sont de la forme 1—1 M,, ot M, = X, sauf pour un nombre fini d’indices et o1
LE

M, € 3, pour tout ¢ tel que M, # X,. En vertu de la formule
IIm) A (TIN) =TT v nny,

il est immédiat que B est une base de filire sur X. On notera que le filtre de base B
. » ~1 N \
est aussi engendré par les ensembles pr (M,), o M, € B, et ol k parcourt I,

puisque I—)%K(MK) =M, x Ll:! X

DEFINITION 6. — Etant donné un filtre &, sur chacun des ensembles X, d’une famille

(X)) e1 on appelle produit des filtres F, et on note g &, (st aucune confusion n’en résulte)

le filtre sur X = g X, ayant pour base U'ensemble des parties de la forme g M,, o
M, € G, pour tout v€ 1 et M, = X, sauf pour un nombre fini d’indices.

Le lecteur vérifiera aisément que le filtre produit des , peut encore étre défini
comme le moins fin des filtres ® sur X tels que pr,(®) = &, pour toutt e L.

Les remarques précédentes montrent que si, pour tout t € I, B, est une base
de &, B est une base du filtre produit g &, (I, p. 38, prop. 3).
Sur un produit X = g X, d’espaces topologiques, le filtre des voisinages

d’un point quelconque x = (x,) est le produit des filtres des voisinages des points
x, (I, p. 24).
La construction d’un filtre produit § = L—i[ &, se simplifie lorsque 1’ensemble

d’indices I est fini: une base de & est alors formée de fous les produits ].:l M,, ol
L
M,eg pourtouttel.Sil ={1,2,...,n}on écrit & x F x -+ x F, au lieu

de g Foe

8. Filtres élémentaires

DEFINITION 7. — Soit (x,),ex Une suite infinie d’éléments d’un ensemble X ; on appelle
filtre élémentaire associé d la suite (x,) le filtre engendré par Pimage du filtre de Fréchet
(I, p. 36) par Papplication n — x, de N dans X.

11 revient au méme de dire que le filtre élémentaire associé a (x,) est ensemble
des parties M de X telles que Fon ait x, € M sauf pour un nombre fini de valeurs
de n. Si S, désigne ensemble des x, tels que p > n, les ensembles S, forment une
base du filtre élémentaire associé a la suite ().

Le filtre élémentaire associé 2 une suite infinie exfraite d’une suite (x,) est plus
fin que le filtre élémentaire associé & (x,) (cf. I, p. 98, exerc. 15).
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Tout filtre élémentaire possede par définition une base dénombrable. Inverse-
ment:

PropositioN 11. — 87 un filire § posséde une base dénombrable, il est l¢ filtre intersection

des filtres élémentaires plus fins que .

En effet, rangeons la base dénombrable de & en une suite (A,),y; si 0n pose
n

B, = poo A,, les B, forment encore une base de & (I, p. 38, prop. 3) et on a
B, ., < B, pour tout z. Soit a, un élément quelconque de B, ; il est clair que &
est moins fin que le filtre associé & (a,). Le filtre intersection § des filtres élémen-
taires plus fins que & existe donc et est évidemment plus fin que &; s’il était
strictement plus fin, il existerait un ensemble M € 3 tel que B, N (M # @ pour tout
n; si b, est un élément de B, N EM, le filtre associé & la suite (b,) serait plus fin
que § et M n’appartiendrait pas a ce filtre, contrairement a la définition de 9.

Remargue. — Un filtre moins fin qu’un filtre 4 base dénombrable peut fort bien ne pas
posséder de base dénombrable; par exemple, si X est un ensemble infini non dé-
nombrable, le filire des complémentaires des parties finies de X n’a pas de base
dénombrable (sans quoi I’ensemble des parties finies de X serait dénombrable, ce
qui est contraire & ’hypothése); toutefois ce filtre est moins fin que tout filtre élé-
mentaire associé A une suite infinie dont les termes sont distincts.

9. Germes suivant un filtre

Soit & un filtre sur un ensemble X. Dans 'ensemble P(X) des parties de X, la
relation

«ilexiste VeFtelque MNV =NNV»

entre M et N est une relation d’équivalence R, car elle est évidemment réflexive et
symétrique, et si M, N, P sont trois parties de X tellessque M NV = NN Vet
NNW =PnW pour deux ensembles V,W de & on en conclut que
MAVAW)=NN{VNAW)=Pn(VNnW)etPlonaVAWeg, d’olla
transitivité de R. On dit que la classe mod. R d’une partie M de X est le germe
de M suivant &; P'ensemble quotient P(X)/R est appelé Pensemble des germes de
parties de X (suivant F).

Les applications (M, N) > M NN et (M, N) =M U N de $(X) x B(X)
dans $(X) sont compatibles avec les relations d’équivalence R x R et R (E, II,
p. 44). En effet, si M = M’ (mod. R) et N = N’ (mod. R), il existe V et W dans
Gtelsque MNV=MnNVeNNW=NNW, dol

MANN(VNAW) =(MNN)N(VNAW)
et

MUNNNVAW)=MnNn{VAW)UDNNVAW)
=MnNIVAWHUDNANNVAW)=MUN)NVNAW).
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Par passage aux quotients, on déduit de ces applications deux applications notées
(par abus de langage) (§,1) > & N et (,4) = E U7 de (B(X)/R) x (B(X)/R)
dans $(X)/R. On vérifie immédiatement que pour ces lois de composition
tout élément est idempotent, et que ces lois sont commutatives, associatives
et distributives 'une par rapport 4 Plautre. En outre, les relations § =
ENy et g = &U 7 sont équivalentes; si on les écrit (par abus de langage)
¢ < 1, on vérifie aisément que cette relation est une relation d’ordre sur B(X)/R,
pour laquelle cet ensemble est réticulé, admet le germe de @ pour plus petit
élément et le germe de X pour plus grand élément; on notera d’ailleurs que la
relation § < ysignifiequ’il existe M€, NeqnetVegtelsque MNV e NNV,

Soit maintenant X’ un second ensemble, et désignons par ® I’ensemble des
applications dont 'ensemble de départ est une partie de X appartenant a & et
dont X’ est Pensemble d’arrivée. Dans @, la relation

«il existe V € § tel que f et g soient définies et coincident dans V »

entre f et g est une relation d’équivalence S, car elle est évidemment réflexive et
symétrique; de plus, elle est transitive, car si f et g sont définies et coincident dans
V €@, et si g et h sont définies et coincident dans W € §, alors f et 4 sont définies
et coincident dans V. N W € §. On dit que la classe mod. S d’une application f
d’un ensemble V € & dans X' est le germe de f (suivant F), et 'ensemble quotient
® = O/S est appelé Vensemble des germes d’applications de X dans X' (suivant §).

Remarques.—1) Touteapplication fd’ unepartie M € § de X dans X’ est équivalente
mod. S & une application f; de X dans X’ (ce qui justifie la terminologie précédente):
il suffit en effet de prolonger 4 X en lui donnant par exemple une valeur constante
dans X — M.

2) Pour que les fonctions caractéristiques oy et @y de deux parties M, N de X aient
méme germe suivant F, il faut et il suffit que les parties M et N aient méme germe
suivant F.

Soient X"un troisi¢éme ensemble, g une application de X' dans X", ®'’ensemble
des applications dont ’ensemble de départ est une partie de X appartenant a §
et dont X” est ’ensemble d’arrivée. Pour toute application f € @, ¢ o fappartient
a @’; en outre, il est immédiat que si g € ® a méme germe que f suivant F, ¢ o f
et @ o g ont méme germe suivant &; ce germe ne dépend donc que du germe fde f
suivant § et se note ¢ f). On définit ainsi une application (encore notée ¢ par
abus de langage) de I’ensemble @ des germes d’applications de X dans X', dans
I'ensemble @’ des germes d’applications de X dans X".

n
Soient maintenant X; (1 < ¢ < n) des ensembles, Y = I_.l: X leur produit;
i=

désignons par @; (resp. @) 'ensemble des applications dont ’ensemble de départ
est une partie appartenant & § et dont X; (resp. Y) est ’ensemble d’arrivée. Si
fie®;pour 1 <7< netsiM;eF est 'ensemble de départ de f;, 'application
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> (fi(t), ..., fo(2)) est définie dans iol M, et appartient donc & @; nous la

désignerons (par abus de langage) par ( f, ..., f,). Enoutre, si f; et g; appartien-
nent a ®; et ont méme germe suivant § (pour 1 < ¢ < ), il est immédiat que
(f1s- -5 tn) €t (g15 - - ., gn) ONt méme germe suivant §; ce germe ne dépend donc
que des germes f; des f;. Si on le désigne par I'(f1, . . ., /), il est immédiat que I est

une bijection de 'ensemble produit Q ®, sur Lensemble @, en désignant par P,

(resp. @) Pensemble des germes suivant § des applications de X dans X; (resp.
dans Y); aussi, par abus de langage, écrit-on d’ordinaire ( f,,. .., f,) au lieu de
T'(fy, - -.>fu) 8il n’en résulte pas de confusion.

D’apres ce qui précede, toute application ¢ de Y dans un ensemble X” définit

n
donc une application (f, ..., f,) > U(fi, ..., /) de g ®, dans ’ensemble @’
des germes des applications de X dans X".

En particulier, si I = {1, 2} et si Xj, X5 et X” sont tous égaux a un méme
ensemble X' (de sorte que ¢ est une loi de composition sur X') on déduit de ¢
une loi de composition sur 'ensemble ® des germes d’applications de X dans
X', On vérifie aussitot que si la loi donnée sur X' est associative (resp. com-
mutative), il en est de méme de la loi correspondante sur ®; si la loi ¢ sur X’
admet un élément neutre ¢’, le germe suivant § de 'application constante x — ¢’
est élément neutre pour la loi correspondante sur @. Enfin, lorsque X’ admet un
élément neutre ¢’, pour que le germe f d’un élément fe @ soit inversible dans
®, il faut et il suffit qu’il existe V € §, contenu dans ’ensemble de départ de f, et
tel que f () soit inversible dans X' pour tout ¢ € V; si, pour tout ¢ € V, on note g(¢)
Pinverse de f(¢), le germe g de g est alors inverse de f dans ®. En particulier, si
X' est un groupe pour la loi ¢, ® est un groupe pour la loi correspondante; on
prouve de méme que si X’ est un anneau (resp. une algébre sur un anneau A),
® est un anneau (resp. une algébre sur A) pour les lois de composition corres-
pondantes.

10. Germes en un pdint

Un des cas les plus fréquents ot s’appliquent les définitions et résultats du n° 9 est
celui ol & est le filtre des voisinages d’un point @ d’un espace topologique X; on
parle alors de « germes au point a » au lieu de « germes suivant & ». On notera qu’il
n’existe alors qu’un seul germe de voisinages du point 4, celui de 'espace X tout
entier. Les germes d’ensembles fermés sont identiques aux germes d’ensembles
localement fermés au point a, car si L est localement fermé au point a, les germes de L
et de L au point @ sont égaux (I, p. 18, prop. 1). On en conclut que si £,  sont
deux germes d’ensembles localement fermés au point a, § U » et £ N ) sont aussi
de tels germes.
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Comme a appartient & tout ensemble V € G, f (a) est défini pour toute applica-
tion fdont I'ensemble de départ appartient & §; en outre, si f et g ont méme germe
au point 4, on a nécessairement f(a) = g(a), donc f(a) ne dépend que du germe

fde fau point a; on dit que c’est la valeur de f au point « et on la note f(a). On
notera que la relation f(a) = #(a) n’entraine nullement f = & en général.

Soient X’, X" deux espaces topologiques, & un point de X', g, g’ deux applica-
cations de X' dans X” ayant méme germe au point b. Si f, f sont deux applica-
tions de X dans X', continues au point a, ayant méme germe en ce point et telles
quef(a) = b,gofetg of' ontmémegerme au point a: en effet, si V' est un voisinage
de b tel que g(x') = g'(x") dans V', il existe un voisinage V de a tel que /(V) = V7,
F'(V) = V' et f(x) = f'(x) dans V, d’ol notre assertion. Le germe de go f au
point a est alors appelé le composé des germes g et f de g et de f et se note Z o f.

§7. LIMITES

1. Limite d’un filtre

DerintTioN 1. — Soient X un espace topologique,  un filtre sur X. On dit qu’un point
x € X est point limite (ou simplement limite) de &, si F est plus fin que le filtre B(x) des
voisinages de x5 on dit ausst alors que & converge (ou est convergent) vers x. On dit que x
est limite d’une base de filtre B sur X (ou que B converge vers x) si le filtre de base B
converge vers x.

Cette définition et la prop. 4 de I, p. 38, donnent le critére suivant:
PropostTioN 1. — Pour qu’une base de filtre B sur un espace topologique X converge vers
xeX, o faut et il syffit que tout ensemble d’un systéme fondamental de voisinages de x
contienne un ensemble de B.

En accord avec la terminologie introduite dans I, p. 3, on peut énoncer la prop.

1 de la fagon suivante: pour que B converge vers #, il faut et il suffit qu’il existe des
ensembles des B aussi voisins qu’on veut de x.

Si un filtre F converge vers x, tout filtre plus fir que & converge aussi vers «,
en vertu de la déf. 1. De méme, si on remplace la topologie de X par une topologie
moins fine, le filtre des voisinages de x est remplacé par un filtre moins fin (I, p. 11,
prop. 3), donc & converge encore vers x pour cette nouvelle topologie.

De fagon imagée, on peut donc dire que, plus une topologie est fine, moins il y a de
Siltres convergents pour cette topologie. En particulier, pour la topologie discréte, les seuls

filtres convergents sont les filtres de voisinages, car ces derniers sont les ultrafiltres
triviaux sur X (I, p. 40).

Soit ® un ensemble de filtres sur X, qui convergent tous vers un méme point
x; le filtre des voisinages B(x) est moins fin que tous les filtres de ®, donc aussi
moins fin que le filtre intersection 3 des filtres de ®; autrement dit, I converge aussi

VETSs X.
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ProPOSITION 2. — Pour qu’un filtre § sur un espace topologique X converge vers un point x,
il faut et il suffit que tout ultrafilire plus fin que § converge vers x.
Cela résulte aussitét de ce qui précede et de la prop. 7 de I, p. 39.

On notera qu’en général un filtre peut avoir plusieurs poinis limites distincts;
nous reviendrons sur cette question dans I, p. 52.

2. Point adhérent & une base de filire

DérintTiON 2. — Dans un espace topologique X, on dit qu'un point x est adhérent @ une
base de filtre B sur X, s’il est adhérent a tous les ensembles de B.

Si x est adhérent & une base de filtre B, il est aussi adhérent a toute base de
filtre équivalente @ B en vertu de I, p. 38, corollaire, et en particulier au filtre de
base 3.

ProposiTiON 3. — Pour qu’un point x soit adhérent & une base de filtre B, il faut et il
suffit que tout ensemble d’un systéme fondamental de voisinages de x rencontre chacun des
ensembles de B.

Cela résulte immédiatement des définitions.

Cette proposition et le cor. 1 de I, p. 37 montrent que la propriété « x est
adhérent au filtre & » est équivalente a la propriété «il existe un filtre plus fin que
F et que le filtre des voisinages de x ». Autrement dit:

ProrosrrioN 4. — Pour qu’un point x soit adhérent & un filtre §, il _faut et il suffit qu’il
existe un filtre plus fin que § et qui converge vers x.

En particulier, tout point limite d’un filtre & est un point adhérent & §.

COROLLAIRE. — Pour qu’un ultrafiltre W soit convergent vers un point x, il faut et il suffit
que x soit adhérent @ .

Sixest adhérenta un filtre &, il est aussi adhérent a tout filtre moins fin que F; de
méme, si on remplace la topologie de X par une topologie moins fine, x reste
adhérent & & pour cette topologie.

L’ensemble des points adhérents & une base de filtre 3 sur X est par définition
Pensemble () M; d’ot:
Me3B
ProrostTioN 5. — Lensemble des points adhérents & une base de filtre sur un espace
topologique X est fermé dans X.

PROPOSITION 6. — Soit B une base de filtre sur une partic A d’un espace topologique X.
Tout point adhérent & B dans X appartient & A. Inversement, tout point de A est limite dans
X d’un filtre sur A.

La premiére assertion est évidente. D’autre part, si x € A, la trace sur A du
filtre des voisinages de x dans X est un filtre sur A qui converge évidemment vers x.
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Remarque. — Un filtre sur un espace topologique n’a pas nécessairement de point
adhérent (ni a fortiori de point limite) : par exemple, sur un espace discret infini, le
filtre des complémentaires des parties finies n’a pas de point adhérent. Les espaces
dans lesquels tout filtre admet un point adhérent jouent un réle trés important en
Mathématique; nous les étudierons au § 9.

3. Valeur limite et valeur d’adhérence d’une fonction

DirmaTioN 3. — Soit f une application d’un ensemble X dans un espace fopologique Y,
et sott § un filtre sur X; on dit qu’un point y € Y est valeur limite (ou simplement limite)
de f suivant le filire & st la base de filtre f (&) converge vers y. On dit que y est valeur
d’adhérence de f suivant le filtre & si y est un point adhérent a la base de filtre f ().

La relation «y est limite de f suivant le filtre & » s’écrit aussi limg f = y, ou
lim f(x) =y, ou méme lim f(x) = y lorsqu’aucune confusion n’en résulte.
%, § x

De la déf. 3 et des prop. 1 (I, p. 46) et 3 (I, p. 47) on déduit les critéres
suivants:
ProproSITION 7. — Pour quey €'Y soit limite de f suivant le filtre §, il faut et il suffit que,
pour fout voisinage V de y dans Y, il existe un ensemble M € & tel que f(M) < V (ou

-1

encore, que f (V) € § pour tout voisinage V de y).
Pour quey soit valeur d’adhérence de f suivant F, il faut et il suffit que pour tout voisinage
V de y et tout ensemble M € , il existe x € M tel que f(x) € V.

Exemples. — 1) Une suite de points (x,),.x d’un espace topologique X est une

application z — x, de N dans X. On a souvent & considérer, en Analyse, la notion

de valeur limite ou de valeur d’adhérence d’une telle application suivant le filtre

de Fréchet (I, p. 36) sur N; siy est limite de n > x,, suivant le filtre de Fréchet, on

dit que y est limite de la suite (x,) lorsque n croit indéfiniment (ou que x,, tend vers y

lorsque n croft indéfiniment) et Pon écrit lim «x, = y. On appelle de méme valeur
n-— 0

d’adhérence de la suite (x,) toute valeur d’adhérence de 'application 7 +> x, suivant
le filtre de Fréchet.

On peut encore dire que y € X est valeur limite (resp. valeur d’adhérence)
d’une suite (x,) de points de X §'il est point limite du filtre élémentaire associé & (x,,)
(I, p. 42) (resp. point adhérent a ce filtre).

Pour que y soit limite d’une suite (x,) dans X, il faut et il suffit que, pour fout
voisinage V de y dans X, fous les termes de la suite (x,) & Uexception d’un nombre fini
appartiennent & V, autrement dit qu’il existe un entier n, tel que x, €'V pour
n > ny. De méme pour que y soit valeur d’adhérence de la suite (x,), il faut et il
suffit que pour fout voisinage V de y et fout entier n, il existe un entier n > n, tel
que x, € V.



Ne 4. LIMITES TG 1.49

11 importe de distinguer soigneusement la notion de valeur d’adhérence d’une suite
de celle de point adhérent & Pensemble des points de la suite; toute valeur d’adhérence est un
point adhérent & I’ensemble des points de la suite, mais la réciproque est inexacte.

2) Plus généralement, soit f une application d’un ensemble filtrant A dans un
espace topologique X. Si x € X est valeur limite (resp. valeur d’adhérence) de f
suivant le filtre des sections de A (I, p. 38), on dit que x est limite (resp. valeur
d’adhérence) de f suivant Iensemble filtrant A, et on écrit ¥ = lim f(z).

zeA

Si y est valeur limite (resp. valeur d’adhérence) d’une application f: X —Y
suivant un filtre & sur X, y reste valeur limite (resp. valeur d’adhérence) de f
suivant & quand on remplace la topologie de Y par une topologie moins fine.

De méme, siy est limite (resp. valeur d’adhérence) de fsuivant le filtre §, y est
encore limite (resp. valeur d’adhérence) de f suivant tout filtre plus fin (resp.
moins fin) que §.

ProrosiTiON 8. — Soit f une application d’un ensemble X dans un espace topologique Y ;
pour quey €'Y soit valeur d’adhérence de f suivant §, il faut et il suffit quw’il existe sur X un
Siltre & plus fin que § et tel quey soit limite de f suiant ®.

En effet, si y est valeur d’adhérence de f suivant &, et si T est le filtre des

-1 -1
voisinages de y, f(B) est une base de filtre sur X puisque tout ensemble de f (%)
rencontre tout ensemble de & (I, p. 41). Cette remarque montre en outre qu’il

-1
existe sur X un filtre ® plus fin que § ct que le filtre de base £ () (I, p. 37, cor. 1),
donc y est valeur limite de f suivant ®.

Notons enfin que si f est une application d’un ensemble X dans un espace
topologique Y, ’ensemble des valeurs d’adhérence de fsuivant un filtre & sur X
est fermé dans Y (I, p. 47, prop. 5) (et éventuellement vide).

Remarque. — Si y € Y est limite (resp. valeur d’adhérence) d’une application
f: X — Y suivant un filtre & sur X, y est aussi limite (resp. valeur d’adhérence) de
toute fonction g: X — Y ayant méme germe suivant § (I, p. 44); on dit aussi que
y est limite (vesp. valeur d’adhérence) du germe f de f suivant G.

4. Limites et continuité

Soient X, Y deux espaces topologiques, f une application de X dans Y, 3 le filtre
des voisinages dans X d’un point ¢ € X. Au lieu de dire que y € Y est limite de f
suivant le filtre B et d’écrire y = limg f, on utilise la notation particuli¢re

y = lim £(%)
xX—=>a
et on dit que y est limite de f au point a ou que f(x) tend vers y lorsque x tend vers a.

De méme, au lieu de dire que y est valeur d’adhérence de fsuivant ¥, on dit que
y est valeur d’adhérence de f au point a.
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Compte tenu de la définition de la continuité (I, p. 8, déf. 1), la prop. 7
de I, p. 48 montre que:
ProrosiTioN 9. — Pour qu'une application f d’un espace topologique X dans un espace
topologique Y soit continue en un point a € X, il faut et il suffit que lim f(x) = f(a).

CoRroOLLAIRE 1. — Sotent X, Y deux espaces topologiques, fune application de X dans’Y.
Supposons f continue en un point a € X; alors, pour toute base de filtre B sur X qui converge
vers a, la base de filtre f (B) converge vers f(a). Inversement, si, pour tout ultrafiltre W sur X
qui converge vers a, la base d’ultrafiltre f (N) converge vers f(a), f est continue au point a.

La premicre assertion est une conséquence immédiate de la prop. 9. Pour
démontrer la seconde, supposons que f ne soit pas continue au point ¢; il existe

-1
alors un voisinage W de f(a) dans Y tel que /(W) n’appartienne pas au filtre O
des voisinages de a dans X. Alors (I, p. 39, prop. 7) il existe un ultrafiltre 2 plus fin

-1
que ¥ et ne contenant pas f(W), donc contenant son complémentaire

-1
A =X —f(W) ({d, p. 39, prop. 5); comme f(A) "W = &, f(U) ne converge
pas vers f(a).

COROLLAIRE 2. — Soit g une application d’un ensemble Z dans un espace topologique X,
admettant une limite a suivant un filtre § sur Z; st Uapplication f: X — Y est continue au
pownt a, la_fonction composée fo g admet la limite f (a) suivant le filire .

5. Limites relativement a un sous-espace

Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partie de X, « un point de X
adhérent & A (mais n’appartenant pas nécessairement a A). Soit & la trace sur A du
filtre des voisinages de @ dans X. Si fest une application de A dans Y, au licu de
dire que y € Y est limite de fsuivant & et d’écrire y = limg f; on écrit

y= lim f(x

X, xeA

et on dit que y est limile de f au point a, relativement au sous-espace A, ou que f(x) tend
vers y lorsque x tend vers a en restant dans A. On remarquera que on a alors

yef(A)-

Lorsque A = [{a}, ol @ est un point non isolé de X, au lieu d’écrire
y= lim f(x),onécritaussiy = lim f(x).

xX-a,xXx€A XA, XF QA

On a des définitions analogues pour les valeurs d’adhérence.

Si fest la restriction & A d’une application g: X — Y, on dit que g a une limite
(resp. valeur d’adhérence) y, relativement & A, en un point a € A, si y est limite
(resp. valeur d’adhérence) de fau point a, relativement a A.

Soient B une partic de A, @ € X un point adhérent & B; siy est limitc au point a,
relativement & A, d’une application f: A — Y, y est aussi limite de f au point a,



N° 6 LIMITES TG 1.51

relativement & B; la réciproque est inexacte. Mais si V est un zoisinage dans X d’un
point a € A, et si f a une limite y au point a, relativement @ V N A, y est encore
limite de f au point a, relativement a A.
Soit a un point de X non isolé, donc adhérent a ({a}. Pour qu’une application
J+ X — Y soit continue au point a, il faut et il suffit que l'on ait f(a) = lim;é Fx),
XA, XFQ

comme il résulte aussitdét des définitions.

6. Limites dans les espaces produits et les espaces quotients

ProrosiTioN 10. — Soient X un ensemble, (Y,), 1 une famille d’espaces topologiques, et
pour chaque v € 1, soit f, une application de X dans Y,. On munit X de la topologie T la
maoins fine rendant continues les f,. Pour qu’un filtre & sur X converge vers a € X, il faut et
il suffit que pour tout v € 1, la base de filtre f,(&) converge vers f,(a) dans Y.

La condition est nécessaire puisque les f; sont continues (I, p. 50, cor. 1).
Inversement, supposons-la vérifiée, et soit V un voisinage ouvert de a dans X.
Par définition de 7 (I, p. 12, prop. 4), il existe une partie finie J de I et, pour
chaque t € J, une partie ouverte U; de Y, telle que f,(¢) € U, pour teJ et que V

-1 -1

contienne 1’ensemble LQJ £.(U)). L’hypothese entraine que f,(U,) € § (I, p. 48,
-1

prop. 7); comme J est fini, M = LOJ f(U,) appartienta &, etona M < V, ce qui

achéve la démonstration.

CoRrROLLAIRE 1. — Pour qu’un filtre § sur un espace produit X = 1—1 X, converge vers un
LE

point x, il faut et il suffit que, pour tout v € 1, la base de filtre pr,(F) converge vers pr, x.

COROLLAIRE 2. — Soit f = (f.) une application d’un ensemble X dans un espace produit
Y = 1;[ Y.. Pour que f ait une limite y = (y.) suivant un filtre § sur X, 1l faut et il
suffit que, pour tout v € 1, f, ait pour limite y, suivant .

ProposiTION 11. — Soient R une relation d’équivalence ouverte dans un espace topologique
X, @ Papplication canonique X — X[R. Pour tout x € X et toute base de filtre B’ sur
X /R qui converge vers o(x), il existe une base de filtre B sur X qui converge vers x et est
telle que ©(B) soit équivalente & B'.

En effet, pour tout voisinage U de x dans X, ¢(U) est un voisinage de ¢(x)
dans X/R (I, p. 33, prop. 5), donc il existe un ensemble M’ € B’ tel que

M’ < ¢(U); sion pose M =U n—cpl(M’), on a M’ = ¢(M). Cela montre que

~1
lorsque M’ parcourt ¥’ et U le filtre des voisinages de x, les ensembles U N (M)
forment une base de filtre B sur X, qui converge évidemment vers x et est telle
que ¢(B) soit équivalente a B,
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§8. ESPACES SEPARES ET ESPACES REGULIERS

1. Espaces séparés

ProrostTioN 1. — Soit X un espace topologique. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes:

(H) Quels que soient les points distincts x,y de X, il existe un voisinage de x et un
voisinage de y sans point commun.

(HY) L’intersection des voisinages fermés d’un point quelconque de X est Iensemble
réduit @ ce point.

(HY) La diagonale A de Uespace produit X x X est un ensemble fermé.

(H) Pour tout ensemble 1, la diagonale A de Uespace produit Y = XTI est fermée
dans Y.

(H¥) Un filtre sur X ne peut avoir plus d’un point limite.

(HY) St un filtre & sur X admet un point limite x, x est le seul point adhérent & §.

Nous démontrerons les implications

H=>H=>H"=H"=>H
et H = Hil = HY = H.

(H) = (HY: En effet, si ¥ # y, il y a alors un voisinage ouvert U de % et un
voisinage ouvert V de y tels que U NV = g ; par suite y ¢ U.

(HY) = (Hv): Soity # x;ily a un voisinage fermé V de x tel quey ¢ V, et par
hypothése il existe M € & tel que M < V; on en conclut que M NIV = g, et
comme [V est un voisinage de y, y n’est pas adhérent a §.

(H) = (HY¥): C’est immédiat, puisque tout point limite d’un filtre est ad-
hérent & ce filtre.

(HY) = (H): Si tout voisinage V de x et tout voisinage W de y se rencontrent,
les ensembles V N W forment une base de filtre, qui admet a la fois x et y comme
points limites dans X. D’ott la conclusion.

(H) = (H%): Soit x = (x,) un point de X' n’appartenant pas 2 A. Il y a donc
au moins deux indices A, p. tels que x, # x,. Soit V, (resp. V,)) un voisinage de x,
(resp. x,) dans X, tels que V, NV, = @ ; alors ’ensemble

W=V, xV.x ] X,
tFEA, L

(avec X, = X pour ¢ # A, u) est un voisinage de x dans X' (I, p. 24) ne ren-
contrant pas A, ce qui prouve que A est fermé dans X

(HiY) = (H%): Cest évident.

(H¥) = (H):Six # y,le point (x,y) € X x X n’appartient pas a la diagonale
A, donc (I, p. 24) 1l existe un voisinage V de x et un voisinage W de y tels que
(V x W)NnA = g, ce quisignifieque VAW = 7.

DiriNtTioN 1. — On dit qu’un espace topologique X qui vérifie les conditions de la prop. 1
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est un espace séparé (ou un espace de Hausdorff) ; la topologie d’un tel espace est dite séparée
(ou de Hausdorff).

L’axiome (H) est appelé axiome de Hausdorff.

Exemples. — Tout espace discret est séparé. La droite rationnelle Q est séparée, car
st x, y sont deux nombres rationnels tels que x < y, et z un nombre rationnel tel que
x < z < y, les voisinages respectifs J«—, z( et Jz, —( de x et y ne se rencontrent pas.

Un ensemble X ayant au moins deux points et muni de la topologie la moins fine
(I, p. 11) n’est pas un espace séparé.

Soit f: X — Y une application d’un ensemble X dans un espace séparé Y ; il
résulte aussitot de la prop. 1 que f ne peut avoir qu’une seule limite suivant un filtre
& sur X, et que si f a une limite y suivant &, y est la seule valeur d’adhérence de f
suivant &.

ProPOSITION 2. — Soient f, g deux applications continues d’un espace topologique X dans
un espace séparé Y ; alors Uensemble des x € X tels que f (x) = g(x) est fermé dans X.

En effet, cet ensemble est 'image réciproque de la diagonale de Y x Y par
Papplication x> (f(x), g(x)) de X dans Y x Y, qui est continue (I, p. 25,
prop. 1); la conclusion résulte donc de (HY) et de I, p. 9, th. 1.

CororLARE 1 (Principe de prolongement des identités). — Soient f, g deux
applications continues d’un espace topologique X dans un espace séparé Y. Si f(x) = g(x) en
tous les points d’une partie partout dense de X, on a f = g.

En d’autres termes, une application continue de X dans Y (séparé) est
entiérement déterminée par ses valeurs aux points d’une partie partout dense de

X.

COROLLAIRE 2. — 87 f est une application continue d’un espace topologique X dans un
espace séparé Y, le graphe de f est fermé dans X x Y.

En effet, ce graphe est ensemble des points (x,y) € X x Y tels que f(x) = v,
et les deux applications (x,y) >y et (x,y) +> f(x) de X x Y dans Y sont con-
tinues.

ProPOSITION 3. — Dans un espace séparé X, soit (%;)1<;<n une famille finie de points
distincts ; il existe alors pour chaque indice i un voisinage V; de x; dans X tel que les V,
(1 < i < n) soient deux @& deux disjoints.

On raisonne par récurrence sur z, la proposition n’étant autre que 'axiome
(H) pour n = 2. Soit donc W; (1 < 7 < n — 1) un voisinage de «; tel que les W;
soient deux a deux disjoints. Pour 1 < ¢ < n — 1, il existe d’autre part un voisinage

T, de x, et un voisinage U, de x, sans point commun. En prenant V, = W, n'T

i i g i n P P i i i
n—1

pourl <i<n-—1letV,= iol U,, on répond a la question.

COROLLAIRE. —— Tout espace fini séparé est discret.
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ProrosrTioN 4. — Dans un espace séparé, tout ensemble fini est fermé.
Il suffit en effet de remarquer que tout ensemble réduit & un point est fermé
en vertu de 'axiome (H?).

PROPOSITION 5. — S, pour tout couple de poinis distincts x,y d’un espace topologique X,
il existe une application continue f de X dans un espace séparé X' telle que f(x) # f(y),
alors X est séparé.

En effet, soient V' et W’ des voisinages disjoints de f (x) et f(y) respectivement

-1 -1
dans X'; f(V') et f (W) sont des voisinages disjoints de x ety respectivement, d’otlt
la conclusion.

CoOROLLAIRE. — Toute topologie plus fine qu’une topologie séparée est séparée.

2. Sous-espaces et espaces produits d’espaces séparés

Un sous-espace A d’un espace séparé X est séparé: il suffit en effet d’appliquer la prop.
5 a Pinjection canonique A — X.
Inversement:

Propostrion 6. — Si, dans un espace topologique X, tout point possede un voisinage
fermé qui soit un sous-espace séparé de X, X est séparé.

En effet, soit x un point de X, et soit V un voisinage fermé de x dans X qui
soit un sous-espace séparé de X. Les voisinages fermés de x relativement a V ont
pour intersection {x} par hypothése (axiome (H')); comme ce sont des voisinages
fermés de x dans X (I, p. 18), Uintersection de tous les voisinages fermés de x dans
X est a fortiori réduite a x; donc X vérifie (HY).

On peut donner des exemples d’espaces non séparés dans lesquels tout point admet
un voisinage séparé (I, p. 101, exerc. 7).

ProrosiTioN 7. — Tout produit d’espaces séparés est séparé. Réciproquement, si un produit
d’espaces non vides esi séparé, chacun des espaces facteurs est séparé.

En effet, soit X = g X, un produit d’espaces topologiques; pour deux

points distincts x, y de X, il existe ¢ tel que pr, ¥ # pr, y, et la prop. 5 montre
que X est séparé si les X, le sont. Inversement, si X est séparé¢ et les X, non vides,
chacun des X, est homéomorphe & un sous-espace de X (I, p. 26, prop. 4),
donc est séparé.

CoOROLLAIRE 1. — Soient X un ensemble, (Y,),c1 une famille d’espaces topologiques
séparés, et pour chaque v €1, soit f, une application de X dans Y,. On munit X de la
topologie T~ la moins fine rendant continues les f,. Pour que X soit séparé, il faut et il suffit
que pour tout couple (x,y) de points distincts de X, il existe v € 1 tel que f,(x) # f.(y).
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La condition est suffisante en vertu de la prop. 5 de I, p. 54. Inversement,
pour prouver que la condition est nécessaire, on peut, en vertu de la prop. 7 de
I, p. 54 et de la prop. 3 de I, p. 26, se ramener au cas ou I est réduit & un seul
élément, autrement dit au cas ou 7 est I'image réciproque par f: X — Y d’une
topologie séparée. Mais si f(x) = f(y) pour deux points distincts x, y de X, il est
clair que tout ensemble ouvert (pour.J”) qui contient x contient aussiy, d’ot1 notre
assertion.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit (X, f.e) un systéme projectif d’espaces topologiques. Si les X,
sont séparés, X = Ll_r_n_ X, est séparé et est un sous-espace fermé de IJ X

La premiére assertion résulte aussit6t de ce que X est un sous-espace de 'espace
séparé 1—[ Xy (I, p. 54, prop. 7). D’autre part, pour « < B, soit Fyy la partie de

H X, formée des x tels que pr, & = fo5(prs x); les Fyp sont fermés dans H Xy
(I p- 53, prop. 2), donc aussi leur intersection X.

I est immédiat que tout espace somme d’espaces séparés (I, p. 15, Exemple I1I)
est séparé.

3. Séparation d’un espace guotient

Cherchons des conditions pour qu’un espace quotient X/R soit séparé (auquel cas
on dit que la relation d’équivalence R est séparée). En premier lieu, si X/R est
séparé, les ensembles réduits a un point dans X/R sont fermés (I, p. 54, prop. 4),
donc toute classe d’équivalence suivant R est fermée dans X. Cette condition nécessaire
n’est pas suffisante; la définition des ensembles ouverts dans X/R donne la
condition nécessaire et suffisante suivante: pour que X /R soit séparé, il faut et il suffit
que deux. classes d’équivalence distinctes dans X soient respectivement contenues dans deux
ensembles ouverts saturés sans point commun. Nous allons donner d’autres conditions
plus maniables.

Prorosition 8. — Pour gu’un espace quotient X/R soit séparé, il est nécessaire que le
graphe G de R soit fermé dans X x X. Cette condition est suffisante lorsque la relation R
est ouverte.

Soit ¢: X — X/R l’application canonique; C est I'image réciproque par
o x o: X x X— (X/R) x (X/R) dela diagonale A de (X/R) x (X/R), donc
la premiére assertion résulte de la continuité de ¢ x ¢, de (H¥) et de I, p. 9,
th.l. Si R est ouverte, (X/R) x (X/R) <s’identific & I’espace quotient
(X x X)/(R x R) (I, p. 34, cor. de la prop. 8), et A s’identific donc a 'image
canonique dans (X x X)/(R x R) de’ensemble Csaturé pour R x R; d’oula
seconde assertion.

Lorsque R n’est pas ouverte, on peut donner des exemples ou C est fermé et R non
séparée (I, p. 101, exerc. 10 et I, p. 105, exerc. 28).
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Pour démontrer que X /R est séparé, on peut aussi faire usage de la prop.5de I,
p- 94: M et N étant deux classes d’équivalence distinctes suivant R il suffira de
connaitre une application continue f d’une partie ouverte A de X, saturée pour
R et contenant M et N, dans un espace séparé X', de sorte que: 1° fsoit constante
sur toute classe d’équivalence suivant R, contenue dans A; 2° fprenne des valeurs
distinctes sur M et N. Comme A/R, peut étre identifié a une partie ouverte de
X/R (I, p. 23, cor. 1), on pourra appliquer la prop. 5 de I, p. 54 a Papplication
g: A/R — X’ deduite de f par passage aux quotients, puisque cette application
est continue (I, p. 21, prop. 6).

En particulier:
Prorosttion 9. — 7 f est une application continue d’un espace topologique X dans un
espace séparé X', et R la relation d’équivalence f(x) = f(y), Uespace quotient X[R est
séparé.

Prorosition 10. — St X est un espace séparé, et s°il existe une section continue s de X pour
la relation R, X|R est séparé et s(X[R) est fermé dans X.

En effet (I, p. 22) X/R est homéomorphe au sous-espace s(X/R) de X, qui
est séparé. En outre s(X/R) est I’ensemble des x € X tels que s(¢(x)) = x, ot
¢: X — X/R est Papplication canonique; la seconde assertion résulte donc de I,
p. 53, prop. 2.

4. Espaces réguliers

ProposiTiON 11, — Dans un espace topologique X, les propriétés sutvantes sont équivalentes:

(Oqy) Lensemble des voisinages fermés d’un point quelconque de X est un systéme
Jondamental de voisinages de ce point.

(Otx) Pour toute partie fermée ¥ de X et tout point x ¢ I, il existe un voisinage de x
et un voisinage de I' sans point commun.

(Om) = (Ofy): En effet, si F est fermé et x ¢ F, il existe un voisinage fermé V
de x contenu dans le voisinage OF de x; V et §V sont alors des voisinages de x et I
respectivement, sans point commun.

(Ofr) = (Oq): En effet, si W est un voisinage ouvert d’un point x € X, il
existe alors un voisinage U de x et un voisinage V de (W sans point commun, ce

qui montre que U < W.
Dirmarion 2. — On dit qu'un espace topologique est régulier s”il est séparé et vérifie
Paxiome (Oqy) ; sa topologie est alors dite réguliére.

Un espace discret est régulier. *Nous verrons au § 9 que tout espace localement
compact (en particulier la droite numérique R) est un espace régulier.

ProrosiTioN 12. — Tout sous-espace d’un espace régulier est régulier.
En effet, soit A un sous-espace d’un espace régulier X. Comme X est séparé,
A est séparé (I, p. 54); d’autre part, tout voisinage d’un point x € A par rapport
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a A est de la forme VN A, ot V est un voisinage de x dans X. Comme
X est régulier, il existe un voisinage W de x dans X, fermé dans X et tel que
W < V; WN A est alors un voisinage de x dans A, fermé dans A et tel que
WnNA < VnA, dou la proposition.

Inversement:

ProrosiTION 13. — 8%, dans un espace topologique X, tout point posséde un voisinage fermé
qui soit un sous-espace régulier de X, X est régulier.

En effet, X est séparé (I, p. 54, prop. 6). D’autre part, soit x un point quel-
conque de X et soit V un voisinage fermé de x dans X, qui soit un sous-espace
régulier de X. Pour tout voisinage U de x dans X tel que U < V, U est un voisi-
nage de x dans V, donc il existe par hypothése un voisinage W de x dans V, fermé
dans V et contenu dans U. Mais W est aussi un voisinage de x dans X puisque V
est un voisinage de x dans X, et W est fermé dans X puisque V est fermé dans X.

Remarques. — 1) On peut donner des exemples d’espaces non séparés, dont tout point
admet un voisinage régulier (I, p. 101, exerc. 7).

2) On peut donner des exemples d’espaces séparés non réguliers (I, p. 103, exerc. 20).

3) Une topologie plus fine qu’une topologie réguliére n’est pas nécessairement
réguli¢re (I, p. 103, exerc. 20).

5. Prolongement par continuité. Double limite

TuatorEME 1. — Sotent X un espace topologique, A une partie pariout dense de X,
S+ A — Y une application de A dans un espace végulier Y. Pour qu’il existe une application
continue 2 X Y prolongeant f, il faut et il suffit que pour tout x € X, f(y) tende vers
une limite dans Y lorsque y tend vers x en restant dans A. Le prolongement continu f de f ¢ X
est alors unique.

L’unicité de f résulte du principe de prolongement des identités (I, p. 53,
cor. 1). La nécessité de la condition est évidente, car si f est continue dans X, on a,
pour tout xe X, f(x) = lim f(y) = lim f(y) (I, p. 50). Inversement,

Yox,YyEA Y- X, YyeA

supposons vérifiée la condition de D’énoncé et posons, pour tout xeX,
Sf{x) = lm f(y), élément bien déterminé de Y, puisque Y est séparé. Il reste
A

Y->rx,y€
a prouver que f est continue en tout point x € X. Soit V' un voisinage fermé de f(x)
dans Y; par hypotheése, il existe un voisinage V de x dans X, ouvert dans X et tel

que f(VNA) = V'; comme V est un voisinage de chacun de ses points, pour

tout zeV,onaf(z) = lim f(y), ce qui entraine f(z) ef(VNA) < V/,
A

Y2, yevn
puisque V’ est fermé. La conclusion résulte donc de ce que les voisinages fermés

de f(x) forment un syst¢éme fondamental de voisinages de f(x) dans Y.
On dit que Papplication f s’obtient en prolongeant f par continuité & X.

On ne peut, dans I’énoncé du th. 1, remplacer ’hypothése que Y est régulier par
une condition moins restrictive, sans faire d’hypothése supplémentaire sur X, A ou f
(I, p. 102, exerc. 19).
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COROLLAIRE. — Soit F; X Gy le filtre produit (I, p. 42), sur un ensemble
X = X; x Xy, d’un filtre &y sur Xy et d’un filtre § sur Xo. Soit f une application
de X dans un espace régulier Y. On suppose que:

a) limg, g, f existe;

b) liné S(xy, x5) = g(xy) existe quel que soit x, € X,.

Dans cesz conditions, lim g(x,) existe et est égale d limg . g, f.

X1s

Soit X = X; U {o,} zresp. X5 = X, U {0,}) Pespace topologique associé au
filtre &; (resp. &2) (I, p. 40, Exemple). Dans espace produit X' = X] x X,
soit X” la réunion des sous-espaces X; x Xj et {{wg, wy)}; X est évidemment un
sous-espace partout dense de X", et les hypothéses signifient que f(y,,y,) tend
vers une limite lorsque (y4, ;) tend vers un point quelconque (xy, x,) de X” en
restant dans X. L’existence du prolongement par continuité de f a X” résulte

donc du th. 1. Comme en outre (wq, wy) est adhérent dans X” 4 ’ensemble
(X; x {0g}), la conclusion du corollaire en résulte aussitdt (I, p. 50).

6. Relations d’équivalence dans un espace régulier

ProrosiTioN 14, — Soient X un espace régulier, R une relation d’équivalence fermée dans
X; alors le graphe G de R dans X x X est_fermé.

Soit (a, ) un point de X x X adhérent a C, et soit V (resp. W) un voisinage
Sfermé de a (resp. un voisinage de b) dans X; par hypothése, il existe
(x,y) eCN (V x W), Comme x €V, y appartient au saturé S de V pour R;
donc WN S # & pour tout voisinage W de b, et comme S est fermé par hypo-
thése, on a b € S. Soit alors B le saturé de {6} pour R;ona VN B # @ pour tout
voisinage fermé V de a; comme par hypothése B est fermé et X régulier, on a a € B,
donc (a, &) € G, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE. -— Dans un espace régulier, toute relation d’équivalence & la fois ouverie et
JSermée est séparée.
Cela résulte de la prop. 14 et de I, p. 55, prop. 8.

ProrosrrioN 15. — Svient X un espace régulier, ¥ une partie fermée non vide de X, R la
relation d’équivalence obtenue en identifiant entre eux tous les points de F (autrement dit,
la relation d’équivalence dont les classes sont I et les ensembles {x} pour x € {F).
Alors Uespace quotient X[R est séparé.

En effet, soient M et N deux classes d’équivalence distinctes dans X. Si chacune
d’elles se réduit 4 un point dans {F, il existe dans le sous-espace séparé (F deux
voisinage ouverts de M et N respectivement sans point commun, et ces voisinages
sont des voisinages de M et N dans X, saturés pour R et sans point commun. Si
M = FetN = {b} ou b ¢ F, il existe par hypothése un voisinage ouvert de 4 et un
voisinage ouvert de I sans point commun, et ces voisinages sont saturés pour R,
ce qui acheéve la démonstration.
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On notera que Pespace quotient X/R n’est pas nécessairement régulier (IX, §4,
exerc, 18),

§9. ESPACES COMPACTS ET ESPACES LOCALEMENT COMPACTS

1. Espaces quasi~-compacts et espaces compacts

DeErINtTION 1. — On dit qu’un espace topologique X est quasi-compact s°il vérifie I’ axiome
suwant:
(C) Tout filtre sur X posséde au moins un point adhérent.
On dit qu’un espace topologique est compact s’il est quasi-compact et séparé.
On déduit aussitot de cet axiome que si f est une application d’un ensemble Z
dans une espace quasi-compact X, et § un filtre quelconque sur Z, f a au moins une
valeur d’adhérence suivant F. En particulier, toute suite de points d’un espace compact

a au moins une valeur d’adhérence, mais cette condition n’est pas équivalente a (C)
(I, p. 106, exerc. 12).

Nous énoncerons trois axiomes équivalents & I’ axiome (C):

(CY Tout ultrafiltre sur X est convergent.

(C") entraine (C): car soit & un filtre sur X; il existe un ultrafiltre plus fin
que § (I, p. 39, th. 1); comme cet ultrafiltre est convergent vers un point x, x est
adhérent a &.

(C) entraine (C'): car si un ultrafiltre a un point adhérent, il converge vers ce
point (I, p. 47, corollaire).

Si fest une application d’un ensemble Z dans un espace quasi-compact X, et 1l un
ultrafiltre sur Z, f a donc au moins une limite suivant U (I, p. 41, prop. 10).

(C"Y Toute famille d’ensembles fermés dans X, dont Uintersection est vide, contient une
sous-famille finie, dont Uintersection est vide.

(C) entraine (C"): car soit & une famille d’ensembles fermés dans X dont
Pintersection soit vide; si I'intersection d’une sous-famille finie quelconque de &
n’était pas vide, & engendrerait un filtre (I, p. 37, prop. 1) qui aurait un point
adhérent d’apres (C). Mais ce point appartiendrait & tous les ensembles de 6, ces
derniers étant fermés; ce qui est contraire a ’hypothése.

Inversement, [a négation de (C) entraine celle de (C"): car si & est un filtre
sans point adhérent, les adhérences des ensembles de & forment une famille
d’ensembles fermés contredisant (G”).

(C") (axiome de Borel-Lebesgue). Tout recouvrement ouvert de X contient un
recouvrement ouvert fini de X.

(G") se déduit de (C") par passage aux complémentaires, et lui est donc
équivalent.

Si X est quasi-compact, tout recouvrement localement fini R de X est fini, car il
existe alors en vertu de (C") un recouvrement de X formé d’un nombre fini
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d’ensembles ouverts, dont chacun ne rencontre qu’un nombre fini d’ensembles de
R

Exemples. — 1) Tout espace fini est quasi-compact et plus généralement tout espace
dans lequel il n’y a qu’un nombre fini d’ensembles ouverts est quasi-compact;
pour qu’un espace fini soit compact, il faut et il suffit qu’il soit discret, puisqu’un
espace fini séparé est discret (I, p. 53, corollaire). Réciproquement, tout espace
discret compact est fini, car dans un tel espace tout ensemble réduit 4 un point est
ouvert, donc I’espace est fini en vertu de (G”).

2) Soit X un ensemble; munissons X de la topologie pour laquelle les parties
fermées sont X et les parties finies de X (cet ensemble de parties vérifiant de fagon
évidente les axiomes (Oj) et (Of) de I, p. 5). L’espace topologique X ainsi défini
est quasi-compact; montrons en effet qu’il vérifie ’axiome (C”). Si (F)), 1 est une famille
de parties fermées de X dont Pintersection est vide, il ya un a € I tel que F, soit fini;
si g, (1 < k < n) sont ses éléments, il existe par hypothése pour chaque indice £ un
indice y eI tel que g, ¢ F,; Pintersection des F,, (1 < & < #n) et de Ty, est alors vide.
Si X est infini, il n’est pas séparé.

Remarque. — Les espaces quasi-compacts non séparés sont surtout utiles dans les
applications de la Topologie & la Géométrie algébrique, mais n’interviennent guére
dans les autres théories mathématiques, ol par contre les espaces compacts jouent un
rble prépondérant.

TutorEME 1. — Soit & un filtre sur un espace quasi-compact X, et soit A Uensemble des
points adhérents & &. Tout voisinage de A appartient alors d G.

En effet, soit V un voisinage de A; raisonnons par absurde, en supposant que
tout ensemble de & rencontre GV. Les traces sur §V des ensembles de & forment
alors une base d’un filtre & sur X; comme X est quasi-compact, ® a au moins un
point adhérent y, qui n’appartient pas & A, puisque le voisinage V de A a une
intersection vide avec certains de ensembles de 6. Mais, comme © est plus fin que
&, y est aussi adhérent a &, ce qui est contraire a ’hypothése.

CoROLLAIRE. — Pour qu’un filtre sur un espace compact soit convergent il faut et il suffit
qu’il ait un seul point adhérent.

La condition est nécessaire en vertu de I, p. 52, prop. 1; elle est suffisante en
vertu du th. 1.

2. Régularité d’un espace compact

ProrosrTioN 1. — Soient X un espace compact, x un point de X. Pour qu'une base de
Sfiltre B _formée de voisinages fermés de x soit un systéme fondamental de voisinages de x, il
Jaut et il suffit que Uintersection des ensembles de B se réduise au point x.

La condition est nécessaire puisque X est séparé (I, p. 52, prop. 1). Elle est
suffisante, car elle signifie que x est le seul point adhérent & B, donc B converge
vers x d’apres le cor. du th. 1.
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CoRroLLAIRE. — Tout espace compact est régulier.

En effet, il résulte de I'axiome (HY) (I, p. 52, prop. 1) que la base de filtre
formée de tous les voisinages fermés d’un point quelconque de Pespace satisfait a
la condition de la prop. 1.

On notera que Pespace quasi-compact non séparé X de I’Exemple 2 de 1, p. 60
ne vérifie pas ’axiome (Oyyg), car I'intersection de deux ensembles ouverts non vides
dans cet espace n’est jamais vide.

3. Ensembles quasi-compacts; ensembles compacts; ensembles relativement
compacts

DeEriNiTION 2. — On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est un ensemble quasi-
compact (resp. compact) si le sous-espace A est quasi-compact (vesp. compact).

Pour qu’une partie A d’un espace topologique X soit un ensemble quasi-
compact, il faut et il suffit que tout recouvrement de A par des ensembles ouverts
dans X contienne un recouvrement fini de A, comme il résulte de ’axiome (G”).
Dans un espace séparé, les notions d’ensemble quasi-compact et d’ensemble
compact coincident, puisque tout sous-espace est séparé.

Exemples. — 1) Dans un espace topologique X, tout ensemble fini est quasi-
compact; ’ensemble vide et tout ensemble réduit & un point sont compacts.

2) Dans un espace topologique X, soit (x,),en une suite infinie de points qui
converge vers un point a. L’ensemble A formé des x, (n € N) et de a est quasi-compact.
En effet, si (U,) est un recouvrement de A par des ensembles ouverts de X, il existe un
indice k tel que 2 € U, ; comme U, est un voisinage de g, il n’existe qu’un nombre
fini d’indices #ny tels que x,, ¢ U,; si, pour chaque indice £, v est un indice tel que
%, € Uy, U et les U, forment un recouvrement cuvert fini de A.

ProPOSITION 2. — Dans un espace quasi-compact (resp. compact), tout ensemble fermé
est quasi-compact (resp. compact).

Il suffit d’appliquer P'axiome (C”), en remarquant que si A est fermé dans
un espace X, tout ensemble fermé dans A est fermé dans X.

ProrosrrioN 3. — Soient X un espace séparé, A et B deux parties compactes de X sans
point commun. Alors il existe un voisinage NV de A et un voisinage W de B qui ne se rencon-
trent pas.

Montrons d’abord que pour tout x € A, il existe un voisinage T(x) de x dans
X et un voisinage U(x) de B dans X qui ne se rencontrent pas. En effet, pour tout
y € B, il existe un voisinage T(x, ) de x et un voisinage U(x, y) de y qui ne se
rencontrent pas; comme B est compact, il y a un nombre fini de points y; de B
tels que les U(x, y;) forment un recouvrement de B. II suffit de prendre pour
U(x) la réunion des U(x, y;) et pour T(x) Iintersection des T(x, ;). Comme A
est compact, il y a un nombre fini de points x; € A tels que les T(x;) forment un
recouvrement de A. On répond alors a la question en prenant pour V la réunion
des T(x;) et pour W Pintersection des U(x;).
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ProposiTiON 4. — Dans un espace séparé, tout ensemble compact est fermé.

En effet, si A est une partie compacte d’un espace séparé X et x un point de
A, il résulte de la prop. 3 qu’il y a un voisinage de x ne rencontrant pas A,
puisque {x} est fermé (I, p. 54, prop. 4); donc (A est ouvert.

COROLLAIRE. — Dans un espace compact X, pour qu’un ensemble A soit compact, il _faut
et il suffit qu’il soit fermé dans X.

ProrosrrioN 5. — Dans un espace topologique, la réunion d’une famille finie d’ensembles
quasi-compacts est un ensemble quasi-compact.

II suffit de montrer que la réunion de deux ensembles quasi-compacts A, B
dans un espace topologique X est quasi-compacte. Soit R un recouvrement ouvert
de A U B; c’est un recouvrement de A et un recouvrement de B, donc il contient
un recouvrement fini R, de A et un recouvrement fini R, de B; R; UK, est donc
un recouvrement fini de A U B contenu dans R, d’ot la proposition.

DErINITION 3. — On dit qu’une partie A d’un espace topologique X est relativement guasi-
compacte (vesp. relativement compacte) dans X si A est contenue dans une partie quasi-
compacte (vesp. compacte) de X.

De fagon abrégée, on dit aussi que A est un « ensemble relativement quasi-
compact » (resp. « relativement compact ») lorsqu’il n’y a pas d’équivoque sur X.
Dans un espace séparé, les notions d’ensemble relativement quasi-compact et
d’ensemble relativement compact sont identiques.

ProrostTioN 6. — Dans un espace séparé X, pour qu’un ensemble A soit relativement
compact, il faut et il suffit que A soit compact.

C’est évidemment suffisant, et c’est nécessaire en vertu de la prop. 4 et de son
corollaire.

ProrosiTioN 7.— St A est un ensemble relativement quasi-compact dans un espace
topologique X, toute base de filtre sur A posséde au moins un point adhérent dans X.

En effet, si A = K, ot K est une partie quasi-compacte de X, toute base de
filtre sur A admet un point adhérent dans K.

La réciproque de cette proposition n’est valable que moyennant des conditions
supplémentaires sur X (I, p. 109, exerc. 23).

Z Remarque. — Dans un espace non séparé, un ensemble compact n’est pas nécessaire-

ment fermé, et son adhérence n’est pas nécessairement quasi-compacte (I, p. 105,

exerc. 5); P'intersection de deux ensembles compacts n’est pas nécessairement quasi-

compacte (I, p. 105, exerc. 5); la réunion de deux ensembles compacts n’est pas
nécessairement compacte (I, p. 105, exerc. 5).

4. Image d’un espace compact par une application continue

TutorEME 2. — Si f est une application continue d’un espace quasi-compact X dans un
espace topologique X', Uensemble f(X) est quasi-compact.
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En effet, soit % un recouvrement de f(X) par des ensembles ouverts de X’;
-1
J(R) est un recouvrement ouvert de X (I, p. 9, th. 1), donc il y a une partie finie

-1
& de R telle que £(&) soit un recouvrement de X; mais alors & est un recouvre-
ment de f(X), d’ou le théoréme.

CoROLLAIRE 1. — Soit f une application continue d’un espace topologique X dans un
espace séparé X'; Pimage par f de tout ensemble quasi-compact (resp. relativement quasi-
compact) dans X est un ensemble compact (vesp. relativement compact) dans X'.

CorOLLAIRE 2. — Toute application continue f d’un espace quasi-compact X dans un
espace séparé X' est_fermée; si en outre f est bijective, f est un homéomorphisme.
Cela résulte aussit6t du cor. 1 et de I, p. 62, prop. 4.

En particulier:
CoroLLARE 3. — Une topologie séparée moins fine qu’une topologie d’espace quasi-
compact lui est nécessairement identique.

COROLLAIRE 4. — Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence séparée
dans X.

a) 8% existe dans X un ensemble quasi-compact K tel que toute classe d’équivalence
sutvant R rencontre K, X/R est compact et I’ application canonique de K [Ry sur X[R est un
homéomorphisme.

b) Si en outre toute classe suivant R ne rencontre K qu’en un seul point, K est une
section continue pour la relation R (I, p. 22).

En effet, soit f la restriction & K de I'application canonique X — X/R;
comme X/R est séparé, X/R est compact (cor. 1) et f est une application fermée
(cor. 2), donc la bijection K/Rg — X/R associée & f est un homéomorphisme (I,
p- 32, prop. 3); ceci démontre I’assertion a); I’assertion b) en résulte aussit6t,
puisqu’alors K/Rx = K.

5. Produit d’espaces compacts

TutorEME 3 (Tychonoff). — Tout produit d’espaces quasi-compacts (resp. compacts)
est quasi-compact (resp. compact). Réciproquement, si un produit d’espaces non vides est
quasi-compact (resp. compact), chacun des espaces facteurs est quasi-compact (resp.
compact).

Vu la caractérisation des espaces produits séparés (I, p. 54, prop. 7), tout
revient & démontrer les assertions relatives aux espaces quasi-compacts. Si

X = g X, est quasi-compact et non vide, on a X, = pr,(X) pour tout i, donc

X, est quasi-compact en vertu du th. 2 de I, p. 62. Inversement, supposons les
X, quasi-compacts et soit U un ultrafiltre sur X; pour tout v € I, pr,(U) est une
base d’ultrafiltre sur X, (I, p. 41, prop. 10), qui converge donc en vertu de
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Paxiome (C’); par suite U est convergent (I, p. 51, cor. 1), ce qui achéve la
démonstration.

COROLLAIRE. — Pour qu’une partie d’un produit d’espaces topologiques soit relativement
quasi-compacte, il faut et il suffit que chacune de ses projections soit relativement quasi-
compacte dans Uespace facteur correspondant.

La condition est nécessaire d’apres le th. 2 de I, p. 62. Elle est suffisante, car

si A est une partie de I[1 X, telle que pour tout t, pr,(A) soit contenu dans une
1

partie quasi-compacte K, de X,, A est contenu dans la partie quasi-compacte

[Ix qe H X,

6. Limites projectives d’espaces compacts

ProposiTION 8. — Soient (X, fop) un systéme projectif d’espaces compacts relatif 4 un

ensemble d’indices filtrant 1, tel que fyo soit Uapplication identique pour tout o €1,

X = lim X, sa limite projective, f, I application canonique X — X, (I, p. 28). Alors:
PN

1° X est compact, et pour tout o, on a

1 £HX) = ) fia(Xp).

pzo
20 8t les X, sont non vides, X est non vide.

En effet, X est un sous-espace fermé de I:I X, (I, p. 55, cor. 2), donc il est

compact en vertu du th, 3 de I, p. 63 et de la prop. 2 de I, p. 61. Les autres
assertions résultent de E, III, p. 58, th. 1: en effet, on peut appliquer ce théoréme
en prenant pour &, ’ensemble des parties fermées de X, ; les conditions (i) et (ii)
ne sont autres que les axiomes (Oj) et (C”); la propriété (iii) résulte de ce que {x,}
est fermé et f,; continue (I, p. 9, th. 1); enfin la propriété (iv) résulte du cor. 2
de I, p. 63.

COROLLAIRE 1. — Soit (X, fop) un systéme projectif d’espaces topologiques relatif & un
ensemble d’indices filtrant, tel que, pour tout couple d’indices o, B tels que o < B, et pour tout

-1 -1
Xy € X, fap(*a) soit compact. Alors on a la relation (1) et, pour tout x, € X, fo(%,) est
compact.

-1
En effet, pour tout x, € BOOC JSas(Xp) et tout B > «, posons Ly = f,5(x,). Pour

x < 8 < v,onafg(L,) < L; et ensemble des B > « est cofinal & 'ensemble I.
Il est immédiat que les L (B > «) forment un systéme projectif d’espaces topo-
logiques (pour les restrictions des f;,), dont la limite projective L est homéo-

-1
morphe a f,(x,). Comme les L sont par hypothése compacts et non vides, le
corollaire résulte de la prop. 8.
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COROLLAIRE 2. — Soient (X, fup), (Xos fup) deux systémes projectifs d’espaces topo-
logiques relatifs au méme ensemble dindices filtrant 1, et soit (u,) un systéme projectif

d’applications ul: X, — X, Posons X = lim X, X’ = lim X/, # = lim u,.
< <~ <

) -1 .
a) S, pour un x" = (x3) € X', u,(xy) est compact et non vide pour tout o € I, alors

-1
u(x") est compact et non vide.
b) St les X, sont compacts, les X, séparés et les uy surjectives et continues, alors u est

surjective.
-1 . S \ —
Posons L, = u,(x;); il est immédiat que les L, forment un systéme projectif
-1
d’espaces topologiques (pour les restrictions des f,5) et que #(x’) = L est limite

projective des L ; assertion a) résulte donc de la prop. 8. L’assertion b) en est
une conséquence immédiate, compte tenu de la prop. 2 de I, p. 61.

7. Espaces localement compacts

DeriniTION 4. — On dit qu’un espace topologique X est localement compact s’il est séparé
et si tout point de X posséde un voisinage compact.

Il est clair que tout espace compact est localement compact, mais la réciproque
est inexacte; par exemple, tout espace discret est localement compact, mais non
compact §’il est infini.

*Comme nous le verrons dans IV, p. 7, la droite numérique R est un espace locale-

ment compact, mais non compact. 4

ProrosiTiON 9. — Tout espace localement compact est régulier.

En effet, tout point x d’un espace localement compact X posséde un voisinage
compact V; comme X est séparé, V est fermé (I, p. 62, prop. 4); d’autre part, V
est un sous-espace régulier (I, p. 61, corollaire), donc X est régulier (I, p. 57,
prop. 13).

COROLLAIRE. — Dans un espace localement compact, tout point admet un systéme fonda-

mental de voisinages compacts.
En effet, I'intersection d’un voisinage fermé de x et d’un voisinage compact de

x est un voisinage compact de x (I, p. 61, prop. 2).

On notera qu’il existe des espaces topologiques non séparés dans lesquels tout point
a un systéme fondamental de voisinages compacts (I, p. 105, exerc. 5).

Le cor. de la prop. 9 se généralise comme suit:

ProposiTioN 10. — Dans un espace localement compact X, tout ensemble compact K
admet un systéme fondamental de voisinages compacts.

En effet, soit U un voisinage quelconque de K; pour tout x € K, il existe un
voisinage compact W(x) de x contenu dans U. Les intérieurs des ensembles W (x)
forment un recouvrement ouvert de K lorsque x parcourt K, donc il existe un
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nombre fini de points x; e K (1 < ¢ < n) tels que les intérieurs des W(x;) forment
un recouvrement de K; la réunion V des W(x;) est alors un voisinage compact de
K contenu dans U (I, p. 62, prop. 5).

PropostTION 11. — Dans un espace localement compact X, soit ¥ un ensemble tel que pour
toute partie compacte K de X, F N K soit compact; alors ¥ est fermé dans X.

Compte tenu de la prop. 4 de I, p. 62, cela résulte de la prop. 3 a) de I, p.
18.

ProposrTioN 12. — Dans un espace séparé X, tout sous-espace localement compact A est
localement fermé.

En effet, pour tout x € A, il y a par hypothese un voisinage V de x dans X tel
que V N A soit compact, et par suite fermé dans V (I, p. 62, prop. 4).

ProrostTioN 18. — Dans un espace localement compact X, tout sous-espace localement
Jfermé est localement compact.

En effet, supposons A localement fermé dans X; pour tout x € A il existe un
voisinage U de x dans X tel que U N A soit fermé dans U. Soit V. < U un voisi-
nage compactde x dans X; VN A = (U N A) NV est fermé dans V, donc com-
pact (I, p. 61, prop. 2), et comme c’est un voisinage de x dans A, cela démontre
la proposition (A étant évidemment séparé).

Leth. 1 (I, p. 60) et le cor. 2 de I, p. 63 ne s”étendent pas aux espaces localement
compacts non compacts.

Par exemple, dans un espace discret infini, le filtre des ensembles contenant un
point x et dont le complémentaire est fini, admet le point x comme seul point ad-
hérent, mais ne converge pas vers x. Une application quelconque d’un espace discret
infini X dans un espace séparé X’ étant continue, I'image par cette application d’une
partie quelconque de X (qui est fermée dans X) ne sera pas en général une partie
fermée de X',

La proposition correspondant au th. 3 (I, p. 63) est la suivante:

ProrosiTioN 14. — a) Soit (X)), 1 une famille d’espaces localement compacts, telle que

X, soit compact sauf pour un nombre fini d’indices. Alors Uespace produit X = g X,

est localement compact.

b) Réciproquement, si le produit d’une famille (X,), <1 d’espaces topologiques non vides
est localement compact, les X, sont compacts sauf pour un nombre fini d’indices, et les facteurs
non compacts sont localement compacts.

a) Soit ¥ = (x) un point de X; pour chacun des indices ¢ tels que X, soit
localement compact et non compact, soit V, un voisinage compact de #, dans X, ;

pour les autres indices t, posons V, = X,; alors I[1 V, est un voisinage compact
13

de x dans X (I, p. 63, th. 3). On sait par ailleurs (I, p. 54, prop. 7) que X est
séparé, donc X est localement compact.
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b) SiX = g X, est localement compact et les X, non vides, chacun des X,

est homéomorphe & un sous-espace fermé de X (I, p. 26, prop. 4 et I, p. 27,
corollaire). D’autre part, soit ¢ = (¢,) un point de X, V un voisinage compact de
a; comme on a pr, V = X, sauf pour un nombre fini d’indices ¢ (I, p. 24), il
résulte de I, p. 63, cor. 1 que les X, sont compacts sauf pour un nombre fini
d’indices.

8. Immersion d’un espace localement compact dans un espace compact
P

TutoreME 4 (Alexandrofl). — Pour tout espace localement compact X, il existe un
espace compact X' et un homéomorphisme f de X sur le complémentaire d’un point de X'.
En outre, si X est un second espace compact tel qu’il existe un homéomorphisme f de X sur
le complémentaire d’un point de X, il existe un homéomorphisme et un seul g de X' sur X}
tel que fy = gof.

Démontrons d’abord la seconde assertion, et soient f(X) = X' —{a},
SiX) = X = {0,};sil’homéomorphisme g existe, son unicité est évidente, caron
doit avoir par définition g(x") = f1(f~1(x")) pour " # w et par suite g(w) = ©;.
Reste & montrer que la bijection g: X' — X définie par ces formules est bi-
continue, et comme X' et X} jouent le méme rdle, il suffit de montrer que I'image
par g d’un voisinage d’un point x” € X’ est un voisinage de g(x") dans Xj. Or, cela
est évident par définition si #” # «; d’autre part, si V' est un voisinage ouvert de
o dans X', X' =V’ = K est fermé dans X', donc compact (I, p. 61, prop. 2) et
contenu dans £ (X), et par suite g(K) = f,( f~1(K)) est compact (I, p. 63, cor. 1).
I1 en résulte que g(V') = X] = g(K) est un voisinage ouvert de o, (I, p. 62,
prop 4), ce qui achéve de prouver que g est un homéomorphisme.

Prouvons maintenant la premiere assertion du théoréme. Soit X’ un ensemble
somme de X et d’un ensemble réduit 4 un élément w, X étant identifié au complé-
mentaire de {&} dans X'. Définissons sur X' une topologie en prenant pour en-
semble O des parties ouvertes de X’ ensemble formé des parties ouvertes de X
et des parties de la forme (X =~ K) U {w}, ot K est une partie compacte de X.
Comme toute intersection de parties compactes de X est compacte (I, p. 61,
prop. 2 et I, p. 62,4) et que toute partie fermée d’un ensemble compact est
compacte (I, p. 61, prop. 2), O vérifie Paxiome (Oy); comme toute réunion finie
de parties compactes de X est compacte (I, p. 62, prop. 5), © vérifie aussi 'axiome
(On). Puisque toute partie compacte de X est fermée dans X (I, p. 62, prop.
4), la topologie induite sur X par celle de X' est la topologie initialement donnée
sur X. Pour établir la premiére assertion, il reste & prouver que X' est compact. En
premier lieu X' est séparé: en eflet, si x, y sont deux points distincts de X, il existe
dans X deux voisinages ouverts V, W de x et y respectivement qui sont sans point
commun, et V et W sont aussi ouverts dans X'; d’autre part, pour tout x € X, il
existe dans X un voisinage compact K de x, qui est aussi un voisinage de x dans
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X, et U= (X =K) U {w} est alors un voisinage de o dans X’ tel que
UnNnK = g. Enfin X’ est quasi-compact: soit en effet (U,), .1, un recouvrement
ouvert de X’; il y a au moins un indice p. € L tel que U, = (X =~ K,) U {w}, oli
K, est une partie compacte de X; il y a donc une partie finie H de L telle que les
U, pour » € H forment un recouvrement de K,; posant J = H U {u}, (U,)sres
est un recouvrement de X', ce qui achéve de prouver que X’ est compact.

C.Q F.D.

On observera que si X est déja compact, le point  est isolé dans I’espace com-
pact X', et X' est par suite somme (I, p. 15, Exemple IIT) de X et de I'espace {w}.

N

Lorsqu’on a ainsi défini un espace compact X’ & partir d’un espace localement
compact X par adjonction d’un élément », on dit souvent que o est le « point &
Pinfini » de X, et que X’ résulte de X par adjonction d’un point & Uinfini; on dit aussi que
X’ est le compactifié d’ Alexandroff de P'espace localement compact X.

* Exemple. — Si on applique le th. d’Alexandroff au plan numérique R?, on obtient
un espace compact, dont on peut définir comme suit un homéomorphisme sur la
sphére 8, d’équation x3 + x2 4+ x2 = 1 dans Pespace R®: au point © qu’on a adjoint
4 R? (point & l’infini), on fait correspondre le point (0, 0, 1) de 8;; et & tout point
(%1, x2) de RZ on fait correspondre le point ot la droite joignant les points (0, 0, 1)
et (x1, x5, 0) recoupe S;. Cet homéomorphisme est connu sous le nom de projection
stéréographique (voir A, IX, § 10, exerc. 14 et VI, §2, N° 4).,

9. Espaces localement compacts dénombrables 2 Pinfini

DEFINITION 5. — On dit qu’un espace localement compact X est dénombrable a Uinfini %1l
est réunion dénombrable d’ensembles compacts.
Exemples. — 1) Pour qu'un espace discret soit dénombrable 4 Iinfini, il faut et il
suffit qu’il soit dénombrable.

*2) La droite numérique R est un espace localement compact dénombrable a
Vinfini, car elle est réunion des intervalles compacts (—n, +n) pour 7€ N.,

Remarque. — Un espace topologique séparé peut étre réunion dénombrable de sous-
espaces compacts sans étre localement compact. *Il en est ainsi par exemple de
Pespace de Hilbert muni de la topologie faible, comme nous le démontrerons plus tard
(EVT, L § 1, n° 6, th. 4).,,

ProrosiTion 15, — Si X est un espace localement compact dénombrable & Uinfini, il existe
une suite (U,) d’ensembles ouverts relativement compacts dans X, formant un recouvrement de
X et tels que U, < U, pour tout n.

En effet, X est réunion d’une suite (K,) d’ensembles compacts. Soit U; un
voisinage ouvert relativement compact de K; (I, p. 65, prop. 10) et définissons
par récurrence U, pour n > 1 comme un voisinage ouvert relativement compact
de U,_, UK, (I, p. 62, prop. 5 et I, p. 65, prop. 10); il est clair que les U,
répondent a la question.

CoOROLLAIRE 1. — Avec les notations de la prop. 15, pour toute partie compacte K de X,
il existe un entier n tel que K < U,
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En effet, il y 2 un nombre fini des U,, qui recouvrent K (axiome de Borel-

Lebesgue).

COROLLAIRE 2. — Sotent X un espace localement compact, X' Pespace compact obtenu en
adjoignant @ X un point @ Uinfini » (I, p. 68). Pour que X soit dénombrable a Uinfini, il
Saut et il suffit que, dans X', le point  posséde un sysiéme fondamental dénombrable de
voisinages.

La condition est suffisante puisque les complémentaires des voisinages ouverts
de o sont compacts dans X. Elle est nécessaire, car siles U, < X ont les propriétés

énoncées dans la prop. 15, les voisinages X' — U, de o dans X forment un sys-
teme fondamental de voisinages de » en vertu du cor. 1.

Il est clair que tout sous-espace fermé d’un espace localement compact dé-
nombrable & I'infini est un espace localement compact dénombrable 2 Pinfini. De
méme, tout produit fini d’espaces localement compacts dénombrables & Pinfini
est dénombrable a 'infini.

On notera par contre qu’un sous-espace owvert d’un espace compact n’est pas
nécessairement dénombrable a P’infini, comme le montre le th. d’Alexandroff (I, p.
67, th. 4).

10. Espaces paracompacts

DEriNtTION 6. — Un espace topologique X est dit paracompact s°il est séparé, et s’il vérifie
Paxiome suivant:
(PC) Pour tout recouvrement ouvert R de X, il existe un recouvrement ouvert localement

fini R’ de X, plus fin que R (E, 1L, p. 27, déf. 5).

11 est clair que tout espace compact est paracompact. Tout espace discret X est
paracompact, car le recouvrement ouvert formé de tous les ensembles réduits a
un point est localement fini et plus fin que tout recouvrement ouvert de X.

ProposITION 16. — Dans un espace paracompact X, tout sous-espace fermé ¥ est para-
compact.

En cffet, I’ est séparé; d’autre part, si (V,) est un recouvrement ouvert dans le
sous-espace F, tout V, est de la forme V, = U, N T, ot U, est ouvert dans X,
Considérons le recouvrement ouvert R de X formé de OF et des U,; il existe un
recouvrement ouvert localement fini R’ de X plus fin que R, et les traces sur F des
ensembles de R’ forment un recouvrement ouvert localement fini de F, plus fin
que le recouvrement donné (V).

Par contre, un sous-espace ouvert d’un espace compact n’est pas nécessairement
paracompact (I, p. 105, exerc. 12).
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ProrposttioN 17. — Le produit d’un espace paracompact et d’un espace compact est para-
compact.

Soient X un espace paracompact, Y un espace compact, ® un recouvrement
ouvert de X x Y. Pour tout point (x,y) € X x Y, il existe un voisinage ouvert
V(x,y) de x dans X et un voisinage ouvert W(x,y) de y dans Y tels que
V(x,y) x W(x,y) soit contenu dans un ensemble de ®. Pour tout x € X, les
W (x, y), oty parcourt Y, forment un recouvrement ouvert de Y, donc il existe un

nombre fini de points y; (1 < ¢ < n(x)) de Y tels que les W(x, ;) forment un
n(x)

recouvrement ouvert de Y. Posons U(x) = lol V{(x,4;); chacun des ensembles
ouverts U(x) x W(x, ;) est contenu dans un ensemble de R. Soit alors ('1,),c; un
recouvrement ouvert localement fini de X plus fin que le recouvrement formé
par les U(x) (x € X). Pour tout « € I, soit x, un point de X tel que T, = U(x,), et
désignons par S, ; les ensembles W(x,,7,) correspondant a ce point (1 < £ < n(x,)).
Il est clair que les ensembles T, x S, (vel, 1 <k < n(x,) pour tout vel)
forment un recouvrement ouvert de X x Y, plus fin que R; montrons que ce
recouvrement est localement fini. En effet, pour tout (x,y) € X x Y, il existe un
voisinage Q de x ne rencontrant quun nombre fini d’ensembles T'; a fortiori le
voisinage Q x Y de (x,y) ne rencontre qu’un nombre fini d’ensembles de la
forme T, x S, ;.

Par contre, le produit de deux espaces paracompacts n’est pas nécessairement
paracompact (voir IX, §5, exerc. 15).

ProrositioN 18. — Un espace X somme (I, p. 15, Exemple 111) d’une famille (X,), c1
d’espaces paracompacts est paracompact.

Soit en effet (V,), 1, un recouvrement ouvert de X; le recouvrement formé
des ensembles ouverts X, NV, est plus fin que (V,); si pour chaque tel,
(U, wuewm, est un recouvrement ouvert localement {ini de X, plus fin que
(Vi N X)) e le recouvrement ouvert de X formé des U, |, (ve I, p e M, pour
chaque v € I) est localement fini et plus fin que (V,).

TutoriME 5. — Pour qu’un espace localement compact X soit paracompact il, faut et il
suffit qu’il soit somme d’une famille d’espaces localement compacts dénombrables a Uinfini.
Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons X paracompact,
et pour tout x € X, soit V, un voisinage ouvert relativement compact de x dans X.
Il existe par hypothése un recouvrement ouvert localement fini (U(«))yc 5 de X
plus fin que le recouvrement formé des V,, (ot x € X); les U(a) sont donc rela-
tivement compacts. Toute partie compacte K de X ne rencontre qu’un nombre
fini d’ensembles U(a): en effet, les ensembles U(x) N K non vides forment un
recouvrement ouvert localement fini de I'espace compact K, donc ce recouvre-
ment est nécessairement fini (I, p. 59). Cela étant, soit R la relation suivante entre
deux points x,y de X: «il existe une suite finie (o;); <;<, d’indices dans A telle
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que x € Ufoy), y€ U(x,) et U() N Ulayyq) # & pour 1 €2 <n—1» On
vérifie aussitot que R est une relation d’équivalence; en outre, toute classe d’équiva-
lence suivant R est un ensemble ouvert dans X, comme il résulte aussitét de la
définition de R et du fait que les U(a) sont ouverts. L’espace X est donc somme
des sous-espaces localement compacts (I, p. 66, prop. 13) formés des classes
d’équivalence suivant R; tout revient & prouver que chacun de ces sous-espaces
est réunion d’une sous-famille dénombrable de la famille (U(a)).

Or, soit x un point quelconque de X; définissons par récurrence sur # une
suite (C,) d’ensembles ouverts relativement compacts dans X, de la fagon
suivante: G est la réunion des ensembles U(«) qui contiennent x, et pour tout
n > 1, G, estlaréunion des ensembles U(«) qui rencontrent G, _;. Il est immédiat,
par récurrence sur z, que chacun des C,, est relativement compact et réunion d’un
nombre fini d’ensembles U(«). Montrons alors que la classe de x suivant R est la
réunion des C,: en effet, si (o;)1<;<, €st une suite d’indices telle que x € U(a,) et
U()) N Uleyq) # @ pour 1 <7< n— 1, on a, par récurrence sur ¢,
U(ey) = C; pour 1 €7 < n, ce qui achéve de démontrer la premiere partie du
théoréme.

Montrons maintenant que la condition de I’énoncé est suffisante. En vertu de
la prop. 18, on peut se borner au cas ot X est dénombrable a linfini. Soit
R = (G,)ye, un recouvrement ouvert quelconque de X. Soit d’autre part (U,)
une suite d’ensembles ouverts relativement compacts de X ayant les propriétés
énoncées dans la prop. 15 de I, p. 68; nous désignerons par K, I’ensemble com-

pact U, =U,_; (en convenant de poser U, = g pour zn < 0). L’ensemble

ouvert U, ,; = U, _, est un voisinage de K, par construction; pour tout x € K,,,
il existe donc un voisinage W, de x contenu dans un des ensembles G, et contenu

aussi dans U, ,.; — U, _,. Comme K, est compact, il existe un nombre fini
d’ensembles de la forme W, formant un recouvrement de K,; soient H,
(1 €7 < p,) ces ensembles. II est clair que la famille ®" des ensembles H,,
(n =2 1,1 < i < p, pour tout #) est un recouvrement ouvert de X plus fin que R;
montrons que R’ est localement fini. Soient z un point quelconque de X, n le plus
petit entier tel que z € U,;; comme z ¢ U, _, il existe un voisinage T de z contenu
dans U, et ne rencontrant pas U, _,; par suite, T ne peut rencontrer que les
ensembles H,; pour lesquels n — 2 < m < n + 1, et ces derniers sont en nombre
fini.

C.Q.F.D.

Au cours de la démonstration, nous avons en outre prouvé ce qui suit:
COROLLAIRE. — Soit X un espace localement compact et paracompact; pour tout recouvre-
ment ouvert R de X, 1l existe un recouvrement ouvert localement fini R’ de X plus fin que R
et formé d’ensembles relativement compacts. St X est dénombrable a Uinfini, on peut en outre
supposer que R’ est dénombrable.
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§ 10. APPLICATIONS PROPRES

Dans ce paragraphe, nous noterons 1dy I’ application identique d’un ensemble X sur lui-méme.

1. Applications propres

Sifi X —Y et f: X' Y’ sont deux applications continues fermées, le produit
Fxf X xX =Y x Y nest pas nécessairement une application fermée,
méme si f est de la forme Idg.

Exemple. — Toute application constante dans un espace séparé est fermée. Mais si
JSest Papplication constante @ — {0}, f* x Idgq est I'application (x, y) +> (0, %) de QZ
dans Q2, quis’identifie 4 la deuxiéme projection et n’est pas fermée (I, p. 26, Remarque

1).

DeriNtTION 1. — Soit f une application d’un espace topologique X dans un espace topo-
logique Y. On dit que f est propre st f est continue et si, pour tout espace topologique Z,
Capplication f x Idg: X x Z—Y x Z est_fermée.

On donnera aux n° 2 et 3 d’autres caractérisations des applications propres.

En prenant dans la déf. 1 I'espace Z réduit a un point, on voit que:
Prorosition 1. — Toute application propre est_fermée.

Prorosirion 2. — Soit f: X — Y une application continue injective. Les trois propriétés
sutvantes sont équivalentes :

a) fest propre.

b) fest fermée.

c) fest un homéomorphisme de X sur une partic fermée de Y.

On vient de voir que a) entraine b). Comme la relation d’équivalence
Sf(x) = f(x') est la relation d’égalité, 1’espace quotient de X par cette relation
s’'identific 2 X, donc b) entraine ¢) en vertu de I, p. 32, prop. 3. Enfin, si ¢) est
vérifiée, f x Id, est un homéomorphisme de X x Z sur un sous-espace fermé de
Y x Z, donc est une application fermée, ce qui prouve que ¢) entraine a).

Prorostrion 3. — Soit f+ X — Y une application continue; pour toute partic T de Y,

désignons par fr. Uapplication de f ET) dans 'T' qui coincide avec f dans f tT)

a) St fest propre, fr est propre.

b) Soit (T(1)),e; une famille de parties de Y dont les intérieurs forment un recouvrement
de Y, ou qui est un recouvrement fermé localement fini de Y ; st toutes les fu, sont propres,
alors f est propre.

Soit Z un espace topologique. Pour toute partie T de Y, on a
Jo x Idy = (f x Idg)pxq; st f est propre, f x Id, est fermée, donc il en est de
méme de (f x Idy)ryz (I, p. 31, prop. 2 a)), ce qui démontre a). Si maintenant
(T((v) al’'une des propriétés énoncées dans b), le recouvrement (T (1) x Z),.;de
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Y x Z a la méme propriété; si les fr,, sont propres, les (f x Idg)pyxz sont
fermées, donc f x Idy est fermée (I, p. 31, prop. 2 4)), ce qui achéve la démons-
tration.

ProrositioN 4. — Soit 1 un ensemble fini, et pour tout i€, soit fi: X;—Y; une
application continue. Posons X = U X, Y = IT[ Y,, et soit f: X — Y DPapplication
produit (x;) > (fi(x;)) des f;. Alors:

a) St chacune des f; est propre, f est propre.

b) Si f est propre et si les X, sont non vides, chacune des f; est propre.

(Nous verrons dans I, p. 76, cor. 3, que cette proposition s’étend aux produits
infinis.)

En raisonnant par récurrence, on voit qu’il suffit de considérer le cas ol
I={1,2}

a) Supposons f;, f» propres, et soit Z un espace topologique; I’application
f1 % fa x IdgestlacomposéedesapplicationsIdy, x fo x Idgetf; x Idg, x Idy;
ces deux applications sont fermés par hypotheése, donc f; xf, x Idy est fermée
(I, p- 30, prop. 1 a)), et f = f; x f; est propre.

b) Supposons maintenant f propre; soit F une partie fermée de X, x Z, et
soit G son image dans Y, x Z parf; x Idy;Pimagede X; x FdansY; x Y, x Z
par fi x fo x Idyestégalea f(X,) x G. Par hypothese, f1(X;) x G est fermé
dans Y; x Y, x Z;si Xy # @, f1(X;) est non vide, et cela entraine que G est
fermé dans Y, x Z (I, p. 27, corollaire); donc Papplication f; est propre. On
montre de méme que f; est propre si Xy # &.

ProposiTiON 5. — Sodent f: X — X' et g: X' — X" deux applications continues. Alors:

a) Sifet g sont propres, g o f est propre.

b) 87 g o fest propre et si f est surjective, g est propre.

c) St g o fest propre et si g est injective, f est propre.

d) 87 g o fest propre et si X' est séparé, [ est propre.

Soit Z un espace topologique. On a (g o f) x Idy; = (g x Idy) o (f x Idy);
si f et g sont propres, f x Id, et g x Idy sont fermées, donc (I, p. 30, prop.
1a), (gof) x Idy est fermée, ce qui démontre a). On démontre de méme b)
(resp. ¢)) en appliquant la partie b) (resp. ¢)) de la prop. 1 de I, p. 30, et en
remarquant que si f est surjective (resp. si g est injective), f x Id est surjective
(resp. g x Idj est injective). Plagons-nous maintenant dans les hypothéses de d).
Considérons le diagramme commutatif

X 2> X x X'
(1) f (gof) x 1dgr

XX x X
ot o(x) = (x,f(x) et P(x") = (g(x"), x'). L’application ¢ (resp. ¢) est un homéo-
morphisme de X (resp. X’) sur le graphe de f (resp. le symétrique du graphe de
g) (I, p. 25, cor. 2); de plus, puisque X’ est séparé, le graphe ¢(X) de fest fermé
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dans X x X’ (I, p. 53, cor. 2). Donc (I, p. 72, prop. 2) ¢ est propre; d’autre
part la prop. 4 de I, p. 73 montre que (g o f) x Idy. est propre. D’apreés a) et la
commutativité du diagramme (1), ¢ o f est propre, et puisque ¢ est injective, il
résulte de c) que f est propre.

Remarque. — Si X’ n’est pas séparé, il peut se faire que g o fsoit propre sans que fle

soit: il suffit de prendre pour X et X” (resp. X’) des ensembles & un (resp. deux)
éléments et de munir X’ de la topologie la moins fine.

CoroLLAIRE 1. — 8t f: X — Y est une application propre, la restriction de f & une partie
JSermée ¥ de X est une application propre de ¥ dans Y.

En effet, cette restriction est la composée foj, ot j: F - X est 'injection
canonique, qui est propre (I, p. 72, prop. 2).

CoOROLLAIRE 2. — Soit [+ X —> Y une application propre. St X est séparé, le sous-espace
J(X) de Y est séparé.

En vertu de la prop. 5 c), on peut se borner au cas ot f(X) = Y. Alors la
diagonale de Y x Y est image par f x f de la diagonale de X, laquelle est
fermée (I, p. 52, prop. 1); comme f x f est propre (I, p. 73, prop. 4) la dia-
gonale de Y x Y est fermée (I, p. 72, prop. 1), donc Y est séparé (I, p. 52,
prop. 1).

CoROLLAIRE 3. — Soit I un ensemble fini, et pour tout i € 1, soit f;: X — Y, une applica-
tion propre. St X est séparé, Uapplication x +— ( fi(x)) de X dans TI Y; est propre.

En effet, cette application est composée de Papplication produit (x;) +- ( fi(%:))
de X' dans Ij Y;, et de 'application diagonale de X dans XT; comme cette

derniére est propre (I, p. 72, prop. 2 et I, p. 52, prop. 1), la conclusion résulte
de la prop. 4 (I, p. 73) et de la prop. 5 a).

CoROLLAIRE 4. — Sotent X, Y deux espaces topologiques, f: X —Y une application

(3

continue, R la relation d’équivalence f (x) = f(y) dans X, X ? X/R : fX) Y
la décomposition canonique de f. Pour que f soil propre, il faut et il suffit que p soit propre,
que h soit un homéomorphisme et f (X) une partie fermée de Y.

Les conditions sont suffisantes en vertu de la prop. 5 a) (I, p. 73) et de la
prop. 2 (I, p. 72). Inversement, si f est propre, f est fermée, donc on sait déja que
S(X) est fermé dans Y et que % est un homéomorphisme (I, p. 32, prop. 3); en

-1
outre, & o p est propre en vertu de la prop. 5 ¢) (I, p. 73), donc p = ko (ko p)
est propre en vertu de la prop. 5 a) (I, p. 73). '

2. Caractérisation des applications propres par des propriétés de compacité

Dans ce numéro, nous désignerons par P un espace réduit & un point, et muni de son unique
topologie.
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Lemme 1. — Sott X un espace topologique tel que Uapplication constante X — P soit
propre. Alors X est quasi-compact.

(Nous verrons un peu plus loin (I, p. 76, cor. 1) que cette propriété caractérise
les espaces quasi-compacts.)

On peut se borner au cas ott X est non vide. Soient § un filtre sur
X, X' = X U {w} Pespace topologique associé¢ a § (I, p. 40, Exemple). Soient A
la partie de X x X’ formée des couples (x, x), ot x parcourt X, et F = Al'ad-
hérence de A dans X x X'. Vu Phypothése faite sur X, I'image de F par la pro-
jection X x X’ — X'’ est fermée dans X’; comme cette image contient X, elle
contient nécessairement w, qui est adhérent & X; autrement dit, il existe x € X
tel que (x, ») € F. Par définition de la topologie de X x X', cela signifie
que pour tout voisinage V de x dans X et tout ensemble M€ @, on a
(V x M) NA # @, est-a-dire VA M # & ; en d’autres termes, x est adhérent
au filtre &. C.Q.F.D.

TrtoriME 1. — Soit f+ X — Y une application continue. Les quatre propriétés suivantes
sont équivalentes:

a) fest propre.

b) fest fermée, et pour touty €Y, f l(y) est quasi-compact.

c) St F est un filtre sur X et si y €'Y est adhérent & f (), il existe un point x € X
adhérent & F et tel que f(x) = y.

d) St U est un ultrafiltre sur X, et si y €'Y est un point limite de la base d’ultra filtre
S @), il existe un point limite x de W tel que f(x) = y.

a) eniraine b): En effet, si f est propre, f est fermée (I, p. 72, prop. 1) et pour
touty € Y, Papplication f,,: fl(y) —>{y} est propre (I, p. 72, prop. 3 a)). D’aprés

le lemme 1, cela implique que f(y) est quasi-compact.
b) entraine c): Supposons que F et y vérifient les hypothéses de c) et soit B la
base de filtre sur X formée des adhérences des ensembles de §. Puisque fest fermde,

SF(M) = f(M) pour MeF (I, p. 35, prop. 9). Cela prouve que les ensembles
1

M N f(y) sont non vides pour M € G, et forment par suite une base de filtre sur
S 1(y) composée d’ensembles fermés dans fl(y). Comme fl (y) est quasi-compact, il
existe x € f1 (y) appartenant & tous les M pour M e; on a f(x) =y et & est
adhérent 3 G.

c) implique d) trivialement.

d) entraine que f est fermée. En effet, soit A une partie fermée non vide de X, et
soit & le filtre des parties de X contenant A; A est alors Pensemble des points
adhérents a §. Soit B ’ensemble des points adhérents au filtre de base f(§) sur Y
B est fermé et contient évidemment f(A); nous allons voir que B = f(A), ce qui
prouvera notre assertion. Soit y € B et soit B le filtre des voisinages de y dans Y

-1
par hypothése, tout ensemble de 98 = f () rencontre tout ensemble de &, donc
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2B est une base de filtre sur X et il y a un ultrafiltre U sur X, plus fin que le filtre
de base B et que §F (I, p. 37, cor. 2 et I, p. 39, th. 1). L’ultrafiltre de base /(1)
est plus fin que ¥, donc converge vers y. En vertu de d), il existe x € X tel que
f(x) = y et que U converge vers x; comme U est plus fin que &, x est adhérent 2 &,
donc x € A, ce qui prouve que B = f(A).

d) entrainea): En effet, il faut montrer que si f vérifie d) Papplication f x Id,
est fermée pour tout espace topologique Z. D’aprés ce qui précede, il suffit de
prouver que f x Id, vérifie aussi la condition d). Cela résultera du lemme général
suivant:

Lemme 2. — S% (f,),e1 est une famille d’applications continues f,: X, — Y, dont chacune
vérifie la condition d), alors Papplication produit [ (x,) — ( fi(x.)) vérifie aussi la con-
dition d).

En effet, soit U un ultrafiltre sur X = U X,, et soit ¥ = (y,) un point de

Y = U Y, tel que f(U) converge vers y. Cela signific que chacune des bases
d’ultrafiltre pr,( f(U)) = f, (pr.()) converge vers y, (I, p. 51, cor. 1). En vertu
de la condition d), il existe pour chaque ¢ € I, un x, € X, tel que f,(x,) =y, et que
pr.(U4) converge vers x,; mais alors U converge vers x = (x,) (loc. ¢it.) et on a
S(x) =y, ce qui démontre le lemme et achéve la démonstration du th. 1.

CoroLLAIRE 1. — Pour qu’un espace topologique X soit quasi-compact, il faut et il suffit
que Papplication X — P soit propre.
On applique I’équivalence de a) et b) & X — P.

CoroLLAIRE 2. — Toute application continue f d’un espace quasi-compact X dans un
espace séparé Y est propre.

L’application composée X Loy —Pest propre (cor. 1) donc f est propre
en vertu de la prop. 5 d) de I, p. 73. On peut aussi appliquer le critére b) du
th. 1, en utilisant le cor. 2 de I, p. 63.

CoRrOLLAIRE 3. — S (f,) est une famille d’applications propres, Uapplication produit
(%) = (fi(x)) est propre.

Compte tenu du th. I, ce n’est autre que le lemme 2 ci-dessus.

Sion applique ce corollaire 2 la famille d’applications X, —> P, on retrouve, compte
tenu du cor. 1, le th. de Tychonoff (I, p. 63, th. 3).

COROLLAIRE 4. — Soit X un espace séparé. Pour toule famille d’applications propres
Jo: X =Y, Papplication x +— ( f,(x)) de X dans H Y, est propre.

La démonstration est la méme que pour le cas d’une famille finie (I, p. 74,
cor. 3), en utilisant le cor. 3 ci-dessus, et le fait que la diagonale de X' est fermée

(I, p. 52, prop. 1).
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COROLLAIRE 5. — Pour tout espace quasi-compact X et tout espace topologique Y, la
projection pro: X x Y — Y est propre.

En effet, on peut identifier Y & P x Y, en identifiant pry au produit des
applications propres X — P (cor. 1) et Idy, d’ou la conclusion (cor. 3).

Exemple. — Soient X un ensemble, f: X — X’ une application surjective de X dans
un espace topologique X’; on munit X de la topologie image réciproque de celle de
X’ par f. Alors f est propre, car elle est fermée (I, p. 30, Exemple 3), et P'image réci-
proque d’un point de X’ est un sous-espace de X dont la topologie est la topologie la
moins fine et qui est par suite quasi-compact.
Remarque. — Lorsque Y est séparé, la condition d) du th. 1 est équivalente a:

d’) S W est un ultrafiltre sur X tel que f(U) soit une base de filtre convergente, alors U
est convergent.

En effet, si 4 converge vers x et f(U) vers y, 'unicité de la limite dans Y et la
continuité de f montrent que ’on a nécessairement y = f(x). De méme, la con-
dition c¢) du th. 1 est alors équivalente a:

c’) Si G est un filtre sur X tel que f(&) ait un point adhérent, alors & a un point
adhérent.

En effet, ¢) = ¢') = d') = d) = ¢).

Par contre, si Y n’est pas séparé, d’) n’entraine plus d), comme le montre

Pexemple o X est réduit 2 un point, Y formé de deux éléments et muni de la
topologie la moins fine.

ProrosiTiON 6. — Soit f: X — Y une application propre, et soit K une partie quasi-

-1
compacte de Y. Alors Uensemble f(K) est quasi-compact.
-1

D’aprés la prop. 3 de I, p. 72, Papplication fx: f(K) — K est propre; comme
K — P est une application propre (I, p. 76, cor. 1), il résulte de I, p. 73, prop.
-1

-1
5 a), que Papplication composée f(K) LR —5Pest propre, donc f(K) est
quasi-compact (I, p. 76, cor. 1).

3. Applications propres dans les espaces localement compacts

ProrositioN 7. — Soit f une application continue d’un espace séparé X dans un espace
localement compact Y . Pour que f soit propre, il faut et il suffit que pour toute partie compacte

-1
K de'Y, f(K) soit un ensemble compact. En outre, si f est propre, X est localement compact.

-1
Si f est propre, f(K) est compact pour toute partie compacte K de Y, en
vertu de la prop. 6. Inversement, supposons cette condition vérifiée, et soit (U,)

un recouvrement de Y formé d’ensembles ouverts relativement compacts.
-1__
L’hypothése entraine que les £ (U,) sont compacts et que leurs intérieurs forment

un recouvrement de X; comme X est séparé, cela prouve en premier lieu que X

est localement compact. En outre, chacune des applications f5_: f (U,) — U, est
propre (I, p. 76, cor. 2); donc fest propre (I, p. 72, prop. 3 b)).
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COROLLAIRE. — Sotent X, X' deux espaces localement compacts, Y, Y' les espaces
compacts obtenus en adjoignant @ X, X' respectivement des points d Pinfini o, o’ (I, p. 68).
Pour qu’une application continue f= X — X soit propre, il faut et il suffit que son prolonge-
ment 2 Y —> Y’ tel que f(w) = ' soit continu.

En effet, en verta de la prop. 7, dire que f est propre signifie que pour toute
-1

partie compacte K’ de X', /(X' =K') = X = fl(K') est le complémentaire
d’une partie compacte de X; par définition des voisinages de o et ' dans Y et Y’
respectivement (I, p. 67, th. 4), cela équivaut aussi & dire que f est continue au
point , d’oul le corollaire.

4. Espaces quotients des espaces compacts et des espaces localement compacts

ProrosiTioN 8. — Soient X un espace compact, R une relation d’équivalence dans X, G
son graphe dans X x X, f Uapplication canonique X — X/R. Les conditions sutvantes
sont équivalentes:

a) C est fermé dans X x X.

b) R est fermée.

c) fest propre.

d) X/R est séparé.

En outre, lorsque ces conditions sont vérifides, X /R est compact.

Dire que R est fermée équivaut a dire que fest fermée, donc b) entraine c) en
vertu de I, p. 75, th. 1 b). Le fait que ¢) entraine d) est un cas particulier de I,
p- 74, cor. 2. On sait déja que d) entraine a) sans hypothese sur X (I, p. 55,
prop. 8). Prouvons ensuite que a) entraine b). Or, si F est une partie fermée de X,
son saturé est pro(C N (F x X)); par hypothese, C N (F x X) est fermé dans
Pespace compact X x X, donc est compact (I, p. 61, prop. 2), et notre assertion
résulte de la continuité de pry (I, p. 63, cor. 2).

Enfin, il est clair que si X/R est séparé, il est compact en vertu de I, p. 62,
th. 2.

ProrosrrioN 9. — Soient X un espace localement compact, R une relation d’équivalence
dans X, G son graphe dans X x X, fUapplication canonique X — X [R; soit X' Pespace
compact obtenu en adjoignant & X un point & Uinfini o (I, p. 68), et soit R’ la relation
d’équivalence dans X', de graphe C' = C U {(o, ©)}. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) fest propre.

b) Le saturé pour R de toute partie compacte de X est un ensemble compact.

c) R’ est fermée.

d) La restriction & C de pry, est propre.

e) R est fermée et les classes suivant R sont compactes.

En outre, lorsque ces conditions sont remplies, X |R est localement compact.

a) = b): En effet, comme X/R = f(X), X/R est séparé (I, p. 74, cor. 2),
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donc 'image par f de toute partie compacte K de X est compacte (I, p. 63,

cor. 1); comme le saturé de K pour R est f1 (f(K)), il est compact en vertu de la
prop. 6 de I, p. 77.

b) = ¢): Si I’ est fermé dans X'’ et ne contient pas o, F’ est une partie com-
pacte de X, donc son saturé pour R’, égal & son saturé pour R, est compact et @
Sortiori fermé dans X'. Si weF etsi F = F N X =F —{o}, le saturé de F’
pour R’ est la réunion de {w} et du saturé H de I pour R, et il suffit de prouver
que H est fermé dans X (autrement dit, que R est une relation fermée). Pour cela,
il suffit de montrer que pour toute partie compacte K de X, H N K est compact
(I, p. 66, prop. 11). Or, le saturé L de K pour R est compact par hypothése, et
la trace de H sur L est le saturé de F N L, qui est aussi compact; a jfortior:
HnNnK = (HnL) "K est compact.

c) =d): En effet, comme X’ est régulier (I, p. 61 corollaire), C’ est
Sermé dans X' x X' (I, p. 58, prop. 14), donc compact. On en conclut que G’ est
le compactifié d’Alexandroff de C (I, p. 67, th. 4); comme la restriction de
pra: X' x X'— X" a ¢ est continue au point «, la conclusion résulte de I, p.
78, corollaire.

d) = ¢): Pour toute partie fermée F de X, C N (F x X) est fermé dans G,
donc le saturé de F pour R, égal a pry(C N (F x X)), est fermé dans X (I, p. 72,
prop. 1). En outre, la classe de x € X suivant R est homéomorphe a I'image
réciproque de {x} par la restriction de pry & G, donc est compacte (I, p. 75,
th. 1 b)).

e) = a): En effet, si R est fermée, f est fermée par définition, et pour tout
ze X/R, f(z) est une classe suivant R, donc est compacte; notre assertion résulte
de I, p. 75, th. 1 b).

Montrons enfin que X/R est localement compact. En effet, X'/R’ est compact
cn vertu de c) et de la prop. 8; la relation R est induite sur X par R’, X est ouvert
dans X' et saturé pour R’; donc X/R est homéomorphe a 'image /(X)) de X par
Papplication canonique f": X' — X'/R’ (I, p. 23, cor. 1). Or f'(X) est ouvert
dans X'/R’, donc est un sous-espace localement compact.

C.Q.F.D.

CoRrOLLAIRE. — Soient X un espace séparé, Y un espace topologique, f+ X —Y une
application propre. Pour que X soit compact (vesp. localement compact), il faut et il suffit
que f(X) soit compact (vesp. localement compact), et il suffit que Y soit compact (resp.
localement compact).

En effet, si X est compact (resp. localement compact), le fait que f(X) est
compact (resp. localement compact) résulte de I, p. 74, cor. 4 ct des prop. 8
et 9 (I, p. 78) (le cas ot X est compact étant d’ailleurs aussi conséquence de I,
p. 76, cor. 2 et de I, p. 62, th. 2). Inversement, si Z = f(X) est compact (resp.
localement compact), comme f,;: X — f(X) est propre (I, p. 72, prop. 3 a)), X
est compact (resp. localement compact), en vertu des prop. 6 et 7 (I, p. 77).
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Enfin, si Y est compact (resp. localement compact), il en est de méme de f(X),
qui est fermé dans Y (I, p. 72, prop. 1 et I, p. 66, prop. 13).

Remarque. — Si X est localement compact et non compact, une relation d’équivalence

Jermée R dans X peut étre non séparée (IX, §4, exerc. 8); et méme si elle est séparée,
X/R n’est pas nécessairement localement compact (I, p. 113, exerc. 17). On a toutefois
le critére suivant:

Prorpostrion 10. — Soient X un espace localement compact, R une relation d’équivalence
ouverte et séparée dans X, f lapplication canoniqgue X — X[R. Alors X/R est locale-
ment compact, et pour toute partie compacte K’ de X[R, il existe une partie compacte K de X
telle que f(K) = K'.

La premiére assertion résulte de ce que tout ¥ € X a un voisinage compact V

et de ce que f(V) est un voisinage compact de f(x) (I, p. 33, prop. 5 et I, p. 63,
1

cor. 1). Pour touty € K’, soit V(y) un voisinage compact d’un point de}(y) dans
X, de sorte que f(V(y)) est un voisinage compact de y. Il existe un nombre fini
de points y; € K’ tels que les £ (V(y;)) recouvrent K'. Soit K, ’ensemble compact

-1
U V(y;) dans X; ona K’ < f(K,), donc K = K; N f(K’) est compact (puisque
i
fermé dans K,) et f(K) = K.

§ 11. CONNEXION

1. Espaces et ensembles connexes

DErFINITION 1. — On dit qu’un espace topologique X est connexe s°il n’est pas réunion de
deux ensembles ouverts non vides disjoints.

On a une définition équivalente en y remplacant les mots « ensembles ouverts »
par « ensembles fermés »; il revient au méme de dire qu’en dehors de I’espace X
tout entier et de I’ensemble vide, il n’existe aucun sous-ensemble de X qui soit
a la fois ouvert et fermé.

Si X est connexe et si A et B sont deux ensembles ouverts non vides (resp. deux
ensembles fermés non vides) tels que AUB = X,;ona ANB # 7.

Exemples. — *1) On verra dans IV, p. 8 que la droite numérique est connexe, et la
droite rationnelle non connexe.
2) Un espace discret contenant plus d’un point n’est pas connexe.

On notera que si (U,), g est une partition d’un espace topologique X formée
d’ensembles ouverts non vides, chacun des U, est d la fois ouvert et fermé, car son
complémentaire est ouvert, étant la réunion des U, pour k¥ # t. Les ensembles
ouverts de X sont alors les ensembles A tel que A N U, soit ouvert dans U, pour
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tout ¢ € I, donc X s’identifie & I'espace somme des U, (I, p. 15, Exemple 1I1), et n’est
pas connexe si I a au moins deux éléments.

DiriniTioN 2. — On dit qu'une partie A d’un espace topologique X est un ensemble
connexe, st le sous-espace A de X est connexe.

Pour que A soit une partie connexe de X, il faut et il suffit que, pour tout re-
couvrement de A composé de deux ensembles B, C, tous deux ouverts (ou tous
deux fermés) dans X, et tels que AN B et A N C ne soient pas vides, on ait
ANnBNC # 3.

Exemples. — Dans un espace topologique, ’ensemble vide et tout ensemble réduit
un point sont connexes; dans un espace séparé, tout ensemble fini comprenant plus d’un
point, et plus généralement tout ensemble non réduit & un point ¢t possédant au
moins un point isolé est non connexe.

Si un ensemble pariout dense A est connexe, Pespace X tout entier est connexe;
sinon il existerait deux ensembles ouverts non vides M, N sans point commun tels
que X = MUN; alors MN A et NN A seraient, dans A, deux ensembles
ouverts non vides sans point commun, dont la réunion serait A, ce qui est con-
traire & ’hypothése. D’oti:

PROPOSITION 1. — Si A est un ensemble connexe, tout ensemble B tel que A < B < A est
connexe.

ProrosiTioN 2. — La réunion d’une famille d’ensembles connexes, dont Uintersection n’est
pas vide, est un ensemble connexe.
Soit (A,),e; une famille de parties connexes de X, contenant toutes un méme

point x, et montrons que A = |_J A, est connexe. Sinon, il existerait dans X deux
tel

ensembles ouverts B, C tels que B N A et G N A soient non vides, que A =« BU G
et que ANB N G = &. Le point x appartient & 'un des ensembles B, C, soit
par exemple x € B; d’autre part il existe un indice k tel que CN A, % @; on
aurait donc A, c BUG A NBNC= g et BN A, et Cn A_ seraient non
vides, contrairement & I’hypothése que les A, sont connexes.

COROLLAIRE, — S0it  (A,)nso une suile infinie d’ensembles connexes tels que

o
A,_i1NA, # @ pour tout n > 0; alors la réunion \J A, est connexe.
n=0

n

En effet, on voit aussitdt, par récurrence sur z, que ’ensemble B, = |J A, est
=0

connexe pour tout 7, en vertu de la prop. 2; comme les B, ont une intersection

ac
non vide, leur réunion, égale & | A,, est connexe en vertu de la prop. 2.
n=0

ProrosrtioN 3. — Soit A une partie d’un espace topologique X. St B est une partie
connexe de X qui rencontre d la _fois A et A, B rencontre la frontiere de A.
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En effet, dans le cas contraire, les intersections de B avec Pintérieur et ’ex-
térieur de A seraient deux ensembles non vides ouverts par rapport 4 B et formant
une partition de B, contrairement & I’hypothese.

COROLLAIRE. — Dans un espace connexe X, tout ensemble non vide et distinct de X a au
moins un point frontiére.

2. Image d’un ensemble connexe par une application continue

ProposrTION 4. — Sotent A une partie connexe d’un espace topologique X, f une application
continue de X dans un espace topologique X'; alors f(A) est connexe.
En effet, s’il existait deux ensembles M’, N’ non vides ouverts par rapport a

-1 ’ -1
S(A) et formant une partition de f(A), AN f(M’) et AN f(N’) seraient non
vides, ouverts relativement & A et formeraient une partition de A, contrairement
a ’hypothese.
L’image réciproque d’un ensemble connexe par une application continue n’est pas

nécessairement connexe, comme le montre ’exemple d’une application d’un espace
discret dans un espace réduit & un seul point.

On déduit de la prop. 4 une nouvelle caractérisation des espaces non connexes:

Propostrion 5. — Pour qu’un espace topologique X soit non connexe, il faut et il syffit
qu’il existe une application continue surjective de X dans un espace discret contenant plus
d’un point.

La condition est évidemment suffisante (prop. 4). Elle est nécessaire, car si
A, B sont deux ensembles ouverts non vides formant une partition de X, Papplica-
tion f de X sur un espace discret {a, b} & deux éléments telle que f(A) = {da} et
Sf(B) = {8}, est continue dans X.

3. Espaces quotients d’un espace connexe

ProrosiTioN 6. — Tout espace quotient d’un espace connexe est connexe.
C’est une conséquence immédiate de la prop. 4.

Prorosrrion 7. — Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence dans X.
87 Pespace quotient X|R est connexe, et si chague classe d’équivalence suivant R est connexe,
alors X est connexe.

Raisonnons par I'absurde, et supposons qu’il existe une partition de X en deux
ensembles ouverts non vides A, B. Les ensembles A, B sont saturés pour R: en effet,
si x € A, la classe M de « suivant R ne peut rencontrer B, sans quoi les ensembles
A NMet BN M formeraient une partition de M en deux ensembles non vides
ouverts par rapport & M, ce qui est contraire a I’hypothése. Les images canoniques
de A et Bsont alors des ensembles non vides ouverts dans X/R, formant une
partition de X/R, ce qui est absurde.
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4. Produit d’espaces connexes

ProrositioN 8. — Tout produit d’espaces connexes est connexe. Réciproquement, si un
produit d’espaces non vides est connexe, chacun des espaces facteurs est connexe.

Soit X = g X, un produit d’espaces topologiques. Si les X, sont non vides,

on a X, = pr, X pour tout t € I, donc si X est connexe il en est de méme des X,
(I, p. 82, prop. 4). Inversement, supposons tous les X, connexes, et X non
connexe. En vertu de la prop. 5 (I, p. 82), il existerait alors une application
surjective continue f: X — X', oit X' est un espace discret comprenant plus d’un
point. Soita = (a,) un point quelconque de X, k un indice quelconque; ’applica-
tion partielle f,.: X, — X', définie par f,.(x) = f((y,)) avecy, = x ety, = a, pour
L # K, est continue dans X, ; comme X, est connexe, f, est constanie dans X,.. Ce
résultat prouve aussitét par récurrence que f(¥) = f(a) pour tout point x = (x,)
tel que #, = ¢, sauf pour un nombre fini d’indices. Mais ces points forment une
partie partout dense de X (I, p. 28, prop. 8); comme f est continue dans X et
constante dans une partie partout dense de X, f est constante dans X (I, p. 53,
cor. 1), contrairement & Phypotheése.

5. Composantes connexes

Etant donné un point » d’un espace topologique X, la réunion des parties
connexes de X contenant x est encore un ensemble connexe (I, p. 81, prop. 2);
c’est donc la plus grande partie connexe de X contenant x.

DErFINITION 3. — On appelle composante connexe d’un point d’un espace X la plus grande
partie connexe de X contenant ce point. On appelle composantes connexes d’une partie A de X
les composanies connexes des points de A, relativement au sous-espace A de X.

Lorsqu’un espace est connexe, il est identique & la composante connexe de
chacun de ses points. Si, pour fout couple (x, ) de points d’un espace topologique
X, il existe un ensemble connexe contenant x et y, X est connexe.

On dit qu’un espace X est fofalement discontinu lorsque la composante connexe
de chacun de ses points est 'ensemble réduit & ce point. On dit qu’une partie A
de X est un ensemble totalement discontinu si le sous-espace A de X est totalement dis-
continu.

Un espace discret est totalement discontinu, mais il faut prendre garde de ne pas
confondre ces deux notions: nous verrons par exemple dans IV, p. 8, que la droite
rationnelle, qui n’est pas un espace discret, est totalement discontinue.

Remarquons encore qu’un ensemble d la _fois ouvert et fermé contient la compo-
sante connexe de chacun de ses points: on peut aussi exprimer cela en disant que /a
composante connexe d’un point est contenue dans Uintersection des ensembles a la fois ouverts
et fermés contenant ce point. Elle n’est d’ailleurs pas nécessairement identique 2 cette
intersection (cf. I, p. 115, exerc. 9 et 11, p. 32, prop. 6).
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ProrosiTioN 9. — Dans un espace topologique X, la composante connexe d’un point
quelconque est un ensemble fermé. La relation «y appartient & la composante connexe de x »
est une relation d’équivalence Rix, y} dans X, dont les classes d’équivalence sont les com-
posantes connexes de X; Pespace quotient X[R est totalement discontinu.

La premiére partie de la proposition est une conséquence immédiate de la
déf. 3 et du fait que 'adhérence d’un ensemble connexe est connexe (I, p. 81,
prop. 1). Comme la réunion d’ensembles connexes ayant un point commun est
connexe (I, p. 81, prop. 2), la relation R est transitive, donc est une relation
d’équivalence (puisqu’elle est évidemment réflexive et symétrique) et la classe
de x suivant R est la composante connexe de x. Reste a voir que X/R est totale-
ment discontinu. Soit f ’application canonique X —> X/R, et soit F un ensemble

fermé dans X/R contenant deux points distincts au moins; son image réciproque
-1
J(F) est fermée dans X, saturée pour R et contient au moins deux composantes

connexes distinctes de X, donc est non connexe. 11 existe par suite deux ensembles
-1
non vides, B, Cfermés dans X, telsque BN C = g et BU C = f(F). Comme la

-1
composante connexe dans f (F) d’un point quelconque de cet ensemble est identi-
que a la composante connexe de ce point dans X (par définition de R), B et G, qui

-1
sont a la fois ouverts et fermés dans f(IF), sont saturés pour R; f(B) et f(C) sont
donc fermés dans X/R et 'on a f(B) U f(C) = F et f(B) N f(C) = @, ce qui
prouve que F est non connexe, et par suite que X/R est totalement discontinu.

ProrosiTion 10. — Dans un espace produit X = I_]I: X, la composante connexe d’un
Le

point x = (x,) est le produit des composantes connexes des points x, dans les espaces facteurs X,.
En effet, cet ensemble produit est connexe (I, p. 83, prop. 8). D’autre part,
si une partie connexe A de X contient x, pr,(A) est un ensemble connexe (I,

p. 82, prop. 4) contenant x,; comme A < H pr.(A), A est contenu dans le

produit des composantes connexes des x,.

6. Espaces localement connexes

DEFINITION 4. — On dit qu’un espace topologique X est localement connexe si tout point de
X posséde un systéme fondamental de voisinages connexes.

*On verra dans IV, p. 8, que la droite numérique est un espace localement
connexe. g

L’existence, en tout point x d’un espace X, d’un voisinage connexe de x, n’entraine
nullement que X soit localement connexe. En particulier, X peut étre connexe mais
non localement connexe (I, p. 114, exerc. 2 et I, p. 115, exerc. 13). Inversement, un espace
peut étre localement connexe mais non connexe: un espace discret ayant plus d’un
point donne un exemple de ce fait.
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ProposiTioN 11. — Pour qu’un espace X soit localement connexe, il faut et il suffit que
toute composante connexe d’un ensemble ouvert dans X soit un ensemble ouvert dans X.

La condition est évidemment suffisante, car la composante connexe d’un point
x relativement & un voisinage ouvert de x dans X est alors un voisinage de x dans
X.

La condition est nécessaire: soient en effet A un ensemble ouvert dans un espace
localement connexe X, B une composante connexe de A, x un point de B. Soit V
un voisinage connexe de x contenu dans A; par définition des composantes con-
nexes (I, p. 83, déf. 3), V est contenu dans B, ce qui prouve que B est ouvert
dans X (I, p. 2, prop. 1).

Les composantes connexes d’un espace localement connexe X constituent donc
une partition de X formée d’ensembles ouverts dans X; X est donc I'espace somme
(I, p. 15, Exemple 111) de ses composantes connexes (I, p. 81).

CoROLLAIRE. — Sotent U un ensemble ouvert dans un espace localement connexe X, V une
composante connexe de U ; la frontiére de V (relativement @ X)) est alors contenue dans la
Jrontiére de U,

En effet, V est ouvert et fermé dans U en vertu de la remarque précédente;
un point fronti¢re de V relativement a X ne peut donc appartenir a U.

ProrosrTioN 12. — Tout espace quotient d’un espace localement connexe est localement
connexe.

Soient X un espace localement connexe, R une relation d’équivalence dans
X, @ l'application canonique X - X/R. Soient A une partie ouverte de X/R, G

-1 L

une composante connexe de A; montrons que ¢(C) est réunion de composantes
connexes de _cpl (A). En eflet, si x e-q% (C), et si K est la composante connexe de x
par rapport éﬂ; (A), o(K) est connexe (I, p. 82, prop. 4), contenu dans A, et

contient ¢{x), donc ¢(K) < C par définition, et par suite K < _cpl (C). Comme X
est localement connexe et -cpl (A) ouvert dans X, _c;(C) est ouvert dans X (prop.
11) et par suite C est ouvert dans X/R, ce qui démontre la proposition, en vertu

de la prop. 11.

ProrosrrioN 13. — a) Soit (X)), o1 une famille d’espaces localement connexes, telle que

X, soit connexe sauf pour un nombre fini d’indices. Alors Uespace produit X = 1:.1[ X, est
localement connexe.

b) Réciproquement, si le produit d’une famille (X)) d’espaces topologiques non vides est
localement connexe, lous les X, sont localement connexes, et ils sont connexes sauf pour un
nombre fint d’indices.

a) Soit J la partie finie de I telle que, pour 1 €], X, ne soit pas connexe.

Soit U = H U, un ensemble élémentaire contenant un point x = (x) de X, et
L
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soit K la partie finie de I telle que, pour 1€ K, U, % X,. Si on prend V, = X,
pour t¢J UK et V, égal & un voisinage connexe de x, contenu dans U, pour

teJUK,V = H V, est, en vertu de I, p. 83, prop. 8, un voisinage connexe

de x contenu dans U, ce qui prouve a).

b) Soit @ = (a,) un point de X et soit V un voisinage connexe de ¢ dansX;
comme on a pr, V = X, sauf pour un nombre fini d’indices (I, p. 24), il résulte
de I, p. 82, prop. 4 que les X, sont connexes sauf pour un nombre fini d’indices.
D’autre part, pour tout x € I, tout a, € X, et tout voisinage V. de a, dans X, il

existeunx e X tel quepryx = g etV =V x D X, est un voisinage de x; donc
LEFK

V contient un voisinage connexe W de x, dont la projection pr, W est un voisinage
connexe de g, contenu dans V. (I, p. 82, prop. 4 et I, p. 26, prop. 5), ce qui
montre que X, est localement connexe.

7. Application: le théoréme de Poincaré-Volterra

TaforEME 1. — Soit X un espace topologique satisfaisant @ Paxiome (Ory) (mais non
nécessairement séparé), connexe et localement connexe. Soit Y un espace topologique dont la
topologie admet une base dénombrable, ef soit p: X — Y une application continue telle

que, pour tout y € Y, pl(y) soit un sous-espace discret de X. Soit enfin T un ensemble de
parties de X dont les intérieurs forment un recouvrement de X, et tel en outre que:

1° La restriction de p d toute partie V € D est une application fermée de V dans Y.

2° Tout ensemble V € B contient une partie dénombrable dense dans V.

Alors Despace X est réunion d’une famille dénombrable d’ensembles ouverts domt
chacun est contenu dans un ensemble de V.

Soit B une base dénombrable de la topologie de Y. Nous dirons qu’un couple

(W, U) est un couple distingué si: 1° U € B; 2° W est une composante connexe de
-1
p(U) contenue dans un ensemble de .

Lemme 1. — Pour fout point x € X, il existe un couple distingué (W, U) tel que x € W.

En effet, 'image réciproque pl( p(x)) étant discréte, il existe dans X un
voisinage de x dont tous les points " # x ont une image p(x") # p(x); comme X
vérifie (Opy), il existe un voisinage fermé V de x ayant la méme propriété, et on
peut évidemment supposer en outre que V est contenu dans un ensemble de <.

Soit F la frontiére de V dans X; en vertu de la condition 1° de I’énoncé, p(F)
est fermé dans Y et comme p(F) ne contient pas p(x), il existe un ensemble
U 3 qui contient p(x) et ne rencontre pas p(F). Soit alors W la composante

-1 R
connexe de p(U) qui contient #; il suffit de prouver que 'on a W < V; dans le
cas contraire, W rencontrerait F (I, p. 81, prop. 3) et par suite p(F) rencontrerait
U, contrairement & la définition de U.
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Lemme 2. — Etant donné un couple distingué (W, U), Uensemble des couples distingués
(W', U") tels que W N W' £ & est dénombrable.

En effet, B étant dénombrable, il suffit de prouver que, pour un U’ € B donné,
Pensemble des couples distingués (W', U’) tels que W’ rencontre W est dé-
nombrable. Or, ces ensembles W' sont ouverts, puisque X est localement connexe
(I, p. 85, prop. 11) et deux a deux disjoints, par définition des composantes

-1
connexes de p(U"); il en est de méme des ensembles W' N W; mais comme W
contient un ensemble dénombrable dense dans W, P'enscmble des W' tels que
W’ N W soit non vide est nécessairement dénombrable.

Ces lemmes étant établis, considérons dans X [a relation suivante R entre deux
points x, &

«il existe une suite finie de couples distingués (W,, U;) (I <7 < n) tels que
xeW,s'eW, et W,NAW,, , # gpourl <i<n— 1

La relation R est réflexive en vertu du lemme 1, et on vérifie aussitét qu’elle
est symétrique ct transitive; en outre, il résulte de la définition de R et du fait
que les W; sont ouverts, que toute classe d’équivalence suivant R est un ensemble
ouvert; comme X est connexe, deux points quelconques de X sont donc équiva-
lents mod. R (I, p. 80). Nous allons en déduire que X est réunion d’une famille
dénombrable de premiers éléments de couples distingués, ce qui achévera de dé-
montrer le th. 1. Or, soit x un point de X; définissons par récurrence sur » une
suite (C,,) d’ensembles ouverts dans X, de la facon suivante: en vertu du lemme 1,
il existe un couple distingué (W, U,) tel que x € W; on prendra G, = W, ; puis,
pour z > 1, C, sera la réunion de tous les premiers ¢léments W des couples dis-
tingués (W, U) tels que W rencontre C,,_;. On prouve aussitét, par récurrence
sur n, et en appliquant le lemme 2, que G, est réunion dénombrable de premiers
éléments de couples distingués. Montrons enfin que tout point x” € X appartient
aTun des G, il existe en effet une suite finic (W}, U]}, <;<m de couples distingués
tels que xe Wi, ¥’ eW,, et W NW/[,, # @ pour 1 <7< m— 1; par ré-
currence sur z, on voit que W; < ;. pour tout 7, et par suite x' € G, , 4.

C.Q.F.D.

CoroLLAIRE 1. — Soit Y un espace régulier dont la topologie posséde une base dénombrable.
Soit X un espace connexe et localement connexe, et soit p: X —Y une application continue
ayant la propriété suivante: pour tout point x de X, il existe un voisinage fermé 'V de x dans
X tel que la restriction de p a 'V soit un homéomorphisme de V sur un sous-espace fermé de’Y .
Alors X est un espace végulier dont la topologie posséde une base dénombrable.

Les hypotheses entrainent en premier lieu que X est régulier (I, p. 57, prop.
13). Montrons en outre que les hypothéses du th. 1 sont vérifiées en prenant pour
B Pensemble des parties fermées V de X, telles que la restriction de p & 'V soit un

1 *On peut montrer gue ces conditions entrainent que la topologie de Y est métrisable (I1X, §4,
exerc. 29).,
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homéomorphisme de V sur un sous-espace fermé de Y. Par hypothése, les
intérieurs des ensembles de ¥ recouvrent X et, en vertu de I’hypothése sur Y,
tout V € B posséde une base dénombrable, donc contient une partie dénombrable
partout dense (I, p. 8, prop. 6). Reste enfin & voir que pour tout y €Y, le sous-

-1 -1
espace p(y) de X est discret: or, par hypothése, pour tout x € p(y), il existe un

voisinage V € B de x dans X tel que V ne contienne aucun point de pl(y) distinct
de %, d’ol1 notre assertion. Le th.1 montre donc que X est réunion d’une famille
dénombrable (T,),», d’ensembles ouverts, chacun des sous-espaces T, ayant
une base dénombrable (U,,.};p50. Alorsles U, (m > 0,n > 0) forment une base
de la topologie de X (I, p. 19, Remarque).

CoRrOLLAIRE 2. — Soit X un espace localement compact, connexe et localement connexe,
dont chaque point admet un voisinage ayant une base dénombrable. Soit Y un espace séparé,
dont la topologie admet une base dénombrable, et soit p: X — Y une application continue

telle que, pour touty €'Y, p?y) sott un sous-espace discret de X. Alors la topologie de X
admet une base dénombrable.

Pour tout x € X, soit V,, un voisinage compact de x dans X admettant une
base dénombrable; il résulte de I, p. 63, cor. 2, que ’ensemble B des V, vérifie
les conditions du th. 1; on conclut comme dans le cor. 1.

On notera que, dans ce corollaire, il peut se faire que la restriction de p 4 un
voisinage arbitrairement petit V d’un point de X ne soit pas un homéomorphisme de V sur

p(V).
CoroLLAIRE 3 (théoréme de Poincaré~Volterra). — Soit Y un espace localement
compact, localement connexe et dont la topologie admet une base dénombrable. Soit X un
espace séparé et connexe, et soit p: X — Y une application continue ayant la propriété
suivante: pour tout point x € X 1l existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que la resiric-
tion de p & U soit un homéomorphisme de U sur un sous-espace ouvert de Y. Alors X est
localement compact, localement connexe et sa topologie admet une base dénombrable.

11 est évident que X est localement connexe; d’autre part, tout point x € X
posséde un voisinage ouvert U dans X, tel que la restriction de p 4 U soit un
homéomorphisme de U sur un sous-espace ouvert p(U) de Y. Comme p(U) est un
sous-espace localement compact de Y (I, p. 66, prop. 13), il existe un voisinage

-1
compact W de p(x) contenu dans p(U) et U N p(W) est donc un voisinage
compact de x contenu dans U. Comme X est séparé, il est donc localement

-1
compact; en outre U N p(W), étant compact, est fermé dans X (I, p. 62,
prop. 4) et les hypothéses du cor. 1 sont par suite satisfaites; donc la topologie de
X admet une base dénombrable.



Exercices

§1
1) Trouver toutes les topologies sur un ensemble de deux éléments ou de trois éléments.

2) a) Soit X un ensemble ordonné. Montrer que I'ensemble des intervalles (x, —( (resp.
J<—, x}) est une base d’une topologie sur X, dite topologie droite (resp. gauche). Pour la topo-
logie droite, toute intersection d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert; Padhérence de
{x} est I'intervalle }J<—, x).

b) On dit qu’un espace topologique X est un espace de Kolmogoroff s’il vérifie la condition
suivante: pour deux points distincts x, x” de X, il y a un voisinage de I'un de ces points qui ne
contient pas lautre. Montrer qu’un ensemble ordonné muni de la topologie droite est un
espace de Kolmogoroff.

¢) Soit X un espace de Kolmogoroff dans lequel toute intersection d’ensembles ouverts est
un ensemble ouvert. Montrer que » € {x'} est une relation d’ordre entre x et 2 dans X et que,
si on Péerit x < &7, la topologie donnée sur X est identique & la topologie droite déterminée
par cette relation.

d) Déduire de ¢) que si X est un espace de Kolmogoroff, toute partie finie non vide de X
posséde au moins un point isolé. Si X n’a pas de point isolé, toute partie ouverte de X est
infinie.

3) Pour toute partie A d’un espace topologique X, on pose a(A) = A et B(A) = A. La rela-
tion A < B entraine «(A) < «(B) et B{A) < B(B).

a) Montrer que si A est ouvert, on a A < «(A) et que, si A est fermé, on a B(A) < A.

5) Déduire de a) que pour toute partie A de X, on a a(a{A)) = a(A) et B(B(A)) = B(A).
¢) Donner un exemple d’ensemble A *(dans la droite numérique) , tel que les sept ensembles
A, A A, a(A), B(A), B(A), oc(A) solent tous distincts et ne vérifient aucune relation d’inclusion
autre que les suivantes: AcAcA Ac cx(A) < B(A) < A, Ac a(A) < BA) = A,
a(A) < a(A), B(A) < B(R).

d) Montrer que si U et V sont deux ensembles ouverts tels que UN'V = &, on a aussi
a(U) N «(V) = @ (utiliser b)).
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4) a) Donner un exemple *dans la droite numérique, de deux ensembles ouverts A, B tels
que les quatre ensembles A N B,Bn A, A N Bet A N B soient distincts.
b) *Donner un exemple de deux intervalles A, B dans la droite numérique, tels que A N B
ne soit pas contenu dans ANB.,
5) Pour toute partie A d’un espace topologique X, on désigne par Fr(A) Ia fronti¢re de A.
a) Montrer que Fr(K) < Fr(A), Fr(/gs) < Fr(A), et donner un exemple *dans la droite
numérique, ol ces trois ensembles sont distincts.
b) Soient A, B deux parties de X; montrer que
Fr(A v B) < Fr(A) U Fr(B)

et donner un exemple *dans la droite numérique, ou ces ensembles sont distincts. Si
AN B = @, montrer que Fr(A U B) = Fr(A) U Fr(B).
¢) Si A et B sont ouverts dans X, montrer que

(AN Fr(B)) U (BN Fr(A)) < Fr(An B)

< (AN Fr(B)) v (BN Fr(A)) U (Fr(A) N Fr(B))

et donner un exemple *dans la droite numérique, ol ces trois ensembles sont distincts.

6) Pour qu’une partie A d’un espace topologique X rencontre toute partie partout dense de
X, il faut et il suffit que Pintérieur de A soit non vide.

7) Etant donné un espace topologique X, on considére les cing propriétés suivantes:

(D)) La topologie de X posséde une base dénombrable.

(Dr) 11 existe une partie dénombrable de X partout dense.

(D) Toute partie de X dont tous les points sont isolés est dénombrable.

(D1y) Toutensemble de parties ouvertes non vides de X, deux & deux sans point commun,
est dénombrable.

(Dy) Si U est un ensemble de parties ouvertes non vides de X dont les adhérences sont
deux & deux disjointes, alors 2 est dénombrable.

Montrer que la propriété (D;) entraine (Dy) et (D), que chacune des deux pro-
priétés (Dy) et (Dyy) entraine (Diy) et que (Dry) entraine (Dy).

8) Siune partie A d’un espace topologique X n’a pas de point isolé, il en est de méme de son
adhérence A dans X.

9) Soient X un ensemble, M > M une application de B(X) dans lui-méme telle que:
lI°g = p; 2 pourtout M e X, M < M; 3° pour tout M < X, M= M; 40 quels que
soient M € X, N < X, M U'N = M U N. Montrer qu’il existe sur X une topologie et une
seule telle que, pour tout M < X, M soit I’adhérence de M pour cette topologie (on définira
les enseglbles fermés de cette topologic).

10) Soit X un espace topologique ayant une base dénombrable d’ouverts B. Si U est un
ensemble non dénombrable d’ensembles ouverts non vides de X, il existe un ensemble V # &
dans B contenu dans une infinité non dénombrable d’ensembles de U.

§2

1) Soit f une application d’un espace topologique X dans un espace topologique X’; les
propriétés suivantes sont équivalentes:

1 Pour un exemple d’espace ol (Dyy) est vérifiée, mais non (Dy) ni (Dyy), voir I, p. 101, exerc. 6
b). Pour un exemple d’espace ot (Dyy) et (Dyyp) sont vérifiées, mais non (Dy), voir IX, § 5, exerc. 15.
Pour des exemples d’espaces ol I'une des deux conditions (Dy), (Diy) est vérifiée mais non Pautre,
voir I, p. 109 exerc. 24.

*Dans un espace métrisable, les propriétés (D;) et (Dy) sont équivalentes.
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a) fest continue dans X;
-1, -1

b) pour toute partie A’ de X', f(A") < (f(A))%;
T -1

¢) pour toute partie A’ de X/, f 1(A’) < fA).

=T -1
Montrer par un exemple que lorsque f est continue, les ensembles f(A’) et f£(A’) peuvent
étre distincts.

2) Soient X, X’ deux ensembles ordonnés, munis de leur topologie droite (I, p. 89, exerc. 2);
pour qu’une application f: X — X’ soit continue il faut et il suffit qu’elle soit croissante.

3) Soient X, X’ deux espaces topologiques, f une bijection de X sur X’; pour que fsoit un
homéomorphisme de X sur X', il faut et il suffit que la topologie de X’ soit la plus fine des
topologies sur X’ pour lesquelles f est continue.

4) Sur un ensemble ordonné X, la borne supérieure de la topologie droite et de la topologie
gauche (I, p. 89, exerc. 2) est la topologie discréte; si X est filtrant (4 droite ou & gauche),
la borne inférieure de ces deux topologies est la topologie la moins fine.

5) Sur un ensemble ordonné X, on désigne par F5(X) (resp. 7. (X), Z_(X)) la topologie
engendrée par ’ensemble des intervalles ouverts (resp. ’ensemble des intervalles semi-
ouverts & droite, 'ensemble des intervalles semi-ouverts & gauche), limités ou non.

a) Montrer que si X est totalement ordonné, les intervalles ouverts (resp. semi-ouverts &
droite, semi-ouverts & gauche) forment une base de FL(X) (resp. I, (X), I_(X)); les
intervalles fermés sont des ensembles fermés pour ces trois topologies.

5) Sur un ensemble totalement ordonné X, la topologie 7, (X) est plus fine que la topologie
droite (I, p. 89, exerc. 2), la topologie J_(X) est plus fine que la topologie gauche; la
topologie intersection de I, (X) et I_(X) est ZH(X).

¢) Soit X un ensemble totalement ordonné. Pour que la topologie Z5(X) admette une base
dénombrable, il faut et il suffit qu’il existe un ensemble dénombrable D < X tel que pour
tout x € X et tout intervalle }Ja, b{ contenant x, ilexistea e D,BeDtelsquea<a<x<p<d
(cf. IV, p. 48, exerc. 11 ¢)).

d) Sur un ensemble bien ordonné (E, III, p. 15) X, la topologie 7. (X) est la topologie
discréte; les topologies J5(X) et I_(X) sont identiques.

96) Sur un ensemble X, on dit qu’une topologie est quasi-maximale si elle est maximale dans
P’ensemble des topologies pour lesquelles X n’a pas de point isolé.

a) Montrer que les propriétés suivantes pour une topologie J sur X sont équivalentes:
o) J est quasi-maximale; B) lorsque X est muni de J; X n’a pas de point isolé et toute
partie de X sans point isolé est ouverte.

b) Soit X un espace de Kolmogoroff (I, p. 89, exerc. 2) dans lequel tout ensemble ouvert
non vide est infini. Montrer qu’il existe sur X une topologie quasi-maximale plus fine que la
topologie de X (montrer que Pensemble des topologies sur X dont tous les ensembles ouverts
non vides sont infinis est inductif, et utiliser exerc. 2 d) de 1, p. 89).

€ 7) Pour tout ensemble X, on désigne par L,(X) Pensemble des parties non vides de X.
a) Soit X un espace topologique non vide. Sur Po(X) on désigne par T, (resp. I3) la moins
fine des topologies telles que pour toute partie ouverte (resp. fermée) non vide A de X,
Vo (A) soit ouvert (resp. fermé) dans Po(X). Montrer qu’en général ces deux topologies ne
sont pas comparables, et que ’application x +> {x} est un homéomorphisme de X sur un sous-
espace de PBo(X) quand on munit ce dernier de 'une des topologies I, T

b) Soit D une partie dense de X; montrer que ensemble (D) des parties finies non vides de
D est dense dans Po(X) pour chacune des topologies Zg, Ig.

¢) Si on ordonne PBo(X) par la relation d’inclusion, la topologie g est moins fine que la
topologie gauche sur PB(X) (I, p. 89, exerc. 2). Pour que A € Bp(X) soit isolé pour Jg, il
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faut et il suffit que A = {x} ol x est isolé dans X; pour que A € Py(X) soit isolé pour Fy, il
faut et il suffit que X soit un espace fini discret et que A = X.

d) Montrer que si on munit Py(X) de Ty (resp. de F3) et Bp(X) x Po(X) du produit de
Tq (resp. Jp) par elle-méme, Papplication (M, N) i M U N de PBo(X) x Po(X) dans
Po(X) est continue.

¢) Montrer que si on munit $o(X) de Ty, Papplication M +— M est continue.

J) Soient X, Y deux espaces topologiques, f: X — Y une application continue. Montrer
que si on munit Po(X) et Pp(Y) tous deux de la topologie T, ou tous deux de la topologie
T, Vapplication M > (M) de Bo(X) dans Bo(Y) est continue.

g) Soient X, Z deux espaces topologiques; pour qu’une application f: Z — Po(X) soit
continue lorsqu’on munit Po(X) de la topologie g (resp. Tg), il faut et il suffit que pour
tout ensemble fermé (resp. ouvert) A de X, Pensemble des z € Z tels que f/(z2) N A # & soit
fermé (resp. ouvert) dans Z.

9 8) Soient X un ensemble, ¢ un nombre cardinal infini ou égal & 1. L’ensemble des parties
de X forméde XetdesM < Xtels que Card(M) < ¢ est ’ensemble des parties fermées de X
pour une topologie J¢; ; est la topologie la moins fine et, si ¢ > Card(X), Z; est la topologie
discréte. Toute permutation de X est un automorphisme de ’espace topologique obtenu en
munissant X d’une topologie .

Inversement, montrer que toute topologie 7 sur X, telle que toute permutation de X soit
continue pour J, est nécessairement une des topologies J¢. (Soit ¢ le plus petit cardinal tel
que Card(F) < ¢ pour toute partie fermée F pour 7, distincte de X; observer que lorsque X
est infini et ¢ > Card(X), & est nécessairement la topologie discréte.)

9} a) Sous les hypothéses de la prop. 4 de I, p. 12, montrer que la topologie la moins fine
sur X rendant continues les f, est aussi la topologie la plus fine parmi les topologies 7 sur X
ayant la propriété suivante: toute application g d’un espace topologique Z dans X, telle que
les f, o g solent continues, est continue (pour J ).

b) Sous les hypotheses de la prop. 6 de I, p. 14, montrer que la topologie la plus fine sur X
rendant continues les f, est aussi la topologie la moins fine parmi les topologies 7 sur X ayant
la propriété suivante: toute application g de X dans un espace topologique Z, telle que les
g o f, solent continues, est continue (pour J ).

10) Sur un ensemble X, soit M un ensemble filtrant croissant de topologies sans point isolé.
Montrer que la borne supérieure de 9 dans ’ensemble des topologies sur X est une topologie
sans point isolé.

€ 11) On dit qu’un espace topologique X est résoluble 5’1l existe dans X deux parties complé-
mentaires qui sont toutes deux partout denses.

a) Siun espace topologique X est résoluble, X est sans point isolé et tout sous-espace ouvert
de X est résoluble. Réciproquement, si B est un ensemble de parties ouvertes non vides de X
tel que tout sous-espace ouvert U € B soit résoluble et que toute partie ouverte non vide de X
contienne un ensemble de B, alors X est résoluble (considérer une famille maximale de
parties ouvertes appartenant 2 9B, deux a deux disjointes).

b) Si un espace de Kolmogoroff X est résoluble, toute partie ouverte non vide de X est
infinie (utiliser 'exerc 2 d) de I, p. 89).

¢) Soit X un espace topologique tel que: 1° le plus petit cardinal b des parties ouvertes non
vides de X soit infini; 2° il existe une base B de la topologie de X telle que Card(B) < b.
Montrer que X est résoluble. (Construire par récurrence transfinie deux parties partout
denses de X, sans point commun, en utilisant la méthode de E, III, p. 91, exerc. 24 a).) En
particulier la droite rationnelle est résoluble.

d) On dit qu’un espace topologique X sans point isolé est isodyne si pour toute partie ouverte
non vide Ude X, ona Card(U) = Card(X). Dans un espace X sans point isolé, tout ensemble
ouvert non vide dans X contient un sous-espace ouvert isodyne non vide. En déduire que si
tout sous-espace ouvert isodyne de X est résoluble, X est résoluble.



§3 EXERCICES TG 1.93

12) Soit f: X ~— Y une application continue surjective. Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes:

a) pour toute partie fermée F # X de X, on a f(F) # Y;

B) pour toute partie ouverte G de X, on a f(G) & Y —f(X—G).

On dit qu’une telle application continue est irréductible.

§3

1) Soient A, B deux parties d’un espace topologique X telles que A = B. Montrer que:

a) L’intérieur de B par rapport & X est contenu dans Uintérieur de B par rapport au sous-
espace A de X; donner un exemple olt ces deux ensembles sont distincts,

b) La frontiére de B par rapport & A est contenue dans la trace sur A de la frontiére de B par
rapport & X; donner un exemple ol ces deux ensembles sont distincts.

2) Soient A, B deux parties quelconques d’un espace topologique X.

a) Montrer que la trace sur A de l'intérieur de B par rapport a X est contenue dans I’in-
térieur de B M A par rapport 2 A; donner un exemple ol ces deux ensembles sont distincts.
b) Montrer que la trace sur A de Padhérence de B par rapport & X contient ’adhérence de
B N A par rapport & A; donner un exemple ol ces deux ensembles sont distincts.

3) Pour qu'un sous-espace A d’un espace topologique X soit discret, il faut et il suffit que
tout point de A soit isolé.

4) Soient Y, Z deux sous-espaces d’un espace topologique X tels que X = Y U Z; si on
pose A = Y N (Z, B = Z N (Y, on suppose que ANnB=BNnA= @.Cestlecassi Y et
Z sont tous deux ouverts, ou tous deux fermés.

a) Montrer que pour toute partie M de X, adhérence de M dans X est la réunion de
I’adhérence de M MY par rapport 2 Y et de P'adhérence de M N Z par rapport 4 Z. En
déduire que st M N Y est fermée (resp. ouverte) dans Y et si M M Z est fermée (resp. ouverte)
dans Z, M est fermée (resp. ouverte) dans X.

b) Soit fune application de X dans un espace topologique X'; montrer que si /| Y et f| Z
sont continues, f est continue.

5) Soient Y, Z deux sous-espaces d’un espace topologique X telles que X = Y U Z. Si une
partie M de Y N Z est ouverte (resp. fermée) 2 la fois par rapport 2 Y et par rapport & Z,
montrer que M est ouverte (resp. fermée) par rapport &4 X.

6) Soit A un sous-espace localement fermé d’un espace topologique X. Montrer que I’en-
semble des parties ouvertes U de X telles que A < U et que A soit fermé dans U admet un

plus grand élément, qui est le complémentaire dans X de la frontiére de A par rapport 2 A,

7) Montrer par des exemples que dans un espace topologique, la réunion de deux ensembles
localement fermés et le complémentaire d’un ensemble localement fermé ne sont pas
nécessairement localement fermés.

8) Soit A une partie d’un ensemble ordonné X; la topologie induite sur A par la topologie
droite (resp. gauche) de X (I, p. 89, exerc. 2) est la topologie droite (resp. gauche) de A,
ordonné par Pordre induit par celui de X.

9) Soit A une partie d’un ensemble totalement ordonné X.

@) La topologie induite sur A par la topologie I (X) (resp. T (X), (X)) (I, p. 91,
exerc. 5) est plus fine que la topologie J_(A) (resp. I, (A) T6(A)), A étant ordonné par
Pordre induit. Si A est un intervalle de X, J_(A) (resp. T4 (A), T5(A)) est induite sur A par
la topologie I__ (X} (resp. 7, (X), o(X)).
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b) On prend pour X le produit lexicographique Q x Z (E, II1, p. 23), pour A le sous-en-
semble @ x {0}. Montrer que sur A la topologiec J_(A) (resp. 7. (A), Z4(A)) eststrictement
moins fine que la topologie induite par I (X) (resp. 7 (X), o(X)).

10) Soit A un sous-espace non vide d’un espace topologique non vide X. Mountrer que la
topologie induite sur Py (A) par la topologie T, (resp. Ty) sur Po(X) (I, p. 91, exerc. 7)
est la topologie I (resp. I o) sur Bo(A).

4 11) Soient X un espace topologique, 7 sa topologie, A un sous-espace partout dense de X.
Montrer que Pensemble des topologies sur X plus fines que 7, pour lesquelles A est partout
dense, et qui induisent sur A la méme topologie que 4, admet au moins un élément maximal;
on dit qu’un tel élément est une topologie A-maximale. Pour qu’une topologie 7, sur X soit
A-maximale, il faut et il suffit que les parties de X ouvertes pour J soient les parties M de X
telles que A N M soit dense dans M (pour J;) et ouvert dans A. Le sous-espace LA est alors
discret pour la topologie induite par J; et fermé dans X. Montrer que si Z; est A-maximale,
et si la topologie qu’elle induit sur A est quasi-maximale (I, p. 91, exerc. 6), alors J; est
guasi-maximale.

#12) Soit X le sous-espace {0, 1} de la droite numérique R, et soit S la relation d’équivalence
dans X dont les classes sont {0, 1} et les ensembles {x} pour 0 < x < 1. Montrer qu’il n’existe
pas de section continue de X pour S.,

13) Soient X un espace topologique, R et S deux relations d’équivalence dans X telles que
R entraine S. Montrer que s’il existe une section continue de X pour R et une section con-
tinue de X/R pour S/R, alors il existe une section continue de X pour S.

14) Soit X un espace somme de deux sous-espaces X;, Xg, et soit X/R Pespace obtenu par
recollement de X; et X; le long d’un sous-espace A; de X; et d’un sous-espace A, de X, au
moyen d’un homéomorphisme k de A; sur Ag. Montrer que les images canoniques de X; et
X, dans X/R sont respectivement homéomorphes a X, et X,

#15) On considére dans R les sous-espaces X; = J—1, 1, Xy = 12, —1{et X5 = }1, 2(;
soit X leur réunion, qui est aussi somme de ces trois espaces. Soient Ay (resp. Ag) ’ensemble
des nombres irrationnels contenus dans X, (resp. X3); B; (resp. By) Pensemble des nombres
rationnels contenus dans J— 1, 0f (resp. dans Xy); C; (resp. Cg) I'ensemble des nombres
rationnels contenus dans )0, 1{ (resp. dans X3). Soit X/R P’espace obtenu par recollement
des X;: 1° le long de A, et Ag au moyen de I’homéomorphisme x - x + 3; 2° le long de B,
et By au moyen de 'homéomorphisme x+—x — 1; 3° le long de C; et Cy au moyen de
’homéomorphisme x +— x + 1. Montrer que 'image canonique de X; dans X/R n’est pas
homéomorphe 4 X,. Si ¥ = X, U By U C; est le saturé de X; pour R, Pespace quotient
Y/Ry n’est pas homéomorphe a ’image canonique de Y dans X/R.

16) Soient X un espace topologique non vide, R une relation d’équivalence dans X.
Montrer que si on considére X/R comme une partie de P,(X), la topologie quotient sur
X/R est moins fine que les topologies induites sur X/R par les topologies 7 et g sur Py (X)
(I, p- 91, exerc. 7).

§4

1) Soient X, Y deux espaces topologiques, A une partie de X, B une partie de Y. Montrer
que Fr(A x B) = (Fr(A) x B) U (A x Fr(B)).

2) Solent X, Y deux espaces topologiques, A un ensemble fermé dans X x Y. Si B(x) est
P’ensemble des voisinages d’un point x € X, montrer que v N AV) = A(x). Donner un

€ B(x)
B(V) soit distinct de

exemple d’ensemble B ouvert dans un produit X x Y, tel que _ )
? Ve Blx)

B(x).
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3) Soit (X,), 1 une famille infinie d’espaces topologiques, tels que chaque X, contienne deux
points distincts (au moins) a,, b, tels qu’il y ait un voisinage de &, ne contenant pas a,.

a) Pour chaqueindice k € I, soit ¢, le point de Pespace produit X = E X, telquepr, g, = b,
et pr, ¢, = 4, pour t # k. Montrer que, dans X, I’ensemble C des ¢, a tous ses points isolés.
b) Déduire de a) que pour que la topologie de X admette une base dénombrable, il faut et il
suffit que I soit dénombrable et que la topologie de chacun des X, admette une base dé-
nombrable (utiliser I’exerc. 7 de I, p. 90).

¢) Montrer que si I n’est pas dénombrable, le point b = (4,) de X n’admet pas de systéme
fondamental dénombrable de voisinages.

4 4) Soient K Pespace discret formé des deux nombres 0, 1, A un ensemble infini, X I’espace

produit KA, Soit V = H V. un ensemble élémentaire dans X: si / est le nombre des indices
€.
« tels que Vi, # K, on pose u(V) = 0si V est vide, et sinon p(V) = 27k,
a) Montrer que, si Uy, ..., U, sont des ensembles élémentaires deux & deux disjoints, on a
n

kZ1 w(Uy) < 1. (Mettre les Uy sous la forme W, x KB, ou B (indépendant de k) est le

complémentaire d’une partie finie de A, et Wy un ensemble fini dont on évaluera le nombre
de points.)

b) Déduire de a) que X satisfait 4 la condition (Dyy) de Pexerc. 7 de I, p. 90. (8’1l existait
une famille non dénombrable (U,) d’ensembles élémentaires deux a deux disjoints, re-
marquer qu’il existerait un entier p > 0 tel que u(U,) = 1/p pour une infinité d’indices 2).
¢) Montrer que si A n’est pas dénombrable, X ne satisfait pas & la condition (D) de
Pexerc. 7 de I, p. 90 (cf. exerc. 3).

5) Soient K P’espace discret formé des deux nombres 0, 1, A un ensemble infini, X I’espace
%
produit K¥®,

a) Soit J une partie finie quelconque de A, ayant p éléments. Pour toute partie H de J, soit
My Pensemble des parties L de A telles que L N J = H; les My forment une partition wy de
P(A) en 2P parties. Soit F; la partie de X formée des éléments (¥.)r,ca tels que x, = xy
lorsque L et M appartiennent au méme ensemble de la partition wy; F; est un ensemble fini
de 22”7 éléments. Si F est la réunion des F; lorsque J parcourt Pensemble des parties finies de
A, F est équipotent a A.

b) Montrer que F est partout dense dans X. Si A = N, en déduire que X vérifie la condition
(Dy) de Pexerc. 7 de I, p. 90, mais non la condition (Dyyg) (exerc. 4).

6) Solent X, Y, Z trois espaces topologiques, A une partie ouverte de X x Y, B une partie
ouverte de Y x Z. Montrer que Pensemble B o A est ouvert dans X x Z.

7) Soient X un espace somme d’une famille (X,) d’espaces topologiques, Y un espace somme
d’une famille (Y,) d’espaces topologiques. Montrer que P'espace produit X x Y est somme
de la famille des X, x Y.

8) Soit (G,),er une famille de graphes d’équivalences (E, II, p. 40) dans un espace topo-
logique X, et soit R, la relation d’équivalence (x,7) € G;; G = QI G, est alors le graphe
d’une relation d’équivalence R dans X. Montrer qu’il existe une application continue in-

jective canonique de I'espace quotient X/R dans I’espace produit H (X/Ry).
€

9) Soit (X,), 1 une famille infinie d’espaces topologiques. Sur 'ensemble produit X = Ll—;[ X,

étudier la topologie engendrée par ’ensemble des parties de la forme H U,, ot U, est un
€

ensemble ouvert de X, et ’ensemble des & € I tels que U, # X, a un cardinal < ¢, ol ¢ est un
cardinal infini donné. Examiner ce que deviennent pour cette topologie les propositions
démontrées dans le § 4.
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10) a) Soit (X, fas) un systéme projectif d’espaces topologiques, et soit X sa limite pro-
jective; soit f, I’application canonique X — X, et, pour tout «, soit Y, un sous-espace de X,,
contenant f,(X) et tel que les Y, forment un systéme projectif de sous-espaces des X,.
Montrer que <li_n_l_ Y, s’identifie canoniquement 3 X.

b) Soit (Xg, fop) une second systéme projectif d’espaces topologiques ayant méme ensemble
d’indices supposé filtrant, et soit, pour tout e, #,: X, — Xg une application continue telle
que les #, forment un systéme projectif d’applications. Les #,(X,) forment un systéme projec-
tif de sous-espaces des Xi; montrer quesiu = lim u, et si on suppose les fy surjectives, #(X)

Lrm
est dense dans P'espace lim #,(X,). La proposition est-clle encore exacte lorsque les £, ne

sont plus supposées surjectives (cf. E, ITI, p. 94, exerc. 4) ?

§5

1) a) Pour gu’une relation d’équivalence R dans un espace topologique X soit ouverte, il
faut et il suffit que pour toute partie A de X, le saturé de Vintérieur de A soit contenu dans
Pintérieur du saturé de A; donner un exemple ot R est ouverte et ol ces deux ensembles
peuvent étre distincts.

b) Pour qu’une relation d’équivalence R dans un espace topologique X soit fermée, il faut
et il suffit que pour toute partie A de X, le saturé de ’adhérence de A contienne I’adhérence du
saturé de A ; donner un exemple o1 R est fermée et oli ces deux ensembles peuvent étre distincts.

*2) Montrer que, dans R, Ia relation d’équivalence S: x = y (mod. 1) n’est pas fermée. Si
A = (0, 1}, la relation induite S, dans A est fermée et non ouverte.

3) Soit I' un groupe fini d’homéomorphismes d’un espace topologique X, et soit R la relation
d’équivalence: « il existe 6 € I" tel que y = o(x) ». Montrer que la relation R est a la fois
ouverte et fermée.

*4) Dans I’'espace quotient T de R, on considére le groupe d’homéomorphismes I' formé de
I’identité et de ’homéomorphisme déduit de 'homéomorphisme x > 1 + x de R par passage
aux quotients. Soit S la relation d’équivalence: « il existe 6 € I" tel quey = o(x) » dans T, qui
est & la fois ouverte et fermée (exerc. 3). Montrer qu’il n’existe pas de section continue de T
pour S, bien que T et T/S soient compacts, connexes et localement connexes. Soit A la partie
de T image canonique de I’intervalle (0, 3( de R; montrer que dans T, A est localement fermé,
mais que ’espace quotient A/S, n’est pas homéomorphe a I'image canonique de A dans T/S.

5) Soient X un espace topologique, R et S deux relations d’équivalence dans X, telles que R
entraine S.

a) Montrer que si S est ouverte (resp. fermée), S/R est ouverte (resp. fermée) dans X/R et
que la réciproque n’est pas nécessairement exacte. Montrer que S peut étre ouverte (resp.
fermée) sans que R le soit.

b) On suppose que R est ouverte (resp. fermée). Montrer que, pour que S/R soit ouverte
(resp. fermée), il faut et il suffit que S soit ouverte (resp. fermée).

6) On considére, dans la droite rationnelle Q, la relation d’équivalence S obtenue en identi-
fiant entre eux tous les points de Z. Montrer que la relation S est fermée; si on désigne par U
la relation d’égalité dans @, la bijection canonique de (Q x Q)/(U x S) sur Q@ x (Q/S)

n’est pas un homéomorphisme.
7) Soient X, Y deux espaces topologiques non vides, f: X — Y une application surjective.

Pour que fsoit fermée (resp. ouverte), il faut et il suffit que application y F—)fl(y) de Y dans
Po(X) soit continue lorsqu’on munit Po(X) de la topologie Tg (resp. To) (I, p. 91, exerc. 7).

En déduire que, pour que la topologie induite sur un ensemble quotient X/R d’un espace
topologique non vide X par la topologie I, (resp. J) soit identique a la topologie quotient
de celle de X par R, il faut et il suffit que la relation R soit fermdée (resp. ouverte) (cf. 1,
p- 94, exerc. 16).
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§6

1) Définir tous les filtres sur un ensemble fini.

2) Si Vintersection de tous les ensembles d’un filtre § sur un ensemble X est vide, montrer
que & est plus fin que le filtre des complémentaires des parties finies de X.

3) Sur un ensemble X, le filtre intersection de deux filtres F, ® est ’ensemble des parties
M U N, ot M parcourt & et N parcourt &.

4) Soit X un ensemble infini. Montrer que, sur X, le filtre des complémentaires des parties
finies est ’intersection des filtres élémentaires associés aux suites infinies d’éléments de X
dont tous les termes sont distincts.

5) Soient &, & deux filires sur un ensemble X; montrer que si & et & admettent une borne
supérieure dans ’ensemble des filtres sur X, cette borne supéricure est 'ensemble des parties
de la forme M N N, ot M parcourt § et N parcourt &.

6) Si, & tout filtre sur un ensemble X, on fait correspondre la topologie associée (I, p. 40)
sur un méme ensemble X’ = X U {0}, on a les propriétés suivantes:

a) Siune topologie sur X’ est plus fine qu’une topologie associée a un filire & sur X, c’est la
topologie discréte ou la topologie associée & un filtre plus fin que &. Réciproque.

b) La borne inférieure des topologies associées aux filtres d’un ensemble @ de filtres sur X
est la topologie associée a Pintersection des filtres de @.

¢) Soit ® un ensemble de parties de X, et soit & 'ensemble des parties de X’ de la forme
MU {w}, ot M parcourt G;soit H = & U PB(X). Si & engendre un filtre F, H engendre sur
X’ la topologie associée a F. Quelle topologie engendre $ lorsque & n’est pas un systéme
générateur d’un filtre?

d) Pour que & soit un ultrafiltre sur X, il faut et il suffit que la topologie associée sur X’
soit X-maximale (I, p. 94, exerc. 11).

7) Dans un espace topologique X, le filtre intersection des filtres de voisinages de tous les
points d’une partie non vide A de X est le filtre des voisinages de A dans X.

8) 4) Soit ® un ensemble de topologies sur un ensemble X. Montrer que le filtre des voisi-
nages d’un point x € X pour la topologie intersection des topologies de @, est moins fin que le
filtre intersection des filtres de voisinages de x pour les topologies de ®.

b) Sur Vensemble @2, on considére Yordre lexicographique (E, ITI, p. 23), et la topologie
T = T5(Q?) correspondant & cette structure d’ensemble totalement ordonné (I, p. 91,
exerc. 5); soit J; la topologie sur Q2 obtenue en transportant J; par la symétrie
(&, 1) — (0, £). Montrer que si J est Pintersection des topologies 71, 73, le filtre des voi-
sinages d’un point pour J est strictement moins fin que Pintersection des filtres de ses
voisinages pour J; et J,.

49 a) Montrer que tout ultrafiltre plus fin que intersection d’un nombre fini de filtres
est plus fin que 'un d’eux au moins (utiliser la prop. 5 de I, p. 39).

b) Donner un exemple d’ultrafiltre plus fin que Pintersection d’une famille infinie d’ultra-
filtres, mais qui n’est identique a aucun des ultrafiltres de cette famille (sur un ensemble infini
X, considérer la famille des ultrafiltres dont chacun a pour base un ensemble réduit a un
point).

10) Montrer que lintersection des ensembles d’un ultrafiltre contient au plus un point; si
elle est réduite & un point, 'ultrafilire est formé des ensembles contenant ce point (utiliser la

prop. 5 de I, p. 39).

11) Montrer que si une partie A d’un ensemble X n’appartient pas 4 un ultrafiltre U sur X,
la trace de U sur A est Pensemble P(A).
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12) Sur un ensemble infini, montrer qu’un filtre élémentaire associé 4 une suite dont tous les
termes sont distincts n'est pas un ultrafilire,

13) Soit fune application d’un ensemble X dans un ensemble X', Afin que pour toute base

-1
de filtre B sur X, f( f(B)) soit une base de filtre équivalente & B, il faut et il suffit que [ soit
injective.

14) Montrer que si f: X — X’ est une application surjective, ’image f({) de tout filtre §
sur X est un filtre sur X',

41 15) Soit n+> f(n) une application surjective de N dans N, telle que fl(m) soit fini pour tout
m € N. Montrer que si, pour toute suite (x,) d’éléments d’un ensemble X, on pose y, = Xy,
les filtres élémentaires associés aux suites (x,) et (y,) sont identiques.

En déduire que si (a,) et (8,) sont deux suites d’éléments d’un ensemble X telles que le
filtre associé & (b,,) soit plus fin que le filtre associé & (a,), le filtre associé & (b,) est identique
au filtre associé & une suite extraite de (a,).

€ 16) Soit @ un ensemble dénombrable totalement ordonné de filtres élémentaires sur un
ensemble X; montrer qu’il existe un filtre élémentaire plus fin que tous les filtres de @
(montrer que la réunion des filtres de @ admet une base dénombrable).

17) Soit X un ensemble ordonné réticulé (E, III, p. 13). On dit qu’une partie non vide F de
X est un préfiltre si elle satisfait aux conditions suivantes: 1° quel que soit x € F, la relation
y > x entralne ye F; 2°si xe F ety e F, alors inf(x,y) € F; 3° F # X. Dans ’ensemble,
ordonné par inclusion, des parties d’un ensemble Y, les préfiltres sont donc les filtres sur Y.
On dit qu’un préfiltre F est premier si la relation sup(x, y) € F entraine x€ F ou ye F. Un
préfiltre pour la relation d’ordre opposée a celle de X est appelé un copréfiltre sur X.

a) L’ensemble des majorants d’'une partie A de X non réduite au plus petit élément de X
est un préfiltre. Donner des exemples de préfiltres qui ne sont pas des ensembles de majorants.
&) Montrer que si F est un préfiltre premier, (F est un copréfilire premier.

¢) Montrer que si X admet un plus petit élément 0, tout préfiltre est contenu dans un pré-
filtre maximal (utiliser le th. de Zorn, en remarquant que 0 n’appartient a aucun préfiltre).
d) Déterminer tous les préfiltres dans un ensemble totalement ordonné X, et montrer qu’ils
sont tous premiers. En déduire des exemples de préfiltres premiers non maximaux.

¢) Soit X un ensemble ordonné formé de 5 éléments, notés 0, 1, a, b, ¢, les relations d’ordre
entre ces éléments étant 0 < a < 1,0 < 4 < 1, 0 < ¢ < 1. Montrer que X est réticulé, et
que les préfiltres distincts de {1} sont maximaux mais non premiers,

f) Soit X un ensemble réticulé ayant un plus petit élément 0. Montrer que si ¥ < X est un
préfiltre, a un élément de X n’appartenant pas & F, alors, pour qu’il existe un préfiltre
contenant F et ¢, il faut et il suffit que inf{q, x) # 0 pour tout x € F; le plus petit préfiltre con-
tenant F et a est alors I’ensemble des y € X tels que y = inf(a, x) pour un x € F au moins.

€ 18) Soit X un ensemble réticulé distributif (E, III, p. 72, exerc. 16) ayant un plus petit
élément 0.

a) Si a est un élément irréductible de X (E, III, p. 81, exerc. 7), montrer que I'ensemble
des majorants de g est un préfiltre premier. Donner un exemple de préfiltre premier qui n’est
pas un ensemble de majorants d’un élément irréductible (cf. exerc. 17 d)).

&) Montrer que tout préfilire maximal sur X est premier (utiliser I'exerc. 17 f)) ; donner des
exemples de préfiltres premiers non maximaux sur un ensemble réticulé distributif (exerc.
17 d)).

¢) Montrer que tout préfiltre F est 'intersection des préfiltres premiers qui le contiennent
(si a ¢ F, montrer qu’un élément maximal U dans ’ensemble des préfiltres contenant F et
auxquels ¢ n’appartient pas, est premier, en utilisant ’exerc. 17 f)).

d) Soit Q 'ensemble des préfiltres premiers dans X. A tout élément x € X on fait corres-
pondre la partie A, de Q formée des préfiltres premiers F tels que x € F. Montrer que
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Papplication x - A, de X dans P(Q) est injective croissante, et quon a Ajr,yp = Ax N Ay
et Asup(x,y) = Ax () Ay.

19) Soit X un ensemble réticulé ayant un plus petit élément; montrer que si tout préfiltre
sur X est Pintersection des préfiltres premiers qui le contiennent, X est distributif (remarquer
que si on définit application x+— A, comme dans 'exerc. 18 d), cette application a les
propriétés énoncées dans cet exercice).

4 20) On dit qu’un ensemble réticulé X est un réseau booléien 8’1l est distributif, admet un plus
petit élément 0 et un plus grand élément 1 et si, pour tout x € X, il existe " € X tel que
inf(x, x) = 0 et sup(x, x’) = 1; un tel élément est appelé un complément de x dans X.

a) Soit x — A, Papplication injective d’un réseau booléien X dans I'ensemble des parties de
Pensemble Q des préfiltres premiers dans X, définie dans Pexerc. 18 d); montrer que si &’
est un complément de x dans X, on a A, = §A, dans Q; en déduire qu'un élément x n’a
qu’un seul complément x’, que le complément de x” est x, et que le complément de inf(x, y)
est sup(«’, ') ; donner des démonstrations directes de ces propriétés. Montrer que I’élément
d(x,y) = inf(y, x’) posséde les propriétés énoncées dans A, I, p. 154, exerc. 8; les idéaux
de ’anneau booléien A correspondant 4 X, distincts de A, sont les copréfiltres sur X.

6) Montrer que, dans un réseau booléien X, tout préfiltre premier est maximal (remarquer
que, pour tout x € X, un préfiltre premier contient nécessairement x ou son complément).

¢) Inversement, soit X un ensemble réticulé distributif, ayant un plus petit élément 0 et un
plus grand élément 1, et tel que tout préfiltre premier sur X soit maximal; montrer que X est
est réseau booléien. (Pour un x € X, considérer le copréfilire C (exerc. 17) formé desy € X
tels que inf(x, y) = 0; si x n’a pas de .complément, il existe un copréfiltre maximal M conte-
nant x et C; remarquer que le complémentaire U de M dans X est un préfiltre premier
(exerc. 17 b) et 18 b)), et utiliser ’exerc. 17 f)).

d) Montrer que si X est un espace topologique, 'ensemble B des parties 2 la fois ouvertes et
fermées de X, ordonné par inclusion, est un réseau booléien. Si on prend pour X Pespace
topologique associé au filtre de Fréchet (I, p. 36), montrer que le réseau booléien DB corres-
pondant est infini dénombrable, et ne peut par suite étre isomorphe & ensemble ordonné
P(A) de toutes les parties d’un ensemble A.

§7

1) Soient 7, J; deux topologies sur un méme ensemble X; pour que J; soit plus fine que
Ty, 1l faut et il suffit que tout filtre sur X, convergent pour la topologie 77, converge vers le
méme point pour la topologie 7.

2) Soit U un ultrafiltre sur N plus fin que le filtre de Fréchet, et soit X = N U {0} I'espace
associé a U.(I, p. 40). Montrer que, dans X, une suite (x,) ayant une infinité de termes dis-
tincts n’est jamais convergente.

3) Soient X, X’ deux espaces topologiques, f/: X — X’ une application continue en un point
%9 € X. Montrer que pour toute base de filtre B sur X ayant x, comme point adhérent, f (x,)
est un point adhérent 4 la base de filtre f(B) sur X',

4) a) Solent X, Y deux espaces topologiques, F un filtre sur X, ayant un point adhérent g,
& un filtre sur Y, ayant un point adhérent b. Montrer que (g, 4) est point adhérent au filtre
produit §F x &.

b) Dans Pespace produit @2, donner un exemple d’une suite (%, y,) sans valeur d’adhérence,
bien que chacune des suites (x,), (y,) ait une valeur d’adhérence dans Q.

5) Soient X, Y deux espaces topologiques, G le graphe dans X x Y d’une application
S+ X —Y; montrer que pour tout ¥ € X, ’ensemble de valeurs d’adhérence de f au point x
est la coupe G(x), ot G est Padhérence de G dans Pespace produit.
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6) Soit (X,),c1 une famille non dénombrable d’espaces discrets ayant chacun au moins deux

points. Sur Pensemble produit X = E X,, on considére la topologie engendrée par les

produits E M, ot M, © X, pour tout t& I et M, = X, sauf pour une famille dénombrable
d’indices (cf. I, p. 95, exerc. 9). Montrer que dans X toute intersection dénombrable d’en-
sembles ouverts est un ensemble ouvert; en déduire qu’aucun point de X ne posseéde de
systéme fondamental dénombrable de voisinages.

7) Dans un espace topologique X, on appelle ensemble primitif toute partie A de X qui est
I’ensemble des points limites d’un ultrafiltre sur X. On désigne alors par Y, Pensemble des
ultrafiltres ayant A pour ensemble de points limites.

a) Si A est un ensemble primitif danx X, montrer que toute partie ouverte qui rencontre A
appartient a tous les ultrafiltres U € Y,

b) Soient A et B deux ensembles primitifs distincts dans X. Montrer qu’il existe un ultrafiltre
U e Y,, un ultrafilire B € Yy, et une partie M de X tels que M e U et (M €B.

¢) Soit f: X — Y une application continue. Montrer que 'image par f de tout ensemble
primitif de X est contenue dans un ensemble primitif de Y.

d) Pour tout point x € X tel que {x} soit fermé dans X, {x} est un ensemble primitif de X.

§8

1) a) Soit X un espace topologique; montrer que les trois propositions suivantes sont

équivalentes:

(Q) Quels que soient les points distincts x, y de X, il existe un voisinage de x ne conte-
nant pas y.

(Q)) Toute partie de X réduite 4 un point est fermée dans X.

(Q”) Pour tout x € X, Vintersection des voisinages de x est réduite a x.

On dit qu’un espace X est accessible 8’1l vérifie ces propriétés.
b) Pour qu’un ensemble ordonné X, muni de la topologie droite (pour laquelle X est un
espace de Kolmogoroff (I, p. 89, exerc. 2)), soit accessible, il faut et il suffit que deux
éléments distincts quelconques de X ne soient jamais comparables, et alors la topologie droite
sur X est la topologie discrete.
2) a) Si une topologie sur un ensemble X est engendrée par un ensemble fini de parties, et
si X est accessible pour cette topologie, X est fini, et la topologic considérée est la topologie
discréte.
b) Si, dans un espace accessible X, foute intersection d’ensembles ouverts est un ensemble
ouvert, X est discret (cf. exerc. 6 du § 7).
3) a) Dans un espace accessible X, soit ¥ un point adhérent a une partie A de X et n’ap-
partenant pas & A; montrer que tout voisinage de x contient une infinité de points de A.
b) Soient X un espace accessible, A une partie de X. Montrer que ’ensemble des points
x €A tels que tout voisinage de x contienne un point de A distinct de x est fermé dans X.
¢) Montrer que, dans un espace accessible X, I'intersection des voisinages d’une partie quel-
conque A de X est égale a A.
4) Tout sous-espace d’un espace de Kolmogoroff (resp. d’un espace accessible) est un espace
de Kolmogoroff (resp. un espace accessible). Une topologie plus fine qu’une topologie d’es-
pace de Kolmogoroff (resp. d’espace accessible) est une topologie d’espace de Kolmogoroff
(resp. d’espace accessible).
4 5) a) Soit X un ensemble infini. Montrer que, sur X, toutes les topologies 7, (I, p. 92,
exerc. 8) telles que 1 < ¢ <€ Card(X) sont des topologies d’espace accessible mais ne sont
pas séparées.
b) Montrer que lintersection de toutes les topologies séparées sur X est la topologie non
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séparée Jaran, Qui est aussi la topologie d’espace accessible 1a moins fine sur X. (Utiliser
Pexerc. 8 de I, p. 92, et remarquer qu’il y a des topologies séparées sur X pour lesquelles
il y a des ensembles infinis dénombrables non fermés.)

6) a) Soit X un espace séparé et soit D une partie partout dense de X. Montrer que I'on a
Card(X) < 22°°7%® (observer que tout point de X est limite d’une base de filtre sur D).
Montrer que cette majoration de Card(X) ne peut étre améliorée (I, p. 95, exerc. 5 b)), et
en déduire que sur un ensemble infini A, 'ensemble des ultrafiltres et Pensemble des filtres
sont tous deux équipotents a P(B(A)).

b) Soient K Pespace discret formé des deux nombres 0, 1, A un ensemble infini. Déduire
de @) que si Card(A) = 22°°"*™ Pespace produit K vérifie la condition (Dyy), mais ni la
condition (Dy) ni la condition (Dyy) de Pexerc. 7 de I, p. 90 (I, p. 95, exerc. 4).

*7) Soit X I'intervalle (—1, 1) dans R. On considére dans X la relation d’équivalence S
suivante: si x # =+ 1, la classe d’équivalence de x se compose des points x et —x; chacune
des classes d’équivalence de 1 et —1 est réduite & ce point. Montrer que la relation S est
ouverte et que Pespace quotient X/S est accessible, mais non séparé. En outre, tout point de
X/S posséde un voisinage dans X/S qui est un sous-espace régulier. 4

8) Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence fermée dans X, telle que
les classes d’équivalence suivant R soient finies. Montrer que si X est séparé (resp. régulier),
il en est de méme de X/R. Ceci s’applique en particulier aux deux cas suivants:

I° X/R est ’espace quotient obtenu par recollement d’une famille d’espaces (X,) le long
d’ensembles fermés Ay (I, p. 17), en supposant que pour chaque indice ¢ il n’existe qu’un
nombre fini d’indices K tels que Ay # <.

2° R est la relation d’équivalence « il existe s € I" tel que ¥y = o(x) », ol T est un groupe
Jfini d’homéomorphismes de X.

*9) Montrer que espace X/S de Pexerc. 7 peut étre défini comme obtenu par recollement
de deux espaces réguliers le long de deux ensembles ouverts. ;.

*10) On considére, dans R, le sous-espace X complémentaire de 'ensemble des points de
la forme 1/n, ol n parcourt ’ensemble des entiers rationnels distincts de 0 et de + 1. Dans
Pespace X, soit S la relation d’équivalence dont les classes sont: 1° 'ensemble réduit & 0;
2° Pensemble de tous les entiers #0; 3° tous les ensembles de la forme {x, 1/x}, ot x & X,
x# 0et x| < 1.

a) Montrer que, dans X, la relation S n’est ni ouverte ni fermée.

b) Montrer que le graphe de S est fermé dans X x X, mais que ’espace quotient X/S n’est
pas séparé.,

§ *11) Soit X un espace topologique. On considére Pespace produit Z = R¥, et pour
chaque x € X, on désigne par Z, la partie de Z formée des u € R* tels que u(x) € Q et
u(y) ¢ Qpoury € Xety # x. SoitY lesous-espace du produit X x Z, réunion des ensembles
{x} x Z, lorsque x parcourt X. Montrer que I’espace Y est séparé, et que X est homéomorphe
a un espace quotient de Y.,

12) Soit X un espace topologique ayant au moins deux points.

a) Montrer que sur Po(X) les topologies I et T4 (I, p. 91, exerc. 7) ne sont pas des
topologies d’espace accessible.

b) On désigne par Jg la borne supérieure des topologies 75, et I3. Montrer que ensemble
des parties finies non vides de X est dense dans X pour Jg. Montrer que Pensemble &(X) des
parties fermées non vides de X, muni de la topologie induite par Jg, est un espace de Kolmo-
goroff; si en outre X est accessible, il en est de méme de F(X).

¢) On suppose X accessible. Montrer que pour gque P'espace F(X), muni de la topologie
induite par T, soit séparé, il faut et il suffit que X soit régulier.

4 13) Soient X un ensemble, I' un groupe de permutations de X.

a) Soit & un ensemble de parties de X. Montrer que, parmi toutes les topologies sur X telles
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que, pour chacune de ces topologies, tous les ensembles de § soient fermés, et que toute
application « € I' soit un homéomorphisme de X sur lui-méme, il en existe une (T, &)
moins fine que toutes les autres. Si X est infini, montrer qu’il existe des ensembles & de parties
de X tels que J (I, &) soit non discréte et accessible (I, p. 92, exerc. 8).

b) Soit J(I') I’ensemble des parties A de X ayant la propriété suivante: pour tout x ¢ A, il
existe une application fe€ ' laissant invariant tout élément de A et telle que f(x) # .
Montrer que toute topologie séparée sur X, pour laquelle toute application u &€ I' soit un
homéomorphisme de X sur lui-méme, est plus fine que 3(I") = 7 (T, J(I).

Afin que la topologie J;(I") soit séparée, il faut et il suffit que le groupe T vérifie la con-
dition suivante: quels que soient les points distincts x, y de X, il existe un nombre fini d’élé-
ments #, € I' tels que, si F(uy) est ’ensemble des éléments de X invariants par uy, les F(u)
forment un recouvrement de X et aucun des F(u,) ne contient a la fois x et y.
¢} On désigne par 7 la topologie de la droite rationnelle @ (*resp. de la droite numérique
R,), par T le groupe des homéomorphismes de @ (*resp. R,,) sur elle-méme. Montrer que
la topologie ;(T") est identique & .

d) Soit X le sous-espace de la droite rationnelle formé de 0 et des points 1/n (n entier =1);
soit I' le groupe des homéomorphismes de X. Montrer que la topologie Z;(I") n’est pas
séparée, et que le groupe des homéomorphismes de X pour cette topologie est égal 4 T

¢) Soit X un espace topologique tel que pour tout couple de points distincts x, y de X, il
existe un homéomorphisme » de X sur lui-méme tel que u(x) = x, u(y) # y (*par exemple
les espaces numériques R",). Soit G le groupe des homéomorphismes de X sur lui-méme, et
pour tout x € X, soit S, le sous-groupe de G laissant x invariant. Montrer que S, est égal 4
son normalisateur dans G, et que 'intersection des S,, est réduite & I’élément neutre de G; en
particulier, le centre de G est réduit & 1’élément neutre.

14) Montrer que Paxiome (Oyy) est équivalent & chacun des axiomes suivants:
q . q » 0 . .
Ofr) Pour toute partie fermée F de X, Pintersection des voisinages fermés de F est
111 P g
identique a F.
O7f;1) Pour tout filtre & sur X, convergent vers un point g, le filtre & sur X ayant pour
I g P % P
base les adhérences des ensembles de {, converge aussi vers a.

15) a) Montrer que tout espace de Kolmogoroff vérifiant 'axiome (Oyy) est séparé (et par
suite régulier).
b) Former, sur un ensemble de trois éléments, une topologie non séparée satisfaisant a
Paxiome (Oygy).

16) Soit (X,) une famille infinie d’espaces topologiques; on munit ’ensemble produit
X = I:I X, d’une des topologies définies dans Pexerc. 9 de I, p. 95. Montrer que si les X,
sont des espaces de Kolmogoroff (resp. accessibles, séparés, réguliers), il en est de méme de X.

17) Sur un ensemble totalement ordonné X, montrer que les topologies Z3(X), 7 (X) et
T_(X) (I, p. 91, exerc. 5) sont réguliéres.

18) Soient X;, X, deux ensembles, §; un filtre sur X (7 = 1, 2), et soit f une application de
X = X; x X, dans un espace régulier Y, telle que pour tout x; € Xy, Hm f(xq, x5) = g(xy)

X2 B2
existe. Pour qu’un point ¢ € Y soit valeur d’adhérence de g suivant le filtre 4, il faut et il
suffit que, quels que soient le voisinage V de a dans Y et I’ensemble A, € ,, il existe x; € A;
et Ay € Fp tels que f({x1} X Ag) = V.

4 19) Soient X un espace séparé non régulier (cf. exerc. 20), a un point de X tel qu’il existe
un voisinage U de a ne contenant aucun voisinage fermé de 4. Soit § le filtre des voisinages
de g, et soit Y = § U {0} 'espace topologique associé (I, p. 40) au filtre des sections de .
On considére Pensemble produit Z = Y x X, muni de la topologie suivante: pour
(y, x) # (o, a), les voisinages de (y, x) sont les mémes que pour la topologie produit, et
les voisinages de (w, a) sont les ensembles contenant un ensemble de la forme
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({} x V) U (S x X), ot V est un voisinage de a dans X et S une section (I, p. 39) de &.
Soit A la partie de Z réunion des ensembles {V} x V, oit V parcourt §. Soit f ’application
(V, %) =>x de A dans X. Montrer qu’en tout point de A, f a une limite relativement & A,
mais qu’il n’existe pas d’application continue de A dans X prolongeant f.

4 20) @) Dans un espace topologique X, on dit qu’un ensemble ouvert U est régulier silon a
U = «(U) (I, p. 89, exerc. 3); il revient au méme de dire que U est I'intérieur d’un ensemble
fermé. On dit que X est semi-régulier (et que sa topologie F est semi-réguliére) si les ensembles
ouverts réguliers de X forment une base pour 4. Montrer que si  vérifie ’axiome (Oyyy),
T est semi-réguliére.

b) L’intersection de deux ensembles ouverts réguliers est un ensemble ouvert régulier. En
déduire que les ensembles ouverts réguliers pour  forment la base d’une topologie I * sur
X, moins fine que J et semi-réguliére (utiliser Pexerc. 3 d) de I, p. 89); on dit que T * est
la topologie semi-réguliére associée & . Pour toute partie U de X, ouverte pour , 'adhé-
rence de U pour 7 * est égale a son adhérence pour ; si X est accessible pour 7, les points
isolés de X pour 7 * sont les mémes que pour J . Pour que J * soit séparée, il faut et il suffit
que J le soit. Si Y est un espace régulier, les applications continues de X dans Y sont les
mémes pour la topologie J et pour la topologie 7 *.

¢} Soient X un espace semi-régulier, J, sa topologie. Pour qu’une topologic J~ sur X soit
telle que T* = F,, il faut et il suffit qu’il existe un ensemble M de parties de X denses pour
T, tel que toute intersection finie d’ensembles de 9 appartienne 4 M, et que la topologie I~
soit engendrée par la réunion de M et de 'ensemble des parties ouvertes pour ;. (Pour
montrer que la condition est nécessaire, considérer les ensembles ouverts et partout denses
pour ., et observer que tout ensemble ouvert pour J~ est intersection d’un ensemble ouvert
partout dense pour J et d’un ensemble ouvert pour 5.) En déduire des exemples de topo-
logies séparées non régulidres plus fines qu’une topologie réguliére *(et méme plus fines
qu’'une topologie d’espace compact métrisable) .

d) Montrer que les ensembles ouverts réguliers forment un réseau booléien achevé (E, III,
p. 71, exerc. 11) pour la relation d’inclusion.

21) Soit X un espace séparé sans point isolé, et soit J; sa topologie. On désigne par M
Pensemble des complémentaires des parties dénombrables A de X telles que A n’ait qu'un
nombre fini de points isolés. Montrer que si J est la topologie sur X engendrée par la
réunion de M et de Pensemble des parties ouvertes pour Jp, on a I * = F; (exerc. 20) et
toute suite convergente pour J n’a qu’un nombre fini de termes distincts (ce qui implique
que pour 4 aucun point ne posséde de systéme fondamental dénombrable de voisinages,
bien que X lui-méme puisse étre dénombrable et que tout point de X soit alors intersection
d’une famille dénombrable de voisinages de ce point).

922) a) Avec les notations de exerc. 20 ¢), montrer que 'ensemble E(7;) des topologies
T telles que I * = J; est inductif pour la relation « Z est moins fine que " ». Pour toute
topologie semi-réguliére J; sur X, un élément maximal de E(7;) est appelé topologie sub-
maximale, et X muni d’une telle topologie est appelé espace submaximal. Toute topologie de
Pensemble E(Z;) est donc moins fine qu’une topologie submaximale.

b) Pour qu'une topologie J sur X soit submaximale, il faut et il suffit que tout ensemble
dense dans X pour Z soit ouvert pour 4. Un espace submaximal non vide est donc non
résoluble (I, p. 92, exerc. 11).

¢} Montrer que tout sous-espace d’un espace submaximal est localement fermé et est sub-
maximal (considérer d’abord les sous-espaces ouverts et les sous-espaces fermés).

d) Montrer que lespace associé a un filtre plus fin que le filtre des complémentaires des
parties finies d’un ensemble infini est un espace submaximal.

e) Si M est une partie d’un espace submaximal X, montrer que le sous-espace
M — M = Fr(M) de X est discret.

J) Inversement, soit X un espace topologique dans lequel il y a un sous-espace ouvert partout
dense U, tel que U soit submaximal et que la topologie de X soit U-maximale (I, p. 94,
exerc. 11); alors X est submaximal.
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23) Soient X un espace topologique, A une partie partout dense de X telle que la topologie
de X soit A-maximale (I, p. 94, exerc. 11). Soit f une application continue de A dans un
espace topologique Y, tel qu’en tout point de X — A, I’ensemble des valeurs d’adhérence
de frelativement a4 A ne soit pas vide *(ce qui sera par exemple le cas si X est non vide, et Y
est quasi-compact),. Montrer que f peut étre prolongée par continuité a4 X tout entier.

24) Dans l’intervalle }0, 1{ de la droite rationnelle, soient A 1’ensemble des nombres
rationnels de la forme £/27, B I’ensemble des nombres rationnels de la forme £/3" (% entier).
Soit X l’espace obtenu en munissant )0, 1{ de la topologie engendrée par les intervalles
ouverts Ju, B[ contenus dans X, ainsi que par A et B. Montrer que X est un espace séparé
semi-régulier (I, p. 103, exerc. 20) mais non régulier.

€ 25) a) Surunensemble X, ensemble des topologies réguliéres, et I’ensemble des topologies
régulidres sans point isolé, sont inductifs pour la relation «Z~ est moins fine que I’ ».

b) On dit qu’une topologie I sur un ensemble X est uliraréguliére si elle est maximale dans
I’ensemble des topologies sur X qui sont réguliéres et sans point isolé; pour toute topologie
réguliére et sans point isolé sur X, il existe donc une topologie ultraréguliére plus fine. Un
espace dont la topologie est ultraréguliére est dit ultrarégulier. Pour qu’une topologie réguliere
sans point isolé soit ultraréguliere, il faut et il suffit que si A et B sont deux parties complé-
mentaires de X sans point isolé, A et B soient ouvertes pour & . En particulier, un espace
ultrarégulier n’est pas résoluble (I, p. 92, exerc. 11). (Pour montrer que la condition est
suffisante, remarquer que si I est une topologie réguli¢re sans point isolé, plus fine que I,
U une partie ouverte non vide pour 7, U son adhérence pour 7, U et X = U n’ont pas
de point isolé pour J).

¢) Dans un espace ultrarégulier, ’adhérence de tout ensemble sans point isolé est un ensemble
ouvert, et Pintérieur d’un ensemble partout dense est partout dense; Pintersection de deux
ensembles partout denses est donc partout dense. En conclure que si 9, est une topologie
ultraréguliére, parmi toutes les topologies 7 telles que T * = Z; (I, p. 103, exerc. 20),ilyen
a une plus fine que toutes les autres (nécessairement submaximale).

*26) Soit (8,) une suite de nombres irrationnels partout dense dans I'intervalle I = (0, 1)
de R. Soit I, I’espace quotient de I obtenu en identifiant entre eux tous les points 0, 64, .. ., 0,,
et soit ¢, I'application canonique I — I,,. Soit X 'ensemble des nombres rationnels contenus
dans I; la restriction de ¢, 2 X est une bijection de X sur ¢,(X); soit 7, 'image réciproque
par cette bijection de la topologie induite sur ¢,(X) par la topologie de I,. Montrer que la
borne inférieure de la suite décroissante (Z,) de topologies séparées sur X n’est pas séparée.

€ 27) Soit X un espace topologique. Montrer qu’il existe un espace de Kolmogoroff (resp.
accessible, séparé, régulier) Y et une application continue ¢: X — Y vérifiant la propriété
universelle suivante: pour toute application continue f: X — Z de X dans un espace de
Kolmogoroff (resp. accessible, séparé, régulier) Z, il existe une application continue et une
seule g: Y — Z telle que f = go o (E, IV, p. 22). On prouvera successivement que:

a) Pour les espaces de Kolmogorofl, on peut prendre pour Y I’espace quotient de X par la
relation d’équivalence {x} = {g}

b) Pour les espaces accessibles, on peut prendre pour Y Pespace quotient de X par la relation
d’équivalence R suivante: le graphe de R est Pintersection des graphes G d’équivalences dans
X tels que G(x) soit fermé dans X pour tout x € X; G contient alors le graphe de la relation
fx—}m{—ﬁ # & entre x ety.

¢) Pour les espaces séparés et les espaces réguliers, montrer que les conditions (CUp) a
(CUyy) de E, IV, p. 23 sont vérifiées, en utilisant notamment Pexerc. 6 a) de I, p. 101.
Donner des exemples ott X n’est pas régulier et ol ’application ¢: X — Y dans I'espace
régulier universel correspondant est bijective (cf. I, p. 103, exerc. 20 5)).

d) Si X est un espace vérifiant ’axiome (Opyy), montrer que Pespace de Kolmogoroff
universel correspondant & X est canoniquement homéomorphe & Pespace régulier universel
correspondant a X.
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¢) Sion prend pour X I’espace accessible quasi-compact de I’Exemple 2 de I, p. 60, montrer
que D’espace séparé universel correspondant est réduit & un seul point.

28) Soient X un espace séparé non régulier, F une partie fermée de X, a ¢ F un point de X
tel que tout voisinage de a rencontre tout voisinage de F. Soit R la relation d’équivalence
obtenue en identifiant entre eux tous les points de F. Montrer que R est fermée et que son
graphe est fermé dans X x X, mais que X/R n’est pas séparé.

€ 29) a) Soit R une relation d’équivalence séparée dans un espace topologique X. Dans
Pespace F(X) des parties fermées non vides de X, muni de la topologie induite par T,
(I, p. 101, exerc. 12), montrer que tout A € F(X) adhérent & X/R est contenu dans une classe
d’équivalence suivant R (raisonner par Pabsurde).

b) On suppose en outre que X soit régulier et la relation R ouverte. Montrer que X/R est
alors fermé dans F(X) pour la topologie S (utiliser la prop. 11 de I, p. 51).

€30) Soit X un espace régulier. Montrer que, pour que X vérifie la condition (Dy) de I,
p- 90, exerc. 7, il faut et il suffit que toute famille localement finie d’ensembles ouverts non
vides dans X soit dénombrable. (Pour prouver que la condition est nécessaire, considérer un
ensemble localement fini U d’ensembles ouverts dans X. Munir X d’un bon ordre; ’ensemble
P des x € X qui sont plus petits éléments (pour cet ordre) d’un ensemble de 2 est équipotent
a4 U; si pour tout x € P, V(x) est un des ensembles de U ayant x pour plus petit élément,
Pensemble V des V(x) pour x € P est localement fini et équipotent 2 U, et pour y € P et
y > x,onax¢ V(y). En utilisant la régularité de X et la prop. 4 de I, p. 6, montrer que pour
tout x € P, il existe un ensemble ouvert W(x) tel que x € W(x) < V(x) et que, lorsque x par-~

court P, les W(x) soient deux 4 deux sans point communj.

§9

1) Soient X un espace topologique, & un systéme générateur de la topologie de X (I,
p. 14). Montrer que si tout recouvrement ouvert de X formé d’ensembles de & contient un
recouvrement fini de X, X est quasi-compact. (Remarquer que si un ultrafiltre U sur X
n’était pas convergent, tout point ¥ € X appartiendrait 4 un ensemble de & n’appartenant
pas a U, et utiliser I, p. 39, corollaire.)

2) Montrer gu’un ensemble bien ordonné X, muni de la topologie I_(X) (I, p. 91, exerc. 5)
est localement compact; pour qu’il soit compact il faut et il suffit qu’il posséde un plus grand
élément. En déduire que sur tout ensemble il existe une topologie d’espace compact.

3) Soient X un espace régulier, A une partie compacte de X, B une partie fermée de X ne
rencontrant pas A. Montrer qu’il existe un voisinage de A et un voisinage de B sans point
commur.

4) Montrer que dans Pespace X défini dans exerc. 6 de I, p. 100, qui est régulier (I, p. 102,
exerc. 16), tout ensemble compact est fini.

5) *q) L’espace accessible non séparé Y = X/S défini dans Pexerc. 7 de I, p. 101 est tel que
tout point de Y admet un voisinage compact; les images «, 8 de 1 et — 1 dans Y admettent
des voisinages compacts non fermés dans Y; P'intersection d’un voisinage compact de « et
d’un voisinage compact de B n’est pas quasi-compacte, et leur réunion n’est pas compacte. 4

b) Soit X P'ensemble somme de N et d’un ensemble infini A; pour tout x € X, soit &(x) la
base de filtre définie comme suit: si x € N, &(x) est formée du seul ensemble {x}; si x € A, et
si S, , désigne 'ensemble formé de x et des entiers >n, ©(x) est ’ensemble des S, ,, ol 2
parcourt N. Montrer qu’il y a une topologie sur X pour laquelle &(x) est un systéme fonda-
mental de voisinages de x pour tout x € X; X est accessible mais non séparé pour cette
topologie; X n’est pas quasi-compact, mais il existe dans X des ensembles compacts partout
denses.
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¢) Montrer que sur un méme ensemble X, deux topologies d’espace quasi-compact accessible
peuvent étre comparables et distinctes (cf. I, p. 101, exerc. 7 et I, p. 100, exerc. 5 5)).

6) Soient X, Y deux espaces topologiques, A (resp. B) une partie-quasi-compacte de X (resp.
Y). Montrer que, pour tout voisinage U de A x Bdans X x Y, il existe un voisinage Vde A
dans X et un voisinage W de B dans Y tels que V. x W < U.

7) Donner un exemple de systéme projectif (X, f,5) d’espaces quasi-compacts dont la limite
projective soit vide (remarquer que dans Vespace de I’ Exemple 2 de I, p. 60, tout sous-espace
est quasi-compact).

8) Soit p un nombre premier. On désigne par Z, 'ensemble Z des entiers rationnels, muni
de la topologie image réciproque de la topologie discréte par ’application canonique de Z
sur Z/p"Z; pour m < n, on désigne par fp,, Papplication identique Z, — Z,, qui est continue,
Montrer que les Z, sont des espaces quasi-compacts, mais que la limite projective du
systéme projectif (Z,, fun) n’est pas un espace quasi-compact.?

9) Soient X un espace topologique, (Ggy)qyea une famille de graphes d’équivalences dans X,
dont Pensemble d’indices est préordonné filtrant croissant. Soit R, la relation (x,y) € G, et
soit g, Papplication canonique X — X/R,. On suppose que pour « < 3, la relation R,
entralne R ; soit alors @,p P'application canonique X/R;— X/Ry; (X/Ry, @gp) est un
systéme projectif d’espaces topologiques; soit Y = Jlﬁ (X/Ry).

a) Soit g: X — Y P’application continue (121:1_ 9o Montrer que g(X) est partout dense dans

-1
Y, et que pour tout x € X, g(g(x)) est la classe de x pour la relation d’équivalence dont le
graphe est ’intersection des G,.

b) On suppose que les relations d’équivalence R, soient fermées, et que pour tout x € X et
tout voisinage V de x, il existe un indice « tel que la classe de x pour R, soit contenue dans V.
Montrer que dans ces conditions g est une application ouverte de X sur g(X).

¢) Sion suppose que les classes suivant les relations R, soient des ensembles quasi-compacts
fermés, alors g est surjective.

10) Soit X un espace accessible et soit R un ensemble de parties fermées et quasi-compactes
de X, contenant Pensemble des parties finies et tel que la réunion de deux ensembles de R
appartienne & K. Soit X’ un ensemble somme de X et d’un ensemble {w} réduit & un point.
Montrer qu’il existe sur X’ une topologie quasi-compacte et accessible, qui induit 1a topologie
donnée sur X, et est telle que les complémentaires dans X’ des ensembles de R forment un
systéme fondamental de voisinages ouverts de . Donner des exemples de topologies dis-
tinctes sur X’, correspondant 4 des ensembles R distincts.

11) Soit X un espace paracompact. Montrer que si tout sous-espace ouvert de X est para-
compact, alors il en est de méme de tout sous-espace de X. En déduire que tout sous-espace
d’un espace localement compact dont la topologie posséde une base dénombrable, est para-
compact (cf. IX, § 2, exerc. 23 a)).

€ 12) Soient X, un ensemble bien ordonné non dénombrable, ayant un plus grand élément,
a son plus petit élément, b le plus petit des éléments x € X, tels que Pintervalle (g, x{ soit non
dénombrable. On désigne par X Pintervalle {4, 5{ muni de la topologie I (X).

a) L’espace X est localement compact et non compact (I, p. 105, exerc. 2) et toute suite dans
X admet une valeur d’adhérence (noter que toute partie dénombrable de X est majorée).

b) Soit f une application de X dans lui-méme telle que, pour tout x assez grand, on ait
J (%) < x; montrer qu’il existe ¢ € X tel que, pour tout x € X, il existey = x tel que f(y) < c.
(Raisonner par ’absurde, en formant une suite (z,) de points de X telle que z, 1 soit le plus
petit des éléments z’ € X tels que pour tout x = z/, on ait f(x) = z,.)

¢) Déduire de 5) que X n’est pas paracompact.

1 Cet exemple (inédit) nous a été communiqué par D. Zelinsky.
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13) Soient X un espace topologique, F(X) I'ensemble des parties fermées non vides de X,
R(X) Pensemble des parties quasi-compactes non vides de X; on munit ces ensembles de la
topologie induite par la topologie I, sur Po(X) (I, p. 91, exerc. 7).

a) Montrer quesi B < F(X) est quasi-compact pour I, et si X est régulier, la réunion dans
X des ensembles M € B est fermée.

b) Montrer quesi B < K(X) est quasi-compact pour g, la réunion dans X des ensembles
M e B est quasi-compacte,

41 14) Les notations étant celles de ’exerc. 13, on munit F(X) et R(X) de la topologie induite
par la topologie Jg sur Po(X) (I, p. 101, exerc. 12).

a) Montrer que si X est quasi-compact, il en est de méme de F(X). (Pour tout ensemble
ouvert U dans X, soit ¢(U) (resp. m(U)) ’ensemble des parties fermées M de X telles que
M < U (resp. M N U # @). Les ¢(U) et les m(U) forment un systéme générateur de la
topologie de &(X); utiliser alors 'exerc. 1 de I, p. 105).

b) On suppose que X est accessible; soit X’ P'image de X par I'application x > {x} de X
dans &(X). Soit $ un sous-espace de F(X) contenant X’; montrer que si  est quasi-com-
pact, X est quasi-compact. (Si (U,) est un recouvrement ouvert de X, remarquer qu’en
désignant par B, ensemble des M € F(X) tels que M N U, # @, (B,,) est un recouvrement
ouvert de &(X).)

¢) Si X est localement compact, R(X) est ouvert dans F(X) (utiliser la prop. 10 de I, p. 65).

d) On suppose X accessible. Montrer que, pour que K(X) soit séparé (resp. régulier, com-
pact, localement compact), il faut et il suffit que X le soit. (Pour les deux premiéres assertions,
utiliser Pexerc. 12 de I, p. 101 et Pexerc. 3 de I, p. 105; pour les deux derniéres, utiliser a), 4)
et Pexerc. 13.)

€ 15) On dit qu’un espace topologique X est un espace de Lindelif si tout recouvrement ouvert
de X contient un recouvrement dénombrable de X. Tout espace admettant une base dé-
nombrable est un espace de Lindelof; tout espace quasi-compact est un espace de Lindelsf.

a) Tout sous-espace fermé d’un espace de Lindeldf est un espace de Lindelsf. Pour que tout
sous-espace d’un espace de Lindeldf soit un espace de Lindeldf, il suffit que tout sous-espace
ouvert soit un espace de Lindelsf (cf. exerc. 16).

b) Pour tout application continue f d’un espace de Lindelsf X dans un espace topologique
X', le sous-espace f(X) de X’ est un espace de Lindelsf.

¢) Tout espace réunion dénombrable de sous-espaces de Lindelsf est un espace de Lindelsf.
En particulier, tout espace dénombrable est un espace de Lindelsf.

d) Pour qu’un espace de Lindelsf X soit quasi-compact, il suffit que toute suite de points de
X admette une valeur d’adhérence (montrer que 'axiome (C”) est alors vérifié).

e) Dans un espace de Lindelof accessible X, un sous-espace fermé discret est nécessairement
dénombrable, et a plus forte raison, X vérifie la condition (Dy) de I, p. 90, exerc. 7.

€ 16) a) Soit X un espace dans lequel tout sous-espace ouvert est un espace de Lindelof.
Montrer que X vérifie la condition (Dyy) de I’exerc. 7 de I, p. 90; si X est régulier, toute
partie fermée de X est intersection dénombrable d’ensembles ouverts (cf. I, p. 109, exerc. 24 ¢)).

b) Soit X un espace dans lequel tout sous-espace ouvert est paracompact. Pour que tout
espace sous-ouvert de X soit un espace de Lindeldf, il faut et il suffit que X vérifie la con-
dition (Dyy) de Pexerc. 7 de I, p. 90.

¢) Pour qu’un espace compact X soit tel que tout sous-espace ouvert de X soit un espace de
Lindelsf, il faut et il suffit qu’il vérifie la condition (Dyy) de Pexerc. 7 de I, p. 90, et que
toute partie fermée de X soit intersection dénombrable d’ensembles ouverts (utiliser &) et le
th. 5 de I, p. 70).
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€ 17) Soient X un espace topologique, A une partie de X. On dit qu’un point a € X est
point de condensation de A si dans tout voisinage de a, il existe une infinité non dénombrable de
points de A.

a) L’ensemble des points de condensation d’une partie A de X est fermé. Donner un exemple
ot X n’a qu'un point de condensation (cf. I, p. 67, th. 4).

b) Supposons que X soit un espace accessible dans lequel tout sous-espace ouvert soit un
espace de Lindelsf (exerc. 16). Montrer que pour toute partie A de X, ’ensemble B des points
de condensation de A est parfait, et ’ensemble A N (B dénombrable.

€[ 18) Dans un espace topologique X, on dit qu’un point a est fotalement adhérent 2 une partie
A de X si pour tout voisinage U de a, on a Card(A) = Card(A n U). Montrer que pour
que X soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour toute partie infinie A de X, il existe un
point totalement adhérent & A. (Si X n’est pas quasi-compact, montrer qu’il existe un
ordinal initial w, (E, III, p. 87, exerc. 10) et un recouvrement ouvert (U,) de X, ol &
parcourt I’ensemble des ordinaux < o,, tel que pour chaque indice £ < oy, le complé-
mentaire A, dans X de la réunion des U,, d’indice n < £ ait un cardinal égal & X, ; en déduire
qu’on peut définir par récurrence transfinie une famille (x¢) (£ < w,) de points de X telle
que x; € Ag pour tout £ et x; # x, pour 7 < £.)

€4 19) On dit qu’un espace séparé X est absolument fermé s’il posséde la propriété suivante:
pour tout homéomorphisme f de X sur un sous-espace d’un espace séparé X/, f(X) est fermé
dans X’. Tout espace compact est absolument fermé.
a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

(AF) L’espace X est absolument fermé.

(AF’) Toute base de filtre sur X formée d’ensembles ouverts a au moins un point ad-
hérent.

(A¥”) Toute famille d’ensembles fermés dans X, dont Pintersection est vide, contient
une sous-famille dont Pintersection des intérieurs est vide.

(AF”) Tout recouvrement ouvert de X contient une sous-famille finie dont les adhérences
forment un recouvrement de X.
b) Soient X un espace séparé, U un ensemble ouvert partout dense dans X. On suppose que
toute base de filtre sur U formée d’ensembles ouverts a au moins un point adhérent dans X.
Montrer que X est alors absolument fermé. En particulier, si A est une partie ouverte d’un
espace absolument fermé X, le sous-espace A de X est absolument fermgé.

¢) Soient X un espace absolument fermé, f une application continue de X dans un espace
séparé X’. Montrer que f(X) est un sous-espace absolument fermé de X’.

d) Montrer que le produit de deux espaces absolument fermés est absolument fermé (raison-
ner comme dans la prop. 17 de I, p. 70).

€ 20) On dit qu’un espace séparé X est minimal si sa topologie J est telle que toute topologie
sur X, séparée et moins fine que 7, est nécessairement identique 4.7 ; alors 7~ est nécessaire-
ment semi-réguliere (I, p. 103, exerc. 20). Monirer que pour qu’un espace séparé X soit
minimal, il faut et il suflit que toute base de filtre sur X formée d’ensembles ouverts, et ayant
un seul point adhérent, soit convergente; X est alors absolument fermé (exerc. 19). (Si B est
une base de filtre sur X formée d’ensembles ouverts et n’ayant aucun point adhérent, con-
sidérer, pour un point a € X, la base de filtre B’ formée des réunions V U A, o A parcourt B
et V I’ensemble des voisinages ouverts de a; en déduire une contradiction.)

€ 21) On dit qu'un espace topologique X est complétement séparé (et que sa topologie est
complétement séparée) si, pour tout couple de points distincts x, y de X, il existe un voisinage
Sfermé de x et un voisinage fermé de y sans point commun.

a) Tout espace régulier est complétement séparé. Tout sous-espace d’un espace compléte-
ment séparé est complétement séparé. Tout produit d’espaces complétement séparés est
complétement séparé. Toute topologie plus fine qu’une topologie complétement séparée est
une topologie complétement séparée.



§9 EXERCICES TG 1.109

b) Tout espace complétement séparé minimal X (exerc. 20) est compact. (Raisonner par
Pabsurde, en considérant un ultrafiltre U sur X et la base de filtre formée des ensembles
ouverts appartenant a U.)

*¢) Soit 6§ un nombre irrationnel > 0. Pour tout point (x,y) € @ x Q7, et tout « > 0, soit
B,(x,y) Iensemble formé de (x,y) et des points (z, 0) de Q2 tels que |z — (v + Oy)| < «
ou |z — (x — 6y)| < « Soit B(x,y) Pensemble des B,(x,y) ol « parcourt P'ensemble des
nombres réels > 0. Montrer qu’il existe une topologie séparée J sur @ x Q7 telle que, pour
tout (x, y), B(x, y) soit un systéme fondamental de voisinages de (x, y) pour . Montrer que
quels que soient les points ¢, 5 de Q x Q*, tout voisinage fermé de a rencontre tout voisinage
fermé de b pour la topologie . Montrer qu’il existe dans l’espace séparé minimal X ainsi
défini des sous-espaces fermés qui ne sont pas minimaux.

§122) a) Soit X un espace séparé, et soit J sa topologie. Montrer que pour que X soit
absolument fermé (exerc. 19), il faut et il suffit que la topologie semi-réguliére J *
associée & J (I, p. 103, exerc. 20) soit une topologie d’espace minimal (exerc. 20).
b) 8i T est complétement séparée (exerc. 21), il en est de méme de I * (utiliser I’exerc. 20
de I, p. 103). En déduire qu’un espace régulier absolument fermé est compact.

41 23) a) Soient X un espace séparé, A un sous-ensemble partout dense de X. On suppose
que tout filtre sur A admette au moins un point adhérent dans X. Montrer que X est
absolument fermé (vérifier I’axiome (AF’) de I'exerc. 19 de I, p. 108).

b) Soit X, un espace compact dans lequel il existe un ensemble A partout dense et non ouvert
pour la topologie 74 de X,. Soit I la topologie sur X, engendrée par les parties ouvertes
pour J; et par A, de sorte que 7 * = J; (I, p. 103, exerc. 20). Si X est Pespace absolument
fermé non compact obtenu en munissant X, de I~ (exerc. 22}, montrer que tout filtre sur A
admet un point adhérent dans X.

91 24) a) Montrer que dans un espace absolument fermé dénombrable X, ’ensemble des points
isolés est partout dense. (Raisonner par I’absurde, en rangeant en une suite les points de X,
et formant par récurrence un recouvrement ouvert dénombrable (U,) de X tel qu’aucune

réunion finie des U, ne soit un recouvrement de X).

*p) Donner un exemple d’espace absolument fermé complétement séparé qui ne soit pas un
espace de Lindeldf (dans le produit (0, 13 x (0, 1}, considérer les complémentaires des en-
sembles A x {0}, ou A parcourt ’ensemble des parties de (0, 1), et appliquer la méthode
générale de 1, p. 103, exerc. 20 ¢)). Cet espace vérifie la propriété (Dyy) de I, p. 90, exerc. 7,
mais non la propriété (Di).

¢) Soient X, un espace compact sans point isolé, I Pensemble des complémentaires des
parties dénombrables de X, les ensembles de I étant donc partout denses (cf. a)). Soit 7
la topologie engendrée par les ensembles ouverts de X, et les ensembles de . Montrer que
I’espace X obtenu en munissant X, de la topologie 7 est absolument fermé, complétement
séparé, et est un espace de Lindelsf ne vérifiant pas la condition (Dy) de ’exerc. 7 de I, p.
90, et dans lequel aucun point n’a de systéme fondamental dénombrable de voisinages et
aucune suite infinie dont tous les termes sont distincts n’a de valeur d’adhérence. Si dans X,
tout sous-espace ouvert est un espace de Lindeldf (cf. I, p. 107, exerc. 16 ¢)), tout sous-espace
ouvert de X est un espace de Lindeldf et en particulier X vérifie (D) (I, p. 107, exerc. 16 a)).
11 en est ainsi lorsque X, = (0, 1); mais montrer que dans ce cas il y a des parties fermées
dénombrables de X qui ne sont pas intersections dénombrables d’ensembles ouverts de X
(cf IX, §5, n° 3).4

4 25) a) Soit X un espace séparé, et soit I' ’ensemble des filtres sur X admettant une base
formée d’ensembles ouverts, et n’ayant aucun point adhérent dans X. Montrer que I’en-
semble I" est inductif §’il n’est pas vide (autrement dit, si X n’est pas absolument fermé).

b) Soit Q I'ensemble des filtres maximaux dans T', et soit X’ I’ensemble somme de X et de Q.
Pour tout x € X, on désigne par B(x) ’ensemble des voisinages de x dans X; pour tout
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o € Q, on désigne par B(w) Pensemble des parties de la forme {&} U M, olt M parcourt le
filtre w. Il y a une topologie sur X’ pour laquelle B(x’) est un systéme fondamental de voisi-
nages de &” pour tout x” € X’. Pour cette topologie, X’ est un espace absolument fermé, et
posséde la propriété universelle suivante: pour toute application continue ouverte f: X — Y
dans un espace absolument fermé Y, il existe une application continue g: X’ — Y et une
seule qui prolonge f (considérer les images par f des filtres appartenant a Q; observer que
dans un espace absolument fermé, un filtre maximal dans ’ensemble des filtres ayant une
base d’ensembles ouverts est nécessairement convergent). En particulier, la topologie de X’
est X-maximale (I, p. 94, exerc. 11). En déduire qu’il existe des espaces absolument fermés
dont la topologie est quasi-maximale (I, p. 91, exerc. 6).

€ 26) a) Soit X un espace accessible, et soit ® Iensemble des filtres sur X possédant une
base formée d’ensembles fermés. Montrer que 'ensemble @ est inductif. Soit X” 'ensemble
des filtres maximaux dans @.

b) Pour tout ensemble ouvert U de X, soit U* P’ensemble des filtres § € X” tels que U e &.
Si U,V sont deux ensembles ouverts dans X, on a (UNV)* = U " V* et
(UuV)* =U* U V* (observer que si FeX” est tel que UgF, alors X = UeF).
Montrer que les U* forment une base d’une topologie sur X”, pour laquelle X” est quasi-
compact (vérifier axiome (CG”) grace a ’observation précédente) et accessible (si &, & sont
deux éléments distincts de X”, montrer qu’il existe dans X deux ensembles fermés A, B sans
point commun tels que A€ F, Be ).

¢) Pour tout xe X, soit ¢(x) lultrafiltre sur X ayant pour base 'unique ensemble {x}.
Montrer que ¢ est un homéomorphisme de X sur une partie partout dense de X”. Si X est
quasi-compact (et accessible) o(X) = X",

d) Montrer que pour toute application continue f de X dans un espace compact Y, il existe
une application continue g: X" — Y et une seule telle que f = go o.

¢) Soit X l’espace séparé universel associé & X” (I, p. 104, exerc. 27) ; montrer que ’applica-
tion canonique ¢: X” — X est surjectwe et que X est compact. Toute application continue f
de X dans un espace compact Y s’écrit donc d’une seule maniére f = Ao o, ot h: X — Y
est continue.

27) Si X est un espace discret, montrer que les espaces X” et X définis dans Pexerc. 26 sont
identiques, et que si J est la topologie de Pespace X’ défini dans I’exerc. 25, Pespace X”
s’identifie & I'espace X’ muni de la topologie J * semi-réguliére associée a I (I, p. 103,
exerc. 20). En outre, ’ensemble X” s’identifie canoniquement & I’ensemble des ultrafiltres
sur X, et on dit que P'espace compact X” est Uespace des ultrafilires de X.

928) Montrer que dans un espace compact X, tout sous-espace ouvert infini isodyne U
(I, p. 92, exerc. 11 d)) est résoluble. (En utilisant la prop. 1 de I, p. 60, montrer qu’il
existe une base B de la topologie de U telle que Card(B) = Card(U); utiliser ensuite
Pexerc. 11 ¢) de I, p. 92). En déduire que tout espace localement compact sans point isolé
est résoluble (utiliser Pexerc. 11 d) de I, p. 92) ; par suite, un tel espace n’est pas submaximal.

29) a) Soit K Pespace discret {0, 1}. Pour tout espace compact X, soit F I’ensemble des
applications f de K dans l’ensemble {F(X) des parties fermées de X, telles que
X = f(0) v f(1). On considére 'espace compact Y = K¥; montrer que pour tout y =
(¥5)rer dans Y, Pintersection des ensembles fermés f(y;) de X est vide ou réduite & un point,
L’ensemble Z des y € Y tels que cette intersection ne soit pas vide est une partie fermée de
Y; si ¢(y) est 'unique point commun aux f(y;) pour y € Z, montrer que ¢ est une application
continue surjective de Z dans X.

b) Donner un exemple d’espace compact X tel qu’il n’existe aucune application continue
surjective d’un espace compact de la forme K# sur X (utiliser Pexerc 4 5) de I, p. 95 et
Pexerc. 27 de I, p. 110).
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€ 30) On dit qu’un espace topologique X est localement guasi-compact si tout point de X
admet un systéme fondamental de voisinages quasi-compacts.

a) Montrer que dans un espace localement quasi-compact, tout ensemble quasi-compact
admet un systéme fondamental de voisinages quasi-compacts.

b) Montrer que tout sous-espace localement fermé d’un espace localement quasi-compact est
localement quasi-compact.

*¢) Sur le disque fermé euclidien B: x| < I dans le plan R?, on considére la topologie I~
plus fine que la topologie J, induite par celle de R?, telle que pour 7 le filtre des voisinages
d’un point x # (1, 0) de B soit identique au filtre des voisinages de ce point pour 5, mais
un systéme fondamental de voisinages de (1, 0) soit formé des réunions de {(1, 0)} et de la
trace sur le disque ouvert By: ||x] < 1 d’un disque ouvert de centre (1, 0). Soit Y I’ensemble
B muni de la topologie J ; on consideére dans Y la relation d’équivalence dont les classes sont
Pensemble S des x # (1, 0) tels que [[x]| = 1, et les parties de Y réduites & un point non dans
S. Montrer que ’espace quotient X = Y/R est quasi-compact mais non localement quasi-
compact.

31) Soient X,Y deux espaces compacts, /2 X-—Y une application continue surjective.
Montrer qu’il existe un sous-espace fermé Z de X tel que f| Z: Z — Y soit surjective et
irréductible (I, p. 93, exerc. 12) (utiliser le lemme de Zorn).

§ 10

1) a) Donner un exemple d’applications continues f: X — Y, g: Y — Z telles que g o f soit
propre, f non surjective, g non propre.

b) Donner un exemple de deux applications propres /: X — Y, g: X — Z, ou X, Y, Z sont
quasi-compacts, telles que x — (f(x), g(x)) ne soit pas une application propre de X dans
Y x Z.

2) Soitf: X — Y une application propre, et soit A un sous-espace de X. Montrer quesi ’'on a

-1
A = F(f(A)) N A, larestriction f| A est une application propre de A dans f(A). Cette con-
dition est elle nécessaire?

9 3) Soit (X, fus) un systéme projectif d’espaces de Kolmogoroff quasi-compacts tels que
les f, soient propres. Montrer que si les X, sont non vides, lim X, est non vide (montrer
<

que dans un espace de Kolmogoroff quasi-compact, toute partie fermée non vide contient une
partie fermée réduite 2 un point).

4) Donner un exemple d’application continue f: X —Y, X et Y étant séparés, telle que

-1
Pimage réciproque f (K) de toute partie compacte K de Y soit compacte, mais qui ne soit pas
propre (cf. I, p. 105, exerc. 4).

€ 5) Seit f: X — Y une application propre.
a) Montrer que si X est régulier, f(X) est un sous-espace régulier de Y. Inversement, si
S (X) est un sous-espace régulier de Y et si X est séparé, X est régulier (utiliser I, p. 61, prop. 3).

b) Montrer que si le sous-espace f(X) de Y est un espace de Lindelof (I, p. 107, exerc. 15),
alors X est un espace de Lindeldf (utiliser la prop. 10 de I, p. 35).

9 6) Soit X un espace somme de sous-espaces X, (1 € I}, et soit fune application continue de
X dans un espace topologique Y. Pour tout t € I, soit f;: X, — Y la restriction de f a X,.
Montrer que, pour que fsoit propre, il faut et il suffit que chacune des f; soit propre et que la
famille des f(X,) soit localement finie (utiliser le th. 1 d) de I, p. 75).
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€ 7) Soient f: X — X’ une application propre, R (resp. R’) une relation d’équivalence dans
X (resp. X’) telle que f soit compatible avec R et R, Soit /2 X/R — X’/R’ Papplication
déduite de f par passage aux quotients. On suppose que: 1° 'image par f de tout ensemble
saturé pour R est saturé pour R’; 2° R’ est ouverte. Montrer que dans ces conditions f est
propre (utiliser le th. 1 ¢) de I, p. 75).

8) Montrer que sous les hypothéses de I'Exemple 3 de I, p. 32, 'application canonique
X — X/R est propre.

€9) a) Soient X, Y deux espaces topologiques f: X — Y une application fermée surjective
-1
(non nécessairement continue). Montrer que si pour touty € Y, £ (y) est quasi-compact, alors,

-1
pour toute partie quasi-compacte K de Y, f(K) est quasi-compact (raisonner directement, ou
utiliser ’exerc. 7 de I, p. 106 et Pexerc. 13 de I, p. 107).

-1
b) On suppose en outre X régulier. Montrer que si, pour touty € Y, f(y) est fermé dans X,

-1
alors, pour toute partie quasi-compacte K de Y, f(K) est fermé dans X (mémes méthodes).
Si de plus Y est localement compact, alors f est continue.

10) Soient X, Y deux espaces topologiques. On dit qu’une correspondance (G, X, Y) entre
X etY (E, IL, p. 10) est propre si la restriction de la projection pry au graphe G est une appli-
cation propre G — Y.

a) Soit f une application de X dans Y; montrer que, pour que f soit continue, il faut et il

-1
suffit que la correspondance f entre Y et X soit propre. Pour que f soit propre, il faut et il

-1
suffit que les correspondances f (entre Y et X) et f (entre X et Y) soient propres. En déduire
un exemple d’application f non continue telle que la correspondance fsoit propre.
b) Si (G, X, Y) est une correspondance propre, montrer que, pour toute partie fermée A de
X, G(A) est une partie fermée de Y.

9 11) Soit (G, X, Y) une correspondance propre (exerc. 10).

a) Montrer que si B est une base de filtre sur X formée d’ensembles fermés, on a
N GM) = G([) M).

Me D Me®B

-1
b) Pour touty € Y et tout voisinage V de G(y) dans X, montrer qu’il existe un voisinage W

-1
de y dans Y tel que G(W) < V (« continuité des racines en fonction des paramétres »)
(utiliser Pexerc. 6 de I, p. 106).

€ 12) a) Pour gqu’une correspondance (G, X, Y) soit propre, il faut et il suffit que pour tout
espace topologique 7 et toute correspondance (E, Z, X) dont le graphe E est fermé dans
Z x X, le graphe G o E soit fermé dans Z x Y. (Pour voir que la condition est nécessaire,
remarquer que G o E est imagede (E x Y) N (Z x G) par Id, X pry: Z x G—Z x Y.
Pour voir qu’elle est suffisante, soit 3y Papplication diagonale Y — Y x Y; montrer que pour
toute partie F de (Z x Y) x X P'image réciproque de G o F par I'application Id, x 8y:
Z xY-—>7Z xY x Y est I'image, par lapplication (y, z) — (z,y), de l’ensemble
-1 -1

pras(F N (G x Z)), ou F est Pimage de F par ’application (z,y, x) — (x, ¥, z).)

b) Déduire de a) que la composée de deux correspondances propres est une correspondance
propre.

¢) Soit (G, X, Y) une correspondance propre. Montrer que si X est séparé, G est fermé dans
X xY.

4 13) Soient X un espace localement compact, Y un espace topologique.

a) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:
a) (G, X, Y) est une correspondance propre entre X et Y.
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B) Pour tout espace séparé X’ contenant X comme sous-espace, G est fermé dans X’ x Y.
v) G est fermé dans X x Y, et pour tout y € Y, il existe un voisinage V de y dans Y et une
partie compacte K de X tels que (X = K) x V ne rencontre pas G.
3) Il existe un espace compact X’ contenant X comme sous-espace, et tel que G soit fermé
dans X’ x Y.

(Pour prouver que «) implique B), utiliser les exerc. 12 a) et ¢). Pour prouver que 8)
entraine «), utiliser la prop. 2 de I, p. 72 et le cor. 5 de I, p. 77.)

b) Montrer que si (G, X, Y) est propre, on a la propriété suivante:

¢) Pour toute partie compacte L de Y, G(L) est un ensemble compact.

Prouver en outre que si Y est localement compact et si G est fermé dans X x Y et vérifie
la condition {), alors (G, X, Y) est propre. (Utiliser I’équivalence de «) et y)). Cette derni¢re
assertion n’est plus valable lorsque Y est séparé, mais n’est plus supposé localement compact
(I, p. 111, exerc. 4).

14) Soient Y un espace localement compact, X un espace topologique. Pour qu’une applica-
tion f: X — Y soit continue, il faut et il suffit que pour tout espace compact Y’ contenant Y
comme sous-espace, le graphe de f soit une partie fermée de X x Y’ (utiliser les exerc. 13
et 10 a)).

15) Soient X un espace séparé, A une partie fermée de X, f une application propre de
X — A dans un espace localement compact Y, Y’ le compactifié d’Alexandroff de Y, o le
point a infini de Y’. Soit g Papplication de X dans Y’ égale & fdans X — A, & o dans A;
montrer que g est continue.

4 16) Soient X un espace localement compact, R une relation d’équivalence dans X, C son
graphe dans X x X. Montrer que, pour que C soit fermé dans X x X, il faut et il suffit que
pour toute partie compacte K de X, le saturé de K pour R soit fermé dans X. (Pour montrer
que la condition est nécessaire, utiliser le cor. 5 de I, p. 77.)

*17) Dans Pespace localement compact R, on considere la relation d’équivalence S obtenue
en identifiant entre eux tous les points de Z. Montrer que S est fermée et que R/S est séparé,
mais non localement compact.

*18) Soit X le sous-espace localement compact (0, + «of de R. Dans X, soit S la relation
d’équivalence dont les classes sont les ensembles {x, 1/x} pour 0 < x < 1, et ensemble {0}.
Montrer que S est ouverte, a un graphe fermé dans X x X, et que X/S est compact, mais
que S n’est pas fermée.

€ 19) Soient X un espace localement compact dénombrable a Tinfini, R une relation
d’équivalence dans X dont le graphe est fermé dans X x X. Montrer que X/R est séparé.
(Soit (U,) un recouvrement de X formé d’ensembles ouverts relativement compacts, tels que
U, < U,.,1. Soient A, B deux ensembles fermés sans point commun, saturés pour R. Définir
par récurrence deux suites croissantes (V,), (W,) d’ensembles fermés saturés pour R, telles
que V, "W, = @ et que V, n T, (resp. W, 0 U,) soit un voisinage de A N U, (resp.
Bn U,,) dans le sous-espace compact U,. On utilisera la prop. 8 de I, p. 78 et Iexerc.
16, ainsi que la prop. 3 de I, p. 61.)*

€ 20) Soient X un espace compact non vide, R une relation d’équivalence séparée dans X.
Pour que X/R soit fermé dans ’espace By (X) muni de la topologie g (I, p. 101, exerc. 12),
il faut et il suffit que la relation R soit ouverte. (Utiliser Pexerc. 14 de I, p. 107, et P’exerc. 16
de I, p. 94 pour montrer que, si X/R est fermé dans PBy(X) pour J, alors la topologie
quotient sur X/R est identique 4 la topologie induite par Jg, et appliquer exerc. 7 de I, p.
96. Inversement, si R est ouverte, utiliser ’'exerc. 29 de I, p. 105 pour montrer que X/R est
fermé pour Je.)

1 Si ’espace localement compact X n’est pas dénombrable 4 I’infini, il peut se faire qu’une rela-
tion d’équivalence R dans X soit fermée (et a fortior: ait un graphe fermé (I, p. 58, prop. 14)) mais
que X/R ne soit pas séparé (cf. IX, § 4, exerc. 12 b) et 18).
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4 21) a) Soit X un espace accessible et localement quasi-compact (I, p. 111, exerc. 30). Soit
X, Pespace discret ayant méme ensemble sous-jacent que X, et soit X, ’espace (compact) des
ultrafiltres sur X, (l’espace discret X, étant identifié & un sous-espace ouvert de X,) (I, p.
110, exerc. 27). Dans X, soit R (ou R(X)) la relation d’équivalence entre ultrafiltres U,8:

«les ensembles de points limites de 2 et de O dans X sont les mémes ». Montrer que la rela-
tion R est séparée (utiliser la description de la topologie de X, donnée dans I, p. 110, exerc.
26 b), 'exerc. 7 b) de I, p. 100 et 'axiome (C")); ’espace compact X° = X/R est en corres-
pondance biunivoque avec ’ensemble des ensembles primitifs de X (I, p. 100, exerc.7).
Si X est séparé (et par suite localement compact), X° s’identifie 3 X lorsque X est compact,
au compactifié d’Alexandroff de X lorsque X n’est pas compact.

b) Soit Y un sous-espace fermé de X. L’espace des ultrafiltres Y, sur Y, s’identifie & Pad-
hérence de Y, dans X, et Pespace Y° & I’image canonique de Y, dans X°.

¢) Montrer que la restriction & X, de Papplication canonique X, — X est une bijection de
X, sur un sous-espace X de X°, que I'application canonique f: 3, — X est une bijection
continue et que I'image par cette application de toute partie compacte de X est une
partie compacte fermée de X. (Pour voir que fest continue, utiliser ) ; observer d’autre part
que I"image réciproque dans X, d’un point de Xj, est composée d’ultrafiltres sur X ayant tous
un seul point limite, et que si U est un ultrafiltre sur X, son point limite dans XO, quand U est
considéré comme base d’ultrafiltre sur X, est 2 considéré comme point de Xo. )

*d} Soit Z ’ensemble somme d’une famille dénombrable d’espaces Y, identiques a Pespace
X S défini dans Pexerc. 7 de I, p.101 , et d’un ensemble {o} réduit & un point. On définit une
topologie sur Z en prenant pour systéme fondamental de voisinages d’un point ze Y, le
filtre de ses voisinages dans espace Y,, et pour systétme fondamental de voisinages de ©
Pensemble des V,,, ot V, est réunion de {w} et des Y, d’indice =n. L’espace Z ainsi défini est
accessible, quasi-compact et localement quasi-compact; mais le sous-espace Z3 de Z° n’est
pas localement compact.

¢) Soit Y un second espace accessible et localement quasi-compact, et soit # une application
continue de X dans Y, telle que I’image réciproque par « de toute partie quasi-compacte de
Y soit quasi-compacte. Si ’on considére 4 comme une application de X;, dans Y, montrer
que u est continue et se prolonge (de fagon unique) en unc application continue X°— Y*.
(Prolonger d’abord # en une application continue de X, dans Y, et montrer qu’elle est
compatible avec les relations d’équivalence R(X) et R(Y)).

*f} Soit X I'espace accessible quasi-compact et non localement quasi-compact défini dans
Pexerc. 30 ¢) de I, p. 111. Montrer que dans P’espace X, correspondant, la relation d’équiva-
lence R(X) n’est pas séparée.

22) a) Soient X un espace accessible, f: X — Y une application continue fermée, telle que
-1
pour touty € f(X), la frontiére de f(y) dans X soit quasi-compacte. Pour tout y € f (X)), soit
-1 -1
L(y) Pintérieur de f(y) dans X si la frontiére de f(y) n’est pas vide, et le complémentaire

-1 -1
dans f(y) d’un point de cet ensemble si la fronti¢re de f(y) est vide. Montrer que si F est le
complémentaire de la réunion des L(y), la restriction de f4 F est une application propre de F
dans Y.

b) Soient X, (i = 1, 2) deux espaces accessibles, f;: X; -—Y; deux applications continues,
fermées et surjectives (i = 1, 2). On suppose de plus que pour tout y; € Y;, la frontiére de

-1
S () dans X est quasi-compacte (i = 1, 2). Montrer que si
S=h x far Xy x Xg— Yy x Y,

la bijection (X; x X,)/R —Y; x Ysassocidea f(E, II, p. 44) est un homéomorphisme (utili-
ser a)). Donner un exemple ol f; X f, n’est pas fermée.
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23) Soient X et Y deux espaces localement compacts, f une application continue de X dans
Y. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:

-1
o) Tout point y € £(X) posséde dans Y un voisinage compact V tel que f(V) soit compact.
B) Tout point y € f(X) posséde dans Y un voisinage ouvert T tel que ’application fp:

-1 -1

S(T) — T qui coincide avec f dans f(T) soit propre.

v) Le sous-espace f(X) de Y est localement compact, et si j est injection canonique de
f(X) dans Y, fse factorise en X % £(X) 2. Y, o1 g est propre.

24) Soient Z, Y deux espaces localement compacts, f une application propre de Z dans Y, F
un sous-espace fermé de Z tel que X = Z — T soit un ouvert partout dense dans Z et que la
restriction de fa F soit injective (de sorte que cette restriction est un homéomorphisme de F
sur un sous-espace fermé Yy = f(F) de Y). Montrer que Y, est I'ensemble des y € Y tels

-1
que X N f(V) ne soit compact pour aucun voisinage V de y dans Y. En outre, la topologie
de Z est engendrée par I'ensemble formé des parties ouvertes de X, des complémentaires dans

-1
Z des parties compactes de X et des images réciproques f(U), ott U parcourt I’ensemble des
parties ouvertes de Y. (Pour montrer que la topologie engendrée par cet ensemble est plus
fine que la topologie donnée sur Z, on pourra utiliser la prop. 1 de I, p. 60).

925) Soient X, Y deux espaces localement compacts, g une application continue de X dans
Y. Montrer qu’il existe un espace localement compact Z, une application propre f de Z dans
Y et un homéomorphisme j de X sur une partie ouverte partout dense de Z tels que g = foj
et que la restriction de fa Z —j(X) soit injective. Si en outre Zj, fi et j; sont un espace
localement compact et deux applications ayant les mémes propriétés que Z, f et j, il existe un
homéomorphisme % et un seul de Z sur Z; tel que j; = fojetf = f; o h (Utiliser exerc. 24
pour définir Z et f).

§11

1) Montrer que espace séparé dénombrable défini dans I, p. 109, exerc. 21 ¢), est connexe.

2) a) Soient X un espace topologique,  sa topologie. Montrer que si X, muni de la topo-
logie semi-réguliére 7 * associée a 7 (I, p. 103, exerc. 20), est connexe, alors X est connexe
pour la topologie 7. En déduire qu’il existe des espaces submaximaux connexes (I, p. 103,
exerc. 22).

*p) Former en particulier sur R une topologie plus fine que la topologie usuelle, pourlaquelle
R est connexe mais aucun point n’admet de systéme fondamental de voisinages connexes {cf.
IV, p. 49, exerc. 14 ¢)). 4

3) Soient A, B deux parties d’un espace topologique X.

a) Montrer que si A et B sont fermés dans X et tels que A U B et A" B soient connexes,
alors A et B sont connexes. Montrer par un exemple que la proposition ne s’étend pas lorsque
I’un des ensembles A, B n’est pas fermé.

5) On suppose A et B connexes, et tels que AN B # g; montrer que A U B est connexe.
9 4) Soit X un espace connexe ayant au moins deux points.

@) Soient A une partie connexe de X, B une partie de A, ouverte et fermée par rapport 2
A; montrer que A U B est connexe. (Appliquer I'exerc. 5 de I, p. 32 Y = AU Bet
Z = [A.)

b) Soient A une partie connexe de X, B une composante connexe de I'ensemble {A; montrer
que [B est connexe (utiliser a)).

¢) Déduire de b) qu’il existe dans X deux parties connexes M, N, distinctes de X et telles que
MUN=X, MNnN = g.

#5) g4) Donner un exemple, dans 'espace R?, d’une suite décroissante (A,) d’ensembles
connexes, dont 1’intersection est non connexe {(cf. II, p. 38, exerc. 14).
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b) Dans R?, soit X Pensemble réunion des demi-plans ouverts y > 0, y < 0 et des points
(n, 0) (n entier >1); il est connexe pour la topologie J; induite par celle de R2. Définir sur
X une suite () de topologies, telle que 7, ; ; soit plus fine que I, que X soit connexe pour
chaque ,, mais non connexe pour la topologie borne supérieure de la suite () (passer de
I & Ty 1 en introduisant de nouveaux voisinages pour le point (z -+ 1, 0)).,

6) Soient X,Y deux espaces connexes, A (resp. B) une partie de X (resp. Y) distincte de X
(resp. Y). Montrer que, dans 'espace produit X x Y, le complémentaire de A x B est un
ensemble connexe.

7) Soient X, Y deux espaces connexes, f une application de X x Y dans un espace topo-
logique Z telle que chacune des applications partielles f(.,3): X —Z, f(x,.): Y -2
(x e X,y € Y) soit continue. Montrer que /(X x Y) est connexe.

9 8) Dans ’exemple de topologie sur un ensemble produit X = g X,, donné dans I, p. 95,

exerc. 9, on suppose que I est infini et le cardinal ¢ non dénombrable. Montrer que si les X
sont connexes, réguliers et ont chacun au moins deux points distincts, la composante connexe
d’un point 2 = (a,) de X est 'ensemble des x = (x,) tels que x, = ¢, sauf pour un nombre
fini d’indices v € I. (Se ramener au cas o I = N; considérer deux points & = (b,), ¢ = (¢,)
de X tels que b, # ¢, pour tout zn. Pour tout n, soit (V,n)nso une suite de voisinages ouverts de

b, dans X, ne contenant pas ¢, et telle que V,,,,Hl < V. Soit Z Pensemble des points (x,)
de X ayant la propriété suivante: il existe un entier £ > O tel que pour n = £, on ait
%y € Vi3 montrer que Z est & la fois ouvert et fermé dans X.)

*9) Soit X le sous-espace localement compact de RZ formé des couples (0, ») tels que
—1<y<0o0ul=<y=<]l,etdescouples (1/n, y) tels que zsoit entier = let — 1 <y < 1;
montrer que dans X il y a des points z dont la composante connexe dans X est distincte de
Pintersection des ensembles 4 la fois ouverts et fermés dans X qui contiennent z.

10) Montrer qu’un ensemble totalement ordonné X, muni de la topologie - (X) ou de la
topologie J_ (X} (I, p. 91, exerc. 5), est totalement discontinu.

11) Soient X un espace topologique, R une relation d’équivalence dans X, telle que toute
classe suivant R soit contenue dans une composante connexe de X. Montrer que les compo-
santes connexes de X/R sont les images canoniques des composantes connexes de X
(cf. II1, p. 68, exerc. 17).

12) Soit X un espace topologique. Montrer que les trois conditions suivantes sont équiva-
lentes: o) les composantes connexes de X sont des parties ouvertes de X; B) tout point x € X
posséde un voisinage qui est contenu dans tout ensemble & la fois ouvert et fermé contenant
x; v) pour tout x € X, 'intersection des ensembles 4 la fois ouverts et fermés contenant x est
un ensemble ouvert.

*13) Soit 6 un nombre irrationnel. On considére Papplication f de la droite numérique R
dans le tore T? qui, & tout point ¢ € R, fait correspondre 'image canonique dans T? du point
(¢, 6¢) € R2; fest injective et continue. Montrer que pour la topologie J image réciproque
par fde la topologiec de T2, R est connexe mais aucun point de R n’admet de systéme fonda-
mental de voisinages connexes.

4 14) a) Soit X un espace localement compact et localement connexe, et soit A une partie
fermée de X. Soit A* la réunion de A et des composantes connexes de (A qui sont relative-
ment compactes. On dit que A est plein si A*¥ = A. Montrer que A¥ est fermé et plein.

&) On suppose en outre X connexe. Montrer que si A est une partie compacte de X, A* est
compact (considérer un voisinage compact V de A et les composantes connexes de [A ren-
contrant la fronti¢re de V).

¢) On suppose en outre X connexe et dénombrable & Pinfini. Montrer qu’il existe une suite
croissante (K,),>, d’ensembles compacts, connexes et pleins, dont la réunion est X et qui

o
sont tels que K, < K, ;1 pour tout z.
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*d) Montrer que la conclusion de b) n’est plus valable lorsqu’on suppose seulement, soit
que X est connexe et localement compact, soit que X est séparé, connexe et localement
connexe. (Considérer dans R?, le sous-espace formé des (x,y) tels quey = 0,0 < x < lou
x=1/n (nentier =1) ety > 0).,

€ 15) Soit X un espace connexe et localement connexe.

a) Soient M, N deux ensembles fermés non vides sans point commun dans X. Montrer qu’il
existe une composante connexe de (M U N) ayant des points adhérents dans M et dans N.
(St C est une composante connexe de {(M U N), n’ayant pas de point adhérent dans M, re-
marquer que C est 4 la fois ouvert et fermé par rapport 4 (N.)

b) Si A est un ensemble fermé dans X et distinct de X, déduire de @) que toute composante
connexe de A rencontre Padhérence de §A.

#16) Dans R?, soit X le sous-espace réunion de la droite y = 0, des segments fermés d’ex-
trémités (0, 1) et (n, 1/(1 + n)) et des demi-droites: x < n, y = 1/(1 + n). Montrer que
Pespace X est connexe, mais que dans X il y a une composante connexe du complémentaire
du point (0, 1) a laquelle ce point n’est pas adhérent (comparer aux exerc. 4 @) (I, p. 115)
et 15 4a)).4

*17) Soient I, lintervalle {—1, 1) de R, P, I'espace quotient de I, obtenu en identifiant
dans I, les deux points 1/2 et 1, B, Pespace quotient de I, obtenu en identifiant dans I,
d’une part 1/2 et 1, d’autre part —1/2 et — 1. Soient I Pintervalle }—1, 1{ dans R, P
I’image canonique de I dans Py, B ’image canonique de I dans B,.

a) Montrer que deux quelconques des trois espaces I, P, B ne sont pas homéomorphes (pour
voir que I et P ne sont pas homéomorphes, remarquer qu’il existe dans P des points dont le
complémentaire est connexe; procéder de méme pour les deux autres couples d’espaces).

b) Soit X un espace somme d’une famille infinie dénombrable d’espaces homéomorphes a 1
et d’une famille infinie dénombrable d’espaces homéomorphes & B. Soit Y 'espace somme de
X et de P. Montrer que X et Y ne sont pas homéomorphes, mais que: 1° il existe une bijec-
tion continue de X sur Y et une bijection continue de Y sur X; 2° X est homéomorphe a un
sous-espace ouvert de Y et Y est homéomorphe & un sous-espace ouvert de X.

*18) Soient X le plan R?, R la relation d’équivalence dans X dont les classes sont les droites
y = [ pour B > 0 et les demi-droites x = «, y < 0 pour tout « € R. Montrer que sur X/R,
considéré comme partie de Po(X), la topologie induite par Ig (I, p. 91, exerc. 7) est discréte,
la topologie induite par F est non discréte mais fait de X/R un espace non connexe; enfin
X/R est connexe pour la topologie quotient.

*4 19) Soit X un espace localement compact; on peut alors montrer que X s’identifie &4 un

sous-espace ouvert partout dense de V’espace compact universel X construit dans Dexerc,
26 de I, p. 110 (cf. IX, §1, exerc. 14 5). On suppose en outre X connexe et localement
connexe.

a) Pour toute partie compacte K de X, montrer que 'ensemble des composantes connexes
non relativement compactes de X — K est fini (cf. I, p. 116, exerc. 14 b)). En déduire qu’un
point de X —Xne peut étre adhérent qu’a une seule des composantes connexes de X -~ K
(si A; (1 < 1 < n) sont les composantes connexes non compactes de X — K, C,; Pensemble
compact des points de X = X adhérents 2 A, ,former un espace compact dont ’ensemble

sous-jacent soit somme de X et des C;, et tel que X s’identifie & un sous-espace ouvert partout
dense de cet espace).

b) Dans X ~ X, soit R'{x, y{ 1a relation d’équivalence: « pour toute partie compacte K de
X, x et y sont adhérents & la méme composante connexe non compacte de X — K ». Soit R
la relation d’équivalence dans X dont les classes sont les classes suivant R’ et les parties de X

A

réduites 4 un seul point. Montrer que R est séparée, que X s’identifie & un sous-espace
ouvert partout dense de ’espace compact X? = X/R, et que dans ’espace compact X? — X,
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tout point est intersection de ses voisinages 2 la fois ouverts et fermés. On dit que les points de
Xt — X sont les bouts de Pespace X.

¢) Soit Y un espace compact tel que X s’identifie & un sous-espace ouvert partout dense de
Y et que dans Pespace compact Y — X, tout point soit 'intersection de ses voisinages a la
fois ouverts et fermés.* Montrer qu’il existe une application continue de X® dans Y se ré-
duisant 4 I’application identique dans X. (81 Y — X est réunion de deux ensembles fermés
non vides et disjoints A, B, montrer qu’il existe dans Y deux ensembles ouverts U, V dis-
joints, tels que A < U, B = Vet que Y — (U U V) soit compact).

d) Montrer que si X est dénombrable & Pinfini, Pespace X — X admet une base dé-
nombrable.

¢) Le nombre de bouts de la droite numérique est égal & 2, celui d’un espace R* (n = 2)
égal 3 1. Donner un exemple d’un sous-espace localement compact, connexe et localement
connexe de R? pour lequel Pensemble des bouts a la puissance du continu.

20) Soient X un espace séparé dans lequel tout point admet un systéme fondamental de
voisinages a la fois ouverts et fermés dans X. Soient Y un sous-espace de X, A une partie
compacte de Y, a la fois ouverte et fermée par rapport 3 Y; montrer qu’il existe une partie
B de X, 4 la fois ouverte et fermée par rapport a X, et telle que BN'Y = A,

€ 21) a) Pour un espace topologique X, les conditions suivantes sont équivalentes: 1° pour
—— o

tout ensemble ouvert U de X, U est ouvert; 2° pour tout ensemble fermé F de X, F est fermé;

3° pour tout couple d’ensembles ouverts U, Vde Xtelsque UNV = g,onaUNV = 2.

Un espace séparé vérifiant ces conditions est dit extrémement discontinu; il est alors totalement

discontinu. Un espace discret est extrémement discontinu. *La droite rationnelle est un

espace totalement discontinu, mais non extrémement discontinu. ,

b) Pour qu’un espace séparé soit extrémement discontinu, il faut et il suffit que espace

semi-régulier associé (I, p. 103, exerc. 20) le soit.

¢) Soient X un espace topologique séparé, A un sous-espace partout dense de X. Montrer

que si A est extrémement discontinu et si la topologie de X est A-maximale (I, p. 94, exerc.

11}, alors X est extrémement discontinu.

d) Déduire de b) et ¢) que, pour tout ensemble infini X, espace (compact) des ultrafiltres

sur X est extrémement discontinu (cf. I, p. 110, exerc. 27 et I, p. 109, exerc. 25).2

e) Soit X un espace topologique séparé sans point isolé. Pour que la topologie de X soit quasi-

maximale (I, p. 91, exerc. 6), il faut et il suffit que X soit submaximal (I, p. 103, exerc. 22)

et extrémement discontinu (pour montrer que la condition est suffisante, utiliser I’'exerc. 22 ¢)

de I, p. 103 et prouver que, dans X, tout ensemble fermé sans point isolé est ouvert).

JS) Montrer que tout espace ultrarégulier (I, p. 104, exerc. 25) est extrémement discontinu,

mais un espace compact extrémement discontinu sans point isolé n’est pas ultrarégulier (cf.

I, p. 110, exerc. 28).

2) Montrer qu’un espace extrémement discontinu semi-régulier (I, p. 103, exerc. 20)

est régulier (cf. II, p. 38, exerc. 12).

k) Montrer que, dans un espace extrémement discontinu, il n’existe pas de suite convergente

ayant une infinité de termes distincts (raisonner par ’absurde, en formant par récurrence

deux suites (U,), (V,) d’ensembles ouverts, deux a deux sans point commun, tels que si 'on

pose U=UU, Vv=UV,onaitUnV=0,TnV=g).

1) Montrer que dans un espace extrémement discontinu X, un point non isolé 2 ne peut

avoir un systéme fondamental bien ordonné (pour la relation =) de voisinages a la fois ouverts

et fermés (raisonner par I’absurde comme dans £)).

i Cette condition équivaut & dire que Y — X est totalement discontinu (II, p. 32, prop. 6).
2 Pour des exemples d’espaces compacts extrémement discontinus et sans point isolé, voir II, p.
38, exerc. 12 5).
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€ 22) a) Dans un espace extrémement discontinu (exerc. 21), tout sous-espace ouvert et
tout sous-espace partout dense sont extrémement discontinus.

5) Soit X un espace séparé tel que tout point de X ait un voisinage dans X qui soit un sous-
espace extrémement discontinu. Montrer que X est extrémement discontinu.

¢) Donner un exemple d’espace séparé X non extrémement discontinu et dans lequel il
existe un sous-espace ouvert partout dense extrémement discontinu (recoller deux espaces
extrémement discontinus).

d) Soient X un espace discret dénombrable, X I’espace (compact) des ultrafiltres sur X (I,
p- 110, exerc. 27). Soit (A,),en une partition dénombrable infinie de X en ensembles infinis;

dans le sous-espace fermé Y = X =X de X les ensembles B, = A, N'Y sont & la fois
ouverts et fermés et deux a deux disjoints. Soit B = knj B, ; montrer que ’adhérence B de B

dans Y n’est pas ouverte dans Y, et par suite que Y n’est pas extrémement discontinu.?
(Raisonner par I'absurde: utilisant Pexerc. 20 (I, p. 118), soit C un ensemble 4 la fois ouvert

et fermé dans X tel que CNY = B; considérer un point x, dans chacun des ensembles
C N A,, ensemble J des x, et son adhérence J, et montrer que J N B = @).

23) Soit X une espeéce de structure plus riche que ’espéce de structure d’espace topologique
(E, IV, p. 9); un ensemble muni d’une structure d’espéce T sera dit un Z-espace; on prend
pour morphismes de X (E, IV, p. 11) les applications continues. On dit qu’un Z-espace X
est X-projectif si, pour toute application continue surjective h: Y ~—> Z de Z-espaces, et toute
application continue g: X — Z, il existe une application continue f: X — Y rendant commu-
tatif le diagramme

h
Y—>Z

0 NE

X

a) On suppose que Pespéce de structure X est telle qu’un sous-espace fermé d’un Z-espace
est un Z-espace, et que, si X est un Z-espace, il en est de méme du produit X x {0, 1}, ou
{0, 1} est muni de la topologie discréte. Montrer que dans ces conditions, tout espace Z-
projectif X est extrémement discontinu. (Si U est un ensemble ouvert dans X, considérer,
dans P’espace produit Y, = X x {0, 1}, le sous-espace Y réunion de (X — U) x {0} et de
U x {1}, la restriction £ & Y de la projection pry, et Vapplication identique g = Idg).

En déduire que si E est ’espéce de structure des espaces topologiques dont tout point a un
systéme fondamental dénombrable de voisinages, les espaces X-projectifs sont les espaces
discrets (utiliser Pexerc. 21 £) de I, p. 118).

b) Soient X un espace compact, Y un espace compact extrémement discontinu, f: X — Y
une application continue surjective et irréductible (I, p. 93, exerc. 12). Montrer que f est
un homéomorphisme de X sur Y.

¢) On prend pour X ’espece de structure des espaces compacts. Montrer que les espaces Z-
projectifs sont alors les espaces compacts extrémement discontinus. (Si, dans le diagramme
(1), X, Y, Z sont compacts et X extrémement discontinu, considérer le sous-espace fermé
X xzY de X x Y formé des points (x,y) tels que g(x) = A(y), et la restriction
p: X x5 Y — X de pr;; utiliser Pexerc. 31 de I, p. 111, et 8)).

24) Soit a un cardinal infini quelconque. Montrer qu’il existe un espace séparé connexe X
dans lequel tout ensemble ouvert non vide ait un cardinal égal & a. (Pour le cas ol

= Card(N), voir I, p. 115, exerc. 1; soit X, Pespace correspondant. Si a > Card(N) et si
T est un ensemble tel que Card(T) = q, considérer, dans P’espace produit X3, un point p,
et le sous-espace X des fe X tels que £(t) = p{¢) sauf pour un nombre fini de valeurs de
teT).

1 Les exerc. 21 &) et 22 d) nous ont été communiqués par R. Ricabarra,
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25) Donner un exemple d’application bijective f d’un espace séparé X sur un espace séparé
Y, telle que ’image par f de toute partie compacte de X soit une partie compacte de Y et
que ’image par f de toute partie connexe de X soit une partie connexe de Y, mais que f ne
soit pas continue (cf. I, p. 105, exerc. 4).

26) Soit X un espace topologique.
a) On munit ensemble PBy(X) de 'une des topologies Tg, T¢ (I, p. 91, exerc. 7) ou T
(I, p. 101, exerc. 12). Montrer que si une partic B de P,(X) est connexe et si tout ensemble

M € DB est connexe, alors la réunion n&ejsa M est connexe.

b) Soit & une partie de Pp(X) contenant ’ensemble de toutes les parties finies non vides de
X. Montrer que si X est connexe, il en est de méme de & (utiliser Pexerc. 7 4) de I, p. 91
et la prop. 8 de I, p. 83, en considérant les applications (%1, Xg, . . ., &) F> {X1, X2, . « +5 ¥n}).

9 27) Ltant donnés deux espaces topologiques X, Y, on dit qu’une application f: X -—Y
est un homéomorphisme local si pour tout x € X, il existe un voisinage U de « tel que f(U) soit
un voisinage de f(x) dans Y et que Papplication U — f(U) coincidant avec f dans U soit un
homéomorphisme. Tout homéomorphisme local est une application continue ouverte.

a) On suppose X séparé, Y localement connexe. Soit f: X — Y un homéomorphisme local
-1
pour lequel il existe un entier n > 0 tel que pour tout y € Y, f(y) ait exactement n points.

Montrer que pour tout y € Y, il existe un voisinage ouvert V de y tel que (V) ait n com-
posantes connexes U; (1 < ¢ < n) et que Papplication U; — V coincidant avec f dans U,
soit un homéomorphisme; f est alors une application propre.

b) On suppose X séparé, Y connexe et localement connexe. Soit f: X — Y un homéo-

morphisme local propre; montrer que f vérifie ’hypothése de a). (Si pour tout entier n > 0,
-1

Y, est ’ensemble des y € Y tels que f(y) ait au moins n points, montrer que Y, est & la fois

ouvert et fermé dans Y).

*¢) Donner un exemple d’homéomorphisme local surjectif f: X —Y, o1 Y est compact,

-1
connexe et localement connexe, X localement compact, connexe et localement connexe, f(y)
a au plus 2 points pour tout y € Y, mais f n’est pas propre (cf. I, p. 96, exerc. 4).,

€28) Soient Y, Z deux espaces localement compacts, /# une application propre de Y dans Z

telle que, pour tout z € Z, hl(z) soit fini. Soient X un espace localement connexe, M une
partie fermée de X telle que, pour tout ouvert connexe non vide U dans X, U N (X = M)
soit non vide et connexe. On suppose qu’il existe une application continue f de X — M dans
Y telle que Papplication g = f o fde X ~ M dans Z puisse étre prolongée par continuité en
une application g de X dans Z. Montrer que dans ces conditions f peut étre prolongée par
continuité en une application f de X sans Y. (Considérer un point x € M et son image
z = g(x), ainsi que le filtre & sur X — M trace sur X ~M du filtre des voisinages de x dans
X. Montrer que ’ensemble des points adhérents & /() dans Y est fini et non vide et utiliser
le fait que & admet une base formée d’ensembles connexes).

€29) Soient Y un espace localement compact, connexe et localement connexe, N une partie
fermée de Y telle que, pour tout ouvert connexe non vide Vdans Y, VN (Y = N) sont non
vide et connexe. Soient X un espace séparé, f: X — Y = N un homéomorphisme local propre
(exerc. 27).

a) Montrer qu’il existe un espace localement compact, connexe et localement connexe Z,
un homéomorphisme j de X sur une partie ouverte partout dense de Z et une application

-1
propre g de Z dans Y, tels que g(y) soit fini pour tout y €Y et que f = goj. (Observer
d’abord que pour tout ensemble ouvert connexe W < Y = N, et toute composante connexe

-1 -
C de f(W), on a f(C) = W; par suite, si n est le cardinal de fl(y) pour tout y€ ¥ = N,
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-1
J(W) a au plus n composantes connexes. En déduire que pour tout y €N, il y a au plus

filtres sur X ayant une base formée de composantes connexes des ensembles ; (V), ou 'V par-
court I'ensemble des voisinages ouverts connexes de y dans Y. Soit S Pensemble de tous
ces filtres lorsque y parcourt N. Prendre pour Z un ensemble somme de X et de S; on définit
les voisinages d’un point & € S de la fagon suivante: & admet une base formée de composantes

-1
connexes C d’ensembles f(V), olt V parcourt ensemble des voisinages ouverts connexes d’un
point y € N. Pour chacun de ces ensembles C, on considére ’ensemble C des filtres F' € S

auquel C appartient aussi, et les ensembles C ainsi définis forment par définition un systéme
fondamental de voisinages de & dans Z).

b) Montrer que si Z;, g; et j, sont un espace localement compact connexe et localement
connexe et deux applications ayant les mémes propriétés que Z, g et j, il existe un homéo-
morphisme & de Z sur Z, tel que j; = hojet g = g o h. (Utiliser ’exerc. 28).



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient a la bibliographic placée 4 la fin de
cette note.)

Les notions de limite et de continuité remontent &4 I’antiquité; on ne saurait
en faire une histoire compléte sans étudier systématiquement de ce point de vue,
non seulement les mathématiciens, mais aussi les philosophes grecs et en particu-
lier Aristote, ni non plus sans poursuivre I’évolution de ces idées a travers les
mathématiques de la Renaissance et les débuts du Caleul différentiel et intégral.
Une telle étude, qu’il serait certes intéressant d’entreprendre, dépasserait de
beaucoup le cadre de cette note.

C’est Riemann qui doit étre considéré comme le créateur de la topologie,
comme de tant d’autres branches de la mathématique moderne: ¢’est lui en cffet
qui, le premier, chercha a dégager la notion d’espace topologique, congut I'idée
d’une théorie autonome de ces espaces, définit des invariants (les « nombres de
Betti ») qui devaient jouer le plus grand réle dans le développement ultérieur de
la topologie, et en donna les premieres applications & lanalyse (périodes des
intégrales abéliennes). Mais le mouvement d’idées de la premiére moitié du
x1x°® siecle n’avait pas été sans préparer la voie & Riemann de plus d’une maniere.
En effet, le désir d’asseoir les mathématiques sur une base solide, qui a été cause
de tant de recherches importantes durant tout le x1x° siécle et jusqu’a nos jours,
avait conduit a définir correctement la notion de série convergente et de suite de
nombres tendant vers une limite (Cauchy, Abel) et celle de fonction continue
(Bolzano, Cauchy). D’autre part, la représentation géométrique (par des points
du plan) des nombres complexes, ou, comme on avait dit jusque-1a, « imaginaires »
(qualifiés parfois aussi, au xvi® si¢cle, de nombres « impossibles »), représenta-
tion due a Gauss et Argand, était devenue familiere a la plupart des mathé-
maticiens: elle constituait un progrés du méme ordre que de nos jours I’adoption
du langage géométrique dans I’étude de lespace de Hilbert, et contenait en
germe la possibilité d’une représentation géométrique de tout objet susceptible de
variation continue; Gauss, qui par ailleurs était naturellement amené & de telles
conceptions par ses recherches sur les fondements de la géométrie, sur la géométrie
non-euclidienne, sur les surfaces courbes, semble avoir eu déja cette possibilité en
vue, car il se sert des mots de « grandeur deux fois étendue » en définissant (indé-
pendamment d’Argand et des mathématiciens francais) la représentation géo-
métrique des imaginaires ((I), p. 101103 et 175-178).

Ce sont d’une part ses recherches sur les fonctions algébriques et leurs inté-
grales, d’autre part ses réflexions (largement inspirées par I'étude des travaux de
Gauss) sur les fondements de la géométrie, qui amenérent Riemann & formuler
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un programme d’études qui est celui méme de la topologie moderne, et a donner
a ce programme un commencement de réalisation. Voici par exemple comment il
s’exprime dans sa Théorie des fonctions abéliennes ((II), p. 91):

« Dans Uétude des fonctions qui s obtiennent par Uintégration de différentielles exactes,
quelques théorémes d’analysis situs sont presque indispensables. Sous ce nom, qui a été
employé par Letbniz, quoique peui-étre avec un sens quelque peu différent, il est permis de
désigner la partie de la théorie des grandeurs continues qui étudie ces grandeurs, non pas
comme indépendantes de leur position et mesurables les unes au moyen des autres, mais en
Jaisant abstraction de toute idée de mesure et étudiant seulement leurs rapports de position
et d’inclusion. Je me réserve de traiter cet objet plus tard, d’une maniére complétement
indépendante de toute mesure... »

Et dans sa célébre Legon inaugurale « Sur les hypothéses qui servent de fonde-
ment a la géométrie » ((IT), p. 272):

oo La notion générale de grandeur plusieurs fois étendue,® qui contient celle de grandeur
spatiale comme cas particulier, est restée complétement inexplorée... » (p. 272).

« oo La notion de grandeur suppose un élément susceptible de différentes déterminations.
Suivant qu’on peut ou non passer d’une détermination d une autre par transitions continues,
ces déterminations_forment une mulliplicité continue (dont elles s’ appelleront les points) ou une
multiplicité discréte » (p. 273).

« uee La mesure consiste en une superposition des grandeurs d comparer; pour mesurer, il
JSaut donc un moyen d’amener une grandeur sur une autre. En ’absence d’un tel moyen, on ne
peut comparer deux grandeurs que si Uune est une partie de I autre... Les éludes qu’on peut
alors faire @ leur sujet forment une partie de la théorie des grandeurs, indépendanie de la
théorie de la mesure, et o les grandeurs ne sont pas considérées comme ayant une existence
indépendante de leur position, ni comme exprimables au moyen d’une unité de mesure, mais
comme des parties d’une multiplicité. De telles études sont devenues une nécessité dans plu-
sieurs parties des mathématiques, en particulier pour la théorie des fonctions analytiques
multiformes... » (p. 274).

«...La détermination de la position dans une multiplicité donnée est ainsi ramenée,
chaque fois que cela est possible, & des déterminations numériques en nombre fini. Il y a, il est
vrai, des multiplicités, dans lesquelles la détermination de la position exige, non pas un
nombre fini, mais une suite infinie ou bien une multiplicité continue de déterminations de
grandeurs. De telles multiplicités sont formées par exemple par les déterminations possibles
d’une fonction dans un domaine donné, les positions d’une figure dans Uespace, etc. » (p. 276).

On remarquera, dans cette derniére phrase, la premiére idée d’une étude des
espaces fonctionnels; déja, dans la Dissertation de Riemann, d’ailleurs, la méme
idée se trouve exprimée: « L’ensemble de ces fonctions », dit-il & propos du probléme
de minimum connu sous le nom de principe de Dirichlet, « forme un domaine
connexe, fermé en soi » ((II), p. 30), ce qui, sous une forme imparfaite, est néanmoins
le germe de la démonstration que Hilbert devait donner plus tard du principe de

1 RieMANN entend par la, comme la suite le montre, une partie d’un espace topologique a un
nombre quelconque de dimensions.
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Dirichlet, et méme de la plupart des applications des espaces fonctionnels au calcul
des variations.

Comme nous avons dit, Riemann donna un commencement d’exécution i
ce programme grandiose, en définissant les « nombres de Betti », d’abord d’une
surface ((II), p. 92-93), puis ((II), p. 479-482; cf. aussi (11T)) d’une multiplicité
a un nombre quelconque de dimensions, et en appliquant cette définition a la
théorie des intégrales; la-dessus, et sur le développement considérable qu’a pris
cette théorie depuis Riemann, nous renvoyons le lecteur aux Notes historiques
qui suivront, dans ce Traité, les chapitres de Topologie algébrique.

Quant a la théorie générale des espaces topologiques, telle qu’elle avait été
entrevue par Riemann, il fallait, pour qu’elle se développit, que la théorie des
nombres réels, des ensembles de nombres, des ensembles de points sur la droite,
dans le plan et dans espace, fat d’abord étudiée plus systématiquement qu’elle
ne Pétait du temps de Riemann: cette étude était liée, d’autre part, aux recherches
(2 demi philosophiques chez Bolzano, essentiellement mathématiques chez
Dedekind) sur la nature du nombre irrationnel, ainsi qu’aux progres de la théorie
des fonctions de variable réelle (a laquelle Riemann lui-méme apporta une
importante contribution par sa définition de 'intégrale et sa théorie des séries
trigonométriques, et qui fit I’objet, entre autres, de travaux de du Bois-Reymond,
Dini, Weierstrass); elle fut 'ceuvre de la seconde moitié du x1x® siecle et tout
particuliérement de Cantor, qui le premier définit (tout d’abord sur la droite,
puis dans ’espace euclidien 2 » dimensions) les notions de point d’accumulation,
d’ensemble fermé, parfait, et obtint les résultats essentiels sur la structure
de ces ensembles sur la droite (cf. Note historique du chap. IV): on consultera
la-dessus, non seulement les (Euvres de Cantor (IV), mais aussi sa trés intéressante
correspondance avec Dedekind (V), ou on trouvera nettement exprimée aussi
Pidée du nombre de dimensions considéré comme invariant topologique. Les
progres ultérieurs de la théorie sont exposés par exemple, sous forme mi-historique,
mi-systématique, dans le livre de Schoenflies (VI): de beaucoup le plus important
fut le théoréme de Borel-Lebesgue, c’est-a-dire le fait que tout ensemble fermé
borné, dans P’espace euclidien R* & n dimensions (cf. VI, § 1, n° 1), satisfait &
laxiome (C”) de I, p. 59 (théoréme démontré d’abord par Borel pour un inter-
valle fermé sur la droite et une famille dénombrable d’intervalles ouverts le
recouvrant),

Les idées de Cantor avaient d’abord rencontré une assez vive opposition (cf.
Note historique du Livre I, chap. I-IV). Du moins sa théorie des ensembles de
points sur la droite et dans le plan fut-elle bientét utilisée et largement répandue
par les écoles frangaises et allemandes de théorie des fonctions (Jordan, Poincaré,
Klein, Mittag—Leffler, puis Hadamard, Borel, Baire, Lebesgue, etc.) : les premiers
volumes de la collection Borel, en particulier, contiennent chacun un exposé
élémentaire de cette théorie (v. par ex. (VII)). A mesure que ces idées se ré-
pandaient, on commencait de divers c6tés a songer & leur application possible aux
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ensembles, non plus de points, mais de courbes ou de fonctions: idée qui se fait
jour, par cxemple, dés 1883, dans le titre « Sur les courbes limites d’une variété
de courbes » d’un mémoire d’Ascoli (VIII), et qui s’exprime dans une communi-
cation d’Hadamard au congrés des mathématiciens de Ziirich en 1896 (IX); elle
est étroitement liée aussi a 'introduction des « fonctions de ligne » par Volterra
en 1887, et & la création du « calcul fonctionnel », ou théorie des fonctions dont
Pargument est une fonction (la-dessus, on pourra consulter I’ouvrage de Volterra
sur I’Analyse fonctionnelle (X)). D’autre part, dans le célebre mémoire (XI) ot
Hilbert, reprenant sur ce point les idées de Riemann, démontrait Pexistence du
minimum dans le principe de Dirichlet, et inaugurait la « méthode directe » du
calcul des variations, on voyait apparaitre nettement 'intérét qu’il y a & con-
sidérer des ensembles de fonctions ot soit valable le principe de Bolzano-Weier-
strass, c’est-a-dire ol toute suite contienne une suite partielle convergente; de
tels ensembles commencaient d’ailleurs a jouer un réle important, non seulement
en calcul des variations, mais dans la théorie des fonctions de variable réelle
(Ascoli, Arzeld), et un peu plus tard dans celle des fonctions de variable complexe
(Vitali, Carathéodory, Montel). Enfin P’étude des équations fonctionnelles, et
tout particulierement la résolution par Fredholm du type d’équation qui porte
son nom, habituait & considérer une fonction comme un argument, et un en-
semble de fonctions comme un ensemble de points, & propos duquel il était tout
aussi naturel d’employer un langage géométrique qu’a propos des points d’un
espace euclidien a z» dimensions (espace qui, lui aussi, échappe a4 I’ « intuition »,
et, pour cette raison, est resté longtemps un objet de méfiance pour beaucoup de
mathématiciens). En particulier, les mémorables travaux de Hilbert sur les
équations intégrales (XII) aboutissaient & la définition et & T'étude géométrique
de l'espace de Hilbert par Erhard Schmidt (XIV), en analogie compléte avec la
géométrie euclidienne.

Cependant, la notion de théorie axiomatique avait pris une importance de
plus en plus grande, grace surtout & de nombreux travaux sur les fondements de
la géométrie, parmi lesquels ceux de Hilbert (XIII) exercérent une influence
particuli¢rement décisive; au cours de ces travaux mémes, Hilbert avait été
amené a poser justement, dés 1902 ((XIII), p. 810), une premiére définition
axiomatique de la « multiplicité deux fois étendue » au sens de Riemann, définition
qui constituait, disait-il, « le fondement d’un traitement axiomatique rigoureux
de D’analysis situs », et utilisait déja les voisinages (en un sens restreint par les
exigences du probléme auquel se limitait alors Hilbert).

Les premiéres tentatives pour dégager ce qu’il y a de commun aux propriétés
des ensembles de points et de fonctions (sans intervention d’une notion de
«distance ») furent faites par Fréchet (XV) et F. Riesz (XVI); mais le premier,
partant de la notion de limite dénombrable, ne réussit pas & construire, pour les
espaces non métrisables, un systéme d’axiomes commode et fécond; du moins
reconnut-il la parenté entre le principe de Bolzano~Weierstrass (qui n’est autre
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que Taxiome (C) de I, p. 59, restreint aux suites dénombrables), et le théoréme
de Borel-Lebesgue (c’est-a-dire 'axiome (C”) de I, p. 59; c’est a ce propos qu’il
introduisit le mot de « compact », bien que dans un sens quelque peu différent
de celui qu’on lui donne dans ce traité. Quant a F. Riesz, qui partait de la notion
de point d’accumulation (ou plutdt, ce qui revient au méme, d’ensemble
«dérivé »), sa théorie était encore incompleéte, et resta d’ailleurs a I’état d’ébauche.

Avec Hausdorff ((XVII), chap. 7-8-9) commence la topologie générale telle
qu’on Pentend aujourd’hui. Reprenant la notion de voisinage (mais entendant
sous ce nom ce que, dans la terminologie du présent Livre, il faudrait appeler
« voisinage ouvert »), il sut choisir, parmi les axiomes de Hilbert sur les voisinages
dans le plan, ceux qui pouvaient donner a sa théorie a la fois toute la précision et
toute la généralité désirables. Les axiomes qu’il prenait ainsi comme point de
départ étaient essentiellement (aux différences prés qu’entrainait sa notion de
voisinage) les axiomes (Vy), (Vy), Vi), (Viy) de I, p. 3, et (H) de I, p. 51,
et le chapitre ou il en développe les conséquences est resté un modéle de théorie
axiomatique, abstraite mais d’avance adaptée aux applications. Ce fut 13, tout
naturellement, le point de départ des recherches ultérieures sur la topologie
générale, et principalement des travaux de I'école de Moscou, orientés en grande
partie vers le probléme de métrisation (cf. Note historique du chap. IX): nous
devons en retenir surtout ici la définition, par Alexandroff et Urysohn, des es-
paces compacts (sous le nom d’ « espaces bicompacts »), puis la démonstration
par Tychonoff (XIX) de la compacité des produits d’espaces compacts. Enfin,
Pintroduction des filtres par H. Cartan (XX), tout en apportant un instrument
trés précieux en vue de toute sorte d’applications (ot il se substitue avantageuse-
ment & la notion de « convergence a la Moore-Smith » (XVIII))}, est venue,
grace au théoréme des ultrafiltres (I, p. 39, th. 1), achever d’éclaircir et de
simplifier la théorie.
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CHAPITRE II

Structures uniformes

§ 1. ESPACES UNIFORMES

1, Définition d’une structure uniforme
DErINITION 1. — On appelle structure uniforme sur un ensemble X une structure con-
stituée par la donnée d’un ensemble U de parties de X x X qui satisfait aux axiomes

(Fy) et (Fr) de I, p. 36, et aux axiomes sutvants :
(Uy) Tout ensemble de N contient la diagonale A (fig. 1).

-1
(Up) La relation V € U entraine V € U.
(Ugy) Quel que soit V € U, il existe W e U tel que Wo W < V.

X
Figure 1

On dit que les ensembles de W sont les entourages de la structure uniforme définie sur X

par 2.
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On appelle espace uniforme un ensemble muni d’une structure uniforme.

Si V est un entourage d’une structure uniforme sur X, on exprimera la rela-
tion (x, ") € V en disant que «x et ¥” sont voisins d’ordre V ».

Remarques. — 1) Pour rendre le langage plus imagé, on pourra employer les ex-
pressions « x et y sont assez voisins » et « x et y sont aussi voisins qu’on veut» dans
certains énoncés. Par exemple, on dira qu’une relation Rix, v} est vérifiée si x et y sont
assez voisins, lorsqu’il existe un entourage V tel que la relation (x,y) € V entraine
Rix, 4.

2) La conjonction des axiomes (Uy) et (Ugy) est (compte tenu des autres axiomes
des structures uniformes) équivalente & P'axiome:

-1
(U,) Quel que soit Ve U, il existe W e Wiel que W o W <= V.1
Il est clalr en cffet que (Uy) et (Up) entrainent (U,). Inversement, si (U,) est vérifiée,

on a W A W < V d’aprés (Uy) ; done W < \} ce qu1 montre (compte tenu de
(Fy)) que V € U; d’autre part, si I'on pose. W’ W N W, ona W ell d’aprés ce qui
précéde et (Fy) etona W o W < Wo W = V.

Dans toute la suite de ce chapitre, on écrira V au lieu de V o V, et on posera, en

n n— n-—-
général, V = Vlo V=Vo leour tout entier n > 1 et toute partie V de X x X.
3) Si X est non vide, axiome (Uj) entraine qu’aucun ensemble de U n’est vide,
donc que U est un filtre sur X x X. Sur ensemble vide, il n’y a qu’une seule structure
uniforme, ayant pour ensemble d’entourages U = {@}.

DirintTiON 2. — On appelle systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme
tout ensemble B d’entourages tel que tout entourage contienne un ensemble appartenant @ B.

L’axiome (Uyy) montre que, si z est un entier quelconque >0, les ensembles \7},
ol V parcourt un systéme fondamental d’entourages, forment encore un systéme
fondamental d’entourages.

Appelons entourages symétriques les entourages V d’une structure uniforme tels

-1 -1 -1
que V = V; pour tout entourage V, VN V et V U V sont des entourages symé-
triques; les axiomes (Fy) et (Upy) montrent que les entourages symétriques
forment un systéme_fondamental d’entourages.

Pour qu’un ensemble B de parties de X x X soit un systéme fondamental
d’entourages d’une structure uniforme sur X, il faut et il suffit qu’il satisfasse a
Paxiome (B;) de I, p. 38, et aux axiomes suivants:

(U1 Tout ensemble de B contient la diagonale A.
-1
(Ufh) Quel que soit V € B, il existe V' € B tel que V' < V.

2
(Utn) Quel que s0it V € B, il exisie W € B el que W < V.
Si X est non vide, un systéme fondamental d’entourages d’une structure uni-

1 Rappelons (E, IT, p. 11) quesi V et W sont deux parties de X x X, 'ensemble noté Vo W ou
VW est Pensemble des couples (%, y) € X x X ayant la propriété qu’il existe z € X tel que Ion ait

(x, z) e W et (z,y) € V; 'ensemble _Vl est ensemble des couples (x,7) € X x X tels que (y, x) € V.
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forme sur X est une base du filtre des entourages de cette structure (I, p. 38,
prop. 3).

Exemples de structures uniformes. — *1) Sur I'ensemble des nombres réels R, on définit
de la maniére suivante une structure uniforme, dite structure uniforme additive: pour
chaque & > 0, on considére, dans R x R, ’ensemble V,, des couples (x, y) de nombres
réels tels que |x — y| < «; lorsque « parcourt 'ensemble des nombres réels >0, les
V, constituent un systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme
additive sur R. On définit de la méme maniére une structure uniforme (dite encore
structure additive) sur I'ensemble Q des nombres rationnels; on étudiera aux chap.
III et IV ces structures, et les structures uniformes que I’on peut définir de fagon
analogue sur les groupes.

2) Soient X un ensemble, R une relation d’équivalence dans X, G son graphe dans
X x X. On sait (E, I, p. 41) que Pon a A < G et G = C = C; Pensemble de
parties de X x X réduit au seul ensemble C est donc un systéme fondamental d’en-
tourages d’une structure uniforme sur X. En particulier, si on prend pour R la rela-
tion d’égalité, on a C = A, et les entourages de la structure uniforme correspondante
sont alors foutes les parties de X x X contenant A; on dit que cette structure uniforme est
la structure uniforme discréte sur X et I’ensemble X, muni de cette structure uniforme,
est appelé espace uniforme discret.

3) Sur P’ensemble Z des entiers rationnels, on définit de la maniére suivante une
structure uniforme importante en Théorie des Nombres: étant donné un nombre
premier p, on considére, pour chaque entier n > 0, ’ensemble W, des couples
(x,y) €Z x Z tels que x =y (mod. p*). On vérifie aisément que ces ensembles
constituent un systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme sur Z,
dite structure p-adique (I11, p. 82, exerc. 23 et suiv., et IX, §3, n°2).

Conformément aux définitions générales (E, IV, p. 6), si X et X' sont deux
ensembles munis de structures uniformes dont les ensembles d’entourages sont
respectivement U et U, une bijection f de X sur X' est un isomorphisme de la
structure uniforme de X sur celle de X' si, en posant ¢ = f x f, ona g(U) = W\

Par exemple, si X et X’ sont deux ensembles équipotents, toute bijection de X

sur X’ est un isomorphisme de la structure uniforme discréte de X sur la structure
uniforme discréte de X’.

2. Topologie d’un espace uniforme

ProrositioN 1. — Soit X un ensemble muni d’une structure uniforme %. Pour tout
x € X, soit B(x) Pensemble des parties V (x) de X, o V parcourt I'ensemble des entourages
de U ; il existe sur X une topologie et une seule telle que pour tout x € X, B(x) soit le filtre
des voisinages de x pour cette topologie.

Il faut montrer que les B(x) vérifient les conditions (Vy), (Vi), (V) et (Viy) de
I, p. 3. Pour les trois premiéres, cela résulte aussitét de ce que ensemble des
entourages de % vérifie (Fy), (Fy) et (Uy). D’autre part, si V est un entourage de

2
%, W un entourage de % tel que W < V, V(x) appartient & B(y) pour tout

2
yeW(x); en effet, si (x,y) €W et (y,2)eW, on a (x,z2)eW =V, donc
W(y) = V(x) pour tout y € W(x), ce qui achéve la démonstration.
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DEFINITION 3. — On dit que la topologie définie dans la prop. 1 est la topologie déduite de la
structure uniforme U.

Exemples. — *1) La topologie déduite de la structure uniforme additive sur
Iensemble des nombres réels est la topologie de la droite numérique (I, p. 4); de
méme, la topologie déduite de la structure additive sur Pensemble des nombres
rationnels est la topologie de la droite rationnelle.,

2) Sur un ensemble quelconque X, la topologie déduite de la structure uniforme
discrete (11, p. 3, Exemple 2) est la topologie discréte.

Quand nous parlerons, par la suite, de la topologic d’un espace uniforme X, il
faudra toujours entendre, sauf mention expresse du contraire, la topologie déduite
de la structure uniforme de cet espace; espace topologique obtenu en munissant
Pensemble X de cette topologie sera parfois appelé 'espace topologique sous-
Jacent a espace uniforme considéré. Par exemple, quand nous dirons qu’un
espace uniforme est séparé, ou compact, ou localement compact, etc., cela signifiera que
Iespace sous-jacent a cette propriété.

Etant donnés deux espaces uniformes X, X', tout isomorphisme f de la
structure uniforme de X sur celle de X’ est aussi un homéomorphisme de X sur X';
on dit que fest un isomorphisme de I'espace uniforme X sur Iespace uniforme X',
On notera qu’un homéomorphisme de X sur X’ n’est pas nécessairement un iso-
morphisme de la structure uniforme de X sur celle de X'.

En d’autres termes, les topologics déduites de deux structures uniformes distinctes
sur un méme ensemble X peuvent étre identiques. *Par exemple, sur J0, + oof, la
méme topologie est déduite de la structure uniforme additive et de la structure uni-
forme multiplicative, qui sont distinctes (ITI, p. 80, exerc. 17).,

Pour un autre exemple, voir II, p. 7, Remarque 1.

ProrosiTioN 2. — Soit X un espace uniforme. Pour tout entourage symétrique V de X et
toute partie M de X x X, VMV est un voisinage de M. dans Uespace topologique produit
X x X, et Padhérence de M dans cet espace est donnée par la_formule

(H M=) VMV,
vVe&

& désignant Uensemble des entourages symétriques de X.

En effet, si V est un entourage symétrique de X, la relation (x, y) e VMV
signifiec qu’il existe (p, q) € M tel que (¢, p) €V et (¢,y) € V, autrement dit (V
étant symétrique), x € V(p) ety € V(q), ou encore (x,y) € V(p) x V(g). Comme
V(p) x V(g) est un voisinage de (p, ¢) dans X x X, cela démontre la premicre
assertion. En outre, les relations (x, p) € V, (y, ¢) € V s’écrivent aussi p € V(«),
g€ V(y), ou encore (p, q) € V(x) x V(y). Or, lorsque V parcourt &, les en-
sembles V(x) x V() constituent un syst¢me fondamental de voisinages de (x, y)
dans X x X: en effet, si U, U’ sont deux entourages quelconques, il y a toujours
un entourage symétrique V < U N U’, donc

V{x) x V() =« U) x U'(y).
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Dire que V(x) x V(y) rencontre M pour tout V € & signifie donc que (x,y) € M,
d’ott la formule (1).

COROLLAIRE 1. — Pour toute partie A de X et tout entourage symétrique V de X, V(A)
est un voisinage de A dans X, et ’on a

® A= LV = Ve

(U désignant Pensemble des entourages de X).

En effet, si on pose M = A x A, ona VMV = V(A) x V(A) pour Ve,
car la relation « il existe p € A tel que (x, p) € V » équivaut & x € V(A) par défini-
tion. On en conclut le corollaire, en vertu de 1, p. 26, prop. 5 et I, p. 27, prop. 7.

On dit que V(A) est le voisinage d’ordre V de A.

Si V est un entourage de X ouvert dans X x X, V(x) est ouvert dans X pour tout
x € X (I, p. 26, cor. de la prop. 2), donc V(A), réunion des V(x) pour x € A, est ouvert
dans X. Par contre, si V est un cntourage fermé dans X x X, V(A) n’est pas
nécessairement fermé dans X pour toute partie A de X (II, p. 34, exerc. 3).

D’autre part, il convient de remarquer que, lorsque V parcourt Pensemble des
entourages de X, les ensembles V(A) ne forment pas nécessairement un systéme
fondamental de voisinages de A dans X (11, p. 34, exerc. 2).

COROLLAIRE 2. — Les intérieurs (vesp. les adhérences) dans X x X des entourages de X
Jorment un systéme_fondamental d’entourages de X.
En effet, si V est un entourage quelconque de X, il existe un entourage

3 3
symétrique W tel que W < V; comme W est un voisinage de W (prop. 2),
Pintérieur de V dans X x X contient W et est donc un entourage de X. En

— 3
outre (prop. 2),ona W =« W <« W < V, donc V contient 'adhérence d’un en-
tourage de X.

CoRroOLLAIRE 3. — Tout espace uniforme vérifie I axiome (Oxgy).

En effet, pour tout x € X, si V parcourt 'ensemble des entourages de X
fermés dans X x X, les V() forment un systéme fondamental de voisinages de x
dans X en vertu du cor. 2, et les V(x) sont fermés dans X (I, p. 26, cor. de la

prop. 4).

ProproOSITION 3. — Pour qu'un espace uniforme X soit séparé, il faut et il suffit que
Dintersection des entourages de sa structure uniforme soit la diagonale A de X x X. Tout
espace uniforme séparé est régulier.

La derniére assertion résulte aussitot du cor. 3 de la prop. 2. On a vu que les
entourages fermés forment un systéme fondamental d’entourages de X (cor. 2 de
la prop. 2); si leur intersection est égale & A, A est fermé dans X x X, donc X est
séparé (I, p. 52, prop. 1). Inversement, si X est séparé, pour tout point (x, y)
n’appartenant pas a A, il existe un entourage V de X tel que y ¢ V(x), ce qu
équivaut a (x,y) ¢ V; donc A est Pintersection des entourages de X.
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Lorsqu’un espace uniforme X est séparé, on dit que sa structure uniforme est
séparée. Soit B un systéme fondamental d’entourages de cette structure; pour que
X soit séparé, il faut et il suffit que P'intersection des ensembles de ¥ soit A.

§2. FONCTIONS UNIFORMEMENT CONTINUES

1. Fonctions uniformément continues

DirnrTion 1. — On dit gi’une application f d’un espace uniforme X dans un espace
uniforme X' est uniformément continue si, pour tout entourage V' de X', il existe un en-
tourage V de X tel que la relation (x,y) € V entraine (f(x), f(y)) e V.

D’une maniére plus imagée, on peut dire que f est uniformément continue si f (x)
et f(y) sont aussi voisins gu’on veut dés que x et y sont assez voisins.

Sion pose g = f x f, la déf. 1 signifie encore que pour tout entourage V' de X',
-1

g(V') est un entourage de X.

Exemples. — 1) L’application identique d’un espace uniforme sur lui-méme est
uniformément continue.

2) Une application constante d’un espace uniforme dans un espace uniforme
est uniformément continue.

3) Toute application d’un espace uniforme discret dans un espace uniforme
est uniformément continue.

ProrositioN 1. — Toute application uniformément continue est continue.
C’est une conséquence immédiate des définitions.
Par contre, une application continue d’un espace uniforme X dans un espace
uniforme X’ n’est pas nécessairement uniformément continue, *comme le montre

Pexemple x > x3, homéomorphisme de R sur lui-méme, qui n’est pas uniformément
continue pour la structure uniforme additive., (Voir II, p. 29, th. 2.)

Provrosrrion 2. — 1° 8 f: X — X' et g: X' — X" sont deux applications uniformément
continues, alors g o f2 X — X" est uniformément continue.

20 Pour qu’une bijection f d’un espace uniforme X sur un espace uniforme X' soit un
isomorphisme, 1l _faut et il syffit que f et la bijection réciproque g de f soient uniformément
continues.

Cela résulte immédiatement de Pinterprétation de la déf. 1 en termes de
Iapplication produit f x f.

2. Comparaison des structures uniformes

La prop. 2 montre que ’on peut prendre pour morphismes des structures uniformes
les applications uniformément continues (E, IV, p. 11); nous supposerons tou-
jours par la suite que on a fait ce choix de morphismes. Conformément aux
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définitions générales (E, IV, p. 13), cela permet de définir une relation d’ordre
dans Pensemble des structures uniformes sur un méme ensemble X:

DerinrioN 2. — FEiant donndes deux structures uniformes Uy, Uy sur un méme ensemble
X, on dit que U, est plus fine que U, (et que U, est moins fine que U,) st, en désignant par
X, Pensemble X muni de la structure uniforme U; (i = 1,2) Papplication identique
Xy — X est uniformément continue.

Si %, est plus fine que %, et distincte de %, on dit que %, est sirictement plus
Jine que %, (et que U, est strictement moins fine que %;).
Deux structures uniformes dont l'une est plus fine que l'autre sont dites

comparables.

Exemple. — Dans I’ensemble ordonné des structures uniformes sur un ensemble X,
la structure uniforme discréte est la structure uniforme la plus fine, et la structure
uniforme la moins fine est celle dont ’ensemble des entourages est formé du seul
élément X x X.

La déf. 1 de II, p. 6 entraine aussit6t la proposition suivante:
ProposITION 3. — Etant données deux structures uniformes U, Uy sur un ensemble X,
pour que Uy soit plus fine que Ug, il faut et il suffit que tout entourage de Uy soit un en-
tourage de U,.

COROLLAIRE. — Sur un ensemble X, soit U, une structure uniforme plus fine qu’une
structure uniforme Uy ; alors la topologie déduite de U est plus fine que la topologie déduite
de U,.

Cela résulte aussitdt de la comparaison des topologies 4 ’aide des voisinages
(I, p. 11, prop. 3).

Remarques. — 1) Il peut se faire qu’une structure uniforme %, soit strictement plus fine
qu’une structure uniforme %,, mais que les topologies déduites de ces deux structures
uniformes soient identiques. C’est ce que montre 'exemple suivant:

Soit X un ensemble non vide; pour toute partition finie w = (A;)1<i<n de X,
posons Vg = LJ (A x A)); les ensembles Vg constituent un systéme fondamental

1
d’entourages d’une structure uniforme % sur X; en effet pour toute partition finie

-1

w, on a AT Vg et VgoVy = Vg = Vg (II, p. 3, Exemple 2); d’autre part, si
@ = (B;) et ” = (Cy) sont deux partitions finies de X, ceux des ensembles B; N Cy
qui sont non vides forment une partition w de X, et 'on a Vi; © Vg N V. On dit
que % est la struciure uniforme des partitions finies sur X. La topologie déduite de % est
la topologie discréte, car pour tout x € X les ensembles {x} et {{x} forment une partition
finie de X. Cependant, si X est infini, il est clair que % est strictement moins fine que la
structure uniforme discréte.

2) Sif: X — X’ est une application uniformément continue, elle reste uni-
formément continue lorsqu’on remplace la structure uniforme de X par une
structure uniforme plus fine et celle de X’ par une structure uniforme moins fine
(1L, p. 6, prop. 2). Autrement dit, il y a d’autant plus d’applications uniformément
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continues de X dans X’ que la structure uniforme de X est plus fine et celle de X’
moins fine.

3. Structures uniformes initiales

ProrOSITION 4. — Soient X un ensemble, (Y,), 1 une famille d’espaces uniformes, et pour
chaque v € 1, soit f, une application de X dans Y,; pour tout v € I, on pose g, = f, x f.

1

Soit & Pensemble des parties de X x X de la_forme ;L(Vl) (vel, V, entourage de Y)),
et sott B Pensemble des intersections finies

-1 -1
(1) U(th LK Vnn) = gll(VLl) NN gtn(vun)

d’ensembles de &. Alors B est un systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme
U sur X qui est la structure uniforme initiale sur X pour la famille ( f,) (E, IV, p. 14)
et en particulier est la moins fine sur X rendant uniformément continues les applications f,.
En d’autres termes, soit h une application d’un espace uniforme Z dans X. Pour que h soit
uniformément continue (lorsque X est muni de la structure uniforme U), il faut et il suffit
que chacune des _fonctions f, o b soit uniformément continue.

Il est immédiat que B vérifie les axiomes (By) et (Up); si W, =_glL(VL), on a
\/\}L = gi(\/{) et \/2\7L < glu(\zfl), donc @ vérifie aussi (Ug) et (Ugp) et est par suite
un systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme % sur X. En
outre, il résulte aussitot de la définition de % et de la déf. 1 de I, p. 6 que £, est
uniformément continue pour tout t€l; donc (II, p. 6, prop. 2) f, o4 est
uniformément continue pour tout ¢ € Isi £ Pest. Inversement, supposons que pour
tout t€1, f, o & soit uniformément continue et considérons un enscmble
U(V,,..., V. ); par hypothése, pour 1 < £ < n, il existe un entourage W, de

tn

Z tel que la relation (z, z') e W, entralne (f,_ (h(2)),f, (£(2")) € Vy; si
W = Q Wy, les n relations précédentes sont simultanément vérifiées lorsque z
et 2z’ sont voisins d’ordre W, ce qui prouve qu’on a alors

(h(2), h(2")) e U(V,,..., V),

et achéve la démonstration.

COROLLAIRE. — La topologie sur X déduite de la structure uniforme la moins fine rendant
uniformément continues les f, est la topologie la moins fine rendant continues les f,.

Cela résulte aussitot de la définition des voisinages d’un point pour cette
derniére topologie (I, p. 12, prop. 4).

Les propriétés générales des structures initiales (E, IV, p. 14, critere CST 10)
entrainent en particulier la propriété suivante de fransitivité:
ProrosiTioN 5. —— Soient X un ensemble, (Z,),.1 une famille d’espaces uniformes,
(Ja)aeL une partition de 1 et (Y,)5cr une famille d’ensembles ayant L pour ensemble
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d’indices. Enfin, pour tout N € L, soit h, une application de X dans Y, ; pour tout h € L et
tout v € J,, sott g,, une application de Y, dans Z,; on pose alors f, = g, o k. On munit
chacun des Y, da la structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues les
o (v€Jh); alors, sur X, la structure uniforme la moins fine rendant uniformément con-
tinues les f, est identique & la structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues
les b,

4. Image réciproque d’une structure uniforme. Sous-espaces uniformes

Soient X un ensemble, Y un espace uniforme, f une application de X dans Y; la
structure uniforme la moins fine  sur X rendant uniformément continue f est
appelée V'image réciproque par f de la structure uniforme de Y. Il résulte de la prop.
4 de II, p. 8 et des formules donnant 'image réciproque d’une intersection que
les images réciproques par g = f x f des entourages de Y forment déja un
syst¢éme fondamental d’entourages pour %. La topologie déduite de % est alors
Vimage réciproque par f de la topologie de Y (II, p. 8, corollaire).

Remarque. — Si f: X — Y est surjective, les entourages de Y sont alors les images
directes par g des entourages de X.

Pour qu’une application f d’un espace uniforme X dans un espace uniforme
X’ soit uniformément continue, il faut et il suffit que image réciproque par f
de la structure uniforme de X' soit moins fine que la structure uniforme de X.

Soit A une partie d’un espace uniforme X; la structure uniforme induite sur A par
la structure uniforme de X est Pimage réciproque de cette derniére par I'injection
canonique A — X; il revient au méme (II, p. 8, prop. 4) de poser la définition
suivante:

DeériniTioN 3. — Soit A une partie d’un espace uniforme X. On appelle structure uniforme
induite sur A par la structure uniforme de X la structure uniforme dont U’ensemble des en-
tourages est la trace sur A x A de Pensemble des entourages de X.

La topologie déduite de la structure uniforme induite sur A est la topologie
induite sur A par celle de X; A, muni de la structure uniforme et de la topologie
induites par celles de X, est appelé sous-espace uniforme de X.

Si A est une partie d’un espace uniforme X, f: X — X’ une application uni-
formément continue, la restriction f'| A est une application uniformément con-
tinue de A dans X', Si A’ < X est tel que f(X) < A’, Papplication de X dans le
sous-espace uniforme A’ de X’ ayant méme graphe que f, est encore uniformément
continue (II, p. 8, prop. 4).

SiB = A = X, le sous-espace uniforme B de X est identique au sous-espace
uniforme B du sous-espace uniforme A de X (¢ransitivité des structures uniformes
induites; II, p. 8, prop. 5).
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Prorosition 6. — Soit A une partie partout dense d’un espace uniforme X; les adhérences,
dans X x X, des entourages du sous-espace uniforme A, forment un systéme fondamental
d’entourages de X.

En effet, A x A est dense dans X x X (I, p. 27, prop. 7). Soit V un en-
tourage ouvert de A, trace sur A x A d’un entourage ouvert U de X; on a
U < V (1, p. 7, prop. 5), relation qui, jointe 2 V < U, établit la proposition,
compte tenu de II, p. 5, cor. 2.

5. Borne supérieure d’un ensemble de structures uniformes

Toute famille (%,),.; de structures uniformes sur un ensemble X admet une
borne supérieure % dans 'ensemble ordonné des structures uniformes sur X: il suffit
en effet d’appliquer la prop. 4 de II, p. 8 en désignant par Y, I'ensemble X
muni de la structure uniforme %,, et par f, I'application identique X — Y ;
la topologie déduite de % n’est autre alors que la borne supérieure des topologies
déduites des %,. Il résulte en outre de la prop. 4 de II, p. 8 que si X # o et
si U, est le filtre des entourages de %,, le filtre des entourages de % est la borne
supérieure des filtres U, (I, p. 37).

Exemple. — Pour toute partition finie w = (A;)1<;<» 9’un ensemble non vide X,
Pensemble V4 = J(A; X A;) constitue 2 lui seul un systéme fondamental d’en-
7

tourages d’une structure uniforme % sur X (II, p. 3, Exemple 2); la structure
uniforme des partitions finies sur X (II, p. 7, Remarque 1) est la borne supérieure des

structures uniformes % .
Remarque. — Une famille (%,) de structures uniformes sur X admet aussi une borne

inférieure dans Pensemble de toutes les structures uniformes sur X, savoir la borne
supérieure des structures uniformes moins fines que toutes les %, (il y en a, puisque
Pensemble de toutes les structures uniformes sur X a un plus petit élément). Mais (en
supposant X # @) le filtre des entourages de cette structure uniforme n’est pas
nécessairement le filtre intersection des filires d’entourages des %,, car ce dernier ne
vérifie pas nécessairement Paxiome (Uyy) (II, p. 35, exerc. 4).

6. Produit d’espaces uniformes
D£rFINITION 4. — Etant donnée une famille (X.,), 1 d’espaces uniformes, on appelle espace
uniforme produtt de cette famille ensemble produit X = I:.Il X, muni de la structure uni-

Sorme la moins fine rendant uniformément continues les projeciions pr,: X — X,. Cette
structure est appelée produit des structures uniformes des X, et on dit que les espaces uni-
Sormes X, sont les espaces facteurs de X.

La topologie déduite de la structure uniforme produit sur X est identique a la
topologie produit des topologies des X, (II, p. 8, corollaire).

PropOSITION 7. — Soit f = (f,) une application d’un espace uniforme Y dans un espace
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uniforme produit X = g X.. Pour que f soit uniformément continue, il faut et il suffit que,

pour tout v € I, f, soit uniformément continue.
Comme f, = pr, o f, c’est un cas particulier de la prop. 4 de II, p. 8.

CoroLLAIRE. — Soient (X,),c1, (Y.).e1 deux familles d’espaces uniformes ayant méme
ensemble d’indices. Pour tout v € 1, soit f, une application de X, dans Y. St chacune des f,
est uniformément continue, Papplication produit f- (x,) > ( f,(x,)) est uniformément con-
tinue. Réciproquement, si les X, sont non vides et si_f est uniformément continue, chacune des
/. est uniformément continue.

En effet, f s’écrit x > ( fi(pr, %)), et la premiére assertion résulte de la prop.

7. La seconde se démontre en considérant un point ¢ = (g,) de I_l X, et en re-
Le

prenant le raisonnement de I, p. 25, cor. 1, ol on remplace « continue au point a
(resp. a,) » par « uniformément continue ».

Le critére général de transitivité des structures uniformes initiales (II, p. 8,
prop. 5) montre, comme pour le produit d’espaces topologiques (I, p. 25) que
le produit d’espaces uniformes est associatif, et que 'on a la propriété suivante:
ProrosiTiON 8. — Soient X un ensemble, (Y ), o1 une famille d’espaces uniformes, et pour
chaque v € 1, soit f, une application de X dans Y ,. Soit f Uapplication x —> (f(x)) de X

dans Y = Q Y., et soit U la structure uniforme la moins fine sur X rendant uniforme-
L

ment continues les f,. Alors U est I'image réciproque par f de la structure uniforme induite sur
F(X) par la structure uniforme produit sur Y.

COROLLAIRE. — Pour tout € 1, soit A, un sous-espace de Y,. La structure uniforme

induite sur A = l—l A, par la structure uniforme produit sur H Y, est la structure uni-
LE e

Sorme produit des structures uniformes des sous-espaces A..

En outre, on voit aussitdt que si X,, X, sont deux espaces uniformes et 2; un
point quelconque de X,, 'application x, — (a;, #,) est un isomorphisme de X,
sur le sous-espace {a,} x X, de X; x Xj,; par suite:

ProrosirioN 9. — Soit f une application uniformément continue d’un espace uniforme
produit X, x X, dans un espace uniforme Y ; toute application partielle xq —> f (%1, %2)
de X, dans Y est alors uniformément continue.

On exprime encore cette proposition en disant qu’une fonction uniformément
continue de deux arguments est uniformément continue par rapport & chacun
d’eux.

*Lexemple donné dans I, p. 27, Remarque 2, montre que la réciproque de cette
proposition est inexacte.
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7. Limites projectives d’espaces uniformes

Soient I un ensemble préordonné, la relation de préordre dans I étant notée
o < B. Pour tout « €I, soit X, un espace uniforme, et pour « < B, soit f,5 une
application de X; dans X,. Nous dirons que (X,, fo5) est un systéme projectif
d’espaces uniformes si: 1° (X, fup) est un systéme projectif d’ensembles (cf. E, 111, p.
52); 2° pour a< B, fs est une application uniformément continue. Sur X = 41_1_12 X

la structure uniforme la moins fine rendant uniformément continues les applications
canoniques f,: X — X, est appelée la limite projective (pour les f,3) des structures
uniformes des X, et Pensemble X, muni de cette structure uniforme, est appelé
la limite projective du systéme projectif d’espaces uniformes (X, fus). Toutes les propriétés
des limites projectives d’espaces topologiques établies dans I, pp. 28-29 (a
Pexception de la prop. 9) restent valables en remplagant « topologie » par «struc-
ture uniforme » et « application continue » par « application uniformément
continue »; en outre:

ProrosiTioN 10. — Soient 1 un ensemble préordonné filirant, (X, fys) un systéme pro-

Jectif d’espaces uniformes ayant 1 pour ensemble d’indices, J une partie cofinale de 1. Pour tout

a € I, soit f,, Papplication canonique de X = lim X, dans X, et soit g, = fo X fo. La
- S—

Samille des ensembles -:gt(Vu), oit o parcourt J, et ott, pour chaque o € J, V,, parcourt un
systéme fondamental d’entourages de X, est un systéme fondamental d’entourages de X.
Nous laissons au lecteur la démonstration, qui est une adaptation immédiate

de celle de la prop. 9 de I, p. 29.

Enfin, la topologie sur X = lim X, déduite de la structure uniforme limite
<

projective des structures uniformes des X, est la limite projective des topologies

des X,,.

§3. ESPACES COMPLETS

1. Filtres de Cauchy

Lorsqu’on a muni un ensemble X d’une structure uniforme, on peut définir ce
qu'on entend par un sous-ensemble « petit » dans X (relativement a cette struc-
ture): ce sera un ensemble dont tous les points sont « trés voisins » deux a deux.
De facon précise:

Derinrrion 1, — Etant donné un espace uniforme X, et un entourage V de X, on dit
qu’une partie A de X est un ensemble petit d’ordre V lorsque deux quelconques des points de A
sont voisins d’ordre V (ce qui revient & dire que A x A < V).

ProrosrrioN 1. — Dans un espace uniforme X, si deux ensembles A et B sont petits d’ordre

2
V et se rencontrent, leur réunion A U B est un ensemble petit d’ordre V.
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En effet, soient x, y deux points de A U B, et z un point de A N B; on a par
2
hypothése (x, z) e Vet (z,y) € V, donc (x,y) € V.

DirmrionN 2. — On dit qu’un filtre § sur un espace uniforme X est un filire de Cauchy s,
pour tout entourage V de X, il existe un ensemble petit d’ordre V et apparienant ¢ G.

Ici encore, on peut rendre le langage plus imagé en utilisant les expressions « en-
semble assez petit » et « ensemble aussi petit qu’on veut »; par exemple, la déf. 2 peut
encore s’exprimer en disant qu’un filtre de Cauchy est un filtre qui contient des en-
sembles arbitrairement pelits.

On dit gqu’une suite infinie («,) de points d’un espace uniforme X est une suite de
Cauchy si le filtre élémentaire associé & cette suite est un filtre de Cauchy. Il revient au
méme de dire que pour tout entourage V de X, il existe n, tel que, quels que soient
m = ng et n = ng, on ait (uy, u,) € V.

Prorosrrion 2. — Sur un espace uniforme X, tout filire convergent est un filtre de Cauchy.
En effet, pour tout x € X, et tout entourage symétrique V de X, le voisinage

2
V(x) de x est petit d’ordre V; si § est un filtre convergent vers x, il existe un en-

2
semble de § contenu dans V(x), donc petit d’ordre V.

Il est clair que tout filtre plus fin qu’un filtre de Cauchy est un filtre de Cauchy.

Prorosition 3. — Soit f: X — X" une application uniformément continue. L'image par
S d’une base de filive de Cauchy sur X est une base de filire de Cauchy sur X'.

. . -1
Soit en effet ¢ = f x f; si V' est un entourage de X', g(V’) est un entourage

de X, et I'image par f d’un ensemble petit d’ordre "gl (V') est un ensemble petit
d’ordre V'; d’oli la proposition.

Il en résulte en particulier que si on remplace la structure uniforme d’un
espace uniforme X par une structure uniforme moins fine, tout filtre de Cauchy
pour la structure uniforme initialement donnée reste filtre de Cauchy pour la
nouvelle structure uniforme.

On retiendra aisément ce fait sous la forme suivante: plus une structure uniforme est
Sfine, moins il y a de filtres de Cauchy.

ProrosiTiON 4. — Soient X un ensemble, (Y,), 1 une famille d’espaces uniformes, et pour
chaque v € 1, soit f, une application de X dans Y,. On munit X de la structure uniforme U
la moins fine rendant uniformément continues les f,. Pour qu’une base de filtre B sur X sout
une base de filtre de Cauchy, il faut et il suffit que, pour tout v €1, f,(B) soit une base de
filtre de Cauchy sur Y.

La condition est nécessaire en vertu de la prop. 3. Inversement, supposons-la
vérifiée, et soit U(V, ,..., V ) un entourage de la structure uniforme # (11, p.
8, formule (1)). Par hypothése, pour tout indice £, il existe un ensemble
M e B tel que f, (M) soit petit d’ordre V, (1 < £ < n);soit M un ensemble de B
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contenu dans M, pour 1 < k& < n; pour tout couple de points, x, x' de M, on a
(f.(0), £, (&) eV, pour 1 <k <mn donc (x,4)eU(V,,...,V,) ce qui

démontre la proposition.

CoROLLAIRE 1. — St un filtre de Cauchy sur un espace uniforme X induit un filire sur une
partie A de X, ce filtre est un filtre de Cauchy sur le sous-espace uniforme A.

CoOROLLAIRE 2. — Pour qu’une base de filtre B sur un produit H X, d’espaces uniformes
te

soit une base de filtre de Cauchy, il faut et il suffit que, pour tout v € 1, pr,(B) soit une base
de filtre de Cauchy sur X,.

2. Filtres de Cauchy minimaux

Les éléments minimaux (pour la relation d’inclusion) de Pensemble des filtres de
Cauchy sur un espace uniforme X sont appelés filires de Cauchy minimaux sur X.

Prorosrtion 5. —— Soit X un espace uniforme. Pour tout filtre de Cauchy & sur X, il existe
un et un seul filtre de Cauchy mintmal Fo moins fin que & st B est une base de §, © un
systeme fondamental d’entourages syméiriques de X, les ensembles V(M) (M e B,V € &)
Jorment une base de F.
Si M, M’ sont dans 8, V, V' dans &, il existe dans B (resp. &) un ensemble M”
(resp. V") tel que M" @« M N M’ (resp. V' =« VN V'), d’otx

V'(M") « VIM) n V' (M');
les ensembles V(M) (pour M € B, V € &) forment donc bien une base d’un filtre

&o sur X. En outre, si M est petit d’ordre V, V(M) est petit d’ordre \?}, donc &, est
un filtre de Cauchy sur X, évidemment moins fin que &. Pour achever la dé-
monstration, il suffit de prouver que si & est un filtre de Cauchy moins fin que &,
& est plus fin que §,; en effet, pour tout M € B et tout V € &, il existe un ensemble
N € 6 petit d’ordre V, et comme N €&, N rencontre M, donc N = V(M) et
V(M) e 6.

CoROLLAIRE 1. — Pour tout x € X, le filtre B(x) des voisinages de x dans X est un filtre
de Cauchy minimal.

Il suffit, dans la prop. 5, de prendre pour & le filtre de toutes les parties
contenant x, et pour B ensemble de parties réduit & 'unique élément {x}.

CoRrOLLAIRE 2. — Tout point x adhérent & un filtre de Cauchy § est point limite de .
En effet, il existe un filtre 6 plus fin que § et que B(x) (I, p. 47, prop. 4);
comme § est un filtre de Gauchy, il en est de méme de &. Si &, est I'unique filtre
de Cauchy minimal moins fin que &, &, et B(x) sont deux filtres de Cauchy
minimaux moins fins que 6, donc §, = B(x), ce qui prouve que § converge vers x.
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CoRrOLLAIRE 3. — Toute filtre de Cauchy moins fin qu’un filtre convergent vers un point x
converge aussi vers .
C’est un conséquence du cor 2.

COROLLAIRE 4. — Si § est un filtre de Cauchy minimal, tout ensemble de & a un intérieur
non vide, qui appartient & & (en d’autres termes il existe une base de § formée d’en-
sembles ouverts).

En effet, pour tout entourage V de X, il existe un entourage ouvert U < V
(I1, p. 5, cor. 2) et pour toute partie M de X, U(M) est alors ouvert et contenu
dans V(M) ; d’ou1 le corollaire, compte tenu de la prop. 5.

3. Espaces complets
Sur un espace uniforme X, un filtre de Cauchy n’a pas nécessairement de point limate.

Exemples. — 1) Considérons, sur la droite rationnelle Q, la suite (u,) définie par
n

U, = Zo 2-p+LI2: i m > n, 0on a
=

(1) Ium _ u"l < 9-nn+3)/2

donc (u,) est une suite de Cauchy. Mais cette suite n’a pas de limite dans Q: en effet,
si le nombre rationnel a/b était limite de (u,), on aurait d’apres (1), quel que soit n

|a/[, —_ /Zn/Qn(n+1)/2[ < (_%)n(n+3)lz
ol &, est un entier (dépendant de #); ou encore
fa.2nmrli2 — pp | < b.270

quel que soit z; or, comme le premier membre de cette inégalité est un entier quel que
soit n, il serait nul pour tout entier z supérieur 4 un entier g tel que b < 2% ; on aurait
alors a/b = u, quel que soit n > ny, ce qui est absurde.

2) Soit X un ensemble infini, et considérons sur X la structure uniforme des
partitions finies (II, p. 7, Remarque 1) ; tout ultrafilire F sur X est un filtre de Cauchy
pour cette structure. En effet, si (A;) est une partition finie de X, V = Li) (A x Ay

P’entourage correspondant, il existe un des A; qui appartient & & (I, p. 39, corollaire)
et il est petit d’ordre V. Mais d’autre part, X est un espace discret infini, donc non
compact, et par suite il existe des ultrafiltres sur X qui ne convergent pas.

DerNiTiON 3. — On appelle espace complet un espace uniforme tel que tout filtre de
Cauchy sur cet espace soit convergent.

Dans un espace complet, toute suite de Cauchy (II, p. 13, n° 1) est donc convergente.

Exemple. — Sur un espace uniforme discret X, un filtre de Cauchy est un ultrafiltre
trivial (I, p. 39), donc convergent, et par suite X est complet.

Des déf. 2 (I1, p. 13) et 3 et de la prop. 2 de II, p. 13, on déduit aussitdt la
proposition suivante, connue sous le nom de critére de Cauchy:
ProrosiTion 6. — Soit § un filtre sur un ensemble X, et soit f une application de X dans un
espace uniforme complet X'; pour que f admeite une limite suivant &, il faut et il suffit que
Uimage de § par f soit une base de filtre de Cauchy.
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On voit par 1a Pintérét que présentent les espaces complets dans toutes les
questions ol intervient la notion de limite; si une fonction prend ses valeurs dans
espace complet, on pourra démontrer Uexistence de sa limite, sans connaitre au
préalable la valeur de cette limite, ce qui serait impossible si on ne disposait, comme
critére de convergence, que de la définition de la limite.

Une structure uniforme plus fine qu’une structure uniforme d’espace complet
n’est pas nécessairement une structure uniforme d’espace complet (II, p. 36,
exerc. 2 du § 3); mais on a la proposition suivante:

ProrosiTiON 7. — Sotent Uy, U deux structures uniformes sur un ensemble X, T, T
les topologies déduites respectivement de ces structures uniformes. On suppose que U est plus
Jine que U, et en outre qu’tl existe un systéme fondamental d’entourages pour U, qui sont
fermés dans X x X pour la topologie produit de T, par elle-méme. Alors, pour qu’un filtre
& sur X converge pour T, il faut et il suffit qu’il soit un filtre de Cauchy pour %, et qu’il
converge pour T .

Les conditions sont évidemment nécessaires, puisque 7, est moins fine que
J,; prouvons qu’elles sont suffisantes. Soit x un point limite de § pour Jy;
montrons que x est limite de & pour ;. En effet, soit V un entourage symétrique
de %, fermé pour la topologie produit de J, par elle-méme. Par hypothése, F
contient un ensemble M petit d’ordre V; si 2" € M, on a donc M = V(x"). Mais
V(x") est fermé pour 7, donc x, qui est adhérent & M pour 7, appartient & V(x');

2
on en conclut que M = V(x), ce qui démontre la proposition.

CoROLLAIRE. — On suppose vérifides les hypothéses de la prop. 7. Si en outre U, est une
structure uniforme d’espace complet, il en est de méme de U, .

En effet, tout filtre de Cauchy pour %, est alors filtre de Cauchy pour %,,
donc converge pour Z;, par hypothése.

On notera que les hypothéses du cor. de la prop. 7 sont remplies lorsque
I, =9, (11, p. 5, cor. 2).

4. Sous-espaces des espaces complets

Prorosrrion 8. — Tout sous-espace fermé d’un espace complet est complet; tout sous-
espace complet d’un espace uniforme séparé (complet ou non) est fermé.

En effet, soient X un espace complet, A un sous-espace fermé de X. Si § est
un filtre de Cauchy sur A, c’est une base de filtre de Cauchy sur X (II, p. 13,
prop. 3), qui converge donc vers un point x € X; mais comme A est fermé, on a
x € A, ce qui prouve que dans le sous-espace A, § est convergent.

Soient maintenant A un ensemble non fermé dans un espace uniforme séparé
X,etsoitbe A = Aj;la trace B, sur A du filtre T des voisinages de 4 dans X est
un filtre de Cauchy sur Aj; il ne peut converger vers un point ¢ € A, car alors ¢
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serait point limite de @ (II, p. 15, cor. 3) ce qui est absurde puisque & # ¢ et
que X est séparé.

ProrosiTiON 9. — Soient X un espace uniforme, A une partie partout dense de X telle que
toute base de filtre de Cauchy sur A soit convergente dans X; dans ces conditions, X est
complet.

11 suffit de montrer qu’un filtre de Cauchy minimal & sur X est convergent.
Comme A est partout dense et que tout ensemble de & a un intérieur non vide
(I1, p. 15, cor. 4), la trace §, de & sur A est un filtre de Cauchy sur A, donc
converge vers un point x, € X ; comme § est moins fin que le filtre sur X engendré
par 4, on en conclut que § converge vers x, (11, p. 15, cor. 3).

5. Produits et limites projectives d’espaces complets

ProrostrioN 10. — Tout produit d’espaces uniformes complets est complet. Réciproque-
ment, st un produit d’espaces uniformes non vides est complet, chacun des espaces uniformes
Sacteurs est complet.

La premiére assertion résulte de la caractérisation des filtres de Cauchy et des
filtres convergents sur un espace produit (IT, p. 14, cor. 2 de la prop. 4 et I, p. 51,

cor. 1). Inversement, supposons X = g X, complet (les X, étant non vides) et soit
&, un filtre de Cauchy sur X, ; pour tout + # K, soit &, un filtre de Cauchy sur X, et
considérons le filtre produit (I, p. 42) § = g &, sur X; & est un filtre de Cauchy
(11, p. 14, cor. 2 de la prop. 4), donc est convergent, et il en est par suite de
méme de pr, § = &, (I, p. 51, cor. 1).

CoROLLAIRE, — Soit (X, foa) un systéme projectif d’espaces uniformes. Si les X, sont
séparés et complets, il en est de méme de X = lim X,.
[P

On sait en effet que X est séparé et s’identifie & un sous-espace fermé de [1 X
o

(I, p. 55, cor. 2); le corollaire résulte donc de la prop. 10 et de la prop. 8 (II,
p- 16).

Une limite projective d’espaces uniformes séparés et complets X, peut étre
vide, méme si les X, sont non vides et les £, surjectifs, comme le montre le cas des
espaces discrets (E, III, p. 94, exerc. 4). Mais on a le théoréme suivant:

Tuéorime 1 (Mittag-LefHler). — Soit (X, fop) un systéme projectif d’espaces uni-
Jormes séparés et complets, relatif @ un ensemble d’indices préordonné filtrant 1 qui admet un
sous-ensemble cofinal dénombrable; on suppose en outre que, pour tout o € I, X, posséde
un systéme fondamental dénombrable d’entourages.* Enfin, on suppose que pour toul
ael, il existeun B > o vérifiant la condition suivante:

1 #Cette condition signifie que I'espace uniforme séparé X, est métrisable; cf. IX, § 2, n°4, th. 1.,
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(ML) Pour tout v > B, for (X,) est dense dans f,5(X5).
Sotent alors X = lim X, f, Papplication canonique X — X, pour tout e €1 et
<

tout B > o vérifiant (ML), fo(X) est dense dans f,5(X;) (et par suite X est non vide si
les X, sont tous non vides).

Soit (),) une suite d’indices cofinale a I. Partons d’un «, € I, et définissons par
récurrence une suite croissante («,) telle que «, > A, et que (ML, _, . ,) soit
vérifiée; il est clair que la suite (o,) est cofinale & I. Nous écrirons f,,, au lieu de
JSunw, POUr m < n, et nous poserons f, . 1(Xq,,,) = Y, Alors, pour m < n,
Jon(Yo) est dense dans Y2 en effet, par définition, f,, ,.1(X,,,,) est dense dans
fm,m+ 1(Xocm+1) =Y, et comme fm,n+ 1(Xoc,, + 1) = fmn(fn,n+ l(Xoc,. +1)) = fmn(Yn)’
cela établit notre assertion.

Par récurrence sur n et k, on peut, pour chaque n, définir un systéme fonda-
mental (V,,),en d’entourages symétriques fermés de X, tel que

2
(2) Vk+1,n < Vk:n
(3) (fams1 X Sons1) Vigne1) € Vi

Soit en effet (Uj,)ren un systtme fondamental d’entourages de X, . Si on
suppose les V,,, définis pour un n donné et pour tout £ €N, on peut, puisque
Jan+1 est uniformément continue, définir par récurrence sur k£ lentourage
Vien+1 de sorte que (3) soit vérifié et que I'on ait en outre

2
Virtn+1 © Vinsr N Ukt nrrs

d’ol1 notre assertion.

Cela étant, soit x5 € Yo. Nous allons prouver que, pour tout entier £ > 0, il
existe z € X tel que (%o, f5,(2)) € Vi_1,0, ce qui démontrera le théoréme. Comme
Jnn+1(Yni1) est dense dans Y, on peut définir par récurrence une suite de points
%, €Y, tels que

(4) (xmfn,n+l(xn+1)) EX/k+n,n'
En vertu de (3), on en déduit que, pour tout m < n,
(5) (fmn(xn)>fm,n+1(xn+1)) € Vlc+n,m-

On conclut de 14 que, pour m fixe, la suite ( f,,,(%,))n>m €5t une sutle de Cauchy dans
X,,,» €t converge par suite vers un point z,,; en effet, par récurrence, on déduit de
(5) que pour tout couple d’entiers p > m, ¢ > 0, on a

(6) (fmp(xp)nfm,p+q(xp+q)) € Vk+p+q—1,m ° Vk+p+q—2,m o0 Vk+p,m

et en vertu de (2), il est immédiat que le second membre de (6) est contenu dans
Vit p-1,m; faisant croitre ¢ indéfiniment, on en tire en particulier, pourm = p =0,
que (%o, 29) € Vie_1.00 puisque V,_; o cst fermé. D’autre part, des relations
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z, = lingO JSun(%,) et de la continuité de f,, ,, 4 1, on déduit que f, n41(Zns1) = 24
n—

pour tout m > 0. Pour tout y € I, il y a au moins un entier n tel que «, > v;sion
pose z, = fy 4. (2,), on vérifie aussitot que z, ne dépend pas de la valeur de n telle
que «, > v, et que la famille (z,),.; ainsi définie est un point z de X =
lim X, ; comme f, (z) = z,, cela termine la démonstration.

<

CoroLLARE 1. — Soit (X, foa) un systéme projectif d’ensembles tel que 1 soit filtrant et
admette un sous-ensemble cofinal dénombrable, et que les f,, sotent surjectives; si
X = lim X, Papplication canonique f,: X — X, est surjective pour tout o € 1.

—

11 suffit en effet de munir les X, de la structure uniforme discréte.

CoOROLLAIRE 2. — Soit I un ensemble préordonné filtrant ayant un ensemble cofinal dé-
nombrable. Sotent (X, fys), (X fup) deux systémes projectifs d’ensembles relatifs a 1, et
pour tout « € I, soit u,: X, — X, une application telle que les u,, forment un systéme pro-
Jectif d’applications; posons u = <ll_m Uy Soit &' = (x7) un dément de X' = (1_13 X

vérifiant la condition suivante: pour tout o € 1, il existe B > o tel que, pour tout v > B, on

’

aitfay(&i(x;)) = fuﬁ(ﬁé(xg)), alors il existe x € X = lim X tel que u(x) = x'.
—

11 suffit d’appliquer le th. 1 au systéme projectif des ensembles ﬂi(x&), munis
de la structure uniforme discréte (cf. E, III, p. 58, prop. 5).

* Exemple. — Supposons donnés, dans C: 1° une suite (a,) de points distincts tels que
la suite (|a,|) soit croissante et tende vers + o0; 2° pour chaque 7, une fonction
rationnelle z+— R,(z) définie dans & =~ {q,} et ayant un péle au point a,; 3° une
suite strictement croissante (B,) de boules ouvertes de centre 0, de réunion C, telle
qu’aucun des g ne soit sur la fronti¢re d’une des boules B,. Pour chaque n, désignons

par By, Pintersection de B, et du complémentaire dans € de 'ensemble des a,,; soit X,
Pensemble des applications z+> S(z) = P(z) + . ZB Ry(z) de B} dans G, ol P est la
k €bBn

restriction a4 B, d’une fonction continue dans B, et holomorphe dans B,. On définit
une distance dans X, en posant d,(S;, Sg) = sup |S;(z) — S5(z)]. On vérific aisé-

2leBn

ment que pour cette distance, X, est complet. Enfin, pour n < m, on définit une appli-
cation f,: X,, — X, en faisant correspondre & S e X, sa restriction 2 B}; il est clair
que les fom sont uniformément continues et que (X,, fnm) est un systéme projectif
d’espaces uniformes. Cela étant, il est clair qu'un élément de la limite projective
X = lim X, s’identific canoniquement 2 une fonction méromorphe F dans C, dont les

<
seuls poles sont les points a,, et qui est telle que pour tout n, F(z) — R,(z) est holo-
morphe au point a,. Le théoréme classique de Mittag—Lefller affirme que X n'est pas
vide; en vertu du th. 1, il suffit pour le démontrer de vérifier la condition (ML, , 1)

pour tout z#. Or, soit S, ;4 = P,y + o e%: » R, un élément de X, .1, ot P, 1 est
n

continue dans B, ,; et holomorphe dans B,,;; pour tout m = n + 1, soit Q,, la
restriction 4 B}, de z Ry, ;5 cette derniére somme est une fonction holomorphe

are€Bm—Bn +1
dans un voisinage de B,, donc (par le développement de Taylor), pour tout € > 0,

il y a un polynéme P, tel que |Py1(2) — Qua(z) — Pua(z)| < e dans B,;si S, est
la restriction & B}, de Py, + . ;B R, onaS,eX, et |S,(2) — Sp41(2)| < e dans
h m

B;, ce qui achéve la démonstration.
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6. Prolongement des fonctions uniformément continues

I1 est possible d’apporter d’importants compléments au théoréme de prolonge-
ment par continuité (I, p. 57, th. 1) lorsqu’il s’agit de fonctions prenant leurs
valeurs dans un espace uniforme séparé et complet.

ProposirioN 11, — Soient A une partie partout dense d’un espace topologique X, et f une
application de A dans un espace uniforme séparé et complet X'. Pour que f puisse éire pro-
longée par continuité dans X, il faut et il suffit que, pour tout x € X, l’image par f de la
trace sur A du filtre des voisinages de x dans X soit une base de filtre de Cauchy sur X',

Cela résulte du th. de prolongement par continuité (lec. ¢it.), puisque X’ est
régulier (11, p. 5, prop. 3) et qu’il y a identité entre filtres convergents et filtres
de Cauchy sur X'.

Lorsque X est lui-méme un espace uniforme, on a de plus le théoréme suivant:

TraEorEME 2. — Soit f une fonction définie dans un sous-espace partout dense A d’un espace
uniforme X, prenant ses valeurs dans un espace uniforme séparé et complet X', et uniformé-
ment continue dans A. Alors [ peut étre prolongée par continuiié @ X tout entier, el la fonction
prolongée [ est uniformément continue.

L’existence de fest une conséquence immeédiate des prop. 3 (11, p. 13) et 11.
Montrons que f est uniformément continue. Soit V' un entourage symétrique
fermé de X', et soit V un entourage de X tel que, lorsque %,y sont dans A et
voisins d’ordre V, f(x) et f(y) soient voisins d’ordre V'. On peut supposer que V
est Padhérence dans X x X d’un entourage W de A (11, p. 10, prop. 6). On a
(f(x), F() € V' pour (x,y4) € W; comme f x f est continue dans X x X (I,
p. 25, prop. 1), on a aussi (f(x),7(y)) € V' pour (x,y) €V = W puisque V'
est fermé (I, p. 9, th. 1),

C.Q.F.D.

CoroLLAIRE, — Soient X, X, deux espaces uniformes séparés et complets, Y, Y, des
sous-espaces partout denses de X, X respectivement. Toul isomorphisme fde Y, sur Y, se
prolonge en un isomorphisme de Xy sur X,,.

En effet, fest uniformément continue dans Y, donc (th. 2) se prolonge en une
application uniformément continue f: X; — X,; de méme l'application réci-
proque g de f'se prolonge en une application uniformément continue g: X, — X,.
La fonction § o f est alors une application continue de X; dans lui-méme qui
coincide dans Y; avec 'application identique; en vertu du principe de prolonge-
ment des identités (I, p. 53, cor. 1), g o f est donc Papplication identique de X;;
de méme f o g est application identique de X,. Par suite (E, 11, p. 18, corollaire)
f et g sont deux bijections réciproques I'une de Pautre; comme elles sont uni-
formément continues, ce sont des isomorphismes (II, p. 6, prop. 2).

Z On notera que si f est une application uniformément continue bijective de Y, sur

Y,, son prolongement par continuité fn'est pas nécessairement injectif ni surjectif (11, p.
36, exerc. 3).
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7. La complétion d’un espace uniforme

TutoriME 3. — Sott X un espace uniforme. 1l existe un espace uniforme séparé et complet
X, et une application uniformément continue i: X — X, ayant la propriélé suivante:

(P) Pour toute application uniformément continue f de X dans un espace uniforme séparé
et complet Y, il existe une application uniformément continue g: X —>'Y et une seule telle
quef = goi.

St (24, X) est un second couple formé d’un espace uniforme séparé et complet Xy et d’une
application uniformément continue i,: X — X, possédant la propriété (P), alors il existe
un isomorphisme ©: X — X, et un seul tel que iy = @ o .

La premiére assertion de I’énoncé signifie encore que le couple (3, X) est
solution du probléme d’application universelle (E, IV, p. 23) dans lequel on prend
pour Z-ensembles les espaces uniformes séparés et complets, pour o-morphismes les
applications uniformément continues et pour a-applications les applications uni-
formément continues de X dans un espace uniforme séparé et complet. L’unicité
du couple (7, X) & un isomorphisme unique prés résulte donc des propriétés
générales des solutions de problémes d’application universelle (loc. ¢it.). Reste a
prouver existence du couple (i, X).

1) Définition de X. Soit X Pensemble des filtres de Cauchy mintmaux (1X, p. 14) sur
X. Nous allons définir sur X une structure uniforme. Pour cela, pour tout en-
tourage symétrique V de X, désignons par V Pensemble des couples (%, D) de fillres de
Cauchy minimaux ayant en commun un ensemble petit d’ordre V: montrons que les en-
sembles V forment un systéme fondamental d’entourages d’une structure uni-
forme sur X. En effet:

1° Comme tout ¥ € X est un filtre de Cauchy, on a par définition (%, ¥) e V
pour tout entourage symétrique V de X, donc (U}) est vérifié.

2° Si V,V’ sont deux entourages symétriques de X, W = VNV’ est un
entourage symétrique, et tout ensemble petit d’ordre W est petit d’ordre V et
d’ordre V'; donc on a W < V 1 V’, ce qui prouve (By).

3° Les ensembles V sont symétriques par définition, donc (Ug) est vérifié.

4° Etant donné un entourage symétrique V de X, soit W un entourage

symétrique tel que VZV < V. Considérons trois filtres de Cauchy minimaux

% B, 3 tels que (%,B) e W et (¥, 8) € W; il existe donc deux ensembles M, N,

petits d’ordre W et telsque M € ¥ N ¥, N € ¥ N 8. Comme M et N appartiennent

2 Y, M N N n’est pas vide, donc (II, p. 12, prop. 1), M U N est petit d’ordre
2

V%’ < V; comme M U N appartient 3 ¥ ct 2 8, on a W = V; d’oit (Ufy).
Montrons en outre que Pespace uniforme X est séparé. En effet, soient %, 3
deux filtres de Cauchy minimaux sur X tels que (%, 8) € V pour fout entourage
symétrique V de X. Il est immédiat que les ensembles M U N, ou M e %, Ne @
forment la base d’un filtre 8 moins fin que % et que ¥. Or, § est un filtre de Cauchy,
car pour tout entourage symétrique V de X, il y a par hypothése un ensemble P
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petit d’ordre V et appartenant & la fois & % et & 3, donc P € 8. Par définition des
filtres de Cauchy minimaux, on a ¥ = 8 = 9, et cela achéve de montrer que X
est séparé.

) Définition de i3 la structure uniforme de X est image réciproque de celle de X par i.
On sait que, pour tout x € X, le filtre des voisinages B(x) de x dans X est un filtre
de Cauchy minimal (II, p. 14, cor. 1 de la prop. 5) ; nous prendrons ¢ (x) = B(x).
Soit j = i x 7; nous allons montrer que pour tout entourage symétrique V de X,

-1 -1 3 . . .
ona j(V) €V < j{(V)"), ce qui prouvera notre assertion (II, p. 9). Or, si
(i(x),%(y)) € V,ily a un ensemble M petit d’ordre V et qui est 2 la fois voisinage
de x et de y, donc (x,y) € V. Inversement, si (x,y) € V, il est immédiat que 'en-

3
semble V(x) U V(y) est petit d’ordre V et est a la fois voisinage de x et de .

3) X est complet et i (X) dense dans X. Cherchons la trace sur ¢ (X) d’un voisinage
V(%) d’un point ¥ € X; c’est ensemble des i(x) tels que (%,1(x)) € V. Cette
relation signifie qu’il existe un voisinage de x dans X, petit d’ordre V et appar-
tenant & ¥, ou encore que ¥ est intérieur d un ensemble de X petit d’ordre V. Soit M la
réunion dans X des intérieurs des ensembles de ¥ qui sont petits d’ordre V; M
appartient a % (II, p.15,cor. 4) et ce qui précede montre que
V(%) N i(X) = i{(M); on en conclut que:

1o V(%) N i(X) n’est pas vide, donc i (X) est dense dans X;

2° La trace sur ¢(X) de V(%) appartient & la base de filtre i (%) sur X, donc
cette base de filtre converge dans X vers le point %.

Soit alors & un filtre de Cauchy sur ¢ (X)) ; d’aprés ce qu’on a vu dans 2) et la

-1
prop. 4 de II, p. 13, i(&) est une base d’un filtre de Cauchy 6 sur X; soit ¥ un

filtre de Cauchy minimal moins fin que & (II, p. 14, prop. 5); ¢(X) est alors une
—1

base d’un filtre de Cauchy sur z(X) (II, p. 13, prop. 3) et F = i(i(F)) est plus

fin que le filtre de base i(%). Comme ce dernier converge dans X, il en est de

méme de &, et la prop. 9 de II, p. 17 montre alors que X est complet.

4) Vérification de la propriété (P). Soit fune application uniformément continue
de X dans un espace uniforme séparé et complet Y. Montrons d’abord qu’il existe
une application uniformément continue g,:7(X) — Y et une seule telle que
S = go o i. En effet, comme fest continue, on a nécessairement f(x) = lim f(B(x)),
donc si on pose go(i(x)) = lim f(B(x)), on a bien f = g, o ¢; tout revient & voir
que g est uniformément continue dans ¢ (X). Or, soit U un entourage de Y et soit V
un entourage symétrique de X tel que la relation (x,x') eV entraine
(f(x),f(x)) €U; on a vu dans 2) que la relation (i(x),i(x")) € V entraine
(%, ') € V, donc aussi (go(z(x)), go(i (%))} € U, ce qui établit notre assertion.

Cela étant, soit g le prolongement par continuité de go 2 X (I, p. 20, th. 2);
on peut aussi écrire f = g o i, et il est clair que g est 'unique application continue
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de X dans Y vérifiant la relation précédente puisque i (X) est dense dans X (I,
p- 53, cor. 1).
C.Q.F.D.

DEFINITION 4. — On dit que Uespace uniforme séparé et complet X défini dans la démons-
tration du th. 3 est Uespace séparé complété de X et que Papplication 2 X — X est Uappli-
cation canonique de X dans son séparé complété.

Notons en outre les propriétés suivantes:

Prorosrrion 12, — 1° Le sous-espace 1 (X) est dense dans X.

2° Le graphe de la relation d’équivalence i(x) = i(x") est Uinlersection des entourages
de X,

3° La structure uniforme de X est I’image réciproque par i de celle de X (ou de celle du
sous-espace 1(X)).

4° Les entourages de i (X) sont les images par i x 1 des entourages de X, et les ad-
hérences dans X x X des entourages de i (X) forment un systéme _fondamental d’entourages
de X.

En effet, 1° et 3° ont été prouvées au cours de la démonstration du th. 3;
4° est conséquence de 1° et 3° en vertu de propriétés générale vues antéricurement
(IL, p. 9, Remarque et 11, p. 10, prop. 6). Enfin, la relation i(x) = ¢(x") signifie
par définition que les filtres de voisinages de x et de &’ sont les mémes. Mais cela
entraine par définition que (x, ¥") € V pour tout entourage V de X, et la réci-
proque est évidente,

COROLLAIRE. — 87 X est un espace uniforme séparé, I application canonique i: X — X
est un isomorphisme de X sur un sous-espace partout dense de X.

Lorsque X est séparé, on dit que X est Uespace complété (ou plus brievement le
complété) de X, et on identifie le plus souvent X & un sous-espace partout dense de X
au moyen de i.

Remarque. — Lorsqu’on fait cette identification, les filtres de Cauchy minimaux de X

ne sont autres que les traces sur X des filtres de voisinages des points de X, comme il
résulte de la démonstration du th. 3 (I1, p. 21).

Le cor. de la prop. 12 caractérise le complété d’un espace uniforme séparé:

ProrosiTioN 13. — 8¢ Y est un espace séparé et complet, X un sous-espace partout dense
de Y, Uinjection canonique X — Y se prolonge en un isomorphisme de X sur Y.

En effet, toute application uniformément continue de X dans un espace
uniforme séparé et complet Z se prolonge d’une seule maniére en une application
uniformément continue de Y dans Z en vertu de II, p. 20, th. 2.

Prorosrrion 14. — Soient X un espace uniforme séparé et complet, U sa structure umi-

Jorme, 7. un sous-espace partout dense dans X. 8t W' est une structure uniforme sur X, moins

fine que U et indutsant sur Z. la méme structure uniforme que U, on a U’ = U.
Désignons par X' Pensemble X muni de la structure uniforme %’ ; la composée
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de Papplication canonique X’ — X’ et de I'application identique X — X', qui
est uniformément continue, peut étre considérée comme une application uni-
formément continue ¢: X — X’; comme Z est séparé pour la structure uniforme
induite par %’, la restriction de ¢ a Z est par hypothése un isomorphisme de Z sur
le sous-espace partout dense (Z) de X’; il en résulte (I, p. 20, corollaire) que ¢
lui-méme est un isomorphisme de X sur X', donc X’ = X' et %' = %.

Prorosrrion 15, — Soient X, X' deux espaces uniformes; pour toute application uni-
Jormément continue f: X — X', il existe une application uniformément continue et une seule
f: X — X' rendant commutatif * le diagramme

x-L.x

S

X"j—>X'
7

ot i: X — Xt i': X' — X' sont les applications canoniques.
11 suffit d’appliquer le th. 3 (II, p. 21) & la fonction i’ o f: X — X',

CoROLLAIRE. — Soient f: X — X' et g: X' — X" deux applications uniformément
continues; st h = gof,onah = §of.
Cela résulte aussitot de la propriété d’unicité de la prop. 15.

8. Espace uniforme séparé associé 2 un espace uniforme

Prorosition 16. — Sotent X un espace uniforme, t Uapplication canonique de X dans
son séparé complété X. Pour toute application uniformément continue f de X dans un espace
uniforme séparé Y, il extste une application uniformément continue et une seule h: t(X) —Y
telle que f = hoi.

En effet (I1, p. 23, corollaire) on peut identifier Y a un sous-espace de son
complété Y, et £ peut alors étre considérée comme une application uniformément
continue de X dans Y. En vertu du th. 8 (IL, p. 21), elle s’écrit donc f = g o 1,
ou g est une application uniformément continue de X dans Y; si % est la restriction
de g 24(X), on a évidemment f = % o 7, et & applique ¢(X) dans Y ; Punicité de £
est triviale.

Le couple (i, ¢ (X)) est donc solution du probleme d’application universelle (E, IV,
p- 23) ot cette fois on prend comme Z-ensembles les espaces uniformes séparés,
pour s-morphismes (resp. a-applications) les applications uniformément continues
(resp. les applications uniformément continues de X dans un espace uniforme
séparé).

Dérmnirion 5. ~— On dit que Uespace uniforme séparé +(X) défint dans la démonstration
du th. 3 (11, p. 21) est Pespace uniforme séparé associé a X.

L Autrement dit i’ o f = f o i,
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Par suite, le séparé complété de X n’est autre que le complété de Pespace séparé
associé 3 X. Si X est complet, il résulte de la définition de X (II, p. 21, th. 3) que
application i: X — X est surjective, donc Pespace séparé associé & X est égal 2
I'espace séparé complété de X réciproquement, s’il en est ainsi, X est complet (I1,
p- 23, prop. 12 et II, p. 15, déf. 3).

CoroLLAIRE. — Soient X, Y deux espaces uniformes, X', Y’ les espaces séparés associés;
pour toute application uniformément continue f: X — Y, il existe une application uniformé-
ment continue et une seule f': X' — Y’ rendant commutatif le diagramme

X 1oy

1o

X’ — Y’
/

o v et ' sont les applications canoniques.
On applique la prop. 16 2" o f: X - Y".

L’espace séparé associé a un espace uniforme peut encore se caractériser par la
propriété suivante:

ProrosiTioN 17. — Soient X un espace uniforme, i(X) son espace séparé associé, f une
application de X sur un espace uniforme séparé X', telle que la structure uniforme de X soit
Uimage réciproque par f de celle de X'. Alors Papplication g:i(X) — X' telle que
S = g o est un isomorphisme.

On sait que g est uniformément continue (II, p. 24, prop. 16); g est évidem-
ment surjective, et elle est aussi injective puisque la relation f(x) = f(y) entraine

N

par définition que (x,y) appartient 4 tous les entourages de X, donc que
t(x) = i(y) (IL, p. 23, prop. 12). Enfin, les entourages de X' sont les images par
J x f des entourages de X (II, p. 9, Remarque), donc aussi les images par g x g
des entourages de i (X) (II, p. 23, prop. 12), d’out la proposition.

Remarque. — Soit R la relation d’équivalence i (x) = i (x”) dans X; on avu (II, p. 23,
prop. 12) que son graphe C est 'intersection des entourages de X. Il est clair que tout
ensemble ouvert (et par suite aussi tout ensemble fermé) dans X est saturé pour R;
compte tenu de la définition de I'image réciproque d’une topologie, on en conclut
que la bijection canonique de Pespace topologique quotient X/R sur i(X) déduite
de 7 est un homéomorphisme; Pespace séparé associé a X peut donc s’identifier en tant
qu’espace topologique 4 X/R. L’application canonique i: X — {(X) est ouverte et
fermée, et méme propre (I, p. 77, Exemple).

Soient X’ un second espace uniforme, C’ Pintersection des entourages de X', R’
la relation d’équivalence de graphe (7. Soit f: X — X’ une application continue:
comme limage réciproque par f de tout voisinage de f(x) est un voisinage de x,
Pimage réciproque par f de C’(f(x)) contient C(x), donc f est compatible avec R et
R’, et donne par passage aux quotients une application continue X/R — X’/R’
(I, p. 21, corollaire) ; ceci généralise le cor. de la prop. 16.
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9. Complétion des sous-espaces et des espaces produits

Prorosrrion 18. — Soient X un ensemble, (Y,), <1, une famille d’espaces uniformes, et
pour chaque N € 1., soit f, une application de X dans Y, ; on munit X de la structure uni-
Sorme la moins fine U rendant uniformément continues les f,. Alors la structure uniforme de
Pespace séparé complété X de X est la moins fine rendant uniformément continues les applica-
tions fo.: X — Y, (ne L) (11, p. 24, prop. 15). En outre, si j, est application canoni-
que de Y, dans Y, et si g, = jy o fr, X s’identific & I’adhérence dans Q Y. de Pimage de
X par Uapplication x = (g,(x)).

Soit X’ (resp. Y3) Vespace uniforme séparé associé & X (resp. Y,), et soit
Ji: X' =Y, lapplication uniformément continue rendant commutatif le dia-
gramme
fa

X —Y,
e
XTY,

ou ¢ est 'application canonique.

La transitivité des structures uniformes initiales (II, p. 8, prop. 5) montre
d’une part que % est la structure uniforme la moins fine rendant uniformément
continues les applications j, o f,: X — Y}, et d’autre part que % est aussi 'image
réciproque par ¢ de la structure uniforme %’ la moins fine sur Pensemble X’
rendant uniformément continues les f. Or %’ est séparée, car si x4, x5 sont deux
points de X tels que 7, (£ (%1)) = j2(fa(xg)) pour tout x € L, (xy, x,) appartient a
tous les entourages de %, et par suite i(x,) = i(x,). La prop. 17 (II, p. 25)

montre donc que %' est la structure uniforme de Pespace séparé X' associé 2 X.

Cela étant, X’ s’identifie par la bijection x” = ( f;/(x")) & un sous-espace uni-

forme de Pespace uniforme produit I:I Y; (I, p. 11, prop. 8). Comme les Y
sont séparés, on peut identifier chacun des Y} & un sous-espace partout dense de
son complété Y, donc 1:[ Y, 4 un sous-espace partout dense de 1:[ Y, (I, p. 27,
prop. 7). Mais H Y, est séparé et complet (II, p. 17, prop. 10); Padhérence X’

de X' dans | | Y, est donc un sous-espace s¢par¢ et complet (IL, p. 16, prop. 8),
qui s’identific par suite au séparé complété X de X, les applications f; s'identifiant
aux projections sur les X, ; d’oti la proposition.

CoroLLARE 1. — Sotent X un espace uniforme, 1 I application canonique de X dans son
séparé complété X si A est un sous-espace de X, j: A —~ X linjection canonique, alors
F: A — X est un isomorphisme de A sur adhérence de i(A) dans X.

CoROLLAIRE 2. — So1t (Y,) 51, une famille d’espaces uniformes. Le séparé compléié de

Lespace produit ﬂ Y, est canoniquement isomorphe au produit ﬂJ Y,
€ €
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§ 4. RELATIONS ENTRE ESPACES UNIFORMES
ET ESPACES COMPACTS

1. Uniformité des espaces compacts

Dérintrion 1. — On dit qu’une structure uniforme sur un espace topologique X est
compatible avec la structure de X si cette derniére est identique a la topologie déduite de la
structure uniforme considérée.

On dit qu’un espace topologique est uniformisable et que sa topologie est uniformisable
sl existe une structure uniforme compatible avec sa topologie.

I1 existe des espaces topologiques non uniformisables, par exemple (en vertu
de II, p. 5, cor. 3) les espaces ne vérifiant par I'axiome (Oyy); le probleme se
pose donc de déterminer & quelle condition un espace topologique X est uni-
formisable.

Ce n’est que dans IX, § 1, que nous donnerons une réponse compléte a
cette question. Dans ce paragraphe, nous n’examinerons qu’un cas particulier
important, celui ot X est compact. On a alors le théoréme suivant:

TutorEME 1. — Sur un espace compact X, il existe une structure uniforme et une seule
compatible avec la topologie de X ; Pensemble des entourages de cette structure est identique d
Uensemble des voisinages de la diagonale A dans X x X; en outre, X, muni de cetie
structure uniforme, est un espace uniforme complet.

La derniére partie du théoréme est immédiate: tout filtre de Cauchy sur X a
en effet un point adhérent (axiome (C)), donc est convergent (II, p. 14, cor. 2 de
la prop. 5).

Montrons en second lieu que, §’il existe une structure uniforme compatible
avec la topologie de X, "ensemble U des entourages de cette structure est identique
a ’ensemble des voisinages de A. On sait déja que tout entourage est un voisinage
de A (I1, p. 4, prop. 2); il suffit d’établir inversement que tout voisinage de A
appartient & U. Supposons qu’il existe un voisinage U de A n’appartenant pas a
U; alors les ensembles V N (U, ot V parcourt U, formeraient une base d’un filtre
® sur Pespace compact X x X; © aurait par suite un point adhérent (a, b)
n’appartenant pas a A; comme U serait alors un filtre moins fin que 6, (a, b) serait
aussi adhérent & U. Or, la structure uniforme définie par 2 est séparée par hypo-
thése, donc l'intersection des adhérences des ensembles de U est A (II, p. 5,
cor. 2 et prop. 3); on aboutit ainsi a une contradiction.

Il reste & montrer que 'ensemble B des voisinages de A dans X x X est
I’ensemble des entourages d’une structure uniforme compatible avec la topologie
de X. II suflira pour cela de voir que B est ’ensemble des entourages d’une struc-
ture uniforme séparée sur X; car §’il en est ainsi, la topologie déduite de cette
structure sera une topologie meins fine que la topologie de X (1, p. 11, prop. 3),
donc nécessairement identique a cette derniere (I, p. 63, cor. 3).

Il est clair que B vérifie les axiomes (F;) et (Fy); montrons que les axiomes
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(Uyg) et (Uygy) sont aussi vérifiés et que A est P'intersection des ensembles de 3.
Ce dernier point est immédiat, car tout ensemble réduit & un point (x,y) de
X x X est fermé, puisque X est séparé; donc, si ¥ # y dans X, le complémen-
taire de (x,y) dans X x X est un voisinage de A. Comme la symétrie
(x,y) —> (y, x) est un homéomorphisme de X x X sur lui-méme, pour tout

-1
Ve, onaaussi Ve, dol (Up). Supposons enfin que B ne vérifie pas (Upy);
2
il existerait alors un ensemble V € B tel que, pour tout W € B, I'ensemble W N (V

soit non vide; les ensembles V%/ NV (ot W parcourt ) formeraient donc une
base de filtre sur X x X, et cette derni¢re aurait par suite un point adhérent
(x, y) n’appartenant pas a A. Or, comme X est régulier (I, p. 61, corollaire, il
existerait un voisinage ouvert U, de x et un voisinage ouvert U, de y sans point
commun, puis des voisinages fermés V, < U, Vy © U, de x et y respectivement.
Posons Uy = (VU V,), et considérons dans X x X le voisinage
W= U (U xU)
i=1,2,3

de A. Il résulte aussitdt de ces définitions que si (u, v) € Wetu € Vy (resp. u € Uy),
on a nécessairement v € U, (resp. v € U; U Uy = [V,); par suite, le voisinage

2
V; x V,de (x,y) dans X x X ne rencontre pas W; nous avons ainsi obtenu une
contradiction, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 1. — Pour tout recouvrement ouvert fini R = (U);qicn de X,
Vg = Ln) (U; x U,) est un voisinage de A dans X x X; ces ensembles forment
i=1
un systéme fondamental de voisinages de A (et par suite un systéme fondamental d’entou-
rages de I'unique structure uniforme de X): en effet, soit W un voisinage quel-
conque de A dans X x X; pour tout x € X il y a un voisinage ouvert U, de »
dans X tel que U, x U, = W. Comme les U, (x € X) forment un recouvrement
ouvert de X, il existe un nombre fini de points x; (1 < ¢ < n) tels que les U,
(1 € ¢ < n) forment un recouvrement R de X; on a alors Vg = W, d’oll notre
assertion.
En raison de ce résultat, on dit souvent que 'unique structure uniforme de X

est la structure uniforme des recouvrements ouverts finis (cf. 1X, § 4, exerc. 23).
CoRrROLLAIRE 1. — Tout sous-espace d’un espace compact est uniformisable.

COROLLAIRE 2. — Tout espace localement compact est uniformisable.
II suffit de remarquer qu’en vertu du th. d’Alexandroft (I, p. 67, th. 4), un

espace localement compact est homéomorphe 4 un sous-espace d’un espace
compact.

Remarque 2. — On notera qu’il peut exister plusieurs structures uniformes dis-
tinctes compatibles avec la topologie d’un espace localement compact.
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Par exemple, nous avons vu que sur un espace discret infini, il y a plusieurs
structures uniformes distinctes compatibles avec la topologie discréte (II, p. 7,
Remarque 1).

Il ne faudrait pas croire cependant que P'unicité de la structure uniforme com-
patible avec la topologie d’un espace uniformisable soit une propriété caractérisant
les espaces compacts; il y a des espaces localement compacts non compacts qui la
posseédent également (II, p. 37, exerc. 4).

TuakorimE 2. — Toute application continue | d’un espace compact X dans un espace
uniforme X' est uniformément continue.

En effet, soit g = f x f, qui est continue dans X x X (I, p. 25, cor. 1); pour

tout entourage ouvert V' de X/, g:zV’) est donc un ensemble ouvert dans X x X,
qui contient évidemment la diagonale; le théoréme résulte donc du th. 1 (11,
p.- 27), puisque les entourages ouverts de X' forment un systéme fondamental
d’entourages (11, p. 5, cor. 2).

Sous les hypotheéses du th. 2, la restriction de f a tout sous-espace A de X est
uniformément continue; donc (II, p. 20, th. 2):
COROLLAIRE. — Soient A un sous-espace partout dense d’un espace compact X, f une
application de A dans un espace uniforme séparé et complet X'; pour que f puisse étre pro-
longée par continuité @ X tout entier, il faut et il suffit que f soit uniformément continue.

2. Compacité des espaces uniformes

DérmNaTion 2. — On dit qu'un espace uniforme X est précompact si son séparé complété X
est compact. On dit qu’une partie A d’un espace uniforme X est un ensemble précompact si le
sous-espace uniforme A de X est précompact.

Pour qu’une partie A d’un espace uniforme X soit précompacte, il faut et il
suffit donc que, si i: X — X est Papplication canonique, Padhérence dans X de
¢ (A) soit un ensemble compact (II, p. 26, cor. 1).

Exemple. — Dans tout espace uniforme X, Pensemble des points d’une suite de
Cauchy (x,) est précompact: en effet, comme les images des x, dans X forment
encore une suite de Cauchy, on peut se borner au cas olt X est séparé. L’ad-
hérence dans X de Pensemble des x, est alors formée des x,, et de lim x,, donc est

> 00

compacte (I, p. 61, Exemple 2).

TratorEME 3. — Pour qi’un espace uniforme X soit précompact, il faut et il suffit que, pour
tout entourage V de X, il existe un recouvrement fini de X dont tous les ensembles sont petits

d’ordre V.

D’une maniére plus imagée, on peut exprimer cette condition en disant qu’il
existe des recouvrements finis de X dont les ensembles sont aussi petits qu’on veul.
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Soit ¢ Papplication canonique de X dans X; les entourages de X sont les
images réciproques par ¢ x i des entourages de X (II, p. 23, prop. 12). Pour
montrer que la condition de I’énoncé est nécessaire, considérons un entourage

o ) o 2
arbitraire U de X, et un entourage symétrique U’ de X tel que U’ < U; comme
X est compact, il existe un nombre fini de points x; € X tels que les U’(x,) (qui
sont petits d’ordre U) forment un recouvrement de X; si V est 'image réciproque

de U par i x 1, les ensembles i%U'(xj)) forment donc un recouvrement de X par
des ensembles petits d’ordre V. Pour voir que la condition est syffisante, il suffit
d’établir qu’elle entraine que tout ultrafiltre & sur X est convergent; comme X
est complet, il suffit de vérifier que & est un filtre de Cauchy, ou encore, que pour
tout entourage fermé U de X, il existe dans & un ensemble petit d’ordre U (11,
p. 3, cor. 2). Scit V I'image réciproque de U par i x i, et soit (B;) un recouvre-
ment fini de X par des ensembles petits d’ordre V; les ensembles C; = i(B,)
forment un recouvrement de ¢(X) par des ensembles petits d’ordre U, donc on a
X = U C,; d’autre part, comme C; x C; = U et que U est fermé dans X x X,
J

onaaussi C; x C; < U, autrement dit les C; sont aussi petits d’ordre U. Puisque

& est un ultrafiltre, un des C, appartient 3 & (I, p. 39, corollaire).
C.Q.F.D.

COROLLAIRE. — Pour qu’un espace uniforme X sott compact, il faut et il suffit qu’il soit
séparé et complet, et que pour tout entourage V de X, il existe un recouvrement fini de X par
des ensembles petits d’ordre V.

Cela résulte du th. 3 de I, p. 27, th. 1.

Remarque 1. — Un espace quasi-compact non séparé n’est pas nécessairement uni-
formisable, puisqu’il ne vérifie pas nécessairement ’axiome (Omr) (cf. I, p. 61);
par exemple la plupart des espaces quasi-compacts non séparés qui interviennent en
Géométrie algébrique ne satisfont pas & (Oyy) (cf. IT, p. 36, exerc. 2 du §4).

ProrositioN 1. — Dans un espace uniforme, toute partie d’un ensemble précompact, toute
réunion finie d’ensembles précompacts, toute adhérence d’ensemble précompact, est un ensemble
précompact.

Les deux premiéres assertions découlent aussitét du th. 3. D’autre part, soient
X un espace uniforme, A un ensemble précompact dans X, ¢ ’application cano-
nique de X dans son séparé complété X; i(A) est contenu dans Padhérence de
i(A) dans X (I, p. 9, th. 1), donc P’adhérence de ¢(A) dans X est contenue par
hypothése dans un ensemble compact, et par suite est compacte.

Remarque 2. — Dans un espace uniforme X, un ensemble relativement compact A est
précompact, puisque A est contenu dans un ensemble compact. Par contre, méme si X

est séparé, un ensemble précompact n’est pas nécessairement relativement compact dans X,
comme le montre le cas ot X lui-méme est précompact, mais non compact.

Proposrtion 2. — Soit f: X —Y une application uniformément continue. Pour toute
partie précompacte A de X, f(A) est une partie précompacte de Y.
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En effet, si i: X —X, j: Y —Y sont les applications canoniques, on a
J(f(A)) = f(E(A) (A1, p. 24, prop. 15), donc j(f(A)) est relativement com-
pact dans ¥ (I, p. 63, cor. 1).

ProrosrTiON 3. — Soient X un ensemble, (Y,)ycr, une famille d’espaces uniformes, et
pour chaque X € L, soit f, une application de X dans Y, ; on munit X de la structure uni-
Sforme la moins fine rendant uniformément continues les f,. Pour qu’une partie A de X soit
précompacte, il faut et 1l suffit que, pour tout ) € L, f,(A) soit une partie précompacte de Y.

La condition est nécessaire en vertu de la prop. 2; vu la caractérisation du
séparé complété de X (II, p. 26, prop. 18) elle est suffisante en vertu du th. de
Tychonoff (I, p. 64, corollaire).

3. Ensembles compacts dans un espace uniforme

La proposition suivante précise, dans un espace uniforme quelconque, la prop. 3
de I, p. 61 relative aux espaces compacts.

ProproSITION 4, — Dans un espace uniforme X, sotent A un ensemble compact, B un
ensemble fermé tels que A NB = @. Il existe alors un entourage V de X tel que
VA)nV(B) = @.

2
S’il n’en était pas ainsi, aucun des ensembles A N V(B), ou V parcourt ’en-
semble des entourages symétriques de X, ne serait vide; ces ensembles formeraient
donc une base de filtre sur A, qui aurait un point adhérent x, € A. Pour tout en-

3
tourage symétrique V de X, V(x,) rencontrerait donc B, et par suite, comme B
est fermé, on aurait ¥, € B, contrairement 4 ’hypothése.

COROLLAIRE. — Soit A un ensemble compact dans un espace uniforme X lorsque V par-
court Uensemble des entourages de X, les ensembles V (A) forment un systéme fondamental de
voisinages de A.

En effet, soit U un voisinage ouvert quelconque de A; I’ensemble B = (U est
fermé et ne rencontre pas A; d’aprés la prop. 4, il existe un entourage V tel que
V(A) " V(B) = @; a fortiori, on a V(A) < U, ce qui démontre le corollaire.

4. Ensembles connexes dans un espace compact

DEFINITION 3. — Dans un espace uniforme X, soit V un entourage symétrique; on dit
qu'une suite finie (x;)o<i<n de points de X est une V-chaine si, pour tout indice i tel que
0 < i < m,x; et x;,, sont voisins d’ordre V' les points xq et x,, sont appelés les extrématés
de la V-chaine, et on dit qu’ils sont joinis par la V-chaine.

Etant donné un entourage symétrique V, la relation «il existe une V-chaine

3

joignant x et y » est une relation d’équivalence entre x et y dans X, comme on le

vérifie aussitot; soit A, v la classe d’équivalence de x suivant cette relation, c’est-
a-dire 'ensemble des points y € X pouvant étre joints a x par une V-chaine. Il est



TG I1.32 STRUCTURES UNIFORMES §4

immédiat que siye A,y on a V(y) < A, y, donc A,y est ouvert; mais son
complémentaire, qui est réunion de classes d’équivalence, est aussi ouvert. Donc:
ProrosrrioN 5. — Dans un espace uniforme X, Uensemble A,  des points qui peuvent
étre joints & un point donné x par une V-chaine, est & la fois ouvert et fermé.

Pour tout x € X, désignons par A, l'intersection des ensembles A,  lorsque
V parcourt Pensemble des entourages symétriques de X; c’est la classe d’équiva-
lence de x suivant la relation d’équivalence: « quel que soit entourage symétrique
V, il existe une V-chaine joignant x et y ».

Prorosition 6.-— Dans un espace compact X, la composante connexe d’un point x,
Uensemble A, et Iintersection des voisinages de x & la_fois ouverts ¢t _fermés sont identiques.

Il suffit de montrer que A, est connexe; en effet, dans tout espace uniforme X,
la composante connexe de x est contenue dans I'intersection des voisinages a la
fois ouverts et fermés de X, et cette intersection est elle-méme contenue dans A,
en vertu de la prop. 5.

Supposons que A, ne soit pas connexe; comme c’est un ensemble fermé, il
existerait deux ensembles fermés non vides et sans point commun, B et G, tels que
Bu C = A,. Dapres la prop. 4 (II, p. 31) il existerait alors un entourage U de

X tel que UB) N U(C) = @ ; soit W un entourage ouvert tel que \/2\7 o U, et
désignons par H DPensemble fermé complémentaire dans X de Pensemble
W(B) U W(C). Supposons par exemple que x € B, et considérons un point y € C;
pour tout entourage symétrique V. < W, on voit aussit6t, par récurrence sur i,
que toute V-chaine (x,),<;<, jolgnant x et y dans X a nécessairement un point
dans H, en vertu du choix de W. Comme par hypothése x et y peuvent étre joints
par une V-chaine pour tout entourage symétrique V, on voit que, pour V. .< W,
Pensemble H N A, y n’est pas vide. D’autre part, si V' < V, on a évidemment
A,y < A, ys il en résulte que lorsque V parcourt I'ensemble des entourages
symétriques de X, les ensembles L N A, y formeraient une base de filtre com-
posée d’ensembles fermés dans P'espace compact H. Il existerait donc un point
commun 2 tous ces ensembles, autrement dit un point commun & H et A,;
comme cela est contraire & la définition de H, la proposition est démontrée.

CoRrOLLAIRE. — Soient X un espace localement compact, K une composanie connexe
compacte de X. Alors les voisinages a la fois ouverts et fermés de K forment un systéme
Sondamental de voisinages de K.

En effet, soit V un voisinage ouvert relativement compact de K dans X (I,
p. 65, prop. 10), et soit F sa frontiére. Soit U = V un ensemble 2 la fois ouvert
et fermé par rapport & V; alors U est fermé dans X, et si en outre U ne rencontre
pas F, U est ouvert dans X, car cela entraine U < V et U est ouvert par rapport
a V. Tout revient donc 2 montrer qu’il existe dans V un ensemble contenant K,
a la fois ouvert et fermé par rapport 2 V, et qui ne rencontre pas F.

Raisonnons par 'absurde: les intersections avec F des ensembles contenant
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K et 2 la fois ouverts et fermés par rapport 2 V formeraient une base de filtre
composée d’ensembles fermés dans F; comme F est compact, ces ensembles
auraient un point commun y € F; mais cela est absurde, car V est un espace
compact, K est une composante connexe de cet espace, et en vertu de la prop. 6,
Pintersection des ensembles contenant K et 4 la fois ouverts et fermés dans V se
réduit & K. Le corollaire est donc démontré.

Prorosrrion 7. — Soient X un espace compact, R la relation d’égquivalence dans X dont
les classes sont les composantes connexes de X. Lespace guotient X/R est compact et totale-
ment discontinu.

On sait déja (I, p. 84, prop. 9) que X/R est totalement discontinu; tout
revient & voir que X/R est séparé (I, p. 78, prop. 8). Soient A et B deux compo-
santes connexes distinctes de X; en vertu de la prop. 6 (II, p. 32), il existe un
entourage symétrique U de X tel qu’un point quelconque de A et un point quel-
conque de B ne puissent étre joints par une U-chaine. Or, ’ensemble V (resp. W)
des points de X qui peuvent étre joints & un point x € A (resp. ¥ € B) par une U-
chaine est a la fois ouvert et fermé dans X (II, p. 32, prop. 5) et contient A
(resp. B); ces ensembles sont donc des voisinages ouverts de A et B respective-
ment, saturés pour R et ne se rencontrant pas, ce qui démontre la proposition.



Exercices

§1

1) Soient X un ensemble infini, § un ultrafiltre sur X tel que I'intersection des ensembles de
& soit vide. Pour tout ensemble A € &, soit V, la partie A U (A x A) de X x X. Montrer
que lorsque A parcourt &, les V, forment un systéme fondamental d’entourages d’une
structure uniforme % (F) sur X, et que la topologie déduite de % ({) est la topologie discréte.

*2) Surla droite numérique R, munie de la structure uniforme additive, montrer que lorsque
V parcourt le filtre des entourages de R, les ensembles V(Z) ne forment pas un systéme
fondamental de voisinages de ’ensemble Z des entiers rationnels., (Cf. II, p. 31, corollaire).

*3) Soit V 'entourage de la structure uniforme additive de R formé des couples (x, y) tels
que 'on ait, ou bien |x — y| < 1, ou bien xy = 1. Montrer que V est fermé dans R x R,
mais que si on désigne par A ’ensemble (fermé dans R) des entiers n = 2, V(A) n’est pas
fermé dans R.

4) Montrer que si un espace uniforme est un espace de Kolmogoroff (I, p. 89, exerc. 2), il
est séparé.

€ 5) a) Solent X un espace uniforme, % sa structure uniforme: pour tout entourage V de
X, soit Via partie de P(X) x P(X) formée des couples (M, N) de parties de X telles qu’on
ait d la fois M © V(N) et N = V(M). Montrer que les ensembles V constituent un systéme
fondamental d’entourages d’une structure uniforme % sur H(X).

b) Sur ’ensemble By (X) des parties non vides de X, montrer que la topologie induite par la
topologie I (%) déduite de % est plus fine que la topologie I (I, p. 91, exerc. 7).

¢) Si X a au moins deux points et si % est séparée, montrer que, sur Po(X), la topologie in-
duite par la topologie 7 (%) n’est jamais moins fine que Fg. Pour que la topologie induite sur
Pensemble F(X) des parties fermées non vides de X par 7 (%) soit plus fine que la topologie
induite par Jy, il faut et il suffit que pour toute partie fermée A de X, ’ensemble des V(A),
oi1 V parcourt 'ensemble des entourages de X, soit un systéme fondamental de voisinages
de A,

*#d) Montrer que sur 'ensemble quotient X/R défini dans le chap. I, p. 116, exerc. 18, la



§3 EXERCICES TG I1.35

topologie quotient et les topologies induites par 7, T4 et 7 (%) (ol % est la structure uni-
forme usuelle de R?) sont toutes distinctes.

§2

*1) Sur la droite numérique R (munie de la structure uniforme additive), la fonction x| est
uniformément continue; la fonction 1/x est uniformément continue dans tout intervalle
(2, + o, olt a > 0; eclle est continue, mais non uniformément continue, dans 'intervalle

]0> + OO[*

2) Montrer que, sur Z, les topologies déduites des structures p-adiques correspondant a deux
nombres premiers différents, ne sont pas comparables.

3) Sur un ensemble infini X, soient &;, Fs deux ultrafiltres non triviaux distincts; montrer
que les structures uniformes % (F,) et #(Fa) (11, p. 34, exerc. 1) ne sont pas comparables,
et que la borne supérieure de ces deux structures uniformes est la structure uniforme dis-
créte; quelle est leur borne inférieure? En déduire que ’ensemble des structures uniformes
séparées sur X est équipotent & P(P(X)) (cf. I, p. 101, exerc. 6 a)).

4) a) Soient U et U les filtres d’entourages de deux structures uniformes sur un méme en-
semble non vide X; pour que le filtre intersection de U et U’ soit le filtre des entourages d’une
structure uniforme sur X, il faut et il suffit que, quels que soient Ve U et V7 e W, il existe
Wellet Welltels que WW « VU V',

5) Donner un exemple de deux filtres d’entourages Uy, Uy, définis chacun par une partition
finie de X (11, p. 10, Exemple), qui ne satisfont pas a la condition de ).

5) Soient (X,),er une famille d’espaces uniformes, ¢ un cardinal infini. Pour toute famille
(V)ien ot Card(H) < ¢ et V, est un entourage de X, pour chaque t € H, soit U((V,))

Pensemble des couples (x,y) de points de X = ];[I X, tels que (pr, x, pr,y) € V, pour tout
1€ H. Montrer que les ensembles U((V,)) forment un systéme fondamental d’entourages
d’une structure uniforme sur X; la topologie déduite de cette structure uniforme est la
topologie définie dans I’exerc. 9 de I, p. 95.

6) Soient X un espace uniforme, % sa structure uniforme, @ la structure uniforme corres-
pondante sur $o(X) (I, p. 34, exerc. 5).

a) Montrer que ’application x +—> {x} est un isomorphisme de 'espace uniforme X sur un
sous-espace de Pespace uniforme Pp(X).

b) Montrer que la structure uniforme induite par % sur Pensemble &F(X) des parties fermées
non vides de X est séparée, et que U est I'image réciproque par Papplication M — M de la
structure induite sur F(X) par u.

¢) Montrer que Papplication (M, N) —> M U N de (X)) x Po(X) dans Py(X) est uni-

formément continue.

d) Soit Y un second espace uniforme. Si 3 X — Y est une application uniformément con-
tinue, montrer que Papplication M +— (M) de PBo(X) dans Lo (Y) est uniformément con-
tinue.

¢) Soit B une partie compacte de Pensemble F(X) des parties fermées non vides de X, muni
de la topologie induite par la topologie J (W;) déduite de %. Montrer que ensemble
U M est fermé dans X.

Me®B

$3

*1) Sur la droite numérique R, on désigne par % la structure uniforme additive, par %’
I'image réciproque de % par Papplication x v x° de R sur lui-méme. Montrer que %’ est
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strictement plus fine que %, mais que les filtres de Cauchy sont les mémes pour ces deux
structures uniformes. 4

2) a) Soient X un ensemble infini, § un ultrafiltre non trivial sur X. Montrer que dans le
complété de X muni de la structure uniforme #(F) (11, p. 34, exerc. 1) le complémentaire
de X se réduit & un seul point, et que Uespace topologique X s’identifie & I’espace associé &
Pultrafiltre § (I, p. 40, Exemple).

#p) Déduire de &) un exemple de structure uniforme sur R, plus fine que la structure uni-
forme additive, et pour laquelle R n’est pas complet.

*3) a) Sur la droite numérique R, on désigne par % la structure uniforme additive, par %,
la structure uniforme induite sur R par celle de la droite achevée R, par %, la structure
uniforme induite sur R par celle du compactifié d’Alexandroff R = P,(R) de R; % est
strictement plus fine que %, %, strictement plus fine que %,, et les topologies déduites de
ces trois structures uniformes sont les mémes; les complétés de R pour ces trois structures
uniformes sont respectivement R, R et R. L’application identique de R se prolonge par
continuité en une apphcatlon 1nJect1ve mais non surjective R—R et en une application
surjective mais non injective R — R.

b) Déduire de a) un exemple d’espaces uniformes séparés X, Y et d’une apphcatxon uni-
formément continue et bijective u: X — Y, dont le prolongement par continuité #: X — ¥
n’est ni injectif ni surjectif.

9 4) Avec les notations de I’exerc. 5 de I1, p. 35, on suppose que tous les espaces uniformes
X, sont complets. Montrer que pour la structure uniforme définie dans P’exerc. cité, ’espace
X est complet (utiliser le cor. 2 de la prop. 5 de I, p. 14 en raisonnant par ’absurde).

5) Soit X un espace uniforme séparé tel que X soit intersection d’une famille dénombrable
de parties ouvertes de X. Montrer que, pour tout espace uniforme séparé Y tel que X soit un
sous-espace uniforme de Y, X est intersection d’une partie fermée de Y et d’une famille
dénombrable de parties ouvertes de Y.

6) Soient X un espace uniforme, i: X — X ’application canonique de X dans son séparé
complété. Soit X, 'ensemble somme de X et de X = i(X), et soit j: X, — X Papplication
qui coincide avec 7 dans X, avec P'identité dans X — i(X). Montrer que pour la structure
uniforme image réciproque par j de la structure uniforme de X, X, est complet. En outre,
pour tout espace uniforme complet Y tel que X soit un sous-espace uniforme de Y, ’applica-
tion identique X — X se prolonge d’une seule maniére en une application continue X, — Y.

9 7) Soient X un espace uniforme séparé, % sa structure uniforme; on désigne par %, la
structure uniforme induite sur F(X) par la structure uniforme % (I, p. 35, exerc. 6 b)),
par %o la structure uniforme induite sur F(F(X)) par la structure uniforme %No‘ Montrer
que Papplication canonique x +> {{x}} de X dans F(& (X)) se prolonge en un isomorphisme
de X sur un sous-espace uniforme fermé de F(F(X)) (muni de %) (utiliser la prop. 9 de
11, p. 17).

§ 4

9 1) Soit R un recouvrement ouvert d’un espace compact X; montrer qu’il existe un en-
tourage V de la structure uniforme de X tel que, pour tout x € X, V(x) soit contenu dans un
ensemble appartenant & R (remarquer que pour tout x € X, il existe un entourage W, tel

2
que W, (x) soit contenu dans un ensemble de R, et recouvrir X par un nombre fini d’en-
sembles W ,.(x)).

2) Pour qu’un espace quasi-compact X soit uniformisable, il faut et il suffit que sa topologie
soit image réciproque de la topologie d’un espace compact Y, par une application surjective
[ XY,
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3) Soit fune application continue d’un espace compact X dans un espace compact Y, et soit
V un entourage ouvert de X tel que la relation f(x) = f(y) entraine (x,y) € V. Montrer
qu’il existe un entourage W de Y tel que la relation ( f(x), f(y)) € W entraine (x,y) € V.

4) Soit X I’espace localement compact défini dans I, p. 106, exerc. 12. Montrer que, dans
X x X, tout voisinage de la diagonale A contient un ensemble de la forme (x, o( x (x, (.
En déduire que, sur X, il n’y a qu’une seule structure uniforme compatible avec la topologie
de X, et que le complété de X pour cette structure peut étre identifié 4 Pintervalle X’ = (a, 8)
muni de la topologie 7. (X’). (Observer que tout ultrafiltre sur X est nécessairement un filtre
de Cauchy pour toute structure uniforme compatible avec la topologie de X.)

5) Pour qu’un espace uniforme X soit précompact, il faut et il suffit que tout ultrafiltre sur
X soit un filtre de Cauchy. (Pour montrer que la condition est suffisante, remarquer que si X
n’est pas précompact, il existe un entourage V de X tel que les ensembles [V (x), ol x par-
court X, engendrent un filtre sur X.)

6) Soit X un espace uniforme tel que toute suite de points de X ait au moins une valeur
d’adhérence dans X. Montrer que X est précompact (raisonner par Pabsurde).

7) Dans un espace uniforme X, on dit qu’un ensemble A est borné si, pour tout entourage V

n
de X, il existe un ensemble fini F et un entier n > 0 tels que A < V(F).
a) La réunion de deux parties bornées est bornée. L’adhérence d’un ensemble borné est un
ensemble borné. Tout ensemble précompact est borné.
b) Si f: X — Y est uniformément continue, I'image par f de toute partie bornée de X est
une partie bornée de Y.
¢) Dans un produit d’espaces uniformes non vides, pour qu’un ensemble soit borné, il faut et
il suffit que chacune de ses projections le soit.

n

d) Pour tout entourage symétrique V de X, soit Ry la réunion des ensembles V pour toutes
les valeurs de ’entier n > 0; montrer que Ry est a la fois ouvert et fermé dans X x X et
que, pour tout x € X, on a Ry(x) = A,y (notation de II, p. 31). On suppose que pour tout
entourage symétrique V de X, on ait Ry = X x X (ce qui a lieu en particulier si X est
connexe) ; montrer que pour qu'un ensemble A < X soit borné, il faut et il suffit que pour

n
tout entourage symétrique V de X, et tout x € X, il existe un entiern > 0tel que A < V(xp).

8) Soient X un espace uniforme, V un entourage fermé de X, A une partie compacte de X;
montrer que V(A) est fermé dans X (cf. I, p. 77, cor. 5).
€ 9) Soit X un espace localement compact, muni d’une structure uniforme compatible avec
la topologie de X, et telle qu’il existe un entourage V pour lequel V(x) soit relativement
compact dans X quel que soit x € X.
a) Montrer que X est complet pour la structure uniforme considérée.
2
b) Soit U un entourage symétrique de X tel que U < V; montrer que si A est relativement
compact dans X, U(A) est relativement compact dans X.
¢) Montrer que X est paracompact (utiliser 4), exerc. 7, et le th, 5 de I, p. 70).
2
d) Soit W un entourage symétrique fermé de X tel que W < V; montrer que pour tout
ensemble A fermé dans X, W(A) est fermé dans X (utiliser exerc. 8).
10) Soit X un espace uniforme séparé tel qu’il existe un entourage V de X, pour lequel V(x)
soit précompact pour tout x € X. Montrer que le complété X est localement compact et
satisfait aux conditions de exerc. 9. (Si W est un entourage ouvert symétrique de X tel que
3 — S S o .
W < V, montrer que 'adhérence W de W dans X x X est telle que W(x) soit compact pour
tout x € X).
€ 11) Soient X un espace uniforme séparé, % sa structure uniforme, F(X) P'ensemble des
parties fermées non vides de X muni de la structure uniforme induite par la structure
uniforme % définie dans II, p. 34, exerc. 5 a).
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a) Montrer que si X est précompact, F(X) est précompact. (Si (A;) est un recouvrement fini
de X par des ensembles petits d’ordre V (V symétrique), on montrera que les ensembles
{/(Bk), ot1 les By sont toutes les réunions d’ensembles Ay, forment un recouvrement de F(X)).
b) Pour qu’un point A € F(X) soit tel que tout voisinage de A pour la topologie induite sur
F(X) par T (@7) contienne un voisinage de A pour la topologie induite sur F(X) par Jg
(I, p. 101, exerc. 12), il faut et il suffit que A soit précompact.

¢) Montrer que sur Pensemble R(X) des parties compactes de X, les topologies induites par
T () et T coincident (utiliser ) et exerc. 5 de II, p. 34).

712) a) Soit R un réseau booléien, formé de parties d’'un ensemble Q. A toute partition

finte w = (A;) de Q formée d’ensembles appartenant a R, on fait correspondre, dans

Q x Q,Pensemble C,; = U (A; x A)). Montrer que les Cg; forment un systéme fondamental
1

d’entourages d’une structure uniforme séparée sur Q. Le complété Qde pour cette struc-
ture est un espace compact totalement discontinu; pour qu’une partie de € soit un ensemble
a la fois ouvert et fermé dans Q, il faut et il suffit qu’elle soit de la forme A, ol A € R. Mon-
trer que A — A est une application bijective de R sur Pensemble des parties 4 la fois ouvertes
et fermées de f), telle que 1'on ait A = (A, AUB =AuUBet AN B = AN B. Lorsque
R, est un réseau booléien quelconque, R le réseau isomorphe de parties de Pensemble Q des
préfiltres maximaux de Ry (I, p. 99, exerc. 20), montrer que l'application canonique

Q-0 est bijective, autrement dit que Q est compact. Si R est achevé (E, III, p. 71,
exerc. 11), Q est extrémement discontinu (I, p. 117, exerc. 21). Donner un exemple de réseau
booléien R, tel que Q ne soit pas extrémement discontinu (cf. T, p. 99, exerc. 20 d)). Si R,
est un réseau booléien formé de parties d’un ensemble E, les ensembles a la fois ouverts et
fermés de Q s’obtiennent en considérant un ensemble A € R, et 'ensemble U(A) des pré-
filtres maximaux de R, auxquels appartient A.
b) Soit X un espace topologique séparé, tel que les ensembles a la fois ouverts et fermés
forment une base de la topologie de X. On prend pour R le réseau booléien formé des
parties 2 la fois ouvertes et fermées de X; la topologie induite sur X par la topologie du
complété X de X pour la structure uniforme % définie dans a) est la topologie donnée sur X.
En outre, les éléments maximaux dans Pensemble des filtres sur X ayant une base formée
d’ensembles ouverts, et dans Pensemble des filtres sur X ayant une base formée d’ensembles
fermés, sont des filtres de Cauchy pour #. En déduire qu’il existe des applications surjectives
continues ¢: X — X, §: X’ — X pour les espaces topologiques X et X’ définis dans I,
p- 109, exerc. 26 et 25. *Montrer que si X est la droite rationnelle @, P’application ¢ n’est
pas bijective., Si X est extrémement discontinu (I, p. 117, exerc. 21), ¢ est bijective, X est
extrémement discontinu et s’identifie & Pespace semi-régulier associé & X’ (I, p. 103, exerc.
20) ; les espaces extrémement discontinus peuvent donc se caractériser comme les sous-espaces
partout denses des espaces compacts extrémement discontinus. En déduire un exemple d’es-
pace compact extrémement discontinu et n’ayant aucun point isolé (cf. I, p. 117, exerc.
21/)-

Si on prend en particulier pour X un espace discret, X s'identifie & Pespace des ultrafiltres
sur X (I, p. 110, exerc. 27).

13) Soient X un espace localement compact, U une partie ouverte de X, B 1’ensemble
réunion de U et des composantes connexes relativement compactes de §U; montrer que B
est ouvert et est la réunion de U et des parties de §U, a la fois ouvertes et compactes dans {U.
(Plonger X dans son compactifié d’Alexandrofl X’ = X U {o}, observer que dans X’ — U
la composante connexe du point o est {w} U (B, et utiliser la prop. 6 de II, p. 32.)

14) Soient X un espace compact, B une base de filtre sur X formée d’ensembles fermés
connexes; montrer que Pintersection (non vide) des ensembles de B est un ensemble fermé
connexe (raisonner par ’absurde, en utilisant la prop. 4 de II, p. 31 et I, p. 60, th. 1).

15) Soit X un espace compact; l'espace F(X) des parties fermées non vides, muni de la
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topologie induite par 9'(@;) (I1, p. 37, exerc. 11) est alors compact (I, p. 106, exerc. 14).
On considére un ultrafiltre ¥ sur 'espace &(X) et on suppose que pour tout entourage V de
la structure uniforme de X, et tout ¥ € ¥, il existe M e X tel que deux points quelconques de
M puissent étre joints par une V-chaine contenue dans M. Montrer que le point limite A de
¥ dans &(X) est une partie connexe de X (appliquer la prop. 6 de II, p. 32).

€ 16) Soient X un espace compact et connexe, A et B deux parties fermées non vides de X,
sans point commun. Montrer qu’il existe une composante connexe de §(A U B) ayant des
points adhérents dans A et dans B. (Soit U un entourage de la structure uniforme de X tel que

2 ra
U(A) n U(B) = @. Montrer d’abord que 'ensemble My des composantes connexes de

G(U(A) v U(B)) qui rencontrent 4 la fois U(A) et U(B) n’est pas vide; pour cela, on prouvera
que pour tout entourage symétrique W < U, il existe x € U(A) ety € U(B) et une W-chaine
joignant x ety et dont tous les points distincts de x ety appartiennent & {{U(A) U U(B)); on
appliquera ensuite exerc. 15. Pour tout entourage V < U, montrer que tout ensemble
K &€ My contient un ensemble H € My, et que Pensemble Ry,y des ensembles H € My qui
sont contenus dans un ensemble K € My est fermé dans F(X); en conclure que lorsque V
parcourt 'ensemble des entourages contenus dans U, Pintersection des ensembles Ry, n’est

pas vide.)

17) Soit X un espace localement compact connexe. Pour toute partie compacte K de X,
non vide et distincte de X, montrer que toute composante connexe de K rencontre la
frontiere de K dans X (utiliser le corollaire de 11, p. 32). En déduire que pour tout ensemble
ouvert A relativement compact dans X, non vide et distinct de X, toute composante connexe
de A a au moins un point adhérent dans [A.

€ 18) a) Montrer qu’un espace compact et connexe X ne peut étre réunion d’une infinité
dénombrable d’ensembles fermés non vides deux a deux disjoints. (Raisonner par Pabsurde:
si (F,) est une partition infinie dénombrable de X formée d’ensembles fermés, montrer, &
Paide de ’exerc. 17, qu’il existe un ensemble compact connexe K ne rencontrant par F,, mais
rencontrant une infinité des F,,; on considérera pour cela la composante connexe d’un point
de F; par rapport 4 un voisinage compact de F; ne rencontrant par F;. Raisonner ensuite par
récurrence.)

b) Etendre le résultat de a) au cas d’un espace localement compact connexe X, lorsqu’on fait
une des deux hypothéses supplémentaires suivantes: un des F,, est compact et connexe, ou X
est localement connexe. (Dans le premier cas, se ramener & a) 4 Paide de Pexerc. 17.)

*2) Dans ’espace R3, soit X le sous-espace réunion des sous-espaces suivants: A, est la demi-
droite x > 0, y = 1fn, z=0 (n > 1); B, lintervalle 2n. < x <22+ 2, y =0, z=0
(n = 0); C, Pensemble défini par les relations

x=2n+1, 0<y<l(n+1), z=y( ‘ﬁT) (n > 0).

Montrer que X est localement compact, connexe et réunion d’une famille dénombrable de
sous-espaces fermés connexes et deux 4 deux disjoints.

€ 19) On dit qu’un espace compact connexe X est irréductible entre deux de ses points x, y
s’il n’existe aucune partie compacte et connexe de X, distincte de X et contenant les points
xety.

a) Six,y sont deux points distincts d’un espace compact connexe X, montrer qu’il existe un
sous-espace K de X, compact, connexe et irréductible entre x et y (utiliser P’exerc. 14 (11,
p. 38) et le th. de Zorn).

b) Montrer qu'un espace compact et connexe ayant au moins deux points distincts ne peut
étre irréductible entre deux quelconques de ses points (utiliser Pexerc. 17).

¢) Soit X un espace compact connexe; on suppose qu’il existe un point ¢ e X ayant un
voisinage fermé connexe V distinct de X. Si x et y sont deux points quelconques de [V,
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montrer qu’il existe une partie compacte et connexe de X, contenant x et I’un des points q, y,
mais non Pautre (utiliser Pexerc. 17). Avec les mémes hypothéses, montrer que si x, y, z sont
trois points distincts quelconques de X, X ne peut étre irréductible a la fois entre x et y, entre
y et z et entre z et x.

9 20) Soient X un espace compact connexe, L Pensemble des points de X possédant un
systéme fondamental de voisinages connexes; les points de S = (L sont dits points singuliers
de X. Les points de Pintérieur L de L et les composantes connexes de S sont appelés les
constituants premiers de X.

a) Soient A un ensemble ouvert non vide dans X, distinct de X, K une composante connexe
de A, F Padhérence de A N $K; montrer que si A N K N F n’est pas vide, tous ses points
sont singuliers. 8Si x € AN F N K, la composante connexe Q de x dans F rencontre (A (en
considérant un point de (K contenu dans V{(x) et sa composante connexe dans A, montrer,
en utilisant ’exerc. 17, que I"ensemble des points de F pouvant étre joints & x par une V-
chaine contenue dans F rencontre {A). En déduire que le constituant premier P contenant
x rencontre (A (remarquer que P contient la composante connexe de x dans Q M A, et
utiliser Pexerc. 17, appliqué & Vespace compact connexe () et a 'ensemble ouvert Q N A
dans cet espace).

b) Déduire de a) que si P est un constituant premier de X et U un voisinage de P, il existe un
voisinage connexe de P contenu dans U (raisonner par I’absurde).

¢) Soit V un entourage symétrique de X; on désigne par V’ ’ensemble des couples (x, y) de
points de X tels qu’il existe une V-chaine joignant x et y et dont tous les points, sauf peut-étre
x et y, soient singuliers. Lorsque V parcourt ensemble des entourages symétriques de X, les
ensembles V” correspondants forment un systéme fondamental d’entourages d’une structure
uniforme (en général non séparée) sur X; soit X’ I'espace séparé associé; montrer que les
images réciproques des points de X’ par ’application canonique X —> X’ sont les constituants
premiers de X. L’espace (compact et connexe) X’ est appelé Vespace des constituants premiers
de X. Montrer que X’ est localement connexe (utiliser b) et la prop. 8 de I, p. 78).

*d) Soit (r,) la suite de tous les nombres rationnels contenus dans )0, 1{, rangés dans un
certain ordre. Pour tout x irrationnel dans (0, 1}, soit

S(x) = 2277 sin 1(x = r,).

Soit X Padhérence dans R? du graphe de f. Montrer que X est connexe et irréductible
entre les points d’abscisses 0 et 1, mais n’a qu’un seul constituant premier. ,

*21) Dans 'espace localement compact X défini dans Pexerc. 9 de I, p. 115, soit S la
relation d’équivalence dont les classes sont les composantes connexes de X. Montrer que
Pespace quotient X/S n’est pas séparé,

22) Montrer que tout espace compact totalement discontinu X est homéomorphe a une
limite projective d’un systéme projectif d’espaces finis discrets. (Considérer les partitions
finies de X en ensembles ouverts et utiliser le corollaire de II, p. 32).

€ 23) Soient X et Y deux espaces localement compacts, f: X — Y une application continue
ouverte surjective.
a) Pour toute partie compacte et connexe K de Y, et toute composante connexe compacte C

de}l(K), montrer que f{C) = K (se ramener au cas ot K = Y et utiliser le corollaire de II,

-1
p- 32). *Donner un exemple d’une composante connexe non compacte G’ de f(K) telle que

JC) # Koy

b) On suppose en ouire Y localement connexe. Pour tout ensemble ouvert connexe U dans

-1
Y et toute composante connexe relativement compacte (dans X) R de f(U), montrer que
F(R) = U, (Observer que dans un espace localement compact et localement connexe, un
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ensemble ouvert connexe U est réunion des parties compactes connexes contenues dans U et
contenant un point donné y, € U; appliquer alors a)).

¢) On suppose en outre X localement connexe. Montrer que pour toute partie connexe K
de Y qui est ouverte, ou compacte avec un intérieur non vide, et pour toute partie compacte

-1
H de X, il n’existe qu'un nombre fini de composantes connexes de f(K) contenues dans H.
(Utiliser a) et b)).

24} Soient X un espace localement compact et localement connexe, Y un espace séparé,

-1
f+ X — Y une application continue. Soit x un point de X tel que le sous-espace f( f(x)) de X
soit totalement discontinu. Montrer que lorsque U parcourt un systéme fondamental de

-1
voisinages de f(x) dans Y, les composantes connexes de x dans les ensembles / (U) forment un
systéme fondamental de voisinages de x. (Raisonner par I'absurde, en utilisant I’exerc. 14 de
11, p. 38).

25) Soit X un espace topologique tel que, pour tout x € X, les voisinages a la fois ouverts et
fermés de x forment un systéme fondamental de voisinages de x. Montrer que X est uni-
formisable (considérer Pespace de Kolmogoroff universel correspondant 2 X (I, p. 104,
exerc. 27) et utiliser P'exerc. 12 4)).

€26) a) Soient X, Y deux espaces localement compacts, f une application continue de X

dans Y; on suppose que pour un pointy € Y, une composante connexe C de f(y) est compacie.
Montrer que pour tout voisinage ouvert V de y dans Y, il existe un voisinage ouvert relative-
ment compact V; < V de g, et un voisinage ouvert relativement compact U de C dans X,

~1
contenu dans f(V,), tels que Papplication f; : U — V; qui coincide avec f dans U, soit propre.
(En utilisant le corollaire de II, p. 32, montrer qu’il existe un voisinage ouvert relativement

-1

compact W de C contenu dans f(V) et tel que la frontiére S de W dans X ne rencontre pas
-1 -1

Sf(9); prendre pour U (resp. V;) 'ensemble des points de W n’appartenant pas a f(f(S))
(resp. Pensemble des points de V n’appartenant pas & f(8)).)

b) Soient X, Y deux espaces localement compacts, fune application continue de X dans Y,
telle que les composantes connexes de tous les ensembles f(y), ou y parcourt Y, soient
compactes. Soit R la relation d’¢quivalence dans X dont les classes d’équivalence sont ces

composantes connexes. Montrer que 'application canonique X -» X/R est propre (utiliser a),
et la prop. 9 de I, p. 78).



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient & la bibliographie placée a la fin de
cette note.)

Les principales notions et propositions relatives aux espaces uniformes se sont
dégagées peu a peu de la théorie des variables réelles, et n’ont fait ’objet d’une
étude systématique qu’a une date récente. Cauchy, cherchant a fonder rigoureuse-
ment la théorie des séries (cf. Notes hist. des chap. I et 1V), y prit comme point de
départ un principe qu’il semble avoir considéré comme évident, d’apres lequel
une condition nécessaire et suffisante pour la convergence d’une suite (a,) est que
|@n4p — a,| soit aussi petit qu’on veut dés que n est assez grand (v. p. ex. (II)).
Avec Bolzano (I), il fut sans doute P'un des premiers & énoncer ce principe ex-
plicitement, et & en reconnaitre 'importance: d’oit le nom de « suite de Gauchy »
donné aux suites de nombres réels qui satisfont 4 la condition dont il s’agit, et,
par extension, aux suites (x,) de points dans un espace métrique (chap. IX)
telles que la distance de %, , & &, soit aussi petite qu’on veut dés que n est assez
grand; de 12 enfin le nom de « filtre de Cauchy » donné & la généralisation des
suites de Cauchy qui a été étudiée dans ce chapitre.

Lorsque par la suite on ne se contenta plus de la notion intuitive de nombre
réel, et qu’on chercha, afin de donner 4 I’Analyse un fondement solide, a définir
les nombres réels a partir des nombres rationnels, ce fut précisément le principe
de Cauchy qui fournit la plus féconde des définitions proposées dans la deuxiéme
moitié du x1x° siécle; c’est la définition de Cantor (I1I) (développée aussi, entre
autres, d’aprés les idées de Cantor, par Heine (V), et, indépendamment,
par Méray), d’aprées laquelle on fait correspondre un nombre réel a toute suite de
Cauchy («suite fondamentale » dans la terminologie de Cantor) de nombres
rationnels; un méme nombre réel correspondra a deux suites de Cauchy de
nombres rationnels (a,) et (,) si |a, — &,] tend vers 0, et dans ce cas seulement.
L’idée essentielle est ici que, d’un certain point de vue (en réalité, du point de vue
de la «structure uniforme » définie dans II, p. 3, Exemple 1), Uensemble © des
nombres rationnels est « incomplet», et que Pensemble de nombres réels est
Pensemble « complet » qu’on déduit de € en le « complétant ».

Drautre part, Heine, dans des travaux largement inspirés par les idées de
Weierstrass et de Cantor, définit le premier la continuité uniforme pour les
fonctions numériques d’une ou plusicurs variables réelles (IV), et démontra que
toute fonction numérique, continue sur un intervalle fermé borné de R, y est
uniformément continue (V): c’est le « théoréme de Heine ». D’aprés le th. 2 (11,
p- 29), ce résultat est 1ié & la compacité d’un intervalle fermé borné dans R
(« théoreme de Borel-Lebesgue », IV, p. 6, th. 2; cf. Notes hist. des chap. I et
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1V), et la démonstration donnée par Heine de son théoréme peut aussi servir,
avec quelques modifications, & démontrer le théoréme de Borel-Lebesgue (ce qui
a paru & quelques auteurs une raison suffisante pour donner & celui-ci le nom de
«théoreme de Heine—Borel »).

L’extension de ces idées & des espaces plus généraux se fit lorsqu’on étudia,
d’abord sur des cas particuliers, puis en général, les espaces métriques (cf. chap.
IX), ot une distance (fonction numérique des couples de points, satisfaisant a
certains axiomes) est donnée et définit a la fois une topologie et une structure
uniforme. Fréchet, qui le premier posa la définition générale de ces espaces,
reconnut 'importance du principe de Cauchy (VI), et démontra aussi, pour les
espaces métriques, un théoréme équivalent au th. 3 de II, p. 29 ((VI) et (VII)).
Hausdorff, qui, dans sa « Mengenlehre » ((VIII); v. aussi (VIII bis)) développa
beaucoup la théorie des espaces métriques, reconnut en particulier qu’on peut
appliquer 2 ces espaces la construction de Cantor dont il a été question plus haut
et déduire ainsi, de tout espace métrique non «complet» (c’est-a-dire our le
principe de Cauchy n’est pas valable), un espace métrique « complet ».

Les espaces métriques sont des « espaces uniformes » de nature particuliére;
les espaces uniformes n’ont été définis d’une maniére générale qu’en 1937, par
A. Weil (IX). Auparavant on ne savait utiliser les notions et les résultats relatifs
a la «structure uniforme » que lorsqu’il s’agissait d’espaces métriques: ce qui
explique le rdle important joué dans beaucoup de travaux sur la topologie,
par les espaces métriques ou métrisables (et en particulier par les espaces
compacts métrisables) dans des questions ou la distance n’est d’aucune
utilité véritable. Une fois posée la définition des espaces uniformes, il n’y a au-
cune difficulté (surtout lorsqu’on dispose aussi de la notion de filtre) 4 étendre a
ces espaces presque toute la théorie des espaces métriques, telle qu’elle est ex-
posée par exemple par Hausdorff (et & étendre de méme, par exemple, 4 tous les
espaces compacts, les résultats exposés pour les espaces compacts métriques dans
la Topologie d’Alexandroff-Hopf (X)). C’est ce qui a été fait dans ce chapitre;
en particulier, le théoréme de complétion des espaces uniformes (II, p. 21, th. 3)
n’est que la transposition, sans aucune modification essentielle, de la construction
de Cantor pour les nombres réels.
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CHAPITRE III

Groupes topologiques

Théorie élémentaire

Les groupes considérés dans les quatre premiers paragraphes ne sont pas nécessairement
commutatifs. Leur loi de composition sera notée multiplicativement, et e désignera I’élément
neutre: la traduction des résultats en notation additive (réservée exclusivement, on le rappelle,
aux groupes commulatifs) sera le plus souvent laissée au lecteur.

§ 1. TOPOLOGIES DE GROUPES

1. Groupes topologiques

DeérNITION 1. — On appelle groupe topologique un ensemble G muni d’une structure de
groupe et d’une topologie satisfaisant aux deux axiomes suivants:

(GTy) L’application (x,y) > xy de G x G dans G est continue.

(GTy) Lapplication x —> x~* de G dans G (syméirie du groupe G) est continue.

Une structure de groupe et une structure topologique étant données sur un
ensemble G, on dira qu’elles sont compatibles si elles satisfont & (GTy) et (GTy).

Exemples. — 1) Sur un groupe G, la topologie discréte est compatible avec la
structure du groupe; un groupe topologique dont la topologie est discréte est appelé
groupe discret.

De méme, la topologie la moins fine (I, p. 11) sur G est compatible avec la struc-
ture de groupe de G.

*2) Au chap. IV, on verra que la topologie de la droite rationnelle Q (resp. de la
droite numérique R) est compatible avec la structure de groupe additif de Q (resp. R).4

3) Si G est un groupe topologique, sa topologie est compatible avec la structure
du groupe G° opposé & G (A, I, p. 2g); on dit que G° muni de cette topologie,
est le groupe topologique opposé au groupe topologique G.

Les axiomes (GT;) et (GTy) équivalent au suivant:
(GT"). Lapplication (x,y) —>xy~* de G x G dans G est continue.
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En effet, (GTy) et (GTy) entrainent évidemment (GT'). Réciproquement,
(GT') entraine (GTy), car x > ex™1 = x~1 est alors continue, et (GT") et (GTy)
entrainent (GTj), car (x,y) ~ x.(y~*) "1 = xy est alors continue.

Si a est un élément quelconque de G, la translation & gauche % > ax (resp. la
translation & droite x +> xa) est continue d’aprés (GIy); c’est par suite un homéo-
morphisme de G sur lui-méme. Les applications & i-> axb (ol a et b parcourent G)
forment donc un groupe d’homéomorphismes de G les applications x > axa™?1 (resp.
x> ax, x —> xa) ol a parcourt G, un sous-groupe de ce groupe d’homéomorphis-
mes. De méme, comme la symétrie x — x~ ! est une permutation involutive de G,
(GTy) montre que cette application est un homéomorphisme de G sur lui-méme.

Si A est un ensemble ouvert (resp. fermé) dans G, et x un point quelconque de
G, les ensembles x. A, A.x et A~* sont ouverts (resp. fermés) 1, car ils sont trans-
formés de A par un des homéomorphismes précédents. Si A est ouvert et B quel-
conque, AB et BA sont cuverts, comme réunions d’ensembles ouverts (axiome (Oy)).
SiV est un voisinage de e dans G, et A une partie non vide quelconque de G, VA
et AV sont des voisinages de A; en effet, si W est un voisinage ouvert de ¢ contenu
dans V, WA et AW sont ouverts et contiennent A,

Par contre, AB n’est pas nécessairement fermé lorsque A est fermé, méme si B est
fermé (cf. 111, p. 28, cor. 1).

*Par exemple, dans le groupe additif R de la droite numérique, Ie sous-groupe Z
des entiers rationnels est fermé, et il en est de méme du sous-groupe 0Z formé des
multiples entiers 28 d’un nombre #rrationnel §; mais le sous-groupe Z + 0Z de R, qui
est Pensemble des nombres réels m + #0 (ol m et n prennent toutes les valeurs en-
tieres) n’est pas fermé dans R, comme nous le verrons dans V, §1, n° 1.

De méme, considérons, dans le groupe additif R x R, 'ensemble A des couples

() telsquex 20,0 <y <1 ~ o _ll_ T et I’ensemble B des couples (x, 0) (x par-

courant R); ils sont fermes, mais A + B est 'ensemble des couples (x, y) tels que
0 <y < 1, et n’est pas fermé dans R x R.,

Soient E un espace topologique, f et g deux applications de E dans un groupe
topologique G. Si f et g sont continues en un point x, € E, il en est de méme? de
S tetfg, d’aprés le théoréme des fonctions composées (I, p. 10, th. 2); en par-
ticulier, les applications continues de E dans G forment un sous-groupe du groupe
G® des applications de E dans G.

De méme, soient f et g deux applications d’un ensemble E filtré par un filtre &,
dans un groupe topologique séparé G. Silimg f et limg g existent, il en est de méme
de limg /! et limg fg, et on a (I, p. 50, cor. 1)

1 On rappelle que, si A et B sont deux parties d’'un groupe G, A.B ou AB désigne I’ensemble des
composés xy, ol & parcourt A ety parcourt B; A~! désigne ensemble des éléments x~1, ol x parcourt
A. Si B se réduit 2 un seul élément x, on écrit x.A ou xA (resp. A.x ou Ax) au lieu de {x}.A (resp.
A.{x}).

2 On rappelle que f ~! est Papplication x > { f(x))~*%, fe Vapplication x ~> f (x) g (x) ; on aura soin
de ne pas confondre ces applications avec f et fo g (lorsque ces derni¢res sont définies) (E, II, p. 17
et p. 16).
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(1) limg f~* = (limg )~
(2) limg fz = (limg /) (limg g).

Lorsque G est un groupe commutatif, noté additivement, ’'axiome (GT’) exprime
que (x,y) —> x — y est une application continue. Si f et g sont des applications
d’un espace topologique E dans G, continues en %, f — g est donc continue en ce
point. On transcrit de méme les formules (1) et (2).

2. Voisinages d’un point dans un groupe topologique

Soit B le filtre des voisinages de I'élément neutre ¢ dans un groupe topologique G,
et soit ¢ un point quelconque de G; puisque x > ax et x > xa sont des homéo-
morphismes, le filtre des voisinages de a est identique a lafamille 2.5 des ensembles
a.V, ou V parcourt B, et aussi & la famille $.a des ensembles V.a. On connait
donc le filtre des voisinages d’un point guelcongue d’un groupe topologique quand
on connait le filtre des voisinages de 1’élément neutre ¢ du groupe.

Si on exprime que xy et x~* sont continues pour x = y = ¢, on obtient (I,
p. 8) les propriétés:

(GV;) Quel que soit U €D, il existe V€D tel que V.V < U.

(GVy) Quel que soit Ue B, ona U~ eDB.

Tout filtre V sur G vérifiant (GV;) et (GVy) vérifie aussi

(GV.) Quel que soit U e DB, il existe VEDB tel que V.V-1 < U.

En effet, d’aprés (GVy), il existe W e B tel que W.W < U, et d’aprés (GVy), il
existe Ve B tel que Ve WnN W1, donc V-1 <« W et par suite

V.Vt W.Wc<cU.

Inversement, si un filtre B sur G vérifie (GV,) on en déduit en premier lieu que e
appartient & tout ensemble U € V; car si' V € B est tel que V.V~1 < U, comme V n’est
pas vide, on a, pour toutx € V, x.x~! = ¢ e U. La condition (GV,) entraine alors que
V-1 < V.V-t < U, ce qui prouve que U~* &8 pour tout Ue V. Enfinsi VeV
esttelque V.V-1 c U,et WeQUesttelque W VAV-LonaW.Wc U. On
voit donc finalement que (GV,) est équivalent & la conjonction de (GVy) et (GVy).

Enfin, comme x++ axa~! est un homéomorphisme conservant e, T posséde la
propriété suivante:

(GV1yy) Quels que sotent ac G et VeT,a.V.a"leD.

Ces trois propriétés du filtre ¥ sont caractéristiques. De fagon précise:

Prorosition 1. — Soient G un groupe, et B un filtre sur G satisfaisant aux axiomes
(GV1), (GVy) et (GVyy). Il existe une topologie et une seule compatible avec la structure
de groupe de G, et pour laquelle B est le filtre des voisinages de [’ élément neutre e. Pour celle
topologie, le filtre des voisinages d’un point quelconque a € G est identique & chacun des deux
Siltres a.B et B.a.

Sl existe une topologie répondant a la question, le filtre des voisinages de a
est identique & chacun des deux filtres ¢.D et B.a d’apres ce qui précede, ce qui



TG I11.4 GROUPES TOPOLOGIQUES §1

montre Punicité de cette topologie. Son existence sera établie sijnous prouvons:
1° que les filtres ¢.D sont les filtres de voisinages d’une topologic sur G; 2° que
cette topologie est compatible avec la structure de groupe de G.

1) Le filtre a.9B satisfait & Paxiome (V) (I, p. 8) d’aprés (GVy) et (GVy),
comme on I’a vu ci-dessus; pour voir que c’est le filtre des voisinages de @ dans
une topologie sur G, il faut établir que 'axiome (Viy) est vérifié. Soit donc V un
ensemble quelconque de B, et W un ensemble de B tel que W.W < V; quel que
soit xea.W, on a x. W < . W.W < 4.V, autrement dit, ¢.V appartient au
filtre x. B, d’olt (V).

2) Montrons maintenant que la topologie définie par les filtres de voisinages
a. satisfait a (G'T"). Soient ¢ et b deux points quelconques de G; si on pose
x = au, y = by, il faut prouver que xy~?1 est aussi voisin qu’on veut de ab~* dés
que % et v sont assez voisins de e. Or (ab~1) "2 (xy~*') = buv~2b~1; donnons-nous
arbitrairement un voisinage U de ¢; on aura bur~ 16 "1 e Usiup™t e b~1Ub = V,
et V appartient 4 O d’apres (GVyy) ; mais d’apres (GVy) et (GVy) il existe We B
tel que W.W~1 < V; il suffira donc de prendre ue W, v e W pour avoir
xy~t e (ab~ 1)U, ce qui acheve la démonstration.

Un moyen fréquent de définir une topologie compatible avec une structure
de groupe sur G consistera & se donner un filtre satisfaisant aux axiomes (GVy),
(GVp) et (GVyy); les conditions correspondantes pour une base de filire B sont les
suivantes:

(GVY) Quel que soit U € B, il existe Ve DB tel que V.V < U.

(GVi) Quel que soit U e B, il existe VeDB tel que V-1 < U.

(GVi) Quels que soient a € G et U € B, il existe VeB tel que V < a.U.a™ 2,

Tout voisinage de ¢ identique a son image par la symétrie x —> =1 est dit
symétrique; si V est un voisinage quelconque dee, VO V-1, VNV-1let V.V-1
sont des voisinages symétriques; d’aprés (GVp), les voisinages symétriques
forment un systéme fondamental de voisinages de e. De méme, d’apres (GV), lorsque
V parcourt un systéme fondamental de voisinages de ¢, les ensembles V* (z entier
fixe #0) forment un systéme fondamental de voisinages de e.

Remarque. — Lorsque G est commutatif, on a x.A.x~1 = A pour toute partie A et
tout élément x de G; la condition (GVyy) (resp. (GViy)) est automatiquement
vérifiée pour tout filtre (resp. toute base de filtre) sur G. Au contraire, si G n’est
pas commutatif, (GVyy) n’est pas une conséquence de (GVy) et (GVy) (voir 111,
p. 67, exerc. 5).

Pour un groupe commutatif G, écrit additivement, les axiomes caractérisant le
filtre ¥ des voisinages de I'origine dans une topologie compatible avec la structure
de groupe de G, sont donc les suivants:

(GAD) Quel que s0it U €D, il existe VeB tel que V + V < U.

(GAy) Quel que soit UeB,oma -~UeD.
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ProrosrrioN 2. — Pour qu’un groupe topologique G soit séparé, il faut et il syfit que
Densemble {e} soit fermé.

La condition est évidemment nécessaire; inversement, si elle est satisfaite, la
diagonale A de G x G, image réciproque de I'ensemble {¢} par l’application
continue (x,y) — xy~%, est un ensemble fermé, donc (I, p. 52, prop. 1) G est
séparé.

COoROLLAIRE. — Pour qu’un groupe topologique G soit séparé, il faut et il suffit que
Uintersection des voisinages de ¢ se réduise au point e.

La condition est évidemment nécessaire; inversement, si elle est satisfaite,
Pensemble {¢} est fermé: en effet, si x # ¢, il existe un voisinage V de ¢ tel que
x~1 ¢V, donc ¢ ¢ 4V, ce qui montre que x ne peut étre adhérent a {e}.

Exemple. — Définition d’une topologie de groupe par un ensemble de sous-groupes.

Si B est une base de filire sur un groupe G, formée de sous-groupes de G, il est
immédiat qu’elle satisfait aux axiomes (GVy) et (GVy;), car pour tout sous-groupe H
de G, H.H™! = H. La base de filtre B sera donc un systéme_fondamental de voisinages de
¢ dans une topologie compatible avec la structure de groupe de G, pourvu qu’elle
satisfasse a (GViy) (condition qui sera remplie en particulier si tous les sous-groupes de
B sont distingués, ce qui sera toujours le cas si G est commutatif ). Pour que la topologie
ainsi définie soit séparée, il faut et il suffit, d’aprés la prop. 2, que Uinfersection des sous-
groupes appartenant ¢ B se réduise a e. Les cas les plus intéressants sont ceux oi1 le sous~
groupe {¢} n’appartient pas 4 B (sinon la topologie définie par B est la topologie discréte) ;
si cette condition est remplie, la topologie définie par B ne peut étre séparée que si
B est un ensemble infind.

L’intersection de deux sous-groupes étant un sous-groupe, on peut définir une
topologie de groupe sur G 4 partir d’un ensemble quelconque & de sous-groupes de G}
il suffit de considérer ’ensemble & des sous-groupes a.H.a~ %, ot H parcourt & et a
parcourt G, puis ensemble B des intersections finies de sous-groupes appartenant &
G; B est une base de filtre, et satisfait & (GViy).

En particulier, considérons le groupe additif d’un anneau Aj; tout ensemble &F
d’idéaux de A (A, I, p. 98) définit une topologie compatible avec la structure de ce
groupe additif; cette topologie est séparée si I'intersection des idéaux de & est I'idéal
nul; elle est distincte de la topologie discréte si aucune intersection finie d’idéaux de &
n’est I’idéal nul. Les topologies définies de cette maniére jouent un grand rdle en
Théorie des nombres (voir les exerc. des §§ 6 et 7 de ce chapitre).

3. Isomorphismes et isomorphismes locaux

Conformément aux définitions générales (E, IV, p. 6) un isomorphisme f d’un
groupe topologique G sur un groupe topologique G’ est une application bijective
de G sur G’ qui est & la fols un wsomorphisme de la structure de groupe de G sur celle de
G’, et un homéomorphisme de G sur G'. Autrement dit, pour que f soit un isomor-
phisme de G sur G, il faut et il suffit que: 1° f soit bijective; 2° quels que soient
les points x,y de G, f(xy) = f(x) f(y); 3° f soit bicontinue.

Par exemple, si a est un point quelconque de G, I'application x - axa™? est
un isomorphisme de G sur G, c’est-a-dire (loc. cif.) un automorphisme du groupe
topologique G, qu’on appelle automorphisme intérieur.
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Si une topologie J est compatible avec la structure de groupe d’un groupe G,
et si G° désigne le groupe topologique obtenu en munissant le groupe opposé de G
de la topologie 7, la symétrie x —> x~* est un isomorphisme du groupe topologique G
sur le groupe topologique GO.
DErFINITION 2. — Etant donnés deux groupes topologiques G, G', on appelle isomorphisme
local de G & G’ un homéomorphisme f d’un voisinage V de Uélément neutre de G sur un
voisinage V' de Uélément neutre de G', satisfaisant aux conditions suivantes:
1° Pour tout couple de points x,y de V tels que xy €'V, fxy) = f(x) f(y).
20 St g est Papplication réciproque de f, pour fout couple de points ', y" de V' tels que
xy eV, g(xy) = g(*)g(y).
L’application g est alors un isomorphisme local de G’ ¢ G.
On dit que deux groupes topologiques G, G’ sont localement zsomorplzes s’ existe un
isomorphisme local de G a G'.

Deux groupes topologiques isomorphes sont évidemment localement iso-

morphes; la réciproque est inexacte.
*Par exemple, nous verrons (V, §1, n° 4), que les groupes topologiques R et T
sont localement isomorphes, mais non isomorphes. .,

Toute restriction a un voisinage de ’élément neutre de G d’un isomorphisme
local fde G & G, est encore un isomorphisme local de G 4 G'.

Un isomorphisme local de G & G s’appelle encore automorphisme local de G.

En général, si f est un homéomorphisme d’un voisinage V de I’élément neutre
de G sur un voisinage V' de I’élément neutre de G’, satisfaisant a la condition 1°
de la déf. 2, il ne satisfait pas nécessairement a la condition 2° (voir III, p. 67,
exerc. 7). Toutefois, G et G’ sont alors localement isomorphes; de fagon précise:

deux groupes topologiques, et f un homéomorphisme d’un
voisinage NV de Uélément neutre de G sur un voisinage V' de Iélément neutre de G, satis-
Jaisant @ la condition 1° de la définition 2; f est alors un prolongement d’un isomorphisme
local de G 2 G'.

En effet, on voit sans peine que, si W est un voisinage de I’élément neutre de
G telque W.W < V, la restriction de a2 W est un isomorphisme local de G 4 G'.

§ 2. SOUS-GROUPES; GROUPES QUOTIENTS;
HOMOMORPHISMES; ESPACES HOMOGENES;
GROUPES PRODUITS

1. Sous-groupes d’un groupe topologique

Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe de G. D’aprés (GT), la
topologie induite sur H par celle de G est compatible avec la structure de groupe
de H; la structure de groupe topologique ainsi définie sur H est dite induite par celle
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de G. Sauf mention expresse du contraire, quand on considérera un sous-groupe
H de G comme un groupe topologique, c’est toujours de cette structure induite
qu’il s’agira.
ProposttioN 1. — L’adhérence H d’un sous-groupe T d’un groupe topologique G est un
sous-groupe de G. Si H est un sous-groupe distingué, H est aussi un sous-groupe distingué.
En effet, si z et b sont adhérents 2 H, ab~?! est adhérent a H, puisque Papplica-
tion (x,y) —> xy~* est continue dans G x G, et transforme H x H en H (I, p.
9, th. 1). De la méme maniére, en vertu de la continuité de I’application

x > axa~*, on voit que si H est un sous-groupe distingué, il en est de méme de H.

En particulier, 'adhérence N de I’ensemble {¢} réduit a I’élément neutre de G,
est un sous-groupe distingué de G; pour qu’il se réduise 2 ¢, il faut et il suffit (III,
p- 5, prop. 2) que G soit sépar.

ProposiTiON 2. — Dans un groupe séparé G, I'adhérence d’un sous-groupe commutatif T
est un sous-groupe commutatif.

On peut se borner au cas oit H est partout dense dans G, en vertu de la prop.
1; les fonctions continues xy et yx, étant égales dans H x H, le sont alors aussi
dans G x G, en vertu du principe de prolongement des identités (I, p. 53, cor. 1).

ProrosiTiON 3. — Dans un groupe séparé G, Uensemble ML des éléments permutables aux
éléments d’une partie quelconque M de G est un sous-groupe fermé. En particulier, le centre
de G est _fermé dans G.

En effet, M’ est Uintersection des ensembles F,, des x € G tels que xm = mx,
lorsque m parcourt M; la proposition résulte de ce que les I, sont fermés (I, p.
53, prop. 2).

Proposttion 4. — Dans un groupe topologique G, tout sous-groupe X localement fermé
en un point (I, p. 20, déf. 2) est fermé.

Par tranglation, H est localement fermé en chacun de ses points, autrement dit
H est localement fermé dans G. Soit V un voisinage ouvert symétrique de ¢ dans
G tel que V N H soit fermé dans V. Sixe Hyona sV N H # g;siyeaV N H,
onaxeyV,ety(VNH) = (yV) N H est fermé dans yV; comme x est adhérent
a (yV) N H, on a bien x € H.

COROLLAIRE. — Dans un groupe topologique, pour qu’un sous-groupe soit owvert, il faut
et 1l suffit qu’il ait un point intérieur. Tout sous-groupe ouvert est fermé.

La premiére partie est immédiate, car si un sous-groupe H a un point in-
térieur, on voit par translation que tous ses points sont intérieurs. La seconde
assertion est un cas particulier de la prop. 4.

ProrosITION 5. — Dans un groupe topologique G, pour qu’un sous-groupe H soit discret,
il faut et il suffit qu’il ait un point isolé. Tout sous-groupe discret d’un groupe séparé est
JSermé.
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Si H a un point isolé, on voit par translation que tous ses points sont isolés,
donc H est discret. La seconde assertion est un cas particulier de la prop. 4, car
si G est séparé, {¢} est fermé dans G et «a fortior: dans tout voisinage de e.

Remarque. — Soit H un sous-groupe quelconque d’un groupe topologique G. Pour
toutxeH,onaxH = x.H = H, puisque les translations sont des homéomorphismes
de G sur lui-méme. Autrement dit, pour tout x € H, H est dense dans H. On en con-
clut que si H n’est pas fermé, H N §H est dense dans H.

2. Composantes connexes d’un groupe topologique

Soit V un voisinage syméirique de e dans G; le sous-groupe engendré par V, qu’on

n
note V*® est formé, comme on sait, de tous les composés H x;, de suites finies
3 3 je=1 1

d’éléments de V; V> est ouvert, puisque e lui est intérieur; il est donc fermé
d’apres la prop. 4 de III, p. 7. On en conclut que:

ProposiTioN 6. — Tout groupe connexe est engendré par chacun des voisinages de U élément
neutre.

La réciproque de cette proposition est inexacte en général, comme nous le verrons
dans IV, p. 8. Si un groupe topologique G est engendré par chacun des voisinages
de Pélément neutre, on peut seulement dire qu’il ne contient aucun sous-groupe ouvert
distinct de G.

*Comme exemple de groupe G non connexe, contenant un sous-groupe ouvert
distinct de G, citons le groupe multiplicatif R* des nombres réels #0, dans lequel le
sous-groupe R* des nombres >0 est & la fois ouvert et fermé (voir IV, p. 12).,

ProrosiTioN 7. — Soient G un groupe topologique, M une partie de G contenant I élément
neutre e, H le sous-groupe de G engendré par M. St M est connexe, T est connexe.

Soit M’ Pensemble M U M ~1; il est connexe, puisque M™%, image de M par
Papplication continue x — x 1, est connexe (I, p. 82, prop. 4); comme M et M1
contiennent ¢, M’ est connexe (I, p. 81, prop. 2). Les groupe H est alors réunion
des ensembles M pour les entiers z > 1 (A, I, p. 32, prop. 2 et p. 7, prop. 2); or
M'" est image de la partie M’ x M’ x ---x M’ (nfois) deG x G x -+ x G
par Papplication continue (%1, Xy, . . ., %) > ¥1X5. . .%,; donc M™ est connexe
(L, p. 83, prop. 8, et p. 82, prop. 4}; comme e appartient a tous les M, H est
connexe (I, p. 81, prop. 2).

COROLLAIRE. — Le groupe des commutateurs d’un groupe topologique connexe est connexe.

En effet, 'ensemble G des commutateurs est 'image de G x G par 'applica-
tion continue (, y) > xyx ~ Yy ~1, donc est connexe (I, p. 83, prop. 8 et p. 82, prop.
4); comme G contient évidemment ¢ et engendre le groupe des commutateurs,
cela prouve le corollaire.

ProrosttioN 8. — Dans un groupe topologique G, la composante connexe XK de Iélément
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neutre ¢ est un sous-groupe distingué fermé; la composante connexe d’un point x est la classe
*»K =K.x

En effet, si a € K, a7 'K est connexe et contient ¢; donc on a K™K < K, ce
qui prouve que K est un sous-groupe de G; ce sous-groupe est invariant par tout
automorphisme de G, en particulier par tout automorphisme intérieur, donc K
est distingué; on sait en outre que K est fermé (I, p. 84, prop. 9). Enfin, la transla-
tion & gauche y > xy étant un homéomorphisme de G qui transforme ¢ en x, la
composante connexe de x est x. K.

On dit que la composante connexe de I’élément neutre ¢ de G est la composante
neutre de G.

3. Sous-groupes partout denses

La proposition suivante généralise la prop. 1 de III, p. 7 et la prop. 6 de 111,
p. 8:
ProposrrioN 9. — (i) Soit H un sous-groupe partout dense d’un groupe topologique G ; st K
est un sous-groupe distingué de Y, I'adhérence K de K dans G est un sous-groupe distingué
de G.

(1) Soit H un sous-groupe partout dense d’un groupe topologique G; si H est engendré
par chacun des voisinages de I’élément neutre dans H, G est engendré par chacun des voisinages
de Uélément neutre dans G.

(i) L’application (z,x) +> zxz™! est continue dans G x G, et applique
H x KdansK;donc (I, p. 9, th. 1), elle applique G x K = H x K dans K.

(ii) Soit V un voisinage symétrique quelconque de ¢ dans G; V N H est un
voisinage de I’élément neutre dans H, donc engendre H; par suite, V engendre
un-sous-groupe H’ contenant H; mais H' est ouvert et fermé (III, p. 7,
corollaire), donc contient H = G.

4. Espaces 4 opérateurs

Soient E un espace topologique, G un groupe topologique. On dit que G opére
contindment dans E si les conditions suivantes sont vérifiées:

1° G opére sur E, autrement dit (A, I, p. 50) E est muni d’une loi de compo-
sition externe (s, x) > s.x dont G est I’ensemble d’opérateurs, et qui est telle que
s.(t.x) = (st).x et e.x = x pour s, t dans G et x € K.

2° L’application (s, x) > s.x de G x E dans E est confinue.

Lemme 1. — S8t un groupe topologique G opére contindment dans un espace topologique E,
alors, pour tout s € G, Papplication x +> 5. x est un homéomorphisme de E sur lui-méme.

En effet, cette application est une bijection continue dont la bijection récipro-
que x > s~1.x est aussi continue.
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Rappelons (A, I, p. 54) que, pour tout x € E, I'ensemble G. x des transformés
s.x de x par les éléments s € G est appelé L'orbite de x (pour le groupe d’opérateurs
G); ’ensemble des s G tels que s.x = x est un sous-groupe de G, appelé
stabilisateur de x (A, I, p. 52). La relation Rix, 3 : «y appartient a I’orbite de x »
est une relation d’équivalence dans E, dite définie par G; les classes d’équivalence
pour cette relation sont les orbites des points de E. L’espace topologique E/R est
appelé Pespace des orbites du groupe G dans E, ou encore Vespace quotient de E par le
groupe G, et on le note E/G; on dit aussi que la topologie de E/G est la topologie
quotient de celle de E par G.

Lemme 2. — Si un groupe topologique G opére contindment dans un espace topologique E,
la relation d’équivalence R définie par G est ouverte.

En effet, le saturé pour R d’une partie ouverte U de E est 'ensemble { ) s5.U,
seG

et chacun des 5. U est ouvert (lemme 1).

Exemples. — 1) Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G; H opére
continiment dans G par la loi externe (s, x) +> sx. Il opére aussi continfiment
dans G par la loi externe (s, x) > sxs™ 2%

2) *Si K est un corps topologique (III, p. 54), le groupe multiplicatif K*
opére continfiment dans K par la loi externe (s, x) > sx.,

3) Soient G un groupe topologique, E un espace topologique; ’application
(s, x) =>xde G x E dans E est une loi externe sur E et G opére continfiment dans
E pour cette loi; on dit alors que G opére trivialement dans E.

Remarque. — Aulieu de dire qu’un groupe topologique G opére continiment dans
un espace topologique E, on dit aussi parfois que G opére continiment & gauche dans
E. Lorsque le groupe topologique G° opposé & G opére continiment dans E, on dit
que G opére contintiment 4 droite dans E; il revient au méme de dire que E est muni
d’une loi de composition externe continue (s, x) —> s.x ayant G comme ensemble
d’opérateurs et telle que s. (¢.x) = (is).x et e.x = x. On note souvent une telle loi 4
droite: (s, x) —> x.s (d’ou la terminologie), et on a alors (x.t).s = x.(#s). Lorsque G
opére contintiment a droite dans E par la loi (s, x) > .5, il opére aussi contintment
a gauche dans E par la nouvelle loi externe (s, x) — x.5~ en vertu de 'axiome
(GTu).

Soient E (resp. E') un ensemble dans lequel opére un groupe G (resp. G'), f
un homomorphisme de G dans G’, g une application de E dans E’. On dit que f
et g sont compatibles si Pon a g(s.x) = f(s).g(x) pour tout s G et tout x € E.
Si E” est un troisiéme ensemble olt opére un groupe G”, f' un homomorphisme
de G’ dans G”, g’ une application de E’ dans E”, et si f” et ¢’ sont compatibles,
alors f' o fet g’ o g sont compatibles. Lorsque E, E’ sont des espaces topologiques,
G, G’ des groupes topologiques opérant continfiment dans E, E’ respectivement,
on dit que (f, g) est un morphisme de ’espace a opérateurs E dans I’espace a
opérateurs E’ lorsque f et g sont continues et compatibles. Par passage aux quotients,
g définit alors une application continue de E/G dans E'/G’ (I, p. 21, corollaire).
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Soient G un groupe topologique opérant continiiment dans un espace topo-
logique E, ¢ Papplication canonique de E sur P’espace des orbites E/G. Soient A
une partie quelconque de E, A’ le sous-espace de E saturé pour la relation
d’équivalence R définie par G (réunion des orbites des points de A; on dit aussi
que A’ est le saturé de A par G) ; G opére continliment dans A’ par la restriction de
(s, ) =>5.x 2 G x A’. En outre, comme R est ouverte (lemme 2) et A’ saturé, la
prop. 4 de I, p. 32, et la relation ¢(A) = ¢(A’), entrainent:

ProposrrioN 10. — La bijection canonique du sous-espace ¢(A) de E|G sur Uespace des
orbites A'[G est un homéomorphisme.

Soit maintenant S une relation d’équivalence dans E telle que, pour tout
s € G, Papplication x +> s.x soit compatible avec S (autrement dit, telle que la
relation x = y (mod. S) entraine s.x = 5.y (mod. S)); nous dirons pour abréger
que la relation S est compatible avec le groupe G. Si ¢ est Papplication canonique de
E sur E/S, et si on désigne par s.{(x) la classe mod. S de s.x%, le groupe G opére
dans I’espace E/S par (s, ¢(x)) — s.¢(x) = ¢(s.x). En outre:

Prorosirion 11. — 87 la relation d’équivalence S dans E est ouverte et compatible avec
G, G opére contindment dans E[S.

Comme la relation d’égalité (resp. la relation S) est ouverte dans G (resp.
dans E), tout revient & démontrer que Papplication (s, x) > s.¢(x) = ¢(s.x) de
G x E dans E/S est continue (I, p. 34, cor. de la prop. 8); or cela résulte du
fait que ¢ et (s, x) — s.x sont continues.

Remarque. — Soit G’ un second groupe topologique opérant continiment dans E, et
supposons que Pon ait s. (s”.x) = s”.(s.x) quels que soient s € G, s’ € G’, x € E; alors
la relation d’équivalence S définie par G” est compatible avec G, et comme elle est
ouverte (IT1, p. 10, lemme 2), on voit que G opére continiment dans E/G’; de méme,
G’ opére alors continment dans E/G. On dit dans ce cas que les deux groupes G, G
opérent dans E de maniéres permutables.

5. Espaces homogeénes

Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe de G. Le groupe H opére
continliment @ droite dans G par la loi externe (¢, x) > x¢, Porbite d’un point
x € G étant la classe & gauche xH suivant H. L’ensemble des orbites est donc ce
que nous avons appelé en algebre (A, I, p. 56) Vensemble homogéne G/H. Quand
nous parlerons de G/H comme d’un espace topologique, il s’agira toujours, sauf
mention expresse du contraire, de ’espace des orbites de G (pour H), autrement
dit de P’espace quotient de G par la relation d’équivalence x~'y € H. Conformé-
ment aux définitions générales, nous dirons que la topologie de cet espace est la
topologie quotient de celle de G par H et G/H, muni de sa topologie, sera appelé
espace homogene des classes & gauche suivant H.
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ProrositioN 12, — Le groupe G opére contindiment dans tout espace homogéne G[H.
Comme la relation d’équivalence x~*y € H est ouverte (III, p. 10, lemme 2),
cet énoncé est un cas particulier de la prop. 11 de III, p. 11.

ProrosrrionN 13. — Soient G un groupe topologique, ¥ un sous-groupe de G. Pour que
Despace homogéne G[H soit séparé, il faut et il suffit que H soit fermé dans G.

La condition est nécessaire, H étant une classe d’équivalence suivant la rela-
tion x~ !y € H; inversement, si H est fermé, le graphe de cette relation est fermé
dans G x G, étant l'image réciproque de H par Papplication continue
(x,y) > x~1y. Comme la relation d’équivalence x~1y € H est ouverte, G/H est
séparé (I, p. 55, prop. 8).

Proposttion 14. — Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe de G. Pour que
Pespace homogéne G[H soit discret, il faut et il suffit que H soit ouvert dans G.

En effet, les images réciproques dans G des points de G/H par I’application
canonique sont les classes xH (x € G); pour que ces ensembles soient ouverts dans
G, il faut et il suffit que H soit ouvert dans G.

Soit E un espace topologique non vide dans lequel un groupe topologique G
opére continQiment et fransitivement; E est alors (au sens algébrique) un G-ensemble
homogéne (A, I, p. 56). Soient x un point de E, H, son stabilisateur. La surjection
continue s > s.x de G sur E se factorise canoniquement en

G-I oM, E>E

ol f,, est Papplication canonique de G sur 'espace homogene G/H,, et g, la bi-
jection s.H, +>s.x de G/H,, sur E; on sait en outre (I, p. 21, prop. 6) que g,
est une application continue. Mais g, n’est pas nécessairement un homéomorphisme
de G/H, sur E (II1, p. 72, exerc. 29). Lorsque, pour tout x € E, g, est un homéo-
morphisme, on dit que E est un espace homogéne topologique (correspondant au
groupe topologique G); pour cela, il est nécessaire et suffisant que, pour tout
x € E, Papplication s > s.x de G dans E soit ouverte.

ProrosiTION 15. — Pour qu’un espace topologique E, dans lequel un groupe topologique G
opére contindiment et transitivement, soit un espace homogéne topologique (relativement a G),
il suffit que, pour un point x, € E, Uapplication s+ s.x, transforme tout voisinage de e
dans G en un voisinage de x, dans E.

En effet, tout x € E s’écrit x = £.x, pour un ¢ € G; si V est un voisinage de ¢,
V.x = (Vi) .x, est un voisinage de x, car on peut écrire (Vt).x, = £.((t 7*V1).x)
et la conclusion résulte de ce que ¢ ~*Vi est un voisinage de ¢ dans G, ety —t.y
un homéomorphisme de E sur lui-méme (III, p. 9, lemme 1). On en déduit
que pour tout ensemble ouvert U dans G, et tout x € E, U.x est ouvert dans E;
en effet, pour tout ¢ € U, ¢ ~*U est un voisinage de ¢, donc (£ ~*U).x est un voisi-
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nage de x, et £.((#71U).x) = U.x est un voisinage de ¢.x, d’ol1 notre assertion,
qui achéve de démontrer la proposition.

6. Groupes quotients

ProrosiTioN 16, — Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe distingué de G.
La topologie quotient de celle de G par H est compatible avec la structure de groupe de G[H.
Si x> & est I'application canonique de G sur G/H, il faut prouver que
(%,9) +> £7~* est une application continue de (G/H) x (G/H) dans G/H. Comme
la relation d’équivalence x~1y € H est ouverte (III, p. 10, lemme 2), il suffit de
montrer que (x,y) —> 4y~ ! est une application continue de G x G dans G/H
(I, p. 34, cor. de la prop. 8 et I, p. 21, prop. 6). Mais cela résulte de ce que cette
application est composée des applications continues x > % et (x, ) > xy 1.

Lorsque nous parlerons désormais d’un groupe quotient G/H d’un groupe
topologique G comme d’un groupe topologique, il faudra toujours entendre, sauf
mention expresse du contraire, que sa topologie est la topologie quotient de celle
de G par H.

ProrosirioN 17. — Soit ¢ Papplication canonique d’un groupe topologique G sur un
groupe quotient G[H. St B est un systéme fondamental de voisinages de e dans G, ¢(B) est
un systéme fondamental de voisinages de I’élément neutre ¢(¢) de G/H.

C’est un cas particulier de la prop. 5 de I, p. 33.

Les prop. 13 et 14 (III, p. 12) donnent en particulier, pour les groupes
quotients:
ProrosrrioN 18. — Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe distingué de G.

a) Pour que le groupe quotient G[H soit séparé, il faut et il syffit que H soit fermé dans
G.

b) Pour que le groupe quotient G [H soit discret, il faut et il suffit que H soit ouvert dans
G.

Si G est un groupe topologique, et N 'adhérence de {¢} dans G, N est un sous-
groupe distingué fermé de G (III, p. 7, prop. 1), donc G/N est séparé; on dit
que G/N est le groupe séparé associé @ G.

Prorostrion 19.— S0 H est un sous-groupe distingué discret d’un groupe topologique
G, G/H est localement isomorphe (111, p. 6) ¢ G.

En effet, soit V un voisinage de ¢ dans G, ne contenant aucun point de H
autre que ¢, et soit W un voisinage ouvert symétrique de ¢ dans G telque W? < V.
La restriction 24 W de ’application canonique ¢ de G sur G/H est injective: en
effet, la relation ¢(x) = ¢(y) signifie que ¥~y H, et si xe W, ye W, on
axlyeW?2 <V, d’olt x = y. D’aprés la prop. 17, la restriction de ¢ & W est
donc un homéomorphisme de W sur o(W); comme en outre o(xy) = ¢(x)o(y)
quels que soient x,y dans W, G et G/H sont localement isomorphes (III, p. 6,

prop. 3).
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7. Sous-groupes et groupes quotients d’un groupe quotient

Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe distingué de G, ¢ I'application
canonique de G sur G/H. On sait (A, I, p. 37) que si A’ est un sous-groupe de

-1
G/H, ¢(A’) est un sous-groupe de G contenant H. Réciproquement, si A est un
sous-groupe de G, ¢(A) est un sous-groupe de G/H; en outre, il existe une bijec-
tion canonique du groupe quotient A/(A N H) sur le sous-groupe ¢(A) de G/H
et une bijection canonique de ¢(A) sur le groupe quotient AH/H, et ces bijections
sont des isomorphismes pour les structures de groupe.

Prorosrrion 20. — Soient A un sous-groupe d’un groupe topologique G, H un sous-groupe
distingué de G, o Uapplication canonique de G sur G/H. La bijection canonique de o(A)
sur AH[H est un isomorphisme de groupes topologiques.

Cela résulte des remarques qui précédent, et de la prop. 10 de IITI, p. 11.

La bijection canonique de A/(A N H) sur ¢(A) est un homomorphisme con-
tinu, puisqu’elle provient par passage au quotient de la restriction de ¢ a A, mais
en général les groupes topologiques A/(A N H) et AH/H ne sont pas isomorphes
(cf. II1, p. 27, cor. 3).

*Par exemple, prenons pour G le groupe additif R des nombres réels, pour H le
groupe Z des entiers, pour A le groupe 6Z des multiples entiers d’un nombre irra-
tionnel 6; ona A N H = {0}, donc A/(A N H) est un groupe discret, isomorphe 4 Z;
au contraire, A + H est partout dense dans R (comme on le verra dans V, §l,
prop. 1), donc (A + H)/H, qui est localement isomorphe & A + H (III, p. 13,
prop. 19), n’est pas un groupe discret, et par suite n’est pas isomorphe 2 A/(A N H).,

On a toutefois la proposition suivante:

ProrosiTioN 21. — Soient G un groupe topologique, G, un sous-groupe partout dense,
H, un sous-groupe distingué_fermé de G, H son adhérence dans G, o I application canonique
G —GJH; la bijection canonique Go/Hy—> ¢(Gy) est un isomorphisme du groupe
topologique Go/H, sur un sous-groupe partout dense de G/H.

Comme H, = H N G,, tout revient & prouver que si U, est un ensemble
ouvert dans G, saturé pour la relation x~1y € Hy, il est la trace sur G, d’un en-
semble ouvert dans G, saturé pour la relation x 1y e H (I, p. 23, prop. 10). Soit
U un ensemble ouvert dans G tel que Uy = U N Gy; comme U, = UyH,, on
vérifie aussitot que I'on a Uy = UHy N Gy; comme UH, est ouvert dans G, on
peut donc supposer que U = UH,,. Cela étant, 'ensemble UH est ouvert dans G
et saturé pour la relation x =1y & H; montrons que UH N G, = U, ce qui achévera
la démonstration. Or, si u € U, he H sont tels que uk € Gy, il y a un voisinage
symétrique V de ¢ dans G tel que vV <= U; comme V/ est un voisinage de % dans
G, il existe ze V tel que zh € Hy; mais alors uz"2 e U et on a uk = (uz™*)(zh).
On peut donc supposer que z € Hy, et comme UH, = U, on a vk e U,,.
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Soit G un groupe topologique opérant continiment dans un espace topolo-
gique E, et soit K un sous-groupe distingué de G, contenu dans le stabilisateur de
chacun des points de E. Pour tout x € E, la relation s = ¢ (mod. K) entraine donc
s.x = t.x, et par passage au quotient on en déduit une application § > §.x de
G/K dans E; on vérifie immédiatement que pour la loi externe ainsi définie
(5, x) > $.x, G/K opere dans E. En outre, G/K opére contindment dans E pour
cette loi: en effet, comme la relation d’égalité dans E et la relation s = ¢ (mod. K)
dans G sont ouvertes, cela résulte de la continuité de Papplication (s, x) > 5.
= s5.x de G x E dans E (I, p. 34, cor. de la prop. 8 et I, p. 21, prop. 6).

Soient maintenant G un groupe topologique opérant continfiment dans un
espace topologique E, H un sous-groupe distingué quelconque de G. Le groupe H
opére continfiment dans E; soit S la relation d’équivalence dans E définie par H,
qui est ouverte (III, p. 10, lemme 2). La relation S est compatible avec le groupe G
(II1, p. 11); en effet, siy = x (mod. S), il existe ¢ € H tel quey = ¢.x, d’ol, pour
tout s G, 5.y = (sts71).(s.x), et comme H est distingué, sts™* € H, d’oli notre
agsertion. Si ¢ est Papplication canonique de E sur E/S, le groupe G opére donc
continiment dans E/S pour la loi externe (s, ¢ (x)) > ¢ (s. x) (IIL, p. 11, prop. 11).
En outre, le groupe H est contenu dans le stabilisateur de chacun des points de
E/S; comme on Ya vu ci-dessus, G/H opére contindment dans E/S = E[H, pour la
loi externe (5, $(x)) — $(s.x). Si on désigne par R la relation d’équivalence dans
E définie par G, la relation S entraine R, et la relation d’équivalence R/S dans
E/S est la relation définie par le groupe G/H. Par suite (I, p. 21, prop. 7):
ProposiTION 22. — Svient G un groupe topologique opérant contindiment dans un espace
topologique £, H un sous-groupe distingué de G. La bijection canonique de E|G sur
(E/H)/(G/H) est un homéomorphisme.

CorovrrAIRE. — Sotent G un groupe topologique, H un sous-groupe distingué de G, K un
sous-groupe distingué de G contenant H; la bijection canomque de G/K sur (G/H) [(K/H)
est un isomorphisme de groupes topologiques.

On sait déja (A, I, p. 39) que cette bijection est un isomorphisme de groupes,
et la prop. 22 (appliquée au groupe K opérant a droite dans G) acheve d’établir
le corollaire.

8. Homomorphismes continus et morphismes stricts

ProvosttioN 23. — Pour qu’un homomorphisme f d’un groupe topologique G dans un
groupe topologique G’ soit continu dans G, il faut et il suffit qu’il soit continu en un point.

La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si f est continu au
point a € G et si V' est un voisinage de f(a), f (V') = V est un voisinage de a;
pour tout x € G, on a f(xa~1V) = f(x)(f(@)) Y (V) < f(x)(f(a))~1V’, ce qui

établit la continuité de f au point x.

Un homomorphisme continu d’un groupe topologique G dans un groupe
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topologique G’ est encore appelé un morphisme de G dans G’ pour les structures de
groupe topologique (cf. E, IV, p. 11).

Soit f un homomorphisme continu d’un groupe topologique G dans un groupe

topologique G’; I'image réciproque H = fl(e’) de I'élément neutre ¢’ de G’ est un
sous-groupe distingué de G et f(G) est un sous-groupe de G’. Considérons la factorisa-
tion canonique f = ¢ of o, oll o est I'application canonique G — G/H, ¢
Pinjection canonique f(G) — G, et enfin f un homomorphisme continu bijectif du
groupe quotient G/H sur le sous-groupe £(G) (I, p. 22); on dira que f est
Phomomorphisme bijectif associé 3 f. En général, f n’est pas un isomorphisme de
groupes topologiques.
Par exemple, soient G’ un groupe topologique non discret, G le groupe topo-
logique obtenu en munissant G’ de la topologie discréte; 'application identique de G
dans G’ est un homomorphisme bijectif continu, mais non bicontinu.
DeérmNrTion 1. — On dit qu’un homomorphisme continu f d’un groupe topologique G dans
un groupe topologiqgue G’ est un morphisme strict de G dans G', si I’homomorphisme

N -1
bijectif f de G| f(€') sur f(G), associé @ f, est un isomorphisme de groupes topologiques
(autrement dit, si f est bicontinu).

Un isomorphisme d’un groupe topologique G sur un groupe topologique G’
est donc un morphisme strict bijectif de G dans G'.

Prorosition 24. — Soit f un homomorphisme continu d’un groupe topologique G dans un
groupe topologique G'; les trois propositions suivantes sont quivalentes:

a) f est un morphisme strict;

b) Pimage par f de tout ensemble ouvert dans G est un ensemble ouvert dans b (G);

c) limage par f de tout voisinage de I’élément neutre dans G est un voisinage de I’ élément
neutre dans f(G).

Compte tenu du lemme 2 de III, p. 10, Péquivalence de a) et b) résulte
aussitét des définitions (I, p. 33, prop. 5). L’équivalence de b) et c) est un cas
particulier de la prop. 15 de III, p. 12, si 'on observe que G opére contintiment
dans f(G) par la loi externe (s, f(¢)) = f(st).

Remarques. — 1) D’aprés la condition b) de la prop. 24, tout homomorphisme
continu d’un groupe topologique dans un groupe discret est un morphisme strict.

Si le groupe G est compact et f(G) séparé, Yhomomorphisme bijectif f associé
A f est bicontinu (I, p. 76, cor 2, et I, p. 74, cor. 4); donc, fout homomorphism P
continu d’un groupe compact dans un groupe séparé est un morphisme strict.

2) Soient f un morphisme strict de G dans G’, g un morphisme strict de G’
dans G"; si f est surjectif, ou si g est injectif, il résulte aussit6t de la prop. 24 que
g o fest un morphisme strict de G dans G”. Par contre, cette conclusion n’est plus
nécessairement valable si aucune des deux hypothéses précédentes n’est satisfaite,
méme si f est injectif et g surjectif (III, p. 70, exerc. 19).
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3) Soit f un homomorphisme continu d’un groupe topologique G dans un
groupe topologique G, et soit H un sous-groupe distingué de G; par passage aux
quotients, on déduit de f un homomorphisme g du groupe G/H sur le groupe
quotient f(G)/f(H). Cet homomorphisme est continu (I, p. 21, corollaire). En
outre, si f est un morphisme strict de G dans G', g est un morphisme strict de G/H sur
S(G)/f(H): en effet, si U est ouvert dans G/H, et si on désigne par ¢ (resp. ¢’)
Papplication canonique de G sur G/H (resp. de f(G) sur f(G)/f(H)), on a

-1

g(U) = o' (f(¢(U))), et comme ;pl(U) est ouvert dans G, g(U) est ouvert dans
f(G)/f(H), d’ot notre assertion.

9. Produit de groupes topologiques
Soit (G,),c; une famille de groupes topologiques. On sait (A, I, p. 43) qu'on
définit sur I’ensemble produit G = E G, une structure de groupe (dite produit

des structures de groupes des G,) en posant (x,).(y,) = (x4,); si ¢, est I'élément
neutre de G,, ¢ = (¢,) est ’élément neutre de G, et on a (x)~! = (x71). La
topologie produit (I, p. 14) des topologies des G, est compatible avec la structure de
groupe précédente. En effet, Papplication ((x,), (3.)) —~ (x5 *) de G x G dans

G est composée de Papplication ((x,,9,)) — (x ') de E]I: (G, x G,) dans G, et
de Papplication canonique ({(x,), (¢,)) = ((x,9,)) de G x G sur g (G, x G);
et ces applications sont continues (I, p. 25, cor. 1 et prop. 2).
DEriNrrioN 2. — On dit que le groupe topologique obtenu en munissant ensemble produit
G = Q G, de la structure de groupe produit des structures de groupe des G, et de la
topologie produit des topologies des G,, est le produit des groupes topologiques G,.

Si (Ji)kex st une partition de I, G est isomorphe au produit des groupes
topologiques LIE_JIK G, (associativité du produit).

Si H, est un sous-groupe de G,, le produit des groupes topologiques H, est
isomorphe au sous-groupe I:I H, de H G,. En particulier, soit J une partie quel-

conquedel, et]” = (J;le groupe topologique g G, est isomorphe au sous-groupe
distingué G = (E Gl) X (II {ek}) de G. Comme la projection de tout ensemble

ed’
ouvert est un ensemble ouvert, la projection pr; de G sur I—l G, est un morphisme
1X=3
strict; par suite, le groupe quotient G/G} est isomorphe a GJ.: G est isomorphe au
produit G; x (G/G)).

ProrosiTION 25. — Soit (G,), 1 une famille de groupes topologiques, et soit H le sous-
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groupe distingué de G = I;[ G, formé des x = (x,) tels que les x, sotent égaux & ’élément
te

neutre e, de G, sauf pour un nombre fini d’indices. Le sous-groupe H est partout dense dans G.
C’est un cas particulier de I, p. 28, prop. 8.

Soit (E,),e1 une famille d’espaces topologiques, et pour chaque t €I, soit G,
un groupe topologique opérant continiment dans E,. II est clair que le groupe

produit G = Q G, opére continfiment dans Pespace produit E = I_l E, pour
Lte

la loi externe ((s,), (x.)) +> (s,..x,) (I, p. 25, cor. 1 et prop. 2); en outre Iorbite
pour G d’un point x = (x,) de E est le produit des orbites des x, (pour les G,).
Soit ¢, Papplication canonique de E, sur E /G, et soit ¢ = (¢,) P’application

produit de E sur 1;[ (E,/G,); la remarque précédente montre que la bijection

canoniquement associée & ¢ applique P'espace des orbites E/G sur Q (E,/G,).

En outre:

Proposttion 26. — La bijection de E|G sur Q (E./G,) canoniquement associde @

{(,) est un homéomorphisme.

En effet, comme les g, sont surjectives et ouvertes, ¢ = (¢,) est ouverte (I, p.
34, cor. de la prop. 8).
CoROLLAIRE., — S0t (G,), 1 une famille de groupes topologiques, et pour chaque v €1,
soit H, un sous-groupe distingué de G, ; on désigne par ¢, Papplication canonique de G, sur

G,/H,. Posons G = 1:_1[ G, H= QHL. L’ homomorphisme  bijectif de G[H sur

H (GJH.,) associé & Phomomorphisme continu (x,) — (¢, (%)) est un isomorphisme de

tel
groupes topologiques.

En effet, cet homomorphisme est un isomorphisme pour les structures de
groupe.

Remarque. — Si G est un groupe topologique commutatif noté additivement, Papplica-
tion (x,y) +>x + y de G x G sur G est un morphisme strict; c’est en effet un homo-
morphisme de G x G sur G, puisque (x + x) + (y +y) = (x + ) + & +¥);
il est continu, et enfin I'image du voisinage V x V de Porigine dans G x G, par
cet homomorphisme, est le voisinage V + V de Porigine dans G.

10. Produits semi-directs de groupes topologiques

ProposiTioN 27. — Soient L, N deux groupes topologiques, y — o, un homomorphisme
de L dans le groupe des automorphismes ' de la structure de groupe (non topologique) de N.
On suppose que Uapplication (x,y) > c,(x) de N x L dans N est continue. Alors:

1° Sur le produit semi-direct externe S de N et de L, relatif d o (A, 1, p. 64, déf. 2),
la topologie produit de celles de N et de L est compatible avec la structure de groupe; les
injections canoniques j;: N — S, jo: L — S sont des isomorphismes respectifs des groupes
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topologiques N et L sur les sous-groupes j,(N) et jo(L) du groupe topologique S, et pr, est
un morphisme strict de S sur L.

2° Soient f: N — G, g: L — G deux homomorphismes continus dans un groupe
topologique G, vénfiant la relation f(o,(x)) = g(y) f(x)g(y~*); alors I’ homomorphisme
associé: (x,y) > f(x)g(y) de S dans G est continue.

La proposition résulte aussitot des définitions et des propriétés de la topologie
produit.

On dit que le groupe topologique S ainsi défini est le produit semi-direct topo-
logique externe de N et de L (relatif 4 o) ; on observera que la condition imposée 4 ¢
implique que L opére contindiment & gauche dans N pour la loi externe (x, y) > o, (x)
(II1, p. 10).

Soient maintenant G un groupe topologique, N, L deux sous-groupes de G
tels que G soit, en tant que groupe non muni d’une topologie, le produit semi-direct
de N et de L (A, I, p. 65); il est clair alors que Papplication (x, y) +> o,(x) est
continue dans N x L, et ’homomorphisme canonique bijectif 4: (x,y) — xy de S
dans G continu. Mais ce dernier homomorphisme n’est pas nécessairement bicon-
tinu; lorsqu’il est bicontinu, on dit que G est produit semi-direct topologique de N et
de L. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que, si p: G—N, ¢: G — L sont
les applications faisant correspondre & zeG les éléments uniques p(z) € N,
¢(z) € L tels que z = p(z)q(z), 'une des applications p, ¢ soit continue (auquel cas
toutes deux le sont). Il revient au méme de dire que la restriction a L de P'applica-
tion canonique G — G/N est un isomorphisme du groupe topologique L sur le
groupe topologique G/N.

§ 3. STRUCTURES UNIFORMES DE GROUPES

1. Structures uniformes droite et gauche sur un groupe topologique

Dans un groupe topologique C, on apercoit la possibilité de définir une notion
de « points assez voisins », et par suite une structure uniforme, en opérant de la
maniére suivante: x et y étant deux points quelconques de G, on effectue sur ces
deux points la méme translation amenant 'un d’eux, par exemple x, sur 1’élément
neutre ¢; la « proximité » de x et y est alors évaluée, en quelque sorte, par le
voisinage V de ¢ dans lequel se trouve ramené y. Cette translation, qui revient a
composer ¥~ avec x et y respectivement, peut d’ailleurs se faire 4 droite ou d
gauche; nous allons voir que, dans chacun des deux cas, on obtient effectivement
une structure uniforme sur G compatible avec la topologie de G. Prenons le cas ou
la translation se fait d droite; & tout voisinage V de ¢, on fait correspondre I’en-
semble V; des couples (x,y) € G x G tels que yx~1 eV, Soit 6, la famille des



TG 111.20 GROUPES TOPOLOGIQUES §3

ensembles V, lorsque V parcourt le filtre B des voisinages de ¢; &, est un systéme
JSondamental d’entourages (1I, p. 2). En effet, comme ¢€V, la diagonale A de
G x G est contenue dans V, quel que soit V € B, donc 6, est une base de filtre et
satisfait & (U;p) (II, p. 2); comme les relations ygx~1 eV et xy~* e V-1 sont

équivalentes, on a Vld = (V~1),, donc, d’apreés (GVy), Vld € 6,4, d’ou (Ug) (11,
p- 2); enfin, les relations zx~* eV et yz=1 €V entrainent yx~1 e V.V, donc
Vio Vg © (V.V),, et (GV) montre que 6, satisfait a (Ujy) (II, p. 2).

La structure uniforme définie par 6,4 est compatible avec la topologie de G,
car les relations y € V4(x) et y € V.x sont équivalentes par définition, autrement
dit Vy(x) = V.x.

On raisonne de maniére analogue lorsque la translation se fait 4 gauche, et on
peut poser la définition suivante:

DEriNiTION 1. — On appelle structure uniforme droite (vesp. gauche) sur un groupe
topologique G, la structure uniforme dont un systéme fondamental d’entourages est obtenu en
Saisant correspondre & tout voisinage V de I'élément neutre e, Uensemble V; (resp. V) des
couples (x,y) tels que yx= €'V (resp. x~y e V).
Lorsque V parcourt un systéme fondamental de voisinages de ¢, les ensembles V,
(resp. V;) forment un systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme
droite (resp. gauche).

A toute proposition sur la topologie d’un espace uniforme correspond une
proposition sur la topologie d’un groupe, la traduction se faisant & I'aide de la déf.
I et des formules Vy(x) = V.x, V (A) = V.A, Vi (x) = .V, Vi(A) = AV qui
en découlent immédiatement. Par exemple, on a, pour toute partie non vide A

de G (11, p. 5, cor. 1),
(1) A= N VA=) AV
Ve 8 Ve®

€

De méme (I1, p. 5, cor. 3), tout groupe séparé est régulier.

La structure uniforme droite et la structure uniforme gauche sur un groupe
topologique sont en général distinctes (voir III, p. 73, exerc. 4). Elles sont
évidemment confondues si le groupe est commutatif, car alors V; = V; elles sont
aussi confondues si le groupe est compact (I, p. 27, th. 1).

En général, on désignera par G (resp. G;) Uespace uniforme obtenu en munis-
sant ’ensemble G de sa structure uniforme gauche (resp. droite).

ProrositioN 1. — Les translations d droite et & gauche sont des isomorphismes de la
structure uniforme droite sur elle-méme.

Pour les translations & droite, c’est immédiat, car la relation yx~1 eV est
équivalente a (ya)(xa)~* €V (en d’autres termes, Papplication (x,y) > (xa, ya)
laisse V, invariant). Pour les translations & gauche, cela résulte de (GVyy); en
effet, la relation yx~1 € V est équivalente a (ay)(ax) " € aVa~?, donc x > ax est
uniformément continue dans G,.
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On voit de méme que les translations a droite et & gauche sont des iso-
morphismes de la structure uniforme gauche sur elle-méme.

Tout automorphisme intérieur x —> axa™* de G est donc a la fois un automorphisme
de la structure de groupe, de la topologie, et de chacune des deux structures uni-
formes de G.

PROPOSITION 2. — La symétrie x > x~1 est un isomorphisme de la structure uniforme
drotte sur la structure uniforme gauche.
C’est une conséquence immédiate de la déf. 1 (III, p. 19).

11 faut se garder de croire que Papplication (x,y) — xy de Pespace uniforme
Gz x-G4 dans Pespace uniforme G, soit_en général uniformément continue. De
méme, la symétrie x — x~1, considérée comme application de G4 sur G4, n’est pas en
général uniformément continue (voir III, p. 73, exerc. 3 et 4).

Proposirion 3. — Tout homomorphisme continu | d’un groupe topologique G dans un
groupe topologique G' est uniformément continu lorsqu’on le considére comme une application
de G, dans G} (ou de G, dans Gy).

-1
En effet, si V' est un voisinage de I'élément neutre dans G', et V = f(V'), la
relation yx~! € V entraine £ (y) (f(x)) ™' = f(ygx~1) e V.

2. Structures uniformes des sous-groupes, groupes quotients et groupes produits

Si H est un sous-groupe d’un groupe topologique G, la structure uniforme
induite sur H par la structure uniforme droite de G, n’est autre que la structure
uniforme droite du groupe topologique H.

Si H est un sous-groupe distingué de G, et ¢ Papplication canonique de G sur
G/H, on obtient un systéme fondamental d’entourages de la structure uniforme
droite du groupe quotient G/H en associant A tout voisinage V de I’élément neutre
dans G, I'ensemble des couples (#, 7) de points de G/H tels que g4~ € o(V) (111,
p- 13, prop. 17); cette condition signifie qu’il existe au moins un point x € 4,
et au moins un point y €7, tels que yx~1 eV (ce qui s’écrit aussi (x,y) € V).
En particulier, si N est "adhérence de I'élément neutre dans G, la structure
uniforme droite sur G/N est isomorphe 3 la structure uniforme séparée associée a la
structure uniforme droite sur G (cf. II, p. 24).

Enfin, sur un produit d’une famille (G,) de groupes topologiques, la structure
uniforme droite est la structure produit des structures uniformes droites des G, (cf.
I1, p. 10).

On a des énoncés analogues pour la structure uniforme gauche.

Pour que les structures uniformes droite et gauche sur le groupe produit ILI G,

soient identiques, il faut et il suffit que les structures uniformes droite et gauche de
chacun des groupes facteurs G, soient identiques. Il en est toujours ainsi lorsque cer-
tains des G, sont commutatifs, et les autres compacts.
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3. Groupes complets

DeérmNiTioN 2. — On dit q’un groupe topologique est complet si sa structure uniforme
droite et sa structure uniforme gauche sont des structures d’espace complet.

D’apres la prop. 2 de III, p. 21, il suffit, pour qu’un groupe soit complet,
que Lune de ses deux structures uniformes soit une structure d’espace complet.
Pour que G soit complet, il faut et il suffit que le groupe séparé G/N associé & G
(IIL, p. 13) le soit (II, p. 25).

Tout sous-groupe fermé d’un groupe complet est complet (II, p. 16, prop. 8).
Tout produit de groupes complets est complet (II, p. 17, prop. 10).

Par contre, si G est un groupe complet et H un sous-groupe distingué fermé
de G, le groupe quotient G/H n’est pas nécessairement complet (voir cependant
IX, § 3, prop. 4).

ProrositionN 4. — i, dans un groupe topologique G, il existe un voisinage V de e qui est
complet pour la structure uniforme droite ou la structure uniforme gauche, G est complet.

Supposons par exemple V complet pour la structure uniforme droite et soit §
un filtre de Cauchy sur G4; & contient un ensemble M petit d’ordre V,, et si
x; € M, on a donc M < Vx;; la trace de & sur le sous-space complet Vi, de G,
est donc un filtre de Cauchy qui converge vers un point x,; comme x, est adhérent
a &, il est point limite de & (II, p. 14, cor. 2 de la prop. 5).

CoOROLLAIRE 1. — Un groupe localement compact est complet.
En effet, tout espace compact est complet pour son unique structure uniforme
(I1, p. 27, th. 1).

COROLLAIRE 2. — Tout sous-groupe localement compact d’un groupe topologique séparé
G est fermé dans G.

En effet, tout sous-espace complet d’un espace uniforme séparé est fermé (1I,
p. 16, prop. 8).
Prorosrion 5. — Soient G, un groupe topologique, G, un groupe topologique séparé et
complet, H, (resp. Hy) un sous-groupe partout dense de G, (resp. Gy). Tout homomor-
phisme continu u de H, dans Hy se prolonge d’une seule maniére en un homomorphisme
continu @ de Gy dans Go. En outre, si Gy est séparé et complet, et st u est un isomorphisme
de Y, sur Ho, @ est un isomorphisme de Gy sur Go.

En effet, u est uniformément continu pour les structures uniformes droites de
H,; et H, (III, p. 21, prop. 3), donc se prolonge d’une seule maniére en une
application @ de G, dans G,, uniformément continue pour les structures uniformes
droites de ces groupes (II, p. 20, th. 2). En outre, en vertu du principe de pro-
longement des identités (I, p. 53, cor. 1), # est un homomorphisme de G, dans
G,, d’oli la premiére assertion. Pour démontrer la seconde, il suffit de considérer
Iisomorphisme » de H, sur H; réciproque de %, et son prolongement 7 en un
homomorphisme continu de G, dans Gy ; en vertu de I'unicité du prolongement,
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7o @ et @ o 7 sont respectivement I'identité dans G, et dans G,, donc (E, IT, p. 18)
i est bijective.
Remarque. — Lorsque I’homomorphisme continu # est bijectif, il n’en résulte pas en

général que & soit injectif ni surjectif (cf. 111, p. 73, exerc. 12); voir toutefois 11T,
p. 26, prop. 10.

4. Complétion d’un groupe topologique
Soit G un groupe topologique séparé. L’espace uniforme G, peut étre considéré

comme sous-espace partout dense de son complété G, Nous allons chercher si on
peut considérer G comme sous-groupe partout dense d’un groupe séparé et complet G'.

S’il en est ainsi, Pespace uniforme G, est nécessairement isomorphe a G, (II, p. 20,

corollaire) ; on doit donc pouvoir définir sur éd une structure de groupe topologique
qui induise sur G la structure de groupe topologique donnée. I1 nous faut par suite

examiner: 1° si on peut prolonger par continuité les fonctions xy et x ™ 2 G, x Gy et

a éd respectiverment; 2° si les fonctions ainsi prolongées définissent bien sur éd
une structure de groupe (elles définiront alors nécessairement une structure de
groupe topologique induisant sur G la structure donnée). Nous devrons ensuite
établir que: 3° lorsque les opérations précédentes sont possibles, le groupe topo-
logique qu’elles définissent est complet. Enfin, nous verrons que: 4° s’il existe un
groupe complet répondant a la question, il est unigue & une isomorphe prés.

1) Prolongement par continuité de xy et x~1. — Les fonctions xy et x~1 n’étant pas
uniformément continues en général, on ne peut appliquer le théoréme de pro-
longement des fonctions uniformément continues (II, p. 20, th. 2). Néanmoins,
on peut prolonger xy, grace a la prop. 11 de IT, p. 20 et 4 la proposition suivante:

"PrOPOSITION 6. — Soient § et © deux filtres-de Cauchy-sur- G y; Pimage, par Uapplication
(%, y) v>xy, du filire & x ©, est une base de filtre de Cauchy sur G,.

Evaluons la « proximité » de xy et ¥y’ dans G,, autrement dit, formons le
produit (xy")(xy) "' = x'y’y~*x~'; pour tout ¢€G, on peut encore écrire
(xy")(xy) =t = (x'a~ ) (ay'y *a~*)(ax~); nous allons voir qu’en choisissant con-
venablement @, chacun des trois facteurs de ce produit est trés petit dés que les
couples (x, ) et (x',y") appartiennent tous deux & un méme ensemble assez petit
de & x 6. En effet, voit V un voisinage quelconque de ¢ dans G; il existe un
ensemble A €, petit d’ordre V,;; prenons pour ¢ un point de A; si x et x” sont
deux points quelconques de A, on a #’'a~* € V et ax~* € V. D’autre part, la rela-
tion ay’y~la~* eV équivaut 2 y'y~' €4~ Va = W; comme W est un voisinage
de ¢, il existe un ensemble B € &, petit d’ordre W, ; donc, quels que soient (x, )
et (x',y") dans A x B, on a (x'y")(xy) "' € V3, ce qui démontre la proposition.

Pour qu’on puisse prolonger x~* par continuité a éd, il faut et il suffit que
Pimage, par la syméirie x —> x~1, d’un filtre de Cauchy sur G soit un filtre de Cauchy sur
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G, (II, p. 20, prop. 11). On peut donner des exemples de groupes topologiques
G pour lesquels cette condition n’est pas vérifiée (cf. X, §3, exerc. 16); nous
supposerons qu’elle est vérifiée dans la suite de ce raisonnement.

2) Les fonctions xy et x~* prolongées, définissent une structure de groupe sur é‘rd. — En
effet, si on applique le principe de prolongement des identités (I, p. 53, cor. 1)

aux fonctions x(yz) et (xy)z définies dans G, x f}d X éd, et égales dans le sous-
espace partout dense G; x G, x Gy, on voit que la loi de composition (x, y) - xy

est associative dans G,4. Pour la méme raison, les fonctions x, ex, xe sont identiques

dans G, et les fonctions e, xx~1, x~1x sont identiques dans Gg.

3) Le groupe topologique f}d est complet. — En effet, soit %, sa structure uniforme

drotte, et soit % la structure uniforme obtenue sur G, par complétion de la structure
uniforme droite de G. Les structures % et %, induisent la méme structure uniforme
sur G; toute base de filtre de Cauchy DB sur G pour la structure %, est donc une

base de filtre de Cauchy pour la structure %. Or, B converge dans G, puisque %

est une structure d’espace complet; comme les topologies sur éd déduites de %
et %, sont identiques (la topologie déduite de % étant compatible avec la struc-

ture de groupe de éd en vertu de 2)), on voit (I, p. 17, prop. 9) que %, est une
structure d’espace complet. Cette conclusion montre d’ailleurs que % et %, sont
identiques (II, p. 20, corollaire).

4) Unicité. — Elle résulte de la prop. 5 de III, p. 22.

En résumé, nous avons démontré le théoréme suivant:
TrEOREME 1. — Pour gu’un groupe topologique séparé G soit isomorphe & un sous-groupe

partout dense d’un groupe complet é, il faut et il suffit que image, par la symétrie x > x~1,
d’un filtre de Cauchy pour la structure uniforme droite de G soit encore un filtre de Cauchy

pour cette structure. Le groupe complet G (qu’on appelle le groupe complété de G) est alors
unigue (3 un isomorphisme prés).

ProrosrTioN 7. — Soit G un groupe topologique séparé admetiant un groupe complété G.
Les adhérences, dans é, des voisinages de Uélément neutre dans G, forment un systéme
Jondamental de voisinages de I’élément neuire dans G.

En effet, G étant régulier, tout voisinage de I'élément neutre dans G contient

P'adhérence V d’un voisinage ouvert U de ¢ dans G et V est aussi I'adhérence de
la trace de U sur G.

Soit G un groupe non nécessairement séparé; soient N = {¢}, G’ = G/N le

groupe séparé associé & G (III, p. 13). Si G’ admet un groupe complété &, on
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dit que ce dernier est le groupe séparé complété de G et on le note G; f}; (resp. é;)
est alors Pespace uniforme séparé complété (11, p. 23) de G, (resp. Gy).

Prorosirion 8. — Soient G un groupe admettant un groupe séparé complété G'. Tout
homomorphisme continu u de G dans un groupe séparé complet H se factorise d’une seule

maniére en u = vo @, o v est un homomorphisme continu de G = G’ dans H et ¢

Dapplication canonique de G dans G (composée de Uinjection canonique de G’ dans G et
de I’homomorphisme canonique ¢ de G sur GIN = G').

Comme le noyau de u est fermé et contient e, il contient N, donc u s’écrit
# = woy, ol w est un homomorphisme continu de G’ dans H; il suffit alors
d’appliquer 2 w la prop. 5 de III, p. 22.

COROLLAIRE. — Soient Gy, G, deux groupes topologiques admettant des groupes séparés
complétés érl, é2 respectivement. Pour tout homomorphisme continu f: G, — Gy, il exisle

un homomorphisme continy f: G, — Gy et un seul rendant commutatif le diagramme

G, 1> q,

1 J/ l P2
G,—G
157 b
o0l ¢y et @g sont les homomorphismes canoniques.
I1 suffit d’appliquer la prop. 8 & '’homomorphisme ¢y o f: G; — G,.

Prorosition 9. — Soit G un groupe topologique séparé. S’il existe un voisinage V, de
Délément neutre tel que I’ application x —> x~1 de V, dans G sott uniformément continue pour
la structure uniforme droite, alors G admet un groupe complété.

Montrons que le critere du th. 1 est vérifié. Soit donc & un filtre de Cauchy
pour la structure uniforme droite de G il existe par suite un ensemble A € &
petit d’ordre (V,), pour cette structure; autrement dit, siga€ A, on a xa~1 eV,
pour tout x € A, ou encore A © Vya. Montrons que pour tout voisinage W de ¢,
il existe un ensemble B < A appartenant & & et tel que B~ soit petit d’ordre
W,: cela signifie que, pour x,y dans B, on doit avoir 7 'x € W. Or, on peut
écrire x = sa ety = la, avec s, ¢t dans V,, et on a alors yx~* = &5~ ety " 'x =
a1t "1sa. Par hypothése, il existe un voisinage W’ de ¢ tel que les relations
seVyteVgetis™t e W entrainent £ ~1s € qWa~1; si B < A est un ensemble de
& petit d’ordre W, on aura donc bien y~*x € W quels que soient x, y dans B, ce
qui prouve la proposition.

5. Structure uniforme et complétion d’un groupe commutatif

Nous avons déja remarqué que, dans un groupe topologique commutatif G, les
structures uniformes droite et gauche sont identiques; lorsqu’on parle de /a
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structure uniforme de G, c’est toujours de cette unique structure qu’il est question.

TutoriME 2. — Soit G un groupe topologique commutatif'; les fonctions x=1 et xy sont
uniformément continues dans G et G x G respectivement; en outre G admet un groupe

séparé complété G, qui est commutatif.

La continuité uniforme de x~* résulte de la prop. 2 de III, p. 21; celle de
xy, de la prop. 3 de III, p. 21, puisque (¥,y%) > xy est un homomorphisme
continu de G x G dans G. Si G est séparé, il satisfait a la condition du th. 1 de
III, p. 24 (comme tout groupe séparé dont les structures uniformes droite et

gauche sont identiques) ; en outre, les fonctions xy et yx sont égales dans G x G,
d’aprés le principe de prolongement des identités. D’olt la seconde assertion, en
considérant dans le cas général le groupe séparé associé a G.

On déduit en particulier de ce théoréme que, si f et g sont deux applications
uniformément continues d’un espace uniforme E dans un groupe commutatif G,
noté additivement, les fonctions —f et f 4+ g sont uniformément continues.

ProrostrioNn 10. —— Sotent G un groupe commutatif, T, T4 deux topologies séparées
compatibles avec la structure de groupe de G ; on suppose que T est plus fine que T, et qu’il
extste un systeme fondamental de voisinages de O pour T qui soient fermés pour T4, Soient
Gy, Gy les groupes complétés de G pour T, et T, respectivement, et soit f: Gy —> Gy I"homo-
morphisme continu qui prolonge Uapplication identique de G (111, p. 22, prop. 5); alors
[ est ingectif-

Supposons G noté additivement. Soit %, la structure uniforme sur G corres-
pondant (III, p. 20) 4 la topologie J7; il suffira de montrer que si § et §’ sont
deux filtres de Cauchy minimaux (II, p. 14) pour %,, qui convergent dans G,
vers le méme point «, alors § = & (II, p. 21). Pour cela, il suffit de montrer que
& N § est un filtre de Cauchy pour %;. Soit V un voisinage de 0 dans G pour
7, fermé pour J5; soit W un voisinage symétrique de 0 dans G pour 773, tel que
W + W < V. Par hypothése, il existe dans & (resp. ') un ensemble M (resp.
M’} petit d’ordre Wy; pour xe M, y € M, on a donc y — x € W, ou encore

yex + W;si WetV sont les adhérences de W et V dans G, on déduit de ce qui
précede quey € x + W, donc, puisque a est adhérent 3 M, a € x + W pour tout
x€M. De méme, on a acx’ + W pour tout x' € M’, d’ott l'on tire
x — 2’ € W + W; mais comme (x,7) — x + y est une application continue de
Gy x Gy dans Gy, on 2 W + W< W + W < V., On en conclut que pour
xeM,xeM,onax—xeVNG =V, puisque V est fermé pour J5; ceci
achéve donc la démonstration.

CoRrROLLAIRE 1. — Sous les hypothéses de la prop. 10, st A est une partie de G qui est un
sous-espace complet pour la structure uniforme U, correspondant @ T4, A est ausst un sous-
espace complet pour la structure uniforme U, correspondant & 7.
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En effet, si A; est 'adhérence de A dans G, f(A;) est contenu dans ’ad-
hérence de A dans Gy, égale & A par hypothéese. Comme f(A) = A par définition
et que f est injective, on a A; = A,

COROLLAIRE 2. — Sotent G un groupe commutatif, I, T, deux topologies séparées
compatibles avec la structure de groupe de G. On suppose que T est plus fine que T 5 et qu’il
existe un sysiéme fondamental B de voisinages de O pour T qui soient complets pour la
structure uniforme U, correspondant & Ty. Alors G est complet pour la structure uniforme
U, correspondant ¢ I,

En effet, les ensembles de B sont fermés pour 7,, donc complets pour %; en
vertu du cor. 1; la proposition résulte alors de la prop. 4 de I1I, p. 22.

§ 4. GROUPES OPERANT PROPREMENT DANS UN ESPACE
TOPOLOGIQUE. COMPACITE DANS LES GROUPES TOPOLOGIQUES
ET LES ESPACES A OPERATEURS

1. Groupes opérant proprement dans un espace topologique

DeriNtTioN 1. — Soit G un groupe topologique opérant contindment dans un espace
topologique .. On dit que G opére proprement dans E si Papplication 0: (s, x) — (%, 5.%)
de G x E dans E x E est propre (1, p. 72, déf. 1).

Soit I' € G x E x E le graphe de I’application p: (s, x) +> s.%; puisque p
est continue, Papplication o: (s, x) — (s, %, s.x) est un homéomorphisme de

Pres

G x EsurI'; Papplication composée G x E > T 25 E x En’estautre que 6.
La déf. 1 revient donc a dire que la restriction de pryg & I' est une application
propre de I' dans E x E.

Le th. 1 de I, p. 75, montre que G opére proprement dans E si et seulement
si la condition suivante est vérifiée:

Pour tout ensemble A filtré par un ultrafiltre & et toute application o > (s, *,)
de A dans G x E, si Papplication « > ($,.%,, &,) a une limite (b, a) suivant &,
alors « > s, a une limite ¢ € G suivant &, telle que f.a = b.

Exemples. — 1) Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe topologique G. Si G
opere proprement dans E, il en est de méme de H, puisque H x E est fermé dans
G x E (I, p. 74, cor. 1). Si 'on prend par exemple E = G, G opérant dans lui-
méme par translation & gauche, 'application §: G x E— E x E est un homéo-
morphisme, donc est propre, et 'on voit donc que H opére proprement dans G par
translation a gauche.

2) Si G opére proprement dans E, il opére proprement dans tout sous-espace
E' de E réunion d’orbites de points de E (autrement dit, saturé pour la relation
d’équivalence définie par G). En effet, I'image réciproque de E’ x E’ dans
G x Eest G x E', et il suffit d’appliquer la prop. 3 de I, p. 72.
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ProrosiTioN 1. — Soient G un groupe topologique opérant contindment dans un espace
topologique E, K une partie quasi-compacte de G. L’application ¢: (s, x) > s.x de
K x E dans E est propre.

En effet, o se factorise en K x E 25K x EZ5E, on als, x) = (5, 5.%).
L’application « est un homéomorphisme, car «a~(s,y) = (s, s71.y) est continue;
puisque K est quasi-compact, pr, est propre (I, p. 77, cor. 5); donc p est propre
(I, p. 73, prop. 5).

CoROLLAIRE 1. — 8% A est une partie fermée (vesp. compacte) de E, alors K. A est fermé
dans E (resp. compact si E est séparé). En particulier, si ¥ est une partie fermée et K
une partie quasi-compacte de G, K¥ est fermé dans G.

L’assertion relative aux parties fermées résulte de la prop. 1 et de ce qu’une
application propre est fermée (I, p. 72, prop. 1); ’assertion relative aux parties
compactes est triviale.

On notera que si L est une partie compacte de E, F une partie fermée de G, F.L
n’est pas nécessairement fermé dans E (111, p. 72, exerc. 29; cf. II1, p. 35, corollaire).
CoorOLLAIRE 2. — Si K est un sous-groupe quasi-compact d’un groupe topologique G, la
relation d’équivalence x 'y € K est fermée, et Uapplication canonique ¢: G — G[K est
propre.

La premiére assertion résulte du cor. 1; la seconde résulte alors du I, p. 75,

th, 1.

CoRrOLLAIRE 3. — Soient K un sous-groupe distingué quasi-compact d’un groupe topologique
G, ¢ Papplication canonique G — G/K. Pour tout sous-groupe fermé A de G, la bijection
canonique de AJ(A N K) sur o(A) est un isomorphisme de groupes topologiques.

En effet, comme x~ 'y € K est une relation d’équivalence fermée (cor. 2), le
corollaire résulte de I, p. 32, prop. 4.

ProposITION 2. — Soit K un groupe compact opérant contindment dans un espace séparé E.
Alors:

a) K opére proprement dans E.

b) L’application (s, x) > s.x de K x E dans E est propre.

c) L’application canonique de B sur EJK est propre.

En effet, b) résulte de la prop. 1. D’autre part, comme K est compact,
pra: (s, ¥) >« est propre (I, p. 77, cor. 5); donc, comme E est séparé,
(s, x) > (%, s.x) est propre (I, p. 74, cor. 3), ce qui prouve a). En vertu du cor.
1 de la prop. 1, I’application canonique ¢: E — E/K est fermée; pour tout espace
topologique Z, si on fait opérer trivialement K dans Z, K opére continiment dans
E x Z, donc 'application canonique E x Z — (E x Z)/K est fermée d’apres
ce qui précéde; mais (E x Z)/K s’identifie canoniquement a (E/K) x Z (I1I,
p- 10, lemme 2 et I, p. 34, cor. de la prop. 8). Donc I’application canonique
E x Z— (E x Z)/K ¢’identifie & ¢ x Idg, et dire qu’elle est fermée pour tout
Z signifie que ¢ est propre.
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COROLLAIRE 1. — Les hypothises étant celles de la prop. 2, pour que B soit compact (resp.
localement compact), il faut et il suffit que EJK le soit.

Cela résulte de ce que Papplication canonique E — E/K est propre, compte
tenu de I, p. 79, corollaire.

COROLLAIRE 2. — Sotent G un groupe topologique séparé, K un sous-groupe compact de
G. Pour que G soit compact (vesp. localement compact) il faut et il suffit que G/K soit
compact (resp. localement compact).

En effet, il suffit d’appliquer le cor. 1 2 K opérant dans G par translation a

droite.

2. Propriétés des groupes opérant proprement

PrOPOSITION 3. — 8% un groupe topologique G opére proprement dans un espace topologique
E, Pespace des orbites B|G est séparé. Si de plus G est séparé, alors E est séparé.

Soit C = E x E le graphe de la relation d’équivalence R définie par G dans
E; c’est 'image de G x E par 'application 0: (s, ) — (¥, 5.x). Comme 6 est
propre, C est fermé dans E x E (I, p. 72, prop. 1). Comme la relation R est
ouverte (III, p. 10, lemme 2), on en conclut que E/G est séparé (I, p. 55,
prop. 8).

Supposons maintenant G séparé; I’application x> (¢, x) de E dans G x E
est un homéomorphisme sur une partie fermée de G x E, donc est propre (I, p.
72, prop. 2); si on compose avec cette application I'application (s, x) +> (x, 5.%)
de G x E dans E x E, qui est propre par hypothése, on obtient une application
propre de E dans E x E (I, p. 73, prop. 5) qui n’est autre que ’application
diagonale x > (x, x) ; donc la diagonale de E x E est fermée (I, p. 72, prop. 1),
ce qui démontre que E est séparé (I, p. 52, prop. 1).

Prorosrrion 4. — Soit G un groupe topologique opérant proprement dans un espace
topologique E, et soit x un point de E. Désignons par G .x Uorbite de x, par K, le stabilisa-
teur de x. Alors:

a) L’application s s.% est une application propre de G dans E.

b) K, est quasi-compact.

c) Lapplication canonique de G|K,, sur G.x est un homéomorphisme.

d) L’orbite G.x est_fermée dans E.

L’image réciproque par 8: (s, x) > (, s.x) de {s} x EestG x {x}; la prop. 3
de I, p. 72, montre que la restriction de 6 4 G x {x} est une application propre
de G x {x} dans {x} x E, d’ot a). Comme K, est 'image réciproque de x par
s+>s.x, b) résulte de I, p. 75, th. 1. Le fait que I’application canonique
G/K, +> G.x soit un homéomorphisme et le fait que G.x soit fermé dans E sont
conséquences de a) (I, p. 72, prop. 2 et p. 73, prop. 5 b)).

PropostTION 5. — Soit G (resp. G') un groupe topologique opérant contindiment dans un
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espace topologique E (resp. E'). Sotent ¢ un homomorphisme continu de G dans G', § une
application continue de E dans E' telles que o et  soient compatibles (111, p. 10).

(1) S7 @ est surjectif,  surjective et propre, et st G opére proprement dans E, alors G’
opére proprement dans E'.

(i) St ¢ est propre, si G’ opére proprement dans B’ et si E est séparé, alors le groupe G
opére proprement dans E.

Pour démontrer (i), on considére le diagramme commutatif

GxE—-—FExE
o ) €]
G x B 2sE x E

ota = ¢ x ¢, 8 = ¢ x . Par hypothése, 0 est propre et il en est de méme de 8
(I, p. 73, prop. 4 a)); donc Bo 0 = 0" o« est propre (I, p. 73, prop. 5 a));
comme « est surjective, on en déduit que 0’ est propre (I, p. 73, prop. 5 b)).

Pour démontrer (ii), considérons un ultrafilire % sur G x E, tel que
(5, x) > s.x et (s, ) => x convergent suivant U vers g, et x, respectivement. On en
conclut que (s, x) ~> o(s).¢(x) et (s, x) = ¢(x) convergent suivant U. Puisque
G’ opére proprement dans E’, cela entraine (II1, p. 27) que (s, x) > ¢(s) con-
verge suivant U vers un point sy € G'; comme ¢ est propre, on en conclut (I, p.
75, th. 1) que (s, ) > s converge suivant U vers un point s, € G. L’unicité de la
limite dans E montre alors que g, = s,.%,, ce qui montre que G opére propre-
ment dans E (I, p. 75, th. 1).

CoroLLAIRE. — Soient G un groupe topologique, K un sous-groupe de G. Pour que G
opére proprement dans G[K, il _faut et il syffit que K soit quasi-compact.

La nécessité de la condition résulte de la prop. 4 b) de III, p. 29. Pour
montrer que la condition est suffisante, observons d’abord que G opére propre-
ment dans Jui-méme par translation & gauche (III, p. 27, Exemple 1) et d’autre
part Papplication canonique §: G — G/K est propre (III, p. 28, cor. 2). Il
suffit alors d’appliquer la prop. 5, (i) en y faisant G, ¢ = Idg, E = G,
E’ = G/K, { étant Papplication canonique.

3. Groupes opérant librement dans un espace topologique
Rappelons la définition suivante (A, I, p. 54):

DérinitioN 2. — Soit G un groupe opérant dans un ensemble E. On dit que G opére
librement dans E si le stabilisateur de tout point de E est réduit & e, autrement dit si les
relations s.x = x, x € B, s € G entrainent s = e.

Exemple. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G. Le groupe H opére
librement par translations (4 droite ou a gauche) dans G.
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Soient G un groupe opérant librement dans un ensemble E, R la relation
d’équivalence dans E définie par G, C < E x E le graphe de R. Si (x,5) €C, il
existe un s € G tel que s.x = y; de plus cet élément est unique, car si s.x = s".%,
ona s "ls.x = x,d’ol s'~1s = ¢, puisque G opére librement. Si l'on fait corres-
pondre au couple (x,y) € C 'unique élément s € G tel que s.x = y, on définit
une application ¢: C — G, que nous appellerons Uapplication canonique de C dans
G. Avec ces notations:

ProposiTiON 6. — Soit G un groupe topologique opérant contindment dans un espace
topologique E. On suppose que G opére librement dans E. Alors, pour que G opére propre-
ment, il faut et il suffit que Pon ait:

(FP) Le graphe C de la relation d’équivalence définie par G est fermé dans E x E, et
Papplication canonique ¢: C — G est continue.

L’ensemble C est I'image de I’application 0: (s, x) > (, s.x) de G x E dans
E x E. On sait (I, p. 72, prop. 2) que pour que 0 soit propre, il faut et il suffit
que Csoit fermé dans E x E et que si on désigne par 0’ application 6 considérée
comme application de G x E dans C, 0’ soit un homéomorphisme. Or I'hypo-
thése entraine que 0’ est bijective et que son application réciproque est
(%, 9) — (o(x, ), x) ; pour que 0’ soit un homéomorphisme, il faut et il suffit donc
que ¢ soit continue.

4. Groupes localement compacts opérant proprement

ProrositioN 7. — Soit G un groupe localement compact opérant contindment dans un
espace séparé E. Pour que G opére proprement, il faut et il suffit que, pour tout couple de
points x,y de E, 1l existe un voisinage V. de x et un voisinage V, dey tels que ensemble K
des s € G pour lesquels s.V,, NV, # @& soit relativement compact dans G.

Soit I I’espace compact obtenu en adjoignant & G un point & Pinfini w et
soit I' le graphe de p: (5, x) > s.x considéré comme partie de F x E x E;
montrons que si la restriction a I' de pryg est propre, I est fermé dans F x E x E.
En effet, ’hypothése entraine que Papplication u: (4, 5, x,9) + (4, x,y) de F x T’
dans F x E x E est fermée. Si I est ’ensemble des points (s, s5) dans F x G
pour s € G, I est fermé dans F x G, étant le graphe de l'injection canonique
G —F (I, p. 53, cor. 2); intersection (I' x E x E) N (F x I') est donc une
partie fermée de F x T, et il est immédiat que son image par u est ’ensemble I'
considéré comme partic de F x E x E, d’ot notre assertion. Or, on a
(fo} x E x E) nI' = @. Par définition de F, pour tout (#,y) e E x E, il existe
donc un voisinage W de (x, y) dans E x E et une partie compacte K de G tels que
((G =K) x W) N T = @;comme on peut prendre pour W un voisinage de la
forme V,, x V,, oV, et V, sont des voisinages de x et y respectivement, la rela-
tion (G = K) x W) N T' = @ setraduit par « s ¢ Kentraines.V, NV, = @,
et nous avons démontré la nécessité de la condition de ’énoncé. Inversement,
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supposons cette condition vérifiée; soit A un ensemble filtré par un ultrafiltre
et soit « > (5, ¥,) une application de A dans G x E telle que limg x, = x,
limg s,,.%, = y. Supposons que K, V, et V, vérifient la condition de I’énoncé.
Par hypothése, il existe un ensemble M e & tel que pour ¢ €M, on ait
x, €V, ets,.x, €V, donc s, € K, ce qui prouve que « > 5, converge suivant §
et achéve la démonstration.

Lorsque G est compact, la condition de I'énoncé de la prop. 7 est trivialement
vérifiée, et on retrouve ainsi la prop. 2 a) de I1I, p. 28.

La prop. 7 montre en particulier qu’un groupe discret G opérant continiment
dans un espace séparé E opére proprement dans E si et seulement si, pour tout
couple (x, y) de points de E, il existe un voisinage V,, de x et un voisinage V, dey
tels que Pensemble des s € G pour lesquels 5.V, NV, % o soit fini.

Prorostrion 8. — Soit G un groupe discret opérant proprement dans un espace séparé
E. Soit x un point de E et sott K, le stabilisateur de x.
a) Le sous-groupe K, est fini.
b) I existe un voisinage ouvert U de x dans B possédant les propriéiés suivantes:
(1) U est stable par K;
(ii) la relation d’équivalence induite dans U par la relation définie par G est la
relation définie par K ;
(iii) pour tout se Gem K, ona UNs. U= .

c) L’application canonique UK, — E|G est un homéomorphisme de U|K, sur un
voisinage ouvert de la classe de x dans E|G.

En vertu de la prop. 7, K, est fini. Pour construire un ensemble ouvert U
vérifiant les conditions requises, notons d’abord qu’il existe, d’aprés la prop. 7,
un ensemble ouvert U, contenant x et tel que Pensemble K des s € G pour les-
quels s. U, " U, # & soit fini. On a évidemment K,, = K; solent sy,.. ., s, les
éléments de K — K. Si I’on pose x; = 5;.4 (1 < ¢ < n), on a x; # x pour tout
i; puisque E est séparé, il existe pour chaque indice ¢ un voisinage
ouvert V; de x et un voisinage ouvert V; de s;.x tels que V; NV, = @ ; posons
U, =V, ns71. VL Il est clair que U; est ouvert et contient x, et 'on a
Unsg U, cV,nV)= g. Soit U =U,nU;n---NnU,; U est ouvert,
contient x et est tel que U' N s. U’ = @ pour s ¢ K,; en posant U = tQ{x t. U’

on obtient un ensemble ouvert stable pour K,, contenant x et tel que
Uns.U = g pour s ¢ K,; c’est 'ensemble ouvert cherché.

Le fait que I'application canonique U/K, — E/G soit un homéomorphisme
de UJ/K,, sur un ensemble ouvert dans E/G résulte de I, p. 32, prop. 4, puisque U
est ouvert et la relation d’équivalence définie par G ouverte (III, p. 10, lemme 2).

COROLLAIRE. — 87 [’on suppose en ouire que K, = {¢}, le point x posséde un voisinage
ouvert U tel que Uns. U= @ pour tout s # e dans G, et que la restriction & U de
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Dapplication canonique E — E|G soit un homéomorphisme de U sur une partie ouverte .
de E/G.

5. Groupes opérant continiiment dans un espace localement compact

ProrositioN 9. — Soit G un groupe topologique opérant contindment dans un espace
localement compact E. Si B |G est séparé, il est localement compact.

En effet, comme la relation d’équivalence dans E définie par G est ouverte
(III, p. 10, lemme 2), la proposition résulte de I, p. 80, prop. 10.

Prorosition 10. — Soit G un groupe topologique opérant contindment dans un espace
localement compact E, et supposons E|G séparé; soit ¢ lapplication canonique de E sur
E/G. Pour toute partie compacte K' de E|G, il existe une partie compacte K de E telle que
9(K) = K.

Comme la relation d’équivalence définie par G est ouverte (III, p. 10,
lemme 2), la proposition est un cas particulier de la prop. 10 de I, p. 80.

Prorosrtion 11. — Soit G un groupe topologique séparé opérant proprement dans un
espace non vide E. Si E est compact (vesp. localement compact), il en est de méme de G et de
E/G. :

Par hypothése, Papplication 0: (s, x) > (%, 5.x) de G x E dans E x E est
propre; si E x E est compact (resp. localement compact) le corollaire de I, p.
79 montre qu’il en est de méme de G x E, donc de G puisque E # . Comme
E/G est séparé (III, p. 29, prop. 3) on sait que si E est compact (resp. localement
compact), E/G est compact (I, p. 78, prop. 8) (resp. localement compact
(prop. 9)) (voir III, p. 72, exerc. 29).

Nous allons maintenant donner des critéres permettant d’affirmer qu’un
groupe topologique séparé G opére proprement dans un espace localement
compact E. Pour tout couple de parties K, L de E, nous noterons P(K, L) I’en-
semble des s € G tels que s. K NL # g.

TutorEME 1. — Soit G un groupe topologique séparé, opérant contindment dans un espace
topologique E. Soient K une partie compacte de E, L une partie fermée de E. Alors:

a) L’ensemble P(K, L) est fermé dans G.

b) St G opére proprement dans E, et si L est compact, P(K, L) est compact.

c) Réciproguement, si E est localement compact, et si, pour tout couple de pariies
compactes K, L de E, P(K, L) est relativement compact dans G (done compact d’aprés a)),
alors G opére proprement dans E (et si E est non vide, G est localement compact d’aprés la
prop. 11).

L’application (s, x) —> 5.2 de G x K dans E est continue; 'image réciproque
L’ de L par cette application est donc fermée. Comme K est compact, la projec-
tion pr;: G x K — G est propre (I, p. 77, cor. 5) et I'image de L’ par pr; est
fermée (I, p. 72, prop. 1). Comme cette image est P(K, L), ceci démontre a).
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Démontrons b). Notons que E est séparé (III, p. 29, prop. 3). Par hypothése
Papplication 0: (s, x) ~> (x,5.x) de G x E dans E x E est propre; comme

-1
K x L est compact, (K x L) est compact, E étant séparé (I, p. 77, prop. 6);
-1
la projection P(K, L) de (K x L) dans G est donc un ensemble compact.

Démontrons ¢). Comme K x L est fermé dans E x E, 61 (K x L) est une
partie fermée de P(K, L) x K, donc est un ensemble compact sous les hypothéses
de c). Comme toute partie compacte de E x E est contenue dans un ensemble
compact de la forme K x L, on en conclut que I'image réciproque par 6 d’une
partie compacte quelconque de E x E est compacte, et puisque E x E est
localement compact, ceci prouve que 0 est propre (I, p. 77, prop. 7) (voir IV,
p- 46, exerc. 4 c)).

Remarque. — On a évidemment P(K, L) < P(K U L, K U L); donc, pour que
G opére proprement dans un espace localement compact E, il suffit que pour toute
partie compacte K de E, Pensemble P(K, K) soit relativement compact dans G.
En particulier, pour qu’un groupe discret G opére proprement dans un espace
localement compact E, il faut et il suffit que, pour toute partie compacte K de E,
Pensemble des s € G tels que s. K N K # @ soit fini.

Exemple. — *Soit X une variété analytique complexe, analytiquement isomorphe 4
une partie ouverte bornée de €%, et soit G le groupe des automorphismes analytiques
de X; la topologie de la convergence compacte est compatible avec la structure de
groupe de G, et on peut montrer que G opére proprement dans X. En particulier,
tout sous-groupe discret de G opére proprement dans X.

Prenons par exemple pour X le demi-plan £(z) > 0, analytiquement isomorphe
4 un disque ouvert dans C; le groupe G est le groupe des transformations
zw+> (az + b)/(cz + d), avec a, b, ¢, d réels et ad — be # 0. Le sous-groupe H de G
formé des transformations pour lesquelles g, b, ¢, d sont entiers et ad — be = 1, est un
sous-groupe discret de G, appelé groupe modulaire. En vertu de ce qui précede, il
opére proprement dans le demi-plan #(z) > 0.,

ProrosiTiON 12. — Soit G un groupe topologique séparé opérant contindment dans un
espace topologique E. Soit K une partie compacte de E, et soit ox Papplication (s, x) — s.x
de G x K dans E. Alors:

a) St G opere proprement dans E, ox est une application propre.

b) S8i E est localement compact, et st px est propre pour toute pariie compacte K de E, G
opére proprement dans E.

L’application px se factorise en G x K=K x E22-FE, ob 0k est la
restriction & G x K de 'application 0: (s, x) > (¥, s.x4) de G x E dans E x E.
Comme ﬂl(K x E) = G x K, 0g est propre si 6 Lest (I, p. 72, prop. 3).
D’autre part, comme K est compact, la projection pr, de K x E sur E est propre
(I, p. 77, cor. 5) donc px est propre (I, p. 73, prop. 5).

Supposons inversement que pour toute partie compacte K de E, px soit

. . -1 .
propre; si L est une partie compacte de E, px(L) est une partie compacte de
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G x K, dont la projection dans G est P(K, L); donc P(K, L) est compact, et si
E est localement compact, on en conclut que G opére proprement dans G, en
vertu du th. 1 de III, p. 33.

COROLLAIRE. — Soit G un groupe iopologique séparé opérant proprement dans un espace
topologique E. Pour toute partie compacte K de E et toute partie fermée ¥ de G, F.K est
une partie fermée de E.

Cela résulte de la prop. 12 et de I, p. 72, prop. 1.

6. Espaces homogénes localement compacts

ProrosiTION 13. — Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G.
L’espace homogéne G[H est localement compact et paracompact.

Comme G/H est séparé (I1I, p. 12, prop. 13), il est localement compact en
vertu de III, p. 33, prop. 9, appliquée a H opérant a droite dans G. Reste donc
a montrer que G/H est paracompact. Soit V un voisinage compact symétrique
de e dans G, et soit G, = V* le sous-groupe de G engendré par V, qui est ouvert
(ILI, p. 7, corollaire). Le groupe G, opére contintiment dans G/H (II1, p. 12,
prop. 12); montrons que chacune des orbites G,. z (pour z € G/H) est une partie
ouverte de G/H, réunion dénombrable d’ensembles compacts; il en résultera que
G/H est somme topologique des orbites distinctes Gy. z, et par suite est paracompact
(I, p. 70, th. 5). Le fait que G, . z soit ouvert dans G/H résulte de ce que Gy est
ouvert dans G, et la relation d’équivalence =y € H ouverte dans G (III, p. 10,
lemme 2). D’autre part, Gy.z est réunion des V*.z (» > 1), et comme V" est
compact dans G et G/H séparé, V. z est compact, ce qui achéve la démonstra-
tion.

ProrosiTioN 14. — Dans un groupe localement compact G, la composante neutre G est
Uintersection des sous-groupes ouverts de G.

Comme C est un sous-groupe distingué fermé de G (III, p. 8, prop. 8),
G/C est un groupe localement compact (prop. 13) qui est totalement discontinu
(I, p. 84, prop. 9). Comme I'image réciproque, par I'application canonique de
G sur G/C, d’un sous-groupe ouvert de G/C, est un sous-groupe ouvert de G
contenant C, on voit qu’on peut se borner 4 démontrer la proposition pour le
groupe G/C; autrement dit, on est ramené au cas ou G est totalement discontinu.
On sait alors (II, p. 32, corollaire) que tout voisinage compact V de ¢ contient
un voisinage U de ¢, 4 la fois ouvert et fermé. Comme U est compact, et B = (U
fermé, il existe un voisinage ouvert symétrique W de ¢ tel que W < U et
UW N BW = g (III, p. 20 et II, p. 31, prop. 4), et a fortiori UW < U. Par
récurrence sur n, on en déduit W* < U pour tout entier n > 0; le sous-groupe
W® = | W"” de G engendré par W, qui est ouvert (III, p. 7, corollaire),

n>0
est donc contenu dans U, ce qui démontre la proposition.
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Nous avons en outre prouvé:
CoroLLARE 1. — 87 G est un groupe localement compact totalement discontinu, fout
voisinage de ¢ dans G contient un sous-groupe ouvert de G.

CoOROLLARE 2. — Un groupe localement compact qui est engendré par chacun des voisinages
de 1’ élément neutre est connexe.

CoROLLAIRE 3. — Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G,
o lapplication canonique de G sur G[H. Les composantes connexes de G[H sont les
adhérences des images par ¢ des composantes connexes de G.

Soit G la composante neutre de G. Les composantes connexes de G sont les
ensembles sC, oit s € G (III, p. 8, prop. 8); il est clair que ¢(sC) est connexe,

donc aussi ¢(sC) (I, p. 81, prop. 1). Mais ¢(sC) = ¢(sCH) et comme sCH est
saturé pour la relation d’équivalence définie par H, et que cette relation est
ouverte (ITI, p. 10, lemme 2), on a ¢(sCH) = ¢(sCH) = ¢(s.CH) (I, p. 33,
prop. 7).

Posons L = CH; L est un sous-groupe fermé de G contenant C et H; pour
prouver que les ensembles ¢(s.L) = s.¢(L) sont les composantes connexes de
G/H, il suffit de montrer que Pespace quotient de G/H par la relation d’équiva-
lence dont les ensembles s. (L) sont les classes est totalement discontinu. Or, cet
espace quotient est homéomorphe a 1’espace homogeéne G/L (I, p. 21, prop. 7);
on est ainsi ramené A prouver que lorsque C < H, G/H est totalement discontinu.
Comme G/H ¢identifie alors & (G/C)/(H/C) (I1I, p. 15, prop. 22), on peut
supposer que G est lui-méme totalement discontinu. Tout voisinage de ¢(e) dans
G/H contient un voisinage de la forme ¢(V), ot V est un voisinage de ¢ dans G,
et par suite (cor. 1) il contient un voisinage de la forme ¢(K), ot K est un sous-
groupe ouvert et compact de G; (K) est alors ouvert et fermé dans G/H, ce qui
montre que la composante connexe de ¢(e) dans G/H est réduite a ce point;
par translation, il en est de méme de la composante connexe de tout point de
G/H, ce qui achéve de démontrer le corollaire.

§5. SOMMES INFINIES DANS LES GROUPES COMMUTATIFS

1. Familles sommables dans un groupe commutatif

Dans ce paragraphe, il n’est question que de groupes topologiques commutatifs
séparés, dont la loi de composition est notée additivement; la traduction en notation
multiplicative ne sera donnée que pour les résultats les plus importants.

Soient G un groupe commutatif séparé, I un ensemble d’indices quelconque,
(%,), 1 une famille de points de G, dont Pensemble d’indices est I. A toute partie
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finie J de 1, faisons correspondre I'élément s; = 2;} x, de G, que nous appellerons

somme partielle finie de la famille (%), 1, correspondant a ensemble J, et qui a
été¢ défini en Algebre (A, I, p.13; on rappelle qu'on pose, par convention,
‘; x, = 0). Si §(I) désigne Densemble des parties finies de I, on définit ainsi une
application J > s; de &(I) dans G. Or, §(I), ordonné par la relation <, est un
ensemble filtrant pour cette relation (E, ITI, p. 12): en effet, si J et J’ sont deux
éléments de F(I),onaJ < JUJ,J =JUJ, et JUJ est encore une partie
finie de I. Soit @ le filtre des sections de I’ensemble filtrant G(I).

DEFINTTION 1. — So0it (%,), o1 une famille de points d’un groupe commutatif séparé G ; soit
&(1) Densemble des parties finies de1’ensemble d’indices 1; pour-tout partie-finie J de 1, soit
55 la somme des x, tels que v € J. On dit que la famille (x,),c1 est sommable si I application
J > 55 a une limite suivant le filtre ® des sections de ’ensemble G (1) des parties finies de 1
ordonné par la relation < ; cette limite est alors appelée la somme de la famille (x,), ¢ et se

note ZI %, (ou simplement 2 x,, et méme 2 x, lorsqu’aucune confusion ne peut en
Le L

résulter).

La déf. 1 équivaut 2 la suivante: la famille (x,) est sommable ef a pour somme s, st,
pour tout voisinage N de origine dans G, il existe une partie finie Jo de 1 telle que, pour
toute partie finie ] > Jo de I, on ait s;€5 + V.

Si G est noté multiplicativement, et si on pose py = H x, pour toute partie finie J
€
de 1, 1a famille (x,) sera dite multipliable si Vapplication J > p; a une limite suivant le

filtre ®@; cette limite sera appelée le produit de la famille (x,), et notée ]E_Ix Xee
1=}

Remarques. — 1) Lorsque I est fini, la déf. 1 redonne la définition ordinaire de la
somme d’une famille finier Plus généralement, si I-est quelconque, et si ¥, = 0

sauf pour les indices . appartenant & une partie finie J de I, la somme Zx x, est
te

z

égale a LZJ x,, et coincide donc avec la somme définie dans ce cas en Algébre
(A, I, p. 14).

2) La définition d’une famille sommable ne fait intervenir aucune relation
d’ordre sur 'ensemble d’indices 1; on peut donc dire que la notion de somme ainsi
définie est commutative. De fagon plus précise, on a la propriété suivante: soit
(%), <1 une famille sommable, ¢ une application bijective d’un ensemble d’indices
K sur I'ensemble I; si on pose g, = %y, la famille (y,),cx est sommable et a

méme somme que (r,). En effet, sis = ZI x, etsi Zy x, €s + V pour toute partie
L Le

finie J contenant la partie finie J,, onaura ZL ¥ €5 + V pour toute partie finie L
Ke

de K contenant ¢ (Jo).
3) La déf. 1, ainsi que les conventions et remarques qui la suivent,
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s’appliquent, plus généralement, & toute famille de points d’un espace topologique
séparé E, muni d’une loi de monoide commutatyf.

2. Le critére de Cauchy

Soit (x,), 1 une famille sommable dans G; pour tout voisinage V de Porigine dans
G, il existe une partie finie J, de I telle que, pour toute partie finie K de I ne
rencontrant pas J,, on ait sz € V; en effet, J = Jo U K est une partie finie quel-

conque contenant J,; soient s = ; x, et W un voisinage symétrique de 0 tel que

W + W < V; d’aprés la déf. 1, il existe J, tel que s;es + W, 55, €5 + W, d’ot
sg = 85— 55,€W + W V.

Réciproquement, supposons que la famille (x,) posséde cette propriété; alors
P'image, par P'application J + 55, du filtre @, est une base de filtre de Cauchy dans
G; en effet, soit J une partie finie contenant J,, et posons K = J N §J,; on a
KnJo= g, et sg =55 — $5, donc s; €55, + V; si j est une seconde partie
finie contenant J,, on a donc s; — s €V + V, d’ou la proposition. Par suite:
TaforEME 1 (critere de Cauchy). — Dans un groupe commutatif séparé G, pour qu’une
Samille (x,), o1 soit sommabdle, il faut que, pour tout voisinage V de Uorigine, il existe une
partie finie J, de 1 telle que, pour toute partie finie K de 1 ne rencontrant pas Jo, on ait

ZK %, € V. Cette condition nécessaire est aussi suffisante loysque G est complet.
te

D’une maniére plus imagée, on peut dire qu’en 6tant de la famille () un nombre
fini (assez grand) de termes, toute somme partielle finie de la sous-famille restante doit
&tre aussi voisine que I'on veut de 0.

Une conséquence immédiate de la premicre partie du th. 1 est la proposition
suivante:
Prorosrrion 1. — 8 la famille (x,) est sommable, tout voisinage de O contient tous les x,,
a Uexception d’une sous-famille finie (en d’autres termes, si I est infini, onalim x, = 0
suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I).
Cette condition nécessaire pour qu’une famille (x,) soit sommable w’est nullement

suffisante en général, méme lorsque G est complet; on en verra de nombreux exemples
par la suite (voir IV, p. 33).

COROLLAIRE 1. — Soit (,),o1 une famille sommable dans un groupe commutatif dont
Pélément neutre admet un sysiéme fondamental dénombrable de voisinages; [’ensemble des
indices v tels que x, # O est alors dénombrable.

En effet, soit (V,,) un systtme fondamental dénombrable de voisinages de 0;
si H,, est Pensemble des indices ¢ tels que x, ¢ V,,, Pensemble I des indices ¢ tels
que x, # 0 est la réunion des H,, ct chacun des H, est fiz d’aprés la prop. 1.

Ce corollaire n’est plus nécessairement valable lorsqu’on ne suppose pas que

Porigine posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages. *Considérons
par exemple, le groupe produit BR® (groupe additif des fonctions numériques finies
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d’une variable réelle, muni de la topologie de la convergence simple (cf. X, § 1, n° 3))

et soit f, ’élément de R¥ tel que f,(a) = 1, fu(x) = O pour x # ¢;lafamille ( f3)aen

est sommable et a pour somme la fonction égale & 1 en tout point de R., Toutefois:

CoOROLLAIRE 2. — Soit G un groupe topologique commutatif séparé et complet, tel qu’un

systéme fondamental de voisinages de O soit formé de sous-groupes de G (cf. 111, p. 5,

Exemple) ; pour qu’une famille (x).o de points de G soit sommable, il faut et il suffit
que lim x, = O suivant le filtre des complémentaires des parties finies de 1.

En effet, soient V un voisinage de 0, H un sous-groupe ouvert de G conte-

nu dans V; §’il existe une partie finie J, de I telle que », € H pour tout v ¢ J,

on a aussi Z x, € H pour toute partie finie K de I ne rencontrant pas J,. Il
wekK

suffit donc d’appliquer le th.1.

Remarque. — Lorsque G est noté multiplicativement, le critére de Cauchy s’exprime
de la maniére suivante: pour que la famille (x,), . soit multipliable, il faut que, pour
tout voisinage V de Punité, il existe une partie finie J, de I telle que, pour toute partie

finie K de I ne rencontrant pas J,, on ait L]._II{ %, € V5 cette condition est suflisante
€

lorsque G est complet. On en déduit que, si I est infini et si (%) est multipliable, on a
lim x, = 1, suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I; si en outre
Tunité posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages, I’ensemble des
indices ¢ tels que x, # 1 est dénombrable.

3. Sommes partielles. Associativité

ProrosiTION 2. — Dans un groupe complet G, toute sous-famille d’une famille sommabl .
est sommable.

En effet, le critére de Cauchy est trivialement vérifié pour une sous-famille de
(x.).e1 8’1l Pest pour cette famille.

Si (x,).c1 est sommable, la somme ZJ x, est donc définie pour toute partie
te

(finie ou non) J de I; on 'appelle encore somme partielle de la famille (x,), corres-
pondant & la partie J de ensemble d’indices. L’ensemble des sommes partielles
d’une famille sommable est évidemment contenu dans Padhérence de I’ensemble
des sommes partielles finies.

TutoriMmE 2 (associativité de la somme). — Soit (x,), ey une famille sommable dans un
groupe complet G, et soit (1), o1 une partition quelconque de 1; st on pose 55, = Zx x, la

. . teip
Samille (s,); <y est sommable et a méme somme que la famille (%), 1.

D’une maniére plus imagée, on peut dire que, si on a une famille sommable dans
un groupe complet, on peut associer arbitrairement ses termes en sous-familles et former
la somme de chaque sous-famille ainsi obtenue; la famille de ces sommes partielles
est encore sommable, et sa somme est égale A celle de la famille donnée.

Posons s = ZI x,, et soit V un voisinage fermé quelconque de 0 dans G; il existe
Le
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une partie finie J, de I telle que, pour toute partie finie J de I, contenant J,, on

ait LEZT x, €s + V. Soit K, la partie de L formée des indices A tels que J, = I, N J,

ne soit pas vide; Kq est évidemment finie. Soit K une partie finie quelconque de L,

contenant K,; on va montrer que AZK 5, €S + V, ce qui établira le théoréme. Or,
€
s, est trés voisin d’une somme partielle finie de (x,), dont les indices appartiennent
tous a I, ; de facon précise, étant donné un voisinage symétrique W de 0, il existe
pour chaque A €K une partie finie H, de I,, contenant J,, et telle que
Sp — Z x, €W, Posons J = |J H,; J est une partie finie de I contenant J,, et
AeK

te Hy
on a

2n= 2 x=2(2 )

ted ve \UJ ma AeK teHA
AeK

d’aprés 'associativité de la somme finie (A, I, p. 9). En vertu du choix de J,
et des H,, on a donc

E €5+ V 4+ aW
AeK

ol n désigne le nombre d’éléments de K; cette relation a lieu pour tout W, donc

on a aussi sz s, €5 + V, puisque V, étant fermé, est 'intersection des voisinages
€

V + aW (II1, p. 20, formule (1)).
C.Q.F.D.

On peut donc écrire la formule d’associativité de la somme:

(1) 2 (2= 2 =

Aeli el ve 1,
A€l

valable lorsque la famille (I,) est une parition de sa réunion, et que le second
membre est défini. En particulier, si ensemble d’indices I = L x M est un
produit, et si la famille «double» (x,,)o.menxm €St sommable, on a la jformule
d’échange des signes de sommation

(2) Z Xy = z (E xm) = E (Z xw).

.pyelLixM AeLl peH peM AekL

11 faut observer que le premier membre de (1) peut avoir un sens, sans que le second
soit défini. Considérons par exemple le cas ot I = L x {1, 2} (L infini), I, étant
formé des deux éléments (A, 1) et (X, 2); si on prend x, ; = a, %52 = —a, ot a est
un élément #0 de G, toutes les sommes partielles correspondant aux I, sont nulles,
donc le premier membre de (1) est défini et égal a 0, tandis que le second membre
de (1) n’a pas de sens, comme le montre la prop. 1 de III, p. 38.

De méme, si le premier membre de (2) n’est pas défini, chacun des deux derniers
membres de (2) peut avoir un sens, sans que les éléments de G qu'ils représentent
soient nécessairement égaux (voir IV, p. 61, exerc. 17).
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D’une maniére plus imagée, on peut dire que, il est toujours possible d’ ¢ associer »
arbitrairement les termes d’une somme, on ne peut, par contre, « dissocier » en leurs
éléments ceux des termes d'une somme qui se présentent eux-mémes comme des
sommes. Cette opération est toutefois légitime lorsque ces termes « dissociables » sont
en nombre fini. En effet:

ProrosiTiON 3. — Soit (x,),.1 une famille de points d’un groupe G, et (I,), cp une
partition finie de I; st chacune des sous-familles (%), c1, est sommable, la famille (x,), o1 est
sommable, et on a la formule (1).

1l suffit de la démontrer lorsque L = {l, 2}; on procédera ensuite par ré-

currence sur le nombre d’éléments de L. Posons s; = Z X, Sg = Z X,; pour
1 tely v 02 telg v

tout voisinage V de origine, il existe une partie finie J; (resp. Jo) de I, (resp.
I,) telle que pour toute partie finie H, (resp. Hy) de I, (resp. 1) contenant J,

(resp. Jo), on ait ZH x, €5, + V (resp. ;{ % €5, + V).SionposeJ, = J; V]
teHy L€Hy
on en déduit que, pour toute partiec finie H de I, contenant J,, on a

ch ¥, €51 + 53 + V + V, d’ou la proposition.

4. Familles sommables dans un produit de groupes

Prorosition 4. — Soit G = LIL G, un produit d’une famille de groupes commutatifs

séparés. Pour qu’une famille (x,), <1 de poinis de G soit sommable, il faut et il suffit que, pour
tout \ € L, la famille (pr,, x,),c1 soit sommable; sis, est sa somme, s = (s,) est la somme
de la famille (x,).

Cela résulte aussitot de la condition de convergence, suivant un filtre, d’une
fonction prenant ses valeurs dans un espace produit (I, p. 51, cor. 1); on a en

effet, pour toute partie finie J de I, pr,h( ZT xL) = 221 Pry X,
te
5. Image d’une famille sommable par un homomorphisme continu

PROPOSITION 5. — Soit f un homomorphisme continu d’un groupe commutatif G dans un
groupe commutatif G'. St (x,) est une famille sommable dans G, (f(x,)) est une famille
sommable dans G, et on a

(3) 2 flx) = f2 ).

Pour toute partie finie J de 'ensemble d’indices, on a en effet

A2 ) = 2 £,

ted

et 'image par fd’une base de filtre convergente est une base de filtre convergente
(I, p. 50, cor. 1).
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ProposITION 6. — Soient (%), (y.) deux familles sommables dans un groupe G, corres-
pondant au méme ensemble d’indices; les familles (—x,), (nx,) (ne Z), (%, + y,) sont
sommables, et on a

0 2 (=x) = —2%,
(5) 2, (nx) = n 2%,
(6) Z (JCL + yn) = Zxr. + zyr

En effet, x — —x et x — nx sont des homomorphismes continus de G dans G;
d’autre part, si (x,) et (y,) sont sommables, la famille ((x,, #,)) est sommable dans
G x G, et comme (x,y) —x + y est un homomorphisme continu de G x G
dans G, on en déduit (6).

Remarque. — Les prop. 4 et 5 s’appliquent encore au cas, signalé plus haut, des
familles sommables dans un espace topologique E muni d’une loi de monoide

commutatif il en est de méme de la prop. 3 (I11, p. 41} et de la formule (6) si on suppose
en outre que I'application (x, y) = x + y est continue dans E x E.

6. Séries

Dans un groupe topologique commutatif séparé G, noté additivement, considé-

rons une suite de points (x,),cn, €t faisons-lui correspondre la suite des sommes
n

partielles s, = pZO x, (n € N); Papplication (x,) = (s,) est une application bijective
de Pensemble GV des suites (x,) de points de G, sur lui-méme; car, si la suite (s,)
est donnée, la suite (x,) est déterminée par les relations x, = 5, %, = S, — S51
(n > 1).

On appelle série définie par la suite (x,), ou série de terme général x,, (ou simplement
série (x,), par abus de langage, s’il ne risque pas d’y avoir de confusion), le couple
des suites (x,) et (s,) ainsi associées. La série définie par la suite (x,) est dite
convergente si la suite (s,) est convergente; la limite de cette suite est appelée la

o0

00
somme de la série et se note So %, (ou ZO ¥, par abus de notation).
n= n=
Si la série de terme général x,, est convergente, on se permettra parfois, par abus de
(=]
langage, de P'appeler « la série n§o %, %, ou encore ¢ la série xg -+ Xy - oo F xy koo

Une condition nécessaire pour la convergence de la série de terme général x,,,
est que la suite (s,) soit une suite de Cauchy, c’est-a-dire que, pour tout voisinage V
de lorigine dans G, il existe un entier 7, tel que, pour tout couple d’entiers
n = ny, p > 0, on ait
n+p

$ — Sy = x € V.
(R X T
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Si G est complet, cette condition est aussi suffisante (critére de Cauchy pour les séries).
Si la série de terme général wx, est convergente, on a en particulier

lim x, = lim (s, — s,_;) = 0; mais cette condition nécessaire de convergence
n~» 0 n->

n’est nullement suffisante en général, méme lorsque G est complet (voir IV,
p- 33).

ProposiTION 7. — 87 les séries définies par les suites (x,) et (y,) sont convergentes, il en
est de méme des séries définies par les suites (—x,) et (%, + Yn), et on a

7 2, (=5) = = 3%,
(8) n§0 (xn + yn) = n§0 Xyt n§0 Yn-

C’est une conséquence évidente de la continuité de —x dans G, et de x + ¥
dans G x G.

COROLLAIRE. — St (%), (y,) sont deux suites de points de G telles que x,, = y,, sauf pour
un nombre fint d’indices, et si la série de terme général x,, converge, il en est de méme de la
série de terme général y,.

En effet, la série de terme général x, — ¥, a tous ses termes nuls & partir d’un
certain rang.

On exprime encore ce corollaire en disant qu’on peut modifier arbitrairement un
nombre fini de termes d’une série convergente sans qu’elle cesse d’étre convergente.
En particulier, siy, = Opourn < m,y, = x, pourn > m,lasérie de terme général

¥n converge en méme temps que la série de terme général x,; sa somme se note
@ o o«

S x, et s’appelle le reste d’indice m de la série (x,) ; comme nS Ky = So Xy = Sm=1»
n=m =m n=
le reste d’indice m d'une série convergente tend vers 0 lorsque m augmente indéfiniment,
Si une suite {#,),er 2 pour ensemble d’indices une partie infinie I de N, et si ¢
désigne Vapplication bijective strictement croisante de N sur I, on appelle encore, par abus

de language, série définie par la suite (#,)nc1, la série définie par la suite (%m)nens
0

si elle est convergente, sa somme se note nSI %y On vérifie immédiatement que cette
€

série converge en méme temps que la série de terme général z,, ol on pose z, = x,
sinel, z, = O0sinell

11 importe de remarquer que, si la série définie par une suite (x,),n €st conver-
gente, il peut exister des parties infinies I de N telles que la série définie par la suite
partielle (x,)y 1 ne s0it pas convergente (voir 111, p. 79, exerc. 5, et IV, p. 38, Exemples).

Les prop. 4 et 5 s’étendent de méme aux séries; nous laissons au lecteur le soin
de les énoncer.

ProposITION 8 (associativité restreinte des séries). — Soit (k,) une suite strictement
croissante d’entiers >0 avec ko = 03 st la série de terme général x,, converge, et si on pose
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kp=-1 ©

2]
Uy = L0 Hp la série de terme général u,, est convergente, et on a nsl u, = nSO Xy
i = =

En effet, la suite des sommes partielles de la série (u,) n’est autre que la suite

(Sk,-1) extraite de la suite (s,) des sommes partielles de la série (x,).

7. Séries commutativement convergentes

Soient (x,) une suite sommable dans G, s = nZN x, sa somme. Pour tout voisinage V
de s, il existe J, € (N) telle que P'on ait s; € s + V pour J € G(N) et J, < J; soit
m le plus grand entier dans J,; pour n > m, on a donc s, € s + V, ce qui montre
que la série (x,) est convergente et a pour somme s. Mais la réciproque est inexacte: la
suite des termes d’une série convergente peut fort bien ne pas étre sommable
(voir IV, p. 38).

En outre, la structure d’ordre de N intervient de facon essentielle dans la
définition d’une série convergente; si la série (x,) est convergente, et si ¢ est une
permutation de N, la série (¥4,,) n’est pas nécessairement convergente (cf. IV, p.
60, exerc. 15). -

DérINITION 2. — On dit qu’une série définie par une suite (x,) est commutativement
convergente si, pour toute permutation o de N, la série définie par la suite (x4,) est convergente.

ProrosiTioN 9. — Pour que la série définie par la suite (x,) soit commutativement con-
vergente, tl_faut et il suffit que la suite (x,) soit sommable; pour toute permutation ¢ de N,
on a alors

La condition est évidemment suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire,
raisonnons par Pabsurde, en supposant la série (x,) commutativement con-
vergente, mais la suite (x,) non sommable. I’image par I’application H + sy du
filtre ® ne peut alors étre la base d’un filtre de Cauchy dans G, sans quoi ce filtre,
qui a un point adhérent par hypothése, convergerait (I, p. 14, cor. 2 dela prop. 5).
Il existe donc un voisinage V de 0 tel que, pour toute partie finie J de N, il existe une

partie finie H de N ne rencontrant pas J et telle que EH x, ¢ V. On peut alors
ne
définir, par récurrence, une partition de N en sous-ensembles finis H,, (k e N) telle
que n; x, ¢ V pour une infinité d’indices £. Il est clair qu’il existe une permuta-
K

tion ¢ de N telle que, pour tout £, les valeurs de = telles que o(n) € H;, soient
consécutives. Pour une telle permutation, la série de terme général x,,, ne saurait
étre convergente, d’ol la contradiction annoncée.

Remarque. — Soit G un groupe topologique séparé et complet, tel qu’un systéme
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fondamental de voisinages de 0 soit formé de sous-groupes de G (cf. III, p. 5,
Exemple); alors, pour toute suite (x,) de points de G telle que lim %, = 0, la

n = 0
série définie par la suite (x,,) est commutativement convergente, en vertu de la prop. 9
et de III, p. 39, cor. 2.
Si le groupe G est noté multiplicativement, on appelle produit infini défini par une suite

(%n) de points de G (ou produit infini de facteur général x,, ou méme produit (x,) si aucune
confusion n’est possible) le couple formé de la suite (x,) et de la suite des produits

n
partiels p, = ]:CE.E %3 le produit infini est dit convergent si la suite (p,) converge, et la

o« o
limite de cette suite se note Po x, (ou }_[0 %, par abus de notation). Nous laissons au
n= =

lecteur le soin de traduire en notation multiplicative les propriétés des séries que nous
venons d’établir.

§ 6. GROUPES TOPOLOGIQUES A OPERATEURS;
ANNEAUX TOPOLOGIQUES; CORPS TOPOLOGIQUES

1. Groupes topologiques a opérateurs

Sur un ensemble G, on dit qu’une structure de groupe d opérateurs (A, I, p. 29) et
une topologie sont compatibles si la topologie et la structure de groupe de G sont
compatibles (ITI, p. 1) et si en outre les endomorphismes de G définis par les
opérateurs (A, I, p. 30) sont continus. On dit alors que G, muni de la structure de
groupe a opérateurs et de la topologie données, est un groupe topologique a opérateurs.

Si H est un sous-groupe stable d’un groupe topologique & opérateurs G, la
topologie induite sur H par celle de G est compatible avec la structure de groupe
a opérateurs de H. En outre:

ProrosiTioN 1. — 87 H est un sous-groupe stable d’un groupe topologique & opérateurs G,
Uadhérence H de H dans G est un sous-groupe stable de G.

On sait d&ja que H est un sous-groupe de G (III, p. 7, prop. 1); en outre,
pour tout opérateur « de G, I'image de H par Papplication continue ¥ -+ x* est

contenue dans H, donc Pimage de H est contenue dans H (I, p. 9, th. 1).

Soit H un sous-groupe stable distingué d’un groupe topologique a opérateurs;
pour tout opérateur « de G, I'application de G/H dans lui-méme obtenue 4
partir de x > &% par passage aux quotients est continue (III, p. 17, Remarque 3);
la structure de groupe & opérateurs de G/H est donc compatible avec la topologie
quotient de celle de G par H.

Soit (G,),.r une famille de groupes topologiques & opérateurs, tous les G,
étant supposés avoir le méme ensemble d’opérateurs . Pour tout « € Q, Vappli-

cation x> ((pr,x)%) de G = g G, dans lui-méme est continue (I, p. 25,
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prop. 1); la structure de groupe a opérateurs de G est donc compatible avec la
topologie produit des topologies des G,.

Si G est un groupe topologique a opérateurs séparé, admettant un complété G
(I11, p. 24), tout endomorphisme x i x* de G, défini par un opérateur de G, se

prolonge par continuité en un endomorphisme de G (I1I, p. 22, prop. 5), donc

G est ainsi muni d’une structure de groupe topologique a opérateurs, ayant méme
ensemble d’opérateurs que G.

2. Somme directe topologique de sous-groupes stables

Comme I’étude des groupes commutatifs a opérateurs est équivalente a celle des
modules (A, III, p. 21) nous nous permettrons d’utiliser & 'occasion la termino-
logie propre a ces derniers pour les groupes commutatifs & opérateurs quel-
conques; C’est ainsi que nous parlerons d’applications linéaires au lieu d’homo-
morphismes de groupes commutatifs & opérateurs, et que nous appellerons
encore projecteur un endomorphisme idempotent d’un groupe commutatif &
opérateurs (A, II, p. 18).

Lorsqu’un groupe topologique commutatif a opérateurs E (noté additive-
ment) est somme directe d’une famille finie (M), <;<, de sous-groupes stables,

n n
Papplication canonique bijective (x;) = zl x; du groupe produit H M, sur E
i= i=
est continue, mais n'est pas nécessairement un homéomorphisme.

Dirinrrion 1. — Soit E un groupe topologique commutatif & opérateurs et soit (M) <i<n
une _famille finie de sous-groupes stables de B, telle que F. soit somme directe des M. On dit

n
que T. est somme directe topologique des M; si Papplication canonique (x;) — Zl x; du
i=

n
groupe produit H M, sur E est un homéomorphisme (et par suite un isomorphisme de
i=

groupes topologiques a opérateurs).

Proposrrion 2. — Soit E un groupe topologique commutatif a opérateurs somme directe
des sous-groupes stables M; (1 < ¢ < n); s0it (Py)1<i<n la famille de projecteurs associée

d la décomposition E = 1; M; (A, II, p. 18, prop. 12). Pour que E soit somme
directe topologique des M, il faut et ol suffit que les p; soient continus.

En effet, Vapplication x > (p,(x)) est 'application réciproque de (x;) — ,Zl X

n
Comme I = 1=21 1 (1y désignant ’application identique de E), il suffit quen — 1

des projecteurs p; soient continus pour que le n-éme le soit.
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Lorsque E est somme directe topologique de deux sous-groupes stables M, N,
on dit encore que N est un supplémentaire topologique de M dans E; pour qu’il en
soit ainsi, il faut et il suffit que I’application canonique de E/M sur N (A, II, p.
20, prop. 13) soit un isomorphisme de groupes topologiques a opérateurs.

COROLLAIRE., — Soient B un groupe topologique commutatif ¢ opérateurs, M un sous-
groupe stable de E. Les conditions suivantes sont équivalentes:

a) M admet dans E un supplémentaire topologique.

b) Il existe un projecteur continu p de F. dans E tel que p(E) = M.

c) L’application identique de M peut étre prolongée en une application lindaire continue
de E dans M.

Il résulte de la prop. 2 que a) entraine b) et il est clair que b) entraine c).
Enfin, si p est une application linéaire continue de E dans M prolongeant
Papplication identique de M, p est un projecteur continu et les projecteurs p et
1y — p sont associés &4 la décomposition en somme directe E = M + N, ou

N = 5(0).

Remarques. — 1) Pour éviter toute confusion, on dit parfois qu’un sous-groupe
stable de E supplémentaire de M (au sens de la structure de groupe & opérateurs
sans topologie) est un supplémentaire algébrique de M.

2) Lorsqu’un groupe topologique commutatif & opérateurs séparé E est somme
directe topologique d’une famille (M,);<;<n de sous-groupes stables, chacun des
sous-groupes M est fermé dans E, car c’est ’ensemble des » € E tels que py(x) = x
(I, p. 53, prop. 2).

ProrositioN 3. — Soient E, F deux groupes topologiques commutatifs & opérateurs, u une
application linéaire continue de E dans ¥. Pour qu’il existe une application linéaire continue

v de ¥ dans E telle que u o v soit I application identique de F (auquel cas on dit que u est
inversible & droite et que v est inverse d droite de u), il faut et il suffit que u soit un mor-

~1
phisme strict (IL1, p. 16) de E sur ¥ et que u(0) admette un supplémentaire topologique dans
E.

Les conditions sont nécessaires. En cffet, on a alors u(o(F)) = F et a
JSortiori w(E) = F; en outre; si I’on pose p = v o u, p est une application linéaire
continue de E dans lui-méme telle que p? = p; par suite (I1I, p. 47, corollaire)

p(E) = v(u(E)) = o(F) admet dans E un supplémentaire topologique ;01(0);
mais comme #(p(x)) = u(x) par hypothése, on a—ul(O) = jbl(O) Enfin Papplication
bijective de E/;%O) sur F, associée & u, est composée de 'application bijective de
E /:0%0) sur o(F), associée a p, et de la restriction de « & »(F) ; comme v est continue,
ces deux applications sont des isomorphismes, donc » est un morphisme strict de E

sur F.

Les conditions sont suffisantes. En effet, si ¢ est 'homomorphisme canonique de
-1 -1
E sur Ef«(0), dire que «(0) admet un supplémentaire topologique M dans E
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-1
signifie que la restriction de ¢ & M est un isomorphisme de M sur E/u(0). Gomme

-1
d’autre part « = w o @, oll w est un isomorphisme de E/u(0) sur E, on voit que
la restriction de z & M est un isomorphisme de M sur F, et I'isomorphisme réci-
proque v est donc tel que o v soit 'application identique de F sur lui-méme.

ProrosiTioN 4. — Soient E, F deux groupes topologiques commutatifs a opérateurs, u une
application linéaire continue de E dans F. Pour qu'il existe une application linéaire continue
v de F dans E telle que v o u soit Papplication identique de B sur lui-méme (auquel cas on
dit que u est inversible & gauche et que v est inverse a gauche de u), il faut et il suffit que u
soit un isomorphisme (topologique) de E sur u(E), et que u(E) admette un supplémentaire
topologique dans F.

Les conditions sont suffisantes, car si elles sont remplies, on obtient un inverse
2 gauche v de  en prenant le composé de I'isomorphisme de «(E) sur E, réciproque
de u, et d’un projecteur continu de F sur u(E).

Les conditions sont nécessaires. En effet, la relation »(u(x)) = x montre que

ul(O) est réduit 2 0; « est donc une bijection de S sur «(E), et comme la restric-

tion de v 2 u(E) est continue, # est un isomorphisme de E sur «(E). D’autre part,
sion pose ¢ = u o v, g est une application linéaire continue de F sur «(E) telle que
¢% = ¢, ce qui prouve (III, p. 47, corollaire) que #(E) admet un supplémentaire
topologique dans F.

3. Anneaux topologiques

DEFINITION 2. — On appelle anneau topologique un ensemble A munt d’une structure d’an-
neau et d’une topologie satisfaisant aux axiomes suivants:

(ATy). L’application (x,y) —>x + y de A x A dans A est continue.
(ATy). Lapplication x — —x de A dans A est continue.
(ATyy). Lapplication (x,y) > xy de A x A dans A est continue.

Les deux premiers axiomes expriment que la topologie de A est compatible
avec sa structure de groupe additif (I11, p. 1).

Une structure d’anneau et une topologie étant données sur un ensemble A,
on dit qu’elles sont compatibles si elles satisfont aux axiomes (ATy), (ATy) et

(AT).

Exemples. — 1) Sur un anneau A, la topologie discrite est compatible avec la
structure d’anneau; un anneau topologique dont la topologie est discréte est dit anneau
discret.

*9) On verra dans IV, p. 10 (resp. p. 11) que la topologie de la droite rationnelle @
(resp. de la droite numérique R) est compatible avec la structure d’anneau de Q

(resp. R).,

Dans un anneau topologique, toute homothétie & gauche x — ax (resp. toute
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homothétie & droite x > xa) est continue (et est un homéomorphisme si a est
inversible).

Soit A un anneau topologique, et soit G le groupe des éléments inversibles
de A. Soit 7 la topologie la moins fine sur G rendant continues les applications
x—>xetx—>x"1de Gdans A (I, p. 12, prop. 4). Alors J est compatible avec la
structure de groupe de G. En effet, il suffit de montrer que lorsque G est muni de
7, les applications (x, ) — xy~tet (x,y) —>yx~*de G x G dans A sont continues
(loc. cit.); or, par exemple, I'application (¥,%) —>xy~* de G x G dans A est
composée de 'application (u,2) —>uv de A x A dans A et de I’application
(%,y) = (x,y1) de G x G dans A x A, et ces applications sont toutes deux
continues par définition; on raisonne de méme pour I'application (x, y) +>yx~ 1.

Comme on peut écrire identiquement

xy — xoyo = (x — %0){y — yo) + (¥ ~ x0)yo + %oy — ¥o)s
Paxiome (ATyy;) (compte tenu de (ATy) et (ATy)), est équivalent aux deux suivants:

(AT ) Quel que soit xo € A, les applications x +— xox et x> xxo Sont continugs au point
x = 0.

(ATy) Lapplication (x,y) — xy de A x A dans A est continue au point (0, 0).

On en déduit un systéme de conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier
le filtre B des voisinages de 0 dans un anneau A pour définir sur A une topologie com-
patible avec sa structure d’anneau: B doit satisfaire aux axiomes (GA;) et (GAy)
de III, p. 4, et en outre aux deux axiomes suivants:

(AVy) Quels que soient xo € A et V € B, il existe W € D tel que xeW < Vet Wixg < V.

(AVy) Quel que soit V € B, il existe W € D tel que WW < V.,

Remargue. — On rencontre assez souvent en Analyse des anneaux vérifiant les axiomes
(ATy), (ATy) et (ATin,), mais non (ATy,). *Un exemple est ’anneau des mesures
sur un groupe compact, ot la loi multiplicative est la convolution, et la topologie est
la topologie vague (INT, VIII).,

Exemple 3). — Soit B une base de filtre sur un anneau A, formée d’idéaux bilatéres; B
est un systéme fondamental de voisinages de 0 pour une topologie compatible avecla
structure de groupe additif de Aj; il résulte aussitdt de (AVy) et (AVy) que cette
topologie est compatible avec la structure d’annean de A.

Soient E un espace topologique, f et g deux applications de E dans un anneau
topologique Aj si f et g sont continues en un point x, € E, f + g, —f et fg sont
aussi continues en ce point. Il en résulte que les applications continues de E dans
A forment un sous-anneau de I'anneau AF des applications de E dans A. On voit
aussi que, si A est commutatif, tout polynéme en n variables, 3 coefficients dans A, et
défini dans A", est continu dans A", De méme, soient f et g deux applications d’un
ensemble E filtré par un filtre &, dans un anneau topologique séparé A; si limg fet
limg g existent, il en est de méme de limg ( f + g), limg (—f) et limg ( fg), etona
(I, p. 50, cor. 1 et I, p. 52, prop. 1)

(1) limg(f + g)
() Limg(—f)
3) limg( fg)

I

limg f + limg g
(limg f) (limg g).
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4. Sous-anneaux. Idéaux. Anneaux quotients. Produits d’anneaux

Si H est un sous-anneau d’un anneau topologique A, la topologie induite sur H
par celle de A est compatible avec la structure d’anneau de H; la structure
d’anneau topologique ainsi définie sur H est dite induite par celle de A.

Prorosition 5. — Soit H un sous-anncau partout dense d’un anneau topologique A, et K
un sous-anneau (vesp. idéal & gauche, idéal & droite, idéal bilatire) de H. L’adhérence K de
K dans A est un sous-anneau (vesp. idéal & gauche, idéal a droite, idéal bilatére) de A.
Le raisonnement est le méme que pour la prop. 9 de III, p. 9: si par
exemple K est idéal a gauche dans H, I'application (z, x) — zx est continue dans
A x A, et applique H x K dans K; elle applique donc A x K = H x K dans

K.

Soit H un idéal bilatére dans un anneau topologique A; par le méme raisonne-
ment que pour les groupes quotients (III, p. 13, prop. 16), on voit que la fopologie
quotient de celle de A par la relation ¥ — y € H est compatible avec la structure
d’anneau de A/H. En particulier, 'adhérence N de 0 dans A est un idéal
bilatére fermé, d’aprés la prop. 5; anneau quotient A/N, qui est séparé (III,
p. 12, prop. 13), est dit Panneau séparé associé & A.

Soit (A)),e; une famille d’anneaux topologiques. Sur I’ensemble produit

A= Q A,, la topologie produit des topologies des A, est compatible avec la structure

d’anneau, produit des structures d’anneau des A, (méme démonstration que pour
les groupes produits); ’anneau topologique A ainsi défini est dit le produit des
annecaux topologiques A,.

5. Complétion d’un anneau topologique

Quand on parle de /a structure uniforme d’un anneau topologique A, il s’agit
toujours, sauf mention expresse du contraire, de la structure uniforme de son
groupe additif; en particulier, on dit que A est un anneau complet si son groupe
additif est complet.

Soit A un anneau topologique séparé: muni de sa structure de groupe additif]
il peut étre considéré comme sous-groupe partout dense d’un groupe commutatif
séparé et complet A,. déterminé & une isomorphie prés (III, p. 26, th. 2). Pour
qu’on puisse considérer A comme un sous-anneau d’un anneau complet, il faut qu’on
puisse prolonger par continuité la fonction xy 4 Pespace A x A, La possibilité de ce
prolongement va résulter du théoréme plus général suivant:

TraEoREME 1. — Soient B, F, G trois groupes commutatifs séparés et complets, A un sous-
groupe partout dense de B, B un sous-groupe partout dense de F. Si f est une application
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Z-bilinéaire* continue de A. x B dans G, f peut étre prolongée par continuité en une applica-
tion Z-bilinéaire continu de £ x F dans G.

Soient (%, yo) un point quelconque de E x F, U et B les traces sur A et B
respectivement, des filtres de voisinages de x, et y, (U et T sont des filtres par
hypothése) ; pour montrer que f peut &tre prolongée par continuité, il suffit de voir
que f(U x B) est une base de filtre de Cauchy dans G (11, p. 20, prop. 11). Partons
de Pidentité:

Sy —fy) =50 = xy) +fay —9)

+f =%y —y) + - x,9" — ).
Nous allons voir qu’en prenant (x,y) et (x',y") dans un ensemble assez petit de
U x T, et en choisissant convenablement x; et y,, on peut rendre trés petit
chacun des termes du second membre. Soit W un voisinage quelconque de 0 dans
G; f étant continue au point (0, 0) de A x B, il existe un ensemble U € U et un
ensemble Ve tels que, pour xeU, x'eU, yeV, ¥ eV, on ait f (2" —x,5 —y)eW.
Prenons un point x; € U, et un point y; € V; quels que soient x, " dans U, et
¥,y  dans V, on aura donc

Fi = ny =) +Fe = my — ) €W + W,

D’autre part, Papplication partielle x - f(x,y;) est continue dans Aj; il existe
donc un ensemble U’ = U, appartenant a U, et tel que, pour x € U’ et &’ e U/,
onaitf(x" — x,y,) € W. De méme, il existe V' < V et appartenant & B tel que,
poury e V' ety € V', on ait f(x,,y" — y) € W. Par suite, si (x,7) et (', ') sont
deux points quelconques de U’ x V', ona

f(x',y’> —f(xsy) eEW+ W+ W+ W)

ce qui démontre Pexistence du prolongement f de f. Le fait que fest Z-bilinéaire
est une conséquence immédiate du principe de prolongement des identités (I,
p. 53, cor. 1).

C.Q.F.D.

Dans Papplication de ce théoréme a un anneau topologique séparé A, on a
E=F =G = A,B = A, et fest application Z-bilinéaire (x,y) > xy, continue
par hypothése. On désignera encore par xy la valeur de la fonction prolongée dans
A x A; cette fonction estuneloi de composition dans A, et dire qu’elle est Z-biliné-
aire signifie qu’elle est distributive & droite et & gauche par rapport a Paddition;
elle est d’autre part associative d’aprés le principe de prolongement des identités.
Enfin, pour la méme raison, I'élément unité de A est aussi élément unité de A,
Par suite:
ProrosrrioN 6. — Un anneau topologique séparé A est isomorphe & un sous-anneay partout

1 On rappelle (A, II, p. 50) que fest dite Z-bilinéaire si, quels que soient les éléments x, x” de A,
ety,y  de B,on a

fle+ #5y) =flny) + &y et fny +y) =flwy) +f(xy).
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dense d’un anneau séparé et complet A, déterminé d une isomorphie prés (et appelé anneau
complété de A).

Si A est commutatif il en est de méme de A (principe de prolongement des
identités).

Soient A un anneau topologique non nécessairement séparé, N 'adhérence
de 0 dans A, A’ = A/N Panneau séparé associé & A; Panneau A’ complété de A’
s’appelle "anneau séparé complété de A et se note aussi A. On démontre comme dans
III, p. 25, prop. 8 que tout homomorphisme continu # de A dans un anneau
topologique séparé et complet C se factorise de fagon unique en # = v o @, ol1 v est
un homomorphisme continu de A dans C et ¢ I’application canonique de A dans
A. Si A, B sont deux anneaux topologiques, #: A — B un homomorphisme
continu, il existe donc un homomorphisme continu et un seul 4: A — B tel que
le diagramme

A—>B

e

soit commutatif (¢ et ¢ étant les applications canoniques): il suffit en effet
d’appliquer a ¢ o z le résultat précédent.

6. Modules topologiques

DErINITION 3. — Etant donné un anneau topologique A, on appelle module topologique &
gauche sur A un ensemble B, muni:

1° d’une structure de A-module & gauche;

2° d’une topologie compatible avec la structure de groupe additif de X et satisfaisant en

outre & I’ axiome suwant:
(MT) Lapplication (x, x) — dx de A x E dans E est continue.

On définit de la méme maniére la notion de module topologique & droite sur
un anneau topologique A; comme tout module a droite sur A peut étre considéré
comme module & gauche sur ’anneau opposé A°, et que la topologie de A est
compatible avec la structure d’anneau de A° il n’y a pas lieu de distinguer les
modules topologiques & droite sur A des modules topologiques & gauche sur A°.

Exemples. — *1) Un espace vectoriel topologique sur R (resp. €) est un module
topologique sur R (resp. C) (cf. EVT, I, §1, n° 1).,

2) Soient A un anneau, B une base de filtre sur A formée d’idéaux bilatéres de A,
E un A-module & gauche. Si on munit A de la topologie (compatible avec sa
structure d’anneau) pour laguelle B est un systéme fondamental de voisinages de 0
(111, p. 49, Exemple 3), et E de la topologie (compatible avec sa structure de groupe
additif) dont les aE, ol a parcourt®, forment un systéme fondamental de voisinages de
0 (I11, p. 5, Exemple), on vérifie aussitét que E est un module topologique sur A.
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Remarque. — Etant donné un anneau topologique A, considérons sur un A-module
3 gauche E une topologie compatible avec la structure de groupe additif de E. En
vertu de Pidentité

M- Agxo = (A — Ro)xo + Ro(x — xo) + (A — o) (x — o)
Paxiome (MT) est équivalent au systéme des trois axiomes suivants:

(MT}) Quel que soit xo € E, Uapplication \ > Axq est continue au point A = 0.

(MT%) Quel que soit Ao € A, Uapplication x — hox est continue au point x = 0.

(MT1y) L'application (A, x) ~ Ax est continue au point (0, Q).

On en déduit un systéme de conditions nécessaires et suffisantes que doit vérifier
le filire B des voisinages de 0 dans un A-module E, pour définir sur E une topologie
compatible avec sa structure de module; B doit satisfaire aux axiomes (GA;) et (GA)
de ITT, p. 4, et en outre aux trois axiomes suivants:

(MVy) Quels que soient x, € E et V € B, il existe un voisinage S de O dans A tel que
S.xo < V.

(MVy) Quels que soient ho € A et V €D, il existe We D tel que hg. W < V.,

(MVyy) Quel que soit V€D, il existe U €D et un voisinage T de 0 dans A tels que
T.UcV.

Toute groupe topologique commutatif est un Z-module topologicque lorsque
Panneau Z est muni de la topologie discréte.

Si M est un sous-module d’un module topologique E sur A, il est clair que la
topologie induite sur M par celle de E est compatible avec la structure de module
de M. En outre, sur le A-module quotient E/M, la topologie quotient de celle de
E par M est compatible avec la structure de A-module. 11 suffit en effet pour le
voir de montrer que lapplication (2, £) = 2% de Ax (E/M) dans E/M est
continue (en désignant par x — % 'application canonique de E sur E/M). Or,
comme on peut identifier les groupes topologiques additifs A x (E/M) et
(A x E)/({0} x M) (III, p. 18, corollaire), il suffit de montrer que I'application
(n, %) > de A x E dans E/M est continue, ce qui est immédiat, cette applica-
tion étant composée de x —> % et de (A, x) > Ax.

Soit (E,),c; une famille quelconque de modules topologiques sur A, et soit

E = E E, le A-module produit des E,. Sur E la topologie produit est compatible

avec la structure de A-module: il suffit de voir que 'application
(7‘3 x) = (7\‘1311 x)LGI

de A x E dans E est continue, ou encore (I, p. 25, prop. 1) que, pour tout
indice k € I, (2, x) = A.pr, x est une application continue de A x E dans E;
or, cette application est composée des applications continues (2, x) > Ax, et
(% %) 1= (3, pre %)

Soient A un anneau topologique séparé, E un A-module topologique séparé.
Soit £ le groupe additif complété du groupe topologique commutatif E (III,
p. 26, th. 2). L’application Z-bilinéaire (2, x) > Ax du produit A x E des
groupes additifs A, E dans le groupe additif E se prolonge par continuité en une
application Z-bilinéaire de A x E dans E (IIL, p. 50, th. 1), que nous dési-
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gnerons encore par (A, x) — Ax. En vertu du principe de prolongement des
identités, on a encore A(ux) = (Au)x pour re A, peA,xeFetl-x = x pour
x € E (en désignant par 1 ’élément unité de A); la loi externe (3, #) ~> Ax définit
donc sur £ une structure de A-module compatible avec la topologie de E. Nous
dirons que le module topologique E sur A ainsi défini est le complété du module
topologique E sur A.

Soit E un module topologique sur un anneau topologique A, A et E n’étant
pas nécessairement séparés. Soit N (resp. F) 'adhérence de {0} dans A (resp. E);
N est un idéal bilatere de A (I11, p. 50, prop. 5) et F un sous-A-module de E (III,
p. 45, prop. 1); en outre, on a par continuité Ax € F lorsque Ae Noux e F. On
en déduit aussitot, par passage aux quotients, une application (A, #) A% de
(A/N) x (E/F) dans E/F, et on vérifie (grace a III, p. 18, corollaire) que cette
application est continue, et définit donc sur E/F une structure de module topo-
logique sur ’anneau topologique A/N. Si I’on pose B = A/N, L. =E/F, on dit
que le B-module L est le module séparé associé 3 E; son complété L est un module
topologique sur le séparé complété A (&gal par définition & B) de A (I, p. 52),

qu’on appelle le module séparé complété de E et que I'on note E. On voit comme
dans III, p. 25, prop. 8 que tout homomorphisme continu «: E — G de E dans
un A-module séparé et complet G se factorise de fagon unique en = v o @ olt v
est un homomorphisme continu de E dans G et ¢ Iapplication canonique de E
dans E. On en conclut que si E, E’ sont deux A-modules topologiques, «: E — E’
un homomorphisme continu, il existe un homomorphisme continu et un seul

i: E — £ tel que le diagramme
E—>FE’
e
E ﬁ_) E'

soit commutatif, ¢ et ¢’ étant les applications canoniques.

7. Corps topologiques

Dans ce qui suit, et dans les chapitres IV et V, lorsqu’on considérera un corps K,
on désignera par K* le groupe multiplicatif des éléments #0 de K.

DeriNiTioN 4. — On appelle corps topologique un ensemble K muni d’une structure de corps
et d’une topologie compatible avec la structure d’anneau de K, et satisfaisant en outre &
Daxiome suivant:

(KT) Lapplication x +> x~* de K* dans K* est continue.
Une structure de corps et une topologie sur un ensemble K sont dites com-

patibles, si la structure d’anneau correspondante et la topologie sont compatibles,
et si en outre (KT) est vérifié.
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Exemples. — 1) Sur un corps K, la topologie discréie est compatible avec la structure
de corps; un corps topologique dont la topologie est discréte est dit corps discret.

#2) La topologie de la droite rationnelle Q (resp. de la droite numérique R) est
compatible avec la structure de corps de @ (resp. R; voir IV, p. 10, resp. p. 11).

La déf. 4 montre que, si K est un corps topologique, la topologie induite par
celle de K sur le groupe multiplicatif K* est compatible avec la structure de ce
groupe(ct. 111, p. 49).

Sia # 0, les homothéties x —> ax et x > xa sont des homéomorphismes de K sur
lui-méme; il en est de méme de Papplication x +> ax + & quel que soit b € K.
On notera que les homothéties x —> ax et x > xa sont des automorphismes du groupe
additif (topologique) de K lorsque @ # 0. Si V est un voisinage quelconque de 0
dans K, aV et Va sont donc des voisinages de 0 quel que soit @ # 0.

Soient E un espace topologique, et f une application de E dans un corps
topologique K; si, en un point x, € E, fest continue et f (x,) #% 0, f ~! est continue
en xo. En particulier, si K est commutatif, toute fonction rationnelle de n variables, a co-
efficients dans K, est continue en tout point de K" ol son dénominateur n’est pas
nul.

De méme, si f est une application d’un ensemble E filtré par un filtre &, dans
un corps topologique séparé K, et si limg fexiste et est 50, limg £~ existe, eton a

(4) limg £~ = (limgf) 2.

Si H est un sous-corps d’un corps topologique K, la topologie induite sur H par
celle de K est compatible avec la structure de corps de H: la structure de corps
topologique ainsi définie sur H est dite induite par celle de K. En outre, H est aussi
un sous-corps de K (démonstration analogue a celle de III, p. 50, prop. 5).

Dans un corps topologique K, Padhérence de ’ensemble réduit 2 0 est un idéal
bilatére, d’aprés III, p. 50, prop. 5, donc est nécessairement {0} cu K; autrement
dit, si la topologie de K n’est pas la topologie la moins fine (I, p. 11), elle est séparée
(11, p. 5, prop. 2).

8. Structures uniformes d’un corps topologique

Dans un corps topologique K, il faut distinguer:

1° La structure uniforme du groupe additif de K, définie sur K et dite structure
uniforme additive de K.

2° Les structures uniformes droite et gauche du groupe multiplicatif K*, dé-
finies sur K* et dites (par abus de langage) structures uniformes multiplicatives de K.

La structure induite sur K* par la structure uniforme additive de K est en
général distincte des structures uniformes multiplicatives de K (voir I1I, p. 82,
exerc. 17).

D’apres la prop. 6 de III, p. 51, un corps topologique séparé K peut étre

considéré comme sous-anneau partout dense d un anneau séparé et complet K. Pour que
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K soit un corps topologique, il faut qu’on puisse prolonger par continuité ¥application

xi—>x"1 a (K)*; et cette condition nécessaire est aussi suffisante, car alors les

fonctions xx~1, x~1x et 1 sont égales dans (K)* X (K)* d’aprés le principe de
prolongement des identités, ce qui prouve que la valeur, pour tout x # 0, de la
fonction prolongée est bien 'inverse de x dans K. Autrement dit (cf. II, p. 20,
prop. 11):

Proposrrion 7. — Pour que I’anncau complété K d’un corps topologique séparé K soit
un corps topologique, il faut et il suffit que I’image, par I’ application x +> x~2, de tout filtre
de Cauchy (pour la structure additive), auquel O n’est pas adhérent, soit encore un filtre de
Cauchy (pour la structure additive).

I y a des corps topologiques ol cette condition n’est pas vérifiée, et ot ’an-
neau K admet des diviseurs de 0 (voir III, p. 85, exerc. 26). En outre, lorsque
Panneau complété K est un corps topologique, rien n’assure a priori que les
structures multiplicatives de K soient des structures d’espace complet. Toutefois, il

en sera ainsi pour les corps K tels que K soit localement compact (voir I, p. 66,
prop. 13, et III, p. 22, prop. 4), ou commutatif; en effet, pour ces derniers, on a la
proposition suivante:

PROPOSITION 8. — St la structure uniforme additive d’un corps topologique commutatif K
est une structure d’espace séparé et complet, la structure multiplicative sur K* est une structure
d’espace complet.

Nous allons montrer que si & est un filtre de Cauchy pour la structure mulii-
plicative sur K*,§ est une base de filtre de Cauchy pour la structure additive sur K,
et ne converge pas vers 0, ce qui établira la proposition. Soit U un voisinage quel-
conque de 0 dans K, V un voisinage fermé de 0 tel que V <« U, VV < U (I1I,
p. 49, axiome (AVy)) et —1 ¢ V; il existe par hypothése un ensemble A € § tel
que, quels que solent x€ A, y€ A, x~yel + V. Soit ¢ un point de A; on a
A < a+ aV, eta + aV est un ensemble fermé ne contenant pas 0, donc 0 n’est
pas adhérent 2 A, ni par suite & F. Soit W un voisinage de 0 tel que aW = V
(II1, p. 49, axiome (AVy)); il existe par hypothése un ensemble B € & tel que
Bc A et que, quels que solent xe€B, yeB, on ait x lyel + W,
dott gy —xcsW < AW < gW 4+ aVW,; comme K est commutatif]
aVW = aWV < VV < U,doncy — x € U + U, ce qui démontrela proposition.

La méme démonstration prouve que la prop. 8 s’étend au cas ol tout filtre de
Cauchy pour lune des structures multiplicatives de K est ausssi un filtre de Cauchy
pour Pautre structure multiplicative.
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§ 7. LIMITES PROJECTIVES
DE GROUPES ET D’ANNEAUX TOPOLOGIQUES

Dans tout ce paragraphe, on désigne par 1 un ensemble préordonné filtrant & droite* et non
vide, par o < (B la relation de préordre dans 1. Sauf mention expresse du contraire, tous les
systémes projectifs considérés ont pour ensemble d’indices 1.

1. Limites projectives de groupes topologiques et d’espaces 4 Popérateurs

Nous dirons qu’un systéme projectif (G, f,s) est un systéme projectif de groupes
topologiques si les G, sont des groupes topologiques et les £, 5 des homomorphismes
continus. Alors G = (1}1_‘[1‘ G,, est un sous-groupe du groupe produit I;I G, (A1
p- 113); lorsqu’on le munit de la structure de groupe topologique induite par celle
de I;I G,, on dit que le groupe topologique ainsi obtenu est limite projective du
systéme projectif de groupes topologiques (G, f,s)- Si les G, sont séparés (resp.
séparés et complets), G est séparé et fermé dans 1:[ G,, (resp. séparé et complet)

(I, p. 53, cor. 2 et II, p. 17, corollaire).

Si (G, fos) est un second systéme projectif de groupes topologiques et si, pour
tout e, #,: G, — Gy est un homomorphisme continu, tel que les u, forment un
systéme projectif d’applications, alors u = <1_1-I£1_ u,, est un homomorphisme con-

tinu de G dans G’ =<1_i£1 Gy (I, p. 28). Les mémes résultats sont valables

lorsqu’on remplace « groupe topolagique » par « anneau topologique »; on laisse
au lecteur le soin d’énoncer les résultats analogues pour les modules topologiques
(I11, p. 52).

Soient (E,, g4s) un systéme projectif d’espaces topologiques, (G, fys) un
systtme projectif de groupes topologiques; supposons que chaque G, opére
contindment dans E, (III, p. 9) et que Pon ait les relations

(1) Zon(58-%p) = Sun($s) -&us(%p)

pour x; € Eg, 55 € G, & < f. On sait (A, I, p. 114) que le groupe G = lim G,
Pl

opére dans E = lim E, ; en outre G opere contindment dans E. En effet, si g,

(resp. f,) est 'application canonique E — E, (resp. G — G,), on a par définition

8u(s-%) = Jul5) - £8a(%)

1 On notera que la définition de la limite projective d’un systéme projectif d’ensembles (Eq, fus)
ne suppose pas que ’ensemble préordonné d’indices I soit filtrant (B, III, p. 52); le lecteur vérifiera
sans peine que cette hypothése n’intervient pas non plus dans la plupart des définitions et résultats de
ce paragraphe, avant la prop. 1.
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donc les applications (s, x) > g, (s.x) sont continues dans E x G, ce qui prouve
la continuité de (s, ) > s.x (I, p. 28).

L’application %,: E/G — E /G, déduite de f, et g, est donc continue (III,
p- 10}, et il en est de méme de Papplication 4: E/G — 611111- E,/G, déduite des &,

(I, p. 28).

ProrositioN 1. — Les B, et G, étant supposés vérifier les hypothéses précédentes:

a) 8%, pour tout o € 1, le stabilisateur de tout point de B, est un sous-groupe compact de
G,, alors le stabilisateur de tout point x = (x,) de B est un sous-groupe compact de G,
Dorbite de x (pour G) est canoniquement homéomorphe d& la limite projective des orbites des
xy, (pour les Gy), et application canonique h: EJG — ll‘rg E, /G, est injective.

b) St, pour tout o € 1, toute orbite d’un point de E, (pour G,) est compacte, alors toute
orbite d’un point de £ (pour G) est relativement compacte, et h est surjective. Si en outre h
est bijective, toute orbite d’un point de B est compacte.

Soit ¥ = (x,) € E, et pour tout « €I, soit E; = G,.x, l'orbite de x,. Pour
« < B, il résulte de (1) et de la relation g,5(x5) = %, que Pon a g 4(E;) < E,
autrement dit, (£) est un systéme projectif de parties des E,. Pour tout « € I,
soit u,: G, — E; Papplication continue s > so.%,; les u, forment un systéme

projectif d’applications, et # = lim #, est I'application continue s+ s.x de G
<
dans le sous-espace E’ = lim E; de E. L’hypothése de a) entraine que u, (9s)
Pt

est compact pour tout g, € E,. Comme en outre #, est surjectif, les conditions de
I, p. 65, cor. 2, a) sont vérifiées, donc on en déduit les deux prermiéres assertions
de a). Ceci entraine que six = (x,) ety = (y,) sont tels que, pour tout a, ¥, ety,
appartiennent a la méme orbite pour G,, alors x ety appartiennent 4 la méme
orbite pour G, ce qui prouve que % est injective.

De méme, Phypothése de b) entraine que le systeme projectif des applications
canoniques v,: E, — E,/G,, vérifie les conditions de I, p. 65, cor. 2, a), donc sa
limite projective v = h£ Uy B> <h—r£ E,/G, est surjective et I'image réciproque
par v de tout point de élE.n_ E,/Gy est compacte. Comme » se factorise en

E-Ys E/G i~><li£ E,/G,, ol { est Papplication canonique, on en déduit les

assertions de b).

CoROLLAIRE 1. — 87 les G, sont compacts et les E,, séparés, les conclusions de a) et de b)
sont valables.

En effet, les hypotheses de a) et b) sont vérifiées, tout sous-groupe fermé de G,
étant compact et uy: 5, > 5,.%, étant une application continue d’un espace
compact dans un espace séparé.

COROLLAIRE 2. — i, pour tout o € I, le groupe G, opére transitivement dans Uespace E,,
et st le stabilisateur de tout point de B, est un sous-groupe compact de G, alors G opére
transitivement dans Y et le stabilisateur de tout point de ¥ est un sous-groupe compact de G.
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En effet, Phypothése de la prop. 1, a) est vérifiée, et E, = E, pour tout «.

COROLLAIRE 3. — On suppose les G, séparés. Pour tout o € 1, soit K, un sous-groupe
compact de G, et supposons que Uon ait fs(Kp) < K pour o < 8. Alors, siK = hm K,

Dapplication canonique k de ’espace homogéne G[K dans EI-I— G, /K, est un lzomeo-

morphisme.

Avec les notations de la prop. 1, le fait que % est bijective résulte du cor. 1
appliqué en remplacant E, par G, et G, par K, opérant & droite par les transla-
tions (III, p. 11). Soit ¢ I'application canonique G — G/K, et pour tout «, soit
f+ Papplication canonique G — Gy; lorsque, pour chaque «, les V,, parcourent
un systéme fondamental de voisinages ouverts de 1’élément neutre ¢, de G, les

ensembles V = fa o (a et V, variables) forment un systéme fondamental de
voisinages de e dans G (I, p. 29, prop. 9), et les o(V.K) un systéme fondamental
de voisinages de ¢(¢) dans G/K. Il s’agit de prouver que I'image par 4 de ¢(V.K)
contient un voisinage de z(¢(¢)), c’est-a-dire qu’il existe un § > « et un voisinage

-1
W, de ¢ dans Gy tels que f5(Wg.K;) « V.K. Or, la relation x € V.K équivaut
3 Pexistence d’uny € K tel que £, (xy~*) € V,, ou encore f,(x) € V,.f,(K), autre-

-1
ment dit, ona V.K = f (V,.f.(K)). Smt U, = V,.fo(K); nous allons voir qu’il

existe B > « tel que si on pose Uy = fmﬁ( «)» on ait Kz < Uy; il en résultera
bien qu’il existe un voisinage Wy de ¢5 dans Gy tel que W3 K < UB (I1, p. 31,

-1
corollaire), ce qui établira la relation cherchée f3;(W;.K) < fB( s = V.K.
Raisonnons par I’absurde, et posons, pour tout § > «, My = K; N (U,; comme

f;(UB) = U, pour a« < B < v, les M, forment un systéme projectif de parties
compactes des G (pour § > o) ; s’ils étaient tous non vides, il en serait de méme
de leur limite projective M (I, p. 64, prop. 8). Il est clair que 'ona M < K et
Jo(M) © M,; mais cela est absurde puisque f,(K) < U,, ce qui achéve la dé-
monstration.

2. Approximation des groupes topologiques

Soit G un groupe et soit (H,), ¢ une famille filtrante décroissante de sous-groupes
distingués de G. Pour tout « € I, soit G, = G/H,, et pour « < B, soit f,; ’homo-
morphisme canonique G/H; — G/H,, qui fait donc correspondre & toute classe
T de G mod. Hj la classe TH, de G mod. H, qui contient T. II est clair que
(Gys fop) €St un systéme projectif de groupes, les éléments de G = h£ G, étant

les familles décroissantes (T'y), 1, 01t Ty est une classe de G mod. H,, pour tout «.
L’application ¢: s — (sH,) de G dans G, limite projective des homomorphismes
canoniques G — G/H,, est un homomorphisme de G dans G, et 'image réci-

proque par i d’un élément (T,) € G est égale & an T,. Le noyau de ¢ est donc
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on H,, et 'image de 7 se compose des familles (T,) € G dont Pintersection est
non vide.

Supposons maintenant que G soit un groupe topologique; si on munit G, = G/H,
de la topologie quotient, il est clair que (G, f,g) est un systéme projectif de groupes
topologiques, et que ¢: G — G est un homomorphisme continu.

ProrostrioNn 2. — Soient G un groupe topologique, (Hy)yer une famille filtrante
décroissante de sous-groupes distingués de G vérifiant la condition suivante:

(AP) Pour tout a € 1, H, est fermé dans G et tout voisinage de e dans G contient un
des H,, (autrement dit, la base de filtre formée des H,, converge vers ¢).

Alors Uapplication i: G — G = lim G[H,, est un morphisme strict de G sur i(G) ;

-~ ~ e——
G est séparé et 1(G) est dense dans G ; enfin le noyau de i est [’ adhérence de {¢} dans G. Si
en outre un des H, est complet, alors ¢ est surjective.

Il est clair que les G, = G/H, sont séparés (III, p. 13, prop. 18), donc il en

est de méme de G, sous-espace de 1—11 G,. Le noyau H de ¢ est 'intersection des
aE

H,, et est donc un sous-groupe fermé de G; comme tout voisinage de ¢ contient
Pun des H, il contient H, et par suite (III, p. 20, formule (1)) H est 'adhérence
de {¢}. Montrons ensuite que i (G) est dense dans G. Soit f;, I’application canonique
G — G,, restriction & G de la projection pry; @, = f, o i est Papplication cano-
nique G — G/H,. Pour tout ensemble ouvert non vide U de G, il existe un e € I

-1
et un ensemble ouvert non vide U, dans G, tels que £, (U,) < U (I, p. 29,
1

prop. 9), donc ¢ (lU) = cp:(Uu); mais comime g, est surjective, ¢(U) n’est pas vide,
ce qui prouve quiz(G) N U # g.

Pour voir que ¢ est un morphisme strict sur ¢ (G), considérons un voisinage V
de ¢ dans G; il existe un voisinage W de edans G tel que W2 < V, etuna e tel

-1-1
que H, < W; on en déduit que V contient WH,, = —c—pa((pa(W)) = i( fuloa(W)));

comme f;(cpa(W)) est un voisinage de I’élément neutre dans G, cela prouve notre
assertion (III, p. 16, prop. 24).

Enfin, supposons qu’il existe un v € I tel que H, soit complet; pour voir que ¢
est surjective, il suffit de prouver que toute famille décroissante (T,) € G a une
intersection non vide. Comme T, se déduit par translation de H,, c’est un sous-
espace complet de G (pour la structure uniforme droite et la structure uniforme
gauche). De plus, comme tout voisinage U de ¢ dans G contient 'un des H,,
Pensemble T, correspondant est petit d’ordre U, (ou Uy), autrement dit I'en-
semble des T, contenus dans T, est une base de filtre de Cauchy; elle converge donc
dans T,, et comme les T, sont fermés dans G (étant déduits par translation des
H,), leur intersection est non vide.

C.Q.F.D.
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CoroLLAIRE 1. — 8 la condition (AP) est vérifie et si en outre les groupes (séparés)
G/[H,, sont complets, le groupe G admet un groupe séparé complété, qui s’identifie ¢ G,
Dapplication i: G — G s’identifiant @ I application canonique (II1, p. 25).

En effet, G est alors complet (III, p. 57) et la prop. 2 montre que i(G) est
isomorphe au groupe séparé associé & G; comme il est dense dans G, on en déduit
le corollaire (III, p. 25).

En particulier:

CoROLLAIRE 2. — Sotent G un groupe, (H,) une famille filtrante décroissante de sous-
groupes distingués de G. St Uon munit G de la topologie de groupe pour laquelle les H,,
Sorment un systéme fondamental de voisinages de e (1I1, p. 5, Exemple), le groupe séparé

associé & G est isomorphe & G| (Q H,) = Gy, G, admet un groupe compléié et I’ application
canonique G, — G = lim G[H, se prolonge en un isomorphisme de G = él sur G.
—
En effet, le sous-groupe H, de G étant ouvert, est aussi fermé (III, p. 7,

corollaire) et G/H,, est discret (III, p. 13, prop. 18), donc les conditions du cor. 1
sont satisfaites.

CoroLLAIRE 3. — Soient G un groupe, G, un sous-groupe de G, (H,) une famille
Siltrante décroissante de sous-groupes distingués de Gq. On suppose que les H, forment un
systéme fondamental de voisinages de e pour une topologie séparée sur G, compatible avec la
structure de groupe de G. Alors le groupe topologique G ainsi défini admet un groupe com-

plété G, et Padhérence G, de G, dans G est canoniquement isomorphe @ lim Gy/H,.
—

En effet, G, est un sous-groupe ouvert de G; Papplication x +— x~* de G, dans
G est uniformément continue pour la structure uniforme droite de G,
car les relations ¥ € Gy, y € Gy, xy~! € H, entrainent yx~* € H,, puis ¥~y =
x~ Y (yx~1)x € H, puisque H, est un sous-groupe distingué de G,. L’existence
du groupe complété G résulte donc de III, p. 25, prop. 9; comme alors GO
s’identifie au groupe complété de G, (II, p. 26, cor. 1), la seconde assertion résulte
du cor. 2.

Dans toute la fin de ce numéro, nous supposerons que G est séparé et que (H,)
est une famille décroissante filtrante de sous-groupes distingués compacts vérifiant
la condition (AP); en vertu de la prop. 2 (III, p. 60), I’application
i:G— G = lim G/H, est alors un isomorphisme de groupes topologiques, permettant

S
d’identifier G et G; nous noterons f, 'application canonique G — G/H,.

Lemme 1. — Sous les hypothéses de la prop. 2 (I11, p. 60), pour toute partie fermée E de
G,omaE =QEHO‘.
En effet, E est l'intersection des ensembles EV, ot V parcourt le filtre des

voisinages de ¢ (III, p. 20, formule (1)), et tout voisinage de e contient un H,;
d’ou la conclusion puisque E < EH,.
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Prorosition 3. — On suppose G séparé, les H, compacts et vérifiant (AP).
a) Soit L un sous-groupe fermé de G ; alors, pour tout o € 1, le sous-groupe L, = f, (L)
de G, = G/[I, est fermé, et l’zsomorp/mme 1 de G sur hm G, donne par restriction un

wsomorphisme de 1. sur hm L. St de plus L est dzstmgue dans G, alors Ly, est distingué

dans G, pour tout o € A et par passage aux quotients, 1 donne un isomorphisme de GJL
sur lim G, /L.

<

b) Inversement, pour tout o € I, sott L, un sous-groupe fermé de G, et supposons que
Pon ait Ly, = f,5(Lg) pour o < B. 1l existe alors un sous-groupe fermé L de G et un seul
tel que L, = f,(L) pour tout o. € I; en outre, si pour tout « € 1, L, est distingué dans G,
alors L est distingué dans G.

a) Gomme I est compact, LH, est fermé dans G (111, p. 28, cor. 1), donc
L, est fermé dans G,. Puisque ¢ identifie les groupes topologiques G et grg(}DC
et que eh_rE L, sidentifie & un sous-groupe (topologique) de hﬁ G,,
¢ identifie a <lim L, le sous-groupe Q LH, de G, et pour démontrer la
premiére assertion, il suffit de remarquer que L = Q LH, en vertu du lemme 1.

D’autre part, si L est distingué, alors, pour touta € I, Papplication f: G/L — G,/ L,
déduite de f, par passage aux quotients est un morphisme strict surjectif (II1,
p- 17, Remarque 3), dont le noyau est le sous-groupe distingué compact H,1./L de
G/L, image canonique du sous-groupe compact I, de G. Comme les sous-
groupes H L/L. de G/L vérifient la condition (AP) (III, p. 16, prop. 24) et
que G/L est séparé, la dernicre assertion de a) résulte de la prop. 2 de III, p. 60.

b) Soit £, la restriction de f,3 & Lg pour @ < B; (L, fop) est alors un systéme
projectif de groupes topologiques, dont la limite projective L s’identifie au sous-
groupe G N IJ L, de G. Par hypothése f,; est surjective et son noyau est le sous-

groupe compact f3(H,) N Ly de Lg; par suite (I, p. 64, cor. 1) ona L, = f,(L)
pour tout « € I. Si L” est un second sous-groupe fermé de G tel que f(L') = L,

-1
pour tout e« € I, on a L'H, = f,(L,), d’ott (lemme 1)
-1
= Q L'H, = Qfoc(Loz) =L
-1 -1
Enfin, la derniére assertion de b) résulte de la formule L. = Q Jo(Lo), les £, (L)

étant alors distingués dans G.

ProposrrionN 4. — On suppose G séparé, les Hy, compacts et vérifiant (AP). St C, est la
compomnte neutre de G, = G|, la composante neutre C de G s’identifie d hm C.etona

Ju(C) =

La proposrcion résultera du lemme suivant:

Lemme 2. — Soient G un groupe topologique séparé, H un sous-groupe distingué compact
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de G, o Papplication canonique G — G[H. Si C est la composante neutre de G, ¢(C) est la
composante neutre de G' = GJ/H.

En eflet, une fois ce lemme établi, on aura f,(C) = G, pour tout x€l, et
comme C est un sous-groupe fermé de G (III, p. 8, prop. 8), il suffira d’ap-
pliquer la prop. 3 a) de III, p. 62.

Pour démontrer le lemme 2, observons d’abord que si G’ est la composante
connexe de ’élément neutre ¢’ dans G’, on a ¢(C) < G’ puisque ¢(C) est connexe.
Supposons que ¢(C) # C’. Comme C est un sous-groupe distingué fermé de G
(I11, p. 8, prop. 8), ¢(C) est un sous-groupe distingué de G’; si ¢ est applica-
tion canonique G’ — G'[o(C), ¢$(C’) serait connexe et non réduit & I’élément
neutre, donc la composante connexe de G'/¢(C) serait distincte de I’élément
neutre. Mais G'/o(C) est isomorphe & (G/H)/(HC/H), donc & G/HG, et par suite
aussi 2 (G/Q)/(HC/C) (111, p. 15, corollaire et III, p. 14, prop. 20). Or, G/C
est séparé et totalement discontinu (I, p. 84, prop. 9), et HC/C, image canonique
du sous-groupe distingué compact H de G, est un sous-groupe compact de G/C.
On est donc ramené & démontrer le lemme 2 lorsque G est en outre supposé
totalement discontinu, soit G = {e}.

Supposons alors que C’ # {¢'}; en remplagant G par son sous-groupe ~<p1(C’),
qui est totalement discontinu et contient H, on peut supposer que G’ est connexe
et non réduit & un point.

Soit M Pensemble des sous-groupes fermés L de G tels que LH = G; mon-
trons que 'ensemble M, ordonné par la relation D, est inductif. En effet, si € est une
partie totalement ordonnée de 9%, alors, pour tout x € G, I'ensemble des xH N L
pour L €€ est une base de filtre composée d’ensembles fermés dans I'espace
compact ¥H ; I'intersection de ces ensembles est donc non vide, ce qui prouve que
Pintersection des sous-groupes L € € appartient encore 4 . Appliquant le th. de
Zorn, on voit donc qu’il existe dans 9 un élément minimal L, Comme H est
compact, G/H = L;H/H est isomorphe & Ly/(L, n H) (III, p. 28, cor. 3);
comme L, est totalement discontinu et Ly N H compact, on voit qu’on peut
remplacer G par Ly; autrement dit, on peut supposer en outre qu’il n’existe
aucun sous-groupe fermé L £ G tel que LH = G.

Or, soit F Dintersection des voisinages a la fois ouverts et fermés de ¢ dans G;
montrons que F est un sous-groupe fermé de G. En effet, comme il est évident que
F est fermé, il suffit de montrer que F~'.F < F. Mais si x€F et si V est un
voisinage ouvert et fermé de ¢ dans G, il en est de méme de xV: sans quoi, ¢
appartiendrait au complémentaire W de #V dans G, qui est encore ouvert et
fermé, et on aurait ¥ ¢ W, donc par définition x ¢ F contrairement a ’hypothése.
On en conclut que xF, intersection des ¥V pour les voisinages ouverts et fermés V
de ¢, contient F, autrement dit x~'F < F, ce qui prouve notre assertion. Puisque
G est totalement discontinu et non réduit & ¢, on a F # G, Mais si V est un
voisinage a la fois ouvert et fermé de ¢ dans G, VH est aussi a la fois ouvert et
fermé dans G (III, p. 28, cor. 1), donc ¢(V) est & la fois ouvert et fermé
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dans G/H, ce qui implique ¢(V) = G/H en vertu de 'hypothése. On va en
conclure que FH = G, ce qui impliquera contradiction, et démontrera
donc le lemme. En effet, pour tout x € G, #H rencontre tout voisinage Vdeeala
fois ouvert et fermé, donc aussi intersection F de ces voisinages, puisque les
ensembles V M xH forment une base de filtre composée d’ensembles fermés dans

Vespace compact ¥H. C.Q.F.D.

Remarque. — Sile sous-groupe H,, est compact pour un « € I, alors Hj est compact
pour B = a, puisque c¢’est un sous-groupe fermé de H,. Comme Pensemble des
Bel tels que B > « est cofinal a I il revient essenticllement au méme, pour
Pétude du groupe G, de supposer un des H, compact ou tous les H, compacts.
groupe &, PP « p o P

3. Application aux limites projectives

ProposiTionN 5. — Soit (G, frp) un sysieme projectif de groupes topologiques séparés,
tel que les f,q soient des morphismes stricts surjectifs, de noyaux compacts. Alors, pour tout
o € I, Papplication canonigue f, de G = lim G dans G, est un morphisme strict surjectif,
de noyau compact. =

Le fait que £, soit surjectif et de noyau compact est conséquence de I, p. 64,
cor. 1. Reste & voir que f, est un morphisme strict. Désighons par ¢ (resp. ¢,)
I'élément neutre de G (resp. G, ). Tout voisinage V de ¢ dans G contient un en-

-1
semble de la forme f3(Vg), olt V; est un voisinage de ¢; dans G, et olr 'on peut
supposer 8 > «; comme f,5 est un morphisme strict surjectif, f,5(V;) est un
voisinage de ¢, dans G,, et comme f; est surjectif, on a Vi < f3(V), d’ox

Ju(V) = Jus(fo(V)) = Jas(V),

ce qui prouve que f, (V) est un voisinage de ¢, dans G,.

-1

Si Hy, = f,(e,), les sous-groupes distingués compacts H, de G vérifient

évidemment la condition (AP) de I, p. 60 et G, s’identifie a G/H,. En particulier
les prop. 3 (111, p. 62) et 4 (111, p. 62) s’appliquent & G et aux H,.

CorOLLAIRE 1.— Soient (G, fp,) un systeme projectif de groupes topologiques vérifiant
les hypothéses de la prop. 5, (G, frg) un systéme projectif de groupes topologiques, et pour
chaque o, soit uy: G, — G, un morphisme strict surjectif, de noyau compact, les w,,_formant
un systéme projectif d’applications. Alors u = (lim u, est un morphisme strict de

G = lim G, sur G' = lim G, de noyau compact.
-— «

P>

Soit N, le noyau de 4,; L, = f:(Nu) est alors le noyau du morphisme strict
surjectif v, = u, o f,: G — Gj; comme L,/H, est isomorphe & N, (I1I, p. 14,
prop. 20), L, est un sous-groupe distingué compact de G (I11, p. 28, cor. 2). Le
noyau L de « est I'intersection des L, ; désignons par ¢ 'application canonique
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G — G/L; on peut écrire v, = w, ° @, Ol W, est un morphisme strict de G/L sur
G/, de noyau L /L. Comme Pintersection des L,/L est ’élément neutre de G/L
et que les L, /L forment une base de filtre et sont compacts, cette base de filtre
converge vers P’élément neutre de G/L (I, p. 60, corollaire). La prop. 2 de
III, p. 60 montre alors que w = (152 w,, est un isomorphisme de GJ/L sur G'; on

en conclut que w o ¢ est un morphisme strict de G sur G’, de noyau L; mais il est
clair que # = w o ¢, ce qui démontre le corollaire.

CoRrOLLAIRE 2. — Soit (G, fys) un systéme projectif de groupes topologiques vérifiant les
conditions de la prop. 5, et soit G’ un groupe topologique dans lequel il existe un voisinage V'
de Délément neutre ¢’ ne contenant aucun sous-groupe de G distinct de {¢'}. Alors, pour tout
homomorphisme continu v: G — G’, il existe un indice . € I et un homomorphisme continu
vy: Gy — G’ tels que v = vy 0 [y
-1
En effet, comme »(V’) est un voisinage de ¢ dans G, il existe un indice « et un
-1 -1

voisinage V,, de ¢, dans G, tels que f,(V,) < #(V’). On a donc v(H,) = V', et
comme v(H,) est un sous-groupe de G', v(H,) = {¢}. Comme f, s’identifie a

P'application canonique G — G/H,, le corollaire résulte de la factorisation cano-
nique d’un homomorphisme continu (III, p. 16).



Exercices

§1

1) Toute topologie compatible avec la structure de groupe d’un groupe fini G s’obtient en
prenant pour voisinages de 'élément neutre les ensembles contenant un sous-groupe dis-
tingué H de G.

2) On appelle groupe semi-fopologique un groupe G muni d’une topologie telle que, pour tout
a € G, les translations x > ax et x +> xa soient continues dans G, et que la symétrie x +— x~1
soit continue dans G.*

a) Pour qu'un filtre B sur un groupe G soit filtre de voisinages de ¢ pour une topologie faisant
de G un groupe semi-topologique, il faut et il suffit que B satistasse aux axiomes (GVy) et
(GVy) de III, p. 3, et que la famille des filtres B(x) = ». VB = BV.x (x € G) satisfasse 4
Paxicme (Viy) de I, p. 3.

b) Sur un groupe infini G, montrer que la topologie pour laguelle les ensembles ouverts sont
& et les complémentaires des parties finies de G, fait de G un groupe semi-topologique non
séparé dans lequel {¢} est fermé, mais n’est pas compatible avec la structure de groupe de G.

*¢) Définir sur la droite numérique R une topologie plus fine que la topologie usuelle, pour
laquelle R soit un groupe semi-topologique mais non un groupe topologique (considérer une
suite décroissante (r,) de nombres > 0, tendant vers 0, et prendre les intersections des inter-
valles symétriques ) —a, af et du complémentaire de 'ensemble des points +7,).4

3) Soit A une partie d’un groupe semi-topologique (resp. topclogique) G. Si V parcourt le
filtre des voisinages de ¢, 'intersection des ensembles AV, ou des ensembles VA (resp. des
ensembles VAV) est Padhérence A de A,

4) On appelle groupe paratopologique un groupe G muni d’une topologie satisfaisant a
Paxiome (GTj) de III, p. 1.2

a) Pour qu’un filtre Y sur un groupe G soit filtre de voisinages de ¢ pour une topologie faisant
de G un groupe paratopologique, il faut et il suffit que UV satisfasse aux axiomes (GVy) et

1 Lorsque G est localement compact, ces conditions entrainent que la topologie de G est compatible
avec sa structure de groupe (X, § 3, exerc. 25).
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(GVim) de 111, p. 3, et que ’on ait e € V pour tout V € B; la topologie correspondante est
alors unique. Pour qu’elle soit séparée, il faut et il suffit que Pintersection des ensembles
V.V~1, ol V parcourt B, soit réduite au point e.

b) Sur le groupe Z des entiers, soit, pour tout z > 0, V,, ensemble formé de 0 et des entiers
m = n. Montrer que les V,, forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour une
topologie non séparée sur Z, faisant de Z un groupe paratopologique dans lequel {0} est
fermé.

¢) Pour qu’un groupe paratopologique G soit un groupe topologique, il faut et il suffit que
pour toute partie A de G, l'intersection des ensembles AV (ou des ensembles VA) lorsque V
parcourt le filtre des voisinages de ¢, soit ’adhérence A de A (pour voir que la condition est
suffisante, prendre pour A le complémentaire d’un voisinage ouvert de ¢).

5) Sur un groupe G, soit T un filire satisfaisant aux axiomes (GV;) et (GVy) de II1, p. 3.

a) Il existe sur G une topologie 7 (resp. Z;) et une seule telle que pour tout a € G, le filtre
des voisinages de a pour J; (resp. ;) soit 4. (resp. V.q).

Soit G; (resp. G4) 'espace topologique obtenu en munissant G de 7 (resp. ;). Pour tout
a € G, la translation & gauche x +> ax (resp. la translation 4 droite ¥ — xa) est une application
continue de G, dans G, (resp. de G; dans G;). La symétrie x — x~1 est une application
continue de G, dans G, et de G, dans G,.

b) Les conditions suivantes sont équivalentes: 1° @ satisfait & (GVyy) (III, p. 3); 2° pour
tout a € G, x> xa est une application continue de G, dans G;; 3° x +— 5~ est une applica-
tion continue de G, dans G,.

*¢) Soit Gg le groupe GL(2, Q,) des matrices carrées d’ordre 2, sur le corps p-adique Q,,.
Pour tout entier n > 0, soit H, Pensemble des matrices de la forme I + p"U, ot U est une
matrice d’ordre 2 dont les éléments sont des entiers p-adiques. Montrer que les HY sont des
sous-groupes de G = GY§, dont lintersection est réduite a I’élément neutre. En déduire que
si BV est le filtre ayant pour base les HY, les topologies J; et J; correspondantes sur G
sont séparées; montrer que ces topologies sont distinctes.

6) Soient G un groupe topologique, V un voisinage ouvert de ¢ dans G. Montrer que I’en-
semble des ¥ € V tels que x2 € V est la réunion des voisinages W de ¢ tels que W2 < V.

*7) Soit ¢ Papplication canonique de R sur T = R/Z, et soit f 'application x — o(3x),
restreinte au voisinage V = {—1%, +3) de 0 dans R; montrer que f est un homéomorphisme
de V sur f(V) et satisfait & la condition 1° de la déf. 2 de III, p. 6, mais n’est pas un iso-
morphisme local de R a T.,

9 8) Soient G un groupe topologique séparé, s # ¢ un point de G. Montrer qu’il existe un
voisinage symétrique V de ¢ pour lequel s ¢ V2 et il existe un recouvrement de G formé d’au
plus 17 ensembles de la forme 4, Vb, (1 < k < 17). (Considérer dans Pensemble des voisi-
nages symétriques V de ¢ tels que s ¢ V2 un élément maximal. On est amené ainsi & considérer
Vensemble S des x € G tels que x2 = s; observer que si x, y sont deux éléments de S tels que
xy~1 €S, on a nécessairement s2 = ¢, et si z est un troisiéme élément de S tel que xz=1 € S
et yz=1 €S, z est nécessairement permutable & xy~1, et ay~tz~! ¢ 8). Lorsque G est com-
mutatif, on peut dans 1’énoncé précédent remplacer le nombre 17 par 5.

9) Montrer que sur un groupe G, la borne supérieure d’une famille de topologies compatibles
avec la structure de groupe de G est compatible avec cette structure.

§2

1) Etendre aux groupes semi-topologiques (III, p. 66, exerc. 2) et aux groupes para-
topologiques (III, p. 66, exerc. 4) les prop. 3 (111, p. 7), 6, 8 (III, p. 8) et 9, (ii) (III, p.
9) et le cor. de la prop. 4 (III, p. 7).
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2) 4) Etendre aux groupes semi-topologiques (III, p. 66, exerc. 2) les prop. 1, 2 et 4 (III,
p. 7). (Pour voir que 'adhérence H d’un sous-groupe est un sous-groupe, remarquer
d’abord que sH < H pour tout s € H.)

b) Soit G le groupe Z™, et soit ¢; (i € N) I’élément de G dont toutes les coordonnées sont
nulles sauf celle d’indice i, égale & 1. Pour tout # € N, soit V,, ’ensemble des z = (z,) € G
tels que z, = O pourk < net z; > 0 pour & > n. Les V, forment un systéme fondamental de
voisinages de 0 pour une topologie faisant de G un groupe paratopologique séparé. Soit H
le sous-groupe de G engendré par les éléments ¢, + ¢, (n > 1); montrer que dans G, H est
discret mais non fermé et que H n’est pas un sous-groupe de G.

3) Donner un exemple de groupe topologique non séparé dans lequel le centre n’est pas
fermé et a pour adhérence un sous-groupe non commutatif (cf. ITI, p. 66, exerc. 1). Donner
un exemple de groupe semi-topologique ayant les mémes propriétés et dans lequel tout en-
semble réduit 2 un point est fermé (cf. III, p. 66, exerc. 2 5)).

9 4) a) Dans un groupe semi-topologique G, P'intersection des voisinages 2 la fois ouverts et
fermés de ¢ est un sous-groupe fermé H invariant par tous les automorphismes de G (re-
marquer qu’il ne peut exister de partition de G en deux ensembles ouverts et fermés dont
chacun rencontre H).

b) Dans Pensemble ® des sous-groupes de G, on définit une application ¢ qui, & tout sous-
groupe H de G, fait correspondre le sous-groupe ¢(H) de H intersection des voisinages a la
fois ouverts et fermés de ¢ dans H. Dans I’ensemble &, ordonné par la relation >, on con-
sidére la chafne T' de G pour lapplication ¢ (E, III, p. 75, exerc. 6); montrer que le plus
petit des sous-groupes de I' est la composante connexe de ¢ dans G (remarquer que ce plus
petit sous-groupe est nécessairement connexe).

5) On dit qu’un groupe semi-topologique G est quasi-topologique si pour tout a € G, Papplica-
tion x> xax~! de G dans G est continue. Tout groupe commutatif semi-topologique est
quasi-topologique.

a) Montrer que dans un groupe quasi-topologique, le normalisateur d’un sous-groupe fermé
est fermé.

b) Soit G un groupe quasi-topologique engendré par chacun des voisinages de e (resp.
connexe). Montrer que tout sous-groupe distingué discret (resp. totalement discontinu) D
de G est contenu dans le centre de G (si a € D, montrer qu’il existe un voisinage V de ¢ tel

que xax~! = a pour tout x € V).

. . 1 0 . .
*¢) Soit G le groupe des matrices (y x)’ oux > 0 etysont des nombres réels. Si on identifie

. _ 1 . o
G 4 une partie de R? par application (x, y) (y 2), la topologie Z, induite sur G par
celle de R? est compatible avec la structure de groupe. Soit H le sous-groupe distingué de G
formé des matrices (; (1)), et soit H* le complémentaire de I’élément neutre dans H. On

définit une topologie I plus fine que F; en prenant pour systéme fondamental de voisinages
de e dans G les intersections des voisinages de e pour 9, avec le complémentaire de H¥ dans
G. Pour cette topologie, montrer que G est un groupe semi-topologique connexe, non quasi-
topologique, et dans lequel H est un sous-groupe discret non contenu dans le centre.

Y

#6) Soit G le groupe orthogonal @;(Q), qu’on identifie & un sous-espace de Pespace Q%
de toutes les matrices d’ordre 2 sur @Q; la topologie induite sur G par celle de Q* est com-
patible avec la structure de groupe. Montrer que dans le groupe G, le groupe des commuta-
teurs n’est pas fermé et a pour adhérence le groupe SO,(Q) (cf. A, IX, § 10, exerc. 3).,

7) a) Montrer que dans un groupe quasi-topologique (exerc. 5) G connexe le groupe des
commutateurs est connexe. (Soit P, Pensemble des produits de £ commutateurs ¥~ 1y~ lxy;
montrer que P, est réunion d’ensembles connexes dont chacun rencontre P, _;).
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b) Soit G un groupe infini dont le groupe des commutateurs est fini (par exemple le produit
d’un groupe fini non commutatif et d’un groupe commutatif infini). Si on munit G de la
topologie définie dans P'exerc. 2 b) de III, p. 66, G est un groupe semi-topologique connexe
dont le groupe des commutateurs est non connexe.

9 8) Soit G un groupe quasi-topologique (exerc. 5).
@) Etendre 2 G la prop. 9,(i) de IIL, p. 9 (montrer d’abord que xKx~1 < K pour x € H).

Donner un exemple de groupe semi-topologique non quasi-topologique, dans lequel la
prop. 9,(i) de III, p. 9 n’est pas valable (cf. III, p. 64, exerc. 2 5)).

b) Soient H, K deux sous-groupes de G tels que H > K et que K contienne le groupe des

commutateurs de H, Montrer que K contient le groupe des commutateurs de H (méthode
analogue).

¢) Déduire de b) que si dans G tout ensemble réduit & un point est fermé, ’adhérence dans G
de tout sous-groupe résoluble (resp. commutatif) (A, I, p. 71) est résoluble (resp. commu-
tatif) (raisonner sur la longueur de la suite des groupes dérivés du sous-groupe considéré).

9) Soient G un groupe quasi-topologique, H un sous-groupe distingué fermé de G contenant
le groupe des commutateurs de G. Montrer que si la composante connexe K de ¢ dans H est
résoluble, alors la composante connexe I, de ¢ dans G est résoluble (montrer en utilisant
Pexerc. 7 a) que K contient le groupe des commutateurs de L).

10) Soit G un groupe quasi-topologique dans lequel tout ensemble réduit & un point est
fermé et dont la composante neutre C est telle que G/C soit fini. Montrer que si G/C a k
éléments, ’ensemble des conjugués xax~* d’un élément ¢ € G est infini ou a au plus £ éléments
(considérer Papplication x> xax~* de G sur cet ensemble). En particulier, si G est connexe,
Pensemble des conjugués de tout élément n’appartenant pas au centre de G est infini.

11) Soit G un groupe, muni ou non d’une topologie, opérant sur un espace topologique E
de sorte que chacune des applications ¥ — 5.x (s € G) de E dans E soit continue. Etendre a
cette situation les résultats du n° 4 (III, p. 9).

12) Soient G un groupe semi-topologique (resp. paratopologique, resp. quasi-topologique),
H un sous-groupe distingué de G.

a) Montrer que lorsqu’on munit G/H de la topologie quotient de celle de G par H, G/H
est un groupe semi-topologique (resp. paratopologique, resp. quasi-topologique).

b) Etendre aux groupes semi-topologiques (resp. paratopologiques, resp. quasi-topologiques)
les résultats du n° 7 (III, p. 14).

13) Soient G un groupe semi-topologique (resp. paratopologique), H un sous-groupe par-
tout dense dans G. Quelle est la topologie de I'espace homogéne G/H?

14) Soient G un groupe semi-topologique, H un sous-groupe distingué de G. Montrer que
le groupe semi-topologique G/H est isomorphe au groupe séparé associé a G/H.

% 15) Soit G un groupe quasi-topologique dans lequel tout ensemble réduit 4 un point est
fermé. Montrer que si G est résoluble, il existe une suite de composition de G formée de sous-
groupes fermés de G et dont les quotients sont commutatifs (raisonner par récurrence sur la
longueur de la suite des groupes dérivés de G, en utilisant ’exerc. 8 ¢).

9 16) Soit H un sous-groupe d’un groupe semi-topologique G, contenu dans la composante
connexe K de e. Montrer que les composantes connexes de ’espace G/H sont les images des

composantes connexes de G par application canonique f de G sur G/H (si L est une com-
-1

posante connexe de G/H, montrer que f(L) est connexe, en raisonnant par l’absurde).

Montrer que K est le plus petit des sous-groupes fermés H de G tels que G/H soit totalement

discontinu.
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*17) Soit G le groupe additif des applications n > f(n) de N dans Q telles que hm S

existe dans R. Pour tout « > 0, soit V, ’ensemble des /e G tels que | f( n)l < o pour tout

n € N. Montrer que les V, satisfont aux axiomes (GVj) et (GVy) et qu’avec la topologie

définie par les V,,, le groupe G est séparé et totalement discontinu. Soit H le sous-groupe des

S € G tels que lim f(n) = 0. Montrer que H est fermé et que G/H est isomorphe 2 R, donc
n—+ K

CONNEXe.

18) Pour qu’un homomorphisme continu f d’un groupe topologique G dans un groupe
topologique G’ soit un morphisme strict, il faut et il suffit que ’image par f de tout ensemble
ouvert dans G contienne au moins un point intérieur par rapport a f(G).

19) Soient G, G’, G” trois groupes topologiques, / un morphisme strict de G dans G’, g un

morphisme strict de G” dans G”. Montrer que si f(G) contient le noyau gl(e”) de g (¢” élément
neutre de G”), g o f est un morphisme strict de G dans G” (cf. 1II, p. 15, corollaire). Donner
un exemple ot f est injectif, ol la condition précédente n’est pas remplie, et ol g o fn’est pas
un morphisme strict de G dans G” (cf. I, p. 14, remarque suivant la prop. 20).

20) Soient H, H" deux sous-groupes d’un groupe semi-topologique G, tels que H’ < H.
Montrer que si f, f7, sont les applications canoniques de G sur G/H et G/H’ respectivement,
il existe une application ¢ et une seule de G/H’ sur G/H telle que f = ¢ o f’; ¢ est continue
et ouverte. Si de plus H” est ouvert par rapport & H, tout point x de G/H’ a un voisinage V
tel que la restriction de ¢ a V soit un homéomorphisme de V sur un voisinage de ¢(x) dans

G/H.

21) Soient G un groupe topologique, H et K deux sous-groupes de G tels que G = HK et
H N K = {¢}. Pour tout x € G, on peut écrire d’une seule maniére x = f(x) g(x), ou f(x) e H
et g(x) € K; pour que 'application (y, z) = yz de H x K sur G soit un homéomorphisme,
il faut et il suffit que I'une des applications f, ¢ soit continue. Montrer que cette condition
est toujours remplie si 'un des sous-groupes H, K est compact et fermé, et Pautre fermé
(remarquer que si H et K sont fermés, fet g ne peuvent avoir de valeur d’adhérence distincte
de ¢ lorsque x tend vers e dans G) {(cf. EVT, 1V, § 2, exerc. 19).

22) Soient G le produit d’une famille (G,),.; de groupes topologiques, et G* un groupe
topologique tel qu’il existe un voisinage V' de 1’élément neutre ¢’ de G’ ne contenant aucun
sous-groupe distingué distinct de {¢’}. Si f est un homomorphisme continu de G dans G’,
montrer qu’il existe une partie J de I dont le complémentaire J” est fini, telle que fsoit égale

a ¢’ dans le sous-groupe E G, x ;I..; {e,} de G.
€

23) Sur I’ensemble produit G d’une famille (G,),.; de groupes topologiques, on considére
la structure de groupe produit de celles des G,, et la topologie engendrée par Pensemble des

produits H Ay, ott A, est ouvert dans G, pour tout 1 € I et o Pensemble des 1 €1 tels que
€

A, # G, a un cardinal <¢, ¢ étant un cardinal infini donné (I, p. 95, exerc. 9). Montrer
que cette topologie est compatible avec la structure de groupe de G. En déduire un exemple
de groupe topologique séparé non discret dans lequel toute partic compacte est finie (cf.
I, p. 105, exerc. 4).

9 24) Soient G et G’ deux groupes connexes localement isomorphes.

a) Soit fun isomorphisme local de G & G’, défini dans un voisinage V de I’élément neutre e
de Gj; soit H le sous-groupe du produit G x G’ engendré par I’ensemble des points (x, f(x)),
olt x¥ parcourt V. On considére sur H la base de filtre formée des images, par Papplication
x> (%, f (%)), des voisinages de e contenus dans V. Montrer que cette base de filtre est un
systéme fondamental de voisinages de 1’élément neutre de H pour une topologie J com-
patible avec la structure de groupe de H.
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b) Montrer qu’il existe deux sous-groupes distingués discrets K, K’ contenus dans le centre
de H, tels que G soit isomorphe & H/K et G’ 2 H/K’ (utiliser ’exerc. 5 5) de III, p. 68).
*¢) On prend pour G et G” le groupe T, pour f Iisomorphisme local qui, 4 tout point ¢(x),
ot —% < x <% (p homomorphisme canonique de R sur T = R/Z) fait correspondre
o(0x), olr 0 est un nombre irrationnel tel que 0 < 6 < 1. Montrer que pour cet isomorphisme
local, la topologie J~ définie sur H est distincte de la topologie induite sur H par la topologie
produit sur G x G’

€ 25) Soient G un groupe topologique, K un sous-groupe distingué de G, ¢ ’application
canonique G — G/K. Soit f un homomorphisme continu d’un groupe topologique H dans
G, tel que tout élément de f(H) soit permutable a tout élément de K; alors (y, z) —> f(y)z
est un homomorphisme continu g de H x K dans G. Pour que g soit un morphisme strict
de H x K dans G, il faut et il suffit que ¢ o f soit un morphisme strict de H dans G/K.

26) Soit (G,),¢r une famille de groupes topologiques, et pour chaque i € I, soit K, un sous-
groupe ouvert distingué de G,. On désigne par U le filtre des voisinages de I’élément neutre

dans le groupe topologique produit K = E K,. Montrer que dans le groupe produit

G = E Gy, BV est une base de filtre de voisinages de e pour une topologie compatible avec

la structure de groupe de G. Muni de cette topologie, on dit que G est le produit local des G,
(relatif aux K,); K est alors un sous-groupe distingué ouvert de G, et G/K est isomorphe au
produit (discret) des groupes G,/K,. Si, pour tout ¢ € I, K; est un second sous-groupe dis-
tingué ouvert de G,, pour que les topologies de produit local sur G, relatives aux familles
(K,) et (K]), soient les mémes, il faut et il suffit que K; = K, sauf pour un nombre fini
d’indices.

Pour tout k € I, soit Gy, le sous-groupe distingué de G formé des x = (x,) tels que », = ¢,
pour t # ¥; muni de la topologie induite par une topologie de produit local sur G, Gy est
canoniquement isomorphe & G,. L’adhérence dans G du sous-groupe engendré par les G/
est le sous-groupe distingué G4 de G formé des x = (x,) tels que x, € K, sauf pour un nombre
fini d’indices. On dit que Gy est le produit direct local des G, (relatif aux K,) ; Go/K est alors un
groupe discret isomorphe 2 la somme restreinte (A, I, p. 45) des G,/K,.

€ 27) On dit qu’un groupe G vérifie la propriété P(n) (n entier >0) si, pour tout systéme
(15 . - - 5,) de n éléments de G, il existe une permutation ¢ € &, distincte de I’identité (mais
dépendant de sy, . . ., 5,) pour laquelle on a Sgy- « -Sgmy = S1++ 55

a) Montrer que le groupe non commutatif &; vérifie P(4).

b) Soit G un groupe topologique séparé et connexe. Montrer que si G vérifie P(z) pour un
n > 1, G est commutatif. (Prouver que G vérifie P(z — 1). Pour cela, étant donnés n — 1
éléments sy, . . ., S,—1 de G, se ramener au cas ot il existe un voisinage U de e tel que, pour tout
x € U, on ait pour un indice ¢ = (%), §;...Sp—1% = S1...5%511...5,_1; en déduire que le
centralisateur dans G de 'un des éléments s;41...5,-1 (0 < j < n — 2) est & la fois ouvert
et fermé, donc égal 2 G. En conclure le résultat si j = 1; si j = 0, montrer que 'on a
§152¢ 4 e8p -1 = Sg. . .Sn_lsl.)

€ 28) a) Soit S une partie stable d’un groupe topologique G; montrer que S et S sont
O

o o o o — —_ -
stables et que SS < Set SS < S. En outre, si S est ouverteteeS,onaS = S (sixeS = §,
montrer que # est point frontiére de S).

b) On suppose désormais que G est un groupe topologique commutatif, noté additivement.
Pour toute partie non vide A de G, on désigne par s(A) I’ensemble des x € G tels que
% + A < A, ou encore Vintersection des A + (— y) ol y parcourt A; on pose

b5(A) = s(A) N s(—A).
L’ensemble s(A) est une partie stable de G et #(A) est un sous-groupe de G formé desxe G
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tels que x + A = A. Montrer que pour toute partie non vide fermée F de G, s(F) est fermé.

Pour toute partic non vide A de G, on a s(A) < s(A) et s(A) < s(A); si A = A, on a
s(A) = s(A).

¢) Soit @ Pensemble des parties stables ouvertes S de G telles que 0 ¢ S; on suppose que
& # @. L’ensemble &, ordonné par inclusion, est alors inductif; soit M # @ Pensemble

de ses éléments maximaux. Montrer que si M € 9, on a M = M (utiliser a)), et pour tout
entier n > 0, M est égal a ’ensemble des x € G tels que nx € M. En outre, le sous-groupe
b(M) est égal au complémentaire dans G de MU (—M) (si x ¢ M et —x ¢ M, considérer
la réunion des ensembles kx + M pour les entiers £ = 0;) en déduire que G = M + (~ M).

On dit qu’un sous-groupe fermé B de G est résiduel 5’1l existe M € M tel que B = 5(M).

d) On appelle radical de G et on note Tq 'intersection de tous les sous-groupes résiduels de
G;si Te = G (resp. Tg = {0}) on dit que G est un groupe radical (resp. sans radical). Pour
que x € Tg, il faut et il suffit que toute partie stable ouverte de G contenant x contienne 0.
En déduire que si G est discret, T¢ est le sous-groupe de torsion de G. Pour tout homomor-
phisme continu f de G dans un groupe topologique commutatif G’, on a f(Tg) < Tg;si H
est un sous-groupe de G contenu dans T, on a Tgy = Tg/H. Le sous-groupe T est le plus
petit des sous-groupes H de G tels que G/H soit sans radical.

e) Montrer que parmi les sous-groupes H de G tels que Ty = H, il en existe un plus grand
H, © Tq, qui est fermé.

f) Si Te # G, pour que Ty soit ouvert, il faut et il suffit qu’il existe dans G un sous-groupe
résiduel ouvert (montrer que si #(M) est ouvert pour un M e M, on a nécessairement
Tg = 6(M), en utilisant ¢)).

*29) Soient G le groupe topologique R, ¢ Papplication canonique de R sur son groupe
quotient T = R/Z, 6 un nombre irrationnel. Le groupe G opére continfiment dans E = T2
par la loi (s, (x,9))— (x + ¢(s),y + ¢(0s)). Montrer que le stabilisateur de tout point
z € E est réduit a 0, que 'orbite de z est partout dense dans E et n’est pas un espace homogéne
topologique relativement a G.

30) On dit qu’un groupe topologique G n’a pas de sous-groupes arbitrairement petits s’il existe un
voisinage V de e tel que {¢} soit le seul sous-groupe de G contenu dans V.

a) Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe distingué. Montrer que si H et G/H
n’ont pas de sous-groupes arbitrairement petits, il en est de méme de G.

b) Déduire de @) que si H;, H, sont deux sous-groupes distingués d’un groupe topologique
G tels que G/H; et G/H, n’aient pas de sous-groupes arbitrairement petits, G/(H, N Hy) n’a
pas de sous-groupes arbitrairement petits.

9 31) Soient G un groupe topologique connexe, H un sous-groupe de G, U une partie
ouverte de G telle que G = UH. Soit V = HnN (U~1U); montrer que 'on a H = V¥
(montrer que si on pose A = H N ((V*®), les ensembles U.V*® et U. A ont une intersection
vide).

§3

1) Sur un groupe topologique G, la structure uniforme droite est la seule structure uniforme
compatible avec la topologie de G, et qui admette un systéme fondamental d’entourages dont
chacun soit invariant par toute translation (x, y) — (xa, ya).

2) La définition des structures uniformes droite et gauche sur un groupe topologique G
n’utilise que les propriétés (GVy) et (GVy) (111, p. 3) du filire BV des voisinages de ¢ dans
G. Si on suppose que U est un filire satisfaisant & ces deux axiomes mais non nécessairement
a (GVyy) (IT1, p. 3), montrer que les structures uniformes droite et gauche sont respective-
ment compatibles avec les topologies J; et J définies dans I'exerc. 5 a) de III, p. 67.
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3) Montrer que dans un groupe topologique G, les conditions suivantes sont équivalentes:
@) Les structures uniformes droite et gauche sur G sont identiques.

B) Pour tout voisinage V de ¢, il existe un voisinage W de ¢ tel que, pour tout x € G, on ait
AWx— = V.,

y) La symétrie x+> x~1 est une application uniformément continue de Gy sur G, (ou de
G; sur Gy).

8) L’application (x, y)+> xy est une application uniformément continue de I’un des quatre
espaces Gy X Gy, G; x G, Gy % Gy, G; x Gy dans 'un des deux espaces Gy, Gs.

*4) Soit G = GL(2, R) le groupe multiplicatif des matrices carrées inversibles d’ordre 2 a

éléments réels. Pour tout entier n > 0, soit V, U'ensemble des matrices X = (z yt) eG

telles que |x — 1| < Un, ly| < 1/n,|z] < 1/n, [t — 1| < 1/n. Montrer que la famille des V,
est un systéme fondamental de voisinages de I’élément neutre pour une topologie compatible
avec la structure de groupe de G; pour cette topologie, G est localement compact, et les
structures uniformes droite et gauche sur G sont distinctes. ,

5) Soient G un groupe topologique, K un sous-groupe distingué de G. Si on considére G/K
comme partie de B(G), montrer que la structure uniforme droite sur le groupe topologique
G/K est induite par la structure uniforme sur $(G) définie a partir de la structure uniforme
droite sur G, par le procédé de I’exerc. 5 de 11, p. 34.

6) Montrer que la borne supérieure des structures uniformes droite et gauche sur un groupe
topologique G (11, p. 10) est une structure uniforme compatible avec la topologie de G; on
dit que c’est la structure uniforme bilatgre sur G. Montrer que tout groupe topologique séparé
est isomorphe & un sous-groupe partout dense d’un groupe topologique dont la structure
uniforme bilatére est une structure d’espace complet.

* 7) Montrer que si G est un produit infini de groupes identiques au groupe topologique
défini dans I’exerc. 4, G est complet mais il n’existe aucun voisinage de e dans lequel x> x~1,
considérée comme application de G, dans Gy, soit uniformément continue.

8) On dit qu’un groupe topologique séparé G est localement précompact s°il existe un voisinage
V, de e qui est précompact pour la structure uniforme droite (ou la structure uniforme
gauche) sur G. Montrer que tout groupe localement précompact admet un groupe complété
localement compact (utiliser IIT, p. 25, prop. 9).

9) Soient G un groupe topologique séparé, K un sous-groupe distingué fermé de G. Montrer
que si les groupes topologiques K et G/K sont complets, G est complet (considérer sur G un
filtre de Cauchy minimal pour la structure uniforme droite (ou gauche) sur G, et son image
sur G/K).

10} Soient (G,),er une famille de groupes topologiques, G = H G, le groupe produit muni
€

de la topologie définie dans Pexerc. 23 de III, p. 70. Montrer que si les G, sont complets,
il en est de méme de G.

11) Les hypothéses et notations étant celles de 1’exerc. 26 de III, p. 71, on suppose que
chacun des groupes G, soit séparé et admette un complété. Montrer que le groupe G, produit
local des G, relativement & une famille (K,) de sous-groupes ouverts distingués, admet un
complété @, qui est isomorphe au produit local des f}L relativement aux adhérences K,
des K,.

12) a) Soient G’ un groupe séparé et complet, G, un sous-groupe partout dense de G’ et
distinct de G’, G le groupe topologique obtenu en munissant G, de la topologie discréte.
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L’application identique G — Gy est un homomorphisme continu bijectif, mais son prolonge-
ment continu G — G, n’est pas sugjectif.

*p) Soient G le groupe Q2, 6 un nombre irrationnel, # Phomomorphisme continu
(x,y) > x + Oy de G dans R, et soit G' = u(G); u: G — G’ est bijectif, mais son prolonge-
ment continu G — G’ n’est pas injectif.

¢) Déduire de b) et ¢) un exemple d’homomorphisme continu bijectif G — G’ de groupes

commutatifs séparés dont le prolongement continu G — G’ n’est ni injectif ni surjectif. ,

§4

1) Pour qu’un sous-groupe H d’un groupe topologique G opére proprement dans G par la
loi externe (s, x) == sxs~1, il faut et il suffit que G soit séparé et H compact (utiliser les prop.

2 (I11, p. 28) et 4 (IIL, p. 29)).

2) Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe de G. Pour que I’application
(x,y)— xy de H x G dans G soit propre, il faut et il suffit que H soit quasi-compact (con-
sidérer I’image réciproque de ¢ par cette application).

3) Donner un exemple de groupe compact opérant continiment (et par suite non propre-
ment, cf. prop. 3 (I, p. 29) dans un espace non séparé (cf. III, p. 69, exerc. 13).

4) Donner un exemple de groupe topologique séparé G opérant proprement dans un espace
topologique séparé E, tel que Papplication (s, x) —> s.x ne soit pas fermée et que I’application
canonique E — E/G ne soit pas fermée (cf. exerc. 2)}.

5) Pour qu’un sous-groupe H d’un groupe topologique G opére proprement dans G par
translation a gauche, il est nécessaire (et suffisant) que H soit fermé dans G.

*6) Pour tout nombre réel ¢ = 1, on pose

_ ala + 2) a a
fa(t) = (t + ﬁ’ —(l T I) pour i < ———a T 1
a a
fa(t> - (ast) pour -—-[‘l—_l_—l << P i
_ ala + 2) a a
Ho- (r SR s

On désigne par G, 'ensemble des f,(¢) pour ¢ € R, par E le sous-espace de R2 réunion des
C, pour a = 1, et des droites D', D”, o D’ (resp. D) est ’ensemble des points (¢, —1I)
(resp. (£, 1)) pour t e R.

a) Le groupe R opére dans E par la loi (s, z) — 5. z telle que:

s, —1)=(6+15-1;2501) = (—s1);3s.f,(t) =fols +¢) pour a = 1.

Montrer que R opére contintiment dans E et que les quatre conditions de la prop. 4 (111,
p- 29) sont vérifiées, mais que E/R n’est pas séparé.
b) Dans E, soit S la relation d’équivalence dont les classes sont réduites & un point z pour
z¢g D et z¢ D”, et de la forme {z, — z} pour z € D’ ou z € D”; soit E’ ’espace quotient E/S.
La relation S est compatible avec le groupe R opérant dans E (III, p. 11); montrer que R
opére continitment dans E’, que les quatre conditions de la prop. 4 (III, p. 29) sont véri-
fides et que E’/R est séparé, mais que R n’opére pas proprement dans E’.

7) Soient G un groupe séparé opérant contintiment dans un espace localement compact E.
On supposc que: 1° pour toute partie compacte K de E, la restriction & G x K de I’applica-
tion (s, x) —> 5.x est une application fermée de G x K dans E; 2° pour tout x € E, s+ s.x est
une application propre de G dans E. Montrer que G opére proprement dans E (utiliser la
prop. 12 (IT1, p. 34)).
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8) Soit Gy un groupe topologique séparé non discret dans lequel tout ensemble compact est
fini (ITI, p. 70, exerc. 23). Soit G le groupe G, muni de la topologie discréte. Montrer que
G opére continiiment mais non proprement dans G, par translation a gauche, et est tel que
P(K, L) soit compact quelles que soient les parties compactes K, L de G, (I, p. 33, th. 1).

€ 9) Soit G un groupe topologique opérant contintiment dans deux espaces E, E’, et soit
St E~> E’ une application continue compatible avec Papplication identique de G (1L,
p. 10). Soit f: E/G — E’/G Papplication continue déduite de f par passage aux quotients.

a) Montrer que si f est ouverte (resp. fermée, propre, injective, surjective), il en est de
méme de f. (Pour voir que si f est propre, il en est de méme de £, montrer que 'image réci-
proque d’un point de E’/G par _f est quasi-compacte). )

b) On suppose que G opére proprement et librement dans E et E’. Montrer que si f est
propre, il en est alors de méme de f (observer que la restriction de fa une orbite G.x est un
homéomorphisme sur G.f(x)).

4 10) Soient G un groupe topologique, E, F deux espaces topologiques dans lesquels G
opére continliment; alors G opére continimentdans . x T pourlaloi (s, (x,¥)) — (s.x, 5.y);
onpose E x¢F = (E x F)/G.

a) Montrer que E x & G (ot G opére par translation a gauche dans lui-méme) est canonique-
ment homéomorphe a4 E. (Remarquer que st U est ouvert dans E, la réunion des orbites des
points de U x {¢} est ouverte dans E x G).

b) Soit F” un troisiéme espace topologique dans lequel G opére continliment, et soit /: F — F’
une application continue compatible avec I’application identique de G. Par passage aux
quotients, on déduit de Idg x f une application continue f: E x¢F-»E x % F’. Si f est
ouverte (resp. propre, injective, surjective), il en est de méme de f (exerc. 9). Donner un
exemple dans lequel f est fermée, G opére proprement dans E, mais f n’est pas fermée
(prendre F = G, F’ = P, espace réduit & un point, et utiliser Pexerc. 4 de II1, p. 73).

¢) Montrer que si G opére proprement dans E, G opére proprement dans E x F.

d) Montrer que si F est compact, 'application canonique E x¢ F - E/G est propre
(utiliser b)).

e) On suppose que G soit localement compact, et on désigne par G’ I'espace topologique
compactifié d’Alexandroff de G; si  est le point a U'infini de G’, G opére contintiment dans
G’ par la loi externe telle que s.f = stsite G, s.o = o; E est alors homéomorphe 4 un sous-
espace ouvert de E x & G’ (utiliser 4)). En déduire que si G opére proprement dans E et si en
outre E/G est localement compact, alors E est localement compact (utiliser ¢) pour prouver
que E x ¢ G est séparé).

*f) Donner un exemple de groupe localement compact G opérant contintiment dans un
espace E non localement compact, de sorte que E/G soit réduit 4 un point (cf. ITI, p. 72,
exerc. 29).,

€ 11) Soient G un groupe topologique, H et K deux sous-groupes fermés de G.

a) Montrer que les trois conditions suivantes sont équivalentes: 1° H x K opére proprement
dans G pour la loi externe ((h, k), s) +—> hsk~1; 2° H opére proprement dans 'espace homo-
géne G/K; 3° K opére proprement dans ’espace homogeéne G/H.

b) On suppose G localement compact; les conditions (équivalentes) de a) sont aussi équiva-
lentes a la suivante : pour tout couple de parties compactes A, B de G, Pintersection HA N BK
est compacte. En particulier ces conditions sont vérifiées si 'un des sous-groupes H, K est
compact.

¢) Onsuppose G localement compact. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes:
1° pour tout x € G, Papplication &+ h.xK de H dans G/K est propre; 2° pour tout x € G,
Papplication &+ k.xH de K dans G/H est propre; 3° pour tout x € G et toute partie com-
pacte A de G, Hx N AK est compacte; 4° pour tout x € G et toute partie compacte A de G,
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Kx N AH est compacte. Si P'un des sous-groupes H, K est distingué ou si les structures
uniformes droite et gauche de G sont identiques (III, p. 73, exerc. 3), montrer que ces
conditions entrainent celles de a).

12) a) Soient E un espace compact, G un groupe topologique opérant contintiment dans E.
On suppose que toute orbite A suivant G posséde un intérieur non vide par rapport a son
adhérence A. Montrer qu’il existe au moins une orbite compacte (considérer un élément
minimal dans ensemble des parties compactes de E stables par G}.

*p) Donner un exemple de groupe localement compact opérant contintiment dans un espace
compact et pour lequel aucune orbite n’est compacte (II1, p. 72, exerc. 29).,

€ 13) Soient G un groupe localement compact, D un sous-groupe discret de G tel que Pes-
pace homogéne G/D soit compact. Montrer que pour tout d € D, Pensemble des sds—1, ou s
parcourt G, est fermé dans G. (Prouver d’abord, a P’aide de la prop. 10 de III, p. 33, qu’il
existe une partie compacte K de G telle que G = K. D; utiliser encore I, p. 28, cor. 1).

14) @) Soit G un groupe topologique opérant continGment dans un espace topologique E,
et soit xy un point de E tel que s.x, = xo pour tout s € G. Pour tout voisinage V de x4 et

toute partie quasi-compacte K de G, montrer que Pensemble SQK 5.V est un voisinage de x.
b) Déduire de a) que si G est un groupe localement compact, V un voisinage de ¢, K une
partie compacte de G, 'ensemble s@{ sVs~1I est un voisinage de e.

§1 15) Soient G un groupe localement compact, G, la composante connexe de ¢ dans G. On
suppose que le groupe quotient G/Gg cst compact.

a) Montrer que G est dénombrable a Pinfini (remarquer qu’il en est ainsi de G et utiliser
la prop. 10 de III, p. 33).

5) Soit (U,) une suite décroissante de voisinages de e dans G. Montrer qu’il existe dans G un
sous-groupe compact distingué K contenu dans Pintersection des U, et tel que I’élément
neutre de G/K admette un systéme {fondamental dénombrable de voisinages. (Il existe un
voisinage compact symétrique V, de ¢ dans G tel que G = V,Gy. Définir par récurrence une
suite de voisinages compacts symétriques V, de e tels que V2 <V, ,NnU, et
xV,x~1 < V,_; pour tout x € V (exerc. 14 4)) ; montrer que Pintersection K des V,, répond
a la question).

¢) Soit E un espace localement compact admettant une basec dénombrable, dans lequel G
opére contintiment et de sorte qu’il n’existe aucun s # ¢ dans G tel que s.x = x pour tout
x € E. Montrer que 1’élément neutre de G admet un systéme fondamental dénombrable de
voisinages. (Soit (W,) une base de la topologic de E formée d’ensembles relativement
compacts; pour tout couple d’entiers (m, n) tel que W, < W,, soit U,, ensemble des

se G tels que s.W,, © W,.; montrer que les U,,, sont ouverts dans G et appliquer le résultat
de b).)

16) Soient G un groupe localement compact connexe, K un sous-groupe compact distingué
de G, N un sous-groupe fermé distingué de K tel que K/N n’ait pas de sous-groupes arbitraire-
ment petits (I, p. 72, exerc. 30). Montrer que dans ce cas N est un sous-groupe distingué
de G. (L’hypothése sur K/N entraine qu’il existe dans G un voisinage compact U de ¢ tel que
xNx~1 < N pour tout x € U).

9 17) Soit G un groupe localement compact n’ayant pas de sous-groupes arbitrairement
petits (I, p. 72, exerc. 30).

a) Montrer que tout point de G admet un systéme fondamental dénombrable de voisinages
(exerc. 15 b)).

b) 1l existe un voisinage compact V de ¢ tel que pour deux points x,y de V, la relation
x% = y? entraine x = y. (On peut supposer G non commutatif. Raisonnant par absurde, il
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existerait deux suites (x,), (y,) de points de G, tendant vers ¢, telles que x2 = y2 et
Xyt = a, # e. Soit U un voisinage compact de ¢ ne contenant aucun sous-groupe de G
distinct de {¢}, et soit p, le plus petit entier p > O tel que a8 +?! ¢ U; montrer, en passant au

besoin 4 une suite extraite, que 'on peut supposer que a = lim ai* existe, est #e et ap-

n- o
partient 2 U. Montrer que ¢~* = a4 et obtenir ainsi une contradiction.)
¢) Soit U un voisinage compact symétrique de ¢ ne contenant aucun sous-groupe distinct de
{e}, et soit V un voisinage de ¢. Montrer qu’il existe un nombre ¢(V) > 0 tel que pour tout
couple d’entiers p > 0, ¢ > 0 tels que p < ¢(V)q et tout élément x € G tel que x, 2%, ..., x?
appartiennent & U, on ait x? € V. (Raisonner par 'absurde, en supposant qu’il existe deux
suites d’entiers (f,), (¢,) telles que im(p,/g,) = 0 et pour chaque » un élément g, € G tel
n—+w

que les af appartiennent & U pour 1 < & < ¢, mais 24® ¢ V; on peut supposer en outre que
la suite (25") a une limite a # ¢ appartenant & U. Montrer alors qu’on aurait 4™ € U pour
tout entier m > 0 et en déduire une contradiction).

18) Soit G un groupe localement compact, totalement discontinu, et dont les structures
uniformes droite et gauche soient identiques. Montrer que tout voisinage de ¢ dans G contient
un sous-groupe distingué ouvert et compact de G (utiliser le cor. 1 de ITI, p. 36 et V’exerc. 3
de III, p. 73).

9 19) Solent G un groupe localement compact, G, la composante neutre de G, H un sous-
groupe fermé de G. Montrer que si Pespace homogéne G/H est localement connexe, GoH est
ouvert dans G. (Soit Hj la composante neutre de H; il existe un sous-groupe L de H, ouvert
dans H et tel que L/H, soit compact (II1, p. 36, cor. 1); montrer d’une part que LGy est fermé
dans G en utilisant III, p. 28, cor. 1; d’autre part, montrer que LG, est ouvert dans G en
considérant I'image canonique de Go dans G/1, et en utilisant le cor. 3 de I, p. 36 et le fait
qu’un espace quotient d’un espace localement connexe est localement connexe (I, p. 85,

prop. 12)).

#20) Soient ¢ ’homomorphisme canonique R — T, 8 un nombre irrationnel. Sur Pespace
topologique G = R? x T2 on définit une loi de groupe en posant

(xly Xa, tls tz)(xi> xé: tl,: iz') = (xl + x;.’ X2 + xé: 'tl + 'tll + ‘P(xzxi): t2 + tz/ + ‘P(exzxi))

On définit ainsi sur G une structure de groupe localement compact (et méme de groupe
de Lie). Montrer que le groupe des commutateurs de G n’est pas fermé.,

€ 21) Soit M un espace compact muni d’une structure de monoide telle que: 1° ’application
(%, y) — xy de M x M dans M est continue; 2° pour tout 4 € M, la relation ax = ay entraine
x=y.

a) Montrer que si F est une partie fermée de M et x un élément de M tels que xF < F,on a
xF = F. (Soit y une valeur d’adhérence de la suite (x"),,; dans M; montrer que
yF = an x"F, et en déduire que yxF = yF).

b) Déduire de a) que si en outre, pour tout g € M, la relation xa = ya entraine x = y, M est
un groupe topologique compact (montrer d’abord qu’il existe un élément neutre e; pour voir
que x> x~1 est continue, raisonner par 1’absurde en considérant un ultrafilire sur M qui
converge Vvers e).

9 22) a) Montrer que dans un groupe topologique séparé G, toute partie stable S qui est
compacte, ou ouverte et relativement compacte, est un sous-groupe de G (utiliser Pexerc. 21
ci-dessus, ainsi que Vexerc. 28 a) de I1I, p. 72). En déduire qu'un groupe commutatif com-
pact est un groupe radical (III, p. 72, exerc. 28 d)).

b) Déduire de a) que dans un groupe compact K, toute partie stable localement compacte
est un sous-groupe de K.
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¢) Soient G un groupe topologique séparé, S une partie stable fermée de G, telle qu’il existe
une partie précompacte K de G pour la structure uniforme droite, pourlaquelle ona SK = G.
Montrer que S est un sous-groupe de G. (Etant donné un élément s € S, déterminer par
récurrence une suite d’éléments x; € K et une suite d’éléments s; € S tels que s~ 1x; = 554145413
observer que, pour i < j, s~lxx; 1 € S et que pour tout voisinage V de e dans G, il existe un
couple d’éléments x;, x; tels que ¢ < j et x271 e V).

23) Soient p un nombre premier, (G,) une suite infinie de groupes topologiques identiques
au groupe discret Z/(p?), H, le sous-groupe ($)/($?) de G,. Soit G le produit direct local des
G, relatif aux H, (I1I, p. 71, exerc. 26) ; G est un groupe localement compact non compact.
Montrer que 1’homomorphisme continu u: x — px de G dans lui-méme n’est pas un mor-
phisme strict de G sur #(G), et que #(G) n’est pas fermé dans G.

24) Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe fermé de G, =: G — G/H Iapplica-
tion canonique. Pour tout voisinage ouvert symétrique V de ¢ dans G, on note Ug(V) ’en-
semble des couples (%,y) d’éléments de G/H tels qu’il existe x € £ et y €y pour lesquels
x~1y e V. Les ensembles Ug(V) sont invariants pour 'opération (s, (%, 7)) — (s.4, 5.y) de G
dans (G/H) x (G/H).

a) Montrer que si H est compact, les ensembles Ug(V) forment un systéme fondamental
d’entourages pour une structure uniforme sur G/H, compatible avec la topologie quotient
(utiliser ’exerc. 14 a) de III, p. 76).

*p) Soit G le groupe GL(2, R) muni de la topologie définie dans 11T, p. 73, exerc. 4, et soit
H le sous-groupe fermé commutatif de G formé des matrices (i (1)) , ou z parcourt R.

Montrer que les ensembles Ug(V) ne forment pas un syst¢éme fondamental d’entourages
d’une structure uniforme sur G/H (remarquer qu’il y a des voisinages V, de ¢ dans G tels
que, pour aucun voisinage V de ¢ dans G, on n’ait VHV < HV,H.),

25) Soient G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G. On suppose
que G/H est compact et qu’il existe un ensemble générateur compact E de G. Montrer qu’il
existe un ensemble générateur compact de H. (On peut supposer que E est un voisinage
compact symétrique de ¢ dans G; en remarquant que G est réunion des E* pour n > 0,
montrer qu’il existe un entier m tel que G = H.E™; si I'on pose E™ = C, montrer que la
réunion de H N C et de H N CEC~* est un ensemble générateur de H; on montrera d’abord
que si K est le sous-groupe de G engendré par H N CEC~%, ona KC = G). (Cf. A, I, p. 125,
exerc. 14).

§5

1) Soit (%), 1 une famille sommable dans un groupe complet G, et soit © un ensemble de
parties de I, filtrant pour la relation <, et formant un recouvrement de I; montrer que

sz x, = lim LZJ x,, la limite étant prise suivant le filtre des sections de &.
€ J €

4 2) Soit (%,),c1 une famille de points d’un groupe commutatif séparé G. Pour toute partie
finie H de I, soit sz = z;q %, et soit A I’ensemble des valeurs d’adhérence de I’application

H > sy suivant Pensemble ordonné filtrant F(I). D’autre part, pour toute partie finie J de I,
soit ®(J) 'adhérence de ’ensemble des s, ot H parcourt ’ensemble des parties finies de I
telles que H N J = @. Montrer que si A # &, 'ensemble A — A (ensemble des ¥ — #’,0lt

x€A, #’€A) est identique & I'ensemble B = | Q(D ®(J). Montrer qu’on a en tout cas

B + B < B. En déduire que si A n’est pas vide, B est un sous-groupe fermé de G et A une
classe suivant ce sous-groupe.
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3) Avec les notations de I’exerc. 2, on prend pour G le groupe additif discret Z des entiers
rationnels, pour I l’ensemble N. Donner un exemple de suite (x,) non sommable telle que
P’ensemble A se réduise au seul point 0 (choisir les x, de sorte que toute somme partielle finie,
dont les termes ont des indices = m, soit un entier multiple de m).

€1 4) Soit (x,) une suite de points d’un groupe commutatif séparé G. Si, pour toute partie
infinie T de N, la série définie par la suite (x,),c1 €st convergente, alors la suite (x,) est
sommable (raisonner par 'absurde comme dans la démonstration de la prop. 9 de III,
p. 44).

9 5) a) Soit o une permutation de N, et soit ¢(n) le plus petit nombre d’intervalles de N dont
la réunion soit ({0, 7)). Supposons que ¢(n) soit borné lorsque n parcourt N; alors, pour toute
série convergente (u,) dont les termes appartiennent &4 un groupe commutatif séparé G, la
série (uqgem) est convergente et a méme somme que (uy,).

*b) Supposons ¢(n) non borné dans N. Former une série (u,) dont les termes appartiennent
au groupe additif R, qui converge dans R mais soit telle que la série (ug,,) ne soit pas con-
vergente. (Considérer une suite strictement croissante (m;) d’entiers, définie par récurrence
sur k, de facon que les conditions suivantes soient remplies: 1°si (0, n) est le plus grand inter-
valle de N, d’origine 0, contenu dans 6({0, m;}), o((0, m)) < (0, ng1); 2° o(my) = £k + 1.
Définir ensuite de fagon convenable u, pour n, < n < n,41). Généraliser au cas ol les u,
appartiennent 2 un groupe commutatif séparé et complet G, engendré par un voisinage
quelconque de 0.,

6) Soit (x,,) une suite double de points d’un groupe commutatif séparé G, satisfaisant aux
conditions suivantes:
1° la série définie par la suite (x,,)nen €st convergente pour tout m = 0; soit g, sa

somme;
o«

2° sion pose tpy, = p§n Xmp, 12 série définie par la suite (7,,,)m <N €St cOnvergente pour tout

n = 0; on désigne sa somme par {,.

Montrer que pour tout # = 0, la série définie par la suite (¥,,)men €St convergente; soit
z, sa somme. Pour que la série de terme général y,, ait méme somme que la série de terme
général z,, il faut et il suffit que ¢, tende vers 0 lorsque » augmente indéfiniment.

§6

1) Dans un anneau topologique séparé A, le commutant de toute partie de A (et en particu-
lier le centre de A) est fermé, ainsi que ’annulateur 4 gauche (resp. & droite) de toute partie
de A.

2) a) Dans un anneau topologique A, soit a un idéal & gauche discret; montrer que pour
tout ¥ € a, Pannulateur & gauche de x dans A est ouvert. En déduire que si A est un anneau
non discret sans diviseur de 0, il ne contient aucun idéal (4 gauche ou a droite) discret autre
que {0}.

b) Soit A un anneau topologique localement connexe, et soit a un idéal & gauche totalement
discontinu; montrer que pour tout x &€ a, ’annulateur 4 gauche de x dans A est ouvert. En
déduire que si A n’admet pas de diviseur de 0, il ne contient aucun idéal (a gauche ou a droite)
totalement discontinu autre que {0}.

3) Dans un anneau topologique A, la composante connexe de 0 est un idéal bilatére. En
déduire que si A est quasi-simple (A, VIII, § 5, exerc. 5) et non connexe (en particulier, si A
est un corps topologique non connexe) il est totalement discontinu.

4) Soit (x,) une famille sommable dans un anneau topologique séparé A, et soit s sa sorme;
pour tout a € A, la famille (ax,) (resp. (x.a)) est sommable et a pour somme as (resp. sa). Si
(%) et (y,) sont deux familles sommables dans A, telles que la famille (x,y,) soit sommable,
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on a ;l; XYy = (; x;) (Z xu>. Si A est en outre complet et si un des x, est inversible, la

sommabilité de la famille (#,y,) entraine celle de (y,).

5) On appelle rectangle une partie de N x N qui est le produit de deux intervalles de N;
étant donnée une partie finie E de N x N, soit ¢(E) le plus petit nombre de rectangles deux
4 deux disjoints dont la réunion soit E. Soit (E,) une suite croissante de parties finies de
N x N, formant un recouvrement de N x N, et telle que la suite (¢(E,)) soit bornée. Si
(%4), (yn) sont deux séries convergentes dont les termes appartiennent & un anneau topo-
logique séparé A, on a

oo o«
lim Z KnlYr = ( S xn) ( S yn).
n-o (h,k)ecEp n=0 n=0
Former un exemple d’une suite (E,) satisfaisant aux conditions ci-dessus et telle que
E,i1 — E, ne contienne qu’un seul élément pour tout z.

6) Soient A un anneau topologique, a, b deux idéaux bilatéres de A tels que A = a + b,
a N b = {0}. Montrer que ’anneau topologique A est isomorphe au produit des anneaux
topologiques a et b.

7) Définir la notion de pseudo-anneau topologique (cf. A, I, p. 93). Soit A un pseudo-
anneau topologique, et soit B I’anneau obtenu en adjoignant 4 A un élément unité (A, II,
p. 177); montrer que sur B la topologie produit de celle de A par la topologie discréte sur Z
est compatible avec la structure d’anneau de B, et induit sur A (idéal bilatére de B) la
topologie donnée.

8) Soit A un anneau topologique.

a) Pour que Pensemble A* des éléments inversibles de A soit ouvert dans A, il faut et il suffit
qu’il existe un voisinage V de 1 dont tous les éléments soient inversible dans A.

b) Si A* est ouvert dans A, tout idéal maximal (& droite ou a gauche) de A est fermé, et le
radical de A est fermé. Si A n’a pas d’idéaux a gauche fermés autres que {0} et A, A est un
corps (A, I, p. 109, th. 1).

¢) Soit A le sous~anneau du corps topologique Q formé des £/2" (k € Z, n € N) ; montrer qu’il
ne contient aucun idéal fermé autre que {0} et A, mais n’est pas un corps.

9) a) On dit qu'un élément x (resp. un idéal a) d’un anneau topologique A est fopologique-
ment nilpotent si la suite (x™),, converge vers 0 (resp. si la base de filtre des a™ (» = 1) con-
verge vers 0). Tout élément d’un idéal topologiquement nilpotent est topologiquement
nilpotent.

b) On suppose que A* est ouvert dans A. Montrer que pour tout élément topologiquement
nilpotent x de A, 1 — x est inversible (observer que 1 — ™ est inversible pour n assez grand).
En conclure que si tous les éléments d’un idéal (3 gauche ou & droite) a sont topologiquement
nilpotents, a est contenu dans le radical de A.

¢) On suppose que A est complet et qu’il existe un systéme fondamental de voisinages de 0
formé de sous-groupes du groupe additif de A. Montrer que si ¥ est topologiquement nil-
potent, 1 — x est inversible dans A.

d) Sous les mémes hypothéses que dans ¢), montrer que si y € A est topologiquement nil-
potent, I’équation x¥? + x = y admet une racine x € A, qui est un élément topologiquement
nilpotent.

4 10) a) Soit Bun anneau, E un B-module libre BP, A ’anneau End(E) des endomorphismes
de E. Pour tout sous-ensemble fini F de E, soit Vi I’ensemble des # € A tels que u(x) = 0 pour
tout x € F. Montrer que les Vg forment un systéme fondamental de voisinages de 0 pour une
topologie séparée sur A, compatible avec la structure d’anneau de A, et pour laquelle A est
totalement discontinu.

5) OnprendI = N, et pour B un anneau commutatif sans diviseur de 0, mais dont le radical
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R n’est pas réduit a 0 (A, VIII, §6, n° 3). Montrer que le radical de A n’est pas fermé.
(Soit (e,) la base canonique de E. Remarquer d’une part que tout u € A, tel que u(e,) = 0
sauf pour un nombre fini d’indices et que u(E) < R.E, appartient au radical de A (cf. A,
VIII, § 6, exerc. 5); considérer d’autre part I’élément u, de tel que uy{e,) = ¢, + fe,+1 avec
t # 0 dans R, pour tout n).

11) a) On dit qu'un anneau topologique A est un anneau de Gelfand si A* est ouvert dans
A et si la topologie induite sur A* par celle de A est compatible avec sa structure de groupe
multiplicatif. Tout corps topologique séparé est un anneau de Gelfand (cf. III, p. 82, exerc.
20¢)).

b) Montrer que si A est un anneau de Gelfand, il en est de méme de tout anneau de matrices
M, (A), muni de la topologie produit (sur A*?) (raisonner par récurrence sur n).

12) Dans un anneau topologique A, on dit qu’un ensemble M est dorné 4 droite (resp. d
gauche) si, pour tout voisinage U de 0 dans A, il existe un voisinage V de 0 tel que VM < U
(resp. MV < U); on dit que M est borné s’il est a la fois borné a4 gauche et a droite. On dit
que la topologie de A est localement bornée (et que A est un anneau topologique localement
borné) $’il existe un voisinage de 0 borné dans A.

a) Tout anneau topologique admettant un systéme fondamental de voisinages de 0 formé
d’idéaux 2 droite est borné a droite. Montrer que si, dans Pexercice 10 a), on prend I infini
et pour B un corps, I'anneau A est borné a gauche mais aucun voisinage de 0 dans A n’est
borné a droite.

b) Siun anneau topologique A est borné a droite (resp. borné) et admet un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 qui sont des sous-groupes du groupe additif de A, alors il admet un
systéme fondamental de voisinages de 0 qui sont des idéaux a droite (resp. bilatéres).

¢) Toute réunion finie d’ensembles bornés est bornée; 'adhérence d’un ensemble borné est
bornée; si M et N sont bornés, il en est de méme de M + N et de MN.

d) Dans un anneau topologique A, tout ensemble précompact est borné.

¢) Si M et N sont deux parties bornées de A, montrer que lapplication (x,y) > xy de
M x N dans A est uniformément continue.

f) Soit A un anncau topologique séparé. Montrer que si (#,) est une suite d’éléments in-
versibles tendant vers 0 dans A, ’ensemble des x, ! n’est pas borné (a gauche ou a droite)
dans A.

g) Si A estun anneau borné, montrer que x+— x~ ! est uniformément continue, dans’ensemble
A* des éléments inversibles de A.

k) Montrer que dans un anneau borné, séparé et complet A, ’ensemble A* des éléments
inversibles et le radical de A sont fermés (utiliser g)).

¢) Dans un produit H A, d’anneaux topologiques, pour qu’un ensemble soit borné, il faut
L

et il suffit que toutes ses projections le soient.

7) Tout sous-anneau d’un anneau localement borné, et tout produit d’anneaux localement
bornés, est un anneau localement borné.

k) Le complété d’un anneau séparé localement borné est localement borné.

13) Soit A un anneau topologique borné (exerc. 12), tel que Pensemble A* des éléments
inversibles soit ouvert. Montrer que le radical de A est ouvert. Si A est sans radical, il est
donc discret; en particulier, un corps topologique borné séparé est discret. Un anneau com-
pact sans radical A, dans lequel A* est ouvert, est fini; en particulier, un corps topologique
compact est fini.

€ 14) Soit A un anneau compact, totalement discontinu,® et sans radical. Alors A est iso-
morphe au produit d’une famille d’anneaux simples finis. (Montrer d’abord qu’il existe dans
A un systéme fondamental de voisinages de 0 formé d’idéaux bilatéres, en utilisant I’exerc.
12 b) et 1a prop. 14 de III, p. 35. En déduire qu’il existe dans A un ensemble maximal @

1 On peut montrer qu’un anneau compact est nécessairement totalement discontinu.
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d’idéaux bilateres tels que: 1° toutidéal bilatére R € @ est un idéal bilatére maximal et ouvert;
2° aucun des idéaux N € @ ne contient une intersection finie d’idéaux de @ distincts de N.
Montrer alors que A est isomorphe au produit des A/, o R e ®; on prouvera d’abord
que lintersection des R € @ est réduite a4 0 en utilisant exerc. 9 &) de III, p. 80).

15) Soit A un anneau compact totalement discontinu. Montrer que le radical R de A est
topologiquement nilpotent (III, p. 80, exerc. 9 a); utiliser I’exerc. 12 4) de I1I, p. 81 et la
prop. 14 de III, p. 35). En déduire que R est ensemble des x € A tels que ax soit topologi-
quement nilpotent pour tout a € A (cf. III, p. 80, exerc. 9 ¢).

16) Montrer que sur un anneau A (resp. un corps K), la borne supérieure J d’une famille
(Z,) de topologies compatibles avec la structure d’anneau de A (resp. la structure de corps
de K) est encore compatible avec cette structure. Un ensemble M borné a gauche (resp. a
droite) pour chacune des topologies Z; est aussi borné & gauche (resp. a droite) pour .

17) Si K est un corps topologique séparé et non discret, chacune des structures uniformes
multiplicatives de K est incomparable & la structure uniforme induite sur K* par la structure
uniforme de K (cf. IT1, p. 81, exerc. 13).

18) Soient K un corps topologique séparé, A une partie fermée de K, B une partie compacte
de K telle que 0 ¢ B; montrer que AB et BA sont fermés dans K (cf. III, p. 28, cor. 1).
*Dans le corps R des nombres réels, donner un exemple olt A est fermé, B compact,
0 € B et AB n’est pas fermé.

19) a) Soit K un corps muni d’une topologie séparée I compatible avec sa structure
d’anneau; montrer qu’il existe un voisinage V de 0 dans K tel que (0V) U ((V)~* = K*
(ce qui équivaut a VN (VN K*) -1 = g).

b) On suppose en outre J non discréte. Montrer que pour tout voisinage U de 0 dans K,
on a, en posant U* = U N K*, U¥(U*) -1 = K*,

9 20) a) Soit K un corps muni d’une topologie séparée non discréte J compatible avec sa
structure d’anneau. Pour qu’une partie M de K soit bornée a droite (resp. & gauche), il faut
et il suffit que pour tout voisinage U de 0 il existe a € K* tel que aM < U (resp. Ma < U);
M est alors aussi borné & droite (resp. & gauche) pour toute topologie séparée .7/ moins fine
que I et compatible avec la structure d’anneau de K.

b) SiJ est localement bornée (I1I, p. 81, exerc. 12), et U est un voisinage borné de 0 pour
T, Pensemble des xU (resp. Ux) ol x parcourt K¥, est un systéme fondamental de voisinages
de 0 pour . Pour que tout point de K admette un systéme fondamental dénombrable de
voisinages pour J, il faut et il suffit qu’il existe une suite (a,) de points de K ayant 0 pour
valeur d’adhérence.

¢) Toute borne supérieure d’une famille finie de topologies localement bornées sur K
(compatibles avec la structure d’anneau de K) est localement bornée. Réciproquement, si
la borne supérieure 7~ d’une famille () de topologies localement bornées sur K est locale-
ment bornée, I est déja la borne supérieure d’une sous-famille finie de (7). (Remarquer que
si U est un voisinage de 0 borné pour 7, il existe un systéme fini d’indices (y), et pour
chaque £ un voisinage borné Vi de 0 pour 7, tel que Q Vi © U; d’autre part, il existe
a, € K* tel que U < 4, V),).

d) On dit qu'une partie F d’un corps K est un quasi-anneauy sion a F # K, 0eF, 1 €F,
—F = F, FF < F, s’il existe un élément ¢ € F* = F N K* tel que ¢(F + F) < F et enfin
si, pour tout x € F, il existey € F, tel que yF < Fx et Fy < xF. Montrer que si J est une topo-
logie séparée, non discréte, compatible avec la structure d’anneau de K etlocalement bornée,
tout voisinage borné symétrique U de 0 pour & tel que UU < U et 1 € U est un quasi-
anneau, et on a U*(U*)~1 = K* (exerc. 19 b)). 81 V est un voisinage borné symétrique
quelconque de 0 pour J, ’ensemble U des x € K tels que xV < V (ou Vxy < V) est un
voisinage borné symétrique de 0 pour  tel que UU < U et 1 € U, donc un quasi-anneau.

¢) Réciproquement, soit F un quasi-anneau dans K tel que F*(F*) - = K*, Montrer qu’il
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existe une topologie séparée 7, non discréte, compatible avec la structure d’anneau de K et
telle que F soit un voisinage borné de 0 pour 7. On peut prendre en particulier pour F tout
sous-anneau A de K tel que K soit corps des quotients a droite de A (A, I, p. 155, exerc. 15).
En particulier,si K = QetF = Z,la topologie 7 correspondante sur K n’est pas compatible
avec sa structure de corps.

9 21) a) Soit T une topologie séparée localement bornée sur un corps K, pour laquelle K
soit connexe. Montrer qu’il existe dans K des éléments topologiquement nilpotents (III,
p- 80, exerc. 9 4)) non nuls. (Si U est un voisinage symétrique borné de 0, et ¢ un élément # 0
tel que Ut + Ut = U, montrer que K est la réunion des Ut~", en utilisant la prop. 6 de I1I,
p- 8).

b) SoitJ une topologie séparée localement bornée sur K, pour laquelle il existe des éléments
# 0 topologiquement nilpotents. Montrer qu’il existe un voisinage U de O tel que pour tout
voisinage V de 0, il existe un entier n, tel que U™ < V pour # = ng, ce qui entraine que tous
les éléments de U sont topologiquement nilpotents et que tout point admet un systéme
fondamental dénombrable de voisinages pour 7 . (Soient ¢ # 0 un élément topologiquement
nilpotent, W un voisinage borné de 0; prendre pour U un voisinage borné de 0 tel que
UW < Wt). L’ensemble T des éléments topologiquement nilpotents de K est donc un
voisinage de 0 pour .

4 22) Dans un corps K muni d’une topologie séparée J compatible avec sa structure
d’anneau, on dit qu’un ensemble R contenant 0 est réiroborné si ((R) ~1 est borné. On dit que
T est localement rétrobornée il existe un systéme fondamental de voisinages rétrobornés de 0
pour <.

a) Une topologie localement rétrobornée  est localement bornée, et est un élément mini-
mal dans ’ensemble des topologies séparées compatibles avec la structure d’anneaude K; en
outre 7~ est compatible avec la structure de corps de K (utiliser I'exerc. 19 a) de III, p. 82).
b) On suppose désormais que J est une topologie localement rétrobornée. Montrer que
pour tout voisinage V de 0 dans K, x — x~1 est uniformément continue dans §V. En déduire

que ’anneau complété K de K est un corps topologique dont la topologie est localement
rétrobornée.

¢) Tout voisinage de 0 pour J contient un voisinage V de 0 tel que E(V) = (V) n ({V) -1
ne soit pas vide. Montrer que sur E(V) les trois structures uniformes induites par la structure
uniforme additive et les structures uniformes multiplicatives de K sont identiques. En déduire
que, si K est complet, les structures uniformes multiplicatives sur K* sont des structures uni-
formes d’espace complet.

d) Montrer qu’un élément x € K* est, ou bien topologiquement nilpotent, ou bien tel que
x~1 soit topologiquement nilpotent, ou bien tel que la suite (x™), .z soit bornée, les trois cas
s’excluant mutuellement. (En considérant un voisinage borné U tel que UU < U (III,
p- 82, exerc. 20 d)), montrer que si 0 est valeur d’adhérence de la suite (x™),5,, % st
topologiquement nilpotent). 8’il existe des éléments #0 de K topologiquement nilpotents,
montrer que ’ensemble B formé de 0 et des x € K* tels que ¥~ ne soit pas topologiquement
nilpotent, est un voisinage borné de 0 dans K, invariant par tout automorphisme intérieur
(utiliser Pexerc. 21 b)) ; B contient alors tous les voisinages bornés U de 0 tels que UU < U;
parmi ceux de ces voisinages qui sont invariants par tous les automorphismes intérieurs, il y
en a un plus grand que tous les autres, qui est identique & B lorsque le groupe des commuta-
teurs de K* est borné, et en particulier lorsque K est commutatif.

e) Si U est un voisinage symétrique borné de 0 dans K tel que UU < U, il existe b € U* tel
que K* = U* U ((U*) ~13). Soit a € U* tel que Ua < HU, et supposons que la suite (™ ")p50
soit bornée. Montrer que ’ensemble V des x € K tels que xU soit contenu dans la réunion
des Ua~" est un voisinage borné de 0 tel que VV < Vet K* = V* U (V#)-1,

f) Onsuppose que dans K il n’y ait aucun élément topologiquement nilpotent # 0. Montrer
qu’il existe un voisinage borné de 0 dans K qui est un sous-anneau A de K tel que
K* = A* U (A*)-1, (Partir d’un voisinage borné V de 0 tel que K* = V¥ U (V¥)~1 et
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VV < V (voir ¢)); si c € V* est tel que ¢(V + V) < V, observer que ’anneau A engendré
par V est contenu dans la réunion des Ve=* (n = 0)).

9 23) Pour tout nombre premier p et tout nombre rationnel x # 0, on désigne par v,(x)
Pexposant de p dans la décomposition de x en facteurs premiers; ’application v, de Q* dans
Z est appelée la valuation p-adique sur Q; P’ensemble des x € Q tels que ¥ = O ou v,(x) = m
(pour un m € Z) est I'idéal fractionnaire (™) de Q.

a) Montrer que les (p™) (m € Z) forment un systéme fondamental de voisinages de 0 dans
Q pour une topologie localement rétrobornée (exerc. 22) 7, sur Q, dite fopologie p-adique.
Le complété Q , de Q pour cette topologie est un corps appelé corps p-adique, et ses éléments
sont dits nombres p-adigues. L’adhérence Z, de Z dans @, est un anneau principal compact
ouvert dans Q ,, dans lequel p = pZ, est le seul idéal premier; Z,/p est isomorphe au corps
premier F, = Z/(p), et plus généralement le groupe additif quotient p™/p® est isomorphe a
Z/(p"~™) (m < n). On dit que les éléments de Z, sont les entiers p-adiques.

b) Montrer que tout homomorphisme continu du groupe additif Q, dans lui-méme est de la
forme x — ax, ol a € Q,, (si f est un tel homomorphisme, montrer que f(rx) = 7f(x) quel que
soit r & Q, puis passer & la limite dans Q).

¢) Montrer que tout sous-groupe compact G # {0} du groupe additif @, est identique & un
p" (e Z) et qu’il n’y a pas de sous-groupe additif fermé et non compact de Q, distinct de
Q,. (Soit m le plus grand entier tel que G <= p™; en considérant le groupe quotient
(G + p")/p® pour n > m, montrer que G + p* = p™ et conclure en utilisant la formule (1)
de 111, p. 20).

924) a) Montrer que tout sous-groupe du groupe multiplicatif Q% du corps p-adique Q,,
est isomorphe au produit d’un sous-groupe du groupe multiplicatif U des éléments in-
versibles de Z, et d’un sous-groupe additif discret isomorphe a4 Z ou a {0}.

b) Montrer que les sous-groupes compacts du sous-groupe V = 1 + p de U sont identiques
aux groupes 1 + p” (z > 0) (méme raisonnement que dans ’exerc. 23 ¢)).

¢) Montrer que pour tout ae U, la suite (a®"),.nx tend vers une limite « telle que
o = a (mod. p) et que 'on a «? = « (on prouvera par récurrence sur n que a?" = a**~*
(mod. p")). Montrer que toutes les racines du polynéme X?-1 — 1 (dans une extension
algébriquement close de @Q,) appartiennent 4 Q, et sont deux & deux non congrues
mod. p (appliquer ce qui précéde aux racines de la congruence x#~1 — 1 = 0 (mod. p)). Si
p > 2etsidestle pgeddenetdep — 1, le polyndme X* — 1 a exactement d racines dans
Q,, qui sont racines de X¢ — 1 (méme méthode, en prenant pour a une racine de X* — 1),

En déduire que, si p > 2, tout sous-groupe compact du groupe multiplicatif QF est le
produit direct d’un sous-groupe fini de U (formé de racines (p — 1)®™es de I"unité) et d’un
sous-groupe de la forme 1 + p* (utiliser 5)). Comment se modifient ces résultats pour
p = 27 (Faire jouer au groupe 1 + p2le réle précédemment occupé par 1 + p.)

9 25) a) Soit ¢ # 0 un nombre p-adique. Pour que l'application n > a” soit continue dans
Z (considéré comme sous-espace de @), il faut et il suffit que € 1 + p. Si cette condition
est remplie, montrer que n+— 4" est uniformément continue dans Z et se prolonge en un
homomorphisme continu de Z, dans U, notée x — a¥, qui est injectifsia # 1. Si p > 2,
et si m est le plus grand entier tel que a€ 1 -+ p™, x> a* est un isomorphisme de Z,, sur
1 + p™ Comment se modifie ce résultat lorsque p = 27?

b) Montrer que tout homomorphisme continu de Z, dans U est de la forme x — a*, pour
unael + p (sifest un tel homomorphisme, et f(1) = a, on a f(n) = a" pour ne Z).

¢) Montrer que I’application (x,y) — &Y est continue dans (1 + p) X Z,. Sip > 2, be Z,,
et si m est le plus grand entier tel que & € p™, ’application x +— #® est un isomorphisme du
groupe multiplicatif 1 + p sur le sous-groupe multiplicatif 1 + p™*+?* (utiliser I'exerc. 24 b)).
Comment se modifie ce résultat lorsque p = 2?7

d) Sin est un entier premier 2 p — 1 et & p, montrer que I"application x ~> 4" est un auto-
morphisme du groupe multiplicatif U (utiliser Pexerc. 24 ¢)).
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26) a) Soient p, ¢ deux nombres premiers distincts; la topologie I sur Q, borne supérieure
de I, et de 7, est localement bornée (III, p. 82, exerc. 20 ¢)) et compatible avec la
structure de corps de Q. Pour cette topologie, aucune des deux suites {(#/g))ns0, ((¢/£)")nz0
n’est bornée; la suite (1/47), 50 est non bornée, mais la suite (4", 0, Qui est bornée, ne tend
pas vers 0 (cf. ITI, p. 83, exerc. 22 d)). Montrer que le complété de @ pour la topologie I~
est isomorphe au produit des corps topologiques Q, et Q.

b) Si P est Pensemble des nombres premiers, la borne supérieure J;, des topologies ,
pour p &€ P, est compatible avec la structure de corps de Q, mais n’est pas localement bornée
(I11, p. 82, exerc. 20 ¢)). Quel est le complété de @ pour la topologie F,?

27) Soient A un anneau topologique intégre séparé, A’ ensemble des éléments #0 de A,
R la relation d’équivalence xt = yz entre les couples (x, y) et {z, t) dans A x A’; ’ensemble
quotient K = (A x A’)/R est le corps des fractions de A.

a) On munit A’ de la topologie induite par celle de A, A x A’ de la topologie produit.
Montrer que si la relation R est ouverte, la topologie quotient de celle de A x A’ par R est
une topologie séparée sur K, compatible avec la structure de corps de K.

4) On suppose que, pour tout a # 0 dans A, Papplication x — ax de A dans lui-méme soit
ouverte. Montrer que R est alors ouverte.

¢) On suppose que K est muni d’une topologie g compatible avec sa structure d’anneau et
induisant sur A (plongé canoniquement dans K) la topologie donné, Déduire de a) et b)
qu’il existe sur K une topologie séparée J*, moins fine que J et compatible avec la structure
de corps de K.

28) Soient E, F deux groupes topologiques commutatifs & opérateurs, u: E—F, v:F - E
deux applications linéaires continues. Montrer que si wovou = u, u~*(0) et v(u(E)) sont
supplémentaires topologiques dans E, u(E) et v~2(z~1(0)) supplémentaires topologiques dans
F, et que la restriction de u & 2(u(E)) est un isomorphisme de v(u(E)) sur u(E).

929) a) Montrer qu’il existe une suite double (E,,) de parties finies symétriques de Z

définies pour 0 < 7 < m, contenant 0, non réduites & 0 pour m > 1, et vérifiant les
m

conditions suivantes: 1° pour tout n > 0, les ensembles E,.y,n, + (7=H1 Enii,e)s

m

Epivim. (T=EJ+1 Eps1r) €t k.Epy1m pour £ < n + 1 sont tous contenus dans la réunion

m

U E,; 20 si on désigne par y,, le plus petit élément >0 de Ey,, — {0}, et par z, le
s=n
plus grand élément de Eqm 00 @ Yps1 = 2Zn + m + 15 3° Efyg m © By e (Supposant
les E,, déterminés pour p < ¢ < m, déterminer successivement Eniyms1, Enmizs -
Eo,m+1 par récurrence descendante).

b) On désigne par V,, la réunion des E,,, pour tous les m = #. Montrer que (V,) est un
systéme fondamental de voisinages de 0 pour une topologie sur Z compatible avec la struc-
ture d’anneau de Z, et pour laquelle aucun sous-groupe de Z autre que Z n’est ouvert.

§7

1) a) Montrer que I’anneau Z,, des entiers p-adiques (III, p. 84, exerc. 23 q)) est isomorphe
4 la limite projective de la suite des anneaux discrets Z/($"), fum: Z/(p™) — Z[(p") (pour
n < m) étant I’homomorphisme canonique, lorsque Z/(p") est considéré comme anneau
quotient de Z/(p™).

) Pour tout n > 0, soient G, le groupe Z des entiers rationnels, E, son groupe quotient
Z/(p") (p premier), G, et B, étant munis de la topologie discréte; on considére (G,) comme
un systéme projectif, G, — G, étant lidentité, (E,) comme un systéme projectif,
Jfom: En— E, étant ’homomorphisme canonique (voir a)) pour n < m. Alors I'orbite pour
G, de tout point de E,, est compacte, mais I’orbite pour G = éﬂ G, d’un point x = (x,) de
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E = lim E, n’est pas compacte, et n’est pas isomorphe 2 la limite projective des orbites des
%,, et application canonique E/G — lim E,/G, n’est pas injective.

¢) Pour tout n > 0, soit G, le sous-groupe p"Z de Z (p premier), E, le groupe Z, G, et E,
étant munis de la topologie discréte et G, opérant par translations dans E,; on considére
(E,) et (G,) comme des systémes projectifs, E,, — E, étant I'identité, G, — G, Uinjection
canonique (n < m). Alors le stabilisateur de tout point de E, (pour G,) est compact, 'orbite
pour G = lim G, de tout point de E = lim E, est compacte, mais ’application canonique

e

E/G — lim E,/G, n’est pas surjective.

d) Déduire de b) et ¢) un exemple de systéme projectif d’espaces 2 opérateurs (E,), pour un
systéme projectif de groupes (G,,), tels que si ’on pose E = lim E,, G = lim G, Papplica-
tion canonique E/G — lim E,/G, ne soit ni injective, ni surjective.

2) Soit (Ey, fip) un systéme projectif d’ensembles non vides tel que lim E, = @. On dé-

signe par G, le Z-module libre des combinaisons linéaires formelles d’éléments de E,, 2
coefficients dans Z (A, II, p. 25), par g,z ’homomorphisme G — G, qui se réduit & fup
dans E;. Montrer que le groupe lim G, est réduit 4 I’élément neutre. (Raisonner par ’ab-

surde, en considérant pour un élément z = (z,) de lim G, et pour tout «, I’ensemble fini

F, des éléments de E, dont le coefficient dans z, n’est pas nul, et en observant que

Jas(Fp) = F,.) En déduire un exemple de systéme projectif (G, g.5) de groupes tel que les

gop solent surjectifs, les G, infinis et lim G, réduit & ’élément neutre (cf. E, III, p. 94,
<

exerc. 4).

€ 3) a) Montrer que tout groupe compact totalement discontinu est limite projective d’'une
famille de groupes finis discrets (utiliser Pexerc. 18 de III, p. 77).

b) Soient G un groupe compact totalement discontinu, L un sous-groupe fermé de G.
Montrer qu’il existe une section continue G/L — G associée a Papplication canonique
G — G/L. (Utiliser a) et la prop. 3 de III, p. 62; considérer, pour chaque o, Pensemble fini
F, des sections G,/L, —> G,, et remarquer que ces ensembles forment un systéme projectif
pour des applications surjectives canoniques Z,5: Fg — F,.)

4) Soient G un groupe topologique séparé, (H,) une famille filtrante de sous-groupes dis-
tingués compacts vérifiant la condition (AP) de III, p. 60. Soit (Ly) une famille de sous-
groupe fermés de G tels que Hy < L, pour tout a € T et Ly, = H,Lg pour o < §; si 'on pose

L= Q L,, montrer que I’on a L, = H,L pour tout « (utiliser la prop. 3 de III, p. 62).

5) Soient G un groupe topologique séparé, E un espace topologique séparé dans lequel G
opére continument; soit (H,) une famille filtrante décroissante de sous-groupes compacts
distingués de G, vérifiant la condition (AP) de III, p. 58. On pose E, = E/H,; montrer que
Papplication canonique E ——><1—121_ E, est un homéomorphisme.

S *6) Soit (G, fum)nen le systéme projectif de groupes compacts tel que G, = T = R/Z
pour tout n, et f,, est ’homomorphisme continu x > p™~"x de T sur lui-méme, pour n < m,
p étant un nombre premier donné. Le groupe topologique T, = lim G, est appelé le

solénoide p-adigue; c’est un groupe commutatif compact et connexe,

a) Pour tout z, Phomomorphisme continu f,: T, — G, est surjectif et son noyau est iso-
morphe au groupe Z, des entiers p-adiques (cf. III, p. 85, exerc. 1 a}).

b) Soit ¢ I'homomorphisme canonique R — R/Z = T. Pour tout x€ R, on pose
0(x) = (@(x/£™))nen; montrer que 0 est un homomorphisme continu injectif de R dans Tp,
et que 6(R) est un sous-groupe partout dense de T,
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¢) Soit I un intervalle ouvert dans R, de centre 0 et de longueur <1; montrer que dans T,,

le sous-espace f:(cp(I)) est homéomorphe au produit I x Z,. En particulier, le groupe T,
n’est pas localement connexe.

d) Montrer que tout sous-groupe fermé H de T, distinct de T, et de {0}, est totalement dis-
continu et isomorphe 4 un groupe de la forme Z/nZ ou (Z/nZ) x Z,, ol n est un entier
premier 4 p (utiliser la prop. 3 de III, p. 62).

¢) Montrer que T, est un espace compact connexe ndécomposable, c’est-a-dire qu’il n’existe
pas de recouvrement de T, formé de deux ensembles compacts connexes P, Q distincts de
T,. (Observer qu’il existe un entier z tel que £,(P) # Gy et f/3(Q) # Gy, et examiner les en-
sembles f, 41 (P) et f;+1(Q) pour obtenir une contradiction.)



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. Les chiffres romains renvoient & la bibliographie placée a la fin de cette
note.)

La théorie générale des groupes topologiques est une des plus récentes de
I’Analyse; mais on connaissait depuis longtemps des groupes topologiques parti-
culiers; et, dans la seconde moitié du x1%x° siecle, Sophus Lie avait édifi¢ la vaste
théorie des groupes topologiques qu’il appelait « groupes continus», et qu’on
désigne aujourd’hui sous le nom de « groupes de Lie »; le lecteur trouvera de plus
amples renseignements sur la genése et le développement de cette théorie dans les
Notes historiques du livre qui lui est consacré dans ce traité.

L’étude des groupes topologiques généraux a été inaugurée par O. Schreier,
en 1926 (I); elle a depuis lors fait 'objet de nombreux travaux qui ont, entre
autres, permis d’élucider, dans une large mesure, la structure des groupes locale-
ment compacts. Nous n’avons voulu donner ici que les définitions et les résultats
les plus élémentaires de la théorie, et renvoyons le lecteur désireux d’un exposé
approfondi aux monographies de L. Pontrjagin (II), A. Weil (III) et D. Mont-
gomery-L. Zippin (IV).



CHAPITRE IV

Nombres réels

§ 1. DEFINITION DES NOMBRES REELS

1. Le groupe ordonné des nombres rationnels

On a défini en Algébre (A, I, p. 112), la relation d’ordre x < y dans Pensemble @
des nombres rationnels; on a vu qu’elle fait de Q un ensemble totalement ordonné,
et qu’elle est compatible avec la structure de groupe additif de Q, c’est-a-dire (A, VI,
§ 1, n° 1) que, pour tout z € Q,la relation x < yest équivalenteax + z <y +z
(ce qu’on énonce encore en disant que [ordre est invariant par translation).
Rappelons que ’on pose, dans Q@ (comme dans tout groupe totalement ordonné),

x* = sup(x, 0), ¥~ =sup(—~x,0) = (~x)7, [x] = sup(x, —x);

|x| est appelé valeur absolue de x; on a

¥o=xt —x7, %] = 2% + &~
et Vinégalité du triangle
M e +9l < ¢ + lyl,
ainsi que 'inégalité
(2) Hxl = 1ol < |x =yl

qui en est une conséquence immeédiate; on a de méme

(3) [« —y*| < |x -yl

Les relations x > 0, x = x*, 4~ =0, [ = x (resp. x € 0, x = —x~, x* =0,
|#| = —x) sont équivalentes. La relation |x| = 0 est équivalente & x = 0; si
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a > 0, la relation |x| < a est équivalente & —a < x < 4, la relation [x| > a &
«x 2 aoux < —a» Quels que soient x,y, zdans Q,on a

4) sup(x,y) + z = sup(x + z,y + 2)

(3) inf(x,y) = —sup(-x, —y)

et, comme cas particuliers,

(6) sup(x,) = x + (y — x)" =2+ (x —9)~
(7 inf(x,9) =x — (y — )~ =x— (x—y)".

Enfin, on désigne par Q. Pensemble des nombres rationnels >0; on a les
relations

(8) Q. +Q, =Q,

9) Q. n(-Q.) ={0

(10) Q. v (-Q,)=Q.
La relation x < y est équivalente ay — xcQ ..

Nous allons, 2 I'aide de cette relation d’ordre, définir sur Q@ une topologie com-
patible avec sa structure de groupe additif.

2. La droite rationnelle

Considérons Pensemble & des intervalles ouverts symétriques § — a, +a{, ol a parcourt
Pensemble des nombres rationnels > 0; nous allons montrer que § est un systéme
fondamental de voisinages de O dans une topologie compatible avec la structure de
groupe additif de Q.

Le groupe @ est commutatif, et axiome (GVy) (III, p. 4) est évidemment
vérifié; il suffit donc de voir que (GVy) (I1I, p. 4) Pest aussi, autrement dit que,
pour tout @ > 0, il existe b > O tel que les conditions |x| < b, |y| < b entrainent
|# + y| < a; or, d’aprés Pinégalité du triangle, il suffit de prendre b = /2.

DerinetionN 1. — On appelle droite rationnelle Uespace topologique obtenu en munissant
Pensemble Q de la topologie de groupe dont un systéme fondamental de voisinages de O est
Sormé par les intervalles ouverts symétriques ) —a, +a{ (a > 0).
Le groupe topologique Q ainsi défini est appelé groupe additif de la droite rationnelle.
Quel que soit le nombre rationnel ¢ > 0, il existe un entier n > 0 tel que 1/n < a;
les intervalles ouverts ]—%, + ’1;[ (n = 1,2,...) forment donc un systéme fondamen-
tal de voisinages de 0 sur la droite rationnelle.
On a un systéme fondamental de voisinages d’un point quelconque x € Q ,en

prenant les intervalles ouverts Jx — a4, x + af, ol a parcourt P'ensemble des
nombres rationnels >0 (ou seulement 'ensemble des nombres 1/z).

La définition 1 est donc équivalente a celle que nous avons donnée dans I, p. 4.
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Pour tout couple (a, b) tel que a < b, il existe ce Q tel que a < ¢ < b (par
exemple ¢ = (a + 6)/2); il en résulte que la droite rationnelle est un espace
séparé et non discret.

Pour tout a > 0, soit U, I’ensemble des couples (x,y) de @ x Q tels que
|* — y| < a; lorsque a parcourt 'ensemble des nombres rationnels >0 (ou seule-
ment Pensemble des nombres 1/2), les ensembles U, forment un systéme fonda-
mental d’entourages de la structure uniforme du groupe additif Q de la droite
rationnelle. Les relations (2) et (3) (IV, p. 1) montrent que |#|, #* et x~ sont
uniformément continues dans Q. Il s’ensuit que les fonctions sup(x, y) et inf(x, y) sont
uniformément continues dans Q x Q.

3. La droite numérique et les nombres réels

DEFINITION 2. — On désigne par R le groupe topologique complété du groupe additif Q de
la droite rationnelle. Les éléments de R sont appelés nombres réels; en tant qu’espace
topologique, R est appelé droite numérique; en tant que groupe topologique, on I’appelle
groupe additif de la droite numérique.

On identifiera toujours Q avec le sous-groupe partout dense de R, auquel il
est canoniquement isomorphe; avec cette convention, tout nombre rationnel est
un nombre réel. Tout nombre réel non rationnel est dit érrationnel; on a vu dans
II, p. 15 qu’il en existe (on le verra d’une autre maniére dans IV, p. 12; voir aussi
IV,p.47,exerc. 2) ; donc (II1, p. 8, Remarque), Pensemble (Q des nombres irration-
nels est partout dense dans R.

Nous allons voir qu’on peut prolonger 4 R la structure d’ordre de Q,, de maniére
que la structure d’ordre prolongée soit encore compatible avec la structure de

groupe additif de R:

ProrostrioN 1. — La relationy — x € @, ést une velation d’ordre dans R,~qui fait de
R un ensemble totalement ordonné, est compatible avec la structure de groupe additif de R,
et induit sur Q la relation d’ordre x < y.

Montrons d’abord que les relations y — x€Q, et z — ye Q,, entrainent
z — x€Q,; en effet, la fonction x + y est continue dans R x R; d’aprés (8)
(IV,p.2),onadoncQ, + @, < Q. (I, p. 9, th. 1). En second lieu, on va
voir que les relationsy — x€ Q , et x — y € Q, entrainent x = y, ce qui établit
que y — x€Q_ est une relation d’ordre dans R. Montrons pour cela que

Q. N (—Q.) = {0}; les fonctions x > x* etx+>x" étant uniformément con-
tinues dans Q, se prolongent par continuité dans R (II, p. 20, th. 2); soient /et
& leurs prolongements respectifs. On a par prolongement x = f(x) — g(x) quel

quesoitx e R;pourx € Q ,,g(x) = 0; d’autre part, comme —Q , est 'adhérence
de —Q , d’aprés la continuité de —x, ona f(x) = 0 pour x € —Q ,. Donc, pour
xeQ, N (=Q.),f(x) = g(x) = 0, dPotr x = O.
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Dapres (10) (IV, p. 2), on a Q. U (—Q,) =R, donc R est iotalement
ordonné par la relation d’ordrey — x € Q..
En outre, comme les relationsy — x€Q, et (y + 2) — (x + 2) € Q. sont

équivalentes, la relation d’ordrey — x € Q , est bien compatible avec la structure
de groupe additif de R.

Enfin, si x et y appartiennent & @, les relationsy — x€Q, ety —xeQ,
sont équivalentes, ce qui achéve la démonstration, en prouvant que la relation

d’ordre y — x € Q , induit sur Q la relation x < y; on la notera encore x < y.

L’ensemble Q . est identique 2 ’ensemble des x > 0 dans R; on ’écrira R, ;
c’est un ensemble fermé, On désignera par R*% Pensemble des x > 0; c’est le
complémentaire de —R ., donc c’est un ensemble ouvert dans R.

4. Propriétés des intervalles de R

ProrosiTioN 2. — Tout intervalle fermé (vesp. ouvert) de R, est un ensemble fermé
(resp. ouvert) dans R.

En effet, les ensembles (¢, —( = a + R, et J«<—, a) = a — R, se déduisent
par translation de R, et —R, respectivement, donc (III, p. 2) sont fermés;
les ensembles }<—, a { et Ja, —{, qui en sont les complémentaires respectifs, sont
ouverts; enfin, U'intervalle fermé (g, b} (vesp. l'intervalle ouvert }a, b {), inter-
section de (a, —{ et }<—, b} (resp. de Ja, —{ et }<—, &) est un ensemble fermé
(resp. ouvert).

Les intervalles fermés (—a, +a} (¢ > 0) de R sont donc des voisinages de 0;
montrons qu’ils forment un systéme fondamental de voisinages de 0 lorsque @ parcourt
R¥. Il suffit d’établir la proposition suivante:

ProrosiTION 3. — Lorsque r parcourt ’ensemble des nombres rationnels >0, les inter-
valles S, = (—r, +r) de R forment un systéme fondamental de voisinages de 0.

En effet (III, p. 24, prop. 7), on obtient un systéme fondamental de voisinages
de 0 dans R en prenant les adkérences, dans R, des intervalles S, N Q = (-7, +7)
de Q. La proposition sera démontrée si on établit que S, est 'adhérencede S, N Q.
Or, S, est fermé dans R; il suffit donc de montrer que, si x est un nombre réel tel
que —r < x < 1, x estadhérent 2 S, N Q. Or, J—7, +r( est un ensemble ouvert
dans R, donc, pour tout voisinage assez petit Vde Odans R, x + V < J—r, +7(;
mais, comme Q est partout dense dans R, il existe un nombre rationnel 7’ e x + 'V,
etonadonc —r < 1 < r,cest-a-dire ' €S, N Q.

CoROLLAIRE. — Tout point de la droite numérique posséde un systeme fondamental
dénombrable de voisinages.

PROPOSITION 4. — Pour tout couple (x,y) de nombres réels tels que x < y, il existe un
nombre rationnel r tel que x < r < y.

Comme Q est partout dense dans R, il suffit de voir que }x, y ( #’est pas vide;



Ne g DEFINITION DES NOMBRES REELS TGIV.5

par translation, on se raméne au cas ot ¥ = 0, y > 0. Or, R étant un espace
séparé, il existe, d’aprés la prop. 3, un nombre rationnel r > 0 tel que
y¢(—r, +7), cequientraine 0 < 7 < .

PropPOSITION 5. — Soit I un intervalle quelconque de R. La topologie induite sur 1 par celle
de R est engendrée par Uensemble des intervalles ouveris de I (I étant considéré comme
ensemble totalement ordonné par la relation x < y).

Tout intervalle ouvert de I est la trace sur I d’un intervalle ouvert de R: c’est
évident pour un intervalle borné; et Pintervalle illimité } a, —{ de I est la trace de
Pintervalle illimité } a, —{( de R. On peut donc se borner au cas ot I =R; mais
alors, la proposition résulte de la prop. 3, car tout voisinage d’un point x e R
contient un intervalle ouvert )x — a, x + af.

Remarque. — Si A est une partie partout dense de R, la topologie de R est encore en-
gendrée par ’ensemble des intervalles ouverts dont les extrémités appartiennent 4 A.
En effet, si Jx — a, x + a( est un intervalle ouvert contenant x, il existe deux points
ypzde Atelsquex —a <y < xetx < z < x + a; donc } y, z{ contient x et est
contenu dans }x — 4, ¥ + a[. Ce raisonnement montre méme que les intervalles
considérés forment une base (I, p. 5) de la topologie de R. En particulier, si on
prend A = Q, on voit que la topologie de R a une base dénombrable.

5. Longueur d’un intervalle

DEFINITION 8. — On appelle longueur d’un intervalle borné d’origine a et d’exirémité b, le
nombre réel positif b—a.

Tout intervalle borné contenant plus d’un point a donc une longueur >0.
Sia < b, les quatre intervalles (g, 8), Ya, 6(, (g, 6(, }a, 63 ont méme longueur. Un
intervalle d’extrémités @ + ¢ et & + ¢ a méme longueur que lintervalle d’ex-
trémités a et b: en d’autres termes, la longueur d’un intervalle est invariante par transla-
tion.

Sia<c¢<g<d<gbonad~—c¢<b—a;donc si un intervalle borné I est
contenu dans un intervalle borné I', la longueur de I est inférieure a celle de I'.

Si n intervalles ouverts, I;, I,,. .., I, sans point commun deux & deux, sont
contenus dans I'intervalle (g, ) (a < b), on voit aisément, par récurrence sur 7,
que, si I, = Jeu, d,(, il existe une permutation ¢ des indices £ (1 < £k < n) telle
que Pon ait dgyy < Copqqy pour 1 < £ < 7 — 1. 11 en résulte immédiatement
que la somme des longueurs des intervalles I, est au plus égale a la longueur de
(a, b); elle ne peut lui étre égale que si ¢oqy = @, dyy = b €t dygy = Coger 1)
pourl €k <n~-1L

6. Structure uniforme additive de R

Le groupe R étant totalement ordonné, les fonctions x*, ¥~ et |x| sont définies
dans R de la méme maniére que dans Q et satisfont a toutes les relations rappelées
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ci-dessus pour Q, notamment aux relations (1) & (7) (IV, p. 1 et 2). Soit ¢ un
nombreréel >0, et U, ’ensembledescouples (x,5) e R x Rtelsque |x — y| < a;
lorsque a parcourt Pensemble des nombres réels >0 (ou seulement ’ensemble des
nombres 1/n), les ensembles U, forment un systéme fondamental d’entourages de la
structure uniforme du groupe additif R de la droite numérique (dite encore
structure uniforme additive de la droite numérique).

Les fonctions |x|, #* et x~ sont uniformément continues dans R, les fonctions
sup(x, y) et inf(x, y) uniformément continues dans R x R; ces fonctions sont donc
identiques a celles qu’on obtient en prolongeant par continuité les fonctions de méme
nom définies dans Q et dans Q x Q respectivement.

§ 2. PROPRIETES TOPOLOGIQUES FONDAMENTALES
DE LA DROITE NUMERIQUE

1. L’axiome d’Archimeéde

Les propriétés topologiques de la droite numérique, que nous allons exposer dans
ce paragraphe, découlent du théoréme suivant:

TuforEME 1. — Quels que soient les nombres véels x > 0 et y > 0, il existe un entier
n > 0tel quey < nx.
En effet, il existe deux nombres rationnels p/g, 7/s tels que 0 < p/g < x et
y < r/s, puisque les intervalles ouverts } 0, x{ et Jy, —{ ne sont pas vides (IV,
p- 4, prop. 4); il suffit de prendre z tel que nps > gr.
Remarque. — On trouvera dans V, § 2 une construction axiomatique de la théorie

des nombres réels dans laquelle I’énoncé ci-dessus figure en tant qu’axiome; pour plus
de détails sur cet axiome, voir la Note historique du chap. IV.

2. Parties compactes de R

TutorEME 2 (Borel-Lebesgue). — Pour qu’une partie de la droite numérique R soit
compacte, il faut et il suffit qu’elle soit fermée et bornée.

1) La condition est nécessaire. Soit A une partie compacte de R, et @ un
nombre réel > 0. L’ensemble A est fermé (I, p. 62, prop. 4) et il existe un nombre
fini de points x; (1 < 7 < n) de R tels que A soit contenu dans la réunion des
voisinages (x; — a, %; + a) (I, p. 61). Soit 4 le maximum des nombres |x;]; on a
Ac(=b—-ab+ a).

2 La condition est suffisante. 11 suffit de montrer que tout intervalle (—a, )
(a > 0) est compact; comme cet intervalle est un ensemble fermé dans un espace
uniforme complet, il suffira de voir que, pour tout 4 > 0, on peut recouvrir
{—a, +4a) par un nombre fini d’intervalles de la forme {x — 4, x + ) (II, p. 30,
corollaire). Or, soit z un entier >0 tel que a < nb;six e —a, +a) et simest le
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et

1)6)

plus grand entier (positif ou négatif) tel que mb < x, on a —z < m <
mb < x < (m+ 1)b; donc les 2» + 1 intervalles ((k — 1)b, (k +
(—n < k < n) forment un recouvrement du type voulu.

CoOROLLAIRE 1. — Pour qu’une partie de la droite numérique R soit relativement compacte,
il faut et il suffit qu’elle soit bornée.

COROLLAIRE 2. — La droite numérique est un espace localement compact et non compact.

Remarque. — Le th. 2 est souvent cité sous le nom de « théoréme de Heine-Borel »;
voir les Notes historiques des chap. IT et IV.

3. Borne supérieure d’une partie de R

Rappelons (E, III, p. 10) que la borne supérieure {resp. inférieure) d’une partie A
d’un ensemble ordonné E est (lorsqu’elle existe) le plus petit majorant (vesp. le plus
grand minorant) de A.

TutorEME 3. — Toute partie majorée (vesp. minorée) et non vide de la droite numérique a
une borne supérieure (vesp. inférieure).

En effet, soit A une partie majorée et non vide de R; soit b un majorant de A;
on a donc A < )<, b). Pour chaque x € A, considérons Pensemble A, des
majorants de x appartenant & A; les ensembles A, forment une base de filtre B
surR, car A, < A, siy > x. Soit ¢ un point de A; pour tout x > q, appartenant
a A, A, est contenu dans I'intervalle compact {a, b}, donc la base de filtre B a un
point adhérent ¢. Les intervalles (x, —{( étant fermés, ¢ appartient & leur inter-
section, donc ¢ est un majorant de A; d’autre part, tout autre majorant z de A est
> ¢, car, dans le cas contraire, le voisinage Jz, —{ de ¢ ne contiendrait aucun point
de A; ¢ est donc bien la borne supérieure de A.

On peut raisonner de méme pour un ensemble minoré non vide B, ou re-
marquer simplement que —B est majoré et non vide, et que, si ¢ est la borne
supérieure de —B, —¢ est la borne inférieure de B.

La borne supérieure ¢ de A peut étre caractérisée par les deux propriétés
suivantes:

I° Quel que soit x€ A, x < ¢.

2° Quel que soita < ¢, il existe xe Atelquea < x <.

La borne supérieure d’un ensemble fermé (majoré et non vide) appartient a cet
ensemble et en constitue le plus grand élément; la borne supérieure d’une partie A
quelconque, majorée et non vide, de R, peut donc étre définie comme le plus
grand nombre réel adhérent a A.

4. Caractérisation des intervalles

PROPOSITION 1. — Pour qu'une partie non vide A de R soit un intervalle, il faut et il
suffit que, quels que sotent les points a, b de A tels que a < b, Uintervalle fermé (a, b) soit
contenu. dans A.
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La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, supposons-la
vérifiée. Si A n’est ni majoré ni minoré, il est identique a R, car, pour tout x € R,
il existe alors deux points a, b de A tels que @ < x < 4. Si A est majoré et non
minoré, soit £ sa borne supéricure; quel que soit x < £, il existe a et b dans A tels
quea < x < b < k,donc x € A; A ne peut donc étre que I'un des deux intervalles
J<— k), }<—, k(. On raisonne de méme dans les autres cas.

5. Parties connexes de R

THEOREME 4. — Pour qu’une partic A de R soit connexe, il _faut et il suffit que A soit un
intervalle.

1° La condition est nécessaire. Supposons A connexe; s’il est réduit a un point,
c’est un intervalle. Sinon, soient « et b deux points de A tels que a < &; il suffit,
d’aprés la prop. 1 de IV, p. 7, de montrer que tout x tel que ¢ < x < b ap-
partient & A. Or, si on avait ¥ ¢ A, on aurait A < [{x}; mais {{x} est la réunion
de deux ensembles ouverts J<—, x { et } x, —{ qui sont sans point commun et dont
chacun rencontre A; A ne serait donc pas connexe, contrairement & ’hypothése.

2° La condition est suffisante. Montrons d’abord que tout intervalle compact
(@, b) est connexe. Pour tout entier > 0 soit V,, 'entourage formé des couples
(x,y) tels que [x — y| < 1/n; d’apres II, p. 32, prop. 6, il suffit de voir que deux
points quelconques %,y de (a, b} tels que x < y peuvent étre joints par une
V,m-chaine. Soit p le plus grand entier tel que p/n < x, ¢ le plus grand entier tel
que ¢/n < y (ces entiers existent d’aprés le th. 1 de IV, p.6);onap < ¢.Sig = p,
y — x < 1/n, les points x et y forment déja une V,,~chaine. Si ¢ < p, posons
=p+n (=1,2,...,9—p); on ax, —x<1n, y—x,_,<1/n et
X41 — % = l/n, donc les points x, Xy, Xo, . . ., X;_p, y forment une V,;,-chaine
joignant x et y.

Si maintenant I est un intervalle quelconque non réduit 4 un point, et a et &
deux points de I tels que ¢ < &, l'intervalle (g, b) est contenu dans I et est con-
nexe, donc I est connexe.

CoROLLAIRE 1. — La droite numérique est un espace connexe et localement connexe.

CoOROLLAIRE 2.-— Les seules parties compactes et connexes de R sont les intervalles
Sermés bornés.

D’aprés le th. 4, une partie de R ne contenant aucun intervalle non réduit a un

point est totalement discontinue; il en est ainsi, en particulier, de ’ensemble Q des

nombres rationnels, puisque I’ensemble (Q des nombres irrationnels est partout
dense.

ProrosrrioN 2. — Tout ensemble ouvert non vide dans R est la réunion d’une famille
dénombrable d’intervalles ouverts, sans point commun deux & deux.

Soit A un ensemble ouvert non vide dans R; comme R est localement con-
nexe, toute composante connexe de A est un ensemble ouvert connexe (I, p. 85,
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prop. 11) donc un intervalle ouvert d’aprés le th. 4. Deux quelconques de ces inter-
valles sont toujours sans point commun; d’autre part, chacun d’eux contient un
nombre rationnel, donc ensemble de ces intervalles a une puissance inférieure a
celle de Q, c’est-a-~dire est dénombrable.

Tout ensemble fermé dans R est donc le complémentaire de la réunion d’une suite
(finie ou infinie) (I,) d’intervalles ouverts sans point commun deux 4 deux; ces
intervalles sont dits intervalles contigus & I’ensemble fermé considéré. Réciproquement,
si on se donne une telle suite d’intervalles, le complémentaire de leur réunion est un
ensemble fermé auquel ces intervalles sont contigus.

Exemple. — Définissons par récurrence, une famille dénombrable (I, ,) d’intervalles
ouverts, deux 4 deux sans point commun, de la maniére suivante:

L’entier n prend toutes les valeurs >0; pour chaque valeur de #, p prend les
valeurs 1, 2, 3, -- -, 2% Tous les intervalles I, , sont contenus dans A = (0, 1), et on
prend Io; = )}, 3( («tiers médian» de )0, 1(). Supposons ensuite les 2m** — 1
intervalles I, , définis pour 0 < n < m, de sorte que, si J,, est leur réunion, I’ensemble
A N 0], soit la réunion de 2™ ** intervalles fermés Ky, , (I < p < 2™*1) deux a deux

1

sans point commun, et ayant tous pour longueur CLE3Y Si Ky,p = (4, b), on prend

alors pour I,,.,, l'intervalle ouvert ] a+ _b_%g, b — é;—a[ (¢« tiers médian » de

Pintervalle )a, b() ; on vérifie immédiatement que K, , N b1, 1,5 est réunion de deux

intervalles disjoints de longueur ?’m—1+5, donc A N { Jn+1 est réunion de 2™+ 2 intervalles
fermés disjoints de longeur % (fig. 1).

To,x

Ko,

Figure 1

Si K’ est le complémentaire de la réunion des I, , Pensemble fermé K = A n K’
est appelé Pensemble triadique de Cantor; il est évidemment compact (IV, p. 6, th. 2);
en outre, il est totalement discontinu. En effet, s’il contenait un intervalle I de longueur
>0, I serait nécessairement contenu dans un intervalle K,, ,, donc sa longueur serait
<1/3™+1 quel que soit m, ce qui est absurde.

6. Homéomorphismes d’un intervalle sur un intervalle

THEOREME 5. — Soit T un intervalle de R pour qu’une application f de 1 dans R soit un
homéomorphisme de ¥ sur f (1), il faut et il suffit que f soit strictement monotone et continue
dans I; f(I) est alors un intervalle de R.

1° La condition est nécessaire. En effet, soient @ et b deux points de I tels que
a < b et supposons par exemple f(a) < f(b). Montrons que f est strictement
croissante dans I. Tout d’abord, si a < ¢ < b, on a mnécessairement

f(a) < fle) < f(b); en effet, si on avait par exemple f(a) < f(b) < f(¢), 'image
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par fdeVintervalle (g, ¢} serait un ensemble connexe (I, p. 82, prop. 4) et contien-
drait donc Pintervalle { f(a), f(c)}; il existerait par suite x € {a, ¢} tel que f(x) =
S (), contrairement a ’hypothése que f est injective.

On en déduit que, si ¥ et y sont deux points de I tels que x <y, on a
fx)<f(y); en effet, on a f(a)<f(x) <f(b) pour a<x<b, f(a)<f(b)<f(x)
pour b < x, f(x) < f(a) < f(b) pour x < a; en répétant le raisonnement pour
a, x et y au lieu de a, b et x, on voit que f(x) < f(y).

2° La condition est suffisante. Supposons f continue et strictement monotone
(par exemple, strictement croissante) dans I; f(I) est connexe, donc est un inter-
valle, et comme f est strictement croissante, f est une application bijective de I
sur f(I). En outre, I'image par f d’un intervalle ouvert dans I est un intervalle
ouvert dans f(I); donc (IV, p. 5, prop. 5), f est un homéomorphisme de I sur

S@.

Remarque. — Lapremiére partie deladémonstration précédente établiten fait qu’une
application continue et injective de I dans R est strictement monotone; d’aprés la seconde
partie, on voit que foute application injective et continue f d’un iniervalle I dans R est un
homéomorphisme de 1 sur f (I).

§3. LE CORPS DES NOMBRES REELS

1. La multiplication dans R

La topologie de la droite rationnelle Q est non seulement compatible avec la
structure de groupe additif de Q, mais aussi avec sa structure de corps. En effet, la
fonction xy est continue au point (0, 0) de Q@ x Q, car pour tout entier n > 0,
les relations |x| < 1/n, [y| < 1/nentrainent |xy| < 1/n? < 1/n; d’autre part, pour
tout nombre rationnel a # 0, la fonction ax est continue au point x = 0, car pour

. . 1
n entier >0, la relation |x| < 2] entraine |ax| < 1/n. Cela montre que xy est

continue en tout point de @ x Q (III, p. 49).

Pour montrer que 1/x est continue dans Q%, on va établir, de fagon plus
précise, qu’elle est uniformément continue (pour la structure additive) dans le
complémentaire d’un voisinage arbitraire V de 0. En effet, on a

L 1] _lx—4
x oy |y

il existe un entier m > 0 tel que, pour tout x € {V, |x| > 1/m; si x et y sont deux

points de GV tels que |x — y| < 1/m?n, on a donc

< 1/n.

I’image par la fonction 1/, de tout filire de Cauchy sur Q* (relatif a la
structure uniforme additive) auquel 0 n’est pas adhérent, est encore un filtre de
Cauchy (pour la structure uniforme additive). Donc (111, p. 56, prop. 7):
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ProrositioN 1. — Les fonctions xy et 1/x, définies respectivement dans Q x Q et Q*,
se prolongent par continuité d R x R et R* respectivement, et définissent sur R une struc-
ture de corps topologique commutatif. Muni de cetle structure, R est appelé le corps des nombres
réels.

Toutes les propriétés des corps topologiques établies dans III, p. 54 & 56,
sont naturellement applicables; en particulier, toute fonction rationnelle de n
variables réelles, & coefficients réels, est continue en tout point de R" ot1 son dénomi-
nateur n’est pas nul.

2. Le groupe multiplicatif R*

On sait (ITI, p. 55) que la topologie induite sur R* par celle de la droite numé-
rique est compatible avec la structure de groupe multiplicatif de R*; comme R¥*
est ouvert dans P'espace localement compact R, R* est un groupe topologique
localement compact (1, p. 66, prop. 13), donc complet (111, p. 22, cor. 1; cela résulte
aussi de III, p. 56, prop. 8); bien entendu, cette derniére propriété se rapporte
a la structure uniforme multiplicative de R¥, et non 2 la structure uniforme induite
sur R* par la structure uniforme additive de R.

La fonction xy applique I’ensemble @ , x Q , dans Q ,, donc elle applique
R, x R, dans R, (I, p. 9, th. 1); en d’autres termes, le produit de deux nombres
réels positifs est positif. Les formules (—x)y = —xy, (—x)(—y) = xy montrent alors
que le produit d’un nombre positif et d’un nombre négatif est négatif, et que le
produit de deux nombres négatifs est positif; on en tire la relation

M [xy| = ]|
(qu’on pourrait déduire par prolongement de la méme relation dans Q x Q).
Six>0,y>0, onaxys#0, donc xy > 0; de méme, si x <0,y > 0,
xy < 0;six < 0,y < 0, xy > 0. En particulier, si x # 0, 2 > 0; une somme de
carrés de nombres réels ne peut étre nulle que si chacun de ces nombres est nul.
Six > Oety < z(resp.y < z),onaxy < xz (resp. ¥y < xz); autrement dit,
une homothétie de rapport >0 conserve [’ordre dans R; comme (—x)y = —xy, une
homothétie de rapport <0 change 'ordre de R en 'ordre opposé.
Six >0, I/x >0, car x.(1/x) =1 >0;si 0 <2<y, onaaxy>0, puis
x.(l/xy) < y.(1/xy), c’est-a-dire 1/y < 1/x; Papplication x> 1/x de Pensemble
R* des nombres réels > 0 sur lui-méme est sirictement décroissante.

On voit de méme que la fonction 1/x est strictement décroissante dans }<—, O(, d’oi1

résulte que la fonction p est strictement décroissante dans chacun des intervalles

- a
(< alet)a —(
Il résulte de ce qui précede que R*% est un sous-groupe du groupe multiplicatif
R*; en outre, la relation d’ordre x < y est compatible avec la structure de groupe
multiplicatif de R¥, autrement dit ce dernier est un groupe totalement ordonné (A,

VI, §1).
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Le fait que le produit de deux nombres réels positifs soit positif peut encore
s’exprimer en disant que R est un corps ordonné (A, VI, § 2); et on a vu en Algébre
(loc. cit.) que toutes les propriétés qui préceédent sont communes aux corps ordonnés.

Prorosttion 2. — Le groupe multiplicatif R* des nombres réels #0 est un groupe
topologique isomorphe au produit de ses sous-groupes R% et Uy, = {—1, +1}.

Posons, pour x # 0, sgnx = lz—l (signe de x); la fonction sgn est un homo-

morphisme de R* sur Uy; onax = |x|.sgn x, et cette décomposition de x en un
produit d’un élément de R% et d’un élément de U, est unique; donc la structure
de groupe de R* est le produit de celles de R% et de U,. D’autre part, Iapplica-

. . . A X .
tion x> |x| est continue, et il en est de méme de xr>sgnx = o] puisque
x # 0; d’out la proposition.

On étend la fonction sgn a R tout entier en posant sgn 0 = 0.

On verra au chap. V (V, §4, n° 1, th. 1) que le groupe topologique R% est
isomorphe au groupe additif R, ce qui achévera de déterminer la structure du groupe
topologique R¥.

3. Racines n-i¢mes

Soit # un entier >0 quelconque; de la relation 0 < x < y, on déduit, par ré-
currence sur 7, que 0 < &™ < y"; autrement dit, la fonction x > x" est strictement
croissante pour x > 0; elle est évidemment continue en tout point, donc (IV, p.
g, th. 5) c’est un homéomorphisme de R, sur un intervalle I; d’autre part, comme
x = 1 entrafne 2"~ 1 > 1, donc 4™ > x, I n’cst pas borné, et par suite I = R .
On désigne par ™ ou Vx, et on appelle x puissance 1/n ou racine n-iéme de x,
la valcur pour x > 0 de Papplication réciproque de x> x™ (pour n = 2, 3, on dit
racine carrée, racine cubique; pour n = 2, on écrit V/x au lieu de Vx). Le nombre
positif 1™ est donc défini comme 'unique solution positive de I’équation

(2) yr=x (x> 0).

En particulier, on voit qu’il existe un nombre réel x tel que ¥? = 2, alors qu’aucun
nombre rationnel ne posséde cette propriété; on retrouve donc de cette maniére
que la droite rationnelle Q n’est pas un espace complet.

L’application x > 21" de R, sur lui-méme est strictement croissante et continue.
D’apres (2), ona 0" = 0, 1¥* = | et en outre

(3) (xy)t/m = xtimytin,
ce qui montre que x > x'/" est un automorphisme du groupe topologique R*%.

Dans V, §4, n° 1, nous généraliserons ce résultat en obtenant fous les automor-
phismes du groupe multiplicatif R¥ .
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§4. LA DROITE NUMERIQUE ACHEVEE

1. Homéomorphie des intervalles ouverts de R

ProrosiTioN 1. — Tous les intervalles ouverts non vides de R sont homéomorphes & la
droite R.
Considérons d’abord un intervalle ouvert borné I = Ya, b( (a < b). Posons,

pourxel, f(x) = —( ! L

e + x———Z) Cette fonction est continue et strictement

croissante dans I, car on a vu que e est strictement décroissante dans J<—, b (

- b

et strictement décroissante dans } a, —(. Il en résulte que f est un homéo-

x—a
morphisme de I sur un intervalle f(I) de R (IV, p. 9, th. 5); f(I) n’est borné ni
supérieurement, ni inférieurement, car si on avait par exemple f(x) < ¢ quel que

. . . b—x
soit x € I, on en tirerait, puisque b — £ > 0, 1 — T S ¢(b — x), d’ou contra-

diction dés que x est suffisamment voisin de 4 (en vertu de la continuité des deux
membres, qui sont des fonctions rationnelles, au point 4). Donc f(I) = R, ce qui
établit que tout intervalle ouvert borné est homéomorphe a R. Soit g Papplication
réciproque de f; elle applique tout intervalle ouvert illimité de R sur un intervalle
J contenu dans I et ouvert par rapport a I. Puisque I est ouvert dans R, J est lui-
méme ouvert dans R; comme il est borné, il est homéomorphe a R, ce qui dé-
montre que tout intervalle ouvert illimité est homéomorphe & R.

Remarque. — Pour démontrer que tous les intervalles ouverts bornés sont homéo-
morphes entre eux, il suffirait de remarquer que, pour a # b, ' # ¥, il existe un
homéomorphisme de R sur lui-méme, de la forme x> ax + B (et un seul) qui
applique a sur a’ et & sur &/, donc tout intervalle ouvert (resp. fermé, semi-ouvert)

d’extrémités a, b, sur un intervalle ouvert (resp. fermé, semi-ouvert) d’extrémités
a’, b’ ce que le lecteur vérifiera facilement en calculant o et .

2. La droite achevée

On va maintenant définir, par adjonction de deux nouveaux éléments & R, un
espace topologique R tel que tout homéomorphisme de R sur un intervalle
ouvert borné I de R puisse se prolonger en un homéomorphisme de R sur Pinter-
valle fermé ayant mémes extrémités que I.

Pour cela, soit R ’ensemble obtenu par adjonction a R (E, II, p. 30) de deux
éléments qu’on notera respectivement — o, +co. On prolonge 2 R la structure
d’ordre de R, en posant —oo<a, a< + oo pour tout aeR, et —aww< +o0; il
est clair qu’on a ainsi un ensemble totalement ordonné, dont la structure d’ordre
induit sur R la structure d’ordre de la droite numérique. En second lieu, con-

sidérons sur R la topologie engendrée par ensemble des intervalles ouverts de R ;
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comme la trace sur R d’un intervalle ouvert de R est un intervalle ouvert de R,
cette topologie induit sur R la topologie de la droite numérique.

DérintrioN 1. — On appelle droite numérique achevée Uensemble R muni de la structure
d’ordre et de la topologie ainst définies.

Lorsqu’on raisonne sur la droite achevée R, il est souvent commode, par un abus
de langage, d’appeler encore ses points nombres réels; les points de R (auxquels ce
nom était réservé jusqu’ici) sont alors dits nombres réels finis. Nous adoptons cette con-
vention dans ce paragraphe et dans les irois suivants; chaque fois que nous 'adopterons
par la suite, nous signalerons expressément a quelle partie du texte elle s’étend.

Si a est un nombre réel fini, les intervalles (g, + oo et J— co, a) (resp. Ja, + oof et
)— 0, af) de R sont contenus dans R et identiques aux intervalles de R désignés
jusqu’ici par les notations (g, —{( et J<—, a} (resp. }a, —( et }«<—, a(); ces nouvelles
notations sont beaucoup plus fréquemment employées. De méme R est identique &
Pintervalle J— oo, 4+ oo de R; on le désigne parfois par cette notation.

ProrostrioN 2. — Tout homéomorphisme f de R sur un intervalle Ya, b{ se prolonge en
un homéomorphisme f de R sur (a, bY; si_f est une fonction croissante, f est un isomorphisme
de la structure d’ordre de R sur celle de (a, b).

En effet, soit d’abord f un homéomorphisme croissant. Si on prolonge f a
R en posant f(—o0) = a, f(+©) = b, il est immédiat que f est une application
strictement croissante (donc bijective) de R sur (g, ). Elle applique donc tout
intervalle ouvert de R sur un intervalle ouvert par rapport 2 (g, 5), donc est un
homéomorphisme de R sur {4, 4}, en vertu de la déf. 1, et de la prop. 5 de IV,
p- 5.

Si f est décroissant, on appliquera ce qui précéde a I’homéomorphisme
croissant x > —f(x) de Rsur }—b, —a (.

Toutes les propriétés de I'intervalle {a, ), obtenues au § 2, qui ne font inter-
venir que la structure d’ordre et la topologie de cet intervalle, se transportent donc

a R, d’out les propositions suivantes:
Prorosition 3. — La droite numérique achevée est compacte.

11 existe donc (II, p. 27, th. 1) une structure uniforme et une seule compatible

avec la topologie de R; cette structure est isomorphe 4 la structure uniforme induite
sur (a, 8) par la structure uniforme additive de R. Mais il faut remarquer que la

structure uniforme induite sur R par celle de R (structure qui est compatible avec la
topologie de la droite numérique) rn’est pas la structure uniforme additive de R; car pour
cette derniére R est un espace complet, alors que R n’est pas un sous-espace complet de

R, puisque R n’est pas fermé dans R.
ProrostTion 4. — Toute partie non vide de R posséde une borne supérieure et une borne
inférieure.
La borne supérieure (resp. inférieure) d’une partie non vide A de R se note
sup A (resp. inf A). On a évidemment
) inf A < sup A.
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SiA < B,sup A < supBetinfA > infB (E, III, p. 10, prop. 4).

PROPOSITION 5. — Pour qu’une partie A de R soit connexe, il faut et il suffit que A soit un
intervalle.

COROLLAIRE. — La droite numérique achevée est un espace connexe et localement connexe.

PROPOSITION 6. — Pour qu’une application f dans R d’un intervalle I de R soit un homéo-
morphisme de 1 sur f (1), il faut et il suffit que f soit strictement monotone et continue dans 1;

J (L) est alors un intervalle de R.

Enfin, les fonctions sup(x, y) et inf(x, y) sont continues dans R x R.

3, L’addition et la multiplication dans R

Remarquons d’abord que la fonction — x se prolonge par continuité 4 R, suivant
les formules — (+ ) = —~co0 et —(—0) = +c0; la fonction ainsi prolongée est
encore un homéomorphisme de R sur lui-méme.

En second lieu, considérons les fonctions x» + y et xy, définies dans R x R, &
valeurs dans R; si on considére qu’elles prennent leurs valeurs dans I’espace

topologique R, nous allons voir qu’on peut aussi les prolonger par continuité en
certains points de R x R.

En ce qui concerne ¥ + y, posons A’ = }—o0, + ®}, A" = (—o0, +cof; on
a la proposition suivante:

ProrosiTioN 7. — La fonction x + y peut éire prolongée par continuité & chacun des
ensembles A’ x A’, A" x A", suivant les_formules

) {x+(+oo)=(+oo)+x=+oo (x # —o0)

x4+ (—0) = (—0) +x= -0 (x # +00).

Montrons par exemple que, lorsque (x,y) tend vers le point (g, +0o0)
(@ # —o0), en restant dans R x R, x + y tend vers + co. En effet, il existe un
nombre fini b < a4, et Vintervalle } b, + o) est un voisinage de a dans R; quel que
soit ¢ fini, les relations ¥ > b,y > ¢ — b entrainent x + y > ¢, ce qui montre que
% + y est aussi voisin qu’on veut de + oo lorsque (x, y) est assez voisin de (@, + o).
On raisonne de méme dans les autres cas.
Par contre x + y #’a pas de limite aux points (— oo, + ) et (+ 00, — ) deR x R;
eneffet,six 4 yavait unelimite £ (finie ou infinie) lorsque (x, ) tend vers (- c0, — o)
en restant dans R x R, il en résulterait que, pour tout a fini, la fonction (¥ + a) — x
tendrait vers & lorsque x tend vers 4 0 en restant dans R, ce qui est absurde, puisque
(x + a) — x = a, et que a est arbitraire.
La fonction ¥ + y applique A’ x A’ (resp. A” x A”) dans A’ (resp. A"). C’est
donc une loi de composition dans A’ (resp. A”) qui prolonge 'addition dans R; en
vertu du principe de prolongement des identités (I, p. 53, cor. 1), cette loi est
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commutative et associative; 0 est élément neutre pour cette loi; le seul élément de A’ non
simplifiable (A, I, p. 15) est + oo, d’apres les formules (2).
Si x,y, z, t sont des points de R tels que x < yetz < f,onax + z <y + ¢
lorsque les deux membres de cette inégalité sont définis.
On notera que, dans R, la relation x < y n’entraine x + z < y + z que lorsque

z est fini, d’aprés les formules (2) ; on vérifie aisément que les relations x < yetz < ¢
entrainent encore x + z < y + ¢ lorsque les deux membres de cette inégalité ont un

sens.
On pose encore, dans R, x* = sup(x, 0), x~ = sup(—x, 0), |#| = sup(x, —=x);
onadonc (+00)* = (—w)” = +00, (+0)” = (—0)* =0,

|+oo] = |~o0| = +oo.

Les sommes x* — x~ et x* -+ x~ ont un sens quel que soit x € R, et valent donc
respectivement x et |x| d’aprés le principe de prolongement des identités. En
outre, chaque fois que la somme x + y est définie, on a |x + y| < |#] + |y

On notera par contre que les formules (6) et (7) de IV, p. 2, peuvent cesser
d’avoir un sens pour certaines valeurs de x et y dans R; par exemple, pour x = — o0,
y = 0, on a sup(x,y) = 0, mais la somme x + (y — x)* n’est pas définie, car
(g =" = +oo.
Désignons maintenant par R* le complémentaire de 0 dans R; analogue de
la prop. 7 pour la multiplication est la suivante:

PROPOSITION 8. — La fonction xy peut étre prolongée par continuité & I ensemble R* x R*,
suivant les_formules

x.(+oo)=(+oo).x={+oo six >0

— o0 six <0
(%) _ (=00 six >0
#o(=0) = (—o0).x = +o  six<O.

Nous laissons au lecteur la démonstration de cette proposition, qui est ana-
logue a celle de la prop. 7.

On voit de méme que xy n’a pas de limite aux points (0, + c0), (+ 00, 0),
(0, —o0), (—0,0) de R x R.

La fonction xy est une loi de composition dans R*, prolongeant la multiplication
dans R¥*; cette loi est associative et commulative (principe de prolongement des
identités) ; elle admet 1 pour élément unité; les éléments non simplifiables dans R*
sont -+ oo et —oo.

Six <yetz>0,onaxz < yzlorsque les deux membres de cette inégalité
sont définis; lorsque le produit xy a un sens, il en est de méme de |x|.|y|, et on a
lxy| = |#]-l9]-

Enfin, la formule de distributivité

4) x(y + z) = xy + x2
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est encore valable, en vertu du principe de prolongement des identités, lorsque
toutes les opérations qui figurent aux deux membres sont définies.

On notera que le premier membre de (4) peut avoir un sens sans que le second
soit défini; il suffit de considérer par exemplelecasoll s = + o0,y =2,z = —1. 11
faut donc n’user qu’avec précaution de la formule de distributivité dans R.

Enfin, pour toute > 0, la relation |x| > ¢ entraine [1/x] < ¢, donc la fonction
1/x, définie dans R*, a pour limite O lorsque x tend vers + oo ou — o ; elle se pro-
longe donc par continuité a R*,

§ 5. FONCTIONS NUMERIQUES

1. Fonctions numériques

Derinrrion 1. — Les applications d’un ensemble E dans la droite numérique sont appelées
Sonctions numériques (ou fonctions réelles) définies dans E.

N

Par un abus de langage analogue & celui signalé dans IV, p. 14, nous ap-
pellerons fonctions numériques définies dans E, dans ce paragraphe et dans le suivant, les
applications de E dans R; les applications de E dans R seront appelées fonctions
numériques finies.

Si f et g sont deux fonctions numériques définies dans E, la relation f < g est
par définition équivalente & « quel que soit x € E, f(x) < g(x) »; cette relation est
une relation d’ordre dans I’ensemble RE des fonctions numériques définies dans E.
En outre, R, ordonné par cette relation, est un ensemble réticulé; en effet, si fet g
sont deux fonctions numériques, la fonction numérique % telle que, pour tout
xeE, h(x) = sup(f (%), g(x)), est la plus petite des-fonctions numériques qui sont
ala fois >f et >g; conformément aux notations générales, on désignera cette
fonction (qui est la borne supérieure de fet g dans RE) par la notation sup(f; g);
de méme, la fonction numérique égale a inf( f(x), g(x)) pour tout x € E, sera
notée inf( £, g).

On remarquera que sup(f;, g) est P'application composée de Iapplication
(u, v) > sup(u, v) de R x R dans R, et de I"application x — ( f(x), g(x)) de E dans
R x R. On a une propriété analogue pour inf( f, g).

Une fonction numérique f définie dans un ensemble E est dite majorée (vesp.
minorée) dans E, si f(E) est une partie majorée de A" = (— 00, + oo (resp. une
partie minorée de A’ = J— 0, + o0}); f est dite bornée dans E si elle est 2 la fois
majorée et minorée, c’est-a-dire si f (E) est une partie bornée de R (rappelons que
toute partie de R est bornée).

Toute fonction bornée est donc finie; la réciproque est inexacte comme le montre
Pexemple de la fonction 1/x dans R% = )0, + oof.
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2. Fonctions numériques définies dans un ensemble filtré

Prorosition 1. — Soient f et g deux fonctions numériques, définies dans un ensemble E,
Jiliré par un filtre . St limg f et limg g existent, et si, pour toute partie A € F, 1l existe
x € Atel que f(x) < g(x), on alimg f < limg g.

Pour établir cette proposition, nous démontrerons I’énoncé suivant, qui lui est
équivalent:

ProrosiTioN 2. — Soient f et g deux fonctions numériques, définies dans un ensemble E,
Siltré par un filtre &. St limg f et limg g exustent, et st limg f > limg g, il existe un en-
semble A € § tel que, pour tout x € A, f(x) > g(x).

Posons a = limg f, b = limg g, et soit ¢ tel que & < ¢ < a. L'intervalle
Je, + o} de R (resp. {— oo, ¢f) est un voisinage de a (resp. b); il existe donc un
ensemble M € § (resp. un ensemble N € &) tel que f(x) > ¢ pour tout xe M
(resp. g(x) < ¢ pour tout x € N); 'ensemble A = M N N appartient 2 F et on a
Jx) > ¢ > g(x) pour tout x € A.

De la prop. 1, on déduit, comme cas particulier, le théoréme suivant:

TrforkME 1 (principe de prolongement des inégalités). — Soient f, g deux fonc-
tions numériques, définies dans un ensemble X, filtré par un filtre §. Si limg f et limg g
existent, et si f < g, on a aussi limg f < limg g.

Remarque. — Sion a en particulier f(x) < g(x) pour tout x € E (ou seulement pour
tous les points d’un ensemble du filtre &), on peut en conclure, d’aprés le th. 1, que
limg f < limg g; mais il ne faudrait pas croive qu’on puisse en déduire Pinégalité plus précise
limg f < limg g. Par exemple, si on prend pour E ’ensemble N des entiers naturels,
filtré par le filtre de Fréchet, etsi f(n) = 0, g(n) = 1/n,onaf(n) < g(n) quel que soit
n, mais lim f(n) = lim g(n) = 0.

n-—» 0 n-—> ©
D’une maniére plus imagée, on peut dire qu’on perd en précision lorsqu’on passe a
la limite dans une inégalité siricte.
TatorimMe 2 (théoréme de la limite monotone). — Soient E un ensemble ordonné, A
une partie de . filtrante a droite.r Toute fonction numérique monotone | définie dans A
posséde une limite suivant A (I, p. 49); si f est croissante (vesp. décroissante), cette {imite
est égale a la borne supérieure (vesp. inférieure) de Uensemble f(A) = R.

Supposons par exemple que fsoit croissante, et soita = sup f(A).Sia = — 0,
le théoréme est trivial. Si @> o0, pour tout b < g, il existe x € A tel que
b < f(x) < a; donc, si S, est la section de A relative a x (ensemble des y > #, cf.
I, p. 38), f(S,) est contenu dans le voisinage } b, + o0} de a, d’otr le théoréme.
Démonstration analogue lorsque f est décroissante.

COROLLAIRE. — Pour qu’une fonction numérique croissante (resp. décroissante), définie

1 Cet énoncé suppose implicitement que la relation d’ordre dans E est notée x < y. Si cette rela-
tion est notée x(c)y, ot (6) est un certain signe ou groupe de signes caractéristique de la relation
envisagée, il faut remplacer, dans I’énoncé, les mots «filtrante a droite » par « filirante pour la
relation (o) ».
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dans une partie filirante A d’un ensemble ordonné E, ait une limite finie suivant A, il _faut
et 1l suffit qu’elle soit majorée (resp. minorée) dans A.
Si on applique le th. 2 au cas ot A = E = N (ordonné par la relation <),

on a la proposition suivante:
PropostTiON 3. — Toute suite monotone de nombres réels a une limite dans R.

En particulier, toute suite croissante (resp. décroissante) de nombres finis
converge vers un nombre réel fini si elle est majorée (resp. minorée), vers + oo
(resp. —oo) dans le cas contraire. Par exemple, la suite des entiers positifs con-
verge vers -+ co.

C’est ce fait qui est & I'origine de la notation lim #, pour désigner la limite d’une
suite (I, p. 48). o

De méme, toute suite d’entiers (p,) strictement croissante converge vers -+ co, car

on voit, par récurrence, que p, = po + n quel que soit z.

3. Limites 3 droite et & gauche d’une fonction d’une variable réelle

Soit A une partie non vide de R, et ¢ # — oo un point de R adhérent 4 I'ensemble
B = AN [(—w,a{. Lensemble B est filtrant pour la relation <, et son filtre des
sections & est identique a la trace sur B du filtre des voisinages de « dans R.

DErFINITION 2. — Soit f une fonction définie dans la partie A de R, & valeurs dans un

espace topologique E. Une limite de f suivant le filtre &, si elle existe, s’appelle limite a

gauche de f au point a, relativement d A, et se note lim S (%), ouf(a—) lorsque E
A

XA, X<Ay, X E
est séparé.

by

On définit de méme, lorsque a # +o est adhérent & Densemble
AN)a, +x©), une lmite d droite (51 elle existe) de f au point ¢ qu’on
note lim S (x), ou fa+) lorsque E est séparé.

A

XA, X>0A, XE
Le th. 2 de IV, p. 18 entraine immédiatement la proposition suivante:
PROPOSITION 4. — Soient A une partie de R, a # — oo un point adhérent & Iintersection
A N (o0, al ;sifest une fonction numérique monotone définie dans A, elle a une limite a
gauche f(a—) au point a, relativement @ A,

4. Bornes d’une fonction numérique

Derintrion 3. — Soit f une fonction numérique définie dans un ensemble E; on appelle
borne supérieure (vesp. borne inférieure) de f dans une partie non vide A de E, et on note
sup f(x) (resp. inf f(x)) la borne supérieure (vresp. borne inférieure) dans R de [’ ensemble
xeA xcA

S @A)
En particulier, si A est une partie non vide de R, on a
(1) sup A = sup «.

xe€A
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11 est souvent plus commode d’utiliser la notation du second membre pour
désigner la borne supéricure de A.

Le nombre a = sup f(x) est caractérisé par les deux propriétés suivantes:
xeA

1° Quel que soit x € A, f(x) < a.

20 Quel que soit b < a, il existe x e A tel que b < f(x) < a. _

Les nombres sup f(x) et inf f(x) appartiennent & adhérence de f(A) dans R.
x€Ah xeh

On a inf f(x) < sup f(x); pour que ces deux nombres soient égaux, il faut et il
x€A xehA

suffit que f soit constante dans A.

Pour qu’une fonction numérique f, définie dans un ensemble E, soit majorée
(vesp. minorée) dans une partie non vide A de E, il faut et il suffit que
sup f(x) < +00 (resp. Inf f(x) > —o0); on dit encore dans ce cas que f est
xeA xXeA
bornée supérieurement (vesp. bornée inférieurement) dans A. Pour que f'soit bornée dans

A, il faut et il suffit que | /| soit majorée dans A, donc que sup | f(x)] < + 0.
xeA
Ona

2) inf f(x) = —sup (=f(x)).

x€A xeA

Cette relation raméne toutes les propriétés de la borne inférieure a celles de
la borne supérieure; aussi ne parlerons-nous en général que de ces derniéres.

Prorosrrion 5. — Soit f une fonction numérique définie dans un ensemble E. Dans

Pensemble $(E) des parties finies de B, ordonné filtrant pour la relation <, la fonction

numérique H > sup f(x) est croissante, la fonction numérique H — inf f(x) est dé-
xeH xeHl

croissante et on a

sup f(x) = Hm (sup f(x))

xehk He®E) xeH
(3)

inf f(x)= lim (inff(x)).

xecE He®E xeH

Posons ¢(H) = sup f(x); il est clair que ¢ est croissante; elle a donc une
limite a (IV, p. l%thh. 2), et comme o(H) < sup f(x) quel que soit H,
a < sup f(x) (IV, p. 18, th. 1). Sion avait a < supx;?x), il existerait x, € E tel
que Zei S (xo), d’otr contradiction puisque cp(H)x;Ef (x,) dés que x, € H.

En particulier, d’apres (1) (IV, p. 19), on a, pour toute partie non vide
Ade R,

4) sup A = lim (sup x).

HeFA) xeH
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ProposiTION 6. — Soient f et g deux fonctions numériques définies dans E. Si f(x) < g(x)
en tout point d’une partie non vide A de E, on a

i‘iﬁf (x) < sup g(x)
it /9 < it

ProOPOSITION 7. — Soit f une fonction numérique définie dans E; si A et B sont deux
parties non vides de E telles que A < B, on a

(6) gggf (x) < i‘é%f (x).

ProPoSITION 8. — Soient f une fonction numérique définie dans E, et (A,), 1 une famille
de parties non vides de E; on a
(7) sup f(x) = sup (sup f(x)).

xe\J A, tel xed,
el

(3)

Ces propositions sont des cas particuliers de E, ITI, p. 11, prop. 6 et 7 et cor.
de la prop. 5.

Soit fune fonction numérique définie dans un ensemble produit E; x E,j si

A, est une partiec non vide de E,, on notera sup S (x4, x5)_1a borne supérieure
X9 € Ag

dans A, de la fonction numérique xg —> f (x5, x5) définie dans E,. De la prop. 8,
on déduit en particulier:

ProvositioN 9. — Soit fune fonction numérique définie dans un ensemble produit E; x Eo.
Quelles que soient les parties non vides A; de B, A, de Eg, on a

(8) sup fl, %) = sup (sup f(x, %)) = sup (sup flx;, 25)).

(X1, Xg) €A1 X Ag X1€Ay Xg€Ag Xp€ho Xi1€4

5. Enveloppes d’une famille de fonctions numériques

DiErINITION 4. — Soit ( f,), o1 une famille de fonctions numériques, définies dans un en-

semble E. On appelle enveloppe supérieure (vesp. enveloppe inférieure) de la famille ( f,),

et on note sup f, ou sup f, (vesp. inf £, ou inf f), la fonction numérique définie dans E,
tel 3 el L

dont la valeur en tout point x € E est sup (f,(x)) (resp. inf ( /,(x))).
tel tel
L’enveloppe supérieure de la famille ( f;) n’est autre que la borne supérieure de

cette famille dans Pensemble ordonné réticulé R® des fonctions numériques
définies dans E, ce qui justifie la notation sup f,.
L

En outre, si on munit RE de la topologie produit de celles de ses facteurs (tous
identiques &4 R), on a la proposition suivante:

ProrosTioN 10, — Dans Uespace produit RE, enveloppe supérieure sup f, d’une famille
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de fonctions numériques ( f,), <1 est la limite, sutvant [’ ensemble filtrant G(1) des parties finies
de 1, de I application H — sup f, (qui, a tout partie finie H de I, fait correspondre
teH

Penveloppe supérieure de la sous-famille finie (f),cq).
Cela résulte aussitot de la prop. 5 de IV, p. 20, et de I, p. 51, cor. 2.
On peut donc écrire

(9) Szléfx) J. = lim (supf).

HeFD el
DermeTioN 5. — Une famille ( f,), <1 de fonctions numériques, définies dans un ensemble
E, est dite uniformément majorée (vesp. uniformément minorée) dans ¥, s°il existe un nombre
fni a tel que f.(x) < a (resp. fi(x) = a) quels que sotent x € E et e 1. La famille
() est dite uniformément bornée dans ¥ si elle est a la fois uniformément majorée et uni-
Jormément minorée dans E.

Pour que ( f) soit uniformément majorée dans E, il faut et il suffit donc que
Venveloppe supérieure de cette famille soit majorde dans E. Pour que (f,) soit uni-
formément bornée dans E, il faut et i suffit que Penveloppe supéricure de la
famille (| f,|) soitmajorée dans E (c’est-a-dire qu’il existe un nombre finia > 0 tel
que, pour tout e I et tout x € E, | f,(x)| < a).

6. Limite supérieure et limite inférieure d’une fonction numérique suivant un
filtre
Soit f une fonction numérique, définic dans un ensemble E, filtré par un filtre
®. On sait (I, p. 39) que 6 est un ensemble ordonné filtrant pour la relation >.
Considérons, pour tout ensemble X ¢ 6, le nombre réel sup f(x); on définit ainsi
xeX

une application X > sup f(x) de & dans R, qui est décroissante dans &, d’aprés la

prop. 7 de IV, p. 21. Elle a donc une limite suivant Pensemble filtrant &, d’apres
le th. 2 de IV, p. 18.

DeriNtTION 6. — On appelle limite supérieure de f suivant le filtre , et on note lim . supg_f,
ou lim.sup, e f (¥), la limite de la_fonction numérique X = sup f(x) suivant I’ ensemble
filtrant ©. wex

On définit de méme la limite inférieure de f suivant le filtre &, qu’on note
lim.infy f, ou lim.inf, g f(x).

On a donc, par déhnition
lim.supg f = Lim (sup f(x))

Xe® xeX

lim.infg f = lim (inf f(x)).

Xe® xeX

(10)

On se dispense souvent d’indiquer le filtre ® dans les notations, et on écrit simple-
ment lim.sup f, ou lim.sup, f(x), ou lim.sup f(x), lorsqu’il ne peut en résulter de
confusion.
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D’apreés les formules (10) et le th. 1 de IV, p. 18,0n a
(11) inf f(x) < lm.infg f < lim.supg f < sup f(x).
xeB xeB
D’apres IV, p. 18, th. 2, on peut aussi écrire
lim.supg f = Inf (sup f(x))
Xe@® xeX
lim.infg f = sup (inf f(x)).
Xe®

xeX

(12)

On peut d’ailleurs remplacer, aux seconds membres des formules (10) et (12),
le filtre ® par une quelconque de ses bases B.
D’aprés (2) (IV, p. 20) et (10), on a

(13) lim.infy f = —lim.supg (—f),

ce qui permet de n’étudier que les propriétés de la limite supérieure.

TutorEME 3. — La limite supérieure d’une fonction numérique f sutvant un filtre  est
égale & la plus grande valeur d’adhérence de f suivant ©.
En effet, soit »# une valeur d’adhérence de f suivant ®; pour tout
X € 6, b est adhérent 4 f(X), donc b < sup. f(x), ce qui entraine, d’apres (12),
X €

b < lim.supg f = a.
D’autre part, soit V un voisinage ouvert quelconque du point ¢ dans R; il
existe X, € & tel que, pour tout X € ® contenu dans X,, on ait sup f(x) € V;
xeX

comme V est ouvert, on en déduit que f(X) rencontre V; donc a est une valeur
d’adhérence de f suivant ®, ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 1. — Pour que lim.supg f = lim.infy £, il faut et il suffit que f ait une
limite suivant le filtre & on a alors

limg f = lim.supg f = lim.infg 1.

En effet, comme R est compact, pour que la base de filtre (&) ait un point
limite, il faut et il suffit que I’ensemble de ses points adhérents se réduise & un
point (I, p. 60, corollaire).

COROLLAIRE 2. — Si 9 est un filtre plus fin que &, on a
im.infy f < lim.infy £ < lim.supg f < lim.supg f-

En effet, toute valeur d’adhérence de fsuivant 9 est aussi valeur d’adhérence
de fsuivant & (I, p. 49).

En particulier, si limg f existe, on a

lim.infg f < limg f < lim.supg f.
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CoROLLAIRE 3. — Soit A un ensemble du filtre & et soient &, le filtre induit sur A
par &, fu la restriction de f & A; on a
lim.supg, fa = lim.supg f.

En effet, tout point adhérent a la base de filtre £(®) est adhérent a la base de

filtre f,(®,), et réciproquement.
En raison de ce fait, lorsque f n’est définie que sur une partie A de E appartenant
a ®, on écrit souvent lim.supg f, au lieu de lim.supg fa, par abus de langage.

ProrosrrioN 11. — Soient f et g deux fonctions numériques définies dans un ensemble filtré
E. La relation f < g entraine

(14) {hm.supf < lim.sup g

lim.inf f < lim.inf g.
C’est une conséquence immédiate des relations (12) (IV, p. 23).

Lorsque E est un espace topologique, et & le filtre des voisinages d’un point a de E,
on écrit lim.sup f(x) (resp. lim.inff(x)) au lieu delim.supg f (resp. lim.infy f);
X-a X*Q
on a évidemment
(15) im.inff(x) < f(a) < lim.sup f(x).
X—>qQ xX—=>a
Plus généralement, lorsque E est un sous-espace d’un espace topologique F, et

6 la trace sur E du filtre des voisinages d’un point ¢ € E, on écrit lim.sup f(x)
x—>a,xch

(resp. lim.inf f (x)) aulieu delim.supg_f (resp.lim.infg f); onditquelim. sup. f®

xXx—a,xck x—a,x el
est la limite supérieure de f (x) lorsque x tend vers a, en restant dans E. Lorsque E est le
complémentaire de {a}, on remplace, dans ces notations, « x € E » par «x # a».
Si A est une partie de E telle que a € A, on a (IV, p. 23, cor. 2)
lim.inf f (x) < lim.inf f(x) < lim.sup f(x) < lim.sup f(x)

x=a,xek Xoa, X€A X>a, X€ A x—a,xch
Si V est un voisinage de a dans F, on a (cor. 3)
lim.sup f(x) = lim.sup f(x).
x—a, x e VNE X+a, xR

Autrement dit, les notions de limite inférieure et de limite supérieure, en un point
d’un espace topologique, ont, comme celle de limite, un caractére local.

Enfin, lorsque & est le filtre de Fréchet sur N, la limite supérieure (resp. in-
férieure) suivant & de ’application n —> u, de N dans R se note lim.sup %, (resp.
n— o

lim.infu,) et s’appelle limite supérieure (vesp. limite inférieure) de la suite de nombres

n~» O
réels u,,.
La relation lim.sup #, = a € R est donc équivalente 2 la suivante: quel que soit

n—+w
e > 0, il existe un entier n, tel que, pour toutn = ng, #, < a + &, et, pour une infinité
de valeurs de n, u, = a — &. On traduit de méme la définition de la limite supérieure

d’une suite lorsqu’elle a pour valeur + o0 ou - co.
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Etant donné une suite ( f,) de fonctions numériques définies sur un ensemble
E, on désignera par lim.sup f, (resp. lim.inff,;) la fonction numérique dont la
N> 0 n—+«

valeur, en un point quelconque x € E, est lim.sup f,(x) (resp. lim.inff,(x)).
D’apres (10) (IV, p. 22) et (12) (IV, p. 23), on a
{hm sup f, = inf (sup Sm) < lim (sup S

n-—- o neEN mzn

lim.inff, = sup(inff,) = hm(lnf S

U—» o neN m2n N0 M2n

(16)

les limites étant prises dans Vespace produit RE. Pour que la suite ( f,) ait une lmite

dans RE, il faut et il suffit que lim.sup f, = lim.inf £, (IV, p. 23, cor. 1 et I,
-5 00 n— o

p. 51, cor. 1). "

7. Opérations algébriques sur les fonctions numérigques

Soient f et g deux fonctions numériques définies dans un ensemble E; si la somme

f(x) + g(x) (vesp. le produit f(x) g(x)) a un sens quel que soit x € E, on notera
encore f + g (resp. fg) la fonction numérique x> f(x) + g(x) (resp.
x> f(x) g(x)). De méme, si 1/ f(x) a un sens quel que soit x € E, on notera 1/f
la fonction x > 1/ f(x).

Cette derniére fonction est donc définie lorsque f ne prend pas la valeur 0;
lorsque f prend ses valeurs dans Pintervalle (0, + ) (resp. dans {— 0, 0}), on peut
encore considérer que 1/ f(x) est partout défini en posant 1/0 = +oo (resp.
1/0 = —o0); la fonction 1/ f sera encore définie dans ce cas.

Supposons E filtré par un filtre &, et que limg f et limg g existent; si, d’'une
part, lafonction f + g (resp. fg,resp. 1/ f) est définie, et si, d’autre part, ’expression
limg f + limg g (vesp. lim & f.limg g, resp. 1/limg f) a un sens, alors limg( f + g)
(resp. limg fg, resp. limg(1/ f)) existe et est égale & cette expression, en vertu de la
continuité de la fonction x + y (resp. xy, resp. 1/x) aux points ot elle est définie.

PrOPOSITION 12, — Soient f et g deux fonctions numériques définies dans un ensemble E,
et A une partie non vide de E.

1° On a
(17) sup (f(x) + g(x)) <§ggf (x) + sup g(x)
(18 - i‘iﬁf (x) + ;ng g(x) < sup (f(x) + g(x))

lorsque les deux membres de ces inégalités sont définis.
20 87 f(x) et g(x) sont =0 pour tout x € A, on a

(19) sup (f(x)g(x) < i‘iﬁf () -sup g(x)
(20) i‘iﬁf <x)'ir§£ glx) < sup (f(x)g(x))

lorsque les deux membres de ces inégalités sont définis.
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3° 8 f(x) = O quel que soit x € A,
(21) sup (1/£ (%) = 1finff(x)
(en posant 1/0 = + o).

Soit en effet H une partie finie quelconque de A; si x, est un des points de H
ol f + g prend sa plus grande valeur, on a

S o) + &%) < sup f(x) + sup g(x);
xell xeH
d’autre part, si x; est un des points de H ot f prend sa plus grande valeur, on a
Sx1) + g(x) > sup f(x) + inf g(x);
xeH xeH
donc
sup f(x) + inf g(x) < sup(f(x) + g(x)) < supf(x) + sup g(x).
xeH xeH xeH xeH xeH
Les inégalités (17) et (18) en résultent, en appliquant la prop. 5 de IV, p: 20
et le th. 1 de IV, p. 18. Démonstrations analogues pour les autres inégalités.

COROLLAIRE 1. — Soient f une fonction numérique définie dans E, et k un nombre réel.
Ona

(22) sup (f(x) + &) = & + sup f(x)
lorsque les deux membres sont définis, et, pour k = 0,

(23) sup (kf (%) = k-gggf (%)

lorsque les deux membres sont définis.

COROLLAIRE 2. — Sotent fy et f5 deux fonctions numériques définies respectivement dans
des ensembles E; et Ey; quelles que soient les parties non vides Ay < By, Ag < Eg, on a

(24) LS (Ale) + () = sup file) + sup ()

(X1, x2)€A; X Ag

lorsque les deux membres sont définis; si f, et [, sont >0 dans Ay et Ay respectivement, on a

(25) sup (f1(x1) falxa)) = xfg& Ji(x1) -xilelngz(xz)

(X1, x2)€EA; X Ag

lorsque les deux membres sont définis
C’est une conséquence du corollaire précédent, et de IV, p. 21, prop. 9.

En particulier, si A et B sont deux parties de R telles que I’ensemble A + B
des sommes x + y (x € A, y € B) soit défini, on a

(26) sup(A 4+ B) = sup A + sup B
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si le second membre a un sens. De méme, si A et B sont deux parties de (0, + o),
ona

(27) sup AB = sup A.sup B
lorsque les deux membres ont un sens.

ProposrtioN 13. — Soient f et g deux fonctions numériques définies dans un ensemble filtré
E.

1° On a
(28) lim.sup(f + g) < lim.supf + lim.sup g
(29) lim.sup f + lim.infg < lim.sup(f + g)

lorsque les deux membres de ces inégalitds sont définis.

20 8i fet g sont 20 dans E, on a
(30) lim.sup fg < (lim.sup f)(lim.sup g)
(31) (lim.sup f)(lim.inf g) < lim.sup fg
lorsque les deux membres de ces indgalités sont définis.

3° 81 f > 0dans E,
(32) lim.sup(1/f) = 1/(Jim.inf /)
(en posant 1/0 = + o0).

Ce sont des conséquences de la prop. 12 (IV, p. 25) et des relations (10)
(IV, p. 22).
COROLLAIRE 1. — Soient f et g deux fonctions numériques définies dans un ensemble filtré
E. 87 lim g existe, on a

(33) lim.sup(f + g) = lim.supf + lim g
lorsque les deux membres sont définis, et
(34) lim.sup fg = (lim.sup f)(lim g)

lorsque les deux membres sont définis, et que f et g sont = 0.

COROLLAIRE 2. — Soient f et g deux fonctions numériques définies dans un ensemble filtré
E.S lim f = 400, lim.infg > —co, et sif + gestdéfinie,ona lim( f + g) = + oo,
St lim f = + oo, im.inf g > O et i fg est défini, on a lim fg = + co.

§6. FONCTIONS NUMERIQUES CONTINUES
ET FONCTIONS NUMERIQUES SEMI-CONTINUES

1. Fonctions numérigues continues

En dehors des propriétés générales des fonctions continues & valeurs dans un
espace topologique quelconque (I, p. 8), les fonctions numériques continues
possédent les deux propriétés fondamentales suivantes:

TutoriME 1 (Weierstrass). — Soif f une fonction numérique définie et continue dans un
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espace quasi-compact non vide E. Il existe au moins un point a € E tel que f (a) = sup f(x),
xeR

et au moins un point b € E tel que f(b) = inf f(x).
xeB

En effet, f(E) est compact (I, p. 62, th. 2), donc fermé dans R; par suite
J(E) contient ses bornes.

On énonce souvent ce théoréme en disant qu’une fonction numérique continue dans
un espace quasi-compact non vide y atteint ses bornes.

COROLLAIRE. — 87 une fonction numérique f, définie dans un espace quasi-compact non
vide B, est continue et finie dans E, elle est bornée dans E.

TriorEME 2 (Bolzano). — Soit f une fonction numérique définie et continue dans un
espace connexe E. St a et b sont deux points quelconques de B, et o un nombre réel appartenant
a Uintervalle fermé de bornes f (a) et f (b)), il existe au moins un point x € E tel que f (x) = o

En effet, f(E), qui est connexe (I, p. 82, prop. 4), est un intervalle de R
(IV, p. 15, prop. 5), et par suite contient I'intervalle fermé de bornes f(a) et

J®)-

On exprime souvent cette propriété en disant qu’une fonction numérique continue
dans un espace connexe ne peut passer d’une valeur & une autre sans passer par toutes les
valeurs intermédiaires.

Cette propriété n’est d’ailleurs nullement caractéristique des fonctions continues;

on peut donner des exemples de fonctions définies dans un espace connexe, discon-
tinues en tout point, et qui la possédent (IV, p. 55, exerc. 2).

2. Fonctions semi-continues

Soit f une fonction numérique définie dans un espace topologique E; pour que f
soit continue en un point ¢ € E, il faut et il suffit que: 1° quel que soit le nombre
réel htel que b < f(a), il existe un voisinage V de a tel qu’en tout point x € V, on
aith < f(x); 2° quel que soit le nombre réel £ tel que £ > f(a), il existe un voisi-
nage W de « tel qu’en tout point x € W, on ait £ > f(x).

Les fonctions pour lesquelles une seule des deux conditions ci-dessus est remplie
jouent un role important en Analyse. De fagon précise, nous poserons la définition
suivante:

Dirinrrion 1. — Une fonction numérique f, définie dans un espace topologique E, est dite
semi-continue inférieurement (vesp. semi-continue supérieurement) en un point a € B, si quel
que soit h < f(a) (xesp. k > f(a)), il existe un voisinage V de a tel que h < f(x) (resp.
k > f(x)) pour tout x € V.

Une fonction numérique est dite semi-continue inférieurement (vesp. semi-continue
supérieurement) dans E, si elle est semi-continue inférieurement (vesp. supérieurement) en
tout point de E.
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Pour qu’une fonction numérique f'soit continue en un point q, il faut et il suffit
donc qu’elle soit d la fois semi-continue supérieurement et semi-continue inférieurement au
point a.

Si f est semi-continue inférieurement en un point, —f est semi-continue
supérieurement en ce point, et réciproquement; aussi nous bornerons-nous, dans
ce qui suit, a considérer les propriétés des fonctions semi-continues nférieurement.

Il est clair qu’une fonction semi-continue inférieurement dans E, est semi-
continue inférieurement dans tout sous-espace de E.

Exemples. — 1) Si en un point a, f admet un minimum relatif, c’est-a-dire s’il existe
un voisinage V de «a tel que, pour tout x € V, f(a) < f(x), f est semi-continue inféri-
eurement au point . En particulier, si f(a) = — o0, f est semi-continue inférieure-
ment au point .

2) Définissons une fonction numérique f dans R, en posant f(x) = 0 si x est
irrationnel, f(x) = 1/g si x est rationnel et égal & la fraction irréductible p/q (¢ > 0).
Pour tout z entier > 0, ensemble des nombres rationnels p/g tels que ¢ < n est fermé
et ses points sont isolés; pour tout x irrationnel, il existe donc un voisinage V de x
tel que f(y) < 1/n pour tout y € V, ce qui prouve que f est continue au point x; et
d’autre part, f admet un maximum relatif en tout point rationnel x, donc f est semi-
continue supérieurement dans R.

La condition pour que f soit semi-continue inférieurement au point ¢ peut

-1
encore s’exprimer en disant que, pour tout 2 < f(a), f(J4, + o)) doit étre un
voisinage de a.

11 suffit d’ailleurs de supposer cette condition vérifiée seulement pour une suite
croissante (h,) de nombres réels < f(a) et tendant vers f(a).

Mounissons R de la topologie dont les ensembles ouverts sont @ et les intervalles
ouverts illimités & droite de R (C’est-a-dire les intervalles Ja, + o0} pour « fini, et 'inter-

valle (—o0, + 0} = R). Pour que la fonction numérique f soit semi-continue
inférieurement au point a, il faut et il suffit qu’elle soit continue en ce point, lorsqu’on

la considére comme une application dans R muni de la topologic précédente.

ProrosiTION 1. — Pour qu’une fonction numérique f sott semi-continue inférieurement dans

-1
un espace topologique E, il faut et il suffit que, pour tout nombre fini k, f(Yk, +0}) (en-
semble des x € L tels que f(x) > £) soit un ensemble ouvert dans . (ou, ce qui

-1
revient au méme, que f ((— 0, k)) soit un ensemble fermé dans E).

-1
En effet, cette condition exprime que f(}, + c0}) est un voisinage de chacun
de ses points.
-1
Pour que f'soit semi-continye inférieurement dans E, il suflit que £ (), + o0)) soit
un ensemble ouvert dans E, pour tous les nombres réels £ appartenant & un ensemble
partout dense dans R.
COROLLAIRE, — Pour qu’une partie A d’un espace topologique E soit un ensemble ouvert
(vesp. fermé) dans E, il faut et il suffit que sa fonction caractéristique® ¢, soit semi-
continue inférieurement (vesp. supérieurement) dans E.

1 Rappelons (E, III, p. 38) que la fonction caractéristique @, d’une partie A d’un ensemble E, est
la fonction définie dans E, telle que @,(x) = 1 pour tout x € A, et gs(x) = 0 pour tout x € (A.
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-1
En effet, p,(J £, +0)) estégala @ pourk > l,aApourO <k < letakE
pour £ < 0.

TrEOREME 3. — Soit f une fonction semi-continue inférieurement dans un espace quasi-
compact non vide E; il existe au moins un point a € E tel que f (a) = inf f(x) (autrement
xek

dit, f atfeint sa borne inférieure dans L).

En effet, pour tout £ € f(E), considérons I'ensemble A, = f((—o0, £}); ces
ensembles sont non vides et forment une base de filire sur E; comme ils sont fermés
d’aprés la prop. 1, ils ont au moins un point commun ¢ (axiome (G”) des espaces
quasi-compacts (I, p. 59)). Pour tout x€ E, on a donc f(a) < f(x), d’ou le
théoréme.

COROLLAIRE. — Soit f une fonction semi-continue inférieurement dans un espace quasi-
compact non vide E; si f(x) > — oo pour tout x € E, f est minorée dans E.

On remarquera que ce théoréme, et le théoréme correspondant pour les fonctions
semi-continues supérieurement redonnent comme cas particulier le théoréme de
Weierstrass (IV, p. 27, th. 1).

ProposiTION 2. — Soient f et g deux fonctions numériques semi-continues inférieurement en
un point a € E. Les fonctions inf( f, g) et sup(f, g) sont semi-continues inférieurement au
point a. 1l en est de méme de f + g st cette fonction est définie, et de fg si fet g sont >0 et st
le produit fg est défini.

Faisons par exemple la démonstration pour f + g; les raisonnements sont
analogues dans les autres cas. La proposition est évidente si f(a) ou g(a) est égal
a4 —oo; sinon, on a f(a) +g(a) > —oo. Tout nombre fini £ < f(a) +g(a) peut
s’écrire h = r + s, ol r < f(a) ets < g(a) sont finis (il suffit de prendre s tel que
k — f(a) < s < g(a)); par hypothése, il existe un voisinage V de a tel que, pour
tout x € V, on aitr < f(x), et un voisinage W tel que, pour tout x e W, s < g(x);
il en résulte que & = r+s < f(x) + g(x) pour tout point x du voisinage V. N'W,

On voit de méme que, si f est semi-continue inférieurement en un point a, et
si f > 0, 1/ f est semi-continue supérieurement au point a.

TutoriMe 4. — Lenveloppe supérieure d’une famille (f,) de fonctions semi-continues
inférieurement en un point a € E, est semi-continue inférieurement au point a.

En effet, soit g cette enveloppe supéricure; quel que soit 2 < g(a), il existe un
indice 1 tel que & < fi(a) < g(a), puis un voisinage V de a tel que £ < f,(x) pour
tout x € V, d’ou a fortiori h < g(x) pour tout x € V.

D’aprés la prop. 2,enveloppe inférieure ’un nombre fini de fonctions semi-continues
inférieurement, est encore semi-continue inférieurement; mais il n’en est pas de méme
en général de ’enveloppe inférieure d’une famille infinie de fonctions semi-continues
inférieurement. Par exemple, pour tout nombre rationnel r, désignons par f; la
fonction égale & 0 au point r, & 1 pour tout nombre réel x # r; 'enveloppe inférieure
des f; est la fonction g égale & 0 pour tout nombre rationnel, 2 1 pour tout nombre
irrationnel (« fonction de Dirichlet »); elle n’est donc pas semi-continue inférieure-
ment aux points irrationnels.
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COROLLAIRE. — L’enveloppe supérieure d’une famille de fonctions numériques continues
dans un espace E est semi-continue inférieurement dans E.

Dans IX, §1, n° 7, prop. 7, nous montrerons que la réciproque de cette proposition
est vraie si E est uniformisable (et dans ce cas seulement) ; toute fonction semi-continue
inférieurement dans un espace uniformisable est ’enveloppe supérieure d’une famille
de fonctions continues.

ProrostrioN 3. — Soient E un espace topologique, f une fonction numérique >0 définie
dans E et semi-continue inférieurement; alors f est limite d’une suite croissante (fy),»1 de
Jfonctions semi-continues inférieurement dans E, telle que chaque f,, soit combinaison linéaire,
a coefficients >0 de fonctions caractéristiques d’ensembles ouverts dans E.

Etant donnés deux entiers £ > 1etn > 1, notons v, la fonction caractéristique
n.2"

de intervalle Jk/2", + o0} de R. Pour tout x € R, posons u,(x) = 27" z Uen (%) 3
k=1

il est immédiat que la suite (u,(x)), >, est croissante et admet x pour limite dans

R. La suite des fonctions f, = u, o f est donc croissante et converge vers f, et
n.2"

-1
Ponaf,=2" z Quge,ny O U(k, n) est Pensemble ouvert f(}£/2%, +o00)) de
k=1
E (IV, p. 29, prop. 1).

ProposiTION 4. — Pour qu’une fonction numérique f, définie dans un espace topologique E,
soit semi-continue inférieurement en un point a € E, il faut et il syffit que lim .inf f (x) = f(a)
xX—a

(ou, ce qui revient au méme, que lim.inff(x) > f(a)).
X

La condition est nécessaire. En eflet, quel que soit £ < f(a), il existe un voisi-
nage V de a tel que 2 <f(x) quel que soit ¥V, donc £ < inff (x) <lim.inf f(x)
xeV x—a

(IV, p. 23, formules (12)), et par suite f(a) < lim.inff(x). La condition est

suffisanie; en eflet, si elle est vérifiée, pour tout & < f(a), il existe un voisinage V
de a tel que £ < inf f(x), donc f est semi-continue inférieurement au point a.
xeV

PrOPOSITION 5. — Soit f une fonction numérique quelconque, définie dans une partie partout
dense A d’un espace topologique E; si, pour tout x € E, on pose g(x) = lim.inf f(y), g est
Yy-x,yeA

semi-continue inférieurement dans E.

En effet, quel que soit 2 < g(x), il existe un voisinage ouvert V de x tel que,
pour tout ze VN A, k < f(z); or V est un voisinage d’un quelconque de ses
points y; on a donc lim.inf f(z) = g(y) > & quel que soity € V, d’ol la propo-

. 2oy, 2eA
sition.

On dit que g est la fonction régularisée semi-continue inférieurement de f. On définit
de méme la régularisée semi-continue supérieurement de f.

On peut encore définir g comme la plus grande des fonctions ¢ semi-continues

inférieurement dans E, et telles que ¢{x) < f(x) quel que soit x € A. Si f est semi-
continue inférieurement dans A, g est un prolongement de f a E, d’aprés la prop. 3.
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§7. SOMMES ET PRODUITS INFINIS DE NOMBRES REELS

Comme tout point de R posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages
(IV, p. 4, corollaire), une famille (x,) de nombres réels finis ne peut étre som-
mable dans R que si ensemble des indices ¢ tels que x, # O est dénombrable (111,
p- 39, cor. 1). L’étude des familles sommables dans R est donc essentielle-
ment ramenée a celle des suites sommables. Toutefois, il arrivera qu’on ait a
considérer une famille non dénombrable (x,) de nombres réels finis, dont les
termes seront fonctions d’un paramétre ¢; il pourra se faire que cette famille soit
sommable quel que soit £, mais que 'ensemble (dénombrable) des indices ¢ tels
que x, # 0 dépende de ¢ Aussi ne ferons-nous, dans ce qui suit, aucune hypo-
theése sur le cardinal de Pensemble des indices.

1. Familles sommables dans R de nombres finis positifs

Tutorime 1. — Pour qu’une famille (x,) de nombres réels finis >0 soit sommable dans
R, il faut et il suffit que ensemble des sommes partielles finies de cetle famille soit majoré
dans R. La borne supérieure de cet ensemble est alors la somme de la_famille (x,).

En effet, pour toute partie finie H de Pensemble d’indices I, posons sg = ‘ZH X3
€

comme les x, sont >0, la relation H < H’ entraine sy < sy.. En d’autres termes,
Papplication H > sy est croissante dans Pensemble filtrant &(I) des parties finies
de I; donc (IV, p. 18, corollaire), pour qu’elle ait unc limite finie, il faut et il
suffit qu’elle soit majorée.

Remarque. — Soit (H,) une famille de parties finies de I telle que, pour toute
partie finie H de I, il existe un indice A tel que H < H, ; pour que (x,) soit som-
mable, il faut et il suffit évidemment que la famille des sy, soit majorée dans R. En
particulier, soit (x,) une suite de nombres finis >0, et posons, pour tout entier

n

Ny Sy = pzo x,; pour que la suite (x,) soit sommable dans R, il faut et il suffit que,

pour une suite d’entiers strictement croissante (), la suite partielle (s, ) soit
majorée dans R,

Exemples. — 1) Pour tout nombre g tel que 0 < ¢ < 1, la suite (¢*) (« progression
— pgnTt1
géométrique de raison ¢») est sommable dans R, car 5, = 1 g p < = q; la
somme de cette suite est lim s, = -1—1-? .
n— —

2) Solent a et & deux nombres tels que 0 €a< 1, 0 <€) < 1; la famille
(a™b™)(m,myex x ¥ €5t sommable dans R. En effet, toute partie finie de N x N est con-
tenue dans une partie de la forme (0, p) x (0, p}; etPon a

1 —@p*t 1 — pp*? 1

mZO nzo = (mZO am)(mzo b") TT1—a TT1-% s (I — a1~ b)'
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3) Pour tout entier p > I, la suite (n~?) (n > 0) est sommable, car on a
on
Sgpen = sn = 2, (20 4 B)7P < 20, (20
d’ol, en ajoutant membre & membre ces inégalités

1

Xz-n <

1 —g9t-»
4) La suite (1/z) (n > 0) n’est pas sommable dans R, car on a
iem
' 1 2" 1
Son+1l — San = kZl-Z—"'—-I-_/_C > —2n+1 = 'i

d’oti, en ajoutant membre & membre
Sgn > nf2
et le critére du th. 1 n’est donc pas satisfait.

5) Soit (I,) une suite d’intervalles ouverts non vides, sans point commun deux a
deux, contenus dans un intervalle de longueur finie /; la somme des longueurs d’un
nombre fini d’intervalles de cette famille est <! (IV, p. 5), donc la famille des
longueurs des I,, est sommable dans R, et sa somme est </.

TuioriMe 2 (principe de comparaison). — Sotent (x,),cy €t (y.), o1 deux familles
de nombres finis >0, telles que x, <y, quel que soit 1. Si (y,) est sommable dans R, il en

est de méme de (x,) et on a Z X < Z Yy.; St en outre il existe un indice X tel que x,. < ¥,
i L
on a Z %, < 2 Y.
3 t

L’hypothése entraine que, pour toute partie finie H de I, ;;I x, < L;{ U
d’ol la premitre partie du théoréme, d’aprés le th. 1; I'inégalité sur les sommes
résulte du principe de prolongement des inégalités (IV, p. 18, th. 1). Si x, < y,,

on a

Ce théoréme fournit le critere le plus fréquemment employé pour décider si
une suite (x,) de nombres positifs est ou non sommable dans R; on cherche a la
comparer & une suite (y,) plus simple, pour laquelle on sait déja si elle est sommable
ou non; §’il existe un nombre fini ¢ > 0 tel que x, < ay, pour tout 2z a partir d’un
certain rang, et si (y,) est sommable, il en est de méme de (x,); si au contraire il
existe un nombre fini b > 0 tel que x, > by, pour tout n a partir d’un certain
rang, et si (y,) n’est pas sommable dans R, (x,) n’est pas sommable dans R. Nous
verrons ultérieurement (FVR, V, §4) comment peut se faire cette recherche
des suites de comparaison dans les cas qui se présentent le plus fréquemment.

1y , . . a® .
Exemples. — 1) Considérons, pour un nombre réel fini ¢ > 0, la suite (;1_—') s soit 1y

le plus petit entier tel que a < no. Pour tout n > ng, on a

an ano a n—rg
- < .__'. -—
i Ng: \n,
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a . . fa”
et comme ¢ = < 1, la suite (g"~ ™) est sommable, donc aussi (m)
0 .

2) Soit (a,) une suite sommable de nombres positifs; comme lim a, = 0, il existe

Nn-> o
un entier n, tel que, pour n = ng, 4, < 1; par suite, pour tout n > ng, a3 < a,, ce qui
montre que la suite (a2) est sommable dans R; il en est de méme de (af) pour tout

entier p > L.
3) Soient a et b deux nombres tels quea > 1,5 > l;0ona

1 1
po LA 2(Vay"(VE)”

donc la famille (—L—) est sommable dans R.
a™ 4 b

COROLLAIRE. — S0it (%,), 1 une famille sommable dans R de nombres finis >0; pour
toute partie H de I, on a

S < Sn

teH

les deux membres n’étant égaux que si x; = O quel que soit v € GH.

2. Familles sommables dans R de nombres finis de signe quelcongue

THEOREME 3. — Soit (x,),c1 une famille de nombres réels finis. Les propriétés suivantes
sont équivalentes:

a) la famille (x,) est sommable dans R;

b) la famille (|x,|) est sommable dans R;

c) Densemble des sommes partielles finies de la famille (x,) est borné dans R.

Soit I, Pensemble des 1 eI tels que x, > 0, I, ’ensemble des 1 €1 tels que
x, < 0. Pour que la famille (x,),o; (resp. (|#,]).er) soit sommable, il faut et il
suffit que chacun des familles (x,),c1, €t (%,).er, (resp. (|%])ier, €t (|%]).c1,) le
soit (III, p. 39, prop. 2 et III, p. 41, prop. 3). Or, il revient au méme de dire
que (x,),cy, est sommable, ou que (|%,]), s, est sommable, ou que 'ensemble des
sommes partielles finies de la famille (x,),., est borné (IV, p. 32, th. 1); et la
méme assertion est valable en remplacant I, par I,. D’ol aussitot le théoréme.

Le th. 3 montre que I’étude de la sommabilité dans R d’une famille de nombres
réels finis est entiérement ramenée 2 celle de la famille de leurs valeurs absolues.

Rappelons (I1I, p. 42, prop. 6) que, si (x,) et (y,) sont deux familles som-
mables de nombres réels finis, la famille (x, + y,) est sommable, et

z,_:(xn +y) = an + Zy"

En outre, si (x,) est une famille sommable de nombres réels finis, et ¢ un nombre

fini quelconque, la famille (ax,) est sommable dans R, eton a Z ax, = a.z X,
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3. Produit de deux sommes infinies

ProrosiTioN 1. — 87 les familles (%,)rer € (Yu)uenm de nombres réels finis sont som-
mables dans R, il en est de méme de la famille (%,9,) 0. menxm € 01 @
(1) (A,ugLXMx}"yu’ = (AZL x")(uezmy“)'

Toute partie finie de L. x M est contenue dans une partie finie de la forme
H x K, ol H est une partie finie de L, K une partie finie de M. Par hypothése,

il existe un nombre a > 0 tel que AEZH |#\] < aet HZK l,] < a, quelles que soient
les parties finies H et K de L et M respectivement; donc

oo [l = (2 1) (2 1) <
ce qui prouve que la famille (x,y,) est sommable dans R, d’aprés les th. 1 (IV,
p. 32) et 3 (IV, p. 34). D’aprés l'associativité de la somme, on peut écrire
(ITI, p. 40, formule (2))

5 = 305 ) = Sl ) - (5 (S )

(A,pleLxM AeL ueM peM peM

d’ol1 la proposition.

4. Familles multipliables dans R*

Dans le groupe multiplicatif R* des nombres réels finis et #0, une famille
(#.).c1 ne peut étre multipliable que si lim x, = 1 suivant le filtre des complé-
mentaires des parties finies de I (III, p. 38, prop. 1). En particulier, il ne peut
y avoir qu’un nombre fini d’indices u tels que x, < 0. Nous pouvons donc nous
borner 4 ne considérer que des familles (x,) dont tous les termes soient strictement
positifs; il est commode alors de poser , = 1 + u, ou les u, sont soumis aux con-
ditions —1<wu, < + 00 quel que soit 1. Comme tout point de R* a un systéme
fondamental dénombrable de voisinages, ’ensemble des ¢ tels que u, # 0 est
dénombrable si la famille (1 + #,) est multipliable dans R¥,

THEOREME 4. — Pour que la famille (1 + w,) soit multipliable dans R*, il faut et il
suffit que la famille (u,) soit sommable dans R.

Lemme. — 1° 8t (a;)1 <i<p €5t une suite finie de nombres >0,

@) [To+ay21+ 2a

20 St en outre a; < 1 quel que soit 1,

(3) H(l"ai)ZI".i ;e
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Ces relations sont évidentes si p = 1; elles se démontrent par récurrence sur p.

Si

p—~1 p—1
[Ta+ay>1+20,

on a
4 p=1
[l +a)>0+a)1+ 20
p p—-1 P
=1+ Zai+ap.i;al>l+lzla,
De méme, si
p—1 p=1
Ta-aw>1-20
on a
P p—1 D p—1 P
E (1—-a)=2(1-a,)1 - izlai) =1 — izlai + ap.izl a =1 — 121 a;.

Ce lemme étant démontré, remarquons que, si la famille (1 + »,) est multi-
pliable, il en est de méme des familles (1 + »") et (1 — %) puisque R* est un
groupe complet (III, p. 39, prop. 2); et réciproquement, si les familles (1 + »})
et (1 — #) sont multipliables, il en est de méme de (1 + »,) (111, p. 41, prop.
3). On peut donc se borner & considérer séparément le cas oli tous les %, sont >0,
et celui ol ils sont tous <0.

Supposons d’abord z, > 0 quel que soit . Si la famille (1 + #,) est multi-
pliable, pour tout ¢ > 0 il existe une partie finie J de ensemble d’indices I telle
que, pour toute partie finie H de I ne rencontrant pas J, on ait

1<H(1+un)<l+a;

teH

d’aprés (2), il en résulte que ZH u, < &, ce qui montre que (x,) est sommable dans
te

R en vertu du critere de Cauchy (III, p. 38, th. 1).
Réciproquement, supposons (,) sommable dans R. Pour tout ¢ tel que
0 < ¢ < 1, il existe une partie finie ] de I telle que, pour toute partie finie H de

I ne rencontrant pas J, on ait 0 < EH 4, < e Daprés (3), on a donc
te

1:1[{ (1 —u)>1—¢;maisonal+ucx ~ pour tout nombre u tel que
13

1 —
0 <u<1,donc

1< 1

veH (1 * uL) S

1 —-c¢

ce qui montre que (1 + %) est multipliable (critére de Cauchy).
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La démonstration est analogue lorsque tous les #, sont <0. Pour établir que
(u,) est sommable lorsque (1 + #,) est multipliable, on utilisera ici la formule (2),

ainsi que P'inégalité 1 — u <

T pour 0 < u < 1; pour montrer que (1 + u,)

est multipliable lorsque (u,) est sommable, on utilisera la formule (3).

Dans V, §4, I’étude topologique du groupe R* nous perinettra de donner un
autre critére de multipliabilité d’une famille dans R*; 4 Paide de la fonction loga-
rithme; nous retrouverons plus tard I’équivalence de ce critére et du précédent, au
moyen des propriétés différentielles du logarithme (FVR, V, §4, n° 3).

5. Familles sommables et familles multipliables dans R

Dans Pintervalle {0, + o) de R, Paddition est une loi de composition associative
et commutative (IV, p. 16); donc la notion de famille sommable de nombres de
cet intervalle est encore définie (ITI, p. 37, Remarque 3).

Prorosirion 2. — Toute famille (x,) de nombres réels positifs est sommable dans R. .
En effet, I'application H — s de Pensemble ordonné filtrant (1) dans R
est croissante, donc (IV, p. 18, th. 2) a une limite.

Le méme raisonnement montre que toute famille de nombres réels négatifs
est sommable dans R,

De méme, la multiplication est une loi de composition associative et commuta-
tive dans chacun des intervalles {0, 1} et {1, +0} de R; la notion de famille
multipliable est donc définie dans chacun de ces intervalles.

Prorosition 3. — Toute famille (1 + u) (resp. (1 — u,)) de nombres >1 (resp.
>0 et <1) est multipliable dans R.

Méme démonstration que pour la prop. 2.
COROLLAIRE. — Pour que le produit 1 (I + u) (resp. H (Y — w)) de nombres
=1 (resp. strictement positifs et < 1) soit égal @ + o (resp. a 0), i faut et il suffit que
S oo

En eflet, si Z u, est finie, n (1 + u,) et H (1 — u;) appartiennent & R*, et
réciproquement, d’apres le th. 4 de IV, p. 35.

Remarque. — Le théoréme d’associativité (III, p. 39, th. 2) est encore valable
quand on remplace G par R et qu’on suppose les x, > 0. En effet, cela est évident

si ZI ¥, est fini; supposons au contraire ZI %, = -+oco. Alors, pour tout ¢ fini et
Lte Le
> 0 il existe une partic finic H de I telle que Zx %, = a; soit K une partie finie de
Le

L telle que H = {JI,; comme on a s, > LelanxL pour tout A eK, on a
AeK A
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ZK 5= ZH X, > a, ce qui prouve que th s, = -+00. Nous laissons au lecteur
€ te €

le soin d’énoncer la proposition analogue pour les familles multipliables de
nombres de (0, 1} ou de (1, + o).

6. Séries et produits infinis de nombres réels

On dit simplement qu’une série de nombres réels finis est convergente lorsqu’elle
est convergente dans R.

DermNrioN 1. — Une série de nombres réels finis est dite absolument convergente si la
série des valeurs absolues de ses termes est convergente.

PROPOSITION 4. — Pour gu’une série de nombres réels finis soit commutativement conver-
gente, il faut et il syffit qu’elle soit absolument convergente.
Cela résulte en effet de I, p. 44, prop. 9 et du th. 3 de IV, p. 34.
‘ P prop P

Autrement dit, si (u,) est une suite de nombres réels finis, il revient au méme
de dire que la série de terme général u, est commutativement convergente, ou qu’elle
est absolument convergente, ou que la suite (u,) est sommable dans R. Toutes les pro-
priétés des familles sommables, démontrées dans ITL, p. 39 2 p. 42, s’appliquent
donc aux séries absolument convergentes. En particulier, si la série de terme

général u, est absolument convergente, la somme EH u, existe quelle que soit la
! ne

partie H de N; et, si (Hp) est une partition de N, on a nZO U, = Z ( z un)

p neH
(associativité des séries absolument convergentes). ’
Comme on I'a déja signalé (III, p. 43), une série de nombres réels peut étre
convergente sans étre commutativement convergente, ou, ce qui revient au méme,
sans étre absolument convergente.

Exemple. Séries alternées. — Une série définie par une suite (#,) de nombres réels finis,
est dite alternée si u, = (—1)",, avec v, > 0 quel que soit n. Montrons qu’une con-
dition syffisante pour qu’une telle série converge, est que la suite (v,) soit décroissante et

n

ait pour limite 0. En effet, si on pose 5, = Zo up, ’hypothése que (v,) est décroissante
P
entraine que

Son+1 K S2n+3 S Sop+2 N Sop

quel que soit » = 0. La suite (sp,) (resp. (sa2,4+1)) est décroissante et minorée (resp.
croissante et majorée); elle a donc une limite finie a (resp. 4), et on a b < a; comme
a—b= hm (San — San+1) = hm Uan+1 = 0, la proposition est démontrée.

Sion prend par exemple v, = 1 /n, les hypothéses précédentes sont satisfaites, donc
la série de terme général (— 1)"/n (¢série harmonique alternée ») est convergente;
on a vu (IV, p. 33) que la série de terme général 1/n (« série harmonique ») n’est pas
convergente, donc la série harmonique alternée n’est pas absolument convergente.
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Rappelons (II1, p. 43, prop. 7) que, si (u,) et (v,) sont deux séries conver-
gentes de nombres réels finis, la série (4, + v,) est convergente, et

n§0 (”n + vn) = n§0 Up + n§0 Uns

de méme, si la série (u,) est convergente, la série (au,) est convergente, quel que

[ee] o0
soit le nombre fini g, et S au, = a. S Uy
n=0 n=0

Enfin, si les séries (u,) et (v,) sont convergentes, et si u, < v, quel que soit 7,

on a n§0 U, < n§0 v,, d’apreés le principe de prolongement des inégalités (IV, p.
18, th. 1).

I1 faut noter que, si on suppose la série (v,) convergente mais non absolument
convergente, et si |u,| < [0,| pour tout z, on ne peut nullement en conclure que la
série (u,) soit convergente, comme on le voit en prenant u, = |z,|.

On dit simplement qu’un produit infini de nombres réels finis et #0 est
convergent §'il est convergent dans R* ; sa valeur est donc un nombre fini et non nul.

DErINTTION 2. Un produit infini de facteur général 1 + u, est dit absolument con-
vergent st le produit de facteur général 1 -+ |u,| est convergent.

PropostTION 5. — Pour qu’un produit infint de nombres réels finis soit commutativement
convergent, il _faut et il suffit qu’il soit absolument convergent.
Cela résulte de III, p. 44, prop. 9 et du th. 4 de IV, p. 35.

De plus, pour que le produit de facteur général 1 + u, soit absolument con-
vergent, il faut et il suffit que la série de terme général u, soit absolument convergente.

Un produit de nombres réels 50 peut éire convergent sans étre commuta-
tivement convergent, ou, ce qui revient au méme, sans étre absolument conver-
gent.

Exemple. — Sionprend, pourn = 2, ug, 1 = — 1/n, 4z, = 1/n,le produit (1 + u,)
n’est pas absolument convergent, puisque la série (u,) n’est pas absolument con-
vergente; mais, comme

2n n 1 2n+1 1 IT:I 1
Hoava=1(0-5) Hosw-(-m7) (-7
il résulte du th. 4 que le produit est convergent, et a pour valeur
2 1
(-5
En outre, il faut observer que la convergence de la série de terme général u,
West ni nécessaire mi suffisante pour que le produit de facteur général 1 + u, soit
convergent (voir IV, p. 60, exerc. 21 et 22).
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§ 8. DEVELOPPEMENTS USUELS DES NOMBRES REELS

1. Valeurs approchées d’un nombre réel

DeérinrrioN 1. — Etant donné un nombre € > 0, on dit qu’un nombre réel r est valeur
approchée & < prés d’un nombre réel x, si |x — r| < ;7 est dit valeur approchée par défaut
SLT < X, par excés i T = X.

Soit A une partie partout dense de R; pour tout x € R, et tout ¢ > 0, il existe
une valeur approchée de x a € prés par défaut (resp. par excés) appartenant a A,
car Pintervalle Jx — ¢, x( (resp. )&, ¥ + ¢() contient un point au moins de A, Si
on considére maintenant une suite sirictement décroissante donnée (e,) de nombres
>0, fendant vers 0, et si r, € A est une valeur approchée de x 2 ¢, pres, la suite
(r,) a pour limite x lorsque 7 croit indéfiniment.

Dans le cas ol A est un sous-groupe du groupe additif R, et qu’on astreint les
€, & appartenir 4 A, on peut définir canoniquement, pour tout x € R, une suite
(r,) de valeurs approchées par défaut de x, appartenant a A.

En effet, d’aprés I'axiome d’Archimeéde (IV, p. 6, th. 1), I’ensemble des
entiers p tels que pe, < x a un plus grand élément p,; autrement dit, il existe un
entier p, et un seul tel que
(1) pnsn < X < (pn + l)sn'

Comme |x — p,e,| < &, pre, est une valeur approchée de x & ¢, prés par
défaut et appartient & A d’aprés ’hypothése; de méme (p, + 1)e, est une valeur
approchée de x a ¢, prés par exces, appartenant a A, et les deux suites (f,z,) et
((pn + 1)e,) ont pour limite x.

2. Développements des nombres réels relatifs & une suite de base

On va se borner a étudier le cas ol ¢, = PR (d,) étant une suite strictement
n

croissante d’entiers tels que d, = 1, et que d,, soit un multiple de d,, _, pourn > 1.

q . .
On posera a,, = 7 " (n > 1):c’est un entier > 1. Dans ce cas, la suite des valeurs
n—1
approchées par défaut r,, = % est croissante: en effet, p, est le plus grand entier tel
n
Dn

que < ¥; mais on a

n
pn—l pn—lan £x < _pn—l + 1 =pn—1an + Ay

dn-l B dn dn-—l dn
d’olt anpp_1 < pn < @upp_1 + a,, et par suite 7,_; < 7, < x On pose
(2) Do = Gufn-1 + Uy

etona0 <y, < a, ce qui équivaut 2 0 < u, < a, — 1, puisque u, est entier.
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On en tire
n

u u
3 Y, = _ 2 k
() n rn 1+dn p0+kzldk
et, comme x = lim 7,

n— K
o0
u

4 X = n,
( ) pO + n=1dn

La série qui figure au second membre de (4) et dont x est la somme, est
appelée le développement de x relatif é la suite de base (d,). Tous les coeflicients u, sont
>0; p, est, par définition, le plus grand entier p tel que p < x; on Pappelle pariie
entiére de x, et on le désigne souvent par la notation [x].

3. Définition d’un nombre réel par son développement

Réciproquement, donnons-nous un entier ¢, et une suite (v,) (n > 1) d’entiers
tels que 0 < #, < a, — 1, et cherchons §’il existe un nombre x dont le développe-
ment (4) soit tel que p, = qo, 4, = v, quel que soit n. Si ce nombre existe, il est
Un

A

Pour tout entier m > 0, on a (principe de comparaison)

SeoSw-io S (111
n=m+1

n=m+1d_n n=m+1 dn dn—l dn dm

[ee]
unique, étant égal a ¢, + Z
n=1

et les deux membres extrémes ne sont égaux que si v, = @, — 1 pour toutn > m

Un

(IV, p. 33, th. 2). Donc la série de terme général 7

est convergente; en outre,

0

six + z Zn, on a
= haras-}
qo n=1dn

1
S = o + z—<x<5m+3—
m

et on ne peut avoir ¥ = s, + - que siv, = a, — 1 quel que soitn > m. Comme
m

s, est une fraction de dénominateur 4, la valeur approchée r,, de x a 1/d,, pres par

défaut est égale a s, ou a 5, + Tsetee dernier cas ne peut se produire que si
m

v, = a, — 1 pour tout n > m. Nous sommes ainsi amenés a distinguer deux cas:
1° 11 existe une nfinité de valeurs de n telles que v, < a, — 1: la série

0
v . . ;
go + Z d~" est alors identique au développement de sa somme .
n=104,
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2° Il existe un entier m > 0 tel que v, = a, — 1 pourn > m,etv, < a, — 1

00

. . v .
(sim > 0); alorslasomme x de la série ¢ + z - est égale au nombre rationnel
n

=1d,
S v, 1
(5) 2+ 2. Tt

qui est de la forme k/d,, (k entier) ; le développement de x est identique a la série (5),
dont tous les termes d’indices >m sont nuls; on dit qu'un tel développement est
limaté, La série

o0 o0

(6) 90+n212_:=40+n21%+

n n=m+1 dn

a, — 1

est appelée le développement impropre du nombre x.

Inversement, soit x un nombre rationnel qui peut se mettre sous forme d’une
fraction de dénominateur d, pour une valeur de z; soit m le plus petit entier tel
que x soit de la forme k/d,, (£ entier);onar, < x pourn < m,etr, = x, doncle
développement de x est de la forme (5), et x a un développement impropre, donné
par la formule (6); ce développement impropre est d’ailleurs unique.

Pour qu’un nombre rationnel, mis sous forme irréductible p/g, soit égal a une
fraction de dénominateur d,, il faut et il suffit que ¢ divise d,, (le nombre m sera alors le
plus petit entier n tel que ¢ divise d,). Il peut se faire que tout nombre rationnel ait cette
propriété (pour un n convenablement choisi): il faut et il suffit pour cela que tout
entier >0 divise un d,; ce sera par exemple le cas si d, = n!. Si les d, ont cette pro-
priété, pour qu’un nombre soit rationnel, il faut et il suffit que son développement
relatif 4 la suite (d,) soit limité.

En résumé, 4 toute suite s dont le premier terme ¢, est un entier quelconque, et

dont le terme v, (n > 1) esttel que 0 € v, < @, — 1, correspond un nombre réel

0

égal a gy + 2 %; si I, désigne l'intervalle (0, 4, — 1) de N, on définit ainsi une

n=1

o0
application ¢ de E = Z x 1—11 I, sur la droite numérique R; en outre I’équation
n=

o(s) = %, ou x € R est donné, a une solution si x n’est pas une fraction de dé-
nominateur d, (pour un n convenable), et deux solutions dans le cas contraire.

4. Comparaison des développements

La connaissance des développements de deux nombres réels distincts x, y, permet
de déterminer si ¥ < yousix > y.

< o0
. u .
En effet, soient x = p; + Z Y = qo + Z % Jes développements de
n=1 dn n=1 dn
xety. Sipy, < gp,onax <y,car

boSx<po+1<gqy<y.
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Plus généralement, supposons que p, = ¢, €t %, = v, pour 1 < n < m, mais que
Uy < Up3 sl

n n '

Uy 47

tn = — Sy = -
n ﬁo + Iczl dk n go T kzldk’

1 .
on ar, =35, pour n < m, et, comme u, + 1 < vy, 7, + 7 < §p; mais
m

1 .
T < X <7y +5 < 5, <y, donc on a encore x < y. Autrement dit, ’ordre de x
dn,

ety est le méme que celui des deux premiers termes distingts de leurs développements respectifs.

Il en résulte que, si py = ¢ et u, = v, pour # < m, les m premiers termes du
développement de tout nombre z appartenant a I'intervalle fermé d’extrémités x
et y sont les mémes que ceux des développements de x et y.

. Si on munit Z et les

On remarquera aussi que, dans ce cas, on a jy — x| < y
m-1

intervalles I, de la topologie discréte, on peut donc dire que Papplication ¢ définie ci-
dessus est continue dans Vespace produit E.

5. Développements de base a

Les suites de base les plus importantes sont celles ou 4, = a”, @ étant un entier
>1; on dit alors que & est le nombre de base (ou simplement la base) des développe-
ments correspondants. Pour les calculs numériques manuels, on emploie les
développements de base 10, qui sont dits développements décimaux; dans les calculs
sur ordinateurs, on utilise le plus souvent les développements de base 2 (dits
développements dyadiques).

Pour représenter les valeurs approchées par défaut r, d’un nombre x > 0,
dans son développement de base a, on se sert du symbolisme suivant: on désigne
chaque entier # tel que 0 < u <a— 1 par un signe particulier; si

n
Tn = po + kzl E’-‘, on écrit d’abord, a I’aide de ces signes, le développement de
=14

base a de I'entier positif p, = [«] (E, III, p. 40), puis on place une virgule, et on
écrit ensuite successivement les signes représentant les nombres uy, #g, . . ., %,
Si S est le symbole ainsi obtenu, on écrit souvent, par abus de langage, x = S...;
il doit &tre entendu une fois pour toutes qu’une telle relation n’est qu’une maniére
abrégée d’indiquer que le second membre est la valeur approchée de x a 1/a"

prés par défaut.
Pour les nombres négatifs, 'usage établi est différent: on écrit, dans le sym-
bolisme précédent, une valeur approchée de s’ = —x > 0, en le faisant précéder

du signe «—»; c’est donc en réalité une valeur approchée de x par excés & 1/a" pres
qu’on désigne ainsi.
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Cette maniére de faire ne laisse pas de présenter des inconvénients pour le calcul
numérique; et pour la notation des logarithmes négatifs, on adopte le méme symbo-
lisme que pour les nombres positifs, en surlignant simplement la partie entiére, pour
indiquer qu’elle est égale & Popposé du nombre écrit.

6. Cardinal de R

OnaR = | (nn + 1(, et tous les intervalles {r, » + 1( sont équipotents 2

nez
(0, 1(; comme (0, 1{ est un ensemble infini, on en conclut (E, III, p. 49, cor. 3)

que R est équipotent & Uintervalle (0, 1(. En considérant le développement dyadique
des nombres de 'intervalle {0, 1{, nous allons montrer que cet intervalle est
équipotent & P’ensemble S de toutes les suites (u,) dont les termes sont égaux a
Ooual.

Tout d’abord, il est équipotent au sous-ensemble S’ de S formé des suites (u,)
telles que u, # O pour une infinité de valeurs de z (IV, p. 42). D’autre part,
I’ensemble S” complémentaire de S’ dans S, est équipotent a I’ensemble des
développements impropres des nombres rationnels égaux a une fraction de dénom-
inateur 2*; comme ces nombres forment une partie de Q, leur ensemble est
dénombrable, donc aussi S”, Comme S’ est infini, il est équipotent ¢ S (E, 111, p. 49,
cor. 4), d’ou la proposition.

Remarquons maintenant que S est éguipotent & P(N); en effet, on définit une
application bijective de B(N) sur S, en faisant correspondre a toute partie X de
N la suite (u,) telle que u, = 0 pour n€ X, et u, = 1 pour n e {X.

Nous avons finalement démontré le théoréme suivant:

TutoriMme 1 (Cantor). — L’ensemble des nombres réels est équipotent & 1’ensemble des
parties d’un ensemble infini dénombrable.

COROLLAIRE. — L’ensemble des nombres réels a une puissance strictement supérieure d celle
d’un ensemble dénombrable.

On dit qu'un ensemble équipotent & R a la puissance du continu. D’aprés la
prop. 1 de IV, p. 13, tout intervalle non réduit & un point a la puissance du con-
tinu; le complémentaire d’une partie dénombrable de R a la puissance du con-
tinu (E, III, p. 49, cor. 4); en particulier, I’ensemble des nombres irrationnels a la
puissance du continu.



Exercices

§1

1) Sur un groupe commutatif ordonné G, on dit qu’une topologie I~ est compatible avec la
structure de groupe ordonné de G si elle est compatible avec la structure de groupe de G et
si Pensemble G, des x = 0 est fermé pour I .

a) Soient.J une topologie séparée compatible avec la structure de groupe ordonné de G, et
soit G le complété de G (pour ); dans le groupe G, 'adhérence P de G, est telle que
y — x € P soit une relation de préordre compatible avec la structure de groupe de G.

b) Soit 6 un nombre irrationnel; on considére dans Q2 la relation d’ordre pour laquelle
Pensemble des éléments positifs est formé de (0, 0) et des couples (x, y) tels quey — 0x = 0.
Pour cette structure d’ordre, Q2 est un groupe totalement ordonné G, et la topologie produit
de celle de la droite rationnelle par elle-méme est compatible avec cette structure de groupe

ordonné. Mais sur G = R?, la relation y — x € P = G, n’est pas une relation d’ordre.

¢) Sur un groupe totalement ordonné G, la topologie 7 4(G) (I, p. 91, exerc. 5) est la moins
fine des topologies compatibles avec la structure de groupe ordonné (distinguer deux cas
suivant que ’ensemble des & > 0 admet ou non un plus petit élément); toute topologie sur
G, compatible avec la structure de groupe de G et plus fine que J5(G), est compatible avec
Ia structure de groupe ordonné, et pour une telle topologie, x +— &+ est continue; mais
montrer que x — x7 est uniformément continue pour J4(G), mais non nécessairement pour
une topologie de groupe & plus fine que F,(G) (voir d)).

2) a) Soit G un groupe commutatif réticulé; pour tout x > 0 dans G, on désigne par I(x)
Pintervalle { —x, x} dans G (E, III, p. 14). Pour qu’une famille non vide (c,) d’éléments
=0 de G soit telle que les intervalles 1(c,) forment un systéme fondamental de voisinages de
0 pour une topologie 7 sur G compatible avec la structure de groupe de G, il faut et il suffit
que 'ensemble des ¢, soit filtrant décroissant et que, pour tout o, il existe B tel que 2¢5 < ¢y
Lorsqu’il en est ainsi I’application x +— x* de G dans lui-méme est uniformément continue
(cf. A, VI, § 1, exerc. 14). Pour que  soit séparée, il faut et il suffit que 0 = infe,; alors 7~
est compatible avec la structure de groupe ordonné de G.
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b) Sur le groupe complétement réticulé G = ZN produit d’une infinité dénombrable de
groupes totalement ordonnés Z, il n’y a aucune topologie non discréte définie par le procédé
de a), mais la topologie produit des topologies discrétes sur les facteurs Z est compatible avec
la structure de groupe ordonné de G, séparée et non discréte.

¢) Sur un groupe totalement ordonné G, la seule topologie séparée définie par le procédé de
a) est la topologie Z5(G) (I, p. 91, exerc. 5).

9 3) Soient G un groupe commutatif réticulé, M le monoide semi-réticulé inférieurement des
ensembles majeurs de G (A, VI, § 1, exerc. 30); toute partie majorée (resp. minorée) de M
admet une borne supérieure (resp. inférieure), et G est canoniquement identifié 4 une partie
de M. On désigne par G’ le plus grand sous-groupe de M (ensemble des éléments symétri-
sables (A, I, p. 15) de M).

a) On considére sur G une topologie J~ définie par le procédé de I'exerc. 2 a); soit V,
Pensemble des couples (z, z’) de M x M tels que z — ¢y < 2" < z + ¢4; montrer que les
V, forment un systéme fondamental d’entourages d’une structure uniforme % sur M, et que
la topologie 7 déduite de % induit J sur G;siJ est séparée, % est une structure uniforme
séparée (remarquer qu’alors les éléments de M, considérés comme des parties de G, sont
fermés); en outre, ’espace uniforme M ainsi défini est alors complet. Montrer que 1'applica-
tion (z, 2’} +> z + 2z’ de M x M dans M est uniformément continue. Supposant.7 séparée,
montrer que, dans M, ensemble des majorants (resp. des minorants) d’une partie quelconque
de M est fermé pour Z (le démontrer d’abord pour I’ensemble des majorants ou des
minorants d’un élément de M, en considérant les éléments de M comme des parties de G);
Papplication (z, 2’) —inf(z, 2’} de M x M dans M est uniformément continue (méme
méthode).

b) On suppose désormais J~ séparée; 'adhérence G de G dans M est alors un groupe
réticulé complet pour la topologie induite par 7. Le groupe G est fermé dans M (remarquer
que son adhérence est un sous-groupe de M) et la topologie induite par 7 sur G” est com-
patible avec la structure de groupe ordonné de G’. Pour que G’ = G, il suffit que dans G’
tout intervalle ouvert non vide }a, &( contienne un élément de G, ce qui a toujours lieu si G
est totalement ordonné. Dans ce dernier cas, la topologie induite sur G’ par " est Z,(G’).

¢) On prend pour G le groupe ordonné Q2 produit du groupe totalement ordonné Q par
lui-méme; alors G = M = R?, muni de ’ordre produit. Montrer que sur Giln’y a que trois
topologies séparées non discrétes distinctes définies par le procédé de I’exerc. 2 a), obtenues
en prenant pour ensemble des ¢, soit Pensemble des couples (x, y) tels que x > 0,y > 0, soit
Pensemble des (x, 0) tels que x > 0, soit Pensemble des (0, y) tels quey > 0. Pour la premiére
de ces topologies, on a G = G’ bien qu’il y ait des intervalles ouverts non vides de G’ ne
contenant aucun élément de G; pour les deux autres topologies, on a G # G’. Pour ces trois
topologies, ’ensemble des éléments z > 0 de G n’est pas ouvert.

d) On prend pour G le groupe @2 muni de 'ordre lexicographique (E, III, p. 23), qui en
fait un groupe totalement ordonné non archimédien. On a alors G = G’ # M; M est
totalement ordonné mais sur M la topologie F* est distincte de la topologic To(M); G’ est
isomorphe au groupe R x @ muni de Pordre lexicographique; dans G’ le sous-groupe
H = R x {0} est ouvert et isolé, (A, VI§1, exerc. 4) mais sur le groupe quotient G’'/H, la
topologie quotient est distincte de J5(G’/H).

4) a) Soit E un ensemble totalement ordonné. Sur le Z-module F des combinaisons
linéaires formelles des éléments de E 4 coeflicients dans Z (A, I1, p. 25), on définit une structure
de groupe totalement ordonné en prenant comme ensemble F, des éléments >0 ’ensemble
formé de 0 et des combinaisons linéaires azm n(E)E # 0 telles que n(€) > 0 pour le plus grand
élément £ € E tel que n(€) # 0. Montrer que E s’identifie & une partie cofinale de F ..

b} On suppose E bien ordonné, et on considére le groupe G des applications bornées de E
dans F; on définit sur G une structure de groupe totalement ordonné en prenant pour en-
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semble G, des éléments >0 Pensemble formé de 0 et des applications bornées x de & dans ¥
telles que x(&) > 0 pour le plus petit £ € E tel que x(§) # 0 (ordre lexicographique).Montrer
que pour la topologie J4(G), G est complet; si en outre E est non dénombrable et est tel que
tout segment }<—, £) (£ € E) soit dénombrable, alors dans G toute intersection dénombrable

d’ensembles ouverts est un ensemble ouvert et tout ensemble compact est fini (cf. I, p. 105,
exerc. 4).

¢) On suppose désormais E bien ordonné, non dénombrable mais tel que tout segment
J<—, £} soit dénombrable. Pour tout £ € E, soit ¢, I’application constante de E dans E égale
a £; les ¢; forment un ensemble cofinal dans G ... Soit E, un ensemble obtenu en adjoignant a
E un élément w; sur ’ensemble H = G x E,, on considére Ia topologie 4~ engendrée par
les ensembles suivants: 1° V, pc = Ja, 8 x {E} poura < bdans Get £ e E;2°W, ;. :, défini
de la fagon suivante pour a < b dans G, £ € E tel que ¢ > sup(|a|, |6]): Wy p,¢ est formé des
(x, ) tels que a < x < b et des couples (x, {) tels que L€ E, ¢ = £ et, soit a < x < b, soit
4oy + a < x < 4e, + b. Montrer que I est séparée et que, dans H, tout ensemble compact
pour I est fini. En outre, G opére contintiment dans H par la loi (x, (g, £)) — (x + 3, {);
mais G n’opére pas proprement dans H, bien que les conditions a), 4), ¢), d) de III, p. 29,
prop. 4 soient remplies et que, pour tout couple de parties compactes K, L de H, ’ensemble
P(K, L) (III, p. 33, th. 1) soit compact.

§2

1) Un point a € R est dit adhérent & gauche 4 une partie A de R s’il est adhérent 24 A et s’il
existe un intervalle Ja, &( (a2 < &) ne contenant aucun point de A. Montrer que ’ensemble
des points adhérents & gauche & une partie de R est dénombrable (établir une correspon-
dance biunivoque entre cet ensemble et un ensemble d’intervalles ouverts, deux & deux sans
point commun). En déduire que toute partie bien ordonnée de R est dénombrable.

9 2) Une partie A de R, dénombrable et partout dense, n’est pas fermée. (Si (a,) est une
suite obtenue en rangeant dans un certain ordre les points de A, définir une suite d’intervalles
(b, ¢n) tels que b, 1 < b, < ¢, < ¢,_1 quel que soit n, et que [b,, ¢,] ne contienne aucun
point g, d’indice £ < n; conclure 4 P'aide du th. 2 de IV, p. 6). En déduire que R n’est pas
dénombrable (cf. IV, p. 44).

3) Soit (I,) une suite infinie d’intervalles ouverts non vides dans R tels que I, NI, = @
pour m # n. Montrer que le complémentaire de la réunion des I, est un ensemble parfait
(I, p. 8); en particulier, ’ensemble triadique de Cantor est parfait.

4) La somme des longueurs des intervalles contigus & 'ensemble triadique de Cantor est
égale 4 1. Définir de méme un sous-ensemble parfait et totalement discontinu A de (0, 1)
tel que la somme des longueurs des intervalles contigus & A et contenus dans (0, 1} soit un
nombre donné m tel que 0 < m < 1.

4 5) Soit / un nombre >0; on suppose qu’a tout point x € R corresponde un intervalle
ouvert I(x) de milieu x, de longueur </. Montrer que tout intervalle compact (a, b) peut
étre recouvert par un nombre fini d’intervalles I(x;), dont la somme des longueurs est
<! + 2(b — a). (On prouvera que si la proposition est vraie pour tout intervalle (g, ) tel
quea < x < ¢ ilexisted > ctel qu'elle soit vraie pour toutintervalle (4, y) tel quea <y < d).
Sil = (b — a)/n, ou n est entier =1, montrer que le résultat ne peut &tre amélioré.

4 6) a) Soit E un espace totalement ordonné non vide, muni de la topologie 94(E) (I, p. 91,
exerc. 5). Pour que E soit compact il faut et il suffit que toute partie de E admette une borne
supérieure, autrement dit que E soit achevé (E, 111, p. 71, exerc. 11). (Pour montrer que la
condition est nécessaire, raisonner comme pour le th. 3 de IV, p. 7; pour voir qu’elle est
suffisante, considérer un filtre § sur E et montrer que, si A est ’ensemble des bornes
inférieures des ensembles de §, la borne supérieure de A est un point adhérent & §).
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4) Donner un exemple d’ensemble réticulé achevé E non compact pour la topologie J,(E).

4 7) Soit E un ensemble totalement ordonné non vide, muni de la topologie F4(E).

a) Si E est connexe, montrer qu’il posséde les deux propriétés suivantes:

o) Toute partie majorée et non vide de E a une borne supérieure (si A est majoré et non vide,
B ’ensemble de ses majorants, C ’ensemble des minorants de B, montrer que BU C = E et
que B et C sont fermés).

B) L’ensemble E est sans trou, autrement dit (E, I1I, p. 73, exerc. 19) tout intervalle ouvert
Ja, b( (a < b) dans E est non vide (raisonnement du th. 4 de IV, p. 8).

b) Inversement, montrer que si E posséde les propriétés «) et 8) il est connexe. (Montrer
d’abord que tout intervalle fermé [a, b} est connexe: en supposant qu’il existe une partition
de cet intervalle en deux ensembles fermés non vides A, B et que a € A, considérer la borne
inférieure de B et monirer qu’on arrive a4 une contradiction.)

¢) Montrer que si E est connexe, il est localement compact et localement connexe, et que les
seules parties connexes de E sont les intervalles (bornés ou non).

8) Soient E et F deux ensembles totalement ordonnés, munis des topologies J,(E) et Z4(F)
(I, p. 91, exerc. 5).

a) On suppose E connexe. Soit f une application continue de E dans F. Montrer que, quels
que soient x, y dans E tels que x < y, tout z € F appartenant 4 Pintervalle fermé d’extrémités
J(x) et f(y) appartient a f (E) (utiliser Pexerc. 7). En déduire que, pour que fsoit un homéo-
morphisme de E sur £(E), il faut et il suffit que f soit continue et strictement monotone.

b) Donner un exemple d’homéomorphisme de la droite rationnelle Q sur elle-méme qui
n’est pas strictement monotone.

19) a) Soit E un ensemble totalement ordonné dénombrable et sans trou (exerc. 7).
Montrer qu’il existe une application bijective strictement croissante ¢ de E sur un des
quatre intervalles de Q d’extrémités O et 1. (Ranger en suites (a,), (,) les éléments de E et
de celui des intervalles de Q@ qui convient, et définir ¢ par récurrence.) Si on munit E de la
topologie J4(E) (I, p. 91, exerc. 5), ¢ est alors un homéomorphisme de E sur ¢(E).

b) Déduire de a) que toute partie dénombrable d’un intervalle ouvert }a, 5( de R, dense dans
cet intervalle, est homéomorphe 4 Q.

¢) Déduire de a) que pour tout ensemble ordonné dénombrable E, muni de Z,(E), il existe
un homéomorphisme strictement croissant de E sur un sous-espace de Q (plonger E dans un
espace totalement ordonné dénombrable et sans trou E’ tel que Z4(E) soit induite par T4(E’)).

10) Montrer que toute partie dénombrable de ’ensemble triadique de Cantor K, dense par
rapport & K et ne contenant aucune extrémité d’intervalle contigu & K, est homéomorphe 2
la droite rationnelle @ (utiliser Pexerc. 9).

€ 11) a) Soit E un ensemble totalement ordonné, muni de la topologie 7 (E) (I, p. 91,
exerc. 5). Si E est connexe et s’il existe une partie dénombrable partout dense A de E,
montrer qu’il existe un homéomorphisme (strictement monotone en vertu de ’exerc. 8) de
E sur un des intervalles de R d’extrémités 0 et 1, qui applique A sur Pintersection de Q etde
cet intervalle (utiliser les exerc. 9 et 7).

5) Déduire de a) que si B est une partie de R dont le complémentaire est partout dense, il
existe un homéomorphisme de R sur lui-méme, appliquant B sur une partie de I’ensemble
6Q des nombres irrationnels (considérer une partie dénombrable partout dense A de R
contenue dans (B).

¢) Dans ’ensemble R x {0, 1}, totalement ordonné par Pordre lexicographique, on désigne
par R’ le complémentaire de @ x {1}. Montrer que R’, muni de J,(R’), est localement
compact, totalement discontinu, contient un ensemble dénombrable dense Q' homéo-
morphe a Q, mais que la topologie induite sur un intervalle ouvert non vide de R’ n’admet
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pas de base dénombrable; en particulier un tel intervalle ne peut étre homéomorphe a une
partie de R.

% 12) a) Soient A un ensemble bien ordonné, I Pintervalle (0, 1{ de R; montrer que I’en-
semble E = A x I, totalement ordonné par lordre lexicographique et muni de la topologie
To(E), est connexe (exerc. 7); il y a donc des ensembles totalement ordonnés E connexes
pour J4(E) et ayant un cardinal arbitraire (cf. IV, p. 52, exerc. 7 b)).

b) On prend pour A un ensemble bien ordonné non dénombrable dont tout segment
)<, ¢) soit dénombrable; I’espace topologique E correspondant est alors appelé demi-droite
d’ Alexandroff. Montrer que pour tout intervalle (g, ) de E il existe un homéomorphisme
strictement croissant de (g, b} sur U'intervalle (0, 1) de R. (On prouvera par récurrence trans-
finie qu’il existe un homéomorphisme strictement croissant de A N (g, b) (A étant identifi¢ a
Pensemble des points (¢, 0) de E) sur un sous-espace de (0, 1)).

9 13) Soit a un nombre irrationnel > 0; pour tout nombre rationnel x, soit f;(x) le nombre
réel de Vintervalle (0, af tel que x — f,(x) soit un multiple entier de a; montrer que f, est
une application injective et continue de Q dans {0, a{. En déduire, 4 Paide de I'exerc. 9 (IV,
p- 48), qu’il existe des applications bijectives continues de Q sur lui-méme, dont P’applica-
tion réciproque n’est continue en aucun point.

4 14) Soient E un espace topologique séparé et connexe non réduit a un point, A la diagonale
dans E x E.

a) Montrer qu’il ne peut exister de partition de BA formée de deux ensembles ouverts Dy, D,
-1 -1
tels que D; = Dy et D, = D,. (Remarquer d’abord, en utilisant ’exerc. 4 a) de I, p. 114,

que pour tout x € E, D;(x) et Dy(x) sont connexes; en déduire que, si y € D;1(x), on a

D,(x) x {yg} < Dy, et montrer que cela entraine que, pour tout x € E, un des deux ensembles

D, (x), Dy(x) est vide; conclure que 'un des ensembles Dy, D, est vide, contrairement &

I’hypothése.) En déduire que, ou bien (A est connexe, ou bien A a exactement deux com-
-1

posantes connexes A, B telles que B = A.

b) On dit qu’une structure d’ordre total sur E est compatible avec la topologie 9 de E si

F(E) (I, p. 91, exerc. 5) est moins fine que . Déduire de a) que, pour qu’il existe sur E

une telle structure d’ordre total, il faut et il suffit que A soit non connexe; il y a alors ex-

actement deux telles structures d’ordre (avec les notations de a), montrer que la relation
-1

d’ordre est nécessairement (x, y) € Aou (x,y) € B = A). Montrer que les intervalles pour ces

structures d’ordre sont connexes pour J, et que ce sont les seules parties connexes de E

pour .

¢) Montrer que si E est localement connexe ou localement compact pour J, et §’il existe sur
E une structure d’ordre total compatible avec 7, on anécessairementJ = J,(E). (Lorsque E
est localement connexe, utiliser b). Lorsque E est localement compact, montrer que tout
voisinage compact d’un point x de E pour I est aussi un voisinage de x pour Z4(E), en
considérant la frontiére de ce voisinage.)

*d) Soit E le sous-espace de R? formé du point (0, 0) et de I’ensemble des couples (x, y) tels
que x > 0,y = sin(1/x); montrer qu’il y a sur E une structure d’ordre total compatible avec
la topologie induite par celle de R2, mais que cette topologie est strictement plus fine que
celle de E.

Donner un exemple d’espace séparé connexe E dont aucun point n’admet de systéme
fondamental de voisinages connexes, et sur lequel il y a une structure d’ordre total com-
patible avec la topologie de E (cf. I, p. 114, exerc. 2 b)).

€ 15 a) Soit E un espace séparé connexe tel que, pour tout x € E, ({x} ait exactement deux
composantes connexes; pour chacune de ses composantes connexes K, on a alors
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K = Ku{a (I, p. 114, exerc. 4 a)). Soient x, y deux points distincts de E, A, B les com-
posantes connexes de ({x}, A", B’ celles de ({y}. Montrer que I'un des deux ensembles A, Best
contenu dans A’ ou dans B’.

b) Soit x un point de E et soient A(xy), B(x,) les composantes connexes de ({xo}. Pour tout
X # Xxo, 1l v a une seule des deux composantes connexes de §{x} qui est contenue dans A(x,)
ou qui contient A(x,); on la désigne par A(x). Montrer que la relation A(x) < A(y) est une
relation d’ordre total compatible (exerc. 14) avec la topologie de E.

¢) Etendre la conclusion de 5) au cas ol [{x} a deux composantes connexes, sauf pour un
point a € E, pour lequel §{a} est connexe.

*d) Soit E le sous-espace de R? formé des points a = (0, 1), & = (0, —1) et des points
(x,y) tels que x # 0,y = sin(1/x). Montrer que pour la topologie & induite sur E par celle
de R2, E est connexe, que ({a} et [{b} sont connexes et que pour tout x distinct de a et de b,
C{x} a exactement deux composantes connexes, mais il n’existe pas d’ordre total sur E com-
patible avec I .,

€ 16) Soit E un espace séparé connexe, complétement irréductible entre deux points distincts
a, b, c’est-a-dire tel qu’il n’existe aucune partie connexe de E, distincte de E et contenant a
et b. Montrer que E’ = {{a, b} est connexe et que, pour tout x € E/, le complémentaire de x
dans E a exactement deux composantes connexes A(x) et B(x) telles que a € A(x), b € B(x),
a¢ B(x), b ¢ A(x). (En utilisant I, p. 114, exerc. 4 4), montrer que ({x} ne peut admettre une
partition en trois ensembles ouverts non vides.) En déduire qu’il y a sur E une structure
d’ordre total compatible avec la topologie de E (utiliser Pexerc. 15).

€ 17) Soit E un espace séparé connexe, tel que pour tout recouvrement de F formé de trois
ensembles connexes non vides et distincts de E, il y ait deux de ces ensembles dont la réunion
est différente de E.

a) Montrer que pour tout x € E, ({x} a au plus deux composantes connexes (méme méthode
que dans I’exerc. 16).

b) Montrer qu’il y a au plus deux points de E dont le complémentaire est connexe. En
outre, s’il y a deux points distincts a, b ayant cette propriété, montrer que pour tout x distinct
de a et de b, a et b appartiennent & des composantes connexes différentes de §{x}.

¢) Déduire de a) et b) qu’il y a sur E une structure d’ordre total compatible avec la topologie
de E (utiliser ’exerc. 15).

€ 18) a) Soit E un espace compact, connexe, localement connexe et irréductible entre
deux de ses points a, b (IT, p. 39, exerc. 19). Soit x un point de E distinct de « et de b.
Montrer que ({x} admet exactement deux composantes connexes et que « et b appartiennent
a des composantes connexes différentes de b{x}. (En raisonnant comme dans ’exerc. 16,
montrer d’abord que {{x} ne peut admettre plus de deux composantes connexes. D’autre part,
pour chaque voisinage connexe et fermé V de x, ne contenant ni ¢ ni b, soient Ay, By les
composantes connexes respectives de a et & dans {V; montrer qu’elles sont distinctes en
utilisant I, p. 39, exerc. 17; considérer enfin la réunion des A, (resp. des B,) lorsque V
parcourt ’ensemble des voisinages fermés connexes de x dans E). En déduire qu’il existe sur
E une structure d’ordre total telle que J4(E) soit la topologie donnée sur E (IV, p. 49,
exerc. 15 et 14 ¢)).

b) Soit E un espace compact connexe irréductible entre deux de ses points a, b. Montrer que
si E contient plus d’un constituant premier (II, p. 40, exerc. 20), 'espace E’ des constituants
premiers de E (Joc. cit.) est irréductible entre les constituants premiers de a et de b, et qu’il
existe sur B’ une structure d’ordre total telle que la topologie de E’ soit identique & Jo(E").
*Donner un exemple ou E’ est distinct de E (cf. IV, p. 49, exerc. 15 d)).,

€19) @) Soient E un espace connexe séparé, a, b deux points distincts de E tels qu’il n’existe
aucune partie fermée connexe de E, distincte de E et contenant 4 et b. Pour qu’un point x de
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E, distinct de a et de b, soit tel que ({x} soit non connexe, il faut et il suffit que pour tout
y € B{x}, il existe dans {{y} une partie connexe, fermée dans E, contenant x et I'un des points
a, b. (Pour voir que la condition est nécessaire, utiliser I, p. 114, exerc. 4 a). Pour voir que la
condition est suffisante, soit A (resp. B) ’ensemble desy € E tels qu’il y ait une partie connexe
de ({y} fermée dans E, et contenant a et x (resp. & et x) ; montrer que A et B sont ouverts non
vides et sans point commun et que ({x} = AU B.)

b) Soit E un espace compact connexe, irréductible entre deux de ses points @, & (I, p. 39,
exerc. 19). Montrer que si pour tout couple de points distincts x, y de E il existe un ensemble
compact connexe dans E, contenant y et I'un des points @, b mais ne contenant pas x, alors
il existe sur E une structure d’ordre total telle que J5(E) soit la topologie donnée sur E
(exerc. 15 et 16).

20) Dans la construction de ’exerc. 24 ¢) de 1, p. 109, on prend pour X, Uintervalle (0, 1} de
R. Montrer que les homéomorphismes de X sur lui-méme sont les mémes que les homéo-
morphismes de X, sur lui-méme, bien que la topologie de X soit strictement plus fine que
celle de X, (utiliser I’exerc. 20 &) de I, p. 103).

21) Montrer que si r > 2, il n’existe pas de groupe r fois transitif (A, I, p. 131, exerc.14)
formé d’homéomorphismes de R sur elle-méme (considérer le sous-groupe laissant in-
variants deux points de R).

*22) Soit f: R— X une application continue bijective de R sur un espace localement
compact et localement connexe X. Considérant R comme plongée dans la droite achevée R,
soit H* (resp. H™) Pensemble des valeurs d’adhérence de f lorsque x tend vers + o (resp.
vers — o).

a) Montrer qu’il n’est pas possible qu’il existe trois points g, b, ¢ dans X tels que a e H*,
beH*, ceH™, a# beta# ¢ (SiV estun voisinage compact connexe de a dans X, ne
contenant ni b ni ¢, montrer qu’il existerait une suite (¢,), .z dans R, strictement croissante et
telle que lim ¢, = +co, lim ¢, = —oco, et f(¢,) ¢ V pout tout n. En remarquant que V

no 4 o n—> -~ o
serait réunion des ensembles V N f([t,, t,41]), en déduire une contradiction en utilisant
Pexerc. 18 a) de 11, p. 39).

&) Déduire de a) que chacun des ensembles H*, H~ a au plus un élément. En déduire que
X est nécessairement homéomorphe a ’'un des cing espaces suivants: 12 R; 29 le sous-espace
de R2, réunion d’un cercle |z| = 1 et de Uintervalle (1, + oo de R; 32 le sous-espace de
R2, réunion du cercle |z — 1] = 1 et de son symétrique par rapport a 0; 42 le sous-espace de
R?, réunion du cercle |z| = 1 et de Vintervalle (—1, 1} de R; 52 le sous-espace de R?2,
réunion du cercle ||z|| = 1, du cercle | z]] = 2 et du segment (1, 2) de R. (Noter que lorsque
par exemple H* est réduit 4 un point ¢, on a lim f(t) = a.)4
i+

§3

1) Soient x un nombre réel =0, p et ¢ deux entiers > 0. Démontrer les relations

(xllp)llq = xllpq’ (xp)llq - (xllq)p’ xlipylle — (xp+q>llqp_

2) a) Surl’anneau de polynémes A = R[X], on considére la structure d’anneau totalement
ordonné pour laquelle les éléments >0 sont 0 et les polynémes #0 dont le coeflicient
dominant est >0. Montrer que la topologie Z,(A) (I, p. 91, exerc. 5) n’est pas compatible
avec la structure d’anneau de A.

b) Sur un corps ordonné K (A, VI, §2, n° 2) la topologie J5(K) est compatible avec la
structure d’anneau de K et les ensembles bornés pour cette topologie d’anneau (III, p. 81,
exerc. 12) sont les ensembles bornés pour la structure d’ordre. La topologie J,(K) est
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localement rétrobornée (III, p. 83, exerc. 22), et en particulier compatible avec la structure

de corps de K; en outre le complété KdeK pour cette topologie, qui est un corps (loc. cit.),
est canoniquement muni d’une structure de corps ordonné (IV, p. 46, exerc. 3 b)).

¢) Sur le corps K = Q(V2), considéré comme sous-corps ordonné de R, on considére la
topologie 7, transportée de la topologie produit sur Q2 par la bijection (r,y) — x + yV2.
Cette topologie est plus fine que J3(K) et compatible avec la structure de corps de K; mais
le complété de ce corps topologique n’est pas un corps.

d) Le corps K = Q(¥2), considéré comme espace vectoriel sur Q, est somme directe du
sous-espace vectoriel G’ engendré par 1 et V2 et du sous-espace vectoriel G” engendré par
V4. On considére sur G’ et sur G” les topologies induites par celle de R, sur K la topologie
produit des topologies de G’ et de G”. Montrer que J est compatible avec la structure de
groupe additif de K et est plus fine que J5(K) (quand K est considéré comme sous-corps
ordonné de R), mais n’est pas compatible avec la structure d’anneau de K.

€ 3) a) Sif est un isomorphisme du corps R sur un sous-corps de R, montrer que f est
nécessairement ’application identique de R sur lui-méme. (Remarquer que les nombres
rationnels sont invariants par f et d’autre part que f(x?) = (f(x))? = 0, donc que f est
croissant).

b) Soit K, le corps R(X) des fractions rationnelles 2 une indéterminée sur R, ordonné en
prenant comme polynémes >0 ceux dont le coefficient dominant est > 0. Soit K Pextension
algébrique ordonnée maximale de Ky. Montrer qu’il existe un automorphisme croissant f
de K tel que f(&) = £ pour £ € R et f(X) = X2 (utiliser A, VI, § 2, exerc. 15).

§ 4

1) Montrer que les intervalles semi-ouverts bornés et les intervalles fermés illimités de R sont
tous homéomorphes entre eux. Si a < b, aucun des trois intervalles Ja, b(, (4, b(; (4, b) n’est
homéomorphe a 'un des deux autres.

2) Montrer que application x —> x/(1 + |x|) est un homéomorphisme de R sur P’intervalle
ouvert J—1, 1(.

3) SoientIl’intervalle (0, 1) de R, fun homéomorphisme de I sur lui-méme tel que £(0) = 0,
Sf(1) = 1. Montrer qu’il existe une application continue g de I x I dans I telle que: 1° pour
tout xe I, g(x, 0) = x, g(x, 1) = f(x); 2° pour tout y € I, Papplication partielle x — g(x, y)
est un homéomorphisme de I sur lui-méme tel que g(0,y) = 0, g(1,y) = 1.

4) Montrer que la structure uniforme sur R induite par ’unique structure uniforme de R
est strictement moins fine que la structure uniforme additive de R.

5) Lorsque le point (x,y) tend vers (4 o, — o) en restant dans R x R, montrer que I’en-
semble des valeurs d’adhérence de la fonction x + y est identique 2 R, De méme, lorsque
(%, y) tend vers (0, 4+ ) en restant dans R x R, ’ensemble des valeurs d’adhérence de xy
est identique 2 R.

6) Montrer que toute fonction rationnelle P(x)/Q (x) & coefficients dans R, définie dans
P’ensemble des points ot Q (x) # 0, peut se prolonger par continuité aux points + o et — o0
(en prenant ses valeurs dans R).

1 7) Soit E un ensemble totalement ordonné.

a) Soit E; Vachévement de E (E, I11, p. 72, exerc. 15), ensemble totalement ordonné dont les
éléments sont les parties X de E telles que: 1°si xe X ety < x, alorsy € X; 2°si X posséde
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une borne supérieure dans E, cette borne appartient & X (condition qui équivaut a dire que
X est fermé pour F4(E) (I, p. 91, exerc. 5)); les éléments de E; sont ordonnés par inclusion.
Pour la topologie J4(E,), E; est compact (IV, p. 47, exerc. 6 a)). L’application x — }<—, x)
de E dans E, est strictement croissante et si on identifie E & son image par cette application,
E est dense dans E; et 5(E) est induite par J5(E;). Pour que E; soit connexe, il faut et il
suffit que E soit sans trou (IV, p. 48, exerc. 7).

b) Pour tout cardinal ¢, donner un exemple d’espace totalement ordonné E connexe pour
Fo(E) et tel que tout systéme fondamental de voisinages d’un point quelconque de E ait un
cardinal =c¢ (utiliser @) et la méthode de IV, p. 46, exerc. 4 b)).

¢) Avec les notations de a), soit E, le sous-ensemble du produit lexicographique
E; x {—1,0, 1}, complémentaire de I’ensemble formé: 1° des points (x, 0), ot x ¢ E; 2° des
points (x, 1) ot x € E et 'ensemble des y > x dans E a un plus petit élément; 3° des points
(¥, —1) o x € E et ’ensemble des y < x dans E a un plus grand élément. Montrer que E,,
muni de FH(E,), est compact et totalement discontinu, que E s’identifie par ’application
strictement croissante ¥ > (¥, 0) & une partie partout dense de E; et que la topologie induite
sur E par Jy(E,) est la topologie discréte.

d) Soit E/ un ensemble totalement ordonné contenant E, induisant sur E la structure d’ordre
donnée, compact pour J,4(E’) et tel que E soit dense dans E’ pour cette topologie. Montrer
qu’il existe une application surjective croissante et continue f: E’ — E; et une application
surjective croissante et continue g: E; — E’, qui se réduisent 4 ’application identique dans E.

§5

1) Soient E;, E, deux ensembles ordonnés filtrants & droite, et f une fonction numérique
définie dans E, x E, telle que, pour tout x, € Ey, Papplication x, +— f (%1, x2) soit croissante
dans E, et que, pour tout x; € E,, Uapplication x; +> f(x1, x5) soit croissante dans E,.
Montrer que, suivant le produit des filtres des sections de E; et de Eg, fa une limite dans R,
égale a sa borne supérieure.

2) a) Soient f une fonction numérique définie dans un ensemble E, A une partie non vide
de E, ¢ une fonction numérique croissante définie dans f(A). Si ¢ est continue au point
a = sup f(x), on a sup ¢(f(x)) = e(sup f(x)).

xXcA XEA x€eA
b) Soient f une fonction numérique définie dans un ensemble E filtré par un filtre &, ¢ une
fonction numérique définie dans un voisinage ouvert V de I’ensemble des valeurs d’adhé-

rence de fsuivant & Montrer que si ¢ est croissante et continue dans V, on a

lim.supg(p o f) = o(lim.supg f).
3) Soit f une fonction numérique définie dans un ensemble infini E et soit & le filtre des
complémentaires des parties finies de E. Montrer que lim.supg f est la borne supérieure de

-1
I’ensemble des nombres réels x tels que ’ensemble f((x, + o)) soit infini.

4) Soient f; ¢ deux fonctions numériques définies dans un ensemble E filtré par un filtre &.
Montrer que

lim.supg(sup( f, g)) = sup(lim.supgf, lim.supg g).

Donner un exemple d’un ensemble E filtré par un filire § et d’une famille infinie (f;) de
fonctions numériques définies dans E et telle que

sup(lim.supg f;) < lim.supg(sup fi).
13 13
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5) Soient f; g deux fonctions numériques définies dans un ensemble filtré. Montrer que si
lim g existe et est =0, on a

lim.sup fg = (lim.sup f)(lim g)

lorsque les deux membres sont définis.

6) Soit E; (resp. Eg) un ensemble filtré par un filtre &; (resp. §»), et soit f une fonction
numérique définie dans E; x E;. Montrer par un exemple que les trois nombres

lim.supg, x5,/ (¥1, ¥2), lim.supg, (lim.supg, f(x1, x3)), lim.supg,(lim.supg, (%1, x2)) sont
en général distincts.

' 7) Soit fune fonction numérique définie dans une partie fermée A de R. On désigne par

lim.sup f(x) (resp. hm sup S(x)) la limite supéricure de f(x), lorsque x tend vers un point
x—-a,xza

a€ A, en restant dans A ﬂ (e, + ) (resp. AN [(— 0, a)). Montrer que ’ensemble des
points a € A tels que lim.sup f(x) # hm sup f(x) est dénombrable. (Prouver que, pour tout

x-a,xza —a,x<a
couple de nombres rationnels p, ¢ tcls que p < g, Pensemble G, , des points a € A tels que

lim.sup f(x) < p < ¢ < lim.sup f(x)

x-ae,xza x-a,x<a

est dénombrable, en utilisant Pexerc. 1 de IV, p. 47).

8) Déduire de Pexerc. 7 qu’une fonction numérique f définie dans une partie fermée A de
R, et monotone dans A, est continue dans A, sauf aux points d’une partie dénombrable de A.

T9) Soient E un espace topologique admettant une base dénombrable, f une fonction
numérique définie dans E. Montrer que Pensemble des points x € E tels que lim  f(x)

existe et soit différente de f(a), est dénombrable (méme méthode que dans Pexerc. 7.

9 10) Soient E un espace topologique admettant une base dénombrable (U,), f une fonc-
tion numérique définie dans E; on dit que f atteint un maximum relatif strict en un point
a € E §’1l existe un voisinage V de a tel que, pour tout x€ VN A, tel que x # a, on ait
Sf(x) < f(a). Montrer que Pensemble M des points de E ou f atteint un maximum relatif
strict est dénombrable. (Considérer Pensemble des U, tels que f atteigne en un point de U,
un maximum relatif strict égal 4 sa borne supérieure dans U,; montrer qu’il existe une
application de cet ensemble sur M.)

11) Soit (u,) une suite de nombres réels > 0 telle que lim %, = 0. Montrer qu’il existe une

n-> o

infinité d’indices » tels que u, > u, pour tout m > n.

12) Soit (u,) une suite de nombres réels >0 telle que lim.inf#, = 0. Montrer qu’il existe

n-—»

une infinité d’indices n tels que #, < u, pour tout m < n.

13) Soient (u,) une suite de nombres réels finis, (e,) une suite de nombres >0, telles que

lim ¢, = 0, et que u, 1 > u, — &, quel que soit 'entier = 0. On pose ¢ = lim.infu,,
- @ n-r 0O
b = lim.sup u,; montrer que Pensemble des valeurs d’adhérence de la suite (u,) est Pinter-

n-» o

valle (q, ).

14) Soit (r,) une suite croissante de nombres finis >0, telle que limr, = + 0o0; pour tout
nombre réel fini r > 0, on désigne par N(7) le plus grand indice n tel que 7, < r. Montrer
que

N(r) N(r)

lim.sup —= = lim. sup — lim.inf —— = lim.inf —-
700 T n-w Ty r 0 r now Ty
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€/15) Soient (x,) une suite de nombres réels finis, (p,) une suite de nombres finis >0 telle

n n n 13
que lim ( Z f) = + . On pose y, = (2 b ( Z ;) pour les n tels que Z b # 0.
noo i=0 i=0 i=0 =0

Montrer que
lim.inf %, < lim.infy, < lim.supy, < lim.sup x,.
n—w N - 0

n—w n—w

Soit H une partie non vide quelconque de ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
(x,) dans R; montrer qu’on peut déterminer la suite (p,) de nombres =0 telle que

n
Iim ( Z $) = + o0, de sorte que ’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (y,) corres-
nL-w =0
pondante contienne H. (Se ramener au cas ot H est dénombrable, puis définir (p,) par
récurrence, en prenant ses termes égaux 2 0 ou a 1.)
En déduire que, pour que la suite (x,) converge dans R, il faut et suffit que, pour foute

n
suite (p,) de nombres =0 telle que lim ( Z p) = o0, la suite (y,) converge dans R.
ns+o §=0

16) Soient %, yo deux nombres réels tels que 0 < yo < xo; pour n > 0, on définit par ré-
currence deux suites (x,,), (y,) par les relations x,.1 = (% + ¥2)/2, Yp+1 = Vx4, Montrer
que les deux suites (), (y,) tendent vers une méme limite « (« moyenne arithmético-géo-
métrique » de x4 et yo) ; en outre, il existe des nombres a > 0, vy tel que 0 < v < 1, tels que
¥n = Yo < ay?" pour tout n (observer que X, 1 — Yne1 = (¥n = ¥n)*/4(%ns1 + Ynr1))-

17) Soit g une application de }0, 1y dans [— 1, 1) telle que  lim g(x) = 0. Montrer qu’il
x—=0,x>0

existe une application continue croissante g, et une application continue décroissante g; de
(0, 1) dans (=1, 1}, telles que g;(0) = £2(0) = 0 et g;(x) < g(x) < ga(x) pour 0 < x < 1.
(Pour tout entier n > 0, considérer la borne inférieure x, des x tels que g(x) = 1/n.)

18) Etendre les définitions et résultats des n°® 1 4 6 aux fonctions prenant leurs valeurs dans
un ensemble totalement ordonné E tel que E soit compact pour la topologie J5(E) (cf. 1V,
p- 47, exerc. 6).

§6

1) Soit f une application continue d’un intervalle ouvert I < R dans R; montrer que si

~1
F(I) est ouvert et si, pour tout y € R, ’ensemble f(y) a au plus deux points distincts, f est
monotone.

9 2) Soit B une base de R considéré comme espace vectoriel sur le corps @ («base de
Hamel ») ; B n’est pas dénombrable (IV, p. 47, exerc. 2). Soit ¢ une bijection d’une partie
C # B de B sur 'ensemble B. On définit une application f de R dans lui-méme en posant,

pour tout x = Z A(E)E (avec A(E) € Q, A(E) = O sauf pour un nombre fini d’éléments
teB

£EeB), f(x) =§€§C: AME)p(E). Montrer que f(x + y) = f(x) + f(y) mais que pour tout

-1
z€ R, f(z) est une partie partout dense de R, ce qui entraine que f n’est majorée ni minorée
dans aucun intervalle de R.

9 3) a) Pour tout intervalle I = R, on désigne par G(I) le groupe des homéomorphismes
de I sur lui-méme. Montrer que pour deux intervalles I, J de R non réduits & un point,
G(I) et G(J) sont isomorphes. Dans G(I}, 'ensemble F(I) des homéomorphismes croissants
est un sous-groupe distingué d’indice 2.
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5) On pose G = G(R), F = F(R). Pour tout f € G, et tout x € R, on pose
o(x;.f) = sgn(f(x) — 4).

Soit T* (resp. T~) Pensemble des fe€ F tels que o(x; f) soit constant et égal 2 1 (resp. — 1)
dans R; montrer que tout élément de T* (resp. T ) est conjugué dans F de la translation
x—>x + 1 (resp. x+—=>x — 1). (8ife T+, considérer la suite des f(0) pour ne Z.)

¢) On pose T = T* U T~ ; montrer que tout élément f' e F n’appartenant pas 4 T est pro-
duit dans F de deux éléments de T. (fcrire f = f; /2 dans F, avec f1(x) = sup(x, f(x)) et
So(x) = inf(x, f(x)); sl g est la translation x +> x + 1, fig et g7/, appartiennent 4 T.)

d) Pour que deux éléments f, g soient conjugués dans F, il faut et il suffit qu’il existe se F
tel que o(x; f) = o(s(x); g) pour tout x € R. (Considérer les composantes connexes I, de
I’ensemble ouvert des x tels que o(x;f) # 0, observer que d’aprés a), F(I,) et F sont iso-
morphes et utiliser 4).) En particulier, si (g, b) est un intervalle de R tel que

o(asf) = o(b;f) =0
pour un fe F, I’élément " de F égal & f pour x < a ou x = b, et tel que

S(x) = x + e(f(%) — %)
poura < x < b, o 0 < £ < 1, est conjugué de fdans F.

e) Soient f un élément de F, a, b, ¢, d quatre nombres réels tels que a < ¢ < b < d et
fx) —x=0pour x=a, x=08, x=¢, x=4d, o(x;f) =1 pour a < x < ¢ et pour
b < x < d. Soient o/, b’ deux nombres tels que ¢ < @’ < ¢, b < & < d; on pose J = (g, b),
J = (a’, &), et on désigne par f; la restriction de fa J, qui est un élément de F(J). Montrer
qu’il existe un homéomorphisme croissant s de J sur J’ tel que ’élément f, = sfis~* de
F(J’) soit tel que fz(x) > f~1(x) pour ' < x < b (utiliser d)).

f) Soient f un élément de F, (a, b} un intervalle de R tel que f(x) — x = O pour x = a et
x=1b, o(x;f) = —1 pour x < a et o(x;f) = -+1 pour x > b. Montrer qu’il existe un
élément g de F, conjugué de fdans F et tel que g(x) > f(x) pour tout x € R (méme méthode).
g) On désigne par H* (resp. H™) le sous-groupe distingué de F formé des fe F tels que
f(x) = xdans un voisinage de + o (resp. de — ). Montrer que H*, H™ etH = H* n H"
sont les seuls sous-groupes distingués de F distincts de F et de {e}. (Si N est un sous-groupe dis-
tingué de F distinct de F et si f€ N n’appartient pas & H*, montrer qu’il existe dans N un
élément g tel que Pensemble des x € R tels que o(x; g) = -+ 1 soit un intervalle Ja, + w0} et
que Von ait g(x) = x pour x € a. On utilisera pour cela les constructions de ¢) et f), ainsi
que b) et ¢). Pour prouver que H ne contient aucun sous-groupe distingué dans F et distinct
de H et de {e}, considérer un élément f € H distinct de ¢; soient a ¢t & les bornes inférieure et
supérieure (finies par hypothése) de Iensemble des x € R tels que o(x;f) # 0. Observer
alors que F ((a, b)) est isomorphe & T et utiliser le résultat précédent.)

k) Montrer que le groupe H est simple. (Méme méthode que pour prouver que H ne con-
tient pas de sous-groupes distingués non triviaux de F.)

4) Soient f une fonction semi-continue inférieurement dans un espace topologique E, ¢ une
fonction semi-continue inférieurement et croissante dans f(E) < R; montrer que ¢ o f est
semi-continue inféricurement dans E.

5) Soit f une fonction semi-continue inférieurement dans un espace topologique E. Montrer
que pour toute partie non vide A de E, on a sup f(A) = sup f(A).

€ 6) Soit f une fonction numérique définie dans un espace topologique E. On appelle
osctllation de f en point a € E le nombre (fini ou infini)

wla; f) = lix;l_:zupf(x) — limx.—i}:ff(x)

lorsque le second membre est défini,
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a) Montrer que x > w(x;f) est semi-continue supérieurement dans le sous-espace A des
points de E ol cette application est définie.

b) Sifest finie dans E, on 2 A = E, et pour tout point ae E

w(a;f) = lim.sup (f(x) ~ f(3)).

x,0=(a,a.
¢) Soit fune fonction numérique finie et semi-continue inférieurement dans E. Montrer que
si en un point ¢ € E, w(a;f) a une valeur finie, on a lim.inf o(x; f) = 0. (Raisonner par
x—a

I’absurde, en montrant que, dans ’hypothése contraire, il existerait des points x arbitraire-
ment voisins de a et tels que f(x) soit aussi grand qu’on veut.)

d) Pour tout nombre rationnel r = p/g mis sous forme irréductible (avec ¢ > 0), on pose
Sf(r) = g; montrer que f est semi-continue inférieurement dans Q mais qu’en tout point
reQ,on a w(r; f) =+ .

€1 7) Soient E un espace localement compact, f une fonction semi-continue inférieurement
dans E.

-1

a) Si, pour tout a < E, on a lim.sup f(¥) = + o0, montrer que 'ensemble f (+ o) est par-
x—=a

tout dense dans E (pour tout a € E et tout voisinage V de a, on définira une suite (U,) d’en-

sembles ouverts relativement compacts tels que Unsr < U, et que f(x) > n pour tout

xeUy,).
*p) Soit n+> r, une bijection de N sur ’ensemble des nombres rationnels appartenant a

(0, 1}, et soit g(x) = 1/\/[_9;1 (avec ¢(0) = + ); la fonction f(x) = _ZO 2-"p(x — r,) est

-1
semi-continue inférieurement dans (0, 1), f(+ o) est dense dans cet intervalle, ainsi que son
complémentaire (pour prouver ce dernier point, observer que la série de terme général

2-n _f; o(x — r,) dx est convergente (INT, IV, § 3, n° 6, th. 5)).,

¢) Si f est finie, montrer que I’ensemble des points x tels que w(x; f) soit finie est partout
dense (utiliser a)).

d) Montrer que I’ensemble des points de E ou fest continue ( f étant fini ou non) est partout

dense. (Se ramener au cas ol f est bornée, en remplagant f par f/(1 + | f|) exerc. 4);
observer que 1/w(x; f) est semi-continue inférieurement, utiliser a) et Pexerc. 6 ¢) de 1V,

p. 56).

8) Soient E un espace topologique, A une partie fermée de E x R. Montrer que ’applica-

tion x+>inf(A(x)) de pr; A dans R est semi-continue inférieurement. Inversement, si

f: E— R est une fonction semi-continue inférieurement, la partie B de E x R formée des
couples {x, y) tels que y > f(x) est fermée dans E x R.

€ 9) a) Soient E et F deux espaces séparés, = une application continue propre (I, p. 72)
de E dans F. Soit g une fonction numérique semi-continue inférieurement dans E. Pour
tout y € F, soit f(y) la borne inférieure de g dans I’ensemble = (y) (borne inférieure égale
a +oosi }l(y) = ). Montrer que f est semi-continue inférieurement dans E. (Utiliser le fait

que ©(E) est fermé et que pour tout y € n(E) ,Trrl () est compact et tout voisinage de;rl(_l/)

contient un voisinage saturé pour la relation d’équivalence n(x) = w(x").)

b) Soit g la fonction continue |x;x3 — 1| définie dans R x )0, + oo(, et pour tout x; € R
soit f(x;) = inf g(xy, x5); montrer que f n’est pas semi-continue inférieurement.
x9>0

10) Etendre la déf. 1 (IV, p. 28), la prop. 1 (IV, p. 29) et le th. 3 (IV, p. 30) aux fonc-
tions définies dans un espace topologique E et prenant leurs valeurs dans un ensemble



TG IV.58 NOMBRES REELS §6

totalement ordonné quelconque F. Si fet ¢ sont deux applications de E dans F, semi-continues
inférieurement en un point a, inf( f, g) et sup(f, g) sont semi-continues inférieurement au
point a. Il en est de méme de f + g si F est un groupe commutatif totalement ordonné.

Si F, muni de J4(F), est compact (IV, p. 47, exerc. 6), étendre aux fonctions & valeurs
dans F le th. 4 (IV, p. 30) et les prop. 4 et 5 (IV, p. 31).

9 11) On munit R de la topologie droite (I, p. 90, exerc. 2); pour qu’une application f d*un
espace topologique E dans R soit continue au sens de cette topologie, il faut et il suffit que f
admette un minimum relatif en fout point de E. Si on prend E = R (muni de la topologie
usuelle), montrer que ’ensemble f(E) est alors dénombrable. (Raisonnant par ’absurde,
supposons que Pintervalle («, B) N f(E) soit non dénombrable, et pour tout y € («, ), soit

Uy) = fl([y, + o)), qui est un ensemble ouvert dans R. Soit (I,,) la suite (finie ou infinie) des
composantes connexes de U(B) et pour chaque 7, soit x, € I,; pour tout y € (o, B), soit
&n(y) (resp. h,(y)) origine (resp. Pextrémité) de la composante connexe de U(y) contenant
%55 montrer que pour un 7 au moins une des fonctions g,, £, doit prendre une infinité non
dénombrable de valeurs distinctes dans (a, ), et conclure 4 'aide de ’exerc. 8 de IV, p. 54.)

12) Soit f une fonction numérique finie continue et non constante dans un intervalle com-
pact (4, b) de R, telle que f(a) = f(b) = 0; soit Z la partie fermée de (4, b) formée des x tels
que f(x) = 0, et soit ¢ la plus grande des longueurs des intervalles contigus de Z dans (a, ).
Montrer que, pour tout ¢ tel que 0 < ¢ < ¢, il existe un point x € (g, ) tel que x + t € (g, b)

et f(x + 1) = f().

13) Soit f une fonction numérique finie continue dans un intervalle compact (a, 4) de R, et
non strictement monotone. Montrer qu’il existe un point xq € )a, b( tel que pour toute > 0,
il existe dans (a, b} deux pointsy, z telsque xy — € <y < x5 < z < % + e et f(y) = f(2)-

14) Soit f une application continue de R dans lui-méme.

a) Montrer que si f est uniformément continue dans R, il existe deux nombres réels & = 0,
B = 0 tels que | f(x)] < alx| + B pour tout x € R.

b) Montrer que si f est monotone et bornée dans R, f est uniformément continue dans R.

9 15) Soient E la demi-droite d’Alexandroff (IV, p. 49, exerc. 12 b)), E’ son compactifié
par adjonction d’un point & 'infini Q. Montrer que pour toute application continue f de E

dans lui-méme, ou bienona lim f(x) = Q, ou bien il existe z € E tel que fsoit constante
x-+Q xcB
dans Pintervalle (z, —(. (Montrer que si, lorsque x tend vers Q, f admet une valeur d’adhé-

rence ¢ € E, on a nécessairement lim  f(x) = ¢; on prouvera que f ne peut avoir d’autre
x->Q,xek

valeur d’adhérence dans E’, en utilisant le fait que toute suite croissante converge dans E.
Utiliser ensuite I’exerc. 12 b) de IV, p. 49 et le fait que dans E’ toute intersection dénombrable
de voisinages de ( est encore un voisinage de €2.)

16) Soient E un espace topologique localement connexe, f une fonction numérique définie
dans E. On suppose que: 1° pour toute partie connexe A de E, f(A) est une partie connexe de

R (autrement dit un intervalle); 2° il existe dans R un ensemble partout dense D tel que pour

-1

touty € D, f(y) soit fermé dans E. Montrer que dans ces conditions f est continue. (Pour tout

Yo € D, montrer que 'ensemble des x € E tels que f(x) > y, est ouvert, en considérant les
1

composantes connexes du complémentaire de f (y,)). Montrer que la propriété ne s’étend pas
aux espaces E non localement connexes (considérer la fonction caractéristique de la com-
posante connexe d’un ensemble ouvert).
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§7

1) Soit (x,) une famille de nombres réels, appartenant tous a I'intervalle A’ = }— o0, + 00}
(resp. a lintervalle A” = (— o, + o[). Pour que la famille (r,) soit sommable dans R, il
faut et il suffit que Pune des conditions suivantes soit remplie:
a) un des nombres x, au moins est égal & + oo (resp. & — ®0);

4) Pune au moins des deux sommes Z xt, Z x[ est finie.
L ¢

Dans le premier cas, on a le = +w (resp. zxL = —o0); dans le second,
t L
le= Zx,j‘ - Zx,,‘.

2) Soit (x,) une famille de nombres réels appartenant tous 4 Pintervalle A’ (resp. A”) et
satisfaisant 4 la condition 4) de I'exerc. 1. Montrer que toute sous-famille de (x,) est sommable
dans R, et que la somme des x, est associative (cf. III, p. 39, th. 2).

3) Soit (%,)n»0 une suite décroissante de nombres finis = 0. Pour que cette suite soit sommable
dans R, il faut et il suffit que la suite (2"x2n),,>o soit sommable dans R (« critére de condensa-
tion de Cauchy »). *En déduire que la série de terme général 1/n* est convergente sia > 1,
non convergente si 0 < o« < 1.y

4) Soit (s,) une suite quelconque de nombres finis >0. Montrer que la suite

( aT+ e +a; 0T a )) est sommable dans R (mettre chaque terme de cette suite
1 2) <. n

sous forme d’une différence).

0
5) Soit (d,) une suite de nombres finis >0 telle que Z d, = + . Que peut-on dire de la
n=0
convergence des séries de terme général

dn . dn . dn . dn 2
1+d, 1 +nd,” 1+n%d,” 1+44d2°

1
6) Etablir que s = Z (1/n) est égal & + oo en montrant que s = § + 5 3 (minorer séparé-

ment, en fonction de s, la somme des termes d’indice pair et la somme des termes d’indice
impair),

7) Montrer que pour tout entier p > 1
(=D 1) - .
P T

1

8) Montrer que pour mentier >0,0na z ———— = —-—— {décomposer en éléments
nzin#m m? — p? 4m?

. . . 1
simples la fraction rationnelle ——— |-
m? — x%

9) Si la série de terme général x, est convergente dans R, montrer que l'on a

lim.inf nx, < 0 < lim.sup nx,.
n—ow n—w

€ 10) Pour qu’une série (u,) soit convergente dans R, il faut et il suffit que pour foute suite
n

croissante (p,) de nombres >0 tels que lim p, = + 0, on ait lim (( 2 Drtie) /) = 0
n—® n-» w0 k=0
(utiliser I’exerc. 15 de IV, p. 553).
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11) On considére une suite (a,) dont chaque terme est une somme d’une suite finie de
nombres réels finis
ap = bn,l + bn,z + -t bn,kn~
n-1
Pour tout couple (n, p) d’entiers positifs tels que p < £, sim = 121 ki + p,onposec, = by

Montrer que si la série de terme général a, est convergente dans R, et si
= |bna] + [bna] + -0 [bnr]

tend vers 0 lorsque n augmente indéfiniment, la série de terme général ¢, est convergente et a
la méme somme que la série de terme général a,.

€ 12) Soit (u,) une suite de nombres réels finis. Pour toute permutation ¢ de U'ensemble N,
on pose

r(n) = lo(n) — n|7§1§z [24m].

a) Si la série de terme général u, est convergente, et si lim 7(n) = 0, montrer que la série

n—- o

de terme général v, = uu(m est convergente et a méme somme. (Considérer pour de grandes

valeurs de #n la différence 2 U — Z U, et si h est le plus petit entier <n tel que o(h) > n,
k=0

remarquer que dans la diftérence precedenle, il y a au plus (k) — A termes dans chacune
des deux sommes qui ne disparaissent pas.)

b) On suppose que la série de terme général u, est convergente. Donner un exemple de
permutation o telle que lim 7(n) = 0, mais que le critére de III, p. 79, exerc. 5 ) ne soit
n—r o

pas vérifié. (Définir de fagon convenable une famille d’intervalles I;, = [, — 2k, m + 2£)
deux a deux sans point commun dans N, et prendre o tel que 6(n) = 7 lorsque n n’appartient
3 aucun des Iy, et o(n, — 25) = n, + 2, o(ng + 2j) = np — 2j pour tout ket 0 < j < k).

13) Soit (u,) une suite de nombres réels =0 tels que lim #, = 0, et Z U, = +o0. Soit (p,)

n— w
une suite strictement croissante de nombres > 0 tels que lim p, = —|— oo. Montrer qu’il existe

-
n

une permutation ¢ de N telle que, pour tout z € N, Z Ugny < Pne
k=0
9 14) Soit (u,) une suite de nombres réels finis telle que la série de terme général u, soit

convergente, mais non absolument convergente; soit s = S u,. Montrer que, pour tout
n=0

nombre s’ > s, il existe une permutation ¢ de N telle que o(n) = 2 pour les indices # tels que

=0, et ue S ustm) = s’. (Montrer par récurrence sur m qu’il y a une permutation ¢
Y m

de N telle que cm(k) = k pour tout k tel que w, > 0 et que, si on pose uf™ = u; o, il y 2 un
i

entier p,, tel que, pour k = p,, on ait |5’ — Z #™| < 1/m. En outre, 6, est tel que
om+1{k) = o,(k) pour tout £ tel que o,(k) < pm et tout £ tel que u, < —1/m.)

15) Soit (u,) une suite de nombres réels finis telle que lim #, = O et 2 ugr = ; U, = -+oo.
n

> ©

Si a et b sont deux nombres réels quelconques (finis ou non) tels que ¢ < b, montrer qu’il

existe une permutation ¢ de N telle que, si on pose s, = Z Ugae, on ait lim.infs, = a et

n— K0

lim.sup s, = b. Montrer que Pensemble des valeurs d’ adherencc de la suite (s,) est alors

n— o

Pintervalle {a, 8).
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9 16) Soit (u,) une suite de nombres réels finis telle que la série de terme général u, soit
convergente mais non absolument convergente. Montrer qu’il existe une permutation c de N
satisfaisant 4 la condition de 111, p. 79, exerc. 5 ¢), mais telle que la série de terme général
-1 DE 50it pas convergente. (Solent 4, &, m trois entiers ayant les propriétés suivantes: si
b1 posontles entiersntelsquek <n < h+ mety, > 0,onau, +---+ u, >2et
h + m < k — r; en outre quels que soient les entiers p,v tels que A + m < g < v, on a

v
an un| < 1. On pose s = m — r et on désigne par ¢y,..., ¢; les entiers n tels que
h<sn<h+metu, <0. Considérer la permutation = de Pintervalle (4, £ + s} de N
telle que n(p;) =k — i+ 1 pour 1 <i<<rw(g)=k+jpour l <j<s,nlk+j)=
h+s—j pour 1 <j<s, nfk—t+1)=h+s+i—1 pour 1 £i<r et enfin
n(n) = n pour k + m < n < k — r; montrer que 'on a

k '
l,;, U— ;Zh g~ J[ =-1.)

17) Si on pose #y, = 1/(m? — n?) pour m # n, U, = 0, montrer que
mzl(nzlumn) = — 121 (mz um,,) #0

(utiliser Pexerc, 8 de IV, p. 59).

18) Soit (1 + #,) une famille de nombres réels appartenant tous a lintervalle (0, + co(

(resp. 4 Pintervalle J0, + c0)). Pour que la famille (1 + ) soit multipliable dans R, il faut
et il suffit que Pune des conditions suivantes soit remplie:

a) un des nombres 1 + % au moins est égal 2 0 (resp. & + 0);

b) la famille (u) est sommable dans R.

19) Soit (1 + )1 une famille multipliable dans R. Pour toute partie non vide H de I, on

pose vy = LI;I[ %. Montrer que la famille (vg)gegq est sommable dans R et que I'on a

1+ g vg = g (1 + #,). Réciproque.

En déduire que pour —~1 < x < 1, nI:IO (1 + %2 = 1/(1 — x).

n
20) Soit (u,) une suite de nombres réels finis positifs telle que o > 0, etsoits, = cho 1, pour
tout z > 0. Pour que la suite (u,) soit sommable dans R, il faut et il suffit que la suite

(n/sy) le soit (appliquer le th. 4 de IV, p. 35 & la suite (1 - %)) Meéme propriété en rem-
plagant la suite (u,/s,) par (#,/s,-1).

21) On pose u, = {—1)"/4/7 pour n >2; le produit de facteur général (1 + u,) n’est pas
convergent, mais la série de terme général u, est convergente.

22) Pour n > 2, on pose Uy, _y = —1/4/n, us, = (1 + +/5)/n. Le produit de facteur
général 1 + u, est convergent, mais la série de terme général u, n’est pas convergente.
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§8

1) Six ety sont réels, on a

[x +y]l =[x+ [y] + ¢ avec e =0 ou ¢

I1

[x —y]l = [x] — [y] — ¢ avec €¢=0 ou e=1;
(2] + [ + g1 + [yl < [24] + [29];

[x]+[x+71—z]+[x+%]+---+[x-}-—n——] [nx]

2] - 1
pour n entier > 0.

2) Soit (g,) une suite strictement décroissante de nombres finis >0 tendant vers 0; pour tout
x € R, soit r,(x) le multiple de g, qui est valeur approchée de x & , prés par défaut. Afin que,
pour tout x € R, la suite (r,(x)) soit croissante, il faut et il suffit que pour tout z, €, soit
multiple entier de ¢, . 1.

3) Soit a un entier > 1. Pour qu’un nombre réel x soit rationnel, il faut et il suffit que son

développement de base a, x = py + 21 u,a™™ soit périodique, c’est-a-dire qu’il existe deux
ne

entiers ng et r > 0 tels que u, 4, = u, pour tout z = ng.

§4) Soit (u,) une suite sommable dans R de nombres >0, satisfaisant aux conditions

suivantes: u, 11 < u, etu, < kzl Uy + pour tout #n = 0. Montrer que pour tout nombre a tel

que 0 < a<<s= Zo ,, il existe une partie I de N telle que a = ;I u,. Les conditions
n= €.

précédentes sont en particulier remplies lorsque u,,; < #, < 2u,.; pour tout n; cas des
développements dyadiques.

€1 5) Pour tout nombre réel x € )0, 1}, il existe une suite infinie croissante et une seule (g,)
0
formée d’entiers >0, telles que x = 2’1 1/(q192. . - ¢,). Pour que x soit rationnel, il faut et il
n=
suffit que ¢, ,; = ¢, & partir d’un certain rang.

€ 6) Pour tout nombre réel x > 1, il existe une suite infinie (¢,) et une seule, formée d’entiers
w0

=1, telle que £+, = 2 pour toutn = let que x = H (1 + ) (utiliser I'exerc. 19 de IV,

p. 61). Pour que « soit rationnel, il faut et il suffit que #,,, = {2 & partir d’un certain rang
w

. L. .. . 1
(pour démontrer la nécessité de la condition, montrer que si on pose x, = . I;[H (1 + t—),
= X

les dénominateurs des fractions

i (mises sous forme irréductible) forment une suite
n

décroissante).

§ *7) Soit (e,)n»0 une suite de nombres égaux 4 1 ou & — 1; montrer que le nombre réel

«/2 +a1A/2+ezA/2+ e, V2
25in(g > _____80312'16"%).

k=0

est défini, et égal &
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En déduire que lim x, existe et que pour tout nombre réel x tel que —2 < x < 2, il existe
N 0

une suite (e,) telle que x soit égal a la limite de la suite (x,) correspondante; pour quelles
valeurs de x la suite (g;) est-elle unique? Pour quelles valeurs de x est-elle périodique (voir
IV, p. 62, exerc. 3)?,

8) Montrer qu’il ne peut exister d’application non constante ¢ d’un intervalle I < R dans
I’ensemble NN des suites d’entiers naturels, qui, pour tout x € I, ait la propriété suivante:
pour tout entier 7, il existe un voisinage V de x dans I tel que, pour touty € V, les n premiers
termes de la suite {(y) soient identiques aux n premiers termes de la suite {(x) (remarquer
que cela entrainerait la continuité de ¢, lorsqu’on munit chacun des facteurs N de la topo-
logie discrete, et NN du produit de ces topologies).

9) Montrer que I’ensemble triadique de Cantor K (IV, p. 9) est identique & I’ensemble des
nombres réels x € {0, 1), dont le développement de base 3 (resp. le développement impropre

de base 3 si x est origine d’un intervalle contigu a K) x = nzl 4,3~ est tel que u, # 1 pour
o0

tout n (donc #, = 0 ouu, = 2). Si on pose alors v, = u,/2 pour tout n, et f(x) = nZ1 V27",
montrer que f est une application continue surjective de K dans (0, 1); en déduire que K ala

puissance du continu.

9 10) Soient (d,) une suite de base, a, = d,/d,-1 (n = 1), (n;) une suite d’entiers strictement
croissante, (b;) une suite d’entiers telle que 0 < b; < a,, — 1 pour tout 7. Soit G I'ensemble

0
des x € (0, 1) tels que pour le développement nzl u,/d, de x, ou le développement impropre

de x lorsqu’il en existe un, on ait u,, # b; pour tout i € N. Montrer que G est un ensemble
parfait totalement discontinu, et que si / est la somme des longueurs des intervalles contigus

o
4 G, contenus dans (0, 1),onal — [ = 1__1_[0 (1 - aL)
= s
9 11) Soit E un espace topologique séparé. On suppose que pour toute suite finie s dont les
termes sont égaux a4 0 ou & 1, il existe une partie non vide A(s) de E, satisfaisant aux con-
ditions suivantes:
1° Si s est une suite de n termes (égaux a 0 ou 1), s’, s” les suites de # + 1 termes (égaux a
0 ou 1) dont les » premiers termes sont égaux a ceux de 5, on a A(s) = A(s") U A(s"); en
outre, si 5, est la suite vide, A(sy) = E.
29 Pour toute suite infinie (u,), 5, dont les termes sont égaux 4 0 ou 4 1, si on désigne par
s, la suite finie () o< <n> 12 base de filtre formée par les A(s,) converge vers un point de E.
Montrer que dans ces conditions il existe une application suzjective continue de I’ensemble
triadique de Cantor K dans E.

9 12) Déduire de 'exerc. 11 que:

a) Si A est une partie compacte de R, il existe une application continue de Pensemble
triadique de Cantor K sur A (prendre pour les A(s) les intersections de A avec des intervalles
convenablement choisis).

b) Si de plus A est parfait et totalement discontinu, il est homéomorphe 4 K (méme
méthode, en procédant de sorte que si s; et 55 sont deux suites distinctes ayant méme nombre
de termes (égaux & 0 ou 1), on ait A(s;) N A(sy) = 9).

4 13) Soit E un espace topologique séparé dénombrable. On suppose que pour toute suite finie
s dont les termes sont égaux 4 0 ou a 1, il existe une partie non vide B(s) de E, satisfaisant aux
conditions suivantes:

1° Si s est une suite finie de z termes (égaux a 0 ou 1), 5%, s” les suites de n + | termes
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(égaux 4 0 ou 1) dont les # premiers termes sont égaux a ceux de s, on a B(s") U B(s") = B(s),
B(s") " B(s”) = & ; en outre, si 5, est la suite vide, B(so) = E.

2% Pour tout x € E, si 5, désigne la suite (unique) de n termes égaux a 0 ou 1 et telle que
x € B(s,), la base de filtre formée par les B(s,) converge vers x dans E.

Montrer que, dans ces conditions, E est homéomorphe ¢ la droite rationnelle Q. (Etablir
d’abord que E est homéomorphe a4 une partie dénombrable de I’ensemble triadique de
Cantor K, dense par rapport & K et ne contenant aucune extrémité d’intervalle contigu a K.
Pour cela, on remarquera que les hypothéses associent & chaque x € E une suite infinie
(un(x)) dont les termes sont égaux a 0 ou a 1; en utilisant le fait que E est dénombrable, on
montrera qu’on peut modifier la bijection s+ B(s) de sorte que pour aucun x € E les u,(x)
ne forment une suite stationnaire. Utiliser enfin Pexerc. 10 de IV, p. 48).

En déduire que tout sous-espace dénombrable de R sans point isolé est homéomorphe a

Q.

14) Montrer que toute partie fermée de R est dénombrable ou a la puissance du continu
(utiliser Pexerc. 12 6) de IV, p. 63 et ’exerc. 17 de I, p. 107).

15) Montrer que ensemble des ensembles ouverts dans R et ensemble des ensembles com-
pacts, parfaits et totalement discontinus dans R, ont la puissance du continu.

16) a) Soient A une partie fermée dénombrable de R, f une fonction numérique continue

définie dans R. Si f est constante dans chacun des intervalles contigus & A, f est constante
(utiliser le th. de Bolzano).

b) Si f est application continue de ’ensemble triadique de Cantor K dans (0, 1), définie
dans ’exerc. 9 (IV, p. 63), montrer qu’on peut prolonger fen une fonction continue dans
R, et constante dans chacun des intervalles contigus a K.

17) Soit E un espace topologique contenant une partie dénombrable partout dense. Montrer
que Pensemble des fonctions numériques continues dans E a la puissance du continu.



NOTE HISTORIQUE

(N.-B. — Les chiffres romains renvoient & la bibliographie placée a la fin de
cette note.)

Toute mesure de grandeurs implique une notion confuse de nombre réel (on
en verra dans V, § 2, les raisons précises). Du point de vue mathématique, on
doit faire remonter les origines de la théorie des nombres réels 4 la formation
progressive, dans la science babylonienne, d’un systéme de numération capable
(en principe) de noter des valeurs aussi approchées qu’on veut de tout nombre
réel (I). La possession d’un tel systéme, et la confiance dans le calcul numérique
qui ne peut manquer d’en résulter, aboutissent inévitablement, en effet, & une
notion « naive » de nombre réel, qui n’est guére différente de celle qu’on retrouve
aujourd’hui (lide au systéme de numération décimal) dans I’enseignement élé-
mentaire ou chez les physiciens et ingénieurs; cette notion ne se laisse pas définir
avec exactitude, mais on peut I'exprimer en disant qu’un nombre est considéré
comme défini par la possibilité d’en obtenir des valeurs approchées et d’introduire
celles-ci dans le calcul: ce qui, d’ailleurs, implique nécessairement un certain
degré de confusion entre les mesures de grandeurs données dans ’expérience, qui
ne sont naturellement pas susceptibles d’approximation indéfinie, et des « nom-
bres » tels que /2 (en supposant qu’on posséde un algorithme pour 'approxima-
tion indéfinie de celui-ci).

Un pareil point de vue « pragmatiste » reparait donc dans toutes les écoles
mathématiques ol1 ’habileté calculatrice 'emporte sur le souci de la rigueur et
les préoccupations théoriques. Ce sont ces derniéres, au contraire, qui dominent
dans la mathématique grecque: aussi lui doit-on la premiére théorie rigoureuse et
cohérente des rapports de grandeurs, c’est-a-dire, essentiellement, des nombres
réels; elle est I’aboutissement d’une série de découvertes sur les proportions et en
particulier sur les rapports incommensurables, dont il est difficile d’exagérer
I'importance dans Phistoire de la pensée grecque, mais dont, en I’absence de
textes précis, nous ne pouvons qu’a peine discerner les grandes lignes. La mathé-
matique grecque 2 ses débuts est inséparablement liée 2 des spéculations, partie
scientifiques, partie philosophiques et mystiques, sur les proportions, les simili-
tudes et les rapports, en particulier les « rapports simples » (exprimables par des
fractions & petits numérateur et dénominateur); et ce fut 'une des tendances
caractéristiques de I’école pythagoricienne de prétendre tout expliquer par le
nombre entier et les rapports d’entiers. Mais ce fut Pécole pythagoricienne, juste-
ment, qui découvrit 'incommensurabilité du c6té du carré avec sa diagonale
(Pirrationalité de 4/2): premier exemple, sans doute, d’une démonstration d’im-
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possibilité en mathématique; le seul fait de se poser une telle question implique la
distinction nette entre un rapport et ses valeurs approchées, et suffit 4 indiquer
I'immense fossé qui sépare les mathématiciens grecs de leurs devanciers.?

Nous sommes mal renseignés sur le mouvement d’idées qui accompagna et
suivit cette importante découverte.? Nous nous bornerons a indiquer sommaire-
ment les idées principales qui sont 4 la base de la théorie des rapports des gran-
deurs, théorie qui, édifiée par le grand mathématicien Eudoxe (contemporain et
ami de Platon), fut définitivement adoptée par la mathématique grecque
classique, et nous est connue par les Eléments d’Euclide (II) ou elle se trouve
magistralement exposée (dans le Livre V de ces Eléments):

1) Le mot et Vidée de nombre sont strictement réservés aux entiers naturels
>1 (1 est la monade et non un nombre a proprement parler), a Pexclusion, non
seulement de nos nombres irrationnels, mais méme de ce que nous nommons
nombres rationnels, ceux-ci étant, pour les mathématiciens grecs de I'époque
classique, des rapports de nombres. Il y a 1a beaucoup plus qu’une simple ques-
tion de terminologie, le mot de nombre étant lié pour les Grecs (et pour les
modernes jusqu’a une époque récente) a 'idée de systéme a double loi de composition
(addition et multiplication) : les rapports d’entiers sont congus par les mathéma-
ticiens grecs classiques comme des opérateurs, définis sur Pensemble des entiers
ou sur une partie de cet ensemble (le rapport de p a ¢ est opérateur qui, a N,
fait correspondre, si N est multiple de g, Uentier p.(N/q)), et formant un groupe
multiplicatif, mais non un systtme & double loi de composition. En ceci, les
mathématiciens grecs se séparaient volontairement des « logisticiens » ou calcu-
lateurs professionnels, qui n’avaient, comme leurs prédécesseurs égyptiens ou
babyloniens, aucun scrupule a traiter comme des nombres les fractions ou les
sommes d’un entier et d’une fraction. Il semble d’ailleurs qu’ils se soient imposé
cette restriction de l'idée de nombre pour des motifs plus philosophiques que
mathématiques, et a la suite des réflexions des premiers penseurs grecs sur 1'un

! La découverte de Dirrationalité de V7 est attribuée par les uns 2 Pythagore lui-méme, sans
autorité suffisante semble-t-il; par les autres, & quelque pythagoricien du v® siécle; on s’accorde, sur
le témoignage de Platon dans son Théététe, & attribuer & Théodore de Cyréne la démonstration de
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Pirrationalité de V'3, V5, «et ainsi de suite Jusqwd V17 », A la suite de quoi Théététe aurait, soit
obtenu une démonstration générale pour VN (N = entier non carré parfait), soit en tout cas (si,
comme il se peut, la démonstration de Théodore était générale dans son principe) procédé a une
classification de certains types d’irrationnelles. On ne sait pas si ces premiéres démonstrations d’irra-
tionalité procédaient par voie arithmétique ou géométrique: v. la-dessus G. H. Hardy and E. M.
Wright, An Iniroduction to the Theory of Numbers, Oxford, 1938, chap. IV; cf. aussi Sir Th. Heath, 4
History of Greek Mathematics, 2 vol., Oxford, 1921; H. Vogt, Entdeckung des Irrationalen..., Bibliotheca
Mathematica (IIT) 10 (1909), p. 97, et H. Hasse und H. Scholz, Die Grundlagenkrise der griechischen
Mathematik, (Pan-Verlag), 1928.

2 On consultera en particulier la-dessus les articles de O, Becker et ceux de O. Teeplitz parus dans
Quellen und Studien zur Geschichte der Mathematik (Abt. B, Studien), vol. 1-2-3, Berlin (Springer), 1931-
36, et en outre les ouvrages cités dans la note précédente, ainsi que B. L. van der Waerden, Zenon und
die Grundlagenkrise..., Math. Ann., t. GXVII (1940), p. 141.
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et le multiple, Punité ne pouvant (dans ce systéme de pensée) se partager sans
perdre par 12 méme son caractére d’unité.!

2) La théorie des grandeurs est fondée axiomatiquement, et a la fois pour
toute espéce de grandeurs (on trouve des allusions & des théories antérieures qui,
a ce qu’il semble, traitaient séparément des longueurs, des aires, des volumes, des
temps, etc.). Les grandeurs d’une méme espéce sont caractérisées par le fait
d’étre susceptibles de comparaison (c’est-a-dire qu’on suppose définie I’égalité,
qui est & proprement parler une équivalence, et les relations > et <), d’étre
ajoutées et retranchées (A + B est défini, et A — B si A > B), et satisfont a
laxiome dit « d’Archimede » (IV, p. 6, th. 1); celui-ci est clairement congu dés
le début, comme clef de volte de I’édifice (il est en effet indispensable & toute
caractérisation axiomatique des nombres réels: cf. V, §2); c’est par un pur
accident qu’on lui a attribué le nom d’Archimede, et celui-ci insiste, dans I'intro-
duction de sa « Quadrature de la Parabole » (III), sur le fait que cet axiome a été
employé par ses prédécesseurs, qu’il joue un roéle essentiel dans les travaux
d’Eudoxe, et que ses conséquences ne sont pas moins assurées que les détermina-
tions d’aires et de volumes faites sans son secours.?

On verra au Chapitre V, § 2, comment, de ce fondement axiomatique, dé-
coule nécessairement la théorie des nombres réels. On notera que, pour Eudoxe,
les grandeurs d’une espeéce donnée forment un systéme 2 une loi de composition
interne (Iaddition), mais que ce systéme posséde une loi de composition externe
avec pour opérateurs les rapports de grandeurs, ceux-ci étant congus comme formant
un groupe multiplicatif . A et A’ étant des grandeurs de méme espéce, et de méme
B et B, les rapports de A 2 A’ et de B & B’ sont définis comme égaux, si, quels que
solent les entiers m et m’, mA. < m'A’ entraine mB < m'B’ et mA > m’A’ entraine
mB > m'B’; on définit par des moyens analogues les inégalités entre rapports.
Que ces rapports forment un domaine d’opérateurs pour toute espéce de grandeur
équivaut a ’axiome (non explicité mais plusieurs fois utilisé dans la rédaction
d’Euclide) de Pexistence de la quatriéme proportionnelle: un rapport A/A’ étant
donné, et B’ étant donné, il existe un B, de méme espéce que B, tel que
B/B” = A/A’. Ainsi I'idée géniale d’Fudoxe permettait d’identifier entre eux les
domaines d’opérateurs définis par toute espéce de grandeur®; d’une maniére

1 Platon (République, livre VII, 525°) se moque des calculateurs « qui changent Punité pour de la
menue monnaie » et nous dit que, 13 ol ceux-ci divisent, les savants multiplient: ce qui veut dire que,
par exemple, pour le mathématicien, I’égalité de deux rapports a/b et ¢/d se constate, non en divisant
a par b et'c par d, ce qui conduit en général & un calcul de fractions (c’est ainsi qu’auraient opéré
aussi les Egyptiens ou les Babyloniens), mais en vérifiant que a.d = b.c; et autres faits semblables.

2 Allusion manifeste & des polémiques qui ne nous ont pas été conservées: on croirait un moderne
parlant de Paxiome de Zermelo.

3 Elle permet ainsi de faire en toute rigueur ce que faisaient couramment les premiers mathé-
maticiens grecs lorsqu’ils considéraient comme démontré un théoréme sur les proportions dés que
celui-ci était démontré pour tout rapport rationnel. Il semble qu’avant Eudoxe on ait tenté de
construire une théorie qui aurait atteint les mémes objets en définissant le rapport AJA’ de deux
grandeurs par ce que nous appellerions en langage moderne les termes de la fraction continuée qui
Pexprime; sur ces essais, auxquels conduisait naturellement P’algorithme dit « d’Euclide » pour la
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analogue, on peut identifier I’ensemble des rapports d’entiers (voir plus haut)
avec une partie de I'ensemble des rapports de grandeurs, a savoir avec 'ensemble
des rapports rationnels (rapports de grandeurs commensurables) ; cependant, du
fait que ces rapports, en tant qu’opérateurs sur les entiers, sont (en général) définis
seulement sur une partie de I'ensemble des entiers, il restait nécessaire d’en
développer la théorie séparément (Livre VII d’Euclide).

Le domaine d’opérateurs universel ainsi construit était donc pour les mathé-
maticiens grecs I’équivalent de ce qu’est pour nous I’ensemble des nombres réels;
il est clair d’ailleurs qu’avec Paddition des grandeurs et la multiplication des rap-
ports de grandeurs, ils possédaient I’équivalent de ce qu’est pour nous le corps des
nombres réels, bien que sous une forme beaucoup moins maniable.? On peut,
d’autre part, se demander s’ils avaient congu ces ensembles (ensemble des gran-
deurs d’une espéce donnée, ou ensemble des rapports de grandeurs) comme
complets a notre sens; on ne voit pas bien, autrement, pourquoi ils auraient admis
(sans méme éprouver le besoin d’en faire un axiome) I'existence de la quatrieéme
proportionnelle; de plus, certains textes paraissent se référer & des idées de ce
genre; enfin, ils admettaient certainement comme évident qu’une courbe,
susceptible d’étre décrite d’'un mouvement continu, ne peut passer d’'un c6té a
Pautre d’une droite sans couper celle-ci, principe qu’ils ont utilisé par exemple dans
leurs recherches sur la duplication du cube (construction de ¥/2 par des inter-
sections de courbes) et qui est essentiellement équivalent a la propriété dont il
s’agit: cependant, les textes que nous possédons ne nous permettent pas de
connaitre avec une entiére précision leurs idées sur ce point.

Tel est donc I’état de la théorie des nombres réels a 'époque classique de la
mathématique grecque. Pour admirable que fat la construction d’Eudoxe, et ne
laissant rien a désirer du point de vue de la rigueur et de la cohérence, il faut
avouer qu’elle manquait de souplesse, et était peu favorable au développement
du calcul numérique et surtout du calcul algébrique. De plus, sa nécessité
logique ne pouvait apparaitre qu’a des esprits épris de rigueur et exercés a
Pabstraction; il est donc naturel qu’au déclin des mathématiques grecques, on
vole reparaitre peu 2 peu le point de vue « naif » qui s’était conservé a travers la
tradition des logisticiens; ¢’est lui qui domine par exemple chez Diophante (IV),
véritable continuateur de cette tradition bien plut6t que de la science grecque
officielle; celui-ci, tout en reproduisant pour la forme la définition euclidienne
du nombre, entend en réalité par le mot « nombre », 'inconnue de problemes
recherche d’une commune mesure de A et A’ si elle existe (ou pour la détermination du p. g. c. d.),
cf. les articles de O. Becker cités plus haut (note (2), IV, p. 66).

1 S8i peu maniable que les mathématiciens grecs, pour traduire dans leur langage la science
algébrique des Babyloniens, s’étaient trouvés obligés d’utiliser systématiquement un moyen d’un tout
autre ordre, 4 savoir la correspondance entre deux longueurs et 1aire du rectangle construit sur ces deux
longueurs pour cdtés: ce qui n’est pas une loi de composition A proprement parler, et ne permet pas
d’écrire commodément des relations algébriques d’un degré plus élevé que le second.

On notera d’autre part que, dans tout cet exposé, nous faisons abstraction de la question des
nombres négatifs, sur laquelle nous renvoyons a la Note historique de A, I, p. 158.
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algébriques dont la solution est, soit un entier, soit un nombre fractionnaire, soit
méme une irrationnelle.! Bien que ce changement d’attitude, au sujet du nombre,
soit 1ié & I'un des progres les plus importants de I’histoire des mathématiques, a
savoir le développement de I’Algébre, il ne constitue bien entendu pas un progres
en lui-méme, mais plutét un recul.

Il ne nous est pas possible de suivre ici les vicissitudes de I'idée de nombre a
travers les mathématiques hindoue, arabe et occidentale jusqu’a la fin du moyen
4ge; c’est la notion « naive » de nombre qui y domine; et, bien que les Eléments
d’LEuclide servissent de base & I'enseignement des mathématiques durant cette
période, il est vraisemblable que la doctrine d’Eudoxe resta généralement in-
comprise parce que la nécessité n’en apparaissait plus. Les « rapports » d’Euclide
étaient le plus souvent qualifiés de « nombres »; on leur appliquait les reégles du
calcul des entiers, obtenant ainsi des résultats exacts, sans chercher 2 analyser &
fond les raisons du succés du ces méthodes.

Nous voyons cependant déja R. Bombelli, au milieu du xvr® siécle, exposer sur
ce sujet, dans son Algébre (V),? un point de vue qui (& condition de supposer
acquis les résultats du livre V d’Euclide) est essentiellement correct; ayant
reconnu qu’une fois choisie I'unité de longueur il y a correspondance biunivoque
entre les longueurs et les rapports de grandeurs, il définit sur les longueurs les di-
verses opérations algébriques (en supposant fixée l'unité, bien entendu), et,
représentant les nombres par les longueurs, obtient la définition géométrique du
corps des nombres réels (point de vue dont on fait le plus souvent revenir le mérite
a Descartes), et donne ainsi a son Algebre une base géométrique solide.?

Mais I’Algébre de Bombelli, encore que singuliérement avancée pour son
époque, n’allait pas au-dela de Pextraction des radicaux et de la résolution par
radicaux des équations des 2°, 3° et 4° degrés; bien entendu la possibilité de I'ex-
traction des radicaux est admise par lui sans discussion. Simon Stévin (VI), lui
aussi, adopte un point de vue analogue au sujet du nombre, qui est pour lui ce
qui note une mesure de grandeur, et qu’il considére comme essentiellement
«continu » (sans qu’il précise le sens qu’il donne a ce mot); §’il distingue les
«nombres géométriques » des « nombres arithmétiques », c’est seulement d’apres
Paccident de leur mode de définition, sans qu’il y ait 14 pour lui une différence
de nature; voici d’ailleurs son dernier mot sur ce sujet: « Nous concluons doncques
qu'il W’y a aucuns nombres absurds, trrationnels, irreguliers, inexplicables ou sourds, mais

1 « Le « nombre » se trouve non rationnel », Diophante, livre IV, probléme IX. Sur ce retour 4 la notion
naive de nombre, cf. aussi Eutocius, dans son Commentaire sur Archimede ((IIT), t. III, p. 120-126
de la 2° éd. = p. 140-148 de 1a 17 éd.).

2 Il s’agit ici du livre IV de cette Algebre, qui demeura inédit jusqu’ nos jours; il importe peu,
pour I’objet de exposé ci-dessus, que les idées de Bombelli sur ce sujet aient été ou non connues de ses
contemporains.

8 Nous n’entrons pas ici dans I’histoire de Pemploi des nombres négatifs, qui est du ressort de
I’Algebre. Notons pourtant que Bombelli, en ce méme lieu, donne avec une parfaite clarté la défini-
tion, purement formelle (telle qu’on pourrait la trouver dans une Algébre moderne), non seulement
des quantités négatives, mais aussi des nombres complexes.
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qu'il y a en eux telle excellence, et concordance, que nous avons matiere de mediter nuict et jour
en leur admirable parfection » (VI, p. 10). D’autre part, ayant le premier constitué en
méthode de calcul Poutil des fractions décimales, et proposé pour celles-ci une
notation déja voisine de la nétre, il congut clairement que ces fractions fournissent
un algorithme d’approximation indéfinie de tout nombre réel, comme il ressort
de son Appendice algebraique de 1594, « confenant regle generale de toutes Equations»
(brochure dont 'unique exemplaire connu fut bralé & Louvain en 1914; mais v.
(VI), t. I, p. 88). Une telle équation étant mise sous la forme P(x) = Q (x) (ot P
est un polynéme de degré supérieur a celui du polynéme Q , et P(0) < Q (0)),on
substitue & x les nombres 10, 100, 1 000,... jusqu’a trouver P(x) > Q (x), ce qui,
dit-il, détermine le nombre de chiffres de la racine; puis (si par exemple la racine
se trouve avoir deux chiffres) on substitue, 10, 20,... ce qui détermine le chiffre des
dizaines; puis de méme pour le chiffre suivant, puis pour les chiffres décimaux
successifs: « Et procedant ainst infiniment, dit-il, {’on approche infiniment plus pres au
requis » (VI, p. 88). Comme on voit, Stévin a eu (le premier sans doute) I'idée nette
duth. 2de IV, p. 28, et a reconnu dans ce théoréme Poutil essentiel pour la résolu-
tion systématique des équations numériques; on reconnait 13, en méme temps, une
conception intuitive si claire du continu numérique, qu’il restait peu de chose a
faire pour la préciser définitivement.

Cependant, dans les deux siécles qui suivirent, I’établissement définitif de
méthodes correctes se trouva deux fois retardé par le développement de deux
théories dont nous n’avons pas a faire histoire ici: le calcul infinitésimal, et la
théorie des séries. A travers les discussions qu’elles soulévent, on reconnait,
comme a toutes les époques de ’histoire des mathématiques, le perpétuel balance-
ment entre les chercheurs occupés d’aller de 'avant, au prix de quelque in-
sécurité, persuadés qu’il sera toujours temps plus tard de consolider le terrain
conquis, et les esprits critiques, qui (sans nécessairement le céder en rien au
premiers pour les facultés intuitives et les talents d’inventeur) ne croient pas
perdre leur peine en consacrant quelque effort & Iexpression précise et a la
justification rigoureuse de leurs conceptions. Au xvi® siecle, Pobjet principal du
débat est la notion d’infiniment petit, qui, justifiée a posterior: par les résultats
auxquels elle permettait d’atteindre, paraissait en opposition ouverte avec
Paxiome d’Archiméde; et nous voyons les esprits les plus éclairés de cette époque
finir par adopter un point de vue peu différent de celui de Bombelli, et qui s’en
distingue surtout par attention plus grande apportée aux méthodes rigoureuses
des anciens; Isaac Barrow (le prédécesseur de Newton, et qui lui-méme prit une
part importante & la création du calcul infinitésimal) en donne un brillant exposé
dans ses Legons de Mathématique professées 2 Cambridge en 1664-65-66 (VII);
reconnaissant la nécessité, pour retrouver au sujet du nombre la proverbiale
« certitude géométrique », de retourner & la théorie d’Eudoxe, il présente longue-
ment, ct fort judicieusement, la défense de celle-ci (qui, & son témoignage,
paraissait inintelligible & beaucoup de ses contemporains) contre ceux qui la
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taxaient d’obscurité ou méme d’absurdité. D’autre part, définissant les nombres
comme des symboles qui dénotent des rapports de grandeurs, et susceptibles de se
combiner entre eux par les opérations de I’arithmétique, il obtient le corps des
nombres réels, en des termes repris apres lui par Newton dans son Arithmétique et
auxquels ses successeurs jusqu’a Dedekind et Cantor ne devaient rien changer.

Mais c’est vers cette époque que s’introduisit la méthode des développements
en série, qui bientdt, entre les mains d’algébristes impénitents, prend un caractere
exclusivement formel et détourne Pattention des mathématiciens des questions
de convergence que souléve le sain emploi des séries dans le domaine des nombres
réels. Newton, principal créateur de la méthode, était encore conscient de la
nécessité de considérer ces questions: et, il ne les avait pas suffisamment éluci-
dées, il avait reconnu du moins que les séries de puissances qu’il introduisait
convergeaient «le plus souvent » au moins aussi bien qu’une série géométrique
(dont la convergence était déja connue des anciens) pour de petites valeurs de la
variable (VIII); vers la méme époque, Leibniz avait observé qu’une série alternée,
a termes décroissants en valeur absolue et tendant vers 0, est convergente; au
siécle suivant, d’Alembert, en 1768, exprime des doutes sur 'emploi des séries
non convergentes. Mais ’autorité des Bernoulli et surtout d’Euler fait que de tels
doutes sont exceptionnels & cette époque.

I est clair que des mathématiciens qui auraient eu I’habitude de faire servir
les séries au calcul numérique n’auraient jamais négligé ainsi la notion de con-
vergence; et ce n’est pas un hasard que le premier qui, en ce domaine comme en
beaucoup d’autres, ait amené le retour aux méthodes correctes, ait été un mathé-
maticien qui, dés sa prime jeunesse, avait eu I’amour du calcul numérique:
C. F. Gauss, qui, presque enfant, avait pratiqué Palgorithme de la moyenne
arithmético-géométrique,’ ne pouvait manquer de se former de la limite une
notion claire ; et nousle voyons, dans un fragment qui date de 1800 (mais fut publié
seulement a notre époque) (IX, vol. X!, p. 390), définir avec précision, d’une
part la borne supéricure et la borne inférieure, d’autre part la limite supérieure
et la limite inférieure d’une suite de nombres réels; ’existence des premiéres
(pour une suite bornée) paraissant admise comme évidente, et les dernicres étant
correctement définies comme limites, pour n tendant vers + o, de il:}o) Un 4 ps

inf u, . ,. Gauss, d’autre part, donne aussi, dans son mémoire de 1812 sur la série
=0

hypergéométrique (IX, t. ITI, p. 139) le premier modeéle d’une discussion de con-
vergence conduite, comme il dit, « en foute rigueur, et faite pour satisfaire ceux dont les
préférences vont aux méthodes rigoureuses des géométres anciens »: il est vrai que cette
discussion, constituant un point secondaire dans le mémoire, ne remonte pas aux
premiers principes de la théorie des séries; c’est Cauchy qui établit ceux-ci le

1 %, Yo étant donnés et >0, soient Ky 11 = (¥n + Yn)/2 Yns1 = V%ayn; pour n tendant vers + co,
%, et y, tendent (trés rapidement) vers une limite commune, dite moyenne arithmético-géométrique

de xy et yo (IV, p. 55, exerc. 16); cette fonction est intimement lide aux fonctions elliptiques et
forma le point de départ des importants travaux de Gauss sur ce sujet.
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premier, dans son Cours d’Analyse de 1821 (X) d’une maniére en tout point
correcte, a partir du critere de Cauchy clairement énoncé, et admis comme
évident; comme, sur la définition du nombre, il s’en tient au point de vue de
Barrow et de Newton, on peut donc dire que pour lui les nombres réels sont dé-
finis par les axiomes des grandeurs et le critére de Gauchy: ce qui suffit en effet
a les définir (cf. 'V, §2).

C’est au méme moment qu’est définitivement éclairci un autre aspect im-
portant de la théorie des nombres réels. Comme nous ’avons dit, on avait tou-
Jjours admis comme géométriquement évident que deux courbes continues ne
peuvent se traverser sans se rencontrer; principe qui (convenablement précisé)
équivaudrait, lui aussi, 2 la propriété de la droite d’étre un espace complet. Ce
principe est encore 4 la base de la démonstration « rigoureuse » donnée par Gauss
en 1799 du théoréme de d’Alembert, d’apres lequel tout polynéme a coefficients
réels admet une racine réelle ou complexe (IX, t. III, p. 1); la démonstration du
méme théoréme, donnée par Gauss en 1815 (IX, t. III, p. 31), s’appuie, de
méme qu’un essai antérieur de Lagrange, sur le principe, analogue mais plus
simple, d’aprés lequel un polynéme ne peut changer de signe sans s’annuler: c’est
le cas particulier du th. 2 de IV, p. 28, que nous avons vu utiliser d¢ja par
Stévin. En 1817, Bolzano donne, a partir du critére de Cauchy, une démonstra-
tion compléte de ce dernier principe, qu’il obtient comme cas particulier du
théoréme analogue pour les fonctions numériques continues d’une variable
numérique (XI). Enongant clairement (avant Cauchy) le « critere de Cauchy », it
cherche 4 le justifier par un raisonnement qui, en I'absence de toute définition
arithmétique du nombre réel, n’était et ne pouvait étre qu’un cercle vicieux ; mais,
ce point une fois admis, son travail est entiérement correct et fort remarquable,
comme contenant, non seulement la définition moderne d’une fonction continue
(donnée ici pour les premiere fois), avec la démonstration de la continuité des
polynémes, mais méme la démonstration d’existence de la borne inféricure d’un
ensemble borné quelconque de nombres réels (il ne parle pas d’ensembles, mais, ce
qui revient au méme, de propriétés de nombres réels). D’autre part, Cauchy,
dans son Cours d’ Analyse (X), définissant, lui aussi, les fonctions continues d’une ou
plusieurs variables numériques, démontre également qu’une fonction continue
d’une variable ne peut changer de signe sans s’annuler, et ce par le raisonnement
méme de Simon Stévin, qui devient naturellement correct, une fois définie la
continuité, dés qu’on se sert du critére de Cauchy (ou bien dés qu’on admet,
comme Cauchy le fait a cet endroit, le principe équivalent dit des « intervalles
emboités », dont la convergence des fractions décimales indéfinies n’est bien
entendu qu’un cas particulier).

Une fois parvenus a ce point, il ne restait aux mathématiciens qu’a préciser et
développer les résultats acquis, en corrigeant quelques erreurs et comblant
quelques lacunes. Cauchy, par exemple, avait cru un moment qu’une série
convergente, a termes fonctions continues d’une variable, a pour somme une
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fonction continue: la rectification de ce point par Abel, au cours de ses importants
travaux sur les séries (XII, t. I, p. 219; cf. aussi t. II, p. 257, et passim), aboutit
finalement 4 Pélucidation par Weierstrass, dans ses cours {(inédits mais qui eurent
une influence considérable), de la notion de convergence uniforme (v. Note
historique du Chap. X). D’autre part, Cauchy avait, sans justification suffisante,
admis existence du minimum d’une fonction continue dans I'une des démonstra-
tions données par lui de Pexistence des racines d’un polynéme; c’est encore
Weierstrass qui apporta la clarté sur les questions de ce genre en démontrant dans
ses cours le th. 1 de IV, p. 24 pour les fonctions de variables numériques, définies
dans des intervalles fermés bornés; c’est a la suite de sa critique de ’application
injustifiée de ce théoréme a des ensembles de fonctions (dont le « principe de
Dirichlet » est 'exemple le plus connu) que commence le mouvement d’idées qui
aboutit, comme on I’a vu dans la Note historique du chapitre I (I, p. 123), a la
définition générale des espaces compacts et a I'énoncé moderne du théoréme tel
que nous l’avons donné.

En méme temps, Weierstrass, dans ses cours, avait reconnu 'intérét logique
qu’il y a & dégager enti¢rement ’idée de nombre réel de la théorie des grandeurs:
utiliser celle-ci, en effet, revient a définir axiomatiquement 1’ensemble des points
de la droite (donc en définitive Pensemble des nombres réels) et admettre Pexis-
tence d’un tel ensemble; bien que cette maniére de faire soit essenticllement
correcte, il est évidemment préférable de partir seulement des nombres rationnels,
et d’en déduire les nombres réels par complétion.! C’est ce que firent, par des
méthodes diverses, et indépendamment les uns des autres, Weierstrass, Dedekind,
Méray et Cantor; tandis que le procédé dit des « coupures», proposé par
Dedekind (XIII), se rapprochait beaucoup des définitions d’Eudoxe, les autres
méthodes proposées se rapprochent de celle qui est exposée dans ce Traité. C’est
a ce moment aussi que Cantor commence 2 développer la théorie des ensembles
de nombres réels, dont Dedekind avait congu la premiere idée (v. Bibliographie
du chap. I), obtenant ainsi les principaux résultats élémentaires sur la topologie
de la droite, la structure des ensembles fermés, les notions d’ensemble dérivé,
d’ensemble parfait totalement discontinu, etc.; il obtient également le th. 1
de IV, p. 44 sur la puissance du continu, et en déduit que le continu n’est
pas dénombrable, que Pensemble des nombres transcendants a la puissance
du continu, et aussi (résultat paradoxal pour I’époque) que Pensemble des
points du plan (ou de l’espace) a méme puissance que 'ensemble des points
de la droite.

1 En effet, on raméne ainsi la question de Pexistence, c’est-a-dire, en langage moderne, la non-
contradiction de la théorie des nombres réels, A la question analogue pour les nombres rationnels, d
condition toutefois qu’on suppose acquise la théorie des ensembles abstraits (puisque la complétion suppose la
notion de partie arbitraire d’un ensemble infini); autrement dit, on raméne tout a cette derniére
théorie, puisqu’on en peut tirer la théorie des nombres rationnels (v. E, III, p. 30 et A, I, p. 111).
Au contraire, sil’on ne suppose pas qu’on dispose de la théorie des ensembles abstraits, il estimpossible

de ramener la non-contradiction de la théorie des nombres réels a celle de P’arithmétique, et il
devient & nouveau nécessaire d’en donner une caractérisation axiomatique indépendante.
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Avec Cantor, les questions étudiées dans le présent chapitre ont pris, 2 peu de
chose prés, leur forme définitive; renvoyant & la Note historique du chapitre I (I,
p- 122) sur le retentissement immédiat de son ceuvre, indiquons briévement dans
quels sens elle a été prolongée. En dehors des travaux de topologie générale, et des
applications a I'Intégration, dont nous traiterons ailleurs d’une maniére appro-
fondie, il s’agit surtout des recherches sur la structure et la classification des
ensembles de points sur la droite et des fonctions numériques de variables réelles;
elles ont leur origine dansles travaux de Borel (XIV), orientés surtout versla théorie
de la mesure, mais qui aboutissent entre autres a la définition des « ensembles
boréliens »: ce sont les ensembles appartenant a la plus petite famille de parties de
R, comprenant les intervalles, et fermée par rapport a la réunion et a Pintersec-
tion dénombrables et a Popération § (cf. IX, §6, n° 3). A ces ensembles sont intime-
ment lides les fonctions dites « boréliennes » ou « de Baire », c’est-a-dire celles qui
peuvent étre obtenues a partir des fonctions continues par I'opération de limite
de suite, répétée « transfiniment »; elles furent définies par Baire au cours d’im-
portants travaux ou il abandonne entiérement le point de vue de la mesure pour
aborder systématiquement Paspect qualitatif et « topologique » de ces questions
(XV): c’est a cette occasion qu’il définit et étudie le premier les fonctions semi-
continues, et qu’en vue de caractériser les fonctions limites de fonctions continues,
il introduit Pimportante notion d’ensemble maigre (ensemble «de premiére
catégorie » dans la terminologie de Baire) que nous étudierons dans IX, §5.
Quant aux nombreux travaux qui ont suivi ceux de Baire, et qui sont dus princi-
palement aux écoles russe et surtout polonaise, nous ne pouvons ici qu’en signaler
Pexistence (v. par exemple (XVI) et le périodique Fundamenta Mathematicae).
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A, A (A partie d’un espace topologique): I, p. 6 et 7.
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F(a) (f germe d’application): I, p. 46.
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(———
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02! .7(%) 11, p. 34, exerc. 5.

E/G (G groupe opérant contintiment dans un espace E): III, p. 10.
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droite) : ITI, p. 20.

P(K, L) (K, L parties d’un espace 4 opérateurs): III, p. 33.
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Absolument convergent (produit infini —): IV, p. 39.

Absolument convergente (série —): IV, p. 38.

Achevée (droite numérique —): IV, p. 14.

Adhérence d’un ensemble: I, p. 7.

Adhérence (valeur d> —) d’une fonction suivant un filtre, — — d’une fonction suivant un
ensemble filtrant; — d’une suite: I, p. 48-49.

Adhérent (point —) 4 un ensemble: I, p. 7.

Adhérent (point —) a une base de filtre: I, p. 47.

Adhérent a gauche (point —): IV, p. 47, exerc. 1.

Alexandroff (compactifié > —): I, p. 68.

Alexandroff (demi-droite d’ —): IV, p. 49, exerc. 12.

Alexandroff (théoréme &’ —): I, p. 67.

Alternée (série —): IV, p. 38.

Anneau topologique: 111, p. 48.

Anneau topologique complet: III, p. 50.

Anneau topologique discret: III, p. 48.

Anneau topologique localement borné: III, p. 81, exerc. 12,

Anneau topologique produit: III, p. 50.

Anneau topologique quotient: II1, p. 50.

Anneau topologique séparé associé 4 un anneau topologique: III, p. 50.

Anneau topologique séparé complété d’un anneau topologique: III, p. 52,

Application bicontinue: I, p. 10.

Application canonique, dans un groupe d’opérateurs G opérant librement, du graphe de la
relation d’équivalence définie par G: 111, p. 31.

Application continue: I, p. 10.

Application fermée: I, p. 30.

Application linéaire inversible & droite (— — & gauche): II1, p. 47-48.

Application ouverte: I, p. 30.

Application propre: I, p. 72.

Application uniformément continue: II, p. 6.

Arbitrairement petits (groupe n’ayant pas de sous-groupes — —): III, p. 72, exerc. 30.

Archimeéde (axiome d’ —): IV, p. 6.

Associé (anneau séparé —): I1I, p. 50.

Associé (espace uniforme séparé —): II, p. 24.

Associé (filtre élémentaire —) & une suite: I, p. 42.

Associé (groupe séparé —): III, p. 13.

Associé (homomorphisme bijectif —): III, p. 16.

Associé (module séparé —): III, p. 54.

Associée (topologie —) a un filtre: I, p. 40.

Automorphisme, automorphisme intérieur d’un groupe topologique: III, p. 5.

Automorphisme local d’un groupe topologique: III, p. 6.

Axiome d’Archimeéde: IV, p. 6.

Axiome de Borel-Lebesgue: I, p. 59.

Axiome de Hausdorf: I, p. 53.

Base d’un développement d’un nombre réel: IV, p. 43.
Base d’un filtre: I, p. 38.
Base d’une topologie: I, p. 5.
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Base (suite de —) d’un développement d’un nombre réel: IV, p. 41.
Bicontinue (application —): I, p. 10.

Bolzano (théoréme de —): IV, p. 28.

Borel-Lebesgue (axiome de —): I, p. 59.

Borne inférieure d’un ensemble de topologies: I, p. 15.

Borne supérieure d’un ensemble de structures uniformes: II, p. 10.
Borne supérieure d’un ensemble de topologies: I, p. 13.

Borné a gauche (— 2 droite) (ensemble — -— dans un anneau topologique): III, p. 79,
exerc. 12.

Bornée (fonction numérique —): IV, p. 17.

Bornée supérieurement (— inférieurement) (fonction numérique — —j: IV, p. 20.

Bouts d’un espace localement compact: I, p. 117, exerc. 19.

Cantor (ensemble triadique de —): IV, p. 9.

Cantor (théoréme de —): IV, p. 44.

Cauchy (critére de —): II, p. 15, III, p. 38 et III, p. 43.

Cauchy (filtre de —, suite de —): I, p. 13.

Chaine (V-): II, p. 31.

Commutativement convergente (série — —): III, p. 44.

Compact (ensemble —): I, p. 61.

Compact (espace —): I, p. 59.

Compactifié d’Alexandroff: I, p. 68.

Comparables (filtres —): I, p. 36.

Comparables (structures uniformes —): II, p. 7.

Comparables (topologies —): I, p. 11.

Comparaison (principe de —) des séries: IV, p. 33.

Compatibles (application d’espaces & opérateurs et homomorphisme de groupes d’opérateurs
—): I1I, p. 10.

Compatibles (relation d’équivalence et groupe d’opérateurs —): III, p. 11,

Compatibles (structure d’anneau et topologie —): II1, p. 48.

Compatibles (structure de corps et topologie —) : 111, p. 54.

Compatibles (structure de groupe et topologie —): III, p. 1.

Compatibles (structure de groupe & opérateurs et topologie —): III, p. 45.

Compatibles (structure de groupe ordonné et topologie —): IV, p. 45, exerc. 1

Compatibles (structure uniforme et topologie —): I1I, p. 27.

Complet (anneau —): II1, p. 50.

Complet (groupe —): III, p. 22.

Complet (espace uniforme —): II, p. 15.

Complété d’un anneau topologique séparé: III, p. 52.

Complété d’un espace uniforme séparé: 11, p. 23.

Complété d’un groupe topologique séparé: 111, p. 24.

Complété d’un module topologique séparé: 111, p. 54.

Composante connexe d’un point, — — d’une partie: I, p. 83.

Composante neutre d’un groupe topologique: III, p. 9.

Connexe (composante —): I, p. 83.

Connexe (ensemble —): I, p. 81.

Connexe (espace —): I, p. 80.

Contigus (intervalles —): IV, p. 9.

Continu (puissance du —): IV, p. 44.

Continue (application —): I, p. 8.

Continue relativement & un sous-espace (application —): I, p. 19.

Continiiment (groupe opérant —): III, p. 9.

Convergent (filtre —): I, p. 46.

Convergent (produit infini —): ITI, p. 45.
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Convergent (produit infini — de nombres réels): IV, p. 39.
Convergente (base de filtre —): I, p. 46.

Convergente (série): 11, p. 42.

Convergente (série — de nombres réels): IV, p. 38,
Convergente (suite —): I, p. 48.

Corps topologique, corps topologique discret: III, p. 54 et 55.
Corps des nombres réels: IV, p. 11.

Correspondance propre: I, p. 111, exerc. 10.

Critére de Cauchy: II, p. 15, III, p. 38 et 111, p. 43.

Décimal (développement —): IV, p. 43.

Déduite (topologie —) d’une structure uniforme: II, p. 4.
Dénombrable 4 l'infini (espace localement compact —): I, p. 68.
Dense (ensemble —): I, p. 8.

Développement d’un nombre réel relatif & une suite de base: IV, p. 41.

Développement de base a, développement décimal, développement dyadique:

p- 43.
Développement impropre: IV, p. 42,
Développement limité d’un nombre réel: IV, p. 42,
Discret (anneau —): IIT, p. 48.
Discret (corps —): III, p. 55.
Discret (espace topologique —): I, p. 2.
Discret {espace uniforme —): II, p. 3.
Discret (groupe —): III, p. 1.
Discréte (structure uniforme —): III, p. 3.
Discréte (topologie —): I, p. 2.
Droite (structure uniforme —) d’un groupe topologique: III, p. 20.
Droite numérique: IV, p. 3.
Droite numérique achevée: IV, p. 14.
Droite rationnelle: I, p. 4 et IV, p. 2.
Dyadique (développement —): IV, p. 43.

Echange des signes de sommation (formule d> —): III, p. 40.
Elémentaire (ensemble —): I, p. 24.

Elémentaire (filtre —): I, p. 42.

Engendré (filtre —) par un ensemble de parties: I, p. 37.
Engendrée (topologie —) par un ensemble de parties: I, p. 13.
Ensemble compact: I, p. 61.

Ensemble connexe: I, p. 81.

Ensemble dense: I, p. 8.

Ensemble élémentaire: I, p. 24.

Ensemble fermé: I, p. 5.

Ensemble localement fini de parties: I, p. 6.

Ensemble ouvert: I, p. 1.

Ensemble parfait: I, p. 8.

Ensemble partout dense: I, p. 8.

Ensemble petit d’ordre V: II, p. 12.

Ensemble précompact: I1, p. 29.

Ensemble quasi-compact: I, p. 61.

Ensemble relativement compact, — relativement quasi-compact: I, p. 62.
Ensemble sous-jacent 4 un espace topologique: I, p. 1.
Ensemble totalement discontinu: I, p. 83.

Ensemble triadique de Cantor: IV, p. 9.

1V,
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Entourage d’une structure uniforme: II, p. 1.

Entourage symétrique: II, p. 2.

Enveloppe inférieure (— supérieure) d’une famille de fonctions numériques: IV, p. 21.

Espace absolument fermé: I, p. 108, exerc. 19.

Espace accessible: I, p. 100, exerc. 1.

Espace compact: I, p. 59.

Espace complétement séparé: I, p. 108, exerc. 21.

Espace complet: II, p. 15.

Espace connexe: I, p. 80.

Espace de HausdorfT: I, p. 53.

Espace de Kolmogoroff: I, p. 89, exerc. 2.

Espace de Lindelof: I, p. 107, exerc. 15.

Espace des orbites d’un groupe topologique opérant contintiment dans un espace topo-
logique: III, p. 10.

Espace des ultrafiltres: I, p. 110, exerc. 27.

Espace extrémement discontinu: I, p. 118, exerc. 21.

Espace homogeéne d’un groupe topologique: III, p. 11.

Espace homogene topologique: III, p. 12.

Espace localement compact: I, p. 65.

Espace localement compact dénombrable 4 Pinfini: I, p. 68.

Espace localement connexe: I, p. 84.

Espace localement quasi-compact: I, p. 111, exerc. 30.

Espace minimal: I, p. 108, exerc. 20.

Espace paracompact: I, p. 69.

Espace précompact: 11, p. 29.

Espace quasi-compact: I, p. 59.

Espace quotient: I, p. 20.

Espace quotient d’un espace 2 opérateurs par le groupe d’opérateurs: ITI, p. 10.

Espace rationnel & n dimensions: I, p. 24,

Espace régulier: I, p. 56.

Espace semi-régulier: I, p. 103, exerc. 20.

Espace séparé: I, p. 52.

Espace somme: I, p. 15,

Espace submaximal: I, p. 103, exerc. 22,

Espace topologique: I, p. 1.

Espace topologique produit: I, p. 24.

Espace topologique sous-jacent & un espace uniforme: II, p. 4.

Espace totalement discontinu: I, p. 83.

Espace ultrarégulier: 1, p. 104, exerc. 25.

Espace uniforme: I, p. 2.

Espace uniforme produit: II, p. 10.

Espace uniforme séparé associé & un espace uniforme: II, p. 24.

Espace uniforme séparé complété d’un espace uniforme: II, p. 23.

Espace uniformisable: II, p. 27.

Externe (produit semi-direct —) topologique: III, p. 19.

Extérieur d’un ensemble, extérieur (point —): I, p. 7.

Facteur général d’un produit infini: 111, p. 45.

Famille localement finie: I, p. 7.

Famille multipliable d’éléments d’un groupe multiplicatif: 111, p. 37.

Famille sommable d’éléments d’un groupe additif: IIT, p. 37.

Famille uniformément bornée (— uniformément majorée, — uniformément minorée) de
fonctions numériques: IV, p. 22.

Fermé (ensemble —), fermé (recouvrement —): I, p. 5.
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Fermée (application —): I, p. 30.

Fermée (relation d’équivalence —): I, p. 31.

Filtre: I, p. 36.

Filire comparable 4 un autre: I, p. 36.

Filtre convergent: I, p. 46.

Filtre de Cauchy: II, p. 13.

Filtre de Cauchy minimal: II, p. 14.

Filtre de Fréchet: I, p. 36.

Filtre élémentaire: I, p. 42.

Filtre engendré par un ensemble de parties: I, p. 37.

Filtre induit: I, p. 40.

Filtre intersection: I, p. 37.

Filtre moins fin (— plus fin, — strictement moins fin, — strictement plus fin) qu’un autre:
I, p. 36.

Filtre produit: I, p. 42.

Filtré (ensemble —): I, p. 36.

Finale (topologie —): I, p. 14.

Fini (nombre réel —): IV, p. 14,

Finie (fonction numérique —): IV, p. 17.

Finie (somme partielle —): III, p. 37.

Fonction continue: I, p. 8.

Fonction numérique: IV, p. 17.

Fonction numérique bornée: 1V, p. 17.

Fonction numérique bornée inférieurement (— — bornée supérieurement): IV, p. 20.

Fonction numérique finie: IV, p. 17.

Fonction numérique semi-continue inférieurement (— — semi-continue supérieurement):
IV, p. 28.

Fonction réelle: IV, p. 17.

Fonction uniformément continue: 1I, p. 6.

Formule d’échange des signes de sommation: III, p. 40.
Fréchet (filtre de —): I, p. 36.

Fronti¢re d’un ensemble, fronti¢re (point —): I, p. 8.

Gauche (structure uniforme —) d’un groupe topologique: I1I, p. 20.
Générateur (systtme —} d’un filtre: I, p. 37.

Générateur (systtme —) d’une topologie: I, p. 14.

Germe d’une application, — d’une partie en un point: I, p. 45.

Germe d’une application, — d’une partie suivant un filtre: I, p. 43 et 44.
Groupe additif de la droite numérique: IV, p. 3.

Groupe additif de la droite rationnelle: IV, p. 2.

Groupe paratopologique: I1I, p. 66, exerc. 4.

Groupe quasi-topologique: III, p. 68, exerc. 5.

Groupe semi-topologique: III, p. 66, exerc. 2.

Groupe topologique: III, p. 1.

Groupe topologique a opérateurs: I1I, p. 45.

Groupe topologique complet: III, p. 22.

Groupe topologique discret: ITI, p. 1.

Groupe topologique opérant continiment dans un espace: III, p. 9.
Groupe topologique opérant proprement dans un espace: III, p. 27.
Groupe topologique produit: III, p. 17.

Groupe topologique quotient: ITI, p. 13.

Groupe topologique séparé associé & un groupe topologique: III, p. 13.
Groupe topologique séparé complété d’un groupe topologique: I1I, p. 25.
Groupes opérant dans un espace de maniéres permutables: I1I, p. 11.
Groupes topologiques localement isomorphes: III, p. 6.
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Hausdorff (axiome de —, espace de —, topologie de —): I, p. 53.
Homéomorphes (espaces topologiques —): I, p. 2.
Homéomorphisme: I, p. 2.

Homogéne (espace —): I1I, p. 11.

Identification (espace obtenu par —) des points d’une partie d’un espace topologique: I, p. 20.
Image directe, image réciproque d’une base de filtre: I, p. 41.

Image réciproque d’une structure uniforme: I1, p. 9.

Image réciproque d’une topologie: I, p. 13.

Impropre (développement —): IV, p. 42.

Induit (filtre —): I, p. 40.

Induite (structure uniforme —): II, p. 9.

Induite (topologie —): I, p. 17.

Inférieure (enveloppe —): IV, p. 21.

Inférieure (limite —): IV, p. 22.

Initiale (topologie —): I, p. 12.

Intérieur d’un ensemble, intérieur (point —): I, p. 6.

Intersection (filtre —): I, p. 37.

Intervalles contigus: IV, p. 9.

Inverse a droite (— & gauche) d’une application linéaire: III, p. 47-48.
Inversible & droite (— a gauche) (application linéaire — —): III, p. 47-48.
Irrationnel (nombre —): IV, p. 3.

Isolé (point —): I, p. 8.

Isomorphes (espaces uniformes —): II, p. 4.

Isomorphisme d’un espace uniforme sur un espace uniforme: II, p. 4.
Isomorphisme d’un groupe topologique sur un groupe topologique: III, p. 5.
Isomorphisme local d’un groupe topologique a un groupe topologique: III, p. 6.

Limite & droite (— & gauche): IV, p. 19.
Limite inférieure (— supérieure): IV, p. 22.
Limite monotone (théoréme de la —): IV, p. 18.

Limite (point —) d’un filtre, — — d’une base de filtre: I, p. 46.

Limite projective d’espaces topologiques, — — de topologies: I, p. 28.

Limite projective d’espaces uniformes, — — de structures uniformes: II, p. 12.

Limite projective d’anneaux topologiques (-— de groupes topologiques, — de modules
topologiques) : II1, p. 57.

Limite (valeur —) d’une fonction suivant un filire, — — suivant un ensemble filtrant: I,
p. 48 et 49.

Limite (valeur —) d’une fonction en un point relativement a un sous-ensemble: I, p. 50.
Limite (valeur —) d’un germe d’application: I, p. 49.
Limite (valeur —) d’une suite: I, p. 48.

Limité (développement —): IV, p. 42.

Local (automorphisme —, isomorphisme —): III, p. 6.
Localement bornée (topologie —): III, p. 81, exerc. 12.
Localement compact (espace —): I, p. 65.

Localement connexe (espace —): I, p. 84.

Localement fermé (ensemble —): I, p. 20.

Localement finie (famille —): I, p. 6.

Localement isomorphes (groupes topologiques —): II1, p. 6.
Localement rétrobornée (topologie —): I1I, p. 83, exerc. 22.
Longueur d’un intervalle: IV, p. 5.

Majorée (fonction numérique —): IV, p. 17.
Maximum relatif: IV, p. 29.
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Maximum relatif strict: IV, p. 54, exerc. 10.
Minimal (filtre de Cauchy —): 11, p. 14.

Minimum relatif: IV, p. 29.

Minorée (fonction numérique —): IV, p. 17.
Mittag-Lefller (théoréme de —): II, p. 17.

Module topologique a droite (— — a gauche): I1I, p. 52.
Moins fin (filtre —): I, p. 36.

Moins fine (structure uniforme —): II, p. 7.

Moins fine (topologie —): I, p. 11.

Morphisme d’espaces & opérateurs: III, p. 10.
Morphisme de groupes topologiques: III, p. 16.
Morphisme strict de groupes topologiques: III, p. 16.
Multipliable (famille —): III, p. 37.

Neutre (composante —) d’un groupe: III, p. 9.

Nombre irrationnel: IV, p. 3.

Nombre réel: IV, p. 3 et (par abus de langage) IV, p. 14,
Nombre réel fini: IV, p. 14.

Numérique (droite —): IV, p. 3.

Numérique (fonction —): IV, p. 17.

Orbites (espace des —): III, p. 10.

Oscillation d’une fonction numérique: 1V, p. 56, exerc. 6.
Ouvert (ensemble —, recouvrement —): I, p. 1 et 2.
Ouverte (application —): I, p. 30.

Ouverte (relation d’équivalence —): I, p. 31.

Paracompact (espace —): I, p. 69.

Parfait (ensemble —): I, p. 8.

Partie entiére d’un nombre réel: IV, p. 41.

Partielle (somme —): III, p. 39.

Partitions finies (structure uniforme des —): II, p. 7.
Partout dense {ensemble —): I, p. 8.

Permutables (groupes opérant de maniéres —): I11I, p. 11.
Petit d’ordre V (ensemble —): II, p. 12.

Plus fin (filtre —): I, p. 36.

Plus fine (structure uniforme —): I, p. 7.

Plus fine (topologie —): I, p. 11.

Poincaré-Volterra (théoréme de —): I, p. 88.

Point: I, p. 1.

Point adhérent & un ensemble: I, p. 7.

Point adhérent 4 une base de filtre: I, p. 47.

Point extérieur & un ensemble: I, p. 7.

Point frontiére d’un ensemble: I, p. 8.

Point intérieur & un ensemble: I, p. 6.

Point isolé: I, p. 8.

Point limite d’une base de filtre: I, p. 46.

Point voisins d’ordre V: II, p. 2.

Précompact (ensemble —, espace —): IT, p. 29.
Primitif (ensemble —): I, p. 100, exerc. 7.

Principe de comparaison des séries: IV, p. 33.
Principe de prolongement des identités: I, p. 53.
Principe de prolongement des inégalités: IV, p. 18.
Produit (espace topologique —, topologie —): I, p. 24.
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Produit (espace uniforme —, structure uniforme —): II, p. 10.
Produit (filtre —): I, p. 42.

Produit d’anneaux topologiques: III, p. 50.

Produit de groupes topelogiques: III, p. 17.

Produit de groupes topologiques a opérateurs: III, p. 45.

Produit direct local de groupes topologiques: III, p. 71, exerc. 26.
Produit d’une famille multipliable: III, p. 37.

Produit infini absolument convergent: IV, p. 39.

Produit infini convergent: III, p. 45.

Produit infini convergent de nombres réels: IV, p. 39.

Produit infini de facteur général x,, produit infini défini par la suite (x,): II1, p. 45.
Produit local de groupes topologiques: III, p. 71, exerc. 26.
Produit semi-direct topologique de sous-groupes: III, p. 19.
Produit semi-direct topologique externe: III, p. 19.

Prolongement par continuité d’une application: I, p. 57.

Propre (application —): I, p. 72.

Proprement (groupe topologique opérant —): III, p. 27.
Puissance du continu: IV, p. 44.

Quasi-anneau: III, p. 82, exerc. 20.

Quasi-compact (ensemble —): I, p. 61.

Quasi-compact (espace —): I, p. 59.

Quasi-maximale (topologie —): I, p. 91, exerc. 6.

Quotient (anneau topologique —): III, p. 50.

Quotient (espace topologique —, topologie —): I, p. 15 et 20.

Quotient (espace —), d’un espace a opérateurs par son groupe d’opérateurs: III, p. 10.

Quotient (groupe topologique —): III, p. 13.

Quotient (groupe topologique a opérateurs —): III, p. 45.

Quotient (topologie —) de la topologie d’un espace a opérateurs par son groupe d’opéra-
teurs: I1I, p. 10.

Quotient (topologie —) de la topologie d’un groupe par un sous-groupe: III, p. 11.

Racine carrée, — cubique, — n-i¢me: IV, p. 12.

Rationnelle (droite —): I, p. 4 et IV, p. 2.

Recollement d’ensembles, recollement d’espaces topologiques: I, p. 16 et 17.

Recouvrement fermé: I, p. 5.

Recouvrement ouvert: I, p. 2.

Réel (nombre —): IV, p. 3, par abus de langage, IV, p. 14.

Réelle (fonction —): IV, p. 17.

Régularisée semi-continue inférieurement (— ~— supérieurement) d’une fonction numérique:
1V, p. 31.

Régulier (espace topologique —): I, p. 56.

Réguliere (topologie —): I, p. 56.

Relation d’équivalence définie par un groupe d’opérateurs: III, p. 10.

Relation d’équivalence fermée, — — ouverte: I, p. 31.

Relation d’équivalence séparée: I, p. 55.

Relativement compact (ensemble —), relativement quasi-compact (ensemble —): I, p. 62.

Résoluble (espace —): I, p. 92, exerc. 11,

Reste d’une série: 111, p. 43.

Rétroborné (ensemble —): III, p. 83, exerc. 22.

Section continue: I, p. 22.
Sections (filtre des —): I, p. 38.
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Semi-continue inférieurement (— supérieurement) (fonction —): IV, p. 28.
Semi-continue inférieurement (— supérieurement) (régularisée —): IV, p. 31.
Séparé (espace topologique —): I, p. 53.

Séparé associé (anneau —) a un anneau topologique: III, p. 50.
Séparé associé (espace uniforme ——) & un espace uniforme: II, p. 24.
Séparé associé (groupe —) a un groupe topologique: III, p. 13.
Séparé associé (module —) & un module topologique: 111, p. 54.
Séparé complété (anneau —) d’un anneau topologique: II1, p. 52.
Séparé complété (espace uniforme —) d’un espace uniforme: II, p. 23.
Séparé complété (groupe —) d’un groupe topologique: II1, p. 25.
Séparé complété (module —) d’un module topologique: 111, p. 54.
Séparée (relation d’équivalence —): I, p. 55.

Séparée (structure uniforme —): II, p. 6.

Séparée (topologie —): I, p. 53.

Série absolument convergente: IV, p. 38.

Série alternée: IV, p. 38.

Série convergente: III, p. 42,

Série convergente de nombres réels: IV, p. 38.

Série de terme général x,, série définie par la suite (x,): I11, p. 42.
Signe d’un nombre réel: IV, p. 12,

Solénoide p-adique: III, p. 86, exerc. 6.

Sommable (famille —): III, p. 37.

Somme (espace topologique —, topologie —): I, p. 15.

Somme d’une famille d’éléments d’un groupe topologique commutatif: III, p. 37.
Somme d’une série: I, p. 42.

Somme partielle: I, p. 39.

Somme partielle finie: 111, p. 37.

Somme directe topologique de sous-groupes a opérateurs: 111, p. 46.
Sous-espace d’un espace topologique: I, p. 17.

Sous-espace d’un espace uniforme: II, p. 9.

Sous-espace localement fermé: I, p. 20.

Sous-groupe topologique d’un groupe topologique: IIT, p. 7.
Sous-jacent (ensemble —) d’un espace topologique: I, p. 1.
Sous-jacent {espace topologique —) d’un espace uniforme: 11, p. 4.
Strict (morphisme —): III, p. 16.

Strictement moins fin, strictement plus fin (filtre —): 1, p. 36.
Strictement moins fine, strictement plus fine (structure uniforme —): II, p. 7.
Strictement moins fine, strictement plus fine (topologie —): I, p. 7.
Structure topologique: I, p. 1.

Structure uniforme: II, p. 1.

Structure uniforme additive d’un corps topologique: III, p. 55.
Structure uniforme additive de la droite numérique: IV, p. 6.
Structure uniforme comparable & une autre: 1L, p. 7.

Structure uniforme compatible avec une topologie: II, p. 27.
Structure uniforme des partitions finies: I, p. 7.

Structure uniforme des recouvrements ouverts finis: II, p. 28.
Structure uniforme discréte: I, p. 3.

Structure uniforme droite (— — gauche) d’un groupe topologique: III, p. 20.
Structure uniforme induite: I, p. 9.
Structure uniforme moins fine (— — plus fine, — — strictement moins fine, — — stricte-

ment plus fine) qu’une autre: II, p, 7.
Structure uniforme multiplicative d’un corps topologique: III, p. 55.
Structure uniforme p-adique sur Z: I1, p. 3.
Structure uniforme produit: IT, p. 10.
Structure uniforme séparée: 11, p. 6.
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Suite convergente: I, p. 48.

Suite de Cauchy: II, p. 13.

Supérieure (enveloppe —): IV, p. 21.
Supérieure (limite —): IV, p. 22.
Supplémentaire algébrique, supplémentaire topologique (sous-groupe — —): 111, p. 47.
Symétrique (entourage —): II, p. 2.
Symétrique (voisinage —): III, p. 4.
Systéme fondamental d’entourages: II, p. 2.
Systéme fondamental de voisinages: I, p. 4.
Systeme générateur d’un filtre: I, p. 37.
Systéme générateur d’une topologie: I, p. 14.

Systeéme projectif d’anneaux (— — de groupes, — — de modules) topologiques: III, p. 57.
Systéme projectif d’espaces topologiques, — — de topologies: I, p. 28.
Systéme projectif d’espaces uniformes, -— — de structures uniformes: II, p. 12.

Terme général d’une série: IT1, p. 42.

Théoreme d’Alexandroff: I, p. 67.

Théoréme de Bolzano: IV, p. 28,

Théoréme de Borel-Lebesgue: IV, p. 6.

Théoréme de Cantor: IV, p. 44.

Théoréeme de la limite monotone: IV, p. 18.

Théoréme de Mittag-Lefller: IT, p. 17.

Théoréme de Poincaré-Volterra: I, p. 88.

Théoréme de Tychonoff: I, p. 63.

Théoréme de Weierstrass: IV, p. 27,

Topologie: I, p. 1.

Topologie associée a un filtre: I, p. 40.

Topologie comparable a une autre: I, p. 11.

Topologie déduite d’une structure uniforme: II, p. 4.

Topologie de Hausdorff: I, p. 53.

Topologie discréte: I, p. 2.

Topologie droite: I, p. 89, exerc. 2.

Topologie engendrée par un ensemble de parties: I, p. 13.

Topologie finale: I, p. 14.

Topologie gauche: I, p. 89, exerc. 2.

Topologie induite: I, p. 17.

Topologie initiale: I, p. 12.

Topologie la moins fine: I, p. 11.

Topologie A-maximale: I, p. 94, exerc. 11.

Topologie moins fine (— plus fine, — strictement moins fine, — strictement plus fine)
qu’'une autre: I, p. 11.

Topologie produit: I, p. 24.

Topologie quotient: I, p. 15.

Topologie quotient de la topologie d’un espace 4 opérateurs par son groupe d’opérateurs:
11, p. 10.

Topologie quotient de la topologie d’un groupe par un sous-groupe: 1II, p. 11.

Topologie réguliére: I, p. 56.

Topologie semi-réguli¢re associée a une topologie: I, p. 103, exerc. 20.

Topologie séparée: I, p. 53.

Topologie somme: I, p. 15.

Topologie uniformisable: IT, p. 27.

Topologique (anneau —): III, p. 48.

Topologique (espace —): I, p. 1.

Topologique (corps —): III, p. 54.
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Topologique (groupe —): III, p. 1.

Topologique (groupe a opérateurs —): III, p. 45.

Topologiquement nilpotent (élément — —, idéal — —): III, p. 80, exerc. 9.
Totalement discontinu (ensemble — —, espace — —): I, p. 83.

Trivial (ultrafiltre —): I, p. 39.

Tychonoff (théoréme de —): I, p. 63.

Ultrafiltre: I, p. 39.

Ultrafiltre trivial: I, p. 39.

Uniforme (espace —): II, p. 2.

Uniformément bornée (famille de fonctions — —): IV, p. 22.

Uniformément continue (fonction — —): II, p. 6.

Uniformément majorée, uniformément minorée (famille de fonctions —): IV, p. 22.
Uniformisable (espace topologique —, topologie —): II, p. 27.

Valeur absolue d’un nombre réel: IV, p. 5.

Valeur approchée d’un nombre réel & prés par défaut (— — — par exces): IV, p. 40.

Valeur d’un germe d’application en un point: I, p. 46.

Valeur d’adhérence d’une fonction suivant un filire, — — d’une fonction suivant un ensemble
filtrant, — — d’un germe d’application, — — d’une suite: I, p. 48 et 49.

Valeur d’adhérence d’une fonction en un point, relativement 4 un sous-ensemble:
I, p. 50.

V-chaine: 11, p. 31.

Voisinage d’un ensemble, — d’un point: I, p. 2.

Voisinage d’ordre V d’un ensemble: II, p. 5.

Voisinage symétrique: 111, p. 4.

Voisins d’ordre V (points —): II, p. 2,

Weierstrass (théoréme de —): IV, p. 27.
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