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EXERCICE
1. (8) Ona: X,y = AX, ot
3 -2 -2
A=(13 -1 -3
1 -2 0

(b) On a par récurrence, X, = A"X,
2. Les valeurs propres de A sont —1, 1 et 2.
3. La matrice A est diagonalisable sur

4. (a) Ona:
11 0
P=1110 -1
11 1
(b) et
-1 1 1
Pl=1{2 -1 -1
-1 0 1
5. (a) Par récurrence

(b) Ona:

A" = (—1)rt+! 4 2n (-1 (-1~ —2n

(=)™ 42 ()" -1  (=1)"—1
(1)1 42-20 (-1 -1 (~1)"—1+2"}

(c) On obtient u, = 2((—1)" - 1), v, = 2(-1)* — 2"
et w, = 2" + 2((~1)" — 1)
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PROBLEME

Soient X et Y deux variables aléatoires de densité conjointe

_L(z2_4z) . ( _ P
_Jae si (z,y) eRx]—-1,1],
Ixy(z,y) = { 0 sinon.

| Partie 1

1

1.Ona:a= m
2. E(X.Y) =0.

3. Les densités marginales de X et Y sont :

1 1 2
= — e~ 3=
fIxte) = 7oze
et ) ] [
_J) 3 siy € —1,1],
Frlv) = { 0 sinon.

pour tout z € R,

4. X est une va normale de moyenne 2 et de variance 1 et Y est uniforme sur

(-1,1).
5. X et Y sont indépendantes car

fx.y(x, y) = fx(ic)-fY(y)
Partie 2

Soit U la variable aléatoire définie par : U =| Y |.
1. La fonction de répartition de U est

0 sit<0
FU(t) = t sit G]O, 1[,
1 sit>1
2. La densité de U est :

siu €]0,1],
sinon.

fu(u) = { é

et donc U est uniforme sur (0,1).
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3. La fonction génératrice de moments

=1 sit#0,

q’”(t)=E(ew)={ 1 sit=0

4. Onadonc ®y(t) =1+ %+ % + oft?).
5. D’ou E(U) = 3 et la variance Var(U) = 5.
6. Soit Z la variable aléatoire définie par

Z =max(U,1-2U)
(a) OﬁapourV:re]O,l[

1-2r si0<z<g,

max(x,1—2x):{ T sit<z<li
3

donc on en déduit que

< max(z,1 -2z) <1

Wl

(b) Comme U est uniforme sur {0, 1) alors Z = max(U, 1 — 2U) prend ses
valeurs dans [3, 1[. Par suite P(3 <Z < 1) =1

(c) La fonction de répartition de Z est

(d) La densité de Z est :
f2(z) = { 2 izl

et donc Z est uniforme sur |3, 1.
7. (a) La fonction génératrice de moments de la va LY est donnée par

eite'=2 ¢ 0,
(D“’(t)z{l sit=0 g

(b) La moyenne E(LY) = 0 et la variance Var(LY) = ;.

3
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(c) On pose

k=n

Su=Y U
k=1

On a par le théoréme de la limite centrale 3%‘-?;“ converge vers une loi
normale centrée réduite.

(d) Donc limp.oo P(S, > 0) = 3
Partie 3

Soit ® la fonction de répartition d'une variable normale centrée réduite.
1. La fonction de répartition Fx de la va X est donnée en fonction de ® par

Fx{(a) =®(a—2)

2. On a évidemment

1

P(1<X <2)=Fx(2)-Fx(1)=2(1) — 3

3. La valeur approchée l'intégrale est

2
./e%@““ux=&m1
1

4. La densité de la variable aléatoire M? est

~£
sz(t)___ 52% Slt>0,
0 sinon

5. (a) En posant £ = (1 + u), il est facile de voir que

o =5 [ FGa+ )G - w)dy

(b) Donc la densité X;% + X,? s’écrit par

t) = 92_ Sit>0,
g() {0 sinon

Wi

T

d’oul X, + X, est une va exponentielle de paramétre A = %
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6. (a) On a pour tout a > 0;
F(a) = P(X,®+ X* < a) = P (X, X2) € D(0,Va))

(b) Donc
_[1-e% sia>0,
F(a)_{o sia<0

Il s’en suit en dérivant que la densité de X;% + X,? est

c‘é :
g(t) — { =- 8 t>0, \
0 sinon
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