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Correction de I’epreuve de Mathématiques

Exercice

1. (a) Comme g est la composé de deux fonctions qui sont est de classe C? donc elle est de
classe C? sur R* x R*.

0 s 8§ ) _ , ,
(b) 8—5’_(3;,?;) = 2zp (z° +y°) et 29 (z,y) = 2y (a* +9°).

T ay

agq by o 9 o M, 9 a9 829 1, 9 2 9 ", 9 ",
() goa(@y) =2 (2 +1y%) +4az%p (z°+y7) et a—ug(m,y)=2<ﬂ (2 +y")+4y“p (2°+y7)

1o
9. les solutions sur R% sont z(¢) = =t° + c1In(t) + c2
¥ 2

1
3. (a) o(t) = stg + ¢y In(t) + co.
b) g(z,y) = =(=* +¥*)* + aaln(=® +y°) + c2.

(c) glx,y) =

B3 — B3]

¢ 5 1 . 1
(2% +y*)* - Zln(:ﬂ) + 9% - 5"

Probléme

Partie I

1
1. PQwe = O(f_:!) au voisinage de l'infini et PQwa = O(

Vintégrabilité sur |0, +ool.

11—0) au voisinage de zéro d’o

9. &, définit bien un produit scalaire sur E.

3. (a) Les coefficients de la solution développable en série entiere (L)) vérifient la relation:

A—k
Upy) = — <k, YK E N,
(k+ 1)+ k)
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(f)

p—1

| JICERS

k=0

D’aprés la question précédente on a ap = ag pour tout p > 1 et donc

p—1
p [k +a)
k=0

oo
Yr = E anz" .
n=0

Pour A =n € N, on remarque de I’expression de a, que a, = 0, pour tout p > n + 1,
et par suite y) est un polynome de degré n.
Ly=1,L1=z+aet Ly =22~ 2(1 + o)z +a(l +a).

n

Pour chaque n € N, la fonction polynémiale L,(z) = Z
p=0

nlea(nlp , oo
el (o)~ O (P

plp+1)...(p+k —1) avec la convention (p)g = 1.

(54

Soit y la solution de (£,,). Comme € f(z) = z*y’(x) donc par dérivation on obtient

f(z) + nwe(z)y(z) = 0.

Légalite @pi1(P, Q) = Po(2P, Q) = &o(P,zQ). est évidente.

Par intégration par partie et en exploitant la relation établit en (4.a) on obtient I'égalité
4 droite. Par inversion des roles de m et n on aura 'autre égalité.

D’apres la relation n®q(Ln, Lm) = m®a(Ln, Lm ), On déduit quela famille (L )kego,1,....»
est une base orthogonale de E,,.

Comme zLy(z) € Enyq et la famile (Ly)refo,,..,nt1} €St une base de E,qy donc il
existe une unique famille de coefficients réels (8, x)Jo<k<n+1 telle que:

n+1

zL,(z) = Z Bk L ().
k=0

Pour n > 2, en remarquant que ®o(xLy, Ly) = ®o(Ly,xLy) =0, pour p+1<n-—1,
cadp<n—2ona f,r=0pourtout £k <n—2
< ”!(a)n("n)p 41 gy s . . . .
Comme zL,(z) = Z —————— @ d’aprés la question (3.e) et par identification
2 pi(@)p(—mhn
de la relation (5.a) on obtient

ﬂn,n—kl =1,
ﬂn,n = o+ 2n,
Brn—1 =n{a+n-—1).

D’aprés (5.a) et (5.c) on a zLpiy = Lpy1 + (e + 2n)Lyp + n(a+n — 1)L, ; dou
Lyi(z)={(z—a—2n)Ly(z) —n(la+n—1)Ly_1(z), n>1. Pour tout n >1

On a d'une part ®o(xLn,Lp+1) = Bunt1Pa(Llnii, Lpyy), dautre part xl,q =
n+2

Zﬂkak(w). Alors @ (2L, Lyt1) = Po(Ln, 2Lnt1) = Bny1nPa(Ln, Ly) finalement
k=0
ﬂn,n+lq)a(Ln+17 Ln—l—l) = ﬁn-}—l,nq)a(Lm L) pour tout n € N.

)
D’aprés la question précédente on a @®4(Lp,Ly) = nl{a),I'(a). Soit ||L,|| =
n{a),I'(a).
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(g) L’endomorphisme ¢ est bien définie car deg(pw(P)) < deg(P). Sa matrice dans la base
canonique est:

0 % 0 0
-1 2(a+l1)
0 == =222 0 0
Mg, B) !
v, B) =
-k (k+D)(k+o)

0 =k e 0
: . ’I”L+Oé—1
o .- 0 -1

(h) On remarque que I'endomorphisme ¢ admet n + 1 valeurs propre distinctes donc elle
est diagonalisable.

(i) Puisque (L) = ~%Lk, Ly, est un vecteur propre associé a la valeur propre —% d’ou
la famille (Ly) ke{0,1,...,n) €St une base des vecteurs propres.

Partie 11

1. (a) Les coeflicients de Fourier trigonométrique de g sont donnés par

2 [ 2zsin(xnw
an(g) = —/o cos(zt) cos(nt)dt = (_1)71,#”_2)).

Yo

les bp(g) = 0 car g est paire.

(b) Comme g est continue et C! par morgeau d’aprés Drichlet

g(O)—l—M Smm)z ~——— d’oil, pour tout z € R\ Z, on a
+oc
7r 1 2z
= ~1)"
sin(rz) i T;( ) 2 —n?

| :
2. (a) Comme la fonction — est décroissante sur ]0, +oo[ alors on a up(z) > 0 on a

n+1 dt n+1 di
(71-:1)““ - nif = / ! = _I/ 1 diou’
e (1) no ot

up(z) = I DE —/n = +$_[l pras) Or ooy ——[1 = <0

car la fonction = est décroissante alors on a u,(z) < —r d'otl 0 < up(7) <

(b) Comme 0 < up(z) < % et la série de terme général —£ converge simplement
sur ]0, +oo[ donc la série des fonctions de terme général u, converge simplement sur
10, +00[ de plus les fonctions u, sont continues sur ]0,+oo[ et il y a convergence
uniforme et méme normale sur [a, +0of car 0 < sup,s,un(z) < —%= donc la série
de fonctions u,, converge simplement sur |0, +oo[ vers une fonction continue qui sera
notée U.
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(c)

Upa1(x) — vp(2) = un(z) + W . Comme > u, et Z 71+1)T - n% convergent
simplement sur |1, +oco[ alors la sulte vp converge simplement sur |1, +oo[ vers une
fonction qui sera notée (.

D’aprés la question précédente on a, un(z) = Upy1(x) — vn(z Donc

1
I e
par sommation et passage a la limite, on obtient U(z) = ((z) + % vz €]1, +oo[

Soit v = Hp(1)—In(n). Comme ~Yy41—7n ~ 5=5 donc la suite numérique Hy(1)—In(n)
est convergente. On note <y sa limite.
+00 ___1)n 1
La série de fonctions Z —
n=1
simplement sur ]0, +oo[. Pour tout n € N* les fonctions u,(z) = G0k 1) ~ sont C1. De
plus la série des dérivées est une série alternées vérifiant le CSSA et donc converge

>°:°: (=D*In(k)| _ In(n +1)

est une série alternée verifiant le CSSA donc converge

uniformement sur [a, +00[ car sup,>,

T - a
k=n+1 k (n + 1)
1o 1)n-—1
D’oti la série de fonctions Z définit une fonction de classe C' sur ]0, +o0l.
n=1

On note f cette fonction.

Pour tout z > 1, on a

2n (__1)k—1 n 2k 1 n-l (_1)2k -
Sgn(ili) = ; e 2; + k};_;) m = Hgn(.'r) -2 Hn($>

Par passage 4 la limite, lorsque n tend vers I'infini, on obtient

f(z) = (1 -2"%)(z), Vz €l 00l

1) Draprés la question (2.d) on a U(z) = ((z) — —%=. De plus U(z) = U(1) + o(1). Or
(i) D'ap q =1 Dep
oo Yd
1
= Zuk(l) = lim Z — —In(p+1) = . Donc au voisinage de 1, la fonction ¢
-1 =g
admet le développement suivant:
(@) = —— +7+o(1)
= — o(1).
r—1 "
(j) Soit = > 0 et a > —1. Comme (g (t) ~ W_—, au voisinage de zéro et pq(t) = o(%)
= 1
au voisinage de linfini on a l'intégrabilité de la fonction ¢ — wa(t) = g sur
a+e
10, +o0|.
N
(k) Pour |a|] < 1 et z > 0, on a tm‘le‘tZ(——ae‘t)” < 2p,(t). De plus la
n=0
série t“’—le"tZ(—ae't)” converge simplement vers z—zfe—lg D’aprés le théoréme de
convergence dominé, on a
+00 t:ﬂ—l
n"
fo a-+ et Z( (n+ 1
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an—l

ne

(1) Considérous la série Z(—l)“ par rapport & la variable ¢ el pour 22 > 0 fixé. Clest
n=1
. . . _ e (=)
une série alternée vérifiant CSSA pour a € [0,1]. Puisque hn’i(—l)“—n—;— =
a— - 4
+o (_1 n—1
existe, pour tout n € N*, et la série Z ————— converge vers f, De plus

n=1 ¥
R L k1 a® 1 too lan\l
sup | Rafa) = > (DM < sup < aserie S (1) 4
a€l0,1] " k:':';%-l E* acl0,1] (n-+1)® (n+ 1) 7122:1 ne

converge uniformément sur [0, 1[. D’ou d’aprés le théoréme de la double limite on a:

to an—1 +o0 oo ya—1
lim I'(z) Z(-l)"'l——— =I'(z)f(x) = lim / p(t)dt = / ———dt par suite:
a—1 0 ‘

n* a—1 0 14+e
+o00 =l 400 y +o0 tmfl +oo f‘T—l
L gt=r e o(t)dt— dt}< 1— S
| =@ [ ewa- [T Fal < om0 [T e

et ce dernier tend vers zéro quand a tend vers 1.

n=1

1
1
(m) i. On a / wo(t)dt = — et pour n > 1 et
0

x
! " 1 1 (—-1)"2x
/ﬂ. wa(t)dt = (=1) (n—l—er] i —z+ 1) - (n41)2
00 gzl 1 pz—1 R 1 . bt
a - = z— T _1ynn -
ii Ond/o i /O e /O(t + t )(7;)( 1)™™)dt
1 99 1 o
/ (Z(_l)ntn—kx—l+(__1>ﬂinf1)dt:/ (tx_l-}-Z(—l)ntn_l(tm—t‘I»dt
D n=o 0 n=1
N
Soit Kn(t) = Z(—l)”t”"l(tm —t7%), alors KN(t), < 2(t* —t7%) qui est
n=1

intégrable sur |0, 1]. D’aprés le théoréme CD

/oo tm—l 1 i 1
- dt = / 'll.)o(t)dt — / wn_l(t)dt
0] .l -+ t 4] n=1vY"7

™

I

1 +o0 9%
Z o+ —1\" r)" -
T ;( ) x2 —n?

sin{am)’
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