Concours en Physique et Chimie
Exercice

1)

1-a) )

Oyl — Gp = —-ai < 0, la suite est décroissante.
ona0 < ay; <1 Supposons que 0 < a, <1l,onaalors0<1—-a, <1et
0 < an(l — a,) = any1 < 1. Ainsi pour tout n > 0, 0 < a, < 1.

1-b)

(an) est décroissante minorée par 0 donc convergente. Sa limite [ vérifie
| =1-1doncl=0. - -
2)

2-a)

n n
2 _
Sn:Z ;L—Z Qr — Qg41 = Qo — Qp41 — Qp.

k=0 k=0
+0o
La série ) _ a2 est alors convergente, et »_ a2 = aq.
n>0 n=0

2-b)

log(any1) = log(a, — a2) = log(ay) + log(l — a,) =

Vn > 0,log(l — a,) = log(a,+1) — log(ay).

i: log(l —ax) = i log(aky1) — log(ax) = log(ans1) — log(ag) — —o0,

k=0
la séric »  log(1 — a,) est alors divergente.
n>0
D’autre part log(1l — a,) ~ —a,, donc la série Z a, est divergente.

n>0

3)

— - v

- z|* £ 2 -
Vz € E? | n " < e =1 |' qui est le terme général d’une série conver-
n!

gente, d’ol Z

n>0

7€ ~*z™ converge absolument pour tout x réel.
n'!
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4) — " 1 -../

La suite (a,) étant décroissante et z > 0, on a alors :

+o0 an +oo e
0<G(z)-Gn(x)= > ;e"*’x" <anpeF ) = < aN+1-
n=N41 T n=N4+1 TV

En déduire que sup |G(z) — Gn(z)] € ant1 —FIN—ro0 Ot D a—';e'zx" C.U.
z€[0,+00[ n>0 L

sur [0, 1].

On a en plus lim —e~
z—r+oo 7!

T.D.L. montre que in;mG(x) = 0.

xT

z" = 0 pour tout n € IV.

Ona lim %GV =0et lim G(st) =0don lim t2t~VG(st) = 0.
t—+o00 t—>+00 t—r+oo
En plus le théoréme de continuité montre que G est continue sur [0, +oo|.
D’otl Papplication ¢t —» e®*~D¢G(st) est intégrable sur [0, +o0[.

6)

oo too

+00 +
[ et (st)dt = f > Gn g—tsningy
0 0

n! "

Le théoreme de permutation série intégrale donne alors :

400 too
+OO 13¢ an +oo ¢
f G (st)dt = 3 g f e~thdt = S ans™.
0 n—o Tt 0

n=0

Probléme
Partie 1 | 3

1)

L’égalité cos((n + 1)8) + cos((n — 1)8) = 2 cos(f) cos(nf) donne :
fﬂ+-1($) o2 fﬂ—l("l’-) = 2COS((£9('T))f?1($)'

2)

LS

L’égalité cos((m + n)@) + cos((m — n)fd) = 2cos(mb)cos(nf) fournit la
relation :

fm-l ”(.’IT) + fm—n(x) = Qfm(ﬂ")fn(w)‘

2
; %ﬂ:ir.’m
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3)

Pour tout = € [—1, 1], on a cos(arccos(z)) = z et sin(arccos(z)) = V1 — 22,
wu

ee’narccos(z] — (.’1: + ZM)n — zcﬁik(m)kmn—k'
k=0

4)
' n E(3)
(:L‘) — Ré(etnarccos(x)) — Ré(z C:f’&k( /1 _ .’L‘Q)kxn_k) — Z Of?::k(x2_1)k$n—2k-
k=0 k=0
5) Fal _

T, est un polyndme de degré n qui posséde la parité de n.

Partie 2

1) _

La question 1) de la partie I donne :
Tn.*.l(.’ﬂ) -+ Tn__l(.’f:) == 2.’1’:?1”(3,‘).

z) = cos(0) = 1, et T1(z) = cos(arccos(z)) = z.
2) '

[ —zTo(z) + Ti(z) \ 0
:To(z) — =T (z) + 5T2(x) 0
M, — zI,)Vy(z) = §T1(:1:) _.$T2:($) -+ §T3(x) _ 0
3Tn-3(z) — _3371:;;2(32) + 2Tn_1(z) 0
\ 2 3Tn-2(x) — "I:Tn—lgx) / — 3T (z),

3)

To(Zk,n) = cos(f + k) = 0, => x4, est une racine de T,.
' (ZTk,n)o<k<n-1 forment n racines deux a deux distinctes du polynoéme 73, de

1é n, ¢a fournit donc toutes les racines de T,,.
3
- .
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4)

(Mn — xk,nfn)vn(xk,n) = - = 0.

0
\ ~ 170 (i) /
5)

Pour tout 0 < k < n — 1, Vi (zk,n) # 0. Les (Tk,n)o<k<n—1 forment alors n
aleurs propres de la matrice M, ¢a fournit donc toutes les valeurs propres de
L. _ _
n(Zk n) est le vecteur propre associé a la valeur propre Th.me

6)

La matrice M, admet n valeurs propres deux a deux distinctes, donc diag-
ralisable.

Partie 3

1)

On fait le changement de variable § = arccos(z) on obtient :

< f,g> = %/: f(cos(8))g(cos(@))do .

2)

Pour m # n,

. 2 a 2 T
Loy g 2 = ;/. Tin(cos(0))T,(cos(0))d8 = —/ cos(m@) cos(nf)dd = 0.

0 7w Jo

Pour n > 1, |

, 2 [ o 2w ) “
<TTn> == fu T (cos(9) T (cos(9))d0 = = / (cos(n0))?do =71

0

ur n = 0,

‘2 T
< Ty, Ty >= —/ 1d9 = 2.
mwJo
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3)

(Ty, T, --., T;,) forme une famille de n + 1 vecteurs de IR,[X] deux a deux
orthogonaux, donc c’est une base.

4)
duldf) = % [ 9(0) cosn)ae = % / " F(cos(8)) T (cos(8))dB =< f,T, > .
5)

N - N
2a0(0)+" an(g) cos(nd) = 5 < [, Ty > + 3 < f,To > Talcos(8)) = Sx(f) (cos(6))

6)

Si f est continue et C' par morceaux sur [—1,1], il en est de méme de
g:0 — f(cos(8)) sur IR.
On en déduit que la série de Fourier de g converge normalement vers g sur IR,

ce qui entraine la convergence absolue de ) _ a,(g)
n>1
D’autre part , | < f,T,, > Tn(z)| < | < £, T > | = |aa(9)|-
Il ’ensuit que la série Y < f,T, > T, converge normalement sur [—1,1].
n>1
Enfin on a pour tout 8 € IR,

—ag ) + Z an(g) cos(nf) = g(8) = f(cos())

donc pour tout z € [—1, 1], en posant z = cos(f), on obtient :

+oo

1<f,T0>+Z<f,T > To(z) = f(z).

n=1

7)
7-a)
- J‘
On a
sup |enTa(®)] < ol
z€[-1,1}
ap
La série Z || est convergente donc la série — + Z a, T, converge normale-
n>1 n=1

ment sur [—1,1].
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7-b)

Soit f = —27 + z a,T,, Pour tout entier n :
n=1

Loy Tz g

< f, T, >= 2/(2m Z

1 +oo
- - < TIJ: T >+ /
2 140
Ti(z)Tn(x)
V1—22
hi est intégrable sur | — 1, 1[.
> hy converge simplement sur | — 1,1].
k>1
+00
> hy est continue sur | — 1, 1[.
k=1

On pose hi(z) = o

Ti(z)Tn(z)
Vi-o

T (x)

1—32

—————=")dz

—————"dzx

/ |he(z)|dz < w|ax|. La série Z/ |hi(z)|dx est alors convergente.

k>1

Le théoréme de permutation somme intégrale donne alors :

+00
<f’I;l>“—_2_<TD;Yn>+Zak<Tk}T >= ty
k=1
Partie 4
1)
1-a)
1-b) - R

Vn€ N, a, = 2 [ §cos(nb)db.
On trouve ay = 7 et pour tout entier n > 1 :

2 6 2 7 2
n=—[=si 9“——/.‘ 0)d0 = ——|c 3
a ﬁ[ﬂ_ sin(nd)]g o sin(nf)a — [cos(nd)];

6
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. : ) ) 4
n est pair alors a, = 0. Si n est impair alors a, = ——.

)
™
nsi la série de Fourier de ~ est donnée par :

— - — Z Gnt 1) cos((2n + 1)8).

1-c)

L’application A est continue sur IR et de classe C! par morceaux . Sa série
Fourier converge donc normalement sue IR, et a pour somme h.
1-d)

Ainsi pour tout ¢ € [0, 7],
| T 4
h(f) =6 = 5 ; Qn cos((?n + 1)6).

2)

On pose k(z) = arccos(z) + arcsin(z).

st continue sur [—1, 1] dérivable sur | — 1,1[ et Vz €] — 1, 1, ¥'(z) = 0 donc
st constante sur [—1,1].

1si Vz € [—1, 1] k(:z:) = B o=

Vz € [-1,1],0 = arccos(z) € [0, 7] —

4R 1
arccos(z) = = — p- ,IZ:;] ESIE cos((2n + 1) arccos(z))
r 43I 1
e o T
3 w2 @na1) en (@)
4 — 1
arcsin(x) = g — arccos(z) = Z@ mTZRH (z).
4) - -
- 2
Pour tout n € IN,7,,(1) = 1 donc
4 22 1
csin(1) = — I
arcsin(1) - nza Gn 1172
4200 1 7t
(2n+1)2 8

2
n=0
: ; %ﬂ:ir.’m
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La valeur de < arccos(z),T;,, >, découle a partir du développement de la
fonction arccos(z) donné & la question 3) de la partie 4 et de 'unicité du
développement démontré a la question 7) de la partie 3).

6)

D’aprés le développement de la fonction arcsin(z) donné & la question 3),
on obtient : pour tout z €] — 1, 1|

arcsin(z) arccos(z) 4 & 1 arccos(z)Ton41(z)

Y- D DY e sy

d’olt _

/1 arcsin(z) arccos(z) Jr / arccos(z)Tone1(x) 4

= T
-1 V1 —z2 (2‘n+1 V1 — 12
7)
1 arccos(z)Tony1(2)
On pose fo(z ,ona:
pose fn(z) = (2n +1)2 V1 — 22
1 1

fn est continue sur |—1, 1[ et | fo(z)] < S Y donc f, est intégrable
sur | —1,1[.
Z fn converge simplement sur | — 1,1]
n>0
)
>~ fn est continue sur | — 1, 1].
n=0

/ | fn| converge .
n>0

Le théoreme de permutation somme et intégrale donne alors :

/1 arcsin(z) arccos(z) : 4 3 / arccos(z)Ton41 () 4
T = — s
-1 V1 - z? 7 -1 (2n+ 1)? V1 — 22
Lo N
w = (2n +1)4
~ %
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