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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté et au soin de la
présentation. L’usage des calculatrices n’est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite, méme
s’il n’a pu étre démontré.

Partie I

1
Onnote I,y = -{—x (1+x)*1(1-x)"ldx, on a,be R.

I.1. Discuter, suivant les Valeli'r’s; de a et b, ’existencede I, 4.

o) a+b-1

I.2. Montrerque I, , = 2 B(a,b),ou B est’application définie
pourtout a,b IR} par B(a,b) = j(l) ta_l(l—t)b—lhdt.

L.3. Soit a,b e IR} .

I.3.1.  Comparer f(a,b) et B(b,a) .

1.3.2.  Montrer que B(a+1,b) + B(a,b+1) = B(a,b) .

I.3.3.  Montrer que bf{a+1,b) — af(a,b+1) = 0.
a

.b) . ¢
oy B(a.b)
_ 4ab
a+1,b+1 (a+b)(a+b~:—1) a,b-

I.3.6. Endéduire I ., ,.; pourtout entier naturel n.

L3.4. Montrer que B(a+1,b) =

1.3.5.  Montrer que I

| *\mir.’rh
Tautee lee malidre £ lee pivesu..
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I.4. On considére la fonction [ définie sur IR § par [ (a)= J»m t* e 'dt.

I4.1. Montrerque I'(a) = lim n®pB(a,n+1), pourtout a IR .

n—+o

1.42. Montrerque I'(b) = lim n®pB(a+n+1,b), pourtout a,beIR} .

['(a)T'(b) :

[.4.3. Endéduire que pourtout a,b €IR , B(a,b) =
Tlerb)

I.4.4. En déduire que F( %) = ﬁ .

Partie 11
On suppose que a e]O,l[.
II.1.1. Montrer que B(a,l-a) = J’m—lﬁ—
0w (1+u)
1
IL12. Montrer que B(a,1-a) = J(a)+ J(1-a) ou J(a)=[ l—du—.
0u"2(1+u)

II.1.3. A l’aide d’un développement de IL , exprimer J(a) comme somme
+

d’une série convergente.

0 n
i1.1.4. Montrer que B(a,l-a) = L + 2a Z (7 D e
4 n=] 4~ —0°

X2, On considére la fonction f,, 2n-périodique telle que f, (t) =cos(at), te [— T ]

I1.2.1. Deéterminer la série de Fourier de f, et étudier sa convergence.
I1.2.2. En déduire que

T 1 = (-D*" 1 - 1
== 0a et mwcotg(ma) = — + 2a s
sin(ma) a nz=:1 8 i ELER a nz=:1 g
II.2.3. Montrerque "I, |, = — it S
4 sin(ma)

w 2
IL3. Onpose ¥(a) = > Log(l-—) .

n=I n-
I1.3.1. Montrer que ¥ est de classe C! sur ]0,1[ et calculer ¥'(a).
I1.3.2. En déduire que ¥(a) = — Log (a Ia,l_a).

Dans la suite, on désigne par IR [X] I’espace vectoriel des polynomes a coefficients reels
et par IR , [X] le sous-espace vectoriel des polynomes de degreé au plusn, neIN.
On note E I’ensemble des fonctions continues sur [-1,1] a valeurs dans IR . On munit E

, _ _ . L (1+tY ,
du produit scalaire défini pour tout fetg de E par (I / g) — f | I_tj f(t)g(t)dt, o etant
o %

;*vnir.in
Taules les mati lee RivezuE..

- - . H] .,
un reel compris strictement entre -1 et 1. On note | } la norme associée.
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PARTIE IH
On note @ ’endomorphisme de IR [X] défini pour tout élément P de IR [X] par

o(P) = (X2 —1)P"+2(X—a )P,
Soit n un entier naturel.
ITI.1.1. Montrer que @ induit par restriction un endomorphisme de IR , [X] qu’on notera @n.

IT1.1.2. Ecrire la matrice de ¢ ,dans la base canonique (1, X, ...X") de IR , [X]
et déterminer les valeurs propres de @p.

II1.1.3. Prouver que ¢ , est diagonalisable et qu’il existe une unique base de vecteurs propres
(Po, P, ...Py) de @ ,telle que pourtout k =0,1,..n, Py estde degré k eta pour
coefficient dominant 1 .

III.1.4. Calculer P et P;.

IOI.1.5. Pour n>2 et k =2,---,n, onnote ay le coefficient de X! dans Py.

Montrer que a, =—a.

On utilisera sans démonstration le fait que P, = (_ 1) e (1 -~ X) - [(1 + X)Mu (1 - X)n—a] :
(2n)! \1+x) dx"

IT1.2.1. En appliquant la formule de Leibnitz, montrer que pour tout k=0,1, ... n-1,
d~ E
E—k-[(l +x)" (1-x)" “] s’annuleen 1 eten —1.
X

III.2.2. A T’aide de n intégrations par parties, montrer que pour tout polynéme Q de IR [X]
(2, /Q)= 2 [ (142" (12 Q¥(x) dx .

(2n)!
II1.2.3. En déduire que la famille ( Py )xev est orthogonale.
2 _(a)’

E

n

II1.2.4. Montrer que l

(21’1)' n+a+l,n—a+l *
IIL.3.1. Montrer que pour n nonnul, P ,—-XP__ estorthogonala IR _;[X].

II1.3.2. En déduire qu’il existe unréel y,,; telque P__,=XP_.,-v.,, P..

! 2
| P
II1.3.3. Montrer que v,,, = ‘Il

n+l

2
| P,
_(@+o+l)n-a+l)
" Co+lInedna

III.3.4. Montrerque P, = XP

(2n)!
IIL4. Pour =0, onnote L = ———P,.
2" (n!)?
IIL4.1. Montrer que L, =1, L, =X et I, , ==233xy _B¥l;
T on+2 ) n+2 -

| ~

I1.4.2. Montrer que |L,|= 1\," =

2n+1

voir.th

Jee. hive ..
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PARTIE IV
Soit £ un‘élément de E et n un entier naturel.
IV.l. Montrer qu’il existe une unique suite de réels ( cx ke » telle que I’expression

g

soit minimale.

s (£/L,) . L T
IV2.1.En dedmre que z u “ u f ll et que la série de terme général
2
(f i Lkz) est convergente .
L]
IV.2.2. Prouver que lim \/_k_(f/Lk) = 0.

k—>+o
IV.3.1. En utilisant I11.4.1. , montrer que pour tout réel x
(n+%)xL J(x)= —;—((n+1)LuH(x)+nLn_1(x) ), avec la convention L_=0.
IV.3.2. En déduire que pour tous réels distincts X, y

Z(I”ZJL LGl n+1L,, ()L, ()LL)

2 X—y

n+1 LM(X)L (y)-L (X)Lm( )

2 X—¥
Vérifier que la fonction Hy se prolonge en une fonction continue sur IR”. -

k=0

IV.33.Onnote H,(x, ¥ =

k'

IV.3.4. On note Sn(f) B Z (f/Lk)

=R Ik
Etablir pour tout x élément de]-1,1[, I'égalité _[11 H,_(x,t)f(t)dt = Sy (£)(x) -
Que devient cette égalité lorsque f est la fonction constante égale & 1 ?

IV.4. On suppose dans cette question que la fonction f est de classe clsur [-1,1].

IV.4.1. Montrer que pour tout x élément de] o 1 | [

S, (1016 = (Lo @)L 60 - (L /2)Ean (]
—()——('—) ST

t_.
f'(x) sit=X.

ou g est la fonction définie sur [-1,1]par g(t) =

e s

L
IV.4.2. Prouver que, pourx € ]-1.1 [, la suite (S, ( £)(x) ) converge vers f(x )-

: , |2
( On admettra que pour tout x appartenanta ] -1, 1[, 1L (‘()) Svm )

4

;:.xvuir.fn
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