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L'usage des calculatrices est strictement interdit.
 
Une grande importance sera attachée à la rigueur du raisonnement, à la clarté de la rédaction
 

et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le sujet peut être
 

utilisé pour traiter la suite, même s'il n'a pu être démontré.
 

Partie 1 : 

A) Pour x E IR \ Z, on pose 

1 +00 1 1 +00 1 
f (x) = 2" + L (( )2+ ( )2) '70. L ( )2.

X x-n x+n x+n 
n=l	 n=-oo 

1.	 a) Montrer que f est bien définie sur R \ Z, paire, 1-périodique.
 
b) Montrer soigneusement que f est continue.
 

2.	 Vérifier que pour tout x E IR \ Z, 4f(x) = f(~) + f( 1 + x).
2 2 

2 

3.	 a) Montrer que l'application 9: x f-----t f(x) - .~ se prolonge par continuité en O. 
sm TiX 

b) En déduire que 9 se prolonge sur IR en une application h continue bornée sur IR. 
x 1 +x

4.	 a) Montrer que pour tout xE R, 4h(x) = h( -) + h(--). 
-	 2 2 •
b) En déduire que h est identiquement nulle sur R et 

7f2 +00 1 
-----:::--- - ~ Vx E R \ Z. 
sin2 

7fx - n~oo (x + nF' 

(On pourra considérer !vI = 5uPxER Ih(x)I). 

1/ '+ 

http://www.devoir.tn/


B)	 Pour tout x E JR \ Z, on considère la fonction F(t) = cos(tx), pour t E [-71",11"]. 
1.	 a) Donner la série de Fourier de F.
 

b) En déduire que
 

1 +00 2x 
7I"cotg(1rx) = - + '""" 2 2' Vx E JR \ Z 

X ~x-n 
n=l 

'Ir 1 +00 2(-l)nx 
- + '""" Vx E lR \ Z sin 7I"X - ~ ~ x2 - n2 ' 

n=l 

+00 1	 +00 (-1)n 

2.	 Calculer ~ 1 _ 2n2 et ~ 1 _ 2n2' 
n=l	 n=l
 

+00 2
 

3.	 a) Montrer que la série ~ log(l - x 2) converge absolument pour x E] - 1,1[. 
n

n=l
 
+00 2
 

On pose <I>(x) = ~log(l- x2), pour x E] - 1,1[. 
n 

n=l
 

b) Calculer <I>(O) et <I>'(x), pour x E] - 1,1[.
 
c) En déduire que <I>(x) = log(si~;X), pour XE] -1, 1[\{0}.
 

n 2 

d) Calculer lim II(l - x ).
n-t+oo	 k2 

k=l 

C) 
1. Montrer que la fonction t ~ tX-Ie-t est intégrable sur ]0, +00[, pour tout x > O. 

On pose f(xr~ 1+00 
tX-Ie-tdt, sur ]0, +00[. 

2.	 a) Montrer que pour x > 0, f(x + 1) = xf(x)
 
b) En déduire f(n), pour n E N*.
 

3.	 Montrer que f est de classe Cl puis de classe Coo sur ]0, +oo[ et donner les dérivées 
successives de f sous forme intégrale. 

4.	 Pour tout n E N*, on nose ln: [0, +00[---+ JR, l'application définie par: 

ln (t) = (1 - .;. t si 0 ~ t ~ n et ln (t) = 0 si t ~ n. 
n 

a) Montrer que In(t) ~ e- t , Vt ~ O. (On pourra montrer que log(l-u)":::; -u, si 0 < u < 1.) 
b) En déduire que 

t 
f(x) = lim l

n 
(1 - - ttX-Idt, Vx > O. 

n-t+oo 0	 n 

"	 l , 

c) Montrer par récurrence sur n E N* que 1(1 - tttX-Idt = ( 1) n. ( ) 
o	 xx+ ... x+n 

d) En déduire que 

. nXn! 
f(x) = hm ()' Vx > O. 

n-t+oo X (x + 1) . .. x + n 

-
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5.	 Montrer que pour tout x E]O,l(, 

1
f(x)f(l - x) = ---n--- - 1f 

x2 sin 1fX 

x lim 1 ­II( k2 )n-++oo 
k=l 

6.	 a) Donner la valeur de f (21 ). 
[+00 2
 

b) En déduire la valeur de l'intégrale J-00 e -; dx.
 

[+00 2 
2k7.	 Pour tout kEN, on pose f k = J-00 x e-; dx. 

a)	 Etablir une relation entre f k et f k +1. 

b)	 En déduire que f k = ~~~rv"21r. 

Partie II : 

2 

A) Soit E = {f E coo(1R, IR); p(x)e-"'2 est intégrable sur IR}. 
2 

1.	 a) Montrer que si f, 9 E E, alors la fonction x ~ f(x)g(x)e-"'2 est intégrable sur lIt 

b) En déduire que E est un sous-espace vectoriel de COO(IR, IR). 

2.	 Soit ( , ) l'application définie sur E x Epar: 

1+00
1 ",2(J, g) = rn= f(x)g(x)e- T dx 

v 21f -00 

Montrer que ( , ) définit un produit scalaire sur E. 

_3. Soit F = {f E E; f(D) = D}. 
a) Montrer que F est un hyperplan de E et donner un supplémentaire. 

b) Soit f E Fi-. On considère l'application 9 définie par: g(x) = 1::2f(x). 
i)	 Vérifier que 9 E F. 
ii)	 En déduire que Fi- = {D}. 
iii) La décomposition E = F œFi- est-elle valable? 

c)	 Soit'l/J la forme linéaire sur E définie par 'l/J(J) = f(O). 
i)	 Montrer qu'il n'existe aucune fonction 9 E E telle que 'l/J(J) = (J, g). (On pourra 

considérer la suite de fonctions Un(X) = e-nx2 )n)' 

ii)	 Trouver le polynôme Q E lR2 [X] tel que 

1/;(P) = (P, Q), 'tIP E IR2 [X]. 

",2 

B) On considère la fonction h sur IR par: h(x) = e- T . 
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1.	 a) Vérifier que pour tout n E N, il existe un polynôme Pn tel que Mn)(x) =Pn(x)h(x) 
et Pn+I(X) = P~(X) - XPn(X). (h(n) désigne la dérivée n-ème de h). . . 
b) Donner Po, Pl, P2 et P3.
 

c) En déduire que Pn est de degré n, de coefficient dominant (-1)11, et de même parité
 
que n.
 

2.	 a) Montrer que pour tout n E N, le polynôme Pn vérifie l'équation différentielle: 

Y
Il 

-xy
1 + ny = 0 

(On pourra calculer h(n+2)(x) de deux manières.) 

b) Vérifier que pour tout n E N*, P~ = -nPn - l .
 

Pour la suite on note Hn = (_1)11, Pn .
 

3.	 Soit N ~ 2 un entier naturel. On considère l'espace lRN(X] muni de la base B ­
{1, X, ... ,XN}. Soit cp: lRN(X] ---t lRN(X] définie par: cp(P) = p" - X P'. 
a) Vérifier que cp est bien un endomorphisme de IRN(X]. 
b) Ecrire la matrice de cp dans B.
 
c) Déterminer les valeurs propres de cp, donner leurs multiplicités et en déduire que cp
 
est diagonalisable.
 

d) Montrer que pour tout P, Q E JRN[X], (cp(P), Q) = (P, cp(Q)). (On pourra remarquer 
2 2 

21 2 )que cp(P)(x) = (pl(x)e-T)'e T . 

e)	 En déduire que la famille {Ho, Hl, ... ,HN} est une base orthogonale de lRN(X). 

4.	 a) Montrer que pour tout k E N*, IIHkW = kIIHk-IW. (La norme 1/11 est associée au 
produit scalaire ( , )). 

b) En déduire la valeur de IIHkl1 pour tout kEN.
 
c) Donner une base orthonormée de lRN(X]
 

5.	 a) i\lontrer que ­

b) Trouver le polynôme P E IRN(X] pour lequel. 
[:00 (X N+I ~ P(X))2e-"22 dx 

est minimale, puis déterminer la valeur de ce minimum. 

6.	 On suppose que n est pair. 

a) Msmtrer qu'il existe une solution de l'équation différentielle (En) développable en série 
+00 

entière de la forme L a2k+1x2k+1. (On pourra donner une relation de récurrence entre 

k==O 
les a2k+l et on ne cherche pas à les calculer.) 

b) Préciser son rayon de convergence.
 

c) En déduire l'ensemble des solutions de (En).
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