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Partie 1

L. f nilpotent d’indice g, f =0 et f97! # 0 soit z € E tq f97(z) # 0 donc (z, f(z),..., [T} (z))
est libre (évident) ona dim(vect < (z, f(z),...,f97z)) >)=¢<n

2. a) d’aprés 1. pour ¢ =n = dim F donc (z, f(x),..., f* 1(z)) est une base de E

b) soit i € N pour j > i soit = € ker(f7*1) donc f7*+!(z) = f**!(f7~*(z)) = O or f*! = f* donc
FH(fi4(z)) = fi(z) = 0 d’oi z € ker(f7) par suite ker(f’*1) C ker(f/) I'autre inclusion est
évidente par suite ker(f*) = ker(f7), pour tout entier naturel j > i.

¢) soit i < n si ker(f*) = ker(f*t1) alors d’aprés b) pour tout entier naturel § > i on a ker(f!) =
ker(f?) par conséquent ker(f*) = ker(f") = E donc f* = 0 ce qui est impossible car i < n et
n indice de nilpotence de f

d) ona {0} Cker(f)C - Cker(f*)=E
d'ou 0=dim({0}) < dim(ker(f)) < --- < dim(ker(f™)) = n donc pour tout
ke {0,1,...,n}, dim(ker(f¥)) = k.

3. (i) = (4t) soit f nilpotent d’indice ¢ il existe = € E tq f97Yz) #0 et fI(z) = f(f¥ 1 z)) =0
donc 0 € spc(M) d’on {0} C spc(M)
réciproquement soit A € spc(M) et z € C*\ {0} tq Mz = Az on a M9 = 0 donsc Az = 0 ce qui
donne A =0
(i) = (i43) Pe(X)= ] (n-X)=(-1)"x"
Ai€spe(M)
(#4i) = (¢) Cayley Hamilton.
4. a) s'il existe s tq Ay =0 oui # jtq A\ = Aj on a det = 0 supposons que pour tout A; # 0 et
pour tout ¢ # j A; # A
k

det = H’\‘"P(’\k) ou P est un polynome en X de degré k — 1 qui s’annule en A1, Ag,. .., Mk
i=1 .
’ k k

d’ol det = H,\,-(a H()‘k — Aj) ou « est le coefficient de plus haut dégré de P(Ax) on a par

=1 =1

itération det = H Ai H (A — M)

i=l  1<i<j<k /{‘;’ .m\s“i ?ﬁzﬁ:au = *
k BT )
b} ¢tr(f) = 0 implique Zwi’\i =0 \%’ @% Rfﬁ;q‘iy
i=i \%ﬂ' fw e gy ﬁ‘ﬁé
tr(f?) = 0 implique Zwiz\? =0
=1
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tr(f*) = 0 implique Zwi/\f =0
i=l
d’ou le systéme

c) si f est nilpotent on a tr(f) = 0si f est nilpotent alors si f* est nilpotent par suite tr(f*) =0

reciproquement supposons que pour tout i € {1,2,...,n} tr(f*) = 0d’aprés b) si A1, A2, ..., Ak
Al A2 Ak w 0
2 X A2 wo 0
les valeurs propres de f on a S i Sl ) d’aprés 4)a) la
\ Ak ok oak ) 0
A1 A Ak \
aZ A X2
matrice ’ est inversible donc w; = wg = --- = wi = 0 absurde d’ou
NN k)
spc(M) = {0} et par suite f est nilpotent
Partie II
J
1. évident

2. a) par récurrence
b) soit x € ker(v¥) donc v*(u(z)) = —akv*(z) + u(v*(z)) = 0
d’ou u(z) € ker(v*)
c) pour tout k on a tr[v, v*] = 0 donc Vk € N* tr(v*) = 0 par conséquent v est nilpotent

3. a) d’aprés I.1.d) dim(ker(v*)) = k. d’autre part (z1,...,2x) C ker(v*) est une sous famille de
(z1,...,Zn) = (z,v(z),...,v" }(z)) qui est une base d’aprés I.2.a) conclusion (z1,...,Tk)
est une base de ker(v*) '

b) on a ker(v) = vet(x1). Or d’aprés 11.2.b) ker(v) est stable par u d’ou u(z1) = A\1z1.
c) Conséquence du faite que ker(v*) = (zi,...,zx) est stable par u.
d) v(u(zr+1)) = w(v(Tr+1)) — @v(zr41) = w(v"*(2)) — ™5 (z) = u(zr) — azx
e) On a u(Tk41) = Ak+1Tk4+1 + Qi + ... 171
u(zk) = ATk + Be-1Zk-1 + ... B111
en égalisant dans /1.3.d on aurra Ay;; = A\x — a et par conséquent Vk \x = A — (k — 1)a.

f) u admet n valeurs propres distincts deux a deux donc u est diagonalisable.

u(ex) = w(v"*(en)) = v *(ulen)) + a(n — k)v™ *(en) = [An + a(n — k)jex = Akex
b) v(ex) = v(v™ *(eq)) = v"_(k_l)(e,,) = ex_1. On a e, # 0 car e, est un vecteur propre associée
a An. si en—1 = 0 alors v(e,) = 0 donc e, € ker(v) = vect(z1) ce qui est contradictoire avec

A1 # A
supposons que e; # 0 et vérifions que ex_; # 0 k > 2 en effet si e,_; = 0 alors v(eg) =0
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donc ex € ker(v) = vect(z1) ce qui est contradictoire avec \; # A

c) Ona (e1,ez,...,e,) = (v en), v 2(e,),... sv(en), en)
comme v"!(e,) = e; # 0 donc d’aprés I)2)a) (e;,e2,...,€e,) est une base de E
d) mat(u)(ehezw,en) =diag(A, A\ -, ..., Al - (n—1)a);
01 0 o0
0 0 Eila
mat(v)(él,cz....,cn) = .
IOt oo |
0,00 252l

5. Application

a) AB—-BA=B a=1daprés I1)2)C) v est nilpotent
b) sp(u) = {1,0, -1} et A3 = —

1 0 —1

c) soiteg=( O) 62=’U(€3)=(0) el=v(ez)=( 1)
—1 1 0

0 0

0 1

0 0

10 0 - 1
mat(u) (e, ese5) =| 0 0 0 et mat(v) (e, e5,e5) = 0
/ 0 0 -1 0
> P Partie III
1. évident N
2. a) <Pu(X),Y >=<[4,X],Y >= tr((AX — XA)'Y) = tr(X{(CAY — Y!A)) =
<X, [A Y] >=< X, ®: 4(Y) > d’ou le résultat.
b) On a Im(®4) = (ker(®%))L =ker(®:4))*+ "
3. Soit A une matrice nilpotente et B ker(®:4) donc {BA = A'B. )
A nilpotente et commute avec !B donc AtB nilpotente et par suite tr(A*B) = 0 ce qui donne
<A,B>=0d'ou A4 € ker(®:4))L = Im(®,)
réciproquement si A € Im(®4) il existe alors B € Mn(R) tque AB—- BA= Acad [B,A]=-A
4 d’ou A est nilpotente d’apres 17.2.c
4. Si A est semblable a4 24 alors Vn A™ est semblable & 2" A™ et par suite tr(A™) = tr(2"A"™) Yn ce
S qui donne tr(A™) =0 Yn € N* d’ou A est nilpotente.
5. a) Conséquence de II1.3
b) On montre par récurrence que Yk AB* = (B + I)*A d’'ou ¥Q € R[X] AQ(B) = Q(B+ )A
c) Vd, AQ4(B) = Qa(B + I)A si en fait tendre d vers I'infini on aura le résultat
d) 11 suffit de prendre A = In(2)
4 Partie IV
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a) Par récurrence
b) Conséquence immeédiate de I.4.c

. Par récurrence
a) Sik =1ona AX = 0 implique [A, B]X = AX implique que A € spc([4, B]) = {0} d'ou
A=0 ,
b) Sik>1ona A*BX — BA*X = kABA*~1X — kBA*X d’'od AB(A*1X) = g A*"1X
c) Soit A une valeur propre complexe de AB.
on a ou bien A = 0 ou bien il existe p > 1 tque % est aussi une valeur propre complexe de

AB de meme ou bien 2 = 0 et par suite A = 0 ou bien il existe ¢ > 1 tque ;’:; est une valeur
propre complexe de AB comme le spectre dans C de AB est fini on a toujours A = 0 et par

suite AB est nilpotente.
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