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EXERCICE 1 4 POINTS

1. Résoudre I'équation:3b—-8a=0 ou(a; b)e 72,
En déduire 'ensemble des couples (a; b) de 72 qui sont solutions de I'équa-
tion :

(a; b)eZ®> 3b-8a=1.

2. Un entier naturel non nul A, s’écrit bOa dans le systeme de numération de
base cinqg et abc dans le systeme de numération de base sept.

Déterminer a, b, c et donner I'expression de A dans le systéme decimal.
N. B. 0 représente 1'élément neutre de 'addition dans N.

EXERCICE 2 3 POINTS

On considére 'application f de C dans C qui a tout nombre complexe z, associe

Z' = f(z) =2iz+2-i,

z désignant le nombre complexe conjugué de z.
On désigne par F la transformation du plan complexe, qui au point M d’affixe z, fait
correspondre le point M’ = F(M), d’affixe z’ = f(z).

1. La transformation F admet-elle des points invariants ?

2. Déterminer la nature de F et préciser les éléments géométriques qui la carac-
térisent : centre, rapport, axe.

PROBLEME 13 POINTS

Soit & 'ensemble des applications de R dans R, deux fois dérivables sur R. On rap-
pelle que &, muni de 'addition des applications et de leur multiplication par un
scalaire réel, a une structure d’espace vectoriel sur R.

Partie A

Soit E le sous-ensemble de & tel que :

E:{feg, f”—f’+if=6}

f' désignant la fonction dérivée premiere de f, f” la fonction dérivée seconde et 0
I'application nulle de R dans R.

1. Démontrer que E, muni de 'addition des applications et de leur multiplica-
tion par un scalaire réel, a une structure d’espace vectoriel sur R.

2. a. Démontrer que si f est élément de E, alors 'application g de R dans R
telle que :

VxeR, gx)=e*?f(x)

appartient 3 %, et que sa fonction dérivée seconde coincide avec 0.
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b. Réciproquement, démontrer que si g est élément de & tel que sa fonc-
tion dérivée seconde coincide avec 0, alors il existe un élément f de E tel
que:

VxeR, gx)=e*?f(x)

c. En déduire que :

E={feZ, Aa; b)eR?, VxeR f(x) =(ax+b)e”2}.

On notera f, , I'élément de E tel que :

VXER, fu p(x)=(ax+b)e"?.

3. Démontrer que (fi, 0, fo, 1) est une base de E. On la note B. Qu'en déduit-on
sur la dimension de E?

Si f,, p est élément de E, donner ses coordonnées dans la base B.

4. Démontrer que si f, p est élément de E, sa fonction dérivée premiere est élé-
ment de E.

5. On considere alors I'application ¢ de E dans E qui a tout élément f, ;, de E
associe f, ,.

a. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice dans
la base B.

b. ¢ est-ilun automorphisme de E ? Si oui, donner I'expression de ¢! (f;, b) (X)
pour f, p élément de E et pour tout x réel.

Que représente ¢~ (f,, ») pour f p?

6. On consideére I'élément f;, ; de E. Donner I'expression de fj, 1 (x) pour tout x
réel, étudier le sens de variation de cette fonction et tracer sa courbe repré-

sentative dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O, 1, ] )

Calculer I'aire « du domaine D du plan tel que :

D={M(x;y), 0<x<2, 0<y<fi,i(®0}
a. en utilisant le 5.
b. par un calcul direct d’'intégrale.

Partie B

Pour tout 7 € N*, on consideére la suite (h,) d’éléments de E telle que :

h = fl, 1 et 4K = hy,.

n+l —

ol h;l +1 désigne la fonction dérivée de hy+1.

On posera :

VXER, h,(x)=U,x+Vye'? (U,; Vy) eR?.

1. Exprimer Uj,.; et V,41 en fonction de U, et V,. En déduire qu’il existe un
endomorphisme v de E tel que :

YreN*, hpp= v (hy)

Ecrire la matrice A de vy dans la base B.
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2. Calculer A% et A3
Démontrer que :

1(1 0
* n_ _~
VneN*, A ‘zn(—zn 1).

En déduire I'expression de Uy, et , en fonction de n, pour n élément de N*.
Donner alors, pour tout élément n € N*, et tout x réel, I'expression de hy, (x).
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