Terminale S juin 2010
Centres Etrangers

Exercice 1

* Question1

Dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O;1,], R), on considere les droites (D) et (D.) de représentations

XxX=-1+2 x=1-2
paramétriques : (Dy): ¢ y=-3 (X M)et(Dy): { y=5-t (tX V).
z=1+t z=-2+t

- Affirmation : Les droites (D) et (D.) sont orthogonales .
VRAL

Un vecteur directeur de (D,) est G, ( 2;-3;1) et un vecteur directeur de (D.) est U, (-2;-11) ;

Dot G0, =2x(~-2)+(-3)x(-1)+ X I= (donc G, OU,, et par conséquent (D,) O (Ds).

=  Question 2

Dans I’espace muni d’un repére orthonormal (O;i,], IZ), on considére le point A de coordonnées (2 ; —1; 3) et la
Xx=1+4t

droite (D) de représentation paramétrique : < y=-2+2t (t X ).
z2=3-2

- Affirmation : Le plan (P) contenant le point A et orthogonal a la droite (D) a pour équation: 2x +y -z =0.
VRALI.
La droite (D) admet G( 4;2;-2) pour vecteur directeur ;
Le plan (P’) d’équation 2x + y — z = 0 admet fi( 2;1,-1) pour vecteur normal donc U =2 et passe par A car

2[R + (-1) - 3 = 0 ; Il s’agit donc du plan (P).

= Question 3

La durée de vie, exprimée en heures, d'un jeu électronique, est une variable aléatoire X qui suit la loi exponentielle

t
de paramétre A = 0,0003. On rappelle que, pour tout t > 0, p( X <t)= J. AeMdx.
0

- Affirmation : La probabilité pour que la durée de vie de ce jeu soit strictement supérieure a 2 000 heures est
inférieure a 0,5.
FAUX.

2000
p( X >2000) = 1 p( X < 2000 = }J' A
0

—I— —eAX =1- —e/lx +| _e/]X — ! -e ’~0552 0l
0 , T

A et B sont deux événements liés a une méme épreuve aléatoire qui vérifient :
p( A) = 0.4, pA( B) =0,7 et pﬂ( §) =0,1.

. 1 7 72 A\ 72 A\ z . z 7 by 14
- Affirmation : La probabilité de '’événement A sachant que I’évenement B est réalisé est égale a a

VRALI
_p(AnB) _p(A)xpa(B)_0,4x0,7_ 0,28
Pe(A)= = = = ;
p(B) p(B) p(B) p(B)
Mais, d’apres la formule des probabilités totales,
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p(B)=p((BnA)O(BnA))=p(BnA)+p(BnA)
=p(A)xpa(B)+p(A)xps(B)=0.4x0.7+( = p(A))x( +ps(B))
=0,28+(1-0,4%( + 0,)= 0,28 06 09 0,28 0,84 0;

_0,28_14

D’ou finalement, pg( A)= 08t

Exercice 2 non spécialistes

Dans le plan complexe (P) muni d’'un repére orthonormal direct (O;0,V) d’unité graphique 4 cm, on considére le

point A d’affixe a = —1 et l'application f, du plan (P) dans lui-méme, qui au point M d’affixe z, distinct de A, associe le

point M’ = f (M) d’affixe z’ tel que : z'=Zi—j1.
1. L’affixe des points M tels que M’ = M :
M=M o 2'=z« ZiTzl=z~=» iz=z(z+1) = z(z+1)-iz=0= z(z+1-i)= 0
= z=00uz+1-i= 0= z=Oou=- %i;

Il y a donc 2 points invariants par f: O(0) et I(-1 +1) .

2. Pour tout point M distinct de A et de O, on a OM'=% et (U;OM')=(W;M—O)+%T512HpréS:

vp o e e Z o
Par passage aux modules et arguments dans I’égalité z' = 741’ il vient :
z

0 |Z.|:i_Z 4=’|Z'|= |IZ| ®|Z'|= |I|X|Z| ®|Z-|:1X|Z| aOM‘=O—M'
z+1 |z+1] |z-(-1)| |z-al AM
0 afg(Z')=ar§{Zi—ilj«=> argz )= arfji )+ ar(gz%oj

Z—a

t 1) — m AN ite N — [ NAA-NAA m N N
- (o;0M )'E+( AM;OM )  (;0M )_(lv|A,|v|o)+E 4 271 prés .
3.
a. Soit B le point d’affixe b = —% +i.
Construction du point B et de la médiatrice (A) du segment [OA] : cf. figure.
b. L’affixe b’, sous forme algébrique, du point B’ image du point B par f:
. i(—1+i j —1—}i (—1—1i j(l—i ) (—1—1j+i(1—1) —1+i§
_izg _ 2 _ 2 _ 2 2 _ 2 2 4) 4__4+I
B = = = = > = = =-—+—
ZB+1 _1+i +1 1+| 1 +12 § E S)
2 2 2 4 4
B’ appartient au cercle (C) de centre O et de rayon 1 :
2 2
4 3. 4 3 16 9
OB'=|zg|=|-=+Zi|=|| == | +| = | =,/=+—=+1=1doncB’ X (C); CQFD!
|B|‘55‘ (5) (5) 25 25 ©;cQ
Construction du point B’ et du cercle (C) dans le repere ; cf. figure.
c. Siun point M appartient a la médiatrice (A), son image M’ par f appartient au cercle (C) :
M X (A) 9 OM = OA ; Or, d’apres le 2., OM '=% ; Donc OM '=1, et par conséquent M’ X (C).
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d. Soit Cle point tel que le triangle AOC soit équilatéral direct.
Construction, a la régle et au compas, de I'image du point C par f:
D’aprésle2.,ona:

S oc=L: sor©;
AC

- (U;O—C):(@C—O)+—:—+——5—ga o5 prés = C est sur la bissectrice (B) de COA.

C’ est donc le point d’intersection entre (B) et (C) (cf. figure).

4. Dans cette question, on se propose de déterminer, par deux méthodes différentes, I'ensemble (I") des points M

distincts de A et de O dont I'image M’ par f appartient a I'axe des abscisses.

a. Onposez=x+1yavecxetyréelstels que (x;y)Z(-1;0)et(x;y)Z(0;0).
32+ y2 + X _

(x+1)*+y?

La partie imaginaire de z’ est égale a: Im(z') =
— Ecrivons z’ sous forme algébrique :
iz _ i(x+iy) _ -y+ix
z+1 (x+iy)+1 (x+1)+iy
_(y+ix)((rn)-iy) (my(xrn) o) +i(x(x+1)+y?)

>

(x+1)*+y? (x+1)*+y?
- Partie imaginaire de z’:
(—y(x+1)+xy)+i(x(x+1)+y2) :x(x+1)+y2: X2 +y2 +x
(x+1)"+y? (x+2)*+y*  (x+1)7+y?

Im(z')=Im ; CQFD !

Nature et éléments caractéristiques de 'ensemble (I) :
MMM X (xx)(etM#0carMz0)0zZ XM~
X2 + y2 +x

a'm(z')=0@m=0@ X +y?+x=0et (x+1)°+y? %0

o (x+%]z+y2:%et(x y)#(-10)

0 M appartient au cercle de centre Q

/_\\

j et de rayon % privé de A (et de O)

;/ l\)ll—‘

L’ensemble (") est donc le cercle de centre Q( -

I\)ll—‘

et de rayon 5 privé des points O et A.

b. Nature de 'ensemble (') a ’'aide de la question 2. :
M (M) oM B (xx) (et M'# O car M# 0) 9 (G;0M") = 0+krr ot k B & ;
Or, pour tout point M distinct de A et de O, on a (d’apres 2.) : ( U;W) = ( mm) +7ET+ 2K ;
Done M & (T) @ o+kn=(m;m)+g+ 7 - (MO;MA) =’—27+k"nof1k &;

d MOOMA avecMzOetMZA;

0 M appartient au cercle de diametre [OA] privé des points O et A.

L’ensemble (I") est donc le cercle de diametre [OA] privé des points O et A, qui est bien celui
trouvé au a. !
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Exercice 3

On consideére les deux courbes (C,) et (C.) d’équations respectives y = e¥ et y = —x2 — 1 dans un repere orthogonal du

plan.

Le but de cet exercice est de prouver qu’il existe une unique tangente T commune a ces deux courbes.
4
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1. Tracé approximatif d’une telle tangente a I'aide d’une regle : cf. graphique.
» Abscisse du point de contact de cette tangente avec la courbe (C,) : a = 0,8 ;

« Abscisse du point de contact de cette tangente avec la courbe (C.) : b = -1,2;

2. On désigne par a et b deux réels quelconques, par A le point d’abscisse a de la courbe (C,) et par B le point

d’abscisse b de la courbe (C,).

a. Une équation de la tangente (T4) a la courbe (C,) au point A :
(Ta):y=f'(a)(x-a)+f(a) oufix) = e = flx) = e;
Donc: (T,):y=€"(x-a)+e® =e’x+e*(1-a).
b. Une équation de la tangente (Ts) a la courbe (C,) au point B :
(Tg):y=g'(b)(x-b)+g(b) ot g(x) = —x2 -1 = g'(x) = —2x;
Donc: (Tg):y=-2b(x-b)-b*-1=-2ox+b*- 1.

e’ =-2b
c. Lesdroites (Ta) et (Tg) sont confondues 0 les réels a et b sont solutions du systeme (S) : { . W o
e"—ae”" =b° -1

(Ta) = (Tg) O elles ont la méme équation réduite
0 elles ont le méme coefficient directeur p et la méme ordonnée a 'origine q
= e® =-2b e’ =-2b
o PP , = : CQFD !
Ory = Org e*(-a+1)=b*-1 |e*-ae*=b*-1

e? =-2h

d. Le systeme (S) est équivalent au systeme (S’) : .
e +4ae® - 46 - 4= 0

a a

b=——e :—1
{ea=—2b 2 b 2e

e*=-2b
a a_p2_ 1 1 .\ 1 ‘:’{ ; CQFD!
e"—-ae” =b° -1 ea_aea:[_aeaj -1 ea_aea:ZeZa -1

e” +4ae’ - 46" - 4= 0

3. Lebut de cette question est de prouver qu’il existe un unique réel solution de I’équation (E) :
e +4xe* - 4e" - 4= 0.
Pour cela, on considére la fonction f définie sur M par : f ( x) =™ +4xe* - 4e* - 4.

a. Pour tout x appartenant a - ; o[,e” -4<0 et 4" (x-1)< 0.

¢ x<0=2x<0= ¥ <l= e -4<-3=e*-4< 0;
* X<0=x-1<o0etcomme 4€" >0, 4¢*(x-1)<0.
b. L’équation (E) n’a pas de solution dans I'intervalle ]- ; o[ :
(B): € +4xe" ~ 46"~ 4= 0= (& - 4)+ &*(x- )= (;
Orpourx < 0, €”-4<0 et 4¢*( x—1) < 0donc (ezx—4)+4ex(x—1) <0;
L’équation (E) n’a donc pas de solution dans l'intervalle ]-« ; o[ ; CQFD !

c. Lafonction fest strictement croissante sur l'intervalle [0 ; +o :

fest dérivable sur M donc sur I'intervalle [0 ; +oo[ et :

£1(x)=26% +4[ e +xxe" ) - &* = 2%+ &e* = 2¥(e+ %) ;
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Comme € >0 et que x> 0, il est clair que f'(x)>0;
fest donc strictement croissante sur [0 ; + [ ; CQFD !
d. L’équation (E) admet une solution unique dans l'intervalle [0 ; +[ :

Remarquons d’abord que (E)d f(x)=0;

Or f est définie, continue (car dérivable) et strictement croissante sur [0; + [; elle réalise donc une

X = +00

bijection de I'intervalle [0 ; + [ sur I'intervalle [ f(0); lim f( X)[ )

Or f(0)=-7 et lim f(x)=lm e™+4xe"-4e"~4= lim e*(e" +4x-4)-4=+o (car lim €*=+o

X — +00 X — +0o X — +oo X — +oo

et lim 4x—-4=+wx).

X — +00
fréalise donc une bijection de I'intervalle [0 ; + [ sur l'intervalle [-7; + [.
Comme 0 X [-7; + [, il admet donc un unique antécédent a par fdans[0; + [;
L’équation (E) admet donc bien une solution unique dans I'intervalle [0 ; +[ , a savoir a ; CQFD !

Un encadrement d’amplitude 10-2de a:
f(0,84)=-0,1:<o0et f(0,85)= 0,07> o donc, fétant croissante sur [0 ; + [, 0,84 < a< 0,85.

4. On prend pour A le point d’abscisse a.
Un encadrement d’amplitude 10-1 du réel b pour lequel les droites (Ta) et (Ts) sont confondues.
(Ta) = (Tg) 0 (a ; b) solution du systéme (S) (cf. 2.c.)
. . , e’ =-2b
0 (a ; b) solution du systeme (S’) : (cf. 2.d))
e +4ae’ - 46" - 4= 0

et =-2p

0 (a ; b) solution du systeme : (cf. 3.)
f(a)=0

a — _
9 {e =D f 3 b etsd)

a=a
a=a

G cf. 3.b. et 3.d.
b:_%ea( 3-b.et3.d)

1 1
085 _tea o __Ze 0,8

1
Oro0,84 < a< 0,85 = e <e? <% e =-1,2<b<-1,1.

Exercice 4

5

Soit fla fonction définie sur I'intervalle [0 ; +o[ par: f(x)= G_Tl .
X
Le but de cet exercice est d’étudier des suites (u,) définies par un premier terme positif ou nul u, et vérifiant pour tout

entier naturel n: uy,, = f(u,) .

1. Etude de propriétés de la fonction f

a. Lesens de variation de la fonction fsur I'intervalle [0 ; +oo[ :

fest dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo[ et f'(x)=0-5x 1 __ 5 0;

(x+1)° (x+1)°
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fest donc strictement croissante sur 'intervalle [0 ; +[.

b. Résolution dans I'intervalle [0 ; +oo[ I'équation f (x)=x :

. 2 _
f(x)=x < 6= S yo 6(x+1)-5 X(X+1)=0.=.{ X +5¢x+11—0;
X -

X+1 x+1
5+4/29 5,2

2
5-+/29
2

-x? +5x+1=0:A = 29> Cdonc 2 solutions dans ¥ :
<0

Donc, dans I'intervalle [0 ; +oo[ , 'équation f (x)=x admet une unique solution : a =

5+4/29
2

c. Comme fest croissante sur 'intervalle [0 ; +oo[,

« Sixappartient a I'intervalle [0 ; a], alors f ( x) appartient a 'intervalle [0 ; a] :
Siosx<aalors flo)<flx)<fla)d1<fix)<a;
En conséquence, si x X[o ; a] alors fix) X [0; a] ; CQFD!

» Sixappartient a I'intervalle [a ;+oo[ alors f ( x) appartient a 'intervalle [a ; +oo[ :
Six= aalors fix) =2 fla)0 f(x)=a;
En conséquence, si x X [a;+ [alors fix) X [a;+ [; CQFD!

2. Etude de la suite (u,) pour uo = 0.

Dans cette question, on considere la suite (1) définie par u, = 0 et pour tout entier naturel n :

5
+1°

Upyy = f (U, ) =6~

Up,

a. Surle graphique, sont représentées les courbes d’équations y = x et y = f (x).

L S e

05,2.

Construction du point A, de coordonnées (u, ; 0), et des points A;, A,, A; (et A,) d’ordonnée nulle et

d’abscisses respectives ui, us, u; (et u,) : cf. graphique.
Conjectures :

- la suite (u,) semble croissante ;

- la suite (u,) semble converger vers a .

b. Pour tout entier naturel n, 0<u, <u,,, < a, par récurrence :
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Notons P, la propriété : « 0su, <u,,, <a »avecn X .
~ Initialisation : uo=0et U, = f (uy) = f (0) =1doncona 0<uy <, <a, soit P, vraie (1) ;
- Heérédité : Supposons que P, soit vraie ; alors il vient successivement :
O<u,su,y<a (HR)
f(0)<f(u,)<f(uy, )< f(a) (carfcroissante sur [0;al)
1<supySUposa
O<UySUpr<a
Donc P+, vraie (si P,, vraie) (2)

De (1) et (2), il résulte que P, vraie pour toutn= o0 ; CQFD!

c. Lasuite (u) est convergente :

»  Ainsi, la suite (un) est croissante et majorée par a; elle est donc convergente ;
= Appelons [ sa limite ; Passons a la limite dans I'égalité u,,, = f (u, ) ;
il vient, puisque la fonction f est continue, | = f (1) ; Donc [ est solution de I'équation f(x)=x

qui admet sur [0 ; + [ a pour unique solution. Comme o<l<a,l=a.

Ainsi, (u,) converge vers a .
3. FEtude des suites (u,) selon les valeurs du réel positif ou nul u,

Sens de variation et convergence de la suite (u,) suivant les valeurs du réel positif ou nul u,:

e 0<uc<a: (uy) croissante et converge vers a ;

6

D - e

o e

~
P

c "

*  uo=a: (uy) constante a a (donc converge vers a) ;

*  Uo>a: (un) décroissante et converge vers a.

57 u=8

— o

Y

e =ssssssssssssssssssss=======

[ ———
@Y= mmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmemmaoo

—
«dQ

c
£
<

o, |
N;
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