CORRECTION DU BAC 2007

Terminale S Liban

Exercice 1
l)a) » Inx=0 = x=1 ; Inx>0 < x>1 ; Inx<0 < x<1 (lafonctionlIn

étant strictement croissante sur [0 ; + o[ ).

> 1-Inx=0 < Inx=1 « Xx=e ;7 1-Inx<0 = Inx>1 =« x>e ;
1-Inx>0 < Inx<1l < x<e (lafonction In étant strictement croissante sur ]O; +oo[).

» On en déduit le tableau de signes suivant :

X 0 1 e +00
signe de Inx - 0 + +
signe de 1-Inx + + 0 -
signe de
(Inx)(1-Inx) - 0 ¥ 0 -

b) Pour étudier la position relatives des courbes C et C’ sur ]O Do+ oo[ , il suffit d’étudier le
signe de f(x)—g(x) sur cetintervalle.

Or f(x)=g(x)=Inx~=(In x)2 =(Inx)(1~Inx) ; alors on en déduit, d'aprés la question
précédente que :

« sur |0;1 OJe;+ [, la courbe C est en dessous de C';

« sur |1;¢[, la courbe C est au dessus de C';
esi x=1et x =e, les courbes C et C’' se coupent.

2) a) La fonction In est dérivable sur ]0 D+ oo[ et la fonction x — x? est dérivable sur R,

alors la fonction g est dérivable sur ]0 ; o+ oo[ en tant que composée de deux fonctions
dérivables.

Donc, la fonction h est dérivable sur ]O ; +oo[ en tant que somme de deux fonctions
dérivables sur [0 ; +oo[ .

_1-2Inx

==

Comme x est strictement positif, alors le signe de h'(x) dépend de celui de (1-2Inx).

Soit x un réel strictement positif, h'(x) =

X | =

1 2-1
ZX;X(In X)

1

Orl1-2Inx=0 - Inx:% - x:eE:\/E : 1-2Inx>0 = Inx<% - x<\/E;

1 . . , .
1-2Inx<0 < Inx >E - x>+e (la fonction In étant strictement croissante sur

]O; +00[).

http://www.Ir
#‘H’ﬂih‘l‘h
Toutes hes mati tous les miveaux...


http://www.devoir.tn/
http://www.devoir.tn/

Par conséquent, la fonction h est croissante sur ]O ; \/E [ et est décroissante sur

]@ : +oo[.

b) Les points M et N ont pour coordonnées respectives (x ;f(x)) et (x ' g (x))

On en déduit que : MN =,/(g (x) - (x))2 =|g(x)~f(x)|. Orsur [1; €], f(x)2g(x) dapres
la question 1). D'ott : MN =f (x) =g (x) =h(x).

Or, d'apres la question précédente, la fonction h admet un maximum pour X =Je.
Par conséquent, sur l'intervalle [1 ; e] , la valeur maximale de MN est obtenue pour x = \/E.

c) L'intervalle d’étude est ]0 ; +oo] .
Posons X =Inx ; I'équation (In x)2 —Inx =1 équivaut & X?>-X -1=0.

Calculons le discriminant : A = (—1)2 -4x1x(-1)=5.

Comme A >0, alors I'équation X2 - X —1=0 admet deux solutions

xlzl_ﬁ etX2=1+\/§.
2 2
- - =5
Si Xlzﬂ, alors In(xl):ﬂ cdol x, =e 2 .
2
15
Si X, =#, alors In(x2)=1+2\/g ;doll x, =e 2

, 1~/5 1+5
Par conséquent, I'équation (In x) -In x =1 admet deux solutions x, =e 2 et x, =e 2

d) D'aprés la question 2) b), MN = /(g (x) - f (x))2 =|g(x)=f(x)|. OrsurJo; A O]e; +eof,

f(x)<g(x).Donc, sur [0;1O]e; +w[, MN =—(f(x)—g(x))z—h(x)=—Inx+(|nx)2.
-5 145
On en déduit que : MN =1 équivaut a (In x)2 -Inx =1, c’est-a-dired x=e 2 oua x=e 2

d’aprés la question précédente.
15 1+/5
Par conséquent, sur |0;1] O]e; + [, il existe deux réels a=e 2 etbh=e 2 (a<b) pour

lesquels la distance MN est égale a 1.

3) a) Calculons Ilelnx dx .

u(x)=Inx

ot
v'(x)=1

v (x)=x

Posons { . Alors

Les fonctions u'v, uv' et (uv)' sont continues et dérivables sur [1; €], d'aprés la méthode
de l'intégration par parties :

Ileln X dx :[xlnx]f —LeXX%dX :elne—[x]f —e-e+1=1.

b) La fonction G est dérivable sur ]0 ; + oo[ en tant que produit et somme de fonctions

dérivables sur |0 ; +cof .
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Soit X un réel strictement positif.
G’(x)=1><[(|nx)2 —2Inx+2}+x><[2><1><(lnx)—2><i}=(Inx)2 -2Inx+2+2Inx-2.
X X

Par conséquent, G'(x) =(In x)2 =g (x) pour tout réel x strictement positif.
Par suite, la fonction G est une primitive de g sur ]0; + oo[ )

c) Comme C est au dessus de C’ sur |1; [, alors A =Le (f (x)-g (x)) dx.

or [(f(x)=g(x) dx=[f(x) dx["g(x) dx =1-[6(x) ]} =1-G(e) +& ().
De plus, G (1) =1><[(In1)2 -2In1+ 2} =2 et G(e) :e><[(lne)2 —2Ine+2} =e.

Donc, A=1-e+2=3-¢e u.a.

Exercice 2 (candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spécialité)

1) D’apres I'énoncé, la droite (d) a pour vecteur directeur G(—% ;0 —gj

On remarque que les coordonnées des vecteurs u et ](O 01 0) ne sont pas
proportionnelles ; d’'ou ces vecteurs ne sont pas colinéaires.
Par suite, la droite (d) n’est pas paralléle a I'axe (O ; ]) .

La proposition 1 est donc fausse.
. -1 3 .
2) Comme P est orthogonal a (d), alors u 5 ;0 3 est un vecteur normal a P.
. : 1 3
Alors P a pour équation _EX _EZ +d =0.
Or A de coordonnées (2 ;=1 1) appartienta P, d’ou : —%XZ —gXI+d =0, c'est-a-dire
3

d=1+-—=—.
2 2

Donc P a pour équation —%x —Ez +g =0, ouencore x+3z-5=0.

La proposition 2 est donc vraie.

3) Comme C est le point d’abscisse 1, alors 2 —% =1, c'est-a-dire t =2 ; d’ou C a pour
coordonnées (1;1; 2).
Ona: ABIAC = AB xAC xcos(@AC) , soit cos(@AC) _ ABIAC

AB x AC

Or AB et AC ont pour coordonnées respectives (2 ; -1;1) et (-1;2; 1) ; alors
ABTAC =2x(-1)+(-1)x2 +1x1=-3, AB =4/2? +(-1)* +12 = /6 et
AC = (-1)* +22+2 =6.

On en déduit que : cos(@AC) -8 - —% = cos(z—ﬂj.

T x 6 3

. s 2m .
Par conséquent, la mesure de I'angle géométrique BAC est 3 radians.
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4) Comme G est le barycentre des points pondérés (A, -1

X, + X, +
X5 :—XA Xg T Xc Xg :2:3
-1+1+1 1
. _YatYst¥Ye NPT _0_
our coordonnées =—A -5 -> c'est-a-dire =—=0
p Yo 14141 Yo 1
XG:_YA+YB+YC Xg :§=3
-1+1+1 1

On en déduit que le milieu du segment [AG] a pour coordonnées [g ; —% ; ZJ.
- . 5 1
Or le milieu du segment [BC] a pour coordonnées > ; 5 1 2.

Donc [AG] et [BC] ont le méme milieu.
La proposition 4 est donc vraie.

5) Le rayon de la sphére de centre C et passant par B est BC = NTY
[xc +3z. =5 _ 2 2410 _+10

?+0°+32 J10 10 5

Calculons la distance du point C au plan P :

J10

Or = est strictement inférieur a /18, donc la sphére coupe le plan P.

La proposition 5 est donc vraie.

Exercice 2 (candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité)

1) La similitude directe de centre A d’affixe %+§i , d'angle g et de rapport 2 a pour

L. L (1 2. i 1 2. .
écriture complexe z'—| =+—=i |=2e?2|z—-| =+=i ||, soit
5 5 5 5

zZ'=2i|lz- E+gi 1 2 2|z—g|+4+1+g|-2|z+1
5 5 5 5 5 5 5 5

La proposition 1 est donc vraie.
2) Soit P le plan d’équation z =5.

M(x:y;z)OSnP équivaut a
( Y ) a z=x*+2x+y? +1

x? +2x+y +1=5

équivaut a

équivaut a {

(x +1)° -1+y? +1=5

équivaut a {(x +1) ry? =

Donc la section de la surface S et du plan P est le cercle de centre (—1; 0; 5) et de rayon

V5.

La proposition 2 est donc fausse.

6 7-1
3) 750 =5% x6 : alors 57 —1=55"° —1=(553) —1=(553) 1.

-4 -

, (B, 1) et (C, 1),alorsG a
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Or 7 est un nombre premier qui ne divise pas 5° , alors, d’aprés le petit théoréme de

7-1
Fermat, (553) =1 [7]. On en déduit que

5 )H—lEO [7].

7-1
Par conséquent, 5°° -1= (553) -1 est divisible par 7.
La proposition 3 est donc vraie.

Petit théoreme de Fermat : Soit n un entier.
Sip estun nombre premier ne divisant pas n, alors n** =1 [p]

4) Cherchons le PGCD de 4n+3 et3n+1:
PGCD(4n+3,3n+4)=PGCD(4n+3-3n-4,3n+4)

=PGCD(4n+3-3n-4,3n+4)
=PGCD(n-1, 3n+4)
=PGCD(3n+4,n-1)
=PGCD(3n+4-3(n-1) ,n-1)
=PGCD(7 ,n-1)

Or n est congru a 1 modulo 7, alors n—1 est congru a 0 modulo 7.

On en déduit que PGCD(7 ,n-1)=7.

La proposition 4 est donc vraie.

5) Si il existe deux entiers relatifs u et v tels que au +bv =2, alors 2 est un multiple du
PGCD de a etb.
Par conséquent, PGCD(a , b) estégal a 1 ou a 2.

La proposition 5 est donc fausse.

Exercice 3
1) Sile tirage a lieu dans 'urne U, a I'étape 2, c’est que I'on a tiré une boule blanche a
I'étape 1.
Orily a 17 boules blanches parmi les 20 de l'urne U, .
Par conséquent, p, =£.
20

2) Soit B, I'evénement : « la boule tirée a I'étape n est blanche ».

Si n =2 : on peut construire I'arbre pondéré suivant (voir page suivante).
B,., et B,_, forment une partition de I'univers des tirages a I'étape n -1 ; d’'aprés la formule
des probabilités totales, on obtient :

Pt =P (Av) =P(B,) = P, , (Br) <P (B,a) + P (B,) ¥ P (B

or p(B,.)=p(A,) =p, etp( ) 1-p,, Pg,, (B )—% et pm(Bn):i.

17 1 16 1
—X 1- — =0,8p, +0,05.
20 P ¥ 20 ( pn) 20 20 20 Ph

Par conséquent, pour tout entier naturel n non nul, p,,, =0,8p, +0,05.

Dou: p,,, =
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3) p; =0,8p, +0,05=0,8%0,85+0,05=0,73. Donc p, =0,73.
4) a) Soit v'(n) la proposition : « pour tout n de N, p, >0,25 »
— Comme p, =1, alors on a v'(1) qui est vraie.

-~ Montrons que pourtoutn=1,ona: v(n) = v(n+1).
Soit n = 1. Supposons que v'(n) est vraie. Alors : p, >0,25.

D'ou 0,8p, +0,052>0,8x0,25+0,05 car la fonction x - 0,8x +0,05 est strictement
croissante sur |0,25 ; +o[, c’est-a-dire p,,, >0,25.
On en déduit que v'(n + 1) est vraie.

On a alors prouveé :
v'(1) et pour tout n supérieur ou égal a 1, v'(n) = v'(n + 1).

- Du principe de raisonnement par récurrence, on déduit :
pour tout n supérieur ou égal a 1, v'(n) est vraie
C'est-a-dire : pour tout n de N', p, >0,25.

b) P,.. =P, =0,8p, +0,05-p, =-0,2p, +0,05=-0,2(p, —0,25), pour tout entier naturel n

non nul.
Or, d’apres la question précédente, pour tout entier naturel n non nul, p, >0,25, c’'est-a-dire

p, —0,25>0. Donc, p,., —p, <0, pour tout entier naturel n non nul.
Par conséquent, la suite (p,) est décroissante.

¢) Comme la suite (pn) est décroissante et minorée par 0,25, alors elle est convergente vers
un réel que I'on notera | .

d) Comme p,,, =0,8p, +0,05, par passage aux limites, on obtient :

lim p,,; =0,8x lim p, +0,05, c’est-a-dire | =0,8] +0,05.
n

n - +oo — +00

-6-
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Dou: | =% =0,25. Par conséquent, la suite (pn) converge vers 0,25.

Exercice 4

1) 7= 2 (2-[) =L

" p (2-r) car |z|=r . Par conséquent, z' =(2-r)e'?.

2) Comme a =3, alors |a| =3 et arg(a) =0 ; d'ou, d'aprés la question précédente,
a'=(2-3)e’ =-1.
Par conséquent, I'affixe a' du point A", image par f du point A d’affixe 3, est 1.

3)a) [-3 +i|=3+1=2, alors b ﬂ(‘@%} :Z(COS(%TJHSM(%B'

57
Donc, b =2e ¢ .

5
b) D’aprés la question 1), b’ =(2 —2)eI 6 =0.
Par conséquent, I'affixe b’ du point B', image par f du point B, est 0.
4) Voir la figure a la fin de I'exercice.
5) a) Soit M un point, d’'affixe z, du plan privé du point O.

zz£0
f(M)=0 équivauta { z

Z(z-t

) o’ c'est-a-dire a |z| =2.
2|

Donc, I'ensemble E des points M du plan privé de O dont I'image par f est O est le cercle
de centre O et de rayon 2.
b) Voir page suivante.

6) a) Soit M un point, d’'affixe z, du plan privé du point O.
z#0 z#0

A . o . |z#0
f(M):M équivaut a é(2_|z|):z,cest-a-d|rea 2—|z|=sz'SOIt 2—|z|=|z|'
z
) z#20
Donc, f(M)=M équivaut a {|z| oy

Par conséquent, 'ensemble des points M du plan privé de O dont I'image par f est M estle
cercle C,.

7) Soit M un point du plan distinct de O, d’affixe z, n’appartenant pas au cercle C,.

z+7z' _re'" +(2-r)e"
2
D'ott OT =|z,]| :‘e“’" =1. On en déduit que I appartient au cercle C,.

a) I a pour affixe =e'9.

ia

eia

or

. . A
b) (OI , OM) = arg(ﬂj = argLre j = arg(r) =0 carr estun réel strictement positif.

Par conséquent, les vecteurs OZ et OM sont colinéaires et de méme sens.

I appartient alors a la demi-droite [OM )
-7 -
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¢) Construisons d’abord le point I: d'apres les questions 7) a) et 7) b), le point I est le point
d’intersection du cercle C, et de la demi-droite [OMl).

Comme I est le milieu de [MlMi] , alors on construit le symétrique de M, par rapporta I
pour obtenir le point M; .
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