Concourt 2010

Exercice N°1

1)

a)
b)
2)

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (A, 1; ¥ ) on considére un quadrilatére convexe ABCD
et on désigne par b, cet d les affixes respectives des points B, C et D.

. 1
Justifier que : |— — =

-3 B
En déduire que : ADXBC +AB><CD = ACxBD

Montrer que le quadrilatere ABCD est inscriptible si et seulement si

AD*BC +AB*CD = AC*BD

3)

Soit MNPQ un parallélogramme. Un cercle passant par M recoupe les segments [MN] , [MP] et [MQ]
respectivementen N’, P’ et Q'.

Montrer que MN<MN’ +MQxMQ’ = MP*MP’

Exercice N°2

Soit ABC un triangle et P un point a l'intérieur de ce triangle.

Les droites (PA), (PB) et (PC) coupent respectivement (BC), (AC) et (AB)en A’ , B’ et C’

On désigne par a, B et y les aires respectives des triangles PBC, PAC et PAB.

1)

2)

Y _ AB

a) Montrer queﬁ = o7

b) En déduire que A’ est le barycentre des points pondérés (B; ) et (C;y)

c) Montrer que P estle barycentre des points pondérés (A; a)(B; B )et(C;y)

On pose S _W+W+P_c'

a) Exprimer S enfonctiondea, fety.

b) Montrerque S = 6

c) Déterminer la position de P pour laquelle la somme S est minimal.

EXERCICE N°3

Soit f une fonction, définie, continue, deux fois dérivable sur un intervalle sur [ a ; b ] et telle que f(a) = f(b) =

f(x0)

1) Soitxo €] a;b [, on considere la fonction ¢: — @(x) = f(x) —A(x —a)(x —b)ou A = ——————
(xo—a)(xo—b)

Calculer (p(xo) @(a) et p(b) et en déduire qu’il existe unréela € | a; b [, tel que

ﬂo)—f()@o—@wo—m

2) Soit g une fonction deux fois dérivable sur I'intervalle sur [ a ; b Jtelle qu’il existe deux réels m et M tels que
pourtoutx € [a;b] onait M < g"(x) <m

a) Montrer que pourtoutxx € [a;b]

(x—a)(x—Db) -b xX—a (x—a)(x—b)
Mf —b_g(b)b—asm 2

' X
<9 - g (@

b) En déduire la relation — M ——— (b a) < f gx)dx — — (g (a) + g(b)) < - m(bla) (1)

3) En appliquant la relation (1) & lafonction In surl'intervallesur[n;n+ 1] oun e N*

1
12n?

1 1 1
Dé trer la relati —_( + )1 (1+—)—1S
émontrer la relation 120+ D)2 n+)n -

1
nTl +7€ -n

4) On pose pour tout entier naturel non nul n, u,, = ln( -

> et pour entier natureln > 2
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5)

6)

1
12(n—1)
a) Montrer que la suite (u,) est croissante et que la suite (v, ) est décroissante.

v, = U, +

b) En déduire que les suites (u,) et (v,,) ont la meme limite | et que I'on a pour tout entier naturel = 2,
1
l— m < Ugy <l
On considére la suite (I,,) définie sur M par I, = %et pour tout entier naturel non nul n,

Vi
2
I, = f sin"xdx
0
a) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
b) Calculer I; et montrer que pour tout entier natureln > 2 I, = —1I, 4

c) En déduire les expressions de I, et I, ;1 en fonction de n

24n (n|)4
a) montrer que lim | ———— | =
n>te \n((2n)))
o In(2m)
b) En déduire que 1 = — >
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Concourt 2010 Solution

EXERCICE N°1

R O e
o ons 1= 3] = fi- H o e i =
& |clld = b| <ld||c—b|+|blld = cl|
< ADXBC +ABxCD = ACxBD
2)

i=al =G+ =[6- 9+ (- (G-
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1 1‘2 |1 UL 1||1 1|emrg(%—%)—mw(%—l

b ¢ c d b cllc d b cllc d
2 2 . 1 1y . 11 . 1 1y . 11
R Y ) (B () ()
c c cllc
11 1.1
1 12 1 12 1 11 1 i““’(%—?) ‘Wg(%’_%)
=|-= = 4|—-=—=] +|—-= —~||-=- = c d/ + c d
b c| |c d| b c||c d ¢ ¢

+l==— = +|-—=

11|2 |1 11% 11||11
c d b ¢

2 2 _b L
Y ! ! e | l| iarg 5(5=2) 4 ¢=ioro 5(5=2)
b ¢ c d b cllc d
1 12 (1 12 1 oyp 1
= |- — — [ — + —_ e e = — — lo_l_ —i0
b ¢ c d b cllc d(e € )

1 12 1 12 11 1 2

b oo e d b ¢

cd=

11(11
b ¢

+11)
c d

c d * b ¢
le quadrilatere ABCD est inscriptible si et seulement si
(Zg; Zﬁ) = (Eﬁ, Z'_l_))) [m]
=arg(5) =arg (=)
arg L) = arg ¢ T

wara()- s (=)= o

(:)arg(gxd_c>z 0 [m]

b b-c
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oou (- " = (2 2o 3 o= e
d—b c—b| |d-c
@| db =| L e |

& |clld = b| = |d|[c = b| + [b]ld — ]
& AC x BD = AD x BC + AB x DC
3)

N

Les points M;N’ ; P’ et Q’ sont cocycliques donc
(MQ;MP) = (NQiN'P) [2n]et (MPiMN') = (QPHQN) [2n]

N

MNPQ est parallélogramme (MN) //(PQ) et (MQ) // (NP) donc (W) = (ﬁv’/,\ﬁvi) [27] et (W, W) =

(PM;PQ) [2n]
Et par suite
(W,W) = (N’Q’; N’P’) [2m] et (W,P—Q)) = (Q'P’; Q'N') [2m]
Ainsi les triangles P’N’'Q’ et NMP sont semblables donc
PINI B PIQI 3 NIQI
o o NM ~ NP  MP
DoncPN =kNM ; PQ =kNP et N'Q =kMP
Or MN’P’Q’ est inscriptible donc
MP’% N'Q = MQ'* N'P’ +MN'%P'Q" & MP’ X kMP = MQ X kNM + MN’ x kNP
o k(MP'x MP) = k(MQ' X NM ) + k(MN’ X NP)
& MP’X MP = MQ'X NM + MN’' X NP

=k+0

Exercice N° 2

_ AP x BB1
y air(PAB) ——3 BBl
B air(PAC) AP XCC1 — cc1
2
PA’ x BB1
air(PBA’)  —% — BBl
air(PCA") ~ PA'XCC1 ~ cC1
2
A'B x PP’
air(PBA’) —— — AB
air(PCA")  A'Cx PP A'C
2
donc
y BBl _A'B
B CCl1 AC
,y !

A'B / / — - - B _ A
E: T & YyAC= BAB orA €[BC] doncyAC=—BAB & yAC+ BAB =0 etcommef+y #0
Et par suite le point A’ est le barycentre des points pondérés (B,f) et (C,y) )
Devoir.tn



Montrons que P est le barycentre des points pondérés (4; a); (B,B) et (C,y)
- On Montrer que P est le barycentre des points pondérés (4; a); (4, B+vy)
air(PAB) PA air(PAC)
air(PA'B) _ PA' _ air(PA'C)

air(PAB) _y _ air(PAC)  f

air(PA'B) & air(PA'C) a—26

gz %@y(d—&z[ﬁ say=8B+7) @5=%

PA vy y B+y . '
B+y

amz—(ﬁ+y)ﬁ o aﬁ+(ﬁ+y)P—A; =0

A’ est le barycentre des points pondérés (B ,B) et (C,y) donc BPB + yPC = (B + y)p—A;
“m+(ﬁ+V)P—A; =0 Devient aﬁ+ﬂﬁ+ yﬁ‘) =0 etcomme a+pB+y #+0
Donc P est le barycentre des points pondérés (A; a); (B,B) et (C,y).

On pose
PA PB PC + a+ +a
:—,+—,+ i ﬂ )/+ '}/+ﬂ
PA' " PB' ' PC a B Y
S_yﬁ2+ﬁy2+ ya® + ay® + af®+ pa?
aBy
. ay®*+ B+ By* +a®) +y(a®+p%)

apfy
a’?+p?% = (a — B)* + 2af = 2ap

a’+y? = (a —y)? + 2ay = 2ay

Y24+BE = (y —B)* +2yB = 2yB

_a0it BH+BGE+ad) +y @+t ) | 2afy +2afy +2aBy
B aPy aPy -
Sestminimal ©S=6 a(y?>+ B2 +LW? +a?) +y(@*+p% ) = 6afy

a((y =B +2yB) + B((a —y)* + 2ay) + y((a — B)* + 2aB ) = 6aBy

S

aly =B +Bla-y)*+y(@—pB)*=0

aly —B)* =0 y=8

Bla—y)?*=0 <={a=y © a=p=y
aly —B)*=0 y=25

aPA + ﬁﬁ + yﬁ =0 devient PA+PBE+ PC =0 Pestlecentrede gravité de triangle ABC.
EXERCICE N°3
1)
o 9(x0) = f(x0) = Alxo = @) (xo = b) = f(¥0) = LB (xo = @) (%o — b) = f(xo) = f (x0) = 0
e 9@=f@=0

e pb)=fbB)=0
e fest une fonction, définie, continue, deux fois dérivable sur un intervalle sur [a ;b ] etx, € la; b [ donc ¢
est continue est dérivable sur [a; xy] etona @(xy) = @(a) = 0 il existe donc un réel x; € |a; x, [telq

¢'(x1) =0 Devoir.tn



e de méme @ est continue est dérivable sur [xg; b | etona @(xy) = @(b) = 0 il existe donc un réel
Xy € |xo;b [telque @'(xy) =0

e fest une fonction, définie, continue, deux fois dérivable sur un intervallesur[a;b ] etona

a < x; <x, <b donc ¢ est continue est dérivable sur [x1;x, ] etona @(x;) = @(x;) = 0 il existe
doncunréela € |x; ;x, [tel que @' (a) =0

Onag(x) =f(x)—Ax—a)(x—b)= ¢'(x) =f'(x) —A(x—b) —Alx —a)

= ¢"(x) =f"(x) —24

" _ " o _ _ _ " (a) _ f(x0)
Or ¢ ()=0= ¢"(a) =f"(a) —24=0=> A= 7 = G e D)
f"( )

= f(x0) = (xo — a)(xo — b)

2) Soit g une fonction deux fois dérivable sur I'intervalle sur [ a ; b Jtelle qu’il existe deux réels m et M tels que
pourtoutx € [a;b] onait M < g"'(x) <m
b) Montrons que pourtoutx € [a;b ]
M(x—a)(x—b) x—b x—a (x—a)(x—b)
2

g -g@_ —p -9y, —_<m >

Soitx € [a;b] OnposeY(x) = g(x)— g (a)% — g(b)g

1 est deux fois dérivable sur I'intervalle sur [ a ; b | vérifiant :

Y@= g@—-g@=0

Y(b) = gb)— gb) =0

D’apreés la question 1

Pour tout x € ]a; b [il existe unréel @ € la; b [ telle que Y (x) = ¥ ( )( —a)(x—b)
or Y)=g@®-29@= yP'x¥)=g"®

Onapourtoutx € [a;b] onait M < g'"(x) <mdonc M <¢Y'"(a) <m

Y'(@)
2

@%M(x—a)(x—b)s (x—a)(x—b)S%m(x—a)(x—b)

@%M(x —a)(x—b) <yYx) < %m(x —a)(x—b)

b)

1 x —
SoMix—a)(x—b) < g()— g(@—
La relation reste vraie pour x=aoux=b
Ainsipourtoutx € [a;b] ona

—a)(x—b ~b - —a)(x—b
wEED) g0 - g @ i) gy o < E D)
b) En déduire la relation M(b a) < f g(x)dx — == (g(a) + g(b)) < m(b a) 1)
ona
—a)(x—b ~b - —a)(x—b
wEZDED - @i gy e E D)

donc

b (y _ —b b x-b b
R Y =" CT i

b (y — -
Smf x-—a)x-b)

—a
dx
—a

2
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— —_ b —3
ff—(x a)z(x 2 dx =%fab(x2 — (a + b)x + ab)dx =%Ex3 - %(a+b)x2+abx] = _%
a
b x—b 1 b—
aszdxz_ (@b = =7
bx—a b
¢ Jopgdx= 2(b (( _a)z)_T
Donc
( —a)? —a b—a (b —a)?
f (dx— g (@ ) =L<
Tz &) dwaxr— gla GO =""
(b —a)? b b—a (b —a)?
M- < R <_m-—
oM s [ gdy =257 (9 @+ 9@) < - m

3) Enappliquant la relation (1) ala fonction Insurl'intervallesur[n;n+ 1] oune N*

1 1 1 1
pemontrerlareiation — - < (n+ 2)m(1+) -1 <
emontrer la relation 12(11 n 1)2 n 2 n 1211

La fonction In esr deux fois dérivable sur [n;n+ 1] et on a Pourtoutxde[n;n+ 1] In"(x) ==

1 1 1 1 1 1 1 1
n<x<n+1 (:)F<x<— F— <5< &——<

< —S < ——
1 n (n+1)2 x% n? n? x? (n + 1)2

D’apres la relation (1)

1 n+1
T2+ D2 < f In(x)dx — = (ln (n) +in(n+1)) < o

1 n+1
— < mwd
12+ 12 = fn n(x)

n+1
J ’ In(x)dx = [xIn(x) —x? ' =(n+DIn(n+1) — (n+ 1) —nin(n) +n

n

=m+1DIn(n+1) —nin(n) -1

n+1
f ' In(x)dx —% (In(m)+In(n+ 1)) = %(Z(n +DlIn(n+1) —2nin(n) -2 —ln(n) — In(n + 1))

n

- %((Zn + 1D In(n+ 1) — (2n + Din(n) - 2)

(2n+1)ln(n+1

il AP AP YL

d ! ( +1)1 (1+1) 1< !
M+ =TT T S e

n+% -n

4) On pose pour tout entier naturel non nul n, u, = In (n > et pour entier natureln = 2

1
12(n—1)
a) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que la suite (v,,) est décroissante.

1
1 3 nty,—n 1
u u —In n"tze In (n+1)"tze -1 —In z n!e —In n"tze % (n+1)!
n n+l = n! (n+1)! - N n! 3
(n+1) "2e™ M

(n+1)"tzen-1
(m+1)!

v, = u, +
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=In| ———se eI x(n+1)
m+1)""2
1
n"*z 1 1
=ln| —— e |= —(n+—>ln(1 +—)+ 1
(n+ )"z 2 n

1 1 1
un+1—un=(n+§)ln(1+a>—1zm>0

Donc la suite (u,,) est croissante

= 42 ! —( +1)l (1+1) 1 !
Vnt1 T U = et T M T T 2t— 1) 2Ty 12n(n— 1)
1 1 n—1 n 1

<—- = = =- <0
12n* 12n(n—1) 12n*(n—-1) 12n*(n-—1) 12n*(n—1)

Donc la suite (v,,) est décroissante.

b) En déduire que les suites (u,,) et (v,,) ont la meme limite | et que I'on a pour tout entier naturel = 2,
1
- m < U, <l
On a pour tout entier natureln > 2

1

Y =t 1)

u, estcroissante et (v,) est décroissante = etug<u, < v, < vy

La suite (u,, ) est alors une suite croissante et majorée elle est donc convergente soit | sa limite

La suite (v, ) est alors une suite décroissante et minorée elle est donc convergente

. : : 1
M e T T T Y gy T

La suite (u, ) est converge vers | est elle est croissante = | <u,

. _ 1 1
La suite (v,, ) est converge vers | est elle est décroissante = v, <l=2>u, + ——<I=>u, <l

12(n+1) = T 12(n+1)
1
"ol i > < <l-——
D’ol pour tout entiern=>2ona [ <u, <l PICYES)
5) 5) On considére la suite (I,,) définie sur N par [y = %et pour tout entier naturel non nul n,
Y
7 3
I, = | sin"xdx
0
a) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
Lyv1 — I = [Zsin™ xdx — [2sin™ xdx = [2 sin™ (sinx — 1) xdx < 0
Donc La suite (I,,) est décroissante
: -1
b) Calculer I; et montrer que pour tout entier natureln > 2 [, = nT n—1
I = [Zsinxdx =1
On pose u'(x) = sinifx) et v(x) = sin® 1(x) u(x) = —cosi{i) v (x) = (n — 1)cosxsin™2 (x)
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T[
T

s
2 > 2
I, = f sin™ xdx = [— cos(x) sin™ ! (x)]g +(n—-1) f cos?xsin™ 2 (x)dx
0 0

=mn-1) fjsin"_2 (x)dx—(mn-1) fjsin” (x)dx
0 0

Donc
n—1
In = (n - 1)In—Z - (Tl - 1)In And In + (Tl - 1)In = (TL - 1)In—Z c>In = n—2
c) En déduire les expressions de I, et I, 1 en fonction de n
2n—1
* pourn =>1 IZn = m IZ(n—l)
I, = 1I
2 =751
I, = 31
4+ =70
2n—1
Iy = TIZ(""”
_1)(3>< ><2n—1 _Ix3x5..x(2n-1)  (2n)! o @n)!'m
Ion =747 " T 0T T2 x4Ax6...x2n 0 2202 0 T 22n(p)?2
_ @)'m
d’0u 1271 - 22n(n!)25
2n
* pourn =1 Lns1 = 527 fan—1
2
13 = §Il
4
15 - §I3
_2n
Ione1 = g g 102071
2 4 2n ; 2X4X6..X2n 227 (nh)? 227 (nh)?
==X=X .....X = = =
Ions1 7375 2n+1 ' 3x5x7..x@n+D ' 2n+1)° T 2n+1)!

ZZn(n!)Z
dou  In+1 = 2n + 1)

6)

24n (n!)4—
a) montrer que lim (———= |=T7
n=te \n((2n)))
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22n (n!)z

Ipe1 . @n+1D 222 x22"(n))?x2 2 mh*  2n y 241 (nh*
| ! Cn+D!'x@n)!xr @n+1D(@ED2r 2n+17 n(2n))in
2n n 29

22n(n)%2
B 1 y 241 ()4
1Y n(@2n))?
n(l + Zn)
lim —224L =1
n—-+oo 1
2n
1 24 ()t 1 241 (nh)*

lim SEPLES lim 7~ X 2( ')2—— im X%:

note n—>+oo7_[(1+2_) n((2n)!) mn-+o  n((2n)!)
n
24n (n!)4

@

In(2
b) En déduire que 1 = — (2“)
2nigg2n) JANE @ttt
SRR | L I GO I B (CIDD L
T e =i\ e
@y’
_ 24n+1n4n+1e—4n (Tl!)4
= ((2n)"H? nAn+2g—4n
_ (AN (2
~ M\ n@enn?) T T M\ Cnieny?
' . ) 24n(n!)4 ln(zn.)
dou  lim (Zuz —4up) = lim In <2 W) o2 -4l=nCm) ol=——
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